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Resumo

Nesse trabalho estudamos o Fluxo de Yamabe, junto com algumas propriedades basicas e
garantimos a existéncia e unicidade para tempos positivos e pequenos. Provamos a existéncia
global e o comportamento assintético quando o invariante de Yamabe ¢é negativo ou nulo. Nesses
casos, vemos que a curvatura escalar tende para uma curvatura escalar constante quando o tempo
tende ao infinito.



Abstract

In this work we study the Yamabe flow, with some basic properties and we ensure the existence
and unity for positive and small times. We prove the global existence and the asymptotic behavior,
when the Yamabe invariant in negative or null. In this cases, we see that the scalar curvature
tends to some constant scalar curvature when the time tends to infinity.
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Introducao

Dada uma variedade Riemanniana (M, gy) de dimensao n > 3, o fluxo de Yamabe deforma a
métrica Riemanniana gy da seguinte forma

0 n—
57‘2 = 2nV(29)(89 — Ry)g,
9(0) = 90

, RydV,
em que R, ¢ a curvatura escalar e s, = Ly RodVy
g g fM dvg

permanece na classe conforme [go] da métrica inicial go. Dessa forma, é conveniente escrever

¢ a curvatura escalar total. A solugdo g¢(¥)

g= wi go- Denote por Q(M, [go]) o invariante de Yamabe definido por

QMLMDZm%OW$ﬂ%:QEM@-

Diretamente da defini¢do, temos que Q(M, [go]) depende da classe conforme. No capitulo 1, vere-
mos que o sinal do invariante de Yamabe define uma propriedade importante da classe conforme.

O problema de Yamabe surgiu a partir de um artigo de Yamabe de 1960, no qual é enunciado
que para toda variedade Riemanniana compacta (M, g) de dimensdo n > 3 existe uma métrica
conforme a g que possui curvatura escalar constante. Mas em 1968 Trudinger mostrou que havia
uma séria dificuldade na demonstragao e assim surgiu um dos grandes problemas de analise nao
linear sobre variedades.

Resolver o problema de Yamabe se reduz a mostrar que dada uma variedade Riemanniana
(M, g) compacta de dimensao n > 3 existem um ntmero real A € R e uma fungao estritamente
positiva u € C*(M) tais que

n—2

% Roau= \nt2/(n=2) 1

ANgu+

A dificuldade do problema surge no fato de que a inclusio H'(M) em L?/("=2)(M) nao é
compacta. Dai a idéia, ja presente no trabalho de Yamabe, de aproximar (1) por meio de equagoes
subcriticas, as quais é recuperada a compacidade dada pelo teorema de Rellich-Kondrakov, e em
seguida convergir as solugoes dessas equagoes para uma solugdo da equagao (1). O problema de
Yamabe dessa forma ¢é resolvido e seu enunciado é de fato verdade.

O fluxo de Yamabe foi proposto em de 1980 por Richard Hamilton [7], como uma ferramenta
para construir métricas de curvatura escalar constante em uma dada classe conforme. Hamilton
provou a existéncia de uma solugao global para qualquer métrica inicial.



Bennett Chow foi o primeiro a estudar o comportamento assintético do fluxo de Yamabe
[6]. Ele provou que o fluxo tende para uma métrica com curvatura escalar constante, desde que
a métrica inicial seja localmente conforme a uma métrica flat e que a curvatura de Ricci seja
positiva.

Rugang Ye generalizou os resultados de Chow para todas as métricas localmente conformes a
uma métrica flat [10]. A prova de Ye é baseada em estimativas para o gradiente da fungao logu,
que ¢ obtida utilizando o método de moving planes.

Uma abordagem diferente foi desenvolvida por Hartmut Schwetlick e Michael Struwe [8]. Eles
estabeleceram novas estimativas integrais para a curvatura escalar, o que lhes permitiu realizar
uma analise de blow-up. Para dimensoes menores que 6, nao ocorre a formagcao de singularidades,
caso o invariante de Yamabe seja menor que um certo valor. Além disso, essa técnica nao esta
restrita ao caso localmente conforme flat. A referéncia béasica deste trabalho é [7].

Nessa dissertacao, estamos interessados em discutir algumas propriedades basicas, tais como
existéncia local e global e o comportamento assintético nos casos em que o invariante de Yamabe
¢é negativo ou nulo.

O capitulo 1 fornece as ferramentas necessarias para o desenvolvimento dos capitulos posterio-
res. Por exemplo, justificamos porque g permanece na classe conforme, introduzimos o Laplaciano
conforme e algumas relagoes que o envolvem, estudamos o invariante de Yamabe e mostramos que
seu sinal define se a classe conforme possui uma métrica de curvatura escalar inteiramente positiva,
negativa ou nula. Por fim, mostramos que a curvatura escalar total é nao decrescente no tempo.

O capitulo 2 se dedica a existéncia e unicidade locais do fluxo de Yamabe. Para isso, estudamos
o fluxo nao normalizado, pois é mais facil garantir sua existéncia e unicidade. A partir dai,
construimos uma solugdo para o fluxo original e mostramos sua unicidade.

Nos capitulos 3 e 4, concentramos inicialmente no estudo das fungdes wUpq.(t) =
max{u(z,t),x € M} e Upin(t) = min{u(z,t),xr € M}, que irdo nos auxiliar na discussao de
existéncia global e comportamento assintético. Uma ferramenta que sera utilizada é a teoria de
equacoes elipticas e parabdlicas. O capitulo 3 lida com o caso em que o invariante de Yamabe é
negativo e o capitulo 4 lida com o caso nulo. Ao final de cada um, mostraremos que a métrica
g(t) tende para uma métrica de curvatura escalar constante quando o tempo tende ao infinito.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Nocgoes de Geometria Riemanniana

1.1.1 Variedades Diferenciaveis

Seja M um espaco topolédgico e considere o espaco Euclidiano R™ com a topologia usual. Um
sistema de coordenadas locais (ou carta local) de dimensao n em M é um par (U, ), em que
U C M éum abertoem M e ¢ : U — ¢(U) C R" é um homeomorfismo.

Um atlas de dimensdo n sobre M é uma colecao ® = {(U;, ;) }ier tal que M = U;c; U; e
(U, i) sdo cartas locais de dimensao n. Um atlas ¢ diferencidvel se as mudancas de coordenadas
sao diferenciaveis, isto é, p; o cpj_l sao diferencidveis sempre que U; N U; # 0.

Defini¢ao 1.1. Uma variedade diferenciavel é um par (M, ®), em que M €é um espago topolégico
de Hausdorff com base enumerdvel de abertos, e ® é um atlas diferencidvel de dimensdo n.

Exemplo 1.1. O espago Euclidiano R™ é uma variedade diferenciavel com o atlas & = {(R", Id)}
onde Id ¢é a aplicacao identidade.

Exemplo 1.2. A esfera S" = {(:cl, ey Tpy1) C R \/(a:% +.otai, = 1} ¢ uma variedade
diferenciavel.

Sejam (M, ®) e (N, V) duas variedades diferencidveis. Suponha que dimM = m e dimN = n.

Definicao 1.2. Seja f : M — N uma aplicagdo e p € M. Diz-se que f ¢é diferenciavel em p

se existem sistemas de coordenadas (U, ) e (V,9) tais que p € U, f(p) € V etho fop™ é

diferencidvel em p(p). Se f € diferencidvel para todo ponto p € M dizemos que f € diferencidvel

e feC®M).

1.1.2 Espaco Tangente

Dada uma variedade diferencidvel M e p € M, considere o conjunto F, = {f : U, = R; U, C
M é um aberto, p € U, f é diferenciavel}.

Definicao 1.3. Um vetor tangente a M no ponto p é uma funcio X, : F, = R que satisfaz:

1. Xplaf +bg) = aX,(f) +0X,(g)



2. Xp(fg) = F()Xp(9) + 9(p) Xp(f) para todo a,b e R e f,g € F,.

Defini¢ao 1.4. O espago tangente a M no ponto p € o conjunto T,M de todos os vetores tangentes
a M no ponto p.

O conjunto 7,M ¢é um espago vetorial real de dimensao n. Além disso, se (U, ) é uma carta
local com p € U, entao as aplicagoes %(p) : I, — R, definidas por

0 0
) = 5

foe Hep)

sao vetores tangentes, de acordo com a definicao acima. Nesse sistema de coordenadas, o conjunto
{ 9_(p), 0 (p)} é uma base para T),M.

dx1 " Oxp

Definicao 1.5. Um campo vetorial sobre M € uma aplicacdo

X C®(M) — C=(M)
que leva cada funcdo f em X(f), isto é, fito p € M, X(p) define um vetor tangente a p, assim
X(f)p) =XP)(f)-

1.1.3 Meétrica Riemanniana

Definicao 1.6. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferenciavel M € uma corres-
pondéncia que associa a cada ponto p € M um produto interno, isto é, uma forma bilinear
simétrica, positiva definida:

Gp : TyM x T,M — R

tal que

52U R 0) =5 (-0 5 0))

¢ uma funcao diferencidvel para todo 1 < 1,7 <n, para toda carta ¢ : U C M — R", pe U.

Uma variedade diferencidvel com uma dada métrica Riemanniana chama-se uma wvariedade
Riemanniana.

Exemplo 1.3. No espago Euclidiano R™ o produto interno usual é uma métrica Riemanniana.

Exemplo 1.4. Seja f: M — R™ tal que df(p) : T,M — R™ ¢ injetiva para todo p. A métrica
induzida por f é dada por g(u,v) = (df (p).u, df (p).v)gm.

Proposicao 1.7. Toda variedade diferencidvel admite uma métrica Riemanniana.



1.1.4 Conexoes Afins
Definicao 1.8. Uma conexao afim V em uma variedade diferenciavel M é uma aplicagdao
V:iXM)x X(M)— X(M)
que se indica por (X,Y) — VxY e que satisfaz as sequintes propriedades:
1. VixigvZ = fVxZ +gVyZ
2.Vx(Y+2)=VxY +VxZ
5. Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,
onde XY, Z € X(M) e f,g € C°(M).

Dada uma métrica g em M, dizemos que a conexao afim é uma conexao de Levi-Civita se ela
satisfaz as condigoes a seguir:

1 X(Y,Z) = (VxY, Z) + Y,V Z)
2. VyY — VyX = [X,Y]
para todo XY, Z € X(M), em que [X,Y]|(f) = X(Y(f)) — Y(X(f)), f € C®°(M) é conhecido

com colchete de Lie.

Teorema 1.9. (Teorema Fundamental da Geometria Riemanniana) Dada (M, g) uma variedade
Riemanniana, existe uma unica conexao de Levi-Civita.

1.1.5 Curvaturas

Definicao 1.10. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M € uma correspondéncia que
associa a cada par X,Y € X (M) uma aplicagio R(X,Y) : X(M) — X(M) dada por

R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ +Vixy1Z
onde V € a conexao Riemanniana de M.
A seguir listamos algumas propriedades da curvatura R:
1. R é bilinear em X (M) x X (M), isto é,

R(le + gX27 le) - fR(Xb }/1) + gR(X27 }/1))
R<X17 in + g}/2> = fR(XhK) + gR(XlaYé)a

para todo f?g € COO(M)7X17X27Y17}/2 € X(M)

10



2. Para todo par X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X (M) ¢ linear, isto
e,
RX,Y)(Z + W) =R(X,Y)Z + R(X, Y)W,
R(X,Y)(f2) = [R(X,Y)Z,
para todo f € C®(M),Z,W € X(M).
3. (Primeira Identidade de Bianchi) Para todo X,Y,Z € X (M), tem-se
R(X,Y)Z +R(Y, Z)X + R(Z,X)Y = 0.

Proposicao 1.11. Seja o um subespago bi-dimensional do espago tangente T,M e sejam x,y € o
dots vetores linearmente independentes. Entao

(R(z,y)y, r)

Bow) = geyp -

nao depende da escolha dos vetores x,y € o

Definicao 1.12. Dado um ponto p € M e um subespago bi-dimensional o C T,M o nimero real
K(xz,y) = K(0), em que {z,y} é uma base qualquer de o, é chamado curvatura seccional de o
em p.

Definicao 1.13. Seja z = z, um vetor unitdrio em T,M; tomemos uma base ortonormal
{z1, ..., zn_1} do hiperplano de T,M ortogonal a x e consideremos as sequintes médias:
1
Ricy(z) = S Rz, z)x, z), i=1,..,n—1,

n—1%

chamada curvatura de Ricei e
Zchp ;) n(n Y Z(R(zi, 2i)zi 250, 7 =1,..,n,

chamada curvatura escalar.

Proposicao 1.14. As curvaturas de Ricci e escalar nao dependem da escolha das correspondentes
bases ortonormais.

1.2 Espaco de Sobolev e EDPs

Definicao 1.15. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta, conexa, sem bordo e de
dimensao n > 3. O espago H'(M) é definido como o completamento de C°°(M) com respeito d
norma

1/2
lull o (z vl dvg>

onde | - | denota a norma usual sobre tensores.

11



Lema 1.16. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta, conexa, sem bordo e de dimensdo
n > 3. Entdo, a imersao H*1(M) em H*¥(M) é compacta.

A demonstracao deste resultado encontra-se em [1].

Lema 1.17. Sejam Q um aberto de R* ¢ F: @ x R* x R"” 5 R e ug : Q — R fungées de classe
C*>. Assuma que L(p) = %F(:c, ug +tp, Vug + Vo, Nug+t A 9)|i—o € uniformemente eliptico
em ). Entdo, o problema

O = F(z,Vu, D*u) em Q x [0,¢)
u(z,0) = up(x), Vo €
possui uma unica solugdo u € C(2 x [0,¢)) N C®(Q x (0,¢)).

A demonstracao deste resultado encontra-se em [9].

Lema 1.18. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta, conexa, sem bordo e de dimensdo
n > 3. Considere o problema

(1.1)

Ou— Lu = f(x) em M x (0,400)
u(z,0) = up(x),Vr e M

onde L é um operador uniformemente eliptico sobre C*°(M) com coeficientes suaves. Se f €
HY(M) e ug € H*2(M), entdo existe uma tnica solugio de (1.1), u: M x [0, +00) — R, tal que
u(-,t) € H**2(M) para todo t > 0. Além disso, existe C > 0 tal que

(s Ol reveany < Clluoll grzany + 1 |k any)-
A demonstracao deste resultado encontra-se em [4].

Lema 1.19. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta, coneza, sem bordo e de dimensao
n > 3, e L um operador uniformemente eliptico sobre C'° com coeficientes suaves. Entao, existe
C >0 tal que

el ez ary < CUILull grary + [lull e ary)
para toda solugio v € H'(M).

Lema 1.20. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta, coneza, sem bordo e de dimensao
n > 3. Entdo existe uma constante C > 0 tal que

ullz2(ary < ClIVull L2 ar)

para todo u € H*(M) em que [y; udv, = 0.

12



Capitulo 2

O Fluxo de Yamabe e Propriedades
Basicas

2.1 Primeiras Propriedades

Seja (M, go) uma variedade Riemanniana compacta, conexa, sem bordo e de dimensao n > 3.
Denote por [go] a classe conforme da métrica gy. Considere o fluxo de Yamabe

0g _ n—2
9(0) = go
em que R, é a curvatura escalar em relacdo a g, V(g9) = [,,dV, é o volume de M e s, =

ﬁ Jar RgdVy € a curvatura escalar total.

Com o intuito de mostrar que o fluxo de Yamabe, caso exista, permanece na classe [go,
destacaremos um resultado de Algebra linear. Seja V' um espaco vetorial de dimensao n com dois
produtos internos (,) e ((,)).

Lema 2.1. Temos que (,) = ¢((,)), em que ¢ é uma constante positiva se, e sé se, {,) e ((,))
sao conformes.

Demonstracao. Suponhamos que (,) = ¢((,)), entdo para quaisquer u,v € V' temos

{u, v) c{{u, v)) {{u, v))

ullol — Vellullvelloll — Tlullllv]

e assim as duas métricas sao conformes. Por outro lado, assumindo a conformidade, seja {u;}?,

uma base ortonormal em relagdo a (). E imediato que {u;}?_; também é base ortogonal em
relagao a ((,)). Se ¢; = ||u;||?, precisamos mostrar que ¢; = ¢;, para i # j. Notemos que
(u; +uj,u;) = (uj,uj) = 1,9 # j. Assim,

||uz + Uj”2 = <U1 + uj,ui + Uj> = (u,,m) + <Uj,Uj> = 2,

b ity u) u g, ug)) ¢
V2wl et ulllyl Ve e
E fica claro que ¢; = ¢;. O

13



Mostremos agora que o fluxo de Yamabe preserva classes conformes.

Proposicao 2.2. Seja g(t) uma solugao de (2.1) para t € [0,T). Entdo, g(t) = f(t)go, f(t) >0,
para todo t € [0,T).

Demonstragao. Fixos u,v € T,M, em que p € M também nao varia, denotemos por ¢(t) o
quadrado do cosseno do dngulo entre u e v em relagdo a métrica g(t), quando g(t) existir. Assim

o(t) = () — (B0 gi; (1) (Brauv' g (t))
[ull2plolZe (Bt giy(8) (Zrv v gu(t))’
em que u = u’ 8‘;, v =1 a?;i e gij = ( 6?&, %}m em relacao a algum sistema de coordenadas local

{z'}. Calculemos entdo

2(u'v? gi) (u*v' ga) (u'v?g;;)? i , i g
71 = (uiujg”J)(Uk’Ulgkl) - (uiujg<,)2(vjing.-)2[(u W i) (V50" gra) + (W' gig) (V50! gia))
] ] ij
2f(uiujgz‘j)2 (uiujgij)2 ;g ;o
- PR -2 P P ‘u? 37 ‘v’ i)l — O
(i gy)(WPolg) 2 (g e(viuigy) 0 9) (076

Dessa forma, provamos que g(t;) é conforme a g(t3) sempre que ambos existirem. Pelo Lema
2.1, temos uma constante ¢ > 0 tal que g(t) = cg(0). Mas essa constante depende do tempo e,
escrevendo ¢ = e o resultado segue. O]

Mostraremos que o fluxo de Yamabe mantém o volume de uma variedade M constante. Pela
discussao acima podemos escrever g(t) = f(t)go, f > 0. Se g é uma solugao de (2.1), podemos
escrever

V) =Viglst) = [ dVyw= [ fiave.

Assim,

Vi = [ o = 5 [ v = G [ P sy = Ry fav

n—2 n n—2
= 4V (g) /M(Sg — Ry)f2dVy = W /M(Sg — Ry)dV,

= o f s} =2 - B o

Dessa forma, V(g) é apenas uma constante em (2.1), e podemos mudar a escala do tempo de
forma que iremos considerar o seguinte fluxo, conhecido como o fluxo de Yamabe nao normalizado,

{ % = (s — Ry)g . (2.2)
9(0) = go

14



2.2 O Laplaciano Conforme e o Invariante de Yamabe

Definicao 2.3. Dada uma variedade M com uma métrica g e u : M — R uma fungao suave
positiva. O Laplaciano conforme L, é dado por

Lyu = Agu—c(n)Ryu,

n—2
4(n—1)"

em que c¢(n) =

Proposicao 2.4. Dado g = uﬁg uma métrica conforme a g e v : M — R uma outra funcgao
positiva. Entao sdo vdlidas as sequintes relagoes

n+2

Ly(uv) = un—2Lg(v) (2.3)
e
I |
R; = ———u »—2L,u. (2.4)

c(n)

Demonstracao. Inicialmente veremos que (2.4) implica em (2.3). Seja go uma outra métrica da
4 4
classe conforme de g, de forma que gy = v7—2§ = (uv)»—2g. Entao, assumindo que (2.4) é verdade,

temos

1 _nte 1 —nt2
Rgo = _EU n—2L§<U) = —E<U/U> n=2 Lg(uv)a

logo
Ly(uwv) = wit Lj(v).

Vamos mostrar agora que de fato (2.4) vale. Para isso, lembremos que a curvatura escalar é o trago
da curvatura de Ricci R = g R;;, a curvatura de Ricci ¢ o trago do tensor curvatura Ry; = Rj,;,
e em coordenada locais temos

em que

1
Fij — 9 Z(aigkj + 0jgri — ainj)le
i

e 0; =0, = (%, Vo, 0; = X Ffj@k e gr; =< Ok, 0; >. Seja § = e/g. Agora, qualquer grandeza
que se referir a g serd diferenciada das que se referem a g por um til. Assim,
1

I, — Tl = 5 2(0i(e" gmr) + Ok (e’ gmi) — Om(e’ gix))e™ g™ — T,

1
=3 > (Gmk0i f + gmiOkf — gixOm f)g™.
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Vamos calcular Rﬁm Rfm no ponto p € M utilizando as coordenadas geodésicas nesse ponto, isto

é, gij = 0ij € F =0V 1,7,k no ponto p. Entao,

kl]

Ainda no ponto p,

7 i

1 ]
= Z [Qai Z(gmkajf + 9miOkf — 9ikOm f)g™ — 533' Z(kaaz‘f + 9miOkf — GiOm [)g™

i

1 .
+Z Z <Z(glmaif + 91O f — gimOLf)g" (9r10; [ + GrjOkf — gi10-f)g™
m \ |

T

- Z(glmajf + 91;0m f — gjmalf)g” Z(grkaif + 9Ok f — gikarf)grm)]
l r

1 1
=2 [2 > (9mk0i05f + gmiOiOkf — 9jk0i0m g™ — 2 > (9uk050if + gmiOiOkf — 9ir0;0mf)g™

m

1 )
1 > (Z(leaz‘f + 910 f — 9imO ) 9" > (9k0i f + 9riO0f — gin0:f)g™
m l r

- Z(glmajf + 91;0m f — gjmalf)gli (9110 f + 9riO f — gz‘karf)gmﬂ
!

r

—A+B+C, (2.5)

em que

1 | ,
A= Z <2 Z(kaaiajf + 9mjOiOkf — 9jk0i0n f)g™ — B Z(gmkajaif + gmi0jOpf — gikajamf)gmz> )

m

B = Z [411 Z (Z(glm@f + 910 f — gimalf)gh) <Z(grkajf + GriOcf — gjkarf)gmﬂ

l T

== l(Z(szajf + 91;0m f — gjmalf)gh) (Z(Qrk@f + §riOkf — gikarf)grm>] .
I

Assim,
1 . . . .
A= B Z(gmjgmzaiakf - gjkgmlaiamf - gmigmzajakf + gikgm@jamf)

,m
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1 , 1
= 0uf = 5000f = 5 9ixg™ 0 = 0;0cf = S0,0F = Sgm A f.

Logo,
—2 1
A=_1"¢% 5 ViVl = 59 O .
4B = Z(ﬁmf + 10 f — O f) (grkajf + 97Ok f — gjkarf)grm
= Z 1O f(9ri0i f + GriOkf — gix0r f)g™
S (MGk D O + 18O fORF) — 3 1gikg ™ O O,
= 2nakfa]f -n Zgjkgrm mfarf

Assim,

B= gvj IS — %gjm, V).

—4C = Y (gimOi f + 9;0mf — gimOuf) " (960 f + GriOf — 9O ) g™

il,m,r
= Z <5miajf +050m f — Zgjmglialf> <5km3if + 0im Ok [ — Zgikgrmarf>
i,m l T

= Z OmiOkmO; fO; f + Z OmiOmiO; fORf + Z 04§ Okm O f O; f
+ Z 5zj51mamfakf - Z gzkgmajfarf - Z gjkgrm mfarf

= 9id O SO f = 95ig"OfOS + D Gimging" g Of O f
il il

il,m,r

=0, fOkf +n0; fOrf + OufO;f +0;fOkf — O;fOr f
= ging " O fOf =D gy OfOf — O; fOuf + O fO; f
m,r 4,1
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= (n+2)0;fOcf — 29k Z 7 "o, fo;f.
il

Entao,

n—|—2

c— VIVl + 0l VE V)

Combinando as relagdes acima,

Ry — Ry =A+B+C

1
gjkﬁf+7kavf

Multiplicando por ¢7¥ e somando sobre os indices j, k, temos

Rg@f — Rg = jkkav]f - t

, n
AT 5

A

n—2)(n-—1)

—(n—l)Af—( 1

Zvifvif-

4
Lembrando que e/ = un—2,

4 4 .
n 2 n—2 ij k

5 1 3
J(0:0;u — (O Oku-TE)) — 2 > g7 dudu}l
k 1,7

Z ViuViu}.

Portanto,

4 1 n+2
—MAU—FRU Rgur%?.
n—2

]

Para estudar o invariante de Yamabe, precisamos de algumas preliminares sobre o primeiro
autovalor de —L,. Para isso, consideremos a

18



Proposigdo 2.5. O primeiro autovalor \;(—L,) de —L, é dado por

I (IVgul® + cRgu®)dVy, f
ue H1(M)\{0} S w?dV, weH (M)\{0},[|ull 12 pr)=1

>‘1<_LQ) = I(“)a
em que

I(u) :/ (IVyul® + cRyu®)dV,.
M

Demonstragao. Seja p um autovalor de —Lg, e w > 0 a autofuncdo associada, ou seja, —Ly(w) =
pw. Assim para v € HY(M),

— /M(v Ay w+ cRyow)dV, = ,u/M vwdVy,
portanto,
/M(<ng, Vyw) + cRyow)dVy = M/M vwdV.

Fazendo v = w

_ Vgl + RV,

: Jar w?dv,

Com isso, notemos que se

[(Vul* + cRu?)dV

A\ = = inf
uweH(M)\{0} JurdV ueH (M)\{O},[|ull 12 pr)=1

I(u) (2.6)

for finito e também um autovalor, ja temos o primeiro autovalor de —L,. Provemos que A > —oo0.
Para isso, lembremos que M ¢é uma variedade compacta e entao sup,, |R,| < co. Assim,

-\ = sup (—1(u)) < sup —cRyu*dV,
ueHY (M), ||ull 2 pp=1 weH (M), [[ull 25y =1 /M
< sup csup ]Rg]/ u?dV, = csup |R,| < oc.
weH (M), Jull 2 apy =1 M M M

Vamos nos preocupar agora em provar que A de fato é um autovalor. Tome uma sequéncia
{u;} ¢ H'(M), com |luj||r2(my =1 € I(uj) — . Para j suficientemente grande, temos

A1>I(uj) > / |Vu,;[*dV — esup |R| /u?dV,
e entao

/ﬁmmvSA+1+cmeL
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logo {u;} é uma sequéncia limitada em H'(M). Portanto, segue do Lema 1.16 que H'(M) —
L?(M) compactamente. Logo, existe uma subsequéncia que converge em L? para o limite u. Sem
perda de generalidade, assumiremos que a sequéncia original u; converge para u. Observemos
também que |[ul 2 = |Jujll L2y = 1.

Além disso, como H'(M) é reflexivo e |lu;||grary < C, existe uma subsequéncia, que assumi-
remos novamente ser a sequéncia original, que converge fracamente para alguma funcao limite em
H'(M). Essa funcdo limite deve ser u. Assim, notemos que [ cRu3dV — [cRu*dV, ja que

’/CR(UJQ- - u2)dV‘ < csup | R| / u? —u*|dV — 0 quando j — oco.

Como (u;) é fracamente convergente, temos que ¢ limitada e |u| g1ary < Hminf ||u;] g1oar).
Portanto,

/ Vul + cRu*dV < lim inf / Va2 + cRu2dV.

Isso significa que I(u) < A. Mas por (2.6), temos que I(u) = A. Logo u é minimizante.

Consideremos agora w := |u|. Pelo Lema 7.6 de [5], temos que w € H'(M). Logo |Vw|?> = |Vu|* e

w? = u?. Portanto w > 0 também é minimizante. Definimos agora f(t) = % ,v € HY(M).
L2(M)

Entao,
, [(w + tv)vdV
() = _2(f((w+tv V)2 /|V (w + tv)|* + cR(w + tv)*dV
+2 J(V(w+tv), Vv) + cR(w + tv)vdV
[(w + tv)2dV '
Assim

f1(0) = 2[B(w, v) — I(w){w, v} 2],
em que B(u,v) = [(Vu, Vv) + cRuvdV e ||[w]|r2(p) = 1. Como w é minimizante, I(w) = A, e
f1(0) = 2[B(w, v) — XMw, v) r2(an))-
Assim,
f(0)=0 < B(w,v) — Mw,v)r2ar) =0V v e H(M).

Segue do Lema 1.19 que Lw —Aw = 0, e assim [ é de fato um autovalor. Além disso, pelo principio
do méaximo, temos que w > 0. O

Definicao 2.6. O invariante de Yamabe é definido por

Q(M, [go)) = int {W ge [go]}

. 1 ’VQUP + R0U2d%
= inf

u>0,uc HY (M) (fun Qd%) P
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Proposicao 2.7. O invariante de Yamabe € finito, isto €,

Q(M, [go]) > —o0.
Demonstracdo. Lembremos que o primeiro autovalor do Laplaciano Conforme é dado por

2 2
M(—Ly) = inf [Voul|* + cRyudVj

u>0,ucH (M) JurdVy
Tomando w > 0,w € H'(M), temos
L[ Vow]? + cRyw?dV, B L[ Vow]? + cRyw?dV, [w?dV,
(Jw2dVp) ™ JwdVy (Jw2dVp) ™+
UML) ety
CC (JwrEdg)
Tomando o infimo sobre todo w > 0 em H'(M), temos

(=L 2d
QM [go) = MEED JwdVs
C w>0,weH (M) (J" wmd%)

Lembrando que A;(—L,) > —oo e

n—2"
n

2
wdV; 2
0< inf fzn 0 — <V < o0,
w>0,weH (M) (f wn—2 O)TAL
o resultado segue.

Proposigao 2.8. \(—L,) e Q(M,[g]) possuem o mesmo sinal

m
Demonstracdo. A desigualdade de Holder implica que

entao

2 2, 92
lullzrary < (V@)™ 1wl 2z (40

L Ve)E
T, mmmn ~ TPloon
Se I(u) > 0 para todo u > 0,u € H'(M), entdao temos

2
U _ V() ()

[ S T Py
o que implica que

(2.8)
21



Se I(u) < 0 para algum u > 0,u € H'(M), entdo temos

) HVe)H(w)
[z S ] Py

Y

assim, teremos

2
n

V(9))

C

Seja uy; > 0 tal que —Lyuy = A\ (—Ly)us em M. Daf I(uy) = [y A(—L,)uidvg. Se A\ (—L,) <0,
entao I(uy) < 0, implicando que Q(M, [g]) < 0.

Por outro lado, se Q(M, [g]) < 0 entdo, por (2.9), temos A\ (—L,) < 0. Observa também que se
Q(M,[g]) > 0, por (2.8), \y(—Ly) > 0.

Finalmente, se A;(—L,) > 0, ja sabemos que Q(M, [g]) > 0. Mostremos que Q(M,[g]) > 0. Para
isto, assuma por contradigao que Q(M, [g]) = 0. Neste caso, por definigao, existe uma sequéncia
(vr) C HY (M) tal que

0> Q(M,[g]) = M(=Ly) (2.9)

A (v)

(fM U,:‘de0>

— 0

n—2
n

quando k — +o0. Por (2.7), segue que

v v,%dvo

- — — 0. (2.10)
(va,:Zdv()) !

Utilizando agora a continuidade da imersao H'(M) — L

que

(M), existe uma constante ¢ > 0 tal

(/ v,;f‘%d%)”gco (/ \Vz;k’2dvg+/ vgdvo).
M M M

Logo, por (2.10), temos

lim Jus \Vvk]2dvg_2 > i,
k—+4o0 2n2 o Co
(fM (U dvo>
tal que
1
=1
lim ol (v) > 1

n—2

k—+o00 2n - 0007
n72d
Jarvg " dug

absurdo. Portanto, A\;(—L,) > 0 implica que Q(M, [g]) > 0 e a demonstracao esta concluida.
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Enunciaremos agora um dos resultados mais importantes desse capitulo

Proposicao 2.9. Seja M uma variedade compacta. Entdo M admite uma métrica, cuja curvatura
escalar nao muda de sinal. Tal sinal é unicamente determinado pela estrutura conforme, logo so
existem trés possibilidades mutuamente exclusivas: M admite uma métrica compativel de curvatura
escalar positiva, negativa ou nula.

Demonstracdo. Seja g uma métrica sobre M. As trés possibilidades sao determinadas pelo sinal
4

n—

de A\j(—Lgy). Seja u; uma autofuncao positiva. Definimos § = u{ *g, entdo a curvatura escalar
associada a ¢ fica

_n+2 _ n+2

nt2 1 1 4

R; = ——u " ?Lyuy = —u; "M (—Lg)ug = =\ (—Ly)ur—2.

c c c

Se A\(—Ly) > 0, entdo Q > 0 e nao existe métrica g € [g] tal que R; < 0. Suponhamos que
M(—=L,) <0 e existe g € [g] tal que R; > 0. Entdo, para v > 0 em H'(M), temos

/ —vLyudV; = / V502 + cRyv2dV; > 0,

o que faz com que @) > 0, uma contradi¢do. Se A\j(—L,) = 0, entao ) = 0 e existe § com R; = 0.
Entao tome § € [g], § = uﬁg, assim Ry = —%u*%g Agju. Se Ry possui um dado sinal, e sem
perda de generalidade, suponhamos que R; > 0, entao deveriamos ter que Azu < 0 para que @
continuasse sendo nulo, mas af 0 < [ AzudV; = 0, uma contradi¢do. Concluimos que A\;(—Ly)

determina o sinal de Rj. O

2.3 Evolucao Temporal da Curvatura Escalar Total

Representando a métrica da seguinte forma g = wiz go, mostraremos que a equacao (1.2) é
equivalente a

duns 2 .
- ZjZ(n— 1){Lou + csuii}. (2.11)
Reescrevendo (2.2), temos
dg  Qurs .

ot~ ot P~ (89 = By)u2go.

Notemos que qualquer grandeza que dependa de g, na verdade depende de ¢, por isso trocaremos

os indices g por ¢, por exemplo, R, serd representado por R, e Ry por Ry. Assim, podemos
escrever

4 uﬁ ou

= (St — Rt)uﬁ

n—2 u Ot
ou n—2
EZ 4 U,(St—Rt)
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Calculemos agora

n+2
our—2 n+2 4 Ou n+2n-—2 4 n+2 ni2
— n—2 —— —R n—2 — —R n72'
ot n — 2u o n—2 4 u(si Ju 4 (s U

Utilizando a equagao (1.4), obtemos

(‘3“%3 n+2 a2 n+2)(n—1) Lyu n+2  ate n+2)(n—1
o 4 st + n)—(2 ) == s+ n)—(2 Lan
=

o que nos leva a (2.11).

Proposicao 2.10. A curvatura escalar total € uma func¢ao decrescente mo tempo. Em outras

palavras, %(t) <0 para todo t € [0,T].

Demonstracdao. Primeiramente, calculemos a derlvada da curvatura escalar em relagao ao tempo.
_ n+2

Para isso, observemos que se g = un42go eh=uv n2g = (uv)n 2 gy, entao Ry, = v~ n- 2(—7 DNy v+

Ryv) = (uv)” = (=% Ap (uv) + Rouv). Isso nos da a seguinte relagao

n+2 1

1
—— Agv— Ryu=u n2(—= L (uv) — Rouv). (2.12)
c c

n+2

Lembremos que R = Ry = u™»2(—1 Ag u + Ryu). Portanto

orR 0 nt2
at at <u n— (—* A0u+R0u)>

2 n n 1
n ﬂu = (— Nou + R0u> + = (— No ug + Rout>
c

n—2u

n+2 _u nt

1
R +u- H(—cAout—l—Rout).

-2

Agora, tomando v = “, a equacdo (2.12) nos da

OR n+2 _u 1 Uy Uy
g _ R (== By 24 Ry
o n—2 ( gu+ gu)

:—n+2R(s—R)+n_2 (—1Ag(s—R)+R(s—R)>.
4 4 c
Assim,
%Zf: (n—1)A; R+ R(R—s). (2.13)

Portanto, temos

2

dt — dt

ds _d ([RdV OR
% v

- ot
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2n Uy
-~ [y 7/R—dv.
* (n—2)V u

x : uy __ n—2 R OR
Da equagao (2.11) tiramos que “ = "7*(s — R). Substituindo (2.13) no lugar de %7, temos

gj—v/n—l ) AR+ R(R - s)dV + /Rs—

n—2

‘l//R(R—s)dV—;//R(R—s)dV:— i | R =s)av

_ _”2;/2 (/M R(R—s)dv —s [ (R~ s)dV)

— s’ dV <0.
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Capitulo 3

Existéncia e Unicidade Local

Existéncia
Na segao anterior, vimos que (2.2) tem a equagao (2.11) como modelo parabdlico.
Agora, vamos estudar o fluxo de Yamabe nao normalizado
99 _
ot
A partir da solucao deste problema que vamos obter a existéncia e a unicidade para o fluxo original

(2.2).
O modelo parabdlico para (3.1) é

—Ryg. (3.1)

n—+2
Oour—2 n+2
= L 3.2
ot 1c 0 (3:2)

o que nos da

ou n—2 __a
iy 2 (Agu — cRyu).

Podemos escrever a equagao acima da seguinte forma
uy = F(x,u, D*u).

Se linearizarmos este problema

d
Lu = @F(x, uy + b, D*ug + tD*9) =,

obtemos
n+2 -4
L =—u, " A
(90) 4c(n) Ug g0 @,

que é um operador eliptico. Assim, com a condigdo inicial u(0) = ug, segue dos Lemas 1.17 e
1.18 que existe ¢ > 0 tal que 3.2 tem solucao unica u(x,t) para x € M e t € [0,e]. Além disso,
u € C®(M x [0,¢]).
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Seja g a solucao do problema de valor inicial

o =~ Ruy . (3.3)
g|t:0 = goat € [O7T*]

Vamos produzir uma solugao para

oa ~
ET? = (s - R3)g . (3.4)
g|t=0 =g,l€ [OaT]

Seja entao g(z,t) = ¥(r(t))g(x, 7(t)), em que () > 0. Assim é direto que

1
Ry(x,t) = ng(%T(t))
e integrando em M, temos
1
S§<t) = 'lb(T(t))Sg(T(t)).
Além disso, temos
Org(x,t) = ;[W@»g(m, ()] = ¢ (7(0))7 (gl 7(8)) + (7 (1)) drg(, T(£)7 (1)

!/

= (T(t)7T () gz, T(t)) — W(T(t)) Ry(z, 7(t))g(z, T(t))T

Agora, precisamos escolher ¥ e 7 tal que

0ig(x,1) = [s4(t) — Rg(x, 1)]g(x, 1) = [s4(7(1)) = By, 7(2))1g(, 7(2))-

Para isto, considere as equacgoes

(t)-

D) (t) = 1, ' (T(8)7 (8) = 54(7(2)). (3.5)
A partir da primeira exigéncia, escolheremos 7 como a unica solugao de
1
7'(t) = ,7(0) =0
() = 5570)
Ja da segunda exigéncia, obtemos
/ / v(7(t))
sa(r(t) =¥/ (r0)7 () = 70
Tomamos entao (t) = elo so(@)de Assim, encontramos uma solugao de (3.4), para t € [0,T].
Agora assumimos que ja conhecemos uma solugdo §(z,t) de (3.4). Seja g(z,t) =
o(E(t)g(x, (1)), em que @(t) é uma funcdo positiva. E claro que Ry(x,t) = Ri(é’égg)) e

sq4(t) = ;?:((f))). Também, temos
Og(w,t) = ;[%0(5@))@(%5@))] = ¢ (€)' (1)g(x, &) + 0 (§(1)) g (w, £(1))€'(2)

27



= @' (€))7, £(1) + (€(1)[s5(£(1)) — Ry, £(1))]g(x, £(1))E (1)

Gostariamos que

Para isto, basta que

Escolha entao £ como a tnica solugao de

L o) =
€—¢< 5 £(0) =0,

t
e tomamos p(t) = e~ Jo sato)de, Assim, encontramos uma solugao de (3.3), para t € [0, T*].

Unicidade

Primeiramente, notemos que a solugdo de (3.2) permanece positiva para um tempo pequeno,
ou seja, existe 71 > 0 tal que u(z,t) > 0 para todo (z,t) € M x [0,T}]. Isso decorre do fato de ug

ser positiva em M e M ser compacto.
Suponhamos que existem duas solugoes u e v para a equagao (3.2) em M x [0,7] com valor

inicial ug. Entdo, w = u — v satisfaz

nZ;Q{AOw — cRyw} = n 2L0w = n:2L0u — nj 2LOU
_ n+2uﬁ8tu—n+zvﬁ8tv= n+2u$8tw+n+2uﬁ8{u—TH_QU%@U
n—2 n—2 n—2 n— —
= Zj;uﬁz&tw + Zi;@tv(wﬁ? - vﬁ)
— Ztguﬂatw + Zt;@tv /01 jz(zu +(1-— z)v)ﬁdz
= Zi—gungﬁtw + m@tv /01 w(zu + (1= 2)v)"=2dz

Portanto, temos

Oyw =a DNow —bw, em M x (0,T]
w(z,0) =0, Ve e M
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em que a = i €
n—2

4 6-n (n—2)(n+1)Ry
bw=———-"7"93v [ (zu+ (1 — z2)v)n2dz + )
(n —2)un—2 /( ( ) 4(n — Dun—2

Notemos que a , b sdo fungdes continuas e a é positivo. Considere @ := e~ *w. Entdo,
O = —Ae Mw + e Mow = e M(alow — bw) — e Mw = algw — (b + \)b. (3.6)

Escolhendo A suficientemente grande, temos (b+ A) > 0 em M x [0, 7.

Se w nao for nulo, podemos, se necessario, trocar w = v — v por w = v — u, e supor que w > 0
em algum lugar de M x [0,7]. Assim @w também ¢é positivo em algum lugar desse dominio e por
compacidade existe um ponto de maximo. Suponhamos que (y, 7) seja um ponto de maximo. E
simples ver que Agw < 0 em (y,7). Temos também que dyw > 0, pois, se 7 € (0,7), dyw = 0
eser =T, entao dyw > 0. Agora se 7 = 0, podemos calcular dyww de (3.6), o que nos da
Oy|i=0 = aloWli=o — (b + A)W|i=p = 0 pois W9 = 0 e de fato dyw > 0. Assim, em (y,7), temos

0 < b = algtd — (b+ A < —(b+ \)ib < 0,

uma contradi¢do. Entdo garantimos que w = 0, o que significa que w = 0, e assim temos a
unicidade de (3.2).

Como foi feito no caso da existéncia, vamos provar a unicidade de (2.11) a partir da unicidade
de (3.2). Suponhamos que temos duas solugoes h, k para o PVI (3.4), para t € [0,T]. Seja
também ¢ uma solugdao de (3.2). Entao existem fungoes positivas crescentes 7(t) e £(t) tais que
7(0) = £(0) = 0 e outras duas fungoes positivas 1(t) e ¢(t) satisfazendo (0) = ¢(0) = 1, de
forma que

Wz, 1) = (7(1))g(x, 7(t)) e

k(x,t) = p(&(t))g(z,£(1))

Seja 7(t) uma funcdo tal que £(n(t)) = 7(t). Entdo, 0 < 7/(t) = 4[¢(n(t))] = & (n(t))n'(t), e assim
n'(t) = &l (())) > 0. Além disso, 0 = 7(0) = £(n(0)), portanto n(0) = 0. Podemos entdo escrever
_ _ o(r(®))
k(z,n(t) = o(r(t)g(z, 7(t) = w(T(t))h(fB,t),
logo

h(z,t) = r()k(z,n(t)).

Segue entao que Ry(x,t) = R’“Sf(’g(t)) e sp(t) = ﬁ( )t Assim,

hi(,t) = [sn(t) = Ba(x, 0)]h(x, 1) = [sk(n(t)) — Re(x, n(t))]k(z, 1(t)).

Mas

ha(,t) = gt[r(t)k‘(% n(t)] = r'(Ok (@, n(t)) + rt)k(z,n(t)n'(t)
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= r'(Ok(, (1)) + r(©)[se(n(t)) — Re(z, n(0)]k(z, n(t)n' (t).

Comparando as duas equagoes acima, temos entao que

Ri(z,n(t)[1 —r(@&)n' ()] = se(n())[1 = r&)n' ()] — r'(t).

Apenas o lado esquerdo da igualdade depende de z, e a menos que r(t)n/(t) seja igual a 1, temos
que Ry(x,-) = sk(-). Nesse caso, em que r(t)n'(t) # 1, temos 7'(t) = 0 e entdo r(t) = r(0) = 1.
Dessa forma hy, k; = 0, o que nos da h = k. Consideremos o caso em que r(¢)n'(t) = 1. Mas isso
novamente forga r’(t) = 0, o que pelos mesmos argumentos acima nos leva a unicidade.
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Capitulo 4

Existéncia (Global e Comportamento
Assintético: o Caso Negativo

Consideremos o caso em que a métrica gy satisfaz Ry, < 0 em M e escolheremos ¢° € [go]. Seja
g a solucao de

% =(s— R)g,em M x [0,T)
gli=o = ¢° 4D
Escrevendo g = uz go, temos que u satisfaz
Oun-z 1 4
5 = dna ANgyu— Ry + s(t)un=2 (4.2)

com u(-, O)ﬁgo = ¢°. Definiremos agora duas fungdes que irdo auxiliar no estudo de u(z,t). Sao
elas: Upin(t) = mingep u(z,t) € Upmar(t) = maxgep u(z,t). Provemos agora alguns resultados
auxiliares.

Lema 4.1. Seja u uma solugdo de (4.1) em M x [0,T). Entao,

4

(&) 2 min [ Ro| + s(t)upn (¢) (4.3)
e
4
Ao s
o (1) < max |Ro| + s(t)umaz(t) (4.4)

para todo t € [0,T).
Demonstragao. Considere os conjuntos X (t) = {x € M : Upe(t) = u(x,t)} e z(t) = {x € M :
Umin(t) = u(z,t)}. Assim, pelo Lema 5.10 do Apéndice,

4
dum

M (¢) > inf {;ug(ac, t):x € x(t)}

dt



i L %21' T EX
it B u(ant) ~ R+ s(0uH ()0 € (1)

of 1
=inf{ ————
(M) Upin ()
Como z € x(t), temos que Agu(x,t) > 0. Além disso ¢(n) > 0 e u(z,t) > 0, o que implica
————Au(x,t) > 0. J& Ry = Ry, < 0, e assim —Ry = |Ry|. Como M é compacta:

Do u(z,t) — Ro(z) + s(t)uﬁ%(t) tx € x(t)} :

cx € x(t)} > inf{|Ro(z)| : x € M} = min|Ry|. Entdo a equagao acima fica:

1

it {M Ao ulz.t) + |Rola)|  z € x<t>} sl ()

> inf {|Ro(2)| : 2 € 2(t)} + s()u? (£) > min [Ro| + s(t)ul2 (¢)

De forma analoga:

4
s

I (t) < Sup{aatu@(x,t) T € X(t)}

1

= sup {c(n)u,,,m(t) Do u(z,t) — Ro(x) + s(t)urax(t) : v € X(t )}

_4
< max |Ry| + s(t)usmaz(t)

O
Como consequéncia do Lema 4.1, temos
4
it i L2
g (t) 2 min|Ro| — QIV ™ ujn (1) (4.5)
e
dumaw %2
o (t) < max |Ro| + s(0)usax(t) (4.6)

em que Q = Q(M, [go]) é o invariante de Yamabe e V' é o volume de M.

De fato, observemos que diretamente da defini¢do do invariante de Yamabe s(t) > QV (¢°)~
o que nos leva a equagao (4.5). No capitulo 3, vimos que s(t) é decrescente, assim s(0) > s
logo temos a equacao (4.6).

2
n

(t),
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Lema 4.2. Para qualquert € [0,T), temos

_4

A | min|Ro| . 2 w2 (0)

ur-2(t) > min Ve,
2|Q 2

Demonstracao. Por (4.5), temos

d -4

dt mzn()>Ol CQun 2()

min

em que Cy = min|Ry| > 0 e Cy = |Q|V ™% > 0. Assim,

4

d Cat n42 Caot Caot durﬁ
& (PMuiE0) = Coufu (e 4 o i)

4 d (C C T
> Coup (0 + Cre = Ol (e = Cre®™ = & (G = FL a2 (0)).

dt \C: Cy
Logo,
a4 C o,
C- n— 1 ¢ 1 P
e i (t) = G - o, + i (0);
e entao,
_4 &
W) 2 () + SH(1 - )
2
4 4
Agora, para t < log? temos que e~** > 1 ¢, assim, u ;. (t) > sunq. (0). Para t > locgf, temos que

_4

1 —e ! > 1 eentdo u. (t) > £

O]
Lema 4.3. Para qualquert € [0,T), temos
4
Umax( ) < CeBt
em que B e C' constantes positivas independentes de T.

Demonstracao. Por (4.6),

dU/maac

dt

( ) 01 + CgUmaz( )

em que Cy = mazx|Ry| e Cy > |s(0)| > 0. Portanto,

d Cot, n—2 ) —Cat d Cy —Cst C %2
- Tyﬁmx < = —(—— 2 - r?mac .
= (e w()) < Cre GEaT Gt und(0)

33



Logo,

C 4
“ORynE (1) < — =t ZL w2 (0).
ONRA) < — e O B uRE ()
O que nos da,
A C A C
Uhan (1) < e unan(0) — =2 (1 — e %) < (uman(0) + =2 )e®2t,
02 02
]
Dos Lemas 4.2 e 4.3 concluimos que
para todo x € M et € [0,T), em que Cy depende de T
Considere um operador
L==0,+> a"(2)0y,0,, + > b'(2)0,, — c()
irj i
satisfazendo
- o 1
plef? <D a(x)€¢? < —|¢f?
ij H
e
1 1
ble <~ e 0<ec<—
[ 1
para algum p > 0.
Reescreva a equagao (4.2) como
-1 —1 R
Lu:= —uy + nj DNou = w — (n—1)c(n)s(t)u (4.8)
un—2 'u/m

Combinando (4.7) e o Lema 1.18, de (4.8) concluimos que existe uma constante C, dependendo
de T, tal que

Ju(-, t)llc2ry < Ch

para todo t € [0, T). Mas isto implica do Lema 1.18 que T' = 0.
Mostremos agora que (4.7) é véalida para qualquer tempo, e alguma constante Cy > 0 que nao
depende de T'. Para isso, provemos o seguinte Lema:

Lema 4.4. Temos s(t) < 0 para t > 0 suficientemente grande.
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Demonstracdo. Primeiramente, pela conservacao do volume

n

Vi) = [umavy > [uiav = w2V o)

o que nos da

2n 0
uﬁ < V(Q )
V(Qo)

Suponhamos agora que s(t) > 0 para todo t. Entdo o Lema 4.1 produz

4
dut? d
Sl (1) > min| ol = (t min|Ro| + umm(())> .

Portanto,

4 4

w22 () > w2 (0) +t min|Rol.

min

Mas essa desigualdade contradiz a desigualdade (4.9).

(4.9)

Assim s(t*) < 0 para algum t* > 0. Mas pela Proposigao 2.10, temos s'(t) < 0 o que implica

que s(t) < 0 para todo t > t*.

Lema 4.5. Para qualquert € [O,oo), temos
— < ( t) <C
u\x
O i M) P

em que C' > 0 é uma constante.

Demonstragao. Para t > 0 suficientemente grande, por uma adaptacao de (4.6), temos

dumax 4
< C1 — Couinaz(t
dt (t) <G YUaz (1)
em que C1 = max |Ry| e Cy = —s(t*) sdo constantes positivas. Assim,
d ot at _ 4G on G =
— maz(t)) < Cre™" = — 2= maz(0)),
M) < Cre = S - St i3 0)
o que implica em
C - C
Wi (t) < e Cruiaa(0) + 51(1 e ) < umar(0) + =+
2

]

O

Antes de continuar estudando u(z,t), examinaremos o que acontece com a curvatura R(z, )
quando ¢ — oo. Para isso, foquemos a equacdo 2% = (n — 1) A R+ R(R — s). Defina Ry, (t) =
infoen R(z,t) € Rypas(t) = sup,en R(z,t). Como M é compacto, faz sentido trabalhar com os

conjuntos xz(t) = {x € M : Ryin(t) = R(x,t)} e X(t) ={x € M : Ryu(t) = R(z,1)}.
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Lema 4.6. Assuma que —C' < R|i—g < —&, para constantes positivas C' e €. Entao

S 0) 2 B (1) R (1) = 5(0) 2 5(0) Ruinl1) = 5(0) 2 0
T (1) < R (R (1) = 5(0)) < —2(Ronaalt) = 5(0)) <0

para todo t > 0. Em particular, —C < R(z,t) < —¢, para todo x € M et > 0.
Demonstracdo. Primeiramente,

Wi 1) > inf {if:(;@,t) e w)}

=inf{(n —1) A R(z,t) + Ryin(Rmin(t) — s(t)) : x € z(t)}.
Mas, para cada = € x(t) e t > 0, tem-se AR(x,t) > 0. Assim,

di?n (8) 2 Fnin (8) [omin (£) — 5(2)].

Observando que Ry (t) < s(t), temos

dfjgm (£) > 5(8) [ Ruin(t) — s(1)).

Agora,

d}j;“ () < sup{a;;(x,t) v X(t)}

= sup{(n — 1) & R(2,1) + Ripae (t) (Rnaz (t) — 5(t)) : v € X(1)}.
De uma maneira similar,

dRmam
dt

A desigualdade acima ja implica que R4, () é decrescente. Como R,p,q.(0) < —&, entdo Ryqq(t) <
—e, para todo t > 0 e , assim,

(t) < Rinaa(t)[Rinaz(t) — s(2)].

W (1) > e[ Rypalt) — ()]

Vemos que R, (t) é crescente e R,q.(t) é decrescente, assim

Rmzn(t) Z —Ce Rmax(t) < =g,

logo,
—C < R(-,t) < —e¢.
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Lema 4.7. Se —C' < R|i—g < —& < 0, entao
1s(t) — R(z,t)| < (C —g)e™™
para todot >0 ex € M. Em particular,
Oyu(z,t) — 0
exponencialmente, quando t — oo, uniformemente em x.

Demonstracao.

d d d

%(Rmax(t) - Rmm(t)) = %Rmax (t) - %Rmm(ﬂ

< —&(Rupaa(t) = 5(1)) = 5(t)(Rpmin(t) — $(t)) = —€Rmaa(t) — $(t) Runin(t) + £5(t) + s2(t)
= —Rpaz(t) + Rpin(t) — €Rpin(t) — 5(t) Rpin(t) + s(t) + s2(t)

- _g(Rmam(t) - Rmm<t>> + (S(t) + 5)<S(t> - Rmm(t)) S _g(Rmaac(t) - Rmm<t>>)

Logo, segue que |s(t) — R(z,t)] < (C —e)e ', A partir dai, temos

4

aum

L = [s(t) = Rz, lur

se, e sO se,

niglaﬂ“ = [[s(t) — R(z,t)ju] < C(C —¢e)e "

Escrevendo
u(z,t) = u(x,0) + /Ot Jsu(x, s)ds,
do Lema 4.7, segue que
u(z,t) = Uoo(x)

exponencialmente quando ¢ — oo, uniformemente em .
Novamente, segue do Lema 1.18 que

[l 8) = too (It ary = 0

exponencialmente quando ¢t — oc.
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Em particular, R(z,t) — R (x) exponencialmente quando t — oo, em que R, é a curvatura
_4

escalar da métrica g., = ud > go.

Por outro lado, para f(t) = Rimax(t) — Rimin(t), temos que 4 () < —ef(t). Considere a fungio
h(t) = e f(t) — f(0). Claramente, 2(t) < 0 e g(0) = 0. Assim, g(t) <0, tal que f(¢) < f(0)e "
Dessa forma,

Rz, 8) — 5()] < Runaa(t) — Runint) < (Runan(0) — Rrnin(0))e ™" < (C — £)e
para todo ¢ > 0. Relembremos a equagao (4.8)

Lu— (n— 120571)}%0

uniQ

— (n —1)c(n)s(t)u.

Segue novamente do Lema 1.18 junto a equagao acima, que R(z,t) converge fortemente para uma
constante, quando t — oo. Logo R, ¢ constante.
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Capitulo 5

Existéncia (Global e Comportamento
Assintotico: o Caso Nulo

Consideremos o caso em que a métrica gy satisfaz Ry, = 0 em M e escolheremos ¢° € [go]. Seja
g a solucao de

% =(s—R)g em M x[0,T%)
9li=o = ¢"
Escrevendo g = u Jo, entao u satisfaz

duns _n+2
ot 4c(n)

(Agou + c(n)s(t)u%g) : (5.1)

com u(-,O)ﬁgo = ¢°.
Lema 5.1. Para qualquert € [0,T"), temos s(t) > 0.

Demonstracdo. O invariante de Yamabe () = 0, e pela sua definicao, @ < SV%, logo, 0 < SV%, e
entao segue que s(t) > 0. O
Lema 5.2. Para qualquer tempo t € [0,T), temos

n+2

du? n+ 2 nt2

min t > t n'2 t
i (1) 2 s (0 (1)
e
n+2
durnaz n+2 nts

t) < 5(t)umaz ().

B (1) < P (i ()
Demonstracao. Definindo os conjuntos z(t) e X (¢) como no capitulo anterior, e usando o Lema
5.10, temos

n+2
du 2 n+42

#(t) > inf {&f(um)(%t) ‘T e x(t)}
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) n+2 ) n+2
— inf {Zc(fn) [Aou(x,t) +e(m)s(yu2 (D) w e w(t)} > ”I s(tui? (1),
e
nt2
dunaz n+2
“dt (t) < sup {0 () (1) 2w € X (1)}
2 n+2 2 n+2
— sup {Z? : [Aou(a:,t) +e(n)s(t)ua(t)] : € X(t)} < P D (1),
c(n
O]
Lema 5.3. Para qualquert € [0,T), temos
4 4
min (t) = Upyin (0)
e
Wha(t) < "5 5Oy 2 (0)
Demonstracao. Dos Lemas 5.1 e 5.2, temos
L‘%
du,y; n+2 nt2
mn > nf'2 t > O
i > "2 (s )
Logo,
42 n+2
Unpin (£) 2 Uin (0)
Temos também que
n+2
durmaz 2 .\ 22 2 iz
Udt (t) < nz: s(t)umaz(t) < njl— 5(0)umaz(t).
n+2 n+2
Seja a funcdo h(t) = e Oty (t) — uhar(0), entdo v < 0eh(0) =0. Assim h(t) <0, o que
n+2 . n+2
nos dé que ues(t) < e T Olyz2 (0). O

Concluimos entao que
C1 <u(z,t) < Oy,

em que C] é uma constante e Cy depende de T. Segue do Lema 1.18 junto a equacao (4.8), que
u(x,t) possui solugdo para todo t > 0.

Lema 5.4. Para qualquer t € [0,00), temos
<u(et) < C

em que C' € uma constante positiva.
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Demonstracao. Inicialmente mostremos que

Umaz (0)

Umaz (1) < Upnin (1)

n+2 n+2
Para isso, seja f(t) := (%) " (%) "~ Para h > 0

FE4n) — @) 1 (umi+n)  uid(d)

Umazx
=7 n+2 - n+2
" "\up () uh ()
nt2 n+2 n+2 n+2
1 uZ)ZZ <t>u7na$ (t + h) — ur?me (t =+ h)uma;v( )
- n+2

Ut (1 D)t (1)

n+2 n42 n42

nt2 n+2 n+2 n42 nt2
1 (it (Dubad (t+ ) — u::uz (s (t)  whab(Dup (E+ h) — uswi ()it (1)
= E n+2 n+2 - n+2 n+2
n+2 n+2 n+2 n+2 +
1 Urhaz (t + h) Urha (t) Urhar (t) TT,LMTQL (t + h) - U (t)
= Tniz A T nf2 nt2 h
Uppin (t + 1) Uppim (T + 1) Ui (£)
Assim
t+h)— f(t
fmoup L) =10
hN\0 h
bt + ) = w1 ) ufa(t4h) — uha ()
. 1 Umaz(t + D Umaz (T Umaz (T ;;“n t+h)—u t
= limsup | —53 b — ) b
PO\ Ui (£ ) Ui (E + AU (1)
n+2 n+§ n+§ n+ h n+g
1 maz (¢ h maz (€ . maz (€ t+ - ’r?un t
< limsup —3 rhas(f + l)l 4 ()—ln}fnélf T3 ¢ ()+2 i l)z Uinin (1)
PO g (t 4 h) S g ( hun (1)
nt2 n+2 L+§
1 dul; Umaz(t)  dup:?
Ui (1) (umn (t))
s 1)
1 n+2 nt? Umaz(t) N+ 2 n+?
< st (1) — e 2 g (1) = 0
it (6 (v (®))



n+2

Entao £ < 0= f(t) < f(0) =0 = (%)ﬁ < (Z:?:((g)))m. Agora, pela conservacgao do

volume

2n
n—2

V") = [ udve = upiiVig)

v<g°>> k&

= Umm(t) < <V(go)

/urnam(t) f;

Unmaa (0) (V(g°)> w (5.2)

unnn(o)
]

A partir de agora, seguiremos uma sequéncia de Lemas e Teoremas que irdo nos auxiliar a
tratar o problema da convergéncia do caso nulo de forma analoga ao que foi feito no caso negativo.
Comecemos com o

Lema 5.5. Eziste uma constante C > 0 tal que
IVoullz20n) < CllAoull L2y
para todo u € H*(M).

Demonstracdo. Suponha, por contradicao, que a conclusdao é falsa. Em outras palavras, existe
uma sequéncia (u;) C H*(M) tal que

IVousllL2any > 71 Do wsll 2ean

Dividindo u; por |[Vou;||r2(ar), se necessario, podemos assumir que ||Vou;||r2a) = 1. Entao,
| Do wjll2ary = 0. Seja v; = u; — 4j, em que u; é a média de u; em M.

Do Lema 1.20 temos entao que (v;) é limitada em H'(M). Segue do Lema 1.19 que existe uma
constante C > 0 tal que

[0;llzr2ary) < C 1] Do vill2an) + 105l 22ar))
Logo, (v;) é limitada em H?*(M). Segue do Lema 1.16 que, a menos de subsequéncia,

v; — v em H'(M)

v; — v em H?*(M).
Mas
—/ Agvj~<p:/ Vovj'V¢—>/ Vov - Vo
M M M
para todo ¢ € C°°(M). Por Holder e por || &g w;|2(ary — 0, temos
—/ Aogvj - — 0
M

Logo, v é uma funcao constante, contradizendo o fato de que ||Vv|[z2(an) = 1.
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Lema 5.6. Ezistem constantes C; A > 0 tais que

HV(]U(', t)HLQ S Ce*At.

s(t) < Ce ™.
para t > 0 suficientemente grande.

Demonstragao. Pela equagao (5.1), temos

n+2 a4 0u n+2 nt2
u _
n—2 ot 4c(n)

e multiplicando ambos lados por Agu

1 ou __4 2
onua =u 2(Dou)” + csu Do u
1
/AouaudVO = /u_ﬁ(AOU)QdVO + cs/u Do udVj.
n—1 ot
Mas

1 ou 1

— / DgudVy = ——— / Vou - VodudVy

_ 1 2 _ 1 i 2
T 2n—1) /at’voul M= =50 = 1)dt/’v°“‘ .

Substituindo esses resultados na equagao (5.3), temos

1 d
n—1dt
Observemos também que

4 4 1
/ u T (Agu)2dVy > / e (Do) 2dVy = — / (Dou)2dVp.

Por (5.2),

e pelo Lema 5.5,
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Substituindo na equagcao (5.4),

d
= [ IVquPdve < (2c(n)s(t) — 2B) [ [VgudVy

% [ Voul?dVy

d
tog [ 19audv =
g'09 | Vouldvo = g may =

—1)(2es(t) —2B) < —A
em que A > 0 é uma constante e t deve ser grande para que s(t) seja pequeno. Assim

/|V0u H)|?dVy < / IVou(-,0)[?dV; - e = Ce™

f|VOU|2dVE)e_At < ¢ _u

s(1) = c(n)V - c(n)Ve

Lema 5.7. Temos que
nt2
/ un—2dVy — L
exponencialmente quando t — oo, em que L é uma constante positiva.

Demonstragao. Pela equacao 5.1 e pelo Lema 5.6

n+2 2 n+2
dt/un+2 0—/—un = n+ </A0udvo+c( )s (t)/u"+2dV0>

2 n 2 n
:nz S(t)/un+§d% n+ Ce At/uﬁidvo

Podemos escrever a desigualdade acima da seguinte forma

n 2dV n 2
il ffﬁ 0 — log / vy < P2 e
fun Zd 0 40( )

entao, temos

n+2

Jur=2(-,t)dV; < n+ 2

2
log n+2 f— " +
[un=2(-,0)dV; 4Ac(n)

4Ac(n)

C(1—e ) < C,

n n C("+2)
/ WS () dVy < / Wi (-, 0)dVpe T
Portanto,

d n+2 =
%/unti’d‘/g < Ce .
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; nt2 ;o ~
Observemos também que [un-2dV, é ndo decrescente

n+2 n+2 n+2
dt/un+2 =~ s(t)/un+2d% >0,

ja que s(t) > 0 e u(z,t) é positivo. Com isso, dados ty > t;

‘/un2( B)dVo — [ Wi n)ave| = [ b)dVe — [wi( n)av

S i(eAtl

o e*AtQ ) )

Assim [ u%ngO " L quando t — oo, para alguma constante L. O Lema 1.20 garante que existe
C =C(M) tal que

n+t2 1 n42 2
un—2 (.,t) — /un72d‘/0

< C||Vou(-, t)||%.
> g < O Bl

Pelo Lema 5.6, temos

2

n 1 n
un%g(-,t) — /unJrng[)

e < CBe ™. (5.5)

L2 (M)

n+2
Unindo essa desigualdade com o resultado obtido acima quanto a convergéncia de [ un%?dvo,
obtemos

’/uﬁ(.,t)dvo _ L’ < Ke .

O resultado segue. m
Lema 5.8. Temos que

n+2 L

un=2(-,t) — < Ce M
V(QO) L2(M)
em que C, A sao constantes positivas.
Demonstracao. Notemos que
n+t2 L n+2 1 n+2 n+2
= < |uis - / 2V, H/ vy - L
V(g()) L2(M) ’ V(.gO) LQ(M L2(M)
e pela equacao (5.5) e pelo Lema 5.7, temos
n+2 O/
< VCBe 2! + /uffzdvz) - L’ <VCBe ' + e 3t
V(g®) V(g®)
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O Lema 5.4 junto com o Lema 1.18 nos garante o controle de Hu%g(-,t)HH%(M), indepen-

dentemente de t. Esse fato junto com o Lema 5.8 e interpolagdo, implicam que ||u%(,t) —
7‘/@0) ||Hk(M) — 0, exponencialmente quando t — oo, para todo k£ € N.

Em particular, ’u%g(-,t) — V(Lgo) oL — 0 exponencialmente quando ¢ — oo. Portanto,
novamente do Lema 1.18, segue que
n+2 L
ur=2(-,t) — — 0.
V(go) Ck(M)

Portanto, temos

e R(-,t) = Ruo(-) = 0.

46



Apéndice

Seja h = h(z,t) uma fungdo localmente Lipschitz, em que = € M de dimenséo k.
Lema 5.9. A fungdo f(t) = sup{h(x,t): x € Y)Y C M,Y compacto} é localmente Lipschitz
Demonstragao. Pela compacidade de Y, podemos escolher um ponto y = y(t) tal que

fE+k) = f(t) =h(yt + k), t+ k) = h(y(t),t) < h(y(t + k).t + k) = h(y(t + k), 1)

= |h(y(t + k), t+ k) — h(y(t+ k), t)| < C|k|

em que C' > w para todo x € Y e todo t € [0,T]. Da mesma forma

fE+k) = f(t) = h(y(t + k).t + k) = h(y(t),t) = h(y(t), t + k) — h(y(t), 1)

= —[h(y(t).t + k) — h(y(t).1)] > ~Clk].

Portanto
oh
£+ K) — F(0)] < sup \|k|.
t€[0,T ot
Entao f ¢é localmente Lipschitz O]
Lema 5.10.

fl";(t) < sup {?Z(y,t) ty € Y(t)}

em que Y (1) = {y : h(y,t) = F(O}.
Demonstragao. Seja {t;} uma sequéncia tal que t; \, ¢, de forma que

i S0 =10 ) - S0)
i\t t;—t EN0 k

Escolhemos uma sequéncia y; € Y, com f(t;) = h(y;,t;). Assim, passando a uma subsequéncia,
se necessario, podemos assumir que y; — y, para algum y € Y. Por continuidade, h(y,t) = f(t), e
portanto y € Y (t). Como h(y;,t) < h(y,t), temos f(t;) — f(t) < h(y;,t;) — h(y;,t). Pelo Teorema
do Valor Médio existe T} entre ¢; e ¢t tal que %(yj, T;) = hupt)=hwit) -~ Como T; — t, temos

t—t
_f(t) = f(&) _ Oh
T T S (91)
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Trocando h por —h vemos que para f(t) = inf{h(y,t) : y € Y,Y C M, Y compacto}, temos
Corolario 5.11.

o) mf{f;(y,w e Y(t)}

em que Y (t) = {y : h(y,t) = f(t)}.
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