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Resumo

Nesse trabalho estudamos o Fluxo de Yamabe, junto com algumas propriedades básicas e
garantimos a existência e unicidade para tempos positivos e pequenos. Provamos a existência
global e o comportamento assintótico quando o invariante de Yamabe é negativo ou nulo. Nesses
casos, vemos que a curvatura escalar tende para uma curvatura escalar constante quando o tempo
tende ao infinito.
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Abstract

In this work we study the Yamabe flow, with some basic properties and we ensure the existence
and unity for positive and small times. We prove the global existence and the asymptotic behavior,
when the Yamabe invariant in negative or null. In this cases, we see that the scalar curvature
tends to some constant scalar curvature when the time tends to infinity.
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Introdução

Dada uma variedade Riemanniana (M, g0) de dimensão n ≥ 3, o fluxo de Yamabe deforma a
métrica Riemanniana g0 da seguinte forma

∂g
∂t

= n−2
2nV (g)(sg −Rg)g,

g(0) = g0

em que Rg é a curvatura escalar e sg =
∫

M
RgdVg∫

M
dVg

é a curvatura escalar total. A solução g(t)
permanece na classe conforme [g0] da métrica inicial g0. Dessa forma, é conveniente escrever
g = u

4
n−2 g0. Denote por Q(M, [g0]) o invariante de Yamabe definido por

Q(M, [g0]) = inf


∫
M RgdVg

(
∫
M dVg)

n−2
n

: g ∈ [g0]

 .
Diretamente da definição, temos que Q(M, [g0]) depende da classe conforme. No caṕıtulo 1, vere-
mos que o sinal do invariante de Yamabe define uma propriedade importante da classe conforme.

O problema de Yamabe surgiu a partir de um artigo de Yamabe de 1960, no qual é enunciado
que para toda variedade Riemanniana compacta (M, g) de dimensão n ≥ 3 existe uma métrica
conforme a g que possui curvatura escalar constante. Mas em 1968 Trudinger mostrou que havia
uma séria dificuldade na demonstração e assim surgiu um dos grandes problemas de análise não
linear sobre variedades.

Resolver o problema de Yamabe se reduz a mostrar que dada uma variedade Riemanniana
(M, g) compacta de dimensão n ≥ 3 existem um número real λ ∈ R e uma função estritamente
positiva u ∈ C∞(M) tais que

Mg u+ n− 2
4(n− 1)Rgu = λu(n+2)/(n−2). (1)

A dificuldade do problema surge no fato de que a inclusão H1(M) em L2n/(n−2)(M) não é
compacta. Dáı a idéia, já presente no trabalho de Yamabe, de aproximar (1) por meio de equações
subcŕıticas, as quais é recuperada a compacidade dada pelo teorema de Rellich-Kondrakov, e em
seguida convergir as soluções dessas equações para uma solução da equação (1). O problema de
Yamabe dessa forma é resolvido e seu enunciado é de fato verdade.

O fluxo de Yamabe foi proposto em de 1980 por Richard Hamilton [7], como uma ferramenta
para construir métricas de curvatura escalar constante em uma dada classe conforme. Hamilton
provou a existência de uma solução global para qualquer métrica inicial.
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Bennett Chow foi o primeiro a estudar o comportamento assintótico do fluxo de Yamabe
[6]. Ele provou que o fluxo tende para uma métrica com curvatura escalar constante, desde que
a métrica inicial seja localmente conforme a uma métrica flat e que a curvatura de Ricci seja
positiva.

Rugang Ye generalizou os resultados de Chow para todas as métricas localmente conformes à
uma métrica flat [10]. A prova de Ye é baseada em estimativas para o gradiente da função logu,
que é obtida utilizando o método de moving planes.

Uma abordagem diferente foi desenvolvida por Hartmut Schwetlick e Michael Struwe [8]. Eles
estabeleceram novas estimativas integrais para a curvatura escalar, o que lhes permitiu realizar
uma análise de blow-up. Para dimensões menores que 6, não ocorre a formação de singularidades,
caso o invariante de Yamabe seja menor que um certo valor. Além disso, essa técnica não está
restrita ao caso localmente conforme flat. A referência básica deste trabalho é [7].

Nessa dissertação, estamos interessados em discutir algumas propriedades básicas, tais como
existência local e global e o comportamento assintótico nos casos em que o invariante de Yamabe
é negativo ou nulo.

O caṕıtulo 1 fornece as ferramentas necessárias para o desenvolvimento dos caṕıtulos posterio-
res. Por exemplo, justificamos porque g permanece na classe conforme, introduzimos o Laplaciano
conforme e algumas relações que o envolvem, estudamos o invariante de Yamabe e mostramos que
seu sinal define se a classe conforme possui uma métrica de curvatura escalar inteiramente positiva,
negativa ou nula. Por fim, mostramos que a curvatura escalar total é não decrescente no tempo.

O caṕıtulo 2 se dedica a existência e unicidade locais do fluxo de Yamabe. Para isso, estudamos
o fluxo não normalizado, pois é mais fácil garantir sua existência e unicidade. A partir dáı,
constrúımos uma solução para o fluxo original e mostramos sua unicidade.

Nos caṕıtulos 3 e 4, concentramos inicialmente no estudo das funções umax(t) =
max{u(x, t), x ∈ M} e umin(t) = min{u(x, t), x ∈ M}, que irão nos auxiliar na discussão de
existência global e comportamento assintótico. Uma ferramenta que será utilizada é a teoria de
equações eĺıpticas e parabólicas. O caṕıtulo 3 lida com o caso em que o invariante de Yamabe é
negativo e o caṕıtulo 4 lida com o caso nulo. Ao final de cada um, mostraremos que a métrica
g(t) tende para uma métrica de curvatura escalar constante quando o tempo tende ao infinito.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Noções de Geometria Riemanniana

1.1.1 Variedades Diferenciáveis
Seja M um espaço topológico e considere o espaço Euclidiano Rn com a topologia usual. Um

sistema de coordenadas locais (ou carta local) de dimensão n em M é um par (U,ϕ), em que
U ⊂M é um aberto em M e ϕ : U → ϕ(U) ⊂ Rn é um homeomorfismo.

Um atlas de dimensão n sobre M é uma coleção Φ = {(Ui, ϕi)}i∈I tal que M = ⋃
i∈I Ui e

(Ui, ϕi) são cartas locais de dimensão n. Um atlas é diferenciável se as mudanças de coordenadas
são diferenciáveis, isto é, ϕi ◦ ϕ−1

j são diferenciáveis sempre que Ui ∩ Uj 6= ∅.

Definição 1.1. Uma variedade diferenciável é um par (M,Φ), em que M é um espaço topológico
de Hausdorff com base enumerável de abertos, e Φ é um atlas diferenciável de dimensão n.

Exemplo 1.1. O espaço Euclidiano Rn é uma variedade diferenciável com o atlas Φ = {(Rn, Id)}
onde Id é a aplicação identidade.
Exemplo 1.2. A esfera Sn =

{
(x1, ..., xn+1) ⊂ Rn+1;

√
(x2

1 + ...+ x2
n+1 = 1

}
é uma variedade

diferenciável.
Sejam (M,Φ) e (N,Ψ) duas variedades diferenciáveis. Suponha que dimM = m e dimN = n.

Definição 1.2. Seja f : M → N uma aplicação e p ∈ M . Diz-se que f é diferenciável em p
se existem sistemas de coordenadas (U,ϕ) e (V, ψ) tais que p ∈ U , f(p) ∈ V e ψ ◦ f ◦ ϕ−1 é
diferenciável em ϕ(p). Se f é diferenciável para todo ponto p ∈ M dizemos que f é diferenciável
e f ∈ C∞(M).

1.1.2 Espaço Tangente
Dada uma variedade diferenciável M e p ∈ M , considere o conjunto Fp = {f : Up → R;Up ⊂

M é um aberto, p ∈ Up, f é diferenciável}.

Definição 1.3. Um vetor tangente a M no ponto p é uma função Xp : Fp → R que satisfaz:

1. Xp(af + bg) = aXp(f) + bXp(g)
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2. Xp(fg) = f(p)Xp(g) + g(p)Xp(f) para todo a, b ∈ R e f, g ∈ Fp.

Definição 1.4. O espaço tangente a M no ponto p é o conjunto TpM de todos os vetores tangentes
a M no ponto p.

O conjunto TpM é um espaço vetorial real de dimensão n. Além disso, se (U,ϕ) é uma carta
local com p ∈ U , então as aplicações ∂

∂xi
(p) : Fp → R , definidas por

∂

∂xi
(p)(f) = ∂

∂xi
f ◦ ϕ−1(ϕ(p))

são vetores tangentes, de acordo com a definição acima. Nesse sistema de coordenadas, o conjunto{
∂
∂x1

(p), ..., ∂
∂xn

(p)
}

é uma base para TpM .

Definição 1.5. Um campo vetorial sobre M é uma aplicação

X : C∞(M)→ C∞(M)

que leva cada função f em X(f), isto é, fixo p ∈ M , X(p) define um vetor tangente a p, assim
X(f)(p) = X(p)(f).

1.1.3 Métrica Riemanniana
Definição 1.6. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferenciável M é uma corres-
pondência que associa a cada ponto p ∈ M um produto interno, isto é, uma forma bilinear
simétrica, positiva definida:

gp : TpM × TpM → R

tal que

gij : U → R, gij(p) = g

(
∂

∂xi
(p), ∂

∂xj
(p)
)

é uma função diferenciável para todo 1 ≤ i, j ≤ n, para toda carta ϕ : U ⊂M → Rn, p ∈ U .

Uma variedade diferenciável com uma dada métrica Riemanniana chama-se uma variedade
Riemanniana.

Exemplo 1.3. No espaço Euclidiano Rn o produto interno usual é uma métrica Riemanniana.

Exemplo 1.4. Seja f : M → Rm tal que df(p) : TpM → Rm é injetiva para todo p. A métrica
induzida por f é dada por g(u, v) = 〈df(p).u, df(p).v〉Rm .

Proposição 1.7. Toda variedade diferenciável admite uma métrica Riemanniana.
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1.1.4 Conexões Afins
Definição 1.8. Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável M é uma aplicação

∇ : X (M)×X (M)→ X (M)

que se indica por (X, Y )→ ∇XY e que satisfaz as seguintes propriedades:

1. ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ

2. ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ

3. ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y ,

onde X, Y, Z ∈ X (M) e f, g ∈ C∞(M).

Dada uma métrica g em M , dizemos que a conexão afim é uma conexão de Levi-Civita se ela
satisfaz as condições a seguir:

1. X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉

2. ∇XY −∇YX = [X, Y ]

para todo X, Y, Z ∈ X (M), em que [X, Y ](f) = X(Y (f)) − Y (X(f)), f ∈ C∞(M) é conhecido
com colchete de Lie.

Teorema 1.9. (Teorema Fundamental da Geometria Riemanniana) Dada (M, g) uma variedade
Riemanniana, existe uma única conexão de Levi-Civita.

1.1.5 Curvaturas
Definição 1.10. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma correspondência que
associa a cada par X, Y ∈ X (M) uma aplicação R(X, Y ) : X (M)→ X (M) dada por

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z

onde ∇ é a conexão Riemanniana de M.

A seguir listamos algumas propriedades da curvatura R:

1. R é bilinear em X (M)×X (M), isto é,

R(fX1 + gX2, Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X2, Y1),
R(X1, fY1 + gY2) = fR(X1, Y1) + gR(X1, Y2),

para todo f, g ∈ C∞(M), X1, X2, Y1, Y2 ∈ X (M).
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2. Para todo par X, Y ∈ X (M), o operador curvatura R(X, Y ) : X (M)→ X (M) é linear, isto
é,

R(X, Y )(Z +W ) = R(X, Y )Z +R(X, Y )W,
R(X, Y )(fZ) = fR(X, Y )Z,

para todo f ∈ C∞(M), Z,W ∈ X (M).

3. (Primeira Identidade de Bianchi) Para todo X, Y, Z ∈ X (M), tem-se

R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0.

Proposição 1.11. Seja σ um subespaço bi-dimensional do espaço tangente TpM e sejam x, y ∈ σ
dois vetores linearmente independentes. Então

K(x, y) = 〈R(x, y)y, x〉
|x|2|y|2 − 〈x, y〉2

não depende da escolha dos vetores x, y ∈ σ

Definição 1.12. Dado um ponto p ∈ M e um subespaço bi-dimensional σ ⊂ TpM o número real
K(x, y) = K(σ), em que {x, y} é uma base qualquer de σ, é chamado curvatura seccional de σ
em p.

Definição 1.13. Seja x = zn um vetor unitário em TpM ; tomemos uma base ortonormal
{z1, ..., zn−1} do hiperplano de TpM ortogonal a x e consideremos as seguintes médias:

Ricp(x) = 1
n− 1

∑
i

〈R(x, zi)x, zi〉, i = 1, ..., n− 1,

chamada curvatura de Ricci e

R(p) = 1
n

∑
j

Ricp(zj) = 1
n(n− 1)

∑
ij

〈R(zi, zj)zi, zj〉, j = 1, ..., n,

chamada curvatura escalar.

Proposição 1.14. As curvaturas de Ricci e escalar não dependem da escolha das correspondentes
bases ortonormais.

1.2 Espaço de Sobolev e EDPs
Definição 1.15. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta, conexa, sem bordo e de
dimensão n ≥ 3. O espaço H1(M) é definido como o completamento de C∞(M) com respeito à
norma

‖u‖Hk(M) =
(

k∑
i=0

∫
M
|∇iu|2dvg

)1/2

onde | · | denota a norma usual sobre tensores.
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Lema 1.16. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta, conexa, sem bordo e de dimensão
n ≥ 3. Então, a imersão Hk+1(M) em Hk(M) é compacta.

A demonstração deste resultado encontra-se em [1].

Lema 1.17. Sejam Ω um aberto de Rn e F : Ω× Rn × Rn2 → R e u0 : Ω→ R funções de classe
C∞. Assuma que L(ϕ) := d

dt
F (x, u0 + tϕ,∇u0 + t∇ϕ,42u0 + t42 ϕ)|t=0 é uniformemente eĺıptico

em Ω. Então, o problema ∂tu = F (x,∇u,D2u) em Ω× [0, ε)
u(x, 0) = u0(x), ∀x ∈ Ω

possui uma única solução u ∈ C(Ω× [0, ε)) ∩ C∞(Ω× (0, ε)).

A demonstração deste resultado encontra-se em [9].

Lema 1.18. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta, conexa, sem bordo e de dimensão
n ≥ 3. Considere o problema∂tu− Lu = f(x) em M × (0,+∞)

u(x, 0) = u0(x),∀x ∈M
(1.1)

onde L é um operador uniformemente eĺıptico sobre C∞(M) com coeficientes suaves. Se f ∈
Hk(M) e u0 ∈ Hk+2(M), então existe uma única solução de (1.1), u : M × [0,+∞)→ R, tal que
u(·, t) ∈ Hk+2(M) para todo t > 0. Além disso, existe C > 0 tal que

‖u(·, t)‖Hk+2(M) ≤ C(‖u0‖Hk+2(M) + ‖f‖Hk(M)).

A demonstração deste resultado encontra-se em [4].

Lema 1.19. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta, conexa, sem bordo e de dimensão
n ≥ 3, e L um operador uniformemente eĺıptico sobre C∞ com coeficientes suaves. Então, existe
C > 0 tal que

‖u‖Hk+2(M) ≤ C(‖Lu‖Hk(M) + ‖u‖Hk(M))

para toda solução u ∈ H1(M).

Lema 1.20. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta, conexa, sem bordo e de dimensão
n ≥ 3. Então existe uma constante C > 0 tal que

‖u‖L2(M) ≤ C‖∇u‖L2(M)

para todo u ∈ H1(M) em que
∫
M udvg = 0.
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Caṕıtulo 2

O Fluxo de Yamabe e Propriedades
Básicas

2.1 Primeiras Propriedades
Seja (M, g0) uma variedade Riemanniana compacta, conexa, sem bordo e de dimensão n ≥ 3.

Denote por [g0] a classe conforme da métrica g0. Considere o fluxo de Yamabe
∂g
∂t

= n−2
2nV (g)(sg −Rg)g,

g(0) = g0
(2.1)

em que Rg é a curvatura escalar em relação a g, V (g) =
∫
M dVg é o volume de M e sg =

1
V (g)

∫
M RgdVg é a curvatura escalar total.

Com o intuito de mostrar que o fluxo de Yamabe, caso exista, permanece na classe [g0],
destacaremos um resultado de Álgebra linear. Seja V um espaço vetorial de dimensão n com dois
produtos internos 〈, 〉 e 〈〈, 〉〉.

Lema 2.1. Temos que 〈, 〉 = c〈〈, 〉〉, em que c é uma constante positiva se, e só se, 〈, 〉 e 〈〈, 〉〉
são conformes.

Demonstração. Suponhamos que 〈, 〉 = c〈〈, 〉〉, então para quaisquer u, v ∈ V temos

〈u, v〉
|u||v|

= c〈〈u, v〉〉√
c‖u‖
√
c‖v‖

= 〈〈u, v〉〉
‖u‖‖v‖

e assim as duas métricas são conformes. Por outro lado, assumindo a conformidade, seja {ui}ni=1
uma base ortonormal em relação a 〈, 〉. É imediato que {ui}ni=1 também é base ortogonal em
relação a 〈〈, 〉〉. Se ci = ‖ui‖2, precisamos mostrar que ci = cj, para i 6= j. Notemos que
〈ui + uj, uj〉 = 〈uj, uj〉 = 1, i 6= j. Assim,

‖ui + uj‖2 = 〈ui + uj, ui + uj〉 = 〈ui, ui〉+ 〈uj, uj〉 = 2,

1√
2

= 〈ui + uj, uj〉
|ui + uj||uj|

= 〈〈ui + uj, uj〉〉
‖ui + uj‖‖uj‖

= cj√
ci + cj

√
cj
.

E fica claro que ci = cj.
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Mostremos agora que o fluxo de Yamabe preserva classes conformes.

Proposição 2.2. Seja g(t) uma solução de (2.1) para t ∈ [0, T ). Então, g(t) = f(t)g0, f(t) > 0,
para todo t ∈ [0, T ).

Demonstração. Fixos u, v ∈ TpM , em que p ∈ M também não varia, denotemos por φ(t) o
quadrado do cosseno do ângulo entre u e v em relação a métrica g(t), quando g(t) existir. Assim

φ(t) =
〈u, v〉2g(t)
‖u‖2

g(t)‖v‖2
g(t)

= (Σi,ju
ivjgij(t))(Σk,lu

kvlgkl(t))
(Σi,juiujgij(t))(Σk,lvkvlgkl(t))

,

em que u = ui ∂
∂xi , v = vi ∂

∂xi e gij = 〈 ∂
∂xi ,

∂
∂xj 〉g, em relação a algum sistema de coordenadas local

{xi}. Calculemos então

φ′(t) = 2(uivjgij)(ukvlġkl)
(uiujgij)(vkvlgkl)

− (uivjgij)2

(uiujgij)2(vivjgij)2 [(uiujgij)(vkvlġkl) + (uiuj ġij)(vkvlgkl)]

= 2f(uiujgij)2

(uiujgij)(vkvlgkl)
− 2f (uiujgij)2

(uiujgij)2(vivjgij)2 [(uiujgij)(vivjgij)] = 0.

Dessa forma, provamos que g(t1) é conforme a g(t2) sempre que ambos existirem. Pelo Lema
2.1, temos uma constante c > 0 tal que g(t) = cg(0). Mas essa constante depende do tempo e,
escrevendo c = ew(t), o resultado segue.

Mostraremos que o fluxo de Yamabe mantém o volume de uma variedade M constante. Pela
discussão acima podemos escrever g(t) = f(t)g0, f > 0. Se g é uma solução de (2.1), podemos
escrever

V (t) = V (g(·, t)) =
∫
M
dVg(·,t) =

∫
M
f

n
2 dV0.

Assim,

V ′(t) =
∫
M
∂t{f

n
2 }dV0 = n

2

∫
M
f

n
2−1ftdV0 = n

2

∫
M
f

n
2−1 n− 2

2nV (g)(sg −Rg)fdV0

= n− 2
4V (g)

∫
M

(sg −Rg)f
n
2 dV0 = n− 2

4V (g)

∫
M

(sg −Rg)dVg

= n− 2
4V (g)

{∫
M
sgdVg −

∫
M
RgdVg

}
= n− 2

4

{
sg −

∫
M RgdVg
V (g)

}
= 0.

Dessa forma, V (g) é apenas uma constante em (2.1), e podemos mudar a escala do tempo de
forma que iremos considerar o seguinte fluxo, conhecido como o fluxo de Yamabe não normalizado,

∂g
∂t

= (sg −Rg)g
g(0) = g0

. (2.2)
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2.2 O Laplaciano Conforme e o Invariante de Yamabe
Definição 2.3. Dada uma variedade M com uma métrica g e u : M → R uma função suave
positiva. O Laplaciano conforme Lg é dado por

Lgu = 4gu− c(n)Rgu,

em que c(n) = n−2
4(n−1) .

Proposição 2.4. Dado g̃ = u
4

n−2 g uma métrica conforme a g e v : M → R uma outra função
positiva. Então são válidas as seguintes relações

Lg(uv) = u
n+2
n−2Lg̃(v) (2.3)

e

Rg̃ = − 1
c(n)u

−n+2
n−2Lgu. (2.4)

Demonstração. Inicialmente veremos que (2.4) implica em (2.3). Seja g0 uma outra métrica da
classe conforme de g, de forma que g0 = v

4
n−2 g̃ = (uv)

4
n−2 g. Então, assumindo que (2.4) é verdade,

temos

Rg0 = −1
c
v−

n+2
n−2Lg̃(v) = −1

c
(uv)−

n+2
n−2Lg(uv),

logo

Lg(uv) = u
n+2
n−2Lg̃(v).

Vamos mostrar agora que de fato (2.4) vale. Para isso, lembremos que a curvatura escalar é o traço
da curvatura de Ricci R = gijRij, a curvatura de Ricci é o traço do tensor curvatura Rij = Rk

ikj,
e em coordenada locais temos

Rk
lij = ∂iΓkjl − ∂jΓkil +

∑
m

{ΓkimΓmjl − ΓkjmΓmil },

em que

Γlij = 1
2
∑
k

(∂igkj + ∂jgki − ∂kgij)gkl

e ∂i = ∂xi
= ∂

∂xi
, ∇∂i

∂j = ∑
k Γkij∂k e gkj =< ∂k, ∂j >. Seja g̃ = efg. Agora, qualquer grandeza

que se referir a g̃ será diferenciada das que se referem a g por um til. Assim,

Γ̃lik − Γlik = 1
2
∑
m

(∂i(efgmk) + ∂k(efgmi)− ∂m(efgik))e−fgml − Γlik

= 1
2
∑
m

(gmk∂if + gmi∂kf − gik∂mf)gml.
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Vamos calcular R̃l
kij−Rl

kij no ponto p ∈M utilizando as coordenadas geodésicas nesse ponto, isto
é, gij = δij e Γkij = 0 ∀ i, j, k no ponto p. Então,

R̃l
kij −Rl

kij = ∂i(Γ̃ljk − Γljk)− ∂j(Γ̃lik − Γlik) +
∑
m

{Γ̃limΓ̃mjk − Γ̃ljmΓ̃mik}.

Ainda no ponto p,

R̃kj −Rkj =
∑
i

(R̃i
kij −Ri

kij) =
∑
i

(
∂i(Γ̃ijk − Γijk)− ∂j(Γ̃iik − Γiik) +

∑
m

{Γ̃iimΓ̃mjk − Γ̃ijmΓ̃mik}
)

=
∑
i

[
1
2∂i

∑
m

(gmk∂jf + gmj∂kf − gjk∂mf)gmi − 1
2∂j

∑
m

(gmk∂if + gmi∂kf − gik∂mf)gmi

+1
4
∑
m

(∑
l

(glm∂if + gli∂mf − gim∂lf)gli
∑
r

(grk∂jf + grj∂kf − gjk∂rf)grm

−
∑
l

(glm∂jf + glj∂mf − gjm∂lf)gli
∑
r

(grk∂if + gri∂kf − gik∂rf)grm
)]

=
∑
i

[
1
2
∑
m

(gmk∂i∂jf + gmj∂i∂kf − gjk∂i∂mf)gmi − 1
2
∑
m

(gmk∂j∂if + gmi∂j∂kf − gik∂j∂mf)gmi

+1
4
∑
m

(∑
l

(glm∂if + gli∂mf − gim∂lf)gli
∑
r

(grk∂jf + grj∂kf − gjk∂rf)grm

−
∑
l

(glm∂jf + glj∂mf − gjm∂lf)gli
∑
r

(grk∂if + gri∂kf − gik∂rf)grm
)]

= A+B + C, (2.5)

em que

A =
∑
i

(
1
2
∑
m

(gmk∂i∂jf + gmj∂i∂kf − gjk∂i∂mf)gmi − 1
2
∑
m

(gmk∂j∂if + gmi∂j∂kf − gik∂j∂mf)gmi
)
,

B =
∑
i

[
1
4
∑
m

(∑
l

(glm∂if + gli∂mf − gim∂lf)gli
)(∑

r

(grk∂jf + grj∂kf − gjk∂rf)grm
)]

e

C = −
∑
i

[(∑
l

(glm∂jf + glj∂mf − gjm∂lf)gli
)(∑

r

(grk∂if + gri∂kf − gik∂rf)grm
)]

.

Assim,

A = 1
2
∑
i,m

(gmjgmi∂i∂kf − gjkgmi∂i∂mf − gmigmi∂j∂kf + gikg
mi∂j∂mf)
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= ∂j∂kf −
n

2∂j∂kf −
1
2
∑
i,m

gjkg
mi∂i∂mf = ∂j∂kf −

n

2∂j∂kf −
1
2gjk 4 f.

Logo,

A = −n− 2
2 ∇j∇kf −

1
2gjk 4 f.

4B =
∑
m,r

(∂mf + n∂mf − ∂mf)(grk∂jf + grj∂kf − gjk∂rf)grm

=
∑
m,r

n∂mf(grk∂jf + grj∂kf − gjk∂rf)grm

=
∑
m

(nδmk∂mf∂jf + nδjm∂mf∂kf)−
∑
m,r

ngjkg
rm∂mf∂rf

= 2n∂kf∂jf − n
∑
m,r

gjkg
rm∂mf∂rf.

Assim,

B = n

2∇jf∇kf −
n

4 gjk〈∇f,∇f〉.

−4C =
∑
i,l,m,r

(glm∂jf + glj∂mf − gjm∂lf)gli(grk∂if + gri∂kf − gik∂rf)grm

=
∑
i,m

(
δmi∂jf + δij∂mf −

∑
l

gjmg
li∂lf

)(
δkm∂if + δim∂kf −

∑
r

gikg
rm∂rf

)

=
∑
i,m

δmiδkm∂jf∂if +
∑
i,m

δmiδmi∂jf∂kf +
∑
i,m

δijδkm∂mf∂if

+
∑
i,m

δijδim∂mf∂kf −
∑
i,r

gikg
ri∂jf∂rf −

∑
m,r

gjkg
rm∂mf∂rf

−
∑
i,l

gjkg
li∂lf∂if −

∑
i,l

gjig
li∂lf∂kf +

∑
i,l,m,r

gjmgikg
ligrm∂lf∂rf

= ∂jf∂kf + n∂jf∂kf + ∂kf∂jf + ∂jf∂kf − ∂jf∂kf
−
∑
m,r

gjkg
rm∂mf∂rf −

∑
i,l

gjkg
li∂lf∂if − ∂jf∂kf + ∂kf∂jf
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= (n+ 2)∂jf∂kf − 2gjk
∑
i,l

gli∂lf∂if.

Então,

C = −n+ 2
4 ∇jf∇kf + 1

2gjk〈∇f,∇f〉.

Combinando as relações acima,

R̃kj −Rkj = A+B + C

= −n− 2
2 ∇k∇jf −

1
2gjk 4 f + n− 2

4 ∇kf∇jf −
n− 2

4 gjk
∑
i

∇if∇if.

Multiplicando por gjk e somando sobre os ı́ndices j, k, temos

Rg̃e
f −Rg = −n− 2

2
∑
j,k

gjk∇k∇jf −
n

2 4 f + n− 2
4

∑
j,k

gjk∇kf∇jf −
n− 2

4 n
∑
i

∇if∇if

= −(n− 1)4 f − (n− 2)(n− 1)
4

∑
i

∇if∇if.

Lembrando que ef = u
4

n−2 ,

4f = 4
n− 2 4 (log u) = 4

n− 2
∑
i,j

gij(∂i∂j log u− (
∑
k

∂k log u · Γkij))

= 4
n− 2{

1
u

∑
i,j

gij(∂i∂ju− (
∑
k

∂ku · Γkij))−
1
u2

∑
i,j

gij∂iu∂ju}

= 4
n− 2{

1
u
4 u− 1

u2

∑
i

∇iu∇iu}.

Portanto,

−4(n− 1)
n− 2 4 u+Rgu = Rg̃u

n+2
n−2 .

Para estudar o invariante de Yamabe, precisamos de algumas preliminares sobre o primeiro
autovalor de −Lg. Para isso, consideremos a
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Proposição 2.5. O primeiro autovalor λ1(−Lg) de −Lg é dado por

λ1(−Lg) = inf
u∈H1(M)\{0}

∫
M(|∇gu|2 + cRgu

2)dVg∫
M u2dVg

= inf
u∈H1(M)\{0},‖u‖L2(M)=1

I(u),

em que

I(u) =
∫
M

(|∇gu|2 + cRgu
2)dVg.

Demonstração. Seja µ um autovalor de −Lg e w > 0 a autofunção associada, ou seja, −Lg(w) =
µw. Assim para v ∈ H1(M),

−
∫
M

(v4g w + cRgvw)dVg = µ
∫
M
vwdVg,

portanto, ∫
M

(〈∇gv,∇gw〉+ cRgvw)dVg = µ
∫
M
vwdVg.

Fazendo v = w

µ =
∫
M(|∇gw|2 + cRgw

2)dVg∫
M w2dVg

.

Com isso, notemos que se

λ = inf
u∈H1(M)\{0}

∫
(|∇u|2 + cRu2)dV∫

u2dV
= inf

u∈H1(M)\{0},‖u‖L2(M)=1
I(u) (2.6)

for finito e também um autovalor, já temos o primeiro autovalor de −Lg. Provemos que λ > −∞.
Para isso, lembremos que M é uma variedade compacta e então supM |Rg| <∞. Assim,

−λ = sup
u∈H1(M),‖u‖L2(M)=1

(−I(u)) ≤ sup
u∈H1(M),‖u‖L2(M)=1

∫
M
−cRgu

2dVg

≤ sup
u∈H1(M),‖u‖L2(M)=1

c sup
M
|Rg|

∫
M
u2dVg = c sup

M
|Rg| <∞.

Vamos nos preocupar agora em provar que λ de fato é um autovalor. Tome uma sequência
{uj} ⊂ H1(M), com ‖uj‖L2(M) = 1 e I(uj)→ λ. Para j suficientemente grande, temos

λ+ 1 ≥ I(uj) ≥
∫
|∇uj|2dV − c sup |R|

∫
u2
jdV,

e então ∫
|uj|2dV ≤ λ+ 1 + c sup |R|,
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logo {uj} é uma sequência limitada em H1(M). Portanto, segue do Lema 1.16 que H1(M) ↪→
L2(M) compactamente. Logo, existe uma subsequência que converge em L2 para o limite u. Sem
perda de generalidade, assumiremos que a sequência original uj converge para u. Observemos
também que ‖u‖L2(M) = ‖uj‖L2(M) = 1.

Além disso, como H1(M) é reflexivo e ‖uj‖H1(M) ≤ C, existe uma subsequência, que assumi-
remos novamente ser a sequência original, que converge fracamente para alguma função limite em
H1(M). Essa função limite deve ser u. Assim, notemos que

∫
cRu2

jdV →
∫
cRu2dV , já que∣∣∣∣∫ cR(u2

j − u2)dV
∣∣∣∣ ≤ c sup |R|

∫
|u2
j − u2|dV → 0 quando j →∞.

Como (uj) é fracamente convergente, temos que é limitada e ‖u‖H1(M) ≤ lim inf ‖uj‖H1(M).
Portanto, ∫

|∇u|2 + cRu2dV ≤ lim inf
n→∞

∫
|∇un|2 + cRu2

ndV.

Isso significa que I(u) ≤ λ. Mas por (2.6), temos que I(u) = λ. Logo u é minimizante.
Consideremos agora w := |u|. Pelo Lema 7.6 de [5], temos que w ∈ H1(M). Logo |∇w|2 = |∇u|2 e
w2 = u2. Portanto w ≥ 0 também é minimizante. Definimos agora f(t) = I(w+tv)

‖w+tv‖L2(M)
, v ∈ H1(M).

Então,

f ′(t) = −2
∫

(w + tv)vdV
(
∫

(w + tv)2dV )2

∫
|∇(w + tv)|2 + cR(w + tv)2dV

+2
∫
〈∇(w + tv),∇v〉+ cR(w + tv)vdV∫

(w + tv)2dV
.

Assim

f ′(0) = 2[B(w, v)− I(w)〈w, v〉L2(M)],

em que B(u, v) =
∫
〈5u,5v〉+ cRuvdV e ‖w‖L2(M) = 1. Como w é minimizante, I(w) = λ, e

f ′(0) = 2[B(w, v)− λ〈w, v〉L2(M)].

Assim,

f ′(0) = 0 ⇔ B(w, v)− λ〈w, v〉L2(M) = 0 ∀ v ∈ H1(M).

Segue do Lema 1.19 que Lw−λw = 0, e assim I é de fato um autovalor. Além disso, pelo prinćıpio
do máximo, temos que w > 0.

Definição 2.6. O invariante de Yamabe é definido por

Q(M, [g0]) = inf
{ ∫

RgdVg

(
∫
dVg)

n−2
n

: g ∈ [g0]
}

= inf
u>0,u∈H1(M)

∫ 1
c
|∇0u|2 +R0u

2dV0

(
∫
u

2n
n−2dV0)n−2

n

.
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Proposição 2.7. O invariante de Yamabe é finito, isto é,

Q(M, [g0]) > −∞.

Demonstração. Lembremos que o primeiro autovalor do Laplaciano Conforme é dado por

λ1(−Lg) = inf
u>0,u∈H1(M)

∫
|∇0u|2 + cR0u

2dV0∫
u2dV0

.

Tomando w > 0, w ∈ H1(M), temos
1
c

∫
|∇0w|2 + cR0w

2dV0

(
∫
w

2n
n−2dV0)n−2

n

=
1
c

∫
|∇0w|2 + cR0w

2dV0∫
w2dV0

·
∫
w2dV0

(
∫
w

2n
n−2dV0)n−2

n

≥ λ1(−Lg)
c

·
∫
w2dV0

(
∫
w

2n
n−2dV0)n−2

n

. (2.7)

Tomando o ı́nfimo sobre todo w > 0 em H1(M), temos

Q(M, [g0]) ≥ λ1(−Lg)
c

inf
w>0,w∈H1(M)

∫
w2dV0

(
∫
w

2n
n−2dV0)n−2

n

.

Lembrando que λ1(−Lg) > −∞ e

0 ≤ inf
w>0,w∈H1(M)

∫
w2dV0

(
∫
w

2n
n−2dV0)n−2

n

≤ V
2
n

0 <∞,

o resultado segue.

Proposição 2.8. λ1(−Lg) e Q(M, [g]) possuem o mesmo sinal.

Demonstração. A desigualdade de Hölder implica que

‖u2‖L1(M) ≤ (V (g)) 2
n‖u2‖

L
n

n−2 (M),

então

1
‖u2‖

L
n

n−2 (M)
≤ (V (g)) 2

n

‖u2‖L1(M)
.

Se I(u) ≥ 0 para todo u > 0, u ∈ H1(M), então temos

1
c
I(u)

‖u2‖
L

n
n−2 (M)

≤
1
c
(V (g)) 2

n I(u)
‖u2‖L1(M)

,

o que implica que

0 ≤ Q(M, [g]) ≤ λ1(−Lg)
(V (g)) 2

n

c
. (2.8)
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Se I(u) < 0 para algum u > 0, u ∈ H1(M), então temos

1
c
I(u)

‖u2‖
L

n
n−2 (M)

≥
1
c
(V (g)) 2

n I(u)
‖u2‖L1(M)

,

assim, teremos

0 ≥ Q(M, [g]) ≥ λ1(−Lg)
(V (g)) 2

n

c
. (2.9)

Seja u1 > 0 tal que −Lgu1 = λ1(−Lg)u1 em M . Dáı I(u1) =
∫
M λ1(−Lg)u2

1dv0. Se λ1(−Lg) < 0,
então I(u1) < 0, implicando que Q(M, [g]) < 0.
Por outro lado, se Q(M, [g]) < 0 então, por (2.9), temos λ1(−Lg) < 0. Observa também que se
Q(M, [g]) > 0, por (2.8), λ1(−Lg) > 0.
Finalmente, se λ1(−Lg) > 0, já sabemos que Q(M, [g]) ≥ 0. Mostremos que Q(M, [g]) > 0. Para
isto, assuma por contradição que Q(M, [g]) = 0. Neste caso, por definição, existe uma sequência
(vk) ⊂ H1(M) tal que

1
c
I(vk)(∫

M v
2n

n−2
k dv0

)n−2
n

−→ 0

quando k → +∞. Por (2.7), segue que ∫
M v2

kdv0(∫
M v

2n
n−2
k dv0

)n−2
n

−→ 0. (2.10)

Utilizando agora a continuidade da imersão H1(M) ↪→ L
2n

n−2 (M), existe uma constante c > 0 tal
que

(∫
M
v

2n
n−2
k dv0

)n−2
n

≤ C0

(∫
M
|∇vk|2dv0 +

∫
M
v2
kdv0

)
.

Logo, por (2.10), temos

lim
k→+∞

∫
M |∇vk|2dv0(∫
M v

2n
n−2
k dv0

)n−2
n

≥ 1
C0
,

tal que

lim
k→+∞

1
C
I(vk)(∫

M v
2n

n−2
k dv0

)n−2
n

≥ 1
cC0

,

absurdo. Portanto, λ1(−Lg) > 0 implica que Q(M, [g]) > 0 e a demonstração está conclúıda.
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Enunciaremos agora um dos resultados mais importantes desse caṕıtulo

Proposição 2.9. Seja M uma variedade compacta. Então M admite uma métrica, cuja curvatura
escalar não muda de sinal. Tal sinal é unicamente determinado pela estrutura conforme, logo só
existem três possibilidades mutuamente exclusivas: M admite uma métrica compat́ıvel de curvatura
escalar positiva, negativa ou nula.

Demonstração. Seja g uma métrica sobre M. As três possibilidades são determinadas pelo sinal
de λ1(−Lg). Seja u1 uma autofunção positiva. Definimos g̃ = u

4
n−2
1 g, então a curvatura escalar

associada a g̃ fica

Rg̃ = −1
c
u
−n+2

n−2
1 Lgu1 = 1

c
u
−n+2

n−2
1 λ1(−Lg)u1 = 1

c
λ1(−Lg)u

4
n−2 .

Se λ1(−Lg) > 0, então Q > 0 e não existe métrica ḡ ∈ [g] tal que Rḡ ≤ 0. Suponhamos que
λ1(−Lg) < 0 e existe g̃ ∈ [g] tal que Rg̃ ≥ 0. Então, para v > 0 em H1(M), temos∫

−vLg̃vdVg̃ =
∫
|∇g̃v|2 + cRg̃v

2dVg̃ ≥ 0,

o que faz com que Q ≥ 0, uma contradição. Se λ1(−Lg) = 0, então Q = 0 e existe g̃ com Rg̃ ≡ 0.
Então tome ĝ ∈ [g], ĝ = u

4
n−2 g̃, assim Rĝ = −1

c
u−

n+2
n−2 4g̃ u. Se Rĝ possui um dado sinal, e sem

perda de generalidade, suponhamos que Rĝ > 0, então deveŕıamos ter que 4g̃u < 0 para que Q
continuasse sendo nulo, mas áı 0 <

∫
4g̃udVg̃ = 0, uma contradição. Concluimos que λ1(−Lg)

determina o sinal de Rg̃.

2.3 Evolução Temporal da Curvatura Escalar Total
Representando a métrica da seguinte forma g = u

4
n−2 g0, mostraremos que a equação (1.2) é

equivalente a

∂u
n+2
n−2

∂t
= n+ 2
n− 2(n− 1){L0u+ csu

n+2
n−2}. (2.11)

Reescrevendo (2.2), temos

∂g

∂t
= ∂u

4
n−2

∂t
g0 = (sg −Rg)u

4
n−2 g0.

Notemos que qualquer grandeza que dependa de g, na verdade depende de t, por isso trocaremos
os ı́ndices g por t, por exemplo, Rg será representado por Rt, e Rg0 por R0. Assim, podemos
escrever

4
n− 2

u
4

n−2

u

∂u

∂t
= (st −Rt)u

4
n−2 .

∂u

∂t
= n− 2

4 u(st −Rt)
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Calculemos agora

∂u
n+2
n−2

∂t
= n+ 2
n− 2u

4
n−2

∂u

∂t
= n+ 2
n− 2

n− 2
4 u(st −Rt)u

4
n−2 = n+ 2

4 (st −Rt)u
n+2
n−2 .

Utilizando a equação (1.4), obtemos

∂u
n+2
n−2

∂t
= n+ 2

4 stu
n+2
n−2 + (n+ 2)(n− 1)

n− 2
L0u

u
n+2
n−2

= n+ 2
4 stu

n+2
n−2 + (n+ 2)(n− 1)

n− 2 L0u,

o que nos leva a (2.11).

Proposição 2.10. A curvatura escalar total é uma função decrescente no tempo. Em outras
palavras, ds

dt
(t) ≤ 0 para todo t ∈ [0, T ].

Demonstração. Primeiramente, calculemos a derivada da curvatura escalar em relação ao tempo.
Para isso, observemos que se g = u

4
n−2 g0 e h = v

4
n−2 g = (uv)

4
n−2 g0, então Rh = v−

n+2
n−2 (−1

c
4g v +

Rgv) = (uv)−
n+2
n−2 (−1

c
40 (uv) +R0uv). Isso nos dá a seguinte relação

−1
c
4g v −Rgv = u−

n+2
n−2 (−1

c
40 (uv)−R0uv). (2.12)

Lembremos que R = Rg = u−
n+2
n−2 (−1

c
40 u+R0u). Portanto

∂R

∂t
= ∂

∂t

(
u−

n+2
n−2 (−1

c
40 u+R0u)

)

−n+ 2
n− 2

ut
u
u−

n+2
n−2

(
−1
c
40 u+R0u

)
+ u−

n+2
n−2

(
−1
c
40 ut +R0ut

)

−n+ 2
n− 2R

ut
u

+ u−
n+2
n−2

(
−1
c
40 ut +R0ut

)
.

Agora, tomando v = ut

u
, a equação (2.12) nos dá

∂R

∂t
= −n+ 2

n− 2R
ut
u

+
(
−1
c
4g

ut
u

+Rg
ut
u

)

= −n+ 2
4 R(s−R) + n− 2

4

(
−1
c
4g (s−R) +R(s−R)

)
.

Assim,

∂R

∂t
= (n− 1)4g R +R(R− s). (2.13)

Portanto, temos

ds

dt
= d

dt

(∫
RdV

V

)
= 1
V

∫ ∂R

∂t
dV +

∫
R
∂u

2n
n−2

∂t
dV0
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= 1
V

∫ ∂R

∂t
dV + 2n

(n− 2)V

∫
R
ut
u
dV.

Da equação (2.11) tiramos que ut

u
= n−2

4 (s−R). Substituindo (2.13) no lugar de ∂R
∂t

, temos

∂s

∂t
= 1
V

∫
(n− 1)4R +R(R− s)dV + n

2V

∫
R(s−R)dV

1
V

∫
R(R− s)dV − n

2V

∫
R(R− s)dV = −n− 2

2V

∫
M
R(R− s)dV

= −n− 2
2V

(∫
M
R(R− s)dV − s

∫
M

(R− s)dV
)

st = −n− 2
2V

∫
M
|R− s|2dV ≤ 0.
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Caṕıtulo 3

Existência e Unicidade Local

Existência
Na seção anterior, vimos que (2.2) tem a equação (2.11) como modelo parabólico.

Agora, vamos estudar o fluxo de Yamabe não normalizado

∂g

∂t
= −Rg. (3.1)

A partir da solução deste problema que vamos obter a existência e a unicidade para o fluxo original
(2.2).

O modelo parabólico para (3.1) é

∂u
n+2
n−2

∂t
= n+ 2

4c L0u, (3.2)

o que nos dá

∂u

∂t
= n− 2

4c u−
4

n−2 (∆0u− cR0u).

Podemos escrever a equação acima da seguinte forma

ut = F (x, u,D2u).

Se linearizarmos este problema

Lu = d

dt
F (x, u0 + tϕ,D2u0 + tD2ϕ)|t=0,

obtemos

L(ϕ) = n+ 2
4c(n)u

− 4
n−2

0 4g0 ϕ,

que é um operador eĺıptico. Assim, com a condição inicial u(0) = u0, segue dos Lemas 1.17 e
1.18 que existe ε > 0 tal que 3.2 tem solução única u(x, t) para x ∈ M e t ∈ [0, ε]. Além disso,
u ∈ C∞(M × [0, ε]).
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Seja g a solução do problema de valor inicial
∂g
∂t

= −Rgg

g|t=0 = g0, t ∈ [0, T ∗]
. (3.3)

Vamos produzir uma solução para 
∂g̃
∂t

= (sg̃ −Rg̃)g̃
g̃|t=0 = g0, t ∈ [0, T ]

. (3.4)

Seja então g̃(x, t) = ψ(τ(t))g(x, τ(t)), em que ψ(t) > 0. Assim é direto que

Rg̃(x, t) = 1
ψ(τ(t))Rg(x, τ(t))

e integrando em M , temos

sg̃(t) = 1
ψ(τ(t))sg(τ(t)).

Além disso, temos

∂tg̃(x, t) = ∂

∂t
[ψ(τ(t))g(x, τ(t))] = ψ

′(τ(t))τ ′(t)g(x, τ(t)) + ψ(τ(t))∂tg(x, τ(t))τ ′(t)

= ψ
′(τ(t))τ ′(t)g(x, τ(t))− ψ(τ(t))Rg(x, τ(t))g(x, τ(t))τ ′(t).

Agora, precisamos escolher ψ e τ tal que

∂tg̃(x, t) = [sg̃(t)−Rg̃(x, t)]g̃(x, t) = [sg(τ(t))−Rg(x, τ(t))]g(x, τ(t)).

Para isto, considere as equações

ψ(τ(t))τ ′(t) = 1, ψ′(τ(t))τ ′(t) = sg(τ(t)). (3.5)

A partir da primeira exigência, escolheremos τ como a ùnica solução de

τ ′(t) = 1
ψ(τ) , τ(0) = 0.

Já da segunda exigência, obtemos

sg(τ(t)) = ψ
′(τ(t))τ ′(t) = ψ

′(τ(t))
ψ(τ(t)) .

Tomamos então ψ(t) = e
∫ t

0 sg(σ)dσ. Assim, encontramos uma solução de (3.4), para t ∈ [0, T ].
Agora assumimos que já conhecemos uma solução g̃(x, t) de (3.4). Seja g(x, t) =

ϕ(ξ(t))g̃(x, ξ(t)), em que ϕ(t) é uma função positiva. É claro que Rg(x, t) = Rg̃(x,ξ(t))
ϕ(ξ(t)) e

sg(t) = sg̃τ(t)
ϕ(τ(t)) . Também, temos

∂tg(x, t) = ∂

∂t
[ϕ(ξ(t))g̃(x, ξ(t))] = ϕ′(ξ(t))ξ′(t)g̃(x, ξ(t)) + ϕ(ξ(t))∂tg̃(x, ξ(t))ξ′(t)
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= ϕ′(ξ(t))ξ′(t)g̃(x, ξ(t)) + ϕ(ξ(t))[sg̃(ξ(t))−Rg̃(x, ξ(t))]g̃(x, ξ(t))ξ′(t).

Gostaŕıamos que

∂tg(x, t) = −Rg(x, t)g(x, t) = −Rg̃(x, ξ(t))g̃(x, ξ(t)).

Para isto, basta que

ϕ(ξ(t))ξ′(t) = 1, sg̃(ξ(t)) = −ϕ
′(ξ(t))

ϕ(ξ(t)) .

Escolha então ξ como a única solução de

ξ′ = 1
ϕ(ξ) , ξ(0) = 0,

e tomamos ϕ(t) = e−
∫ t

0 sg̃(σ)dσ. Assim, encontramos uma solução de (3.3), para t ∈ [0, T ∗].

Unicidade
Primeiramente, notemos que a solução de (3.2) permanece positiva para um tempo pequeno,

ou seja, existe T1 > 0 tal que u(x, t) > 0 para todo (x, t) ∈M × [0, T1]. Isso decorre do fato de u0
ser positiva em M e M ser compacto.

Suponhamos que existem duas soluções u e v para a equação (3.2) em M × [0, T ] com valor
inicial u0. Então, w = u− v satisfaz

n+ 2
4c {40w − cR0w} = n+ 2

4c L0w = n+ 2
4c L0u−

n+ 2
4c L0v

= n+ 2
n− 2u

4
n−2∂tu−

n+ 2
n− 2v

4
n−2∂tv = n+ 2

n− 2u
4

n−2∂tw + n+ 2
n− 2u

4
n−2∂tv −

n+ 2
n− 2v

4
n−2∂tv

= n+ 2
n− 2u

4
n−2∂tw + n+ 2

n− 2∂tv(u
4

n−2 − v
4

n−2 )

= n+ 2
n− 2u

4
n−2∂tw + n+ 2

n− 2∂tv
∫ 1

0

d

dz
(zu+ (1− z)v)

4
n−2dz

= n+ 2
n− 2u

4
n−2∂tw + 4(n+ 2)

(n− 2)2 ∂tv
∫ 1

0
w(zu+ (1− z)v)

6−n
n−2dz

Portanto, temos ∂tw = a40 w − bw, em M × (0, T ]
w(x, 0) = 0, ∀x ∈M

,
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em que a = n+1
u

4
n−2

e

bw = 4
(n− 2)u

4
n−2

∂tv
∫

(zu+ (1− z)v)
6−n
n−2dz + (n− 2)(n+ 1)R0

4(n− 1)u
4

n−2
.

Notemos que a , b são funções cont́ınuas e a é positivo. Considere w̃ := e−λtw. Então,

∂tw̃ = −λe−λtw + e−λt∂tw = e−λt(a40w − bw)− λe−λtw = a40w̃ − (b+ λ)w̃. (3.6)

Escolhendo λ suficientemente grande, temos (b+ λ) > 0 em M × [0, T ].
Se w não for nulo, podemos, se necessário, trocar w = u− v por w = v− u, e supor que w > 0

em algum lugar de M × [0, T ]. Assim w̃ também é positivo em algum lugar desse domı́nio e por
compacidade existe um ponto de máximo. Suponhamos que (y, τ) seja um ponto de máximo. É
simples ver que 40w̃ ≤ 0 em (y, τ). Temos também que ∂tw̃ ≥ 0, pois, se τ ∈ (0, T ), ∂tw̃ = 0
e se τ = T , então ∂tw̃ ≥ 0. Agora se τ = 0, podemos calcular ∂tw̃ de (3.6), o que nos dá
∂tw̃|t=0 = a40w̃|t=0 − (b+ λ)w̃|t=0 = 0 pois w̃|t=0 = 0 e de fato ∂tw̃ ≥ 0. Assim, em (y, τ), temos

0 ≤ ∂tw̃ = a40w̃ − (b+ λ)w̃ ≤ −(b+ λ)w̃ < 0,

uma contradição. Então garantimos que w̃ ≡ 0, o que significa que w ≡ 0, e assim temos a
unicidade de (3.2).

Como foi feito no caso da existência, vamos provar a unicidade de (2.11) a partir da unicidade
de (3.2). Suponhamos que temos duas soluções h, k para o PVI (3.4), para t ∈ [0, T ]. Seja
também g uma solução de (3.2). Então existem funções positivas crescentes τ(t) e ξ(t) tais que
τ(0) = ξ(0) = 0 e outras duas funções positivas ψ(t) e ϕ(t) satisfazendo ψ(0) = ϕ(0) = 1, de
forma que

h(x, t) = ψ(τ(t))g(x, τ(t)) e

k(x, t) = ϕ(ξ(t))g(x, ξ(t))

Seja η(t) uma função tal que ξ(η(t)) = τ(t). Então, 0 < τ ′(t) = d
dt

[ξ(η(t))] = ξ′(η(t))η′(t), e assim
η′(t) = τ ′(t)

ξ′(η(t)) > 0. Além disso, 0 = τ(0) = ξ(η(0)), portanto η(0) = 0. Podemos então escrever

k(x, η(t)) = ϕ(τ(t))g(x, τ(t)) = ϕ(τ(t))
ψ(τ(t))h(x, t),

logo

h(x, t) = r(t)k(x, η(t)).

Segue então que Rh(x, t) = Rk(x,η(t))
r(t) e sh(t) = sk(η(t))

r(t) . Assim,

ht(x, t) = [sh(t)−Rh(x, t)]h(x, t) = [sk(η(t))−Rk(x, η(t))]k(x, η(t)).

Mas

ht(x, t) = ∂

∂t
[r(t)k(x, η(t))] = r′(t)k(x, η(t)) + r(t)kt(x, η(t))η′(t)
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= r′(t)k(x, η(t)) + r(t)[sk(η(t))−Rk(x, η(t))]k(x, η(t))η′(t).

Comparando as duas equações acima, temos então que

Rk(x, η(t))[1− r(t)η′(t)] = sk(η(t))[1− r(t)η′(t)]− r′(t).

Apenas o lado esquerdo da igualdade depende de x, e a menos que r(t)η′(t) seja igual a 1, temos
que Rk(x, ·) = sk(·). Nesse caso, em que r(t)η′(t) 6= 1, temos r′(t) = 0 e então r(t) ≡ r(0) = 1.
Dessa forma ht, kt ≡ 0, o que nos dá h = k. Consideremos o caso em que r(t)η′(t) = 1. Mas isso
novamente força r′(t) = 0, o que pelos mesmos argumentos acima nos leva à unicidade.
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Caṕıtulo 4

Existência Global e Comportamento
Assintótico: o Caso Negativo

Consideremos o caso em que a métrica g0 satisfaz Rg0 < 0 em M e escolheremos g0 ∈ [g0]. Seja
g a solução de 

∂g
∂t

= (s−R)g, em M × [0, T ∗)
g|t=0 = g0 . (4.1)

Escrevendo g = u
4

n−2 g0, temos que u satisfaz

∂u
4

n−2

∂t
= 1
c(n)u 4g0 u−Rg0 + s(t)u

4
n−2 (4.2)

com u(·, 0)
4

n−2 g0 = g0. Definiremos agora duas funções que irão auxiliar no estudo de u(x, t). São
elas: umin(t) = minx∈M u(x, t) e umax(t) = maxx∈M u(x, t). Provemos agora alguns resultados
auxiliares.

Lema 4.1. Seja u uma solução de (4.1) em M × [0, T ). Então,

du
4

n−2
min

dt
(t) ≥ min |R0|+ s(t)u

4
n−2
min (t) (4.3)

e

du
4

n−2
max

dt
(t) ≤ max |R0|+ s(t)u

4
n−2
max(t) (4.4)

para todo t ∈ [0, T ).

Demonstração. Considere os conjuntos X(t) = {x ∈ M : umax(t) = u(x, t)} e x(t) = {x ∈ M :
umin(t) = u(x, t)}. Assim, pelo Lema 5.10 do Apêndice,

du
4

n−2
min

dt
(t) > inf

{
∂

∂t
u

4
n−2 (x, t) : x ∈ x(t)

}
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= inf
{

1
c(n)u(x, t) 4g0 u(x, t)−Rg0(x) + s(t)u

4
n−2 (x) : x ∈ x(t)

}

= inf
{

1
c(n)umin(t) 40 u(x, t)−R0(x) + s(t)u

4
n−2
min (t) : x ∈ x(t)

}
.

Como x ∈ x(t), temos que 40u(x, t) ≥ 0. Além disso c(n) ≥ 0 e u(x, t) ≥ 0, o que implica
que 1

c(n)umin(t)4u(x, t) ≥ 0. Já R0 = Rg0 < 0, e assim −R0 = |R0|. Como M é compacta:

inf{|R0(x)| : x ∈ x(t)} ≥ inf{|R0(x)| : x ∈M} = min |R0|. Então a equação acima fica:

= inf
{

1
c(n)umin(t) 40 u(x, t) + |R0(x)| : x ∈ x(t)

}
+ s(t)u

4
n−2
min (t)

≥ inf {|R0(x)| : x ∈ x(t)}+ s(t)u
4

n−2
min (t) ≥ min |R0|+ s(t)u

4
n−2
min (t)

De forma análoga:

du
4

n−2
max

dt
(t) ≤ sup

{
∂

∂t
u

4
n−2 (x, t) : x ∈ X(t)

}

= sup
{

1
c(n)umax(t)

40 u(x, t)−R0(x) + s(t)u
4

n−2
max(t) : x ∈ X(t)

}

≤ max |R0|+ s(t)u
4

n−2
max(t)

Como consequência do Lema 4.1, temos

du
4

n−2
min

dt
(t) ≥ min |R0| − |Q|V −

2
nu

4
n−2
min (t) (4.5)

e

du
4

n−2
max

dt
(t) ≤ max |R0|+ s(0)u

4
n−2
max(t) (4.6)

em que Q = Q(M, [g0]) é o invariante de Yamabe e V é o volume de M .
De fato, observemos que diretamente da definição do invariante de Yamabe s(t) ≥ QV (g0)− 2

n ,
o que nos leva a equação (4.5). No caṕıtulo 3, vimos que s(t) é decrescente, assim s(0) ≥ s(t),
logo temos a equação (4.6).
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Lema 4.2. Para qualquer t ∈ [0, T ), temos

u
4

n−2
min (t) ≥ min

min|R0|
2|Q| V

2
n ,
u

4
n−2
min (0)

2


Demonstração. Por (4.5), temos

d

dt
u

4
n−2
min (t) ≥ C1 − C2u

4
n−2
min (t)

em que C1 = min|R0| > 0 e C2 = |Q|V − 2
n > 0. Assim,

d

dt

(
eC2tu

4
n−2
min (t)

)
= C2u

4
n−2
min (t)eC2t + eC2t

du
4

n−2
min

dt
(t)

≥ C2u
4

n−2
min (t)eC2t + C1e

C2t − C2u
4

n−2
min (t)eC2t = C1e

C2t = d

dt

(
C1

C2
eC2t − C1

C2
+ u

4
n−2
min (0)

)
.

Logo,

eC2tu
4

n−2
min (t) ≥ C1

C2
eC2t − C1

C2
+ u

4
n−2
min (0),

e então,

u
4

n−2
min (t) ≥ e−C2tu

4
n−2
min (0) + C1

C2
(1− e−C2t).

Agora, para t ≤ log2
C2

temos que e−C2t ≥ 1
2 e, assim, u

4
n−2
min (t) ≥ 1

2u
4

n−2
min (0). Para t > log2

C2
, temos que

1− e−C2t ≥ 1
2 e então u

4
n−2
min (t) ≥ C1

2C2
.

Lema 4.3. Para qualquer t ∈ [0, T ), temos

u
4

n−2
max(t) ≤ CeBt

em que B e C constantes positivas independentes de T .

Demonstração. Por (4.6),

du
4

n−2
max

dt
(t) ≤ C1 + C2u

4
n−2
max(t),

em que C1 = max|R0| e C2 > |s(0)| ≥ 0. Portanto,

d

dt

(
e−C2tu

4
n−2
max(t)

)
≤ C1e

−C2t = d

dt
(−C1

C2
e−C2t + C1

C2
+ u

4
n−2
max(0)).
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Logo,

e−C2tu
4

n−2
max(t) ≤ −

C1

C2
e−C2t + C1

C2
+ u

4
n−2
max(0).

O que nos dá,

u
4

n−2
max(t) ≤ eC2tu

4
n−2
max(0)− C1

C2
(1− e−C2t) ≤ (u

4
n−2
max(0) + C1

C2
)eC2t.

Dos Lemas 4.2 e 4.3 conclúımos que

C1 ≤ u(x, t) ≤ C2 (4.7)

para todo x ∈M e t ∈ [0, T ), em que C2 depende de T .
Considere um operador

L = −∂t +
∑
i,j

aij(x)∂xi
∂xj

+
∑
i

bi(x)∂xi
− c(x)

satisfazendo

µ|ξ|2 ≤
∑
i,j

aij(x)ξiξj ≤ 1
µ
|ξ|2

e

‖b‖∞ ≤
1
µ

e 0 ≤ c ≤ 1
µ

para algum µ > 0.
Reescreva a equação (4.2) como

Lu := −ut + n− 1
u

4
n−2
40 u = (n− 1)c(n)R0

u
6−n
n−2

− (n− 1)c(n)s(t)u (4.8)

Combinando (4.7) e o Lema 1.18, de (4.8) conclúımos que existe uma constante C1, dependendo
de T , tal que

‖u(·, t)‖C2(M) ≤ C1

para todo t ∈ [o, T ). Mas isto implica do Lema 1.18 que T =∞.
Mostremos agora que (4.7) é válida para qualquer tempo, e alguma constante C2 > 0 que não

depende de T . Para isso, provemos o seguinte Lema:

Lema 4.4. Temos s(t) < 0 para t > 0 suficientemente grande.
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Demonstração. Primeiramente, pela conservação do volume

V (g0) ≡
∫
u

2n
n−2dV0 ≥

∫
u

2n
n−2
mindV0 = u

2n
n−2
minV (g0),

o que nos dá

u
2n

n−2
min ≤

V (g0)
V (g0) . (4.9)

Suponhamos agora que s(t) ≥ 0 para todo t. Então o Lema 4.1 produz

du
4

n−2
min

dt
(t) ≥ min|R0| =

d

dt

(
t min|R0|+ u

4
n−2
min (0)

)
.

Portanto,

u
4

n−2
min (t) ≥ u

4
n−2
min (0) + t min|R0|.

Mas essa desigualdade contradiz a desigualdade (4.9).
Assim s(t∗) < 0 para algum t∗ > 0. Mas pela Proposição 2.10, temos s′(t) < 0 o que implica

que s(t) < 0 para todo t ≥ t∗.

Lema 4.5. Para qualquer t ∈ [0,∞), temos

1
C
≤ u(x, t) ≤ C

em que C > 0 é uma constante.

Demonstração. Para t > 0 suficientemente grande, por uma adaptação de (4.6), temos

du
4

n−2
max

dt
(t) ≤ C1 − C2u

4
n−2
max(t)

em que C1 = max |R0| e C2 = −s(t∗) são constantes positivas. Assim,

d

dt
(eC2tu

4
n−2
max(t)) ≤ C1e

C2t = d

dt
(C1

C2
eC2t − C1

C2
+ u

4
n−2
max(0)),

o que implica em

u
4

n−2
max(t) ≤ e−C2tu

4
n−2
max(0) + C1

C2
(1− e−C2t) ≤ u

4
n−2
max(0) + C1

C2
.

Antes de continuar estudando u(x, t), examinaremos o que acontece com a curvatura R(x, t)
quando t→∞. Para isso, foquemos a equação ∂R

∂t
= (n− 1)4 R + R(R − s). Defina Rmin(t) =

infx∈M R(x, t) e Rmax(t) = supx∈M R(x, t). Como M é compacto, faz sentido trabalhar com os
conjuntos x(t) = {x ∈M : Rmin(t) = R(x, t)} e X(t) = {x ∈M : Rmax(t) = R(x, t)}.
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Lema 4.6. Assuma que −C ≤ R|t=0 < −ε, para constantes positivas C e ε. Então
dRmin

dt
(t) ≥ Rmin(t)(Rmin(t)− s(t)) ≥ s(t)(Rmin(t)− s(t)) ≥ 0

e
dRmax

dt
(t) ≤ Rmax(Rmax(t)− s(t)) ≤ −ε(Rmax(t)− s(t)) ≤ 0

para todo t > 0. Em particular, −C ≤ R(x, t) < −ε, para todo x ∈M e t > 0.

Demonstração. Primeiramente,

dRmin

dt
(t) ≥ inf

{
∂R

∂t
(x, t) : x ∈ x(t)

}

= inf {(n− 1)4R(x, t) +Rmin(Rmin(t)− s(t)) : x ∈ x(t)} .

Mas, para cada x ∈ x(t) e t > 0, tem-se 4R(x, t) ≥ 0. Assim,
dRmin

dt
(t) ≥ Rmin(t)[Rmin(t)− s(t)].

Observando que Rmin(t) ≤ s(t), temos
dRmin

dt
(t) ≥ s(t)[Rmin(t)− s(t)].

Agora,

dRmax

dt
(t) ≤ sup

{
∂R

∂t
(x, t) : x ∈ X(t)

}

= sup {(n− 1)4R(x, t) +Rmax(t)(Rmax(t)− s(t)) : x ∈ X(t)} .

De uma maneira similar,
dRmax

dt
(t) ≤ Rmax(t)[Rmax(t)− s(t)].

A desigualdade acima já implica que Rmax(t) é decrescente. Como Rmax(0) < −ε, então Rmax(t) <
−ε, para todo t > 0 e , assim,

dRmax

dt
(t) ≥ −ε[Rmax(t)− s(t)].

Vemos que Rmin(t) é crescente e Rmax(t) é decrescente, assim

Rmin(t) ≥ −C e Rmax(t) < −ε,

logo,

−C ≤ R(·, t) < −ε.
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Lema 4.7. Se −C ≤ R|t=0 < −ε < 0, então

|s(t)−R(x, t)| ≤ (C − ε)e−εt

para todo t > 0 e x ∈M . Em particular,

∂tu(x, t)→ 0

exponencialmente, quando t→∞, uniformemente em x.

Demonstração.

d

dt
(Rmax(t)−Rmin(t)) = d

dt
Rmax(t)−

d

dt
Rmin(t)

≤ −ε(Rmax(t)− s(t))− s(t)(Rmin(t)− s(t)) = −εRmax(t)− s(t)Rmin(t) + εs(t) + s2(t)

= −εRmax(t) + εRmin(t)− εRmin(t)− s(t)Rmin(t) + εs(t) + s2(t)

= −ε(Rmax(t)−Rmin(t)) + (s(t) + ε)(s(t)−Rmin(t)) ≤ −ε(Rmax(t)−Rmin(t))).

Logo, segue que |s(t)−R(x, t)| ≤ (C − ε)e−εt. A partir dáı, temos

∂u
4

n−2

∂t
= [s(t)−R(x, t)]u

4
n−2

se, e só se,

4
n− 2 |∂tu| = |[s(t)−R(x, t)]u| ≤ C(C − ε)e−εt.

Escrevendo

u(x, t) = u(x, 0) +
∫ t

0
∂su(x, s)ds,

do Lema 4.7, segue que

u(x, t)→ u∞(x)

exponencialmente quando t→∞, uniformemente em x.
Novamente, segue do Lema 1.18 que

‖u(·, t)− u∞(·)‖Ck(M) → 0

exponencialmente quando t→∞.
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Em particular, R(x, t)→ R∞(x) exponencialmente quando t→∞, em que R∞ é a curvatura
escalar da métrica g∞ = u

4
n−2
∞ g0.

Por outro lado, para f(t) = Rmax(t)−Rmin(t), temos que df
dt

(t) ≤ −εf(t). Considere a função
h(t) = eεtf(t)− f(0). Claramente, dh

dt
(t) ≤ 0 e g(0) = 0. Assim, g(t) ≤ 0, tal que f(t) ≤ f(0)e−εt.

Dessa forma,

|R(x, t)− s(t)| ≤ Rmax(t)−Rmin(t) ≤ (Rmax(0)−Rmin(0))e−εt ≤ (C − ε)e−εt

para todo t > 0. Relembremos a equação (4.8)

Lu = (n− 1)c(n)R0

u
6−n
n−2

− (n− 1)c(n)s(t)u.

Segue novamente do Lema 1.18 junto à equação acima, que R(x, t) converge fortemente para uma
constante, quando t→∞. Logo R∞ é constante.

38



Caṕıtulo 5

Existência Global e Comportamento
Assintótico: o Caso Nulo

Consideremos o caso em que a métrica g0 satisfaz Rg0 = 0 em M e escolheremos g0 ∈ [g0]. Seja
g a solução de 

∂g
∂t

= (s−R)g em M × [0, T ∗)
g|t=0 = g0 .

Escrevendo g = u
4

n−2 g0, então u satisfaz

∂u
n+2
n−2

∂t
= n+ 2

4c(n)
(
4g0u+ c(n)s(t)u

n+2
n−2
)
, (5.1)

com u(·, 0)
4

n−2 g0 = g0.

Lema 5.1. Para qualquer t ∈ [0, T ), temos s(t) ≥ 0.

Demonstração. O invariante de Yamabe Q = 0, e pela sua definição, Q ≤ sV
2
n , logo, 0 ≤ sV

2
n , e

então segue que s(t) ≥ 0.

Lema 5.2. Para qualquer tempo t ∈ [0, T ), temos

du
n+2
n−2
min

dt
(t) ≥ n+ 2

4 s(t)u
n+2
n−2
min (t)

e

du
n+2
n−2
max

dt
(t) ≤ n+ 2

4 s(t)u
n+2
n−2
max(t).

Demonstração. Definindo os conjuntos x(t) e X(t) como no caṕıtulo anterior, e usando o Lema
5.10, temos

du
n+2
n−2
min

dt
(t) ≥ inf

{
∂t(u

n+2
n−2 )(x, t) : x ∈ x(t)

}

39



= inf
{
n+ 2
4c(n)

[
40u(x, t) + c(n)s(t)u

n+2
n−2
min (t)

]
: x ∈ x(t)

}
≥ n+ 2

4 s(t)u
n+2
n−2
min (t),

e

du
n+2
n−2
max

dt
(t) ≤ sup

{
∂t(u

n+2
n−2 )(x, t) : x ∈ X(t)

}

= sup
{
n+ 2
4c(n)

[
40u(x, t) + c(n)s(t)u

n+2
n−2
max(t)

]
: x ∈ X(t)

}
≤ n+ 2

4 s(t)u
n+2
n−2
max(t).

Lema 5.3. Para qualquer t ∈ [0, T ), temos

u
4

n−2
min (t) ≥ u

4
n−2
min (0)

e

u
4

n−2
max(t) ≤ e

n+2
4 s(0)tu

4
n−2
max(0).

Demonstração. Dos Lemas 5.1 e 5.2, temos

du
n+2
n−2
min

dt
≥ n+ 2

4 s(t)u
n+2
n−2
min (t) ≥ 0.

Logo,

u
n+2
n−2
min (t) ≥ u

n+2
n−2
min (0).

Temos também que

du
n+2
n−2
max

dt
(t) ≤ n+ 2

4 s(t)u
n+2
n−2
max(t) ≤

n+ 2
4 s(0)u

n+2
n−2
max(t).

Seja a função h(t) = e−
n+2

4 s(0)tu
n+2
n−2
max(t)− u

n+2
n−2
max(0), então dh

dt
≤ 0 e h(0) = 0. Assim h(t) ≤ 0, o que

nos dá que u
n+2
n−2
max(t) ≤ e

n+2
4 s(0)tu

n+2
n−2
max(0).

Conclúımos então que

C1 ≤ u(x, t) ≤ C2,

em que C1 é uma constante e C2 depende de T . Segue do Lema 1.18 junto à equação (4.8), que
u(x, t) possui solução para todo t ≥ 0.

Lema 5.4. Para qualquer t ∈ [0,∞), temos

1
C
≤ u(x, t) ≤ C

em que C é uma constante positiva.
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Demonstração. Inicialmente mostremos que

umax(t) ≤
umax(0)
umin(0)umin(t)

Para isso, seja f(t) :=
(
umax(t)
umin(t)

)n+2
n−2 −

(
umax(0)
umin(0)

)n+2
n−2 Para h > 0

f(t+ h)− f(t)
h

= 1
h

u
n+2
n−2
max(t+ h)

u
n+2
n−2
min (t+ h)

− u
n+2
n−2
max(t)

u
n+2
n−2
min (t)



= 1
h

u
n+2
n−2
min (t)u

n+2
n−2
max(t+ h)− u

n+2
n−2
min (t+ h)u

n+2
n−2
max(t)

u
n+2
n−2
min (t+ h)u

n+2
n−2
min (t)

= 1
h

u
n+2
n−2
min (t)u

n+2
n−2
max(t+ h)− u

n+2
n−2
min (t)u

n+2
n−2
max(t)

u
n+2
n−2
min (t+ h)u

n+2
n−2
min (t)

− u
n+2
n−2
max(t)u

n+2
n−2
min (t+ h)− u

n+2
n−2
min (t)u

n+2
n−2
max(t)

u
n+2
n−2
min (t+ h)u

n+2
n−2
min (t)



= 1

u
n+2
n−2
min (t+ h)

u
n+2
n−2
max(t+ h)− u

n+2
n−2
max(t)

h
− u

n+2
n−2
max(t)

u
n+2
n−2
min (t+ h)u

n+2
n−2
min (t)

u
n+2
n−2
min (t+ h)− u

n+2
n−2
min (t)

h

Assim

lim sup
h↘0

f(t+ h)− f(t)
h

= lim sup
h↘0

 1

u
n+2
n−2
min (t+ h)

u
n+2
n−2
max(t+ h)− u

n+2
n−2
max(t)

h
− u

n+2
n−2
max(t)

u
n+2
n−2
min (t+ h)u

n+2
n−2
min (t)

u
n+2
n−2
min (t+ h)− u

n+2
n−2
min (t)

h



≤ lim sup
h↘0

1

u
n+2
n−2
min (t+ h)

u
n+2
n−2
max(t+ h)− u

n+2
n−2
max(t)

h
− lim inf

h↘0

u
n+2
n−2
max(t)

u
n+2
n−2
min (t+ h)u

n+2
n−2
min (t)

u
n+2
n−2
min (t+ h)− u

n+2
n−2
min (t)

h

≤ 1

u
n+2
n−2
min (t)

du
n+2
n−2
min

dt
(t)− u

n+2
n−2
max(t)(

u
n+2
n−2
min (t)

)2
du

n+2
n−2
min

dt
(t)

≤ 1

u
n+2
n−2
min (t)

n+ 2
4 s(t)u

n+2
n−2
max(t)−

u
n+2
n−2
max(t)(

u
n+2
n−2
min (t)

)2
n+ 2

4 s(t)u
n+2
n−2
min (t) = 0
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Então df
dt
≤ 0 ⇒ f(t) ≤ f(0) = 0 ⇒ (umax(t)

umin(t) )
n+2
n−2 ≤ (umax(0)

umin(0) )
n+2
n−2 . Agora, pela conservação do

volume

V (g0) =
∫
M
u

2n
n−2dV0 ≥ u

2n
n−2
minV (g0)

⇒ umin(t) ≤
(
V (g0)
V (g0)

)n−2
2n

umax(t) ≤
umax(0)
umin(0)

(
V (g0)
V (g0)

)n−2
2n

(5.2)

A partir de agora, seguiremos uma sequência de Lemas e Teoremas que irão nos auxiliar a
tratar o problema da convergência do caso nulo de forma análoga ao que foi feito no caso negativo.
Comecemos com o
Lema 5.5. Existe uma constante C > 0 tal que

‖∇0u‖L2(M) ≤ Ĉ‖40u‖L2(M)

para todo u ∈ H2(M).
Demonstração. Suponha, por contradição, que a conclusão é falsa. Em outras palavras, existe
uma sequência (uj) ⊂ H2(M) tal que

‖∇0uj‖L2(M) > j‖ 40 uj‖L2(M)

Dividindo uj por ‖∇0uj‖L2(M), se necessário, podemos assumir que ‖∇0uj‖L2(M) = 1. Então,
‖ 40 uj‖L2(M) → 0. Seja vj = uj − ūj, em que ūj é a média de uj em M .

Do Lema 1.20 temos então que (vj) é limitada em H1(M). Segue do Lema 1.19 que existe uma
constante C1 > 0 tal que

‖vj‖H2(M) ≤ C(‖ 40 vj‖L2(M) + ‖vj‖L2(M))

Logo, (vj) é limitada em H2(M). Segue do Lema 1.16 que, a menos de subsequência,

vj → v em H1(M)

e

vj → v em H2(M).

Mas

−
∫
M
40vj · ϕ =

∫
M
∇0vj · ∇ϕ→

∫
M
∇0v · ∇ϕ

para todo ϕ ∈ C∞(M). Por Hölder e por ‖ 40 uj‖L2(M) → 0, temos

−
∫
M
40vj · ϕ→ 0

Logo, v é uma função constante, contradizendo o fato de que ‖∇v‖L2(M) = 1.
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Lema 5.6. Existem constantes C,A > 0 tais que

‖∇0u(·, t)‖L2 ≤ Ce−At.

e

s(t) ≤ Ce−At.

para t > 0 suficientemente grande.

Demonstração. Pela equação (5.1), temos

n+ 2
n− 2u

4
n−2

∂u

∂t
= n+ 2

4c(n){40u+ c(n)s(t)u
n+2
n−2}

e multiplicando ambos lados por 40u

1
n− 1 40 u

∂u

∂t
= u−

4
n−2 (40u)2 + csu40 u

1
n− 1

∫
40u

∂u

∂t
dV0 =

∫
u−

4
n−2 (40u)2dV0 + cs

∫
u40 udV0. (5.3)

Mas
1

n− 1

∫
40u

∂u

∂t
dV0 = − 1

n− 1

∫
∇0u · ∇0∂tudV0

= − 1
2(n− 1)

∫
∂t|∇0u|2dV0 = − 1

2(n− 1)
d

dt

∫
|∇0u|2dV0.

Substituindo esses resultados na equação (5.3), temos

1
n− 1

d

dt

∫
|∇0u|2dV0 = −2

∫
u−

4
n−2 (40u)2dV0 + 2cs

∫
|∇0u|2dV0. (5.4)

Observemos também que∫
u−

4
n−2 (40u)2dV0 ≥

∫
u

4
n−2
max(40u)2dV0 = 1

u
4

n−2
max

∫
(40u)2dV0.

Por (5.2),

≥
(
V (g0)
V (g0)

) 2
n u

4
n−2
min (0)

u
4

n−2
max(0)

∫
(40u)2dV0

e pelo Lema 5.5,

≥
(
V (g0)
V (g0)

) 2
n u

4
n−2
min (0)

Ĉ2u
4

n−2
max(0)

∫
|∇0u|2dV0 = B

∫
|∇0u|2dV0.
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Substituindo na equação (5.4),

1
n− 1

d

dt

∫
|∇0u|2dV0 ≤ (2c(n)s(t)− 2B)

∫
|∇0u|2dV0

d

dt
log

∫
|∇0u|2dV0 =

d
dt

∫
|∇0u|2dV0∫
|∇0u|2dV0

≤ (n− 1)(2cs(t)− 2B) ≤ −A

em que A > 0 é uma constante e t deve ser grande para que s(t) seja pequeno. Assim∫
|∇0u(·, t)|2dV0 ≤

∫
|∇0u(·, 0)|2dV0 · e−At = Ce−At

s(t) =
∫
|∇0u|2dV0

c(n)V e−At ≤ C

c(n)V e
−At

Lema 5.7. Temos que ∫
u

n+2
n−2dV0 → L

exponencialmente quando t→∞, em que L é uma constante positiva.

Demonstração. Pela equação 5.1 e pelo Lema 5.6

d

dt

∫
u

n+2
n−2dV0 =

∫ ∂

∂t
u

n+2
n−2dV0 = n+ 2

4c(n)

(∫
40udV0 + c(n)s(t)

∫
u

n+2
n−2dV0

)

= n+ 2
4 s(t)

∫
u

n+2
n−2dV0 ≤

n+ 2
4 Ce−At

∫
u

n+2
n−2dV0.

Podemos escrever a desigualdade acima da seguinte forma

d
dt

∫
u

n+2
n−2dV0∫

u
n+2
n−2dV0

= d

dt
log

∫
u

n+2
n−2dV0 ≤

n+ 2
4c(n)Ce

−At,

então, temos

log

∫
u

n+2
n−2 (·, t)dV0∫

u
n+2
n−2 (·, 0)dV0

≤ n+ 2
4Ac(n)C(1− e−At) ≤ n+ 2

4Ac(n)C,

∫
u

n+2
n−2 (·, t)dV0 ≤

∫
u

n+2
n−2 (·, 0)dV0e

C(n+2)
4Ac(n) .

Portanto,

d

dt

∫
u

n+2
n−2dV0 ≤ C̄e−At.
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Observemos também que
∫
u

n+2
n−2dV0 é não decrescente

d

dt

∫
u

n+2
n−2dV0 = n+ 2

4 s(t)
∫
u

n+2
n−2dV0 ≥ 0,

já que s(t) ≥ 0 e u(x, t) é positivo. Com isso, dados t2 > t1∣∣∣∣∫ u
n+2
n−2 (·, t2)dV0 −

∫
u

n+2
n−2 (·, t1)dV0

∣∣∣∣ =
∫
u

n+2
n−2 (·, t2)dV0 −

∫
u

n+2
n−2 (·, t1)dV0

≤ C

A
(e−At1 − e−At2).

Assim
∫
u

n+2
n−2dV0 ↗ L quando t→∞, para alguma constante L. O Lema 1.20 garante que existe

C = C(M) tal que ∥∥∥∥∥un+2
n−2 (·, t)− 1

V (g0)

∫
u

n+2
n−2dV0

∥∥∥∥∥
2

L2(M)
≤ C‖∇0u(·, t)‖2

L2(M).

Pelo Lema 5.6, temos ∥∥∥∥∥un+2
n−2 (·, t)− 1

V (g0)

∫
u

n+2
n−2dV0

∥∥∥∥∥
2

L2(M)
≤ CBe−At. (5.5)

Unindo essa desigualdade com o resultado obtido acima quanto a convergência de
∫
u

n+2
n−2dV0,

obtemos ∣∣∣∣∫ u
n+2
n−2 (·, t)dV0 − L

∣∣∣∣ ≤ Ke−At.

O resultado segue.

Lema 5.8. Temos que ∥∥∥∥∥un+2
n−2 (·, t)− L

V (g0)

∥∥∥∥∥
L2(M)

≤ Ce−At

em que C,A são constantes positivas.

Demonstração. Notemos que∥∥∥∥∥un+2
n−2 − L

V (g0)

∥∥∥∥∥
L2(M)

≤
∥∥∥∥∥un+2

n−2 − 1
V (g0)

∫
u

n+2
n−2dV0

∥∥∥∥∥
L2(M)

+ 1
V (g0)

∥∥∥∥∫ u
n+2
n−2dV0 − L

∥∥∥∥
L2(M)

e pela equação (5.5) e pelo Lema 5.7, temos

≤
√
CBe−

A
2 t + 1√

V (g0)

∣∣∣∣∫ u
n+2
n−2dV0 − L

∣∣∣∣ ≤ √CBe−A
2 t + C ′√

V (g0)
e−

A
2 t.
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O Lema 5.4 junto com o Lema 1.18 nos garante o controle de ‖u
n+2
n−2 (·, t)‖H2k(M), indepen-

dentemente de t. Esse fato junto com o Lema 5.8 e interpolação, implicam que ‖u
n+2
n−2 (·, t) −

L
V (g0)‖Hk(M) → 0, exponencialmente quando t→∞, para todo k ∈ N.

Em particular,
∥∥∥un+2

n−2 (·, t)− L
V (g0)

∥∥∥
C1(M)

→ 0 exponencialmente quando t → ∞. Portanto,
novamente do Lema 1.18, segue que∥∥∥∥∥un+2

n−2 (·, t)− L

V (g0)

∥∥∥∥∥
Ck(M)

→ 0.

Portanto, temos

u(·, t)→ u∞(·) =
(

L

V (g0)

)n−2
n+2

e R(·, t)→ R∞(·) = 0.
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Apêndice

Seja h = h(x, t) uma função localmente Lipschitz, em que x ∈M de dimensão k.
Lema 5.9. A função f(t) = sup{h(x, t) : x ∈ Y, Y ⊂M,Y compacto} é localmente Lipschitz
Demonstração. Pela compacidade de Y , podemos escolher um ponto y = y(t) tal que

f(t+ k)− f(t) = h(y(t+ k), t+ k)− h(y(t), t) ≤ h(y(t+ k), t+ k)− h(y(t+ k), t)

= |h(y(t+ k), t+ k)− h(y(t+ k), t)| ≤ C|k|

em que C ≥ |h(x,t+k)−h(x,t)|
|k| para todo x ∈ Y e todo t ∈ [0, T ]. Da mesma forma

f(t+ k)− f(t) = h(y(t+ k), t+ k)− h(y(t), t) ≥ h(y(t), t+ k)− h(y(t), t)

= −|h(y(t), t+ k)− h(y(t), t)| ≥ −C|k|.

Portanto

|f(t+ k)− f(t)| ≤ sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∣∂h∂t
∣∣∣∣∣ |k|.

Então f é localmente Lipschitz
Lema 5.10.

df

dt
(t) ≤ sup

{
∂h

∂t
(y, t) : y ∈ Y (t)

}

em que Y (t) = {y : h(y, t) = f(t)}.
Demonstração. Seja {tj} uma sequência tal que tj ↘ t, de forma que

lim
tj↘t

f(tj)− f(t)
tj − t

= lim sup
k↘0

f(t+ k)− f(t)
k

.

Escolhemos uma sequência yj ∈ Y , com f(tj) = h(yj, tj). Assim, passando a uma subsequência,
se necessário, podemos assumir que yj → y, para algum y ∈ Y . Por continuidade, h(y, t) = f(t), e
portanto y ∈ Y (t). Como h(yj, t) ≤ h(y, t), temos f(tj)− f(t) ≤ h(yj, tj)−h(yj, t). Pelo Teorema
do Valor Médio existe Tj entre tj e t tal que ∂h

∂t
(yj, Tj) = h(yj ,tj)−h(yj ,t)

tj−t . Como Tj → t, temos

lim
tj↘t

f(tj)− f(t)
tj − t

≤ ∂h

∂t
(y, t).
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Trocando h por −h vemos que para f(t) = inf{h(y, t) : y ∈ Y, Y ⊂M,Y compacto}, temos

Corolário 5.11.

df

dt
(t) ≥ inf

{
∂h

∂t
(y, t) : y ∈ Y (t)

}

em que Y (t) = {y : h(y, t) = f(t)}.
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Vol.12, AMS, 1996.

[8] N.V. Krylov and M.V. Safanov, A Certain Property of Solutions of Parabolic Equations with
Measurable Coefficients, Math USSR-Izv. 16 (1981) 151-164.

[9] A. Pazy, Semigroups of Linear Operators and Applications to Partial Differential Equations,
Springer.

[10] H. Schwetlick and M. Struwe, Convergence of the Yamabe flow for large energies, J. Reine
Angew. Math. 562, 59-100 (2003).

[11] R. Ye, Global existence and convergence of the Yamabe flow, J. Diff. Geom. 39, 35-50 (1994).

49


