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Resumo

Neste trabalho, estudamos, através de simulacées Monte Carlo, as transicoes
de fases que ocorrem em dois modelos tridimensionais distintos, obtendo o
diagrama de fases de cada um deles, para diferentes valores dos parametros do
hamiltoniano correspondente. No caso do modelo de Heisenberg anisotrépico
submetido a um campo cristalino, a competicao entre as anisotropias de troca
e cristalina resulta em um diagrama de fases de topologia rica, que revela duas
fases ordenadas, separadas por uma linha de transicao de primeira ordem.
Essas fases, por outro lado, encontram-se separadas da fase desordenada
por meio de duas linhas de transicio de segunda ordem. As trés linhas
de transicao terminam em um ponto bicritico. Para a versao XY do modelo
vetorial de Blume-Emery-Griffiths, o diagrama de fases obtido reproduz, para
uma faixa de parametros do modelo, a topologia do diagrama de fases de
misturas de *He-*He. Esse diagrama revela uma fase superfluida, rica em
“He, que sofre uma transicao para uma fase normal. Essa transiciao é de
primeira ou segunda ordem, dependendo da regiao do diagrama examinada.
Um das caracteristicas mais importantes desse diagrama é a existéncia de
um ponto tricritico, o qual, para certos valores dos parametros do modelo, se
decompde em um ponto critico terminal e um ponto critico duplo terminal.
Esse pontos foram localizados com boa precisao. O estudo desse modelo
proporciona a base necessaria para a investigacao futura de propriedades

dinamicas de misturas de *He-*He.



Abstract

We have studied, through Monte Carlo simulations, the phase transitions
which occur in two different three-dimensional models, obtaining the respec-
tive phase diagram for different values of the parameters of the hamiltonian.
For the anisotropic Heisenberg model in a crystal field, the competition be-
tween the crystalline and exchange anisotropies produces a phase diagram of
rich topology, which displays two ordered phases, separated by a first-order
transition line. These phases are separated from the disordered phase by two
second-order transition lines. All transition lines terminate at a bicritical
point, whose location was estimated. As for the XY vector Blume-Emery
-Griffiths model, the phase diagram obtained reproduces, for a range of the
parameters of the model, the topology of the one observed for bulk mixtures
of 2He-*He. The phase diagram displays a superfluid, * He-rich phase which
undergoes a phase transition to a normal phase. This transition is first- or
second-order, depending on the region of the phase diagram examined. One
of the main features of this diagram is the existence of a tricritical point,
which, for some values of the parameters of the model, decomposes into a
critical endpoint and a double critical endpoint. These points were located
with reasonable precision. This study provides the basis for the subsequent

investigation of dynamic properties of 3 He-* He mixtures.
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Capitulo 1
Introducao

As transicoes de fases estao presentes em nossa vida didria: na fervura da
agua para o café; na garrafa de cerveja esquecida no congelador, que estoura
devido ao congelamento do liquido; na fundi¢ao de metais.

Muito embora esses fendmenos facam parte do quotidiano das sociedades
hé séculos, a primeira teoria de sucesso para descrevé-los foi apresentada
somente no século XIX, por Van der Waals, em sua tese de doutorado [1].
Nesse trabalho, Van der Waals propoe um modelo fenomenolégico para as
transicoes de fases nos fluidos, introduzindo, na Lei de Boyle, modificacoes
que levam em consideracao a repulsao de caroco duro entre as moléculas e
uma correcao relacionada a parte atrativa do potencial intermolecular.

Mais tarde, no inicio do século XX, Pierre Curie e Pierre Weiss propu-
seram uma teoria fenomenolégica para explicar as transi¢oes de fases em
sistemas magnéticos [1]. Essa teoria supde que cada spin da rede cristalina
interage com os demais através de um campo médio, produzido pelo demais
spins do sistema. Essas teorias, conhecidas como teorias classicas, ainda hoje
sao empregadas para a analise qualitativa de varias transi¢oes de fases, em
diversos sistemas fisicos.

Entretanto, com o advento, a partir de 1960, de métodos experimen-
tais adequados para a investigacao das transi¢oes de fases na vizinhanca da

criticalidade, verificou-se que diversas grandezas termodinamicas divergiam



nessa regiao e que esse comportamento podia ser descrito por um conjunto de
expoentes criticos. No entanto, os valores desses expoentes, previstos pelas
teorias classicas, nao concordavam com aqueles obtidos experimentalmente.
Dessa forma, varios modelos de spins foram propostos com o objetivo de
estudar as transicoes de fases em sistemas magnéticos. Para a maior parte
desses modelos nao ha (pelo menos até agora) solugao exata, de modo que
seu estudo depende, essencialmente, de métodos numéricos, aliados ou nao a
aproximagoes analiticas.

Entram em cena, entao, as simulacoes computacionais que, em conjunto
com métodos experimentais e teéricos, contribuem para a maior compreensao
dos fenomenos fisicos e melhor compreensao da natureza. Depois do traba-
lho pioneiro de Metropolis e colaboradores em 1953 [2], que introduziram o
método Monte Carlo [3, 4] para o estudo da termodinamica de discos duros,
esse método tem sido progressivamente aprimorado e aplicado a uma gama
imensa de problemas em transicoes de fases e fendOmenos criticos. Avancos
recentes em técnicas simulacionais e de analise de dados, aliados ao progresso
vertiginoso da tecnologia dos computadores, permitiram as simulagoes pro-
duzir resultados de alta precisao (ou mesmo resultados nao acessiveis por
outras abordagens).

Nesse trabalho, empregaremos simulagoes Monte Carlo para o estudo de
transicoes de fases e do comportamento critico dos modelos de Heisenberg
anisotropico submetido a um campo cristalino e para a versao XY do modelo
vetorial de Blume-Emery-Griffiths, os quais serdo introduzidos mais abaixo.
No Cap. 2, apresentaremos uma breve discussao dos fundamentos tedricos
subjacentes as transicoes de fases e fenomenos criticos. Introduzimos os
métodos de simulacao e de analise empregados em nosso trabalho no Cap. 3.
Apresentamos, no Cap. 4, os resultados obtidos para o modelo de Heisenberg
anisotropico submetido a um campo cristalino, enquanto que, no Cap. 5,
discutimos os resultados obtidos para a versao XY do modelo vetorial de
Blume-Emery-Griffiths. As conclusoes e perspectivas futuras para o nosso

trabalho sao finalmente apresentadas no Cap. 6. No Apéndice A, discutimos



o comportamento, a temperatura zero, do modelo de Heisenberg anisotrépico
submetido a um campo cristalino. No Apéndice B, essa discussao é apresen-
tada para o modelo vetorial XY de Blume-Emery-Griffiths. No Apéndice
C, apresentamos a teoria fenomenolégica de Landau para o ponto tricritico,
encontrado no diagrama de fases da versao estudada do modelo de Blume-
Emery-Griffiths.

1.1 O modelo de Heisenberg anisotrépico sub-

metido a um campo cristalino

O modelo de Heisenberg anisotrépico submetido a um campo cristalino

pode ser descrito pelo hamiltoniano
N
H=-J) S-5;—A) SiS:+D> (S7) (1.1)
(4,) () i=1

onde § representa um spin classico tridimensional, J e A sao parametros de
interacao de troca e D é a intensidade do campo cristalino. (i, j) representa
uma soma sobre primeiros vizinhos em uma rede de N sitios.

O primeiro termo é o hamiltoniano classico de Heisenberg, que tem sua
origem na interacao eletrostatica entre pares de elétrons de a&tomos vizinhos,
em conseqiéncia do principio de exclusao de Pauli. Como dois ou mais
elétrons nao podem ocupar o mesmo estado quantico, dois elétrons, de dois
atomos vizinhos, de spins paralelos, ndo podem estar muito préoximos no es-
paco (j4 que nao podem ocupar o mesmo orbital). Por outro lado, se esses
elétrons possuem spins anti-paralelos, ja estando, portanto, em estados dife-
rentes, podem ocupar o mesmo orbital, ficando assim mais préximos. Dessa
forma, a orientacao relativa dos spins resulta em diferencas na separagao es-
pacial dos elétrons, o que afeta a energia eletrostatica de interacao entre eles.
Se J > 0, como é o caso aqui, a energia de interacao torna-se menor quando
os spins encontram-se paralelos, favorecendo o estado ferromagnético. E im-

portante também obsevar que a interacao de troca depende da superposicao
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da nuvem eletronica de atomos vizinhos, caindo rapidamente com o aumen-
to da separagao entre os atomos. A interacao de troca, portanto, torna-se
apreciavel somente entre atomos vizinhos.

O segundo termo da Eq.(1.1) representa a anisotropia de troca, do tipo
eixo facil, enquanto o terceiro termo € a anisotropia cristalina, do tipo plano
facil. A anisotropia de troca advém da interagdo spin-érbita, isto é, da in-
teracdo entre o momento de dipélo magnético do spin eletronico e o campo
magnético interno do atomo, em conseqiiéncia do momento angular orbital
dos elétrons. A anisotropia cristalina, por sua vez, é gerada pelo campo
elétrico dos ions vizinhos a um dado sitio na rede cristalina.

Muita pesquisa ja foi realizada no modelo de Heisenberg em duas e trés di-
mensoes, submetido a uma anisotropia de troca (D = 0) ou a uma anisotropia
cristalina (A = 0). Veja, por exemplo, as Refs. [5, 6, 7, 8, 9]. Entretanto,
até onde sabemos, muito menos se sabe a respeito desse modelo quando
submetido simultaneamente a ambas. Consideraremos em nosso trabalho a
competicdo entre as anisotropias de troca e cristalina. Esse modelo ja foi estu-
dado em duas dimensdes [10], mas seu diagrama de fases nao foi determinado.
Investigamos em nosso trabalho o modelo em trés dimensoes, determinando
o seu diagrama de fases. Vale observar que, na auséncia dessas anisotropias
(A =D = 0), o modelo de Heisenberg bidimensional ndo apresenta transi¢ao
de fases a temperaturas finitas. E a quebra de simetria induzida por elas
que leva ao aparecimento das transi¢oes. Por outro lado, o modelo isotrépico
apresenta uma transicao de segunda ordem em trés dimensoes a temperatu-
ra critica T, = 1,442929(77) (para uma rede cibica simples) [11]. No caso
do hamiltoniano dado pela Eq.(1.1), a quebra de simetria induzida pelas
anisotropias resulta em um diagrama de fases mais rico, com o aparecimento

de linhas de transi¢do de primeira e segunda ordens.



1.2 O modelo vetorial XY de Blume-Emery-
Griffiths

A natureza das transi¢oes de fases no hélio superfluido tem sido ha muito
um tema de extensas investigacoes. Isto se deve especialmente as suas ca-
racteristicas nao-usuais, que permitem que essas transicoes sejam estudadas
com grande resolucao e sem complexidades que surgem devido a impurezas
e imperfeicoes cristalinas. Uma limitacao residual era a gravidade. Porém,
com a realizacao de experimentos em condicoes de microgravidade, novos
resultados foram obtidos com incompardvel resolucdo [12].

H& muito se admite que o modelo XY do magnetismo pertenca a mesma
classe de universalidade do *He liquido e que, portanto, seja adequado para
o estudo das transi¢do de fases superfluida [13]. Recentemente, surgiu um
grande interesse no estudo das propriedades dinamicas do modelo XY no vo-
lume e também em geometrias confinadas, como filmes finos. Por exemplo,
estudando-se as propriedades de transporte do modelo na vizinhanca da criti-
calidade, é possivel relacioné-las & condutividade térmica do * He superfluido,
que é uma grandeza experimentalmente mensurdvel [14, 15].

Um outro sistema de interesse sao as misturas de *He-*He, onde dtomos
de 3He comportam-se como impurezas, que reduzem a temperatura da tran-
sicao superfluida e induzem a separagio de fases no sistema [16, 17]. Em
1971, Blume, Emery e Griffiths [18] propuseram um modelo de spins discre-
tos capaz de reproduzir a topologia basica do diagrama de fases de misturas
de 3He-*He, embora ele apresentasse certas caracteristicas nao fisicas, co-
mo nao considerar a simetria rotacional do parametro de ordem do hélio
superfluido (a fun¢do de onda associada a superfluidez). O modelo foi re-
solvido pela aproximagao de campo médio e, para uma faixa de valores dos
parametros do hamiltoniano, reproduziu qualitativamente o diagrama de fa-
ses experimental, apresentando, inclusive, um ponto tricritico, como espe-
rado. Berker e Nelson [19] e, independentemente, Cardy e Scalapino [20]

propuseram um modelo baseado no rotor planar para descrever o comporta-



mento de filmes de misturas de 3He-*He, conhecido como o modelo vetorial
de Blume-Emery-Griffiths. O diagrama de fases desse modelo foi investigado
em duas dimensoes e nao se encontrou o ponto tricritico para nenhum va-
lor dos parametros do modelo. Recentemente, Maciolek e colaboradores [21]
estudaram o diagrama de fases da versao rotor planar do modelo vetorial de
Blume-Emery-Griffiths em trés dimensoes pela aproximacao de campo médio
e simulagoes Monte Carlo. Entretanto, esse modelo nao possui dindmica in-
trinseca de spin e é, portanto, inadequado para trabalhos futuros a respeito
das propriedades dinamicas do sistema. Dessa forma, estudamos uma versao
alternativa do modelo vetorial de Blume-Emery-Griffiths, baseada no modelo
XY, que nos permitira estudos futuros de dinamica.

O sistema enfocado é uma rede cibica simples onde os sitios sao ocupados
por particulas magnéticas ou nao-magnéticas. As particulas magnéticas (de
spin cldssico) representam &tomos de *He, enquanto os dtomos de 3He sio
representados por particulas ndo-magnéticas*. O spin representa o grau de
liberdade associado & superfluidez e, como somente o *He pode ser superflu-
ido nesse modelo, os 4tomos de *He ndo possuem spin.

O hamiltoniano do modelo é dado por:

N
H=—J) [SIST+ SISV —KY) SiSI+A) (S) (1.2)
(i,3) (i) =1
onde S representa um spin cldssico em trés dimensoes, de modo que | S =1
para adtomos de He e | S |= 0 para dtomos de ® He. As duas primeiras somas
sao realizadas sobre os pares de primeiros vizinhos (i,j) e a tdltima é feita
sobre todos os sitios ¢ de uma rede de N spins. Em nosso estudo faremos,
sem perda de generalidade, J = 1. O parametro de ordem para o sistema

estudado é a magnetizagao por sitio no plano (my,)

*Usaremos, de agora em diante, de maneira equivalente, os termos ‘particula magnética’

e ‘4tomo de *He’ e, da mesma forma, ‘particula nio-magnética’ e ‘4tomo de He’.



N N

My = 14| [ 592 + (3 817, (13)

i=1 i=1
Outro parametro relevante para o modelamento de misturas de 3He-*He é a

concentracgdo de particulas ndo-magnéticas (dtomos de *He)

N

T3 = %2[1 - 52 (1.4)

i=1
O primeiro termo do hamiltoniano é responsavel pela ordem de longo al-
cance entre os spins, o que corresponde a superfluidez no modelo. O segundo
termo advém de um potencial fenomenoldgico para o modelamento da in-
teracdo quimica entre pares de atomos dos dois diferentes isétopos de hélio.
O parametro A é essencialmente a diferenca i3 — 4 associada as espécies *He

e *He respectivamente. Mais detalhes sobre o modelo podem ser encontradas
em [18, 21].



Capitulo 2
Fundamentos tedricos

Apresentamos aqui uma breve discussao sobre os aspectos fundamentais das
transicoes de fases e fenomenos criticos. Introduzimos o conceito de ex-
poentes criticos e a definicao daqueles utilizados em nosso trabalho. Re-
visamos também, de maneira sucinta, a teoria fenomenoldgica de Landau,
a hipétese de homogeneidade de Widom e a hipétese de escala de tamanho
finito de Fisher.

2.1 Transicoes de fases e expoentes criticos

Como ja observamos na introducao, transicoes de fases desempenham
um papel muito importante no Universo e na Fisica em particular. Assim,
muito trabalho foi, e ainda é, dedicado a essa area no intuito de aprofundar
a compreensao desses fenomenos.

As transicoes de fases podem ser classificadas de acordo com o critério
proposto por Ehrenfest, estendido posteriormente por Fisher (veja, por e-
xemplo, Stanley [22]). Transi¢bes de primeira ordem sio caracterizadas pela
descontinuidade da primeira derivada da energia livre apropriada ao sistema
em estudo. Isto equivale a dizer que grandezas mensuraveis como a magne-
tizagao, a entropia e a energia interna do sistema apresentam um salto no

ponto em que ocorre a transicao de primeira ordem. Esse salto em energia



ocorre devido ao calor latente, relacionado ao rearranjo na estrutura do ma-
terial. Na dgua, por exemplo, o calor latente é a energia liberada quando
a dgua passa da fase liquida (desordenada) para a fase sélida (de estrutura
cristalina).

Transicoes continuas ou de segunda ordem apresentam a primeira deriva-
da da energia livre continua, enquanto sua segunda derivada é infinita ou
descontinua. Esse fato se reflete na divergéncia ou na descontinuidade de
grandezas como o calor especifico e a susceptibilidade de um material magnéti-
co. Grandezas como a energia e a magnetizacao sao, nesse caso, continuas.

Transicoes de segunda ordem ocorrem, por exemplo, no hélio liquido e
em diversos materiais magnéticos, como o ferro. A temperaturas abaixo
da chamada temperatura critica T, o ferro é um material ferromagnético,
mas quando a temperatura critica é atingida (1043 K), o ferro torna-se para-
magnético, isto é, perde sua magnetizacao espontanea.

No ponto critico, varias grandezas termodinamicas apresentam compor-
tamento peculiar. Uma delas é o chamado parametro de ordem, introduzido
por Lev Landau, sendo nao-nulo abaixo da temperatura critica e anulando-se
continuamente quando 7" — T,. Outras grandezas, como o calor especifico e
a susceptibilidade magnética, divergem, como j4 dissemos. O estudo do com-
portamento de sistemas quando a temperatura 7" tende a temperatura critica
T., com o determinacao de seu comportamento na vizinhanca da criticali-
dade é um dos objetos primordiais de investigacao no estudo de fendmenos
criticos. Observacoes experimentais, resultados obtidos para certos mode-
los com solugao analitica,e o grupo de renormalizacdomostram que, quando
T — T,, esse comportamento pode ser descrito por leis de poténcia simples,
caracterizadas pelos chamados ezpoentes criticos. Por exemplo, para um
sistema magnético, que é o objeto de nosso estudo, o parametro de ordem
m, a susceptibilidade magnética x, o calor especifico ¢, e o comprimento de

correlagao £ comportam-se, respectivamente, como [3]
m = my \t\ﬂ , (2.1)
X =Xxolt|7, (2.2)
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co = ¢ ||, (2.3)

5 = 50 ‘t‘_u ’ (2'4)
onde t é a temperatura reduzida, definida por ¢t = [T' — T.|/T. e my, Xo, Co €
&o sao constantes.

Um fato muito interessante, e de fundamental importancia, é que sistemas
distintos apresentam os mesmos valores para os expoentes criticos, definindo
entdao as chamadas classes de universalidade. Sistemas pertencentes a mes-
ma classe de universalidade apresentam, além dos mesmos expoentes criticos,
funcoes universais, isto é, funcoes, para diferentes sistemas, que podem ser
superpostas por um simples reescalamento de variaveis. Esse fato foi relata-
do pela primeira vez por Guggenheim, que observou que as curvas de co-
existéncia para diferentes fluidos recaem na mesma fun¢ao universal quan-
do a temperatura e a densidade sao escaladas por seus respectivos valores
criticos T, e p. [22]. Nesse trabalho, encontraremos uma outra fun¢io uni-
versal muito importante: a distribuicdo de probabilidades do parametro de

ordem, que serd apresentada mais adiante, no Cap. 3.

2.2 A Teoria de Landau

Uma das teorias mais simples, e que serve de base para a andlise de
resultados experimentais e de simulagoes, é a Teoria de Landau [22], que se
fundamenta na suposicao de que a energia livre F' de um sistema possa ser
expandida em uma série de poténcias do parametro de ordem na vizinhanca
do ponto critico. Dessa forma, para um sistema magnético, por exemplo,

expandindo a energia livre F'(m,T) em torno de T = T, temos
F=F+FEm’>+Fm"'+---, (2.5)

onde m é o parametro de ordem. Essa equacao esta sob a forma de uma
expansao em série de Taylor, onde, por argumentos de simetria para H = 0,
todos os termos de poténcias impares foram eliminados (para outros sis-

temas, a forma dessa expansao pode ser mais complexa, sendo necessario,
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por exemplo, manter-se termos de poténcias impares; nessa breve discussao,
entretanto, nos limitaremos a esse caso mais simples).

A partir de argumentos fisicos relacionados a energia livre e as grandezas
termodinamicas dela derivadas, podemos determinar a forma dos coeficientes
F; na Eq.(2.5) e até mesmo prever valores para os expoentes criticos. Essas
previsoes, entretanto, nao estao, de modo geral, de acordo com os resultados
experimentais e de simulacdes. A falha da teoria de Landau como teoria geral
para os fendmenos criticos ocorre porque a expansao da Eq.(2.5) supoe que
a energia livre seja uma funcao analitica em 7', m e nos demais parametros
relevantes. Isto, entretanto, nao se verifica, pois existem derivadas de F
nesses parametros que, de modo geral, divergem em 7" = T, (pois relacionam-
se a grandezas como o calor especifico e a susceptibilidade do sistema, que
geralmente sao infinitas em 7).

E importante observar, entretanto, que, caso as flutuacoes locais do sis-
tema em estudo tornem-se despreziveis, espera-se que a teoria de Landau seja
vélida, de acordo com o critério de Ginzburg (veja, por exemplo, Landau e
Binder [3]). Dessa forma, pode-se mostrar que, para pontos criticos, a teoria
de Landau (ou de campo médio) se aplica para redes de dimensao quatro ou
acima. Nesse caso, diz-se entao que d~ = 4 é a chamada dimensao critica
superior para a criticalidade.

Para pontos tricriticos, por outro lado, os expoentes criticos previstos
pela teoria de Landau sao diferentes dos obtidos para o ponto critico, o que

implica, nesse caso, em ds = 3 [3, 23].

2.3 A hipétese de escala

Na década de 60, Widom [24] formulou uma hipétese de escala, que propoe
uma forma geral para os potenciais termodinamicos, sem se preocupar em
determinar valores especificos para os expoentes criticos. Widom propos que
o potencial de Gibbs (ou equivalentemente qualquer outro potencial, como

o de Helmholtz) seja dado por uma parte regular Gy(t, H) e outra parte
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singular G(t, H), sendo que essa tltima apresenta todas as singularidades
associadas ao estudo das transicoes de fases. Aqui, as varidveis envolvidas
sdo a temperatura reduzida t = (T'—7T,)/T. e, no caso de sistemas magnéticos,
o campo magnético externo H (para fluidos, H é substituido pela pressdo p
ou pelo potencial quimico p.).

A proposicao fundamental da teoria de Widom é que a parte singular do
potencial de Gibbs seja uma fun¢do homogénea generalizada das varidveis ¢
e H, tal que

G(A\*t,\*" H) = \G(t, H), (2.6)

para qualquer valor do parametro A. A hipétese de escala nao fixa os valores
dos parametros a; € ag. Como 0s expoentes criticos podem ser expressos em
termos desses dois parametros, isto equivale a dizer que a teoria de Widom
nao determina o valor dos expoentes criticos. Por outro lado, como todos
0s expoentes criticos sao dados em fun¢ao apenas desses dois parametros de
escala, temos que os expoentes criticos nao sao todos independentes, mas
basta conhecermos dois deles e todos os outros estarao automaticamente
determinados. De fato, a hipétese de escala fornece todas as desigualdades
termodinamicas, porém expressas sob a forma de igualdades, o que tem sido

amplamente confirmado tedrica e experimentalmente.

2.4 A Hipédtese de Escala de Tamanho Finito

A teoria de escala apresentada acima fundamenta-se na hipétese de o
sistema encontrar-se no ltmite termodinamico, onde o nimero N de particulas
e o volume V' do sistema vao a infinito, com uma densidade N/V constante.
Essa condicdo, entretanto, ndo é satisfeita para os sistemas estudados nem
em experimentos e muito menos em simulagoes computacionais. Em 1971,
Fisher [25] propds uma hipétese de escala que considera também o tamanho
do sistema. Uma boa discussao sobre esse tema é também apresentada, de
maneira sucinta, em Castro [26].

Consideremos uma quantidade termodindmica Q (como o calor especifico
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de um fluido ou a susceptibilidade de um sistema magnético). No limite
termodinamico, a definicao dos expoentes criticos determina como Q diverge

quando a temperatura tende para a temperatura critica
Quo(t) ~t™N (2.7)

quando ¢ — 0. Como ja definido na se¢io anterior, t = [T — T,|/T., T é a
temperatura do sistema e 7, a temperatura critica no limite termodinamico.
O expoente N corresponde, nesse contexto, ao expoente critico associado
a grandeza fisica de interesse (por exemplo, o expoente 7 para a suscep-
tibilidade magnética). Relagdo similar é definida para o comprimento de

correlagao do sistema infinito

Em sistemas finitos, no entanto, o comprimento de correlagao é limita-
do pelo tamanho L do sistema, o que gera, na vizinhanca da temperatura
critica, um arredondamento do pico da grandeza Q (em outras palavras, Q
nao diverge nesse caso). A premissa basica da hipdtese de Fisher é supor
que a tdnica variavel importante que afeta o truncamento das grandezas ter-
modinamicas em tamanhos finitos é a razdo L/ (t). Assim, para o caso em
que L > £ (t), nao se espera qualquer efeito de tamanho finito significati-
vo (o sistema comporta-se como no limite termodinamico). Entretanto, se
L < £4(t), os efeitos de tamanho finito manifestam-se nas grandezas ter-
modinamicas, como reflexo da limitacao do alcance das correlagoes. Assim,
para L finito, podemos escrever

Q.(t)
Quo(2)

Essa relacdo constitui a hipdtese de escala de tamanho finito, onde Qp ()

= [(L/&x(T)) (2.9)

rerpesenta a grandeza fisica considerada no sistema finito e, Q.. (), no limite
termodinamico.
A funcao f(z) deve apresentar um comportamento determinado pelo li-

mite considerado. Assim, para t < 1, fixo, e L — 00, Qr — O, € temos

lim f(z) = 1. (2.10)

—00
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Por outro lado, para t — 0, no limite de L grande, finito, nao ha transicao
de fases. Dessa forma, Q(t) deve permanecer finita em 7,. Uma maneira
simples de garantir isto é fazer uso do fato de que z = L/{(t) — 0. Supo-
nhamos, entdo, que f(z) ~ z°, onde ¥ controla a ‘velocidade’ com que a
funcao vai a zero, de modo a manter Q(¢) finito. Utilizando as Eqs.(2.7) e
(2.8), podemos escrever

L% (% (% x (%
Qr(t) ~m TR~ tTNSVLS A NSV, (2.11)

é‘%
00

Para que Qj, seja finito, temos que X = Sv, o que resulta finalmente em
Qu(t) ~ LN, (2.12)
Uma forma equivalente a Eq.(2.9), postulada por Fisher, é
Qu(t) = LM g(L¥t), (2.13)

onde y serd determinado a seguir.

Para t — 0 e L grande, mas finito, temos que g(0) = constante, o que
reproduz o resultado ji obtido na Eq.(2.12).

Por outro lado, para t < 1, fixo, e L — oo, Qr, deve permanecer finita.

Suponhamos, entao, que g(LYt) ~ [LYt]“. Assim, temos
Qp(t) ~ LN L¥¢. (2.14)

A condigao de que Qp(t) deva ser finita implica em R/v + yw = 0, donde
w=—N/yv. Assim,

Qr(t) ~t*. (2.15)

Comparando essa equagao com a Eq.(2.7), temos que w = —N, o0 que implica

em y = 1/v. Finalmente, podemos reescrever a hip6tese de escala de tamanho

finito como
QL(t) = LM g(L'"1). (2.16)
Uma generalizacdo da hipdtese de escala da Eq.(2.16) para sistemas na

presenca de um campo magnético externo H é dada por
Q(t, H,L) = IM"g(I""t,IVH,17' L), (2.17)
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onde o comprimento L do sistema é interpretado como uma variavel e [ é um

fator qualquer de escala.
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Capitulo 3

Métodos Simulacionais e de
Analise de Dados

Para estudar os dois modelos propostos nesse trabalho, introduzidos no
capitulo anterior - o modelo de Heisenberg anisotrépico submetido a um cam-
po cristalino e a versao XY do modelo vetorial de Blume-Emery-Griffiths -
empregamos o Método Monte Carlo, utilizando diversos algoritmos, apresen-
tados a seguir. Discutiremos também o método do histograma, a mistura de
campos e a distribuicao universal de probabilidades do parametro de ordem,

técnicas importantes para a analise dos dados obtidos através das simulagoes.

3.1 Algoritmos utilizados

3.1.1 Para o modelo de Heisenberg anisotrépico sub-

metido a um campo cristalino

Nesse caso, para o estudo do modelo definido pelo hamiltoniano
N
H=-J) S-5;—A) SiS:+D> (57) (3.1)
(i,5) (5,5) i=1

introduzido no Cap. 1, o método de simulacao empregado foi o algoritmo de

Metropolis, o primeiro e mais freqlientemente utilizado em simulagoes Monte
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Carlo. Por esse método, uma nova configuracio o do sistema (no nosso caso,
uma rede ciibica de spins) é obtida a partir de uma configuragao « anterior,
de acordo com a probabilidade
Pla — of) = exp (—SAE), AE>0
=1, AE <0, (3.2)

onde 8 = 1/kgT, kg é a constante de Boltzmann, T" é a temperatura do
sistema e AE = E,, — F,, a diferenca entre as energias das configuragoes

inicial e final. Assim o algoritmo é implementado da seguinte forma:

1. Escolha um estado inicial (todos os spins alinhados ou uma configuragao

aleatéria, por exemplo);
2. Escolha um sitio da rede (aleatoriamente, no nosso caso);
3. Sorteie uma nova orientacao para o spin selecionado;

4. Calcule a variagao A F em energia que ocorrerd caso a nova configuracao

seja aceita;

5. Se AE < 0, aceite a nova configuragdo e repita o procedimento a partir
de (2);
Se AE > 0:

6. Gere um numero aleatorio a tal que 0 < a < 1;

7. Se a < exp(—PBAE), aceite a nova configuragao. Se a > exp(—[BAE),

mantenha configuracao anterior;
8. Escolha um novo sitio e repita o procedimento a partir de (3).

Como os sistemas que estudamos sao compostos por spins continuos em
trés dimensoes, a escolha de uma nova orientagao para um dado spin (passo
3) é feita selecionando-se uma nova diregdo na esfera unitdria, segundo a
prescrigdo de Marsaglia [3, 27]. Esta é uma forma eficiente de se gerar uni-

formemente um ponto sobre a superficie da esfera unitaria. Para isto, gera-se
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a componente z desse ponto, sorteando-se um numero aleatorio no intervalo
(—1,1). O plano paralelo ao plano coordenado zy que contém z intercepta a

esfera definindo uma circunferéncia de raio (1—22)'/2

. Basta agora selecionar
aleatoriamente um ponto qualquer sobre essa circunferéncia. Dessa forma,
podemos escolher aleatoriamente, de maneira uniforme, um ponto sobre a su-
perficie da esfera unitaria. O algoritmo para a implementacao da prescricao

de Marsaglia pode ser descrito da seguinta maneira:

1. Escolha dois niimeros aleatorios independentes, r; e ro a partir de uma
distribuigao aleatéria no intervalo (0,1), de modo a gerar um vetor

bidimensional de componentes Vi =1 —2r; e Vo =1 — 2ry;

2. Se S = V24 V2 < 1, o ponto sobre a esfera unitéria é entdo dado por
(2‘/1(1 - 5)1/2: 2‘/2(1 - S)l/Qa 1- 25)

3.1.2 Para o modelo vetorial de Blume-Emery-Griffiths

Para explorar eficientemente o espago de configuracées do modelo, definido

pelo hamiltoniano (veja Cap. 1)

H=—J) [SFST+ SISV — K SiS+A) (S) (3.3)
(i.3) (i.3) é

empregamos quatro algoritmos diferentes. O algoritmo de gés de rede (i)
possibilita a analise da separacao de fases em nosso modelo, enquanto a re-
orientagao de spins (ii) esta relacionada & ordem de longo alcance dos spins
da rede. Para reduzir o efeito da dindmica de relaxacio critica [3], uti-
lizamos também uma versdo do algoritmo de Wolff (iii) [4, 28] e da super-
relaxacdo (iv) [29, 30|, adptadas ao modelo XY. Cada algoritmo é executado
varrendo-se toda a rede e cada um deles, (ii), (iii) ou (iv), é precedido por
um passo do algoritmo de gds de rede.

Os algoritmos (ii)-(iv), cada um deles precedido pelo algoritmo (i), foram
combinados utilizando-se um método Monte Carlo hibrido [31], o que reduz

de maneira muito eficiente as correlacoes entre configuragoes sucessivas de
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Monte Carlo, assim como os erros estatisticos das médias realizadas para o
calculo das varias quantidades termodinamicas do sistema. Descreveremos
a seguir, de maneira sucinta, a implementagao de cada um dos algoritmos

utilizados.

Algoritmo de gas de rede

Esse algoritmo é um procedimento simples utilizado para produzir um
gis de rede que seja uma mistura de particulas de *He e “*He, inserindo
particulas magnéticas (spin cldssico unitdrio, representado o *He ) ou nao-
magnéticas (de spin nulo, representando o *He). Esse algoritmo é implemen-
tado selecionando-se aleatoriamente um sitio na rede e tentando-se inserir
uma particula magnética em um sitio onde uma particula ndo-magnética
esteja localizada e vice-versa. Qualquer particula magnética inserida por
esse procedimento apresenta spin de orientacao aleatdria, definida pela pres-
crigdo de Marsaglia (como utilizada no algoritmo de Metropolis, discutido
acima.) A probabilidade de aceitagio é definida pelo chamado banho térmico

local [21]
1

" exp (AE/kgT) + 1’

onde AFE ¢é a variacao da energia gerada pela nova configuragdo proposta,

P(AE) (3.4)

kg é a constante de Boltzmann (considerada 1 em nosso trabalho) e T é a

temperatura do sistema.

Reorientagao de spins

O préximo passo na simulacdo de misturas de 3He-*He é a reorientacao
dos spins das particulas magnéticas da rede. Esse procedimento é executado
da mesma maneira ja descrita para o algoritmo de Metropolis, mas com a
probabilidade de aceitacao de uma nova orientacao para o spin considerado

dada também pelo banho térmico local, descrito pela Eq.(3.4).
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O Algoritmo de Wolff

Na criticalidade, o comprimento de correlacao & do sistema em estudo

diverge. O mesmo acontece ao tempo de correlacao 7
T~ &%, (3.5)

onde z é o chamado expoente critico dinamico, que mede o grau de di-
vergéncia do tempo de correlagdo na criticalidade. O tempo de correlagao
mede o quao correlacionadas estao duas configuracoes separadas por um da-
do nimero de passos de Monte Carlo. Em sistemas finitos, o comprimento

de correlagao é limitado ao tamanho L do sistema, de modo que
T~ L. (3.6)

Dessa forma, vemos que o estudo de sistemas na vizinhanca do ponto critico
apresenta uma dificuldade relacionada & obtenc¢ao de configuracoes estatistica-
mente independentes (ou seja, fracamente correlacionadas). Esse efeito é a
chamada ‘dindmica lenta critica’ (‘critical slowing down’).

O algoritmo de Metropolis sofre fortemente esse efeito, pois, na criticali-
dade, ha a formacao de grandes aglomerados de spins alinhados, altamente
correlacionados. E muito dificil para o algoritmo mudar a orientacao dos
spins pertencentes a esses aglomerados, pois ele tem de fazé-lo spin por spin,
e cada nova configuracao tentada tem uma grande probabilidade de ser re-
jeitada, ja que o custo energético para desalinhar os spins nesse caso é de
modo geral alto. A chance de se alterar a orientagdo dos spins na fronteira
da ilha é maior, pois o custo energético para fazé-lo é menor e, de fato, esse
é o processo dominante no algoritmo de Metropolis quando se trata da reori-
entacao de aglomerados de spins. Esse processo, entretanto, ocorre de uma
maneira lenta e uma nova soluciao foi proposta por Swendsen e Wang em
1987 [32] e posteriormente aperfeicoada por Ulli Wolff em 1989.

O algoritmo de Wolff baseia-se em identificar grandes aglomerados de
spins de mesma orientagao e reorientd-los todos, como um tunico bloco, de

uma s6 vez. Como uma grande fracdo de spins é reorientada de uma sé vez,
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isto reduz de maneira muito eficiente a correlagao entre sucessivas configu-
racoes durante simulagoes de Monte Carlo.
O algoritmo de Wolff para spins continuos é implementado, no presente

modelo, através dos seguintes passos:

1. Sorteie um spin da rede (que serd a semente do aglomerado que serd

criada);
2. Selecione um vetor unitario n aleatério no plano z-y;

3. Examine cada um dos vizinhos do spin selecionado, projetando-os sobre
o vetor aleatério. Se essa projecao tiver o mesmo sentido daquela obtida
para o spin inicial selecionado, incorpore o novo spin ao aglomerado,
com probabilidade P,y = 1 — exp [-28(7 - S;) (7 - S))];

4. Para cada spin incorporado na etapa anterior, examine também os res-
pectivos vizinhos e os adicione ao aglomerado com a probabilidade P,4
(vale observar que & medida que o aglomerado cresce, alguns vizinhos
a ser examinados podem ja ter sido incorporados; nesse caso, nao ha,
claro, que se considera-los novamente. Por outro lado, spins que te-
nham sido considerados para incorporagao anterior e que tenham sido
rejeitados podem vir a ser aceitos num exame posterior). Este passo
deve ser repetido quantas vezes forem necessarias, até que nao haja
mais spins pertencentes ao aglomerado cujos vizinhos nao tenham sido

examinados para uma possivel incorporag¢ao;

5. Reoriente o aglomerado, fazendo a reflexao especular de cada spin in-

corporado em relacao ao plano perpendicular ao vetor aleatorio n;

Essa é uma versao do algoritmo de Wolff adaptada para o modelo XY [14].
Para obedecer a condicao do balanco detalhado, a componente z dos spins é
mantida inalterada.

Sabe-se que o gerador de nimeros pseudoaleatorios deve ser escolhido
com cuidado, especialmente para o algoritmo de Wolff [33]. Plascak e co-

laboradores [31], tendo realizado testes com diversos geradores de nimeros
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aleatorios, selecionaram a rotina RAN2 para utilizagao com o algoritmo de
Wolff. Dessa forma, utilizaremos também essa rotina geradora de nimeros

aleatérios, descrita no ‘Numerical Recipes in Fortran’ [34].

Super-relaxacao

Um outro método eficiente para reduzir a correlacao entre sucessivas con-
figuragoes em simulagoes de Monte Carlo é a super-relaxacao. Para discuti-lo,

consideremos o modelo de Heisenberg isotrépico

H=-JY &5, (3.7)
(4,4)
onde S é um spin cldssico tridimensional e (7, j) representa soma entre primei-

ros vizinhos. A energia de determinado sitio £ pode ser escrita

He= T x 535, (3.8)
(k)
onde (k, j) representa a soma sobre todos os vizinhos do sitio k& em questao.
Essa soma pode ser interpretada como o campo de interacao efetivo H.; que
age sobre o spin S’}c
Hy, = —J X Sy - He (3.9)

Como a energia do sitio k£ é dada por um produto escalar, uma rotacao do spin
S, em torno do campo efetivo H,.y altera a configuragao da rede, mas conser-
va a energia do sistema. Esse é o mecanismo envolvido na super-relaxagao.
O angulo de rotacdo comumente utilizado é 7 rad e este é o valor que uti-
lizamos em nosso trabalho. Como a energia é constante, a nova configuragao
é sempre aceita (pois, de acordo com a prescri¢ao de Metropolis, se AE = 0,
a probabilidade de aceitagdo é 1), o que afasta o sistema da configuragéo
inicial sem o pénalti de energia exp (—AFE) caracteristico do algoritmo de
Metropolis. Assim, a implementag¢ao do método de super-relaxacao é bem
simples. Basta percorrer os sitios da rede, determinar o campo efetivo para
o spin considerado e trocar o sinal da componente desse spin perpendicular

ao campo efetivo (o que equivale a uma rotagao de 7).
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No nosso caso, entretanto, empregamos esse algoritmo para o modelo
vetorial de Blume-Emery-Griffiths, versao XY, definido pelo hamiltoniano
dado pela Eq.(3.3). E importante observar agora que, no termo de interacio
de troca, somente entram as componentes planares dos vetores de spin. Em
conseqiiéncia disto, a rotacao efetuada deve manter inalterada a componente
z (fora do plano) dos spins, de modo a conservar a energia da configuragao.
Isto é conseguido rodando-se somente a componente planar do spin consi-

derado em torno da componente planar do campo efetivo.

Um breve comentario sobre ergodicidade

As rotinas de Wolff e super-relaxacao sao ambas nao ergédicas. O algorit-
mo de Wolff mantém inalterada a componente z dos spins da rede, enquanto
a super-relaxacao so leva o sistema a visitar estados de uma determinada en-
ergia. Mais ainda, esses algoritmos sé atuam sobre as particulas magnéticas,
de modo que conduzem o sistema por estados confinados ao subespaco do
espaco de configuragoes vinculado a uma determinada configuracao fixa de
particulas nao-magnéticas, determinada pelo algoritmo de gas de rede. Esse
mesmo confinamento ocorre para o algoritmo de reorientacao de spins. Entre-
tanto, a ergodicidade do algoritmo hibrido é garantida, pois, enquanto o al-
goritmo de gas de rede percorre todas as configuracoes possiveis de particulas
magnéticas e nao-magnéticas, a rotina de reorientacao de spins é capaz de

alterar a componente z dos spins da rede, bem como a energia do sistema.

3.2 Meétodos de analise

3.2.1 O Método do histograma

Uma das principais técnicas de andlise utilizada no tratamento dos dados
das simulagoes Monte Carlo realizadas é o método do histograma [3, 4, 35],
um método extremamente eficiente e elegante, que permite a obtencao de

propriedades estaticas como a temperatura critica, com grande precisao e
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economia de tempo.

A eficiéncia do método baseia-se na obtencao de mais informacoes sobre
o sistema em estudo, com base nos dados gerados em uma tunica simulagao.
Assim, a partir dos dados gerados em uma simulacdo Monte Carlo em uma
dada temperatura 1}, é possivel determinar as propriedades do sistema sim-
ulado em uma faixa de temperaturas em torno de Tj.

Para compreender, em linhas gerais, o0 método, consideremos uma simu-
lagdo Monte Carlo de um sistema qualquer (o modelo de Ising, por exemplo),
realizada a uma dada temperatura fixa Ty. Essa simulagao gera configuracoes

de acordo com a distribuicao candnica de probabilidades

1

Pﬁo(X) = m exp [~ BoH(X)],
Zg, =Y exp[-BoH(X)], (3.10)
{x}

onde X representa uma dada configuracdo do sistema, Sy = 1/kgTy, kg é a
constante de Boltzmann, H é o hamiltoniano do sistema estudado e Z é a
funcao particao.

A distribuicdo de probabilidades Pg,(X) contém toda a informagao ter-
modinamica sobre o sistema. Entretanto, é mais conveniente trabalharmos
com uma distribui¢do equivalente, Ps,(E), para o espectro de energias do
sistema

Pao(E) = =W (E) exp [~ E] (3.11)
onde W(E) é o nimero de estados com energia E' (para um sistema com um
espectro continuo de energias, W(FE) torna-se uma densidade de estados de
energia entre F e F + JF, mas para nosso raciocinio aqui, um sistema com
um espectro discreto de energias é suficiente para compreensao).

A média térmica de qualquer funcao de E pode ser calculada a partir da

Eq.(3.11)
(FE)) s = fﬂ) S HEYW(E) exp o E)- (3.12)
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O fundamento para o método vem agora. Como a simulacao gera configu-
racoes de acordo com a distribuicao de probabilidades de equilibrio, um his-
tograma de energias gerado durante a simulagao vai fornecer uma estimativa
para a distribuicdo (3.11), que serd mais acurada quanto maior for o nimero
M de passos de Monte Carlo realizados. Assim, podemos escrever
HE) 1
M Z(By)

W (E) exp [~ 5o El. (3.13)

E importante notar também que, para uma temperatura arbitraria 7'

1

Py(E) = 755 (E) exp [-BE). (3.14)

Mas, a partir do histograma de energias obtido da simulacao em Sy, podemos
obter uma estimativa para W (E). De fato, invertendo a Eq.(3.13)

_ 2(6)

w(E) =1

H(E) exp [ E). (3.15)

Inserindo essa estimativa para W(E) na Eq.(3.14) e normalizando a dis-
tribuicao, obtemos finalmente a relagao entre a distribuicao de probabilidades
para 3 arbitrario e o histograma obtido para [y
_ H(E)exp[-ABE]

> g H(E)exp [-ABE]

Ps(E) (3.16)

onde AB = — fy.
Assim, podemos calcular a média de qualquer quantidade termodinamica
f(E) a temperatura T

Y, F(E)H(E) exp ~ABE]
TENs = =5 H(B) oxp [ AGE

Dessa forma, podemos afirmar que, em esséncia, o que o método do his-

(3.17)

tograma faz é estimar a distribuicao de probabilidades para uma temperatura
T a partir da distribuicao de probabilidades obtida para uma temperatura
1. E preciso ressaltar, no entanto, que, devido ao fato de o niimero de passos
de Monte Carlo ser finito na simula¢do empregada para obter o histograma, a

confiabilidade da estimativa realizada pelo método do histograma é limitada a
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uma faixa estreita em torno da temperatura inicial onde a simulagao foi real-
izada. Quando Af se torna muito grande, flutuagoes consideraveis aparecem
na distribuicdo de probabilidades extrapolada. Isto acontece porque, para
uma simulacdo realizada em T}, os estados visitados limitam-se a um vo-
lume do espaco de fase relativamente restrito. Assim, se quisermos estimar
a distribuicao de probabilidades além dessa regiao, a informacao disponivel
sobre esse dominio do espago de configuragoes é tao pobre ou inexistente,
que a extrapolacao resultante torna-se insatisfatoria. Na pratica, o que faze-
mos é obter a distribuicao de probabilidades estimada e compara-la com a
distribuicao obtida a temperatura 7 da simulagao. Se a distribuicao estima-
da se afasta demais daquela obtida para Ty, tornando-se ruidosa, uma nova
simulacao é realizada, na vizinhanca da temperatura que se deseja estudar.
A faixa de confiabilidade do método é reduzida com o aumento do tamanho
da rede estudada, ja que as flutuacoes diminuem com o aumento de L, ao
mesmo tempo em que o préprio espago de configuragoes cresce, o que faz com
que a fracao do volume do espaco de fases coberto numa simulac¢ao diminua.

No caso dos modelos estudados em nosso trabalho, o espectro de ener-
gias é continuo e, para a construcao do histograma, é necessario discretizar a
distribuicao de probabilidades, escolhendo um passo de discretizagao adequa-
do. Entretanto, uma alternativa que elimina a necessidade da discretizacao
no célculo das médias termodinadmicas (Eq. 3.17) é a leitura, linha por li-
nha, de uma tabela de energias e magnetizagdes (ou outras grandezas f(FE)
desejadas), armazenada durante a simula¢do na temperatura 7. Esse pro-
cesso ¢ equivalente a computar-se o somatério da Eq.(3.17) e poupa-nos dos

problemas introduzidos pela discretizagao.

3.2.2 O método do histograma multidimensional

Uma extensao natural do método do histograma, apresentado acima, é o
método do histograma multidimensional, muito 1til nos casos em que dese-
jamos extrapolar o comportamento de grandezas termodinamicas nao apenas

em temperatura, como também em outros parametros do hamiltoniano. Por

26



exemplo, consideremos a versao do modelo vetorial de Blume-Emery-Griffiths
que estudamos, expresso pelo hamiltoniano da Eq.(1.2). Esse hamiltoniano

apresenta trés parametros, .JJ, A, D, podendo ser reescrito
—ﬁH == K]_S + KQB — K3C,
onde S = Z@,j)[Sfo + S;’S;’], B = Z(i,j) SZ?S]2 e C =>,52 K, = p3J,
K2 - ﬂK, K1 - ﬂA
Nesse caso, a partir de uma simulagdo realizada a temperatura 7 e nos

parametros Kig, Ks9, K39, podemos obter a distribuicao de probabilidades

1
P B,0) = W(S, B
K10,K20,K30(Sa 70) Z(Klo,KQO,Kg()) (S, ,C) X
exXp [Klos + KQ()B — KgoC]. (318)

De maneira analoga, para uma temperatura extrapolada 7T e parametros

extrapolados K, Ky e K3, a distribuicao de probabilidades é

1
Pras a9 B, C) = Ze 2

W (S, B,C)exp[K;S + KyB — K3C].
(3.19)

Os célculos seguem de maneira andloga aqueles feitos para o histograma

unidimensional. A partir do histograma tridimensional H (S, B, C)) obtido a

partir da simulacao temos

H(S,B,C)
M

Substituindo a Eq.(3.20) na Eq.(3.18), obtemos uma estimativa para W(S,B,C).

PK10,K20,K30 (S, Ba C) = . (320)

Inserindo essa estimativa na Eq.(3.19) e normalizando a distribui¢ao de pro-

babilidades, obtemos finalmente
Kk K = ) = S S S G H(S, B, C) exp [AKL S + AKy B — AKC]
(3.21)

de modo que a média estimada para para uma dada temperatura 1" e nos

parametros extrapolados K;, K5 e K3 é dada por

(f(5,B,0)) = (3.22)

S5 f(S,B,C)H(S, B,C) exp [AK1S + AKy B — AK3C]
Y22 cH(S B,C)exp[AK;S + AK>,B — AK;C]
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Como ja observado anteriormente, para evitar problemas associados com o
processo de discretizagao, armazenamos durante a simulagao uma tabela das
componentes de energia S, B, C' e da magnetizacdo m da rede e obtemos a
média (3.23) lendo, linha por linha, essa tabela.

O método do histograma em sua versao unidimensional (extrapolagao
apenas em temperatura) foi empregado para ambos os modelos estudados.
A versao multidimensional foi utilizada para o modelo vetorial de Blume-
Emery-Griffiths.

3.2.3 Anadlise da distribuicao universal de probabili-

dades para o parametro de ordem

O método do histograma das subsecoes anteriores permite nao somente a
obtencao das médias de grandezas termodinamicas, como também suas dis-
tribuicoes de probabilidades. Em particular, a andlise da funcao distribuicao
do parametro de ordem tem se mostrado uma ferramenta poderosa para o es-
tudo de sistemas magnéticos [36, 37, 38|, para a transi¢ao liquido-gés [39, 40],
entre outros. Através de suposi¢coes andlogas as usuais da teoria de escala
finita [25], é possivel mostrar que, para tamanhos de rede L suficientemente
grandes e T' = T, a distribuicao de probabilidades para o parametro de

ordem m do sistema em estudo é dada por [36]
P(m) = bP*(m),
m = bm, (3.23)

onde b = byLP/V, B e v sdo os expoentes criticos usuais, by é uma constante
e P*(m) é uma distribui¢do universal, normalizada e de varidncia unitéria.
Sistemas pertencentes a mesma classe de universalidade compartilham a mes-
ma distribuigdo universal P*(m), e esse fato pode ser usado para caracterizar
pontos criticos (ou multicriticos) e identificar classes de universalidade. Na
Fig. 3.1, apresentamos P*(m) para o modelo de Ising de spin 1/2, 1 e 3/2.
Como a dimensionalidade do sistema, o alcance das interacoes e a dimen-

sionalidade do parametro de ordem sao as mesmas nos trés casos, a classe de
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Figura 3.1: Distribui¢io universal de probabilidades do pardmetro de ordem para os
modelos de Ising bidimensional de spin 1/2, spin 1 e spin 3/2 numa rede quadrada de
tamanho L = 32. As simulacGes foram realizadas & temperatura critica T, exata para o
modelo de spinl/2, em T, = 1,6935 para o modelo de spin 1, obtida a partir de expansdes
em série [41] e simulagdes Monte Carlo [31] e em T, = 3,28794 para o modelo de spin
3/2 [31]. As barras de erro sdo menores que os simbolos. Resultados obtidos por Plascak

e colaboradores [31]

universalidade é a mesma, o que é evidenciado pelo colapso das funcoes de
probabilidade.

Para o cdlculo da varidncia da distribuicdo P(m), temos

(m):/mP(m)dm:/bP*(m)mdm:%/mP*(m)dm:%(fm

(m?2) = /mQP(m) dm = /bp*(m) m? dm = b%/m? P() din = b% ()

3.24)
onde usamos as defini¢des da Eq.(3.23). Dessa forma,
1., . 1 s
o (m) = (m") = (m)® = 5 [(M") = (M)°] = 5 o° (1) (3-25)

Como queremos que P*(/) tenha variancia o?(1m) unitdria, temos que b =
1/o. Assim, é facil obter a distribui¢do universal P*(m), bastando reescalar

o parametro de ordem m e aplicar a Eq.(3.23) . Essa técnica é bastante
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explorada em nosso trabalho para o modelo VBEG, permitindo-nos a loca-
lizacao dos pontos tricritico e critico duplo terminal associados ao modelo e

também distinguir diferentes classes de universalidade.

3.2.4 Mistura de Campos

Essa técnica, desenvolvida por Wilding e Bruce [39] na década de 90, tem
sido utilizada em conjunto com a andlise da distribui¢ao de probabilidades
do parametro de ordem para localizar pontos criticos e caracterizar classes
de universalidade, como descrito por exemplo nos trabalhos de Wilding e
Bruce [39, 40| e Plascak [42]. Em nosso trabalho, a mistura de campos foi
utilizada para localizar o ponto critico duplo terminal do modelo vetorial
de Blume-Emery-Griffiths, que aparece para uma dada faixa de valores dos
parametros do hamiltoniano (como serd discutido nos resultados).

A necessidade do uso da mistura de campos advém da auséncia de simetria
entre as fases envolvidas na transicdo de fases associada ao ponto critico
isolado. Esse ponto, no plano T-A (veja pag. 65, Cap. 5) é controlado por
dois campos de escala relevantes 7 e §, os quais sao combinacoes lineares dos

campos termodinamicos T e A
T=T—-T.+s(A-A,)
d=A-A.+r(T-T,), (3.26)

onde A, e T, sao os valores dos campos termodinamicos no ponto critico e r
e s controlam o grau da mistura desses campos.
Os operadores de escala conjugados £ e D sao também combinagoes li-

neares das componentes E e () do hamiltoniano

g;L”Q
1—rs
Q —sE

D=—"—— 3.27
1—rs’ (3.27)

onde, para o modelo dado pela Eq.(3.3), E = Z@’j)[Sfo + 575 e Q =
> 5

30



De acordo com procedimentos de andlise de escala finita [39] e grupo de

renormalizacdo [37], a distribui¢do P (&, D) na criticalidade é dada por
PL(E,D) ~ AfALP*(ALOE, ALOD), (3.28)

Ag == ang_yg, AD == aDLd_yD (329)

onde AgAf = ApAf =Lt e € = E—(E). and 6D = D—(D).. A distribuico
de probabilidades P*(AfJ€, Aj,6D) é uma fungao universal, caracteristica de
uma definida classe de universalidade. PL(€,D) (Eq 3.28) estd relacionada
a distribui¢do de probabilidade conjunta P, (E, Q)

1
—7rs

Py(E,Q) = 7——Pu(€, D). (3.30)

A integracdo de Pr(€,D) em & fornece Pr(D), que é a distribuigdo de pro-
babilidades desejada, ja que D é o operador de escala conjugado ao campo

de escala §. Temos entao
P, (D) ~ A;;P*(A;;SD). (3.31)

Escolhendo o fator nao-universal ap de forma que a distribuigdo Pr(D) em
funcao de apL¥?(D — (D).) apresente variancia unitdria, obtemos a dis-
tribuigao universal de probabilidades P}, que depende somente dos parametros
T, A, s. De fato, a Eq.(3.31) tem a mesma forma da Eq.(3.23) da se¢ao an-
terior, sendo agora b = apL¥? e m = D. Assim, escolher o fator ap equivale
a reescalar Pp(D) pelo seu desvio padrdo o, da mesma maneira descrita na
secao anterior.

O estudo dessa distribui¢ao permite-nos localizar, com boa precisao, quan-
do a distribuicao universal do parametro de ordem é conhecida, pontos
criticos e multicriticos em diversos sistemas. No presente trabalho, pontos
tricriticos e criticos duplos terminais forma determinados no modelo vetorial

de Blume-Emery-Griffiths, como sera apresentado no Cap. 5.
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Capitulo 4

O modelo de Heisenberg
anisotropico submetido a um

campo cristalino

Apresentamos, a seguir, os resultados das simulacoes Monte Carlo realizadas
para o modelo de Heisenberg tridimensional submetido simultaneamente a
uma anisotropia cristalina do tipo eixo facil e a uma anisotropia de troca do
tipo plano facil. A competicdo entre essas duas anisotropias é a caracteristica
mais interessante desse modelo, que foi estudado empregando-se o algoritmo
de Metropolis e 0 método do histograma para caracterizar as transi¢oes de
fases encontradas e obter o diagrama de fases. Esse diagrama revela, além
de uma fase desordenada, a existéncia de uma fase tipo Ising e outra tipo
XY, separadas por uma linha de transi¢ao de primeira ordem. Nosso traba-
lho estende os resultados obtidos por Ribeiro [10], que estudou a competi¢do
entre as anisotropias de troca e cristalina nesse modelo em duas dimensoes,
sem entretanto determinar o seu diagrama de fases. Além de analisar a com-
peticao entre ambas as anisotropias no modelo tridimensional, determinamos

também o diagrama de fases do modelo.
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4.1 Introducao

O modelo de Heisenberg anisotrépico submetido a um campo cristalino é

descrito pelo hamiltoniano

N
H=-7Y 8- -A) S:S:+ D> (S), (4.1)
(i.3) (i,3) =1
ja apresentado no Cap. 1. Em nosso estudo, J = 1. O primeiro termo é
a interagao de troca entre spins vizinhos do modelo, tal qual encontrada no
modelo de Heisenberg isotrépico. O segundo termo relaciona-se a anisotropia
de troca e comporta-se como uma anisotropia de eizo fdcil, ja que tende a
alinhar os spins na direcdo z de modo a reduzir a energia do sistema. O
terceiro termo, por sua vez, corresponde a anisotropia cristalina, de plano
fdcil, que favorece o alinhamento dos spins no plano XY. H&, portanto, uma
competicdo entre a anisotropia de troca, que induz a um ordenamento tipo
Ising, e o campo cristalino, que induz um ordenamento tipo XY dos spins da
rede. Dessa forma, espera-se que ocorra uma transicao de um comportamento
tipo Ising para um comportamento tipo XY, para certos valores de A e D.
De fato, pode-se mostrar (Apéndice A) que, a temperatura zero, duas fases
diferentes coexistem para D = 3A: uma fase onde todos os spins encontram-
se alinhados ao longo da diregao z (tipo Ising) e uma outra onde todos os
spins alinham-se ao longo de uma dire¢ao arbitraria no plano XY (fase tipo
XY).

Nosso objetivo é estudar o diagrama de fases do modelo em funcao dos
parametros do hamiltoniano e localizar nao apenas a linha de transicao de
primeira ordem, encontrada a baixas temperaturas, como também as duas
linhas de transicao de segunda ordem, as quais separam as fases ordenadas
acima descritas da fase desordenada, que ocorre a altas temperaturas.

Em nossas simulacoes, analisamos o comportamento do calor especifico
¢y, da susceptibilidade magnética x e de sua componente z (), dados res-

pectivamente por
E?) — (E)?
Co [3[( > 2( >]’ (42)
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(4.3)

(4.4)

, . . 1 L3 , . ~ .
onde E é a energia por spin, m = 73 > ;~, S; é a magnetizacdo total do sis-
tema e L é o tamanho da rede. Nas defini¢oes acima, kg = 1. O parametro de
ordem do modelo é a magnetizagdo, mais especificamente a sua componente

z na fase tipo Ising
LS
1 ¥4
m. = > 5 (4.5)
i=1

e sua componente planar na fase tipo XY

ey = 73| (0872 + (3 512, (46)

As simulacoes foram realizadas em uma rede cubica simples L x L x L, com
condigoes periddicas de contorno. O diagrama de fases foi obtido localizando-
se os maximos do calor especifico e da susceptibilidade magnética e de sua
componente z. Para isto, realizamos simulagoes preliminares para cada valor
dos parametros utilizados, com um passo de temperatura AT = 0,1. Para
atingir o equilibrio, utilizamos 100 x L? passos de Monte Carlo por spin (MCS)
para a temperatura inicial da simulagao. Para as temperaturas subseqiientes,
utilizamos a configuracao final de equilibrio da temperatura anterior como
configuragao inicial para a préxima e empregamos entao 3000 MCS para
atingir o equilibrio*. Apéds o equilibrio ser atingido, cerca de 3 x 10* MCS
sao executados para o calculo das médias termodinamicas. Uma vez obtida

a localizagao aproximada do maximo, realizamos uma outra simulacao, mais

*Esta é uma regra pratica que empregamos e que foi testada para a maior rede es-
tudada (L = 24). Iniciando a simulacdo com trés diferentes configuragdes e permitindo
que o sistema percorra uma faixa de temperaturas, verificamos que a energia do sistema
convergia, & temperatura inicial, para o mesmo valor apés 100 x L? MCS. Isto também
ocorreu para as temperaturas subseqiientes, apds 3000 MCS. O mesmo foi verificado para

a magnetizagdo do sistema.
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precisa, na vizinhanca do pico, utilizando um passo de temperatura AT =
0,01 e um numero de passos de Monte Carlo da ordem de 10° MCS. Esse
procedimento foi realizado considerando-se um tamanho de rede L = 14.
Uma andlise de escala finita foi feita para alguns valores especificos dos
parametros do modelo. De acordo com a teoria de escala finita (veja o

Cap. 2), temos, para a temperatura critica,
T.(L) =T, + AL~ (4.7)
Para o maximo da susceptibilidade magnética,
X(L) = xoL ™" (4.8)

Em transi¢oes de primeira ordem, nao ha expoentes criticos, e a grandeza
associada as leis de escala é a dimensionalidade d do sistema (no nosso caso,

d = 3). Dessa forma, para a temperatura de transigao,
T.(L) =T.+ ML, (4.9)
e, para o maximo da susceptibilidade magnética,
x(L) = xoL . (4.10)

Para a andlise de escala finita, utilizamos 10 < L < 16 para pontos de
transicao de segunda ordem e 12 < L < 24 para pontos de transicao de
primeira ordem, com o auxilio do método do histograma. As tabelas de
energia e magnetizacio utilizadas para esse método foram obtidas com 10°
MCS para os pontos de transicao de segunda ordem e 2 x 10® MCS para
os pontos de transicao de primeira ordem, apés o equilibrio ser atingido
(descartando-se 100 x L? MCS). Com essa abordagem, foi possivel obter a
localizagao mais precisa dos picos associados as transicoes, assim como valores
mais precisos para as razoes de expoentes criticos pesquisadas. Observamos,
no entanto, que os valores de temperatura de transicao extrapolados para o
limite termodinamico encontram-se muito préximos dos valores obtidos para
L = 14 (discrepancia de menos de 2% para os pontos considerados), o que

justifica a utilizacao de L = 14 para a obtencao do diagrama de fases global.
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Figura 4.1: Comportamento da susceptibilidade magnética por spin e de sua componente
z em funcdo da temperatura para varios valores do parametro D. Resultados obtidos para
A=1eL =14. As setas em (b) indicam a posi¢ido dos picos secunddrios. As linhas sdo

apenas para auxiliar a compreensao.

4.2 Resultados

Para o estudo do modelo proposto, definido pelo hamiltoniano da Eq.(4.1),
utilizamos A = 1. Uma das caracteristicas mais interessantes desse mode-
lo é a competicao entre as anisotropias de troca e cristalina, ilustrada na
Fig. 4.1, onde apresentamos o comportamento, em funcao da temperatura,
para a susceptibilidade magnética total e sua componente z, para diversos
valores do parametro D. Observamos que, tanto para a susceptibilidade total
quanto para sua componente z, os picos inicialmente movem-se em direcao
a temperaturas menores a medida que D aumenta (Figs. 4.1 (a) e 4.1 (c)).
Para D ~ 3.5, um pico secundario aparece, mais pronunciadamente na com-
ponente z da susceptibilidade magnética. Com o aumento subseqiiente de D

(Figs. 4.1 (b) e 4.1 (d)), esse pico secunddrio desloca-se em dire¢do a tem-
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Figura 4.2: Comportamento do calor especifico para A = 1 e L = 14. As linhas sio
apenas para auxiliar a leitura do grafico. Quando ndo inicadas, as barras de erro sdo do
mesmo tamanho ou menores que os simbolos. As setas em (b) indicam a localizacdo dos

picos de menor amplitude.

peraturas mais altas, em oposi¢ao ao pico primario, até que ambos se fundam
para D ~ 4. Para D 2 4, apenas um unico pico é observado na susceptibili-
dade magnética, deslocando-se em direcao a temperaturas mais altas com
o incremento de D. Para a componente z da susceptibilidade magnética,
esse pico progressivamente desaparece com o aumento de D. Comporta-
mento semelhante aquele da suceptibilidade total é observado para o calor
especifico, como ilustrado na Fig. 4.2.

Associando os picos em x e x, as transicoes de fases, de modo que a
temperatura critica seja dada pela temperatura de ocorréncia desses picos,
obtemos o diagrama de fases para o modelo, mostrado na Fig. 4.3. Esse
diagrama revela uma fase tipo Ising (spins alinhados preferencialmente na
direcao z) separada de uma fase tipo XY (spins alinhados no plano zy)
por meio de uma linha de transicao de primeira ordem. Essas duas fases
ordenadas sao separadas de uma fase paramagnética por linhas de transi¢ao
de segunda ordem, que se encontram num ponto bicritico. O ponto bicritico
é caracterizado pelo encontro de duas linhas de transicao de segunda ordem.
Dessa forma, estendendo-se as linhas de segunda ordem de maneira a ficarem
bem proximas, podemos estimar a localizacao do ponto bicritico, dada por
[Ty, Dy] = [1,73(3), 3,95(4)].
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Figura 4.3: Diagrama de fases para o modelo, com A =1 e L = 14. Circulos cheios re-
presentam transi¢es de segunda ordem e, circulos abertos, transi¢oes de primeira ordem.
As linhas sdo apenas para auxiliar a leitura do gréfico e encontram-se no ponto bicritico

(tridingulo aberto), cuja localizacdo estimada é [Ty, D] = [1,73(3), 3,95(4)]. As barras de

erro sdo do mesmo tamanho ou menores que os simbolos.
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Figura 4.4: Anélise de escala finita para o méximo da susceptibilidade magnética para
pontos sobre a linha de segunda ordem na fronteira das regides tipo Ising (D = 0e D = 3)
e tipo XY (D =6 e D = 8). As barras de erro sdo do mesmo tamanho ou menores que os

simbolos. As linhas representam o melhor ajuste dos dados, de acordo com a Eq.(4.8).

E interessante notar que, quando D — o0, a anisotropia cristalina, de
plano facil, restringe os spins totalmente ao plano xy. A temperatura critica
prevista nesse limite deve ser, entao, a do modelo rotor planar em trés di-
mensdes (1, = 2,2019(2)) [43]. Assim, a linha de segunda ordem da fronteira
da regido XY tende assintoticamente para essa temperatura (para o tltimo
ponto obtido para essa linha, temos, para D = 14, T' = 2, 05).

Para caracterizar as transicoes de fases que ocorrem no modelo, rea-
lizamos uma andlise de escala finita, com o auxilio do método do histogra-
ma. Na Fig. 4.4 apresentamos os resultados dessa anélise para o maximo da
susceptibilidade para D = 0 e D = 3 (sobre a linha de segunda ordem da
fronteira da regiao tipo Ising) e D = 6 e D = 8 (sobre a linha de segunda
ordem da fronteira da regido tipo XY). Os resultados revelam o cardter de
segunda ordem das transi¢oes estudadas, com /v = 2,05(6) para D = 0 e
v/v = 2,08(6) para D = 3. Para a linha na fronteira da regiao tipo XY,
encontramos /v = 2,12(6) e v/v = 2,13(6) para D = 6 e D = 8, respec-

tivamente. O valor esperado para a razdo /v é de 1,970(9) para o modelo
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de Ising e 1,97(1), para o modelo XY em trés dimensoes.! Uma estimativa
mais acurada poderia ser obtida utilizando-se tamanhos de rede maiores e
trabalhando com mais passos de Monte Carlo para o célculo das médias es-
tatisticas. Além disto, a razao entre expoentes considerada nao é adequada
para discriminar o comportamento critico das regioes Ising e XY (/v é prati-
camente o mesmo para ambos os modelos!). Essa discriminagao poderia ser
obtida, por exemplo, através da andlise da derivada 0U,/0K do cumulante
U, de quarta ordem em relacao ao inverso da temperatura K, cujo compor-
tamento de escala fornece uma estimativa para o expoente v [3]. Entretanto,
nosso objetivo aqui foi apenas caracterizar a ordem das transi¢oes, o que
ja foi possivel através da andlise preliminar realizada. De fato, com base
no alcance das interagoes microscopicas e na dimensionalidade do sistema
e do parametro de ordem, esperamos que a fronteira da regiao Ising (XY)
pertenca a classe de universalidade Ising (XY) em trés dimensoes. A andlise
mais aprofundada que sugerimos seria interessante apenas para confirmar
essas previsoes dos argumentos basicos de universalidade a respeito da linha
de segunda ordem das fronteiras do diagrama de fases. Na Fig. 4.5, apresen-
tamos a analise de escala finita para a temperatura critica, para diferentes
valores de D ao longo de ambas as linhas de segunda ordem. Os resultados
revelam também um comportamento de escala tipico de transi¢oes de segun-
da ordem, com temperaturas extrapoladas para o limite termodinamico bem
proximas aquelas obtidas para L = 14. Esse fato indica que o diagrama de
fases obtido para L=14 representa bem a estrutura do diagrama de fases no
limite termodinamico.

Comportamento diverso ocorre a baixas temperaturas, onde encontramos
uma linha de transi¢oes de primeira ordem, que separa as fases tipo Ising e
tipo XY. Na Fig 4.6 apresentamos o comportamento das componentes z e xy
da magnetizacao em funcao da temperatura para D=3,5¢ 0,95 <7 < 1,12,
isto é cruzando-se a linha de primeira ordem. Note que para T =~ 0,95,

m, ~ 0 e my, apresenta valor nao nulo, o que caracteriza a fase tipo XY. Por

tRazdes obtidas a partir dos valores dos expoentes 7 e v apresentados em [44].
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Figura 4.5: Anilise de escala finita para a temperatura e diferentes valores de D ao
longo das linhas de transi¢do de segunda ordem. 7, representa a temperatura no limite
termodindmico e T.(14) é o valor correspondente para L = 14. Para D = 0 e D = 3,
utilizamos vyging = 0,630 e, para D =6 e D = 8§, vxy = 0,669. As linhas repesentam o
melhor ajuste dos dados de acordo com a Eq.(4.7). Barras de erro do mesmo tamanho ou

menores que os simbolos.

outro lado, para T' ~ 1,1, a situacao se inverte, com mg, ~ 0 e m, nao nulo,
o que caracteriza a fase tipo Ising. O ciclo de histerese, tipico de transicoes
de primeira ordem, aparece claramente na Fig 4.6.

Também fizemos uma andlise de escala finita para o maximo da suscep-
tibilidade magnética no ponto D = 3,8 sobre a linha de primeira ordem. Os
resultados estdo mostrados na Fig. 4.7, revelando uma inclinagao de 3, 11(4),
valor razoavelmente préximo ao esperado para transi¢oes de primeira ordem,
dado pela dimensao d = 3 do sistema. Uma melhor concordancia poderia ser
obtida utilizando-se redes maiores.

A estrutura do diagrama de fases esperada para outros valores do parame-

tro A é similar a descrita para A = 1, com o deslocamento do ponto bicritico
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Figura 4.6: Comportamento em fun¢io da temperatura das componentes z e zy da
magnetizacio a baixas temperaturas, para D = 3,5, A = 1 e L = 14. O sentido dos ramos
dos ciclos de histerese estdo indicados pelas setas. Circulos abertos representam m, e,

quadrados abertos, m,,. As linhas sdo apenas para auxiliar a compreensao.
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Figura 4.7: Analise de escala finita para o méximo da susceptibilidade para ponto sobre
a linha de primeira ordem (D = 3,8, = 1,5). A linha representa o melhor ajuste, de
acordo com a Eq.(4.10). A inclinagdo é razoavelmente préxima & dimenséo do sistema, o

que caracteriza a transicao de primeira ordem.
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Figura 4.8: Diagrama de fases para o modelo, com A = 0,5 e L = 14. Circulos cheios re-
presentam transices de segunda ordem e, circulos abertos, transi¢oes de primeira ordem.
As linhas sdo apenas para auxiliar a leitura do grafico e se encontram no ponto bicritico, re-
presentado pelo tridngulo aberto, cuja localizagio estimada é [Ty, Dp] = [1,68(4), 2,00(3)].

As barras de erro sdo do mesmo tamanho ou menores que os simbolos.

para valores mais baixos de T e D a medida que A diminui. Para A =0, 5,
por exemplo, simulagdes preliminares (L = 14) indicam que o ponto bicritico
estd localizado em [T, Dy] = [1,68(4),2,00(3)].

4.3 Conclusoes

Estudamos, empregando simulagoes Monte Carlo, o diagrama de fases do
modelo de Heisenberg tridimensional anisotrépico submetido a uma anisotro-
pia cristalina. O diagrama de fases apresenta, além da fase desordenada a
altas temperaturas, duas fases ordenadas a baixas temperaturas: uma fase
tipo Ising e outra tipo XY. Ambas as fases ordenadas sofrem uma transi¢ao
de segunda ordem para a fase desordenada e encontram-se separadas por
uma linha de transi¢ao de primeira ordem. As linhas de transicao de fases
terminam em um ponto bicritico, localizado, para A = 1, em T = 1,73(3)

e D = 3,95(4). Resultados similares sdo esperados para outros valores do
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parametro A, com o deslocamento do ponto bicritico para valores mais altos
de T e D com o incremento do parametro A. Por exemplo, para A = 0, 5, ve-
rificamos que o ponto bicritico estd localizado em 7" = 1,68(4) e D = 2,00(3).
Esses resultados estendem aqueles obtidos por Ribeiro [10], que trabalhou
com esse modelo em duas dimensoes. O autor analisa a competicao entre
as anisotropias de troca e cristalina. Entretanto, nao estuda a natureza das
transicoes de fases associadas aos picos priméario e secundario da susceptibi-
lidade magnética e do calor especifico, de modo a determinar o diagrama de

fases do modelo.
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Capitulo 5

O Modelo Vetorial de
Blume-Emery-Griffiths-versao

XY

Discutiremos agora os resultados das simulagoes Monte Carlo realizadas
para a versao XY do modelo vetorial de Blume-Emery-Griffiths em uma rede
cubica simples. Obtivemos o diagrama de fases, que reproduz, para uma faixa
de valores dos parametros do modelo, a topologia do diagrama observado
para misturas de *He-*He. Como veremos, esse diagrama de fases apresenta
uma fase superfluida, rica em *He, que sofre uma transicdo de fase para uma
fase fluida normal. Essa transicao é de primeira ou de segunda ordem, de
acordo com a regiao do diagrama de fases examinada. A caracteristica mais
importante desse diagrama é a existéncia de um ponto tricritico que, para
certos valores dos parametros do modelo, se decompoe em um ponto critico
terminal e um ponto critico duplo terminal. Esses pontos foram localizados

com boa precisao.
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5.1 Introducao

A versao do modelo que estudamos ja foi convenientemente definida no
Capitulo 1 (Eq.(1.2)), onde motivamos o seu estudo e apresentamos o hamil-

toniano

N

H=-J) [SIST+ SISV - KY SIS7+A) (S) (5.1)
(4.4) (6:4) =1

Em nossas simulacoes J = 1.

No Capitulo 3, ja discutimos, em linhas gerais, os métodos empregados
nas simulagoes e na andlise dos dados. Descreveremos, em mais detalhes,
nessa se¢ao, os procedimentos utilizados no estudo desse modelo.

O parametro de ordem do modelo (veja a Eq.( 1.3)), isto é, a magnetizagio

por sitio no plano (my,)

ey = 7|12 872+ (32 817 6:2)

e a concentracdo de particulas ndo-magnéticas (ou de 4tomos de 3He, veja a
Eq.(1.4))

m=§2wﬁﬂ (5.3)

sao grandezas termodinamicas importantes em nosso estudo. Outras grande-
zas termodinamicas de interesse examinadas foram o calor especifico c¢,, a
componente planar x,, da susceptibilidade magnética e a susceptibilidade

associada a concentracao de *He, Xeone, definidas como:

5 (E?) — (E)?
Cru _— L T’ (5.4)
5 (m2,) — (may)?
Xay = L = , (5.5)
_ pafad) — (xs)?
Xeone = L T 3 (56)
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onde L é o tamanho da rede cibica utilizada, E é a energia por sitioe 71" é a
temperatura do sistema. A constante de Boltzmann foi feita kg = 1 em nosso
estudo. Para a obtencdo do diagrama de fases, analisamos o comportamento
dessas grandezas termodinamicas.

As simulacoes foram realizadas em uma rede cubica simples L x L X L, com
condicoes periédicas de contorno, utilizando-se os algoritmos de gas de rede,
reorientacao de spins, Wolff e super-relaxacdo combinados por uma técnica
de Monte Carlo hibrido, como discutido no Capitulo 3. Em nosso trabalho,
utilizamos a seguinte mistura de algoritmos (o que ficard mais claro a seguir):
1 passo de reorientacao de spins; 1 passo de Wolff; 1 passo de super-relaxacao,
cada um deles precedido por um passo do algoritmo de gas de rede. Um
passo representa a execugao de cada algoritmo varrendo-se toda a rede (com
excecao do algoritmo de Wolff, para o qual um passo se refere a reorientagao
de um dado aglomerado de spins). A combinacao utilizada dos algoritmos
chamaremos 1 passo hibrido de Monte Carlo (MCS). De modo geral, nas
simulacdes realizadas, utilizamos 200 x L? MCS para atingir o equilibrio
a temperatura inicial da simulagao. Para as temperaturas subseqiientes,
utilizamos a configuracao final da temperatura anterior como a configuragao
inicial para a préxima temperatura e 6000 MCS para atingir o novo estado
de equilibrio*. Apés o equilibrio ser atingido, empregamos cerca de 10* MCS
para o calculo das médias termodinamicas.

Nosso objetivo primeiro, ao realizarmos as simulagoes na versao XY do
modelo vetorial de Blume-Emery-Griffiths, foi o estudo do seu diagrama de
fases. Uma caracteristica importante desse diagrama é a existéncia de um
ponto tricritico para uma determinada faixa de valores dos parametros do

hamiltoniano. A localizacao do ponto tricritico foi determinada considerando-

*Esta é uma regra pratica que empregamos e que foi testada para a maior rede estudada
(L = 30). Na vizinhanca da criticalidade, iniciamos a simulac¢io com trés diferentes
configuracdes. Permitindo que o sistema percorra uma, faixa de temperaturas, verificamos
que a energia do sistema convergia, 3 temperatura inicial, para o mesmo valor apés 200 x L2
MCS. Isto também ocorreu para as temperaturas subseqiientes, apés 6000 MCS. O mesmo

foi verificado para a magnetizagdo do sistema.
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se que a dimensao critica superior na tricriticalidade é d~. = 3. Dessa forma,
a teoria de campo médio se aplica e a correspondente distribuicao de proba-
bilidades para o parametro de ordem assume a forma prevista pela teoria de
Landau [21]

P(m) = Pymexp (—Am? — Bm* — Cm®), (5.7)

onde m = |my,| é 0 médulo da componente planar da magnetizagao por spin.
Os parametros P,, A, B e C sao constantes, de tal forma que C' é sempre
positivo e A = B = 0 no ponto tricritico (veja o Apéndice C) [21]. As fungdes

de escala para A; e T} sao, respectivamente [21],

o, 0o

At(L) =A; + N2 + T2 (5.8)
T(L) =T + L+ 2 (5.9)
t - t L LZ’ .

onde Ay(L) and T;(L) sao as coordenadas do ponto tricritico para cada
tamanho L da rede e 1, 9o, t1, t3 sao parametros de ajuste.

Como serd mostrado a seguir, o diagrama de fases altera-se substancial-
mente para K = 1, 3, desaparecendo o ponto tricritico, que cede lugar a um
ponto critico terminal e a um ponto critico duplo terminal. A localizacao do
ponto critico terminal foi feita de uma maneira simples, mas, para o pon-
to critico duplo terminal, recorremos ao estudo da distribuicao universal de
probabilidades associada ao parametro de ordem e a técnica da mistura de
campos (apresentadas no Capitulo 3). Vale lembrar que essas alterac¢oes no
diagrama de fases foram previstas pela teoria de campo médio (em [21], por
exemplo, encontram-se previsoes para a versao rotor planar do modelo veto-
rial de Blume-Emery-Griffiths). Entretanto, sua observagao em simulagoes

tem sido notoriamente dificil [45, 46].
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5.2 Resultados

5.2.1 K=1

Para o estudo da versao XY do modelo vetorial de Blume-Emery-Griffiths,
empregamos os algoritmos de (i) gds de rede, (ii) reorientagdo de spins,
(iii) Wolff e (iv) super-relaxacdo combinando-os num método Monte Car-
lo hibrido, conforme discutido anteriormente no Capitulo 3. Para realizar
as simulacgoes desejadas, tornou-se necessario entao escolher uma proporcao
adequada de mistura dos algoritmos (ii), (iii) e (iv) (lembrando que o algo-
ritmo de gés de rede foi executado juntamente com cada um dos demais).
Apés a realizagao de testes com diferentes misturas desses trés algoritmos,
aquela que se revelou mais eficiente na reducio do tempo de correlacio! en-
tre os estados amostrados foi a mais simples: 1 passo de reorientacao de
spins, executado utilizando-se o algoritmo do banho térmico local (BT) (veja
a Eq.(3.4), Cap. 3): 1 passo de Wolff (W): 1 passo de super-relaxagio (SR).
As demais misturas analisadas apresentaram eficéncia menor (1BT:5W:7SR
e 1BT) ou comparavel a escolhida (3BT:7W:5SR e 2BT:3W:2SR).

O tempo de correlacao foi calculado a partir da funcao correlacao de

equilibrio, dada por

(A®0)A)) — (AY
4%) — (A7 (5.10)

onde A(t) representa o valor, no tempo de Monte Carlo ¢, da grandeza cu-

pa(t) =

ja autocorrelacao se deseja medir. O tempo de correlacao é determinado
medindo-se o tempo necessario para que a amplitude da funcao correlacao
decaia a 50% do seu valor inicial. A simples inspecao visual das curvas de
correlacao também é util para comparar a eficiéncia relativa das diversas

misturas pesquisadas. Em nosso caso, calculamos a fun¢ao correlagdo para

fTempo em segundos. Da funcio de correlacio temporal entre estados, obtivemos o
tempo de correlagdo em termos do ndmero de passos hibridos de Monte Carlo (MCS).
Medindo o tempo de CPU necessario para a execu¢do do nimero de MCS utilizado, foi

possivel entdo calcular o tempo de correlacdo em segundos.
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Figura 5.1: Fungédo correlacio temporal de equilibrio calculada para diversas misturas
de algoritmos. Resultados obtidos na vizinhanga da transi¢do de segunda ordem, para
uma rede de tamanho L = 8. A mesma legenda para as curvas se aplica em todas as

figuras.

a energia, a magnetizacio e o ntimero de particulas de > He no sistema, para
diversas proporcoes de mistura dos algoritmos. Os resultados estao mostra-
dos na Fig. 5.1. Esse teste foi realizado para uma rede ciibica com L = 8.
Acreditamos que resultados semelhantes seriam obtidos utilizando-se redes
maiores.

Cabe aqui um breve complemento a discussao apresentada no Cap. 3, a
respeito da necessidade do uso do algoritmo hibrido como uma forma de au-
mentar a eficiéncia das simulacoes realizadas. Podemos observar, na Fig. 5.1,
que a inclusao dos passos de Wolff e super-relaxacao aumenta, consideravel-
mente, a eficiéncia do algoritmo em relagdo ao uso somente da reorientagao

de spins. Observamos também que a concentracdo de particulas de *He
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atinge o equilibrio mais rapidamente que a magnetizacao e a energia. Dessa
forma, a busca da configuracao de equilibrio para a orientagao dos spins ¢
mais eficiente se usarmos o algoritmo de reorientagdo de spins, pois assim a
concentracdo de particulas de *He (que ja se encontra no equilibrio) nio é
alterada. O algoritmo de gas de rede, sem o banho térmico, poderia também
ser usado com o objetivo de reorientar os spins da rede, mas de maneira
muito menos eficiente. Isto se deve ao fato de que, esse algoritmo, para al-
terar a orientacao de um dado spin, necessita primeiro substitui-lo por uma
particula nao magnética, para entao introduzir um spin com uma nova ori-
entacao. Mas esse processo afetaria também a concentracao de particulas,
que nao desejamos alterar, pois ja se encontra em equilibrio.

A funcao correlagdo de equilibrio foi calculada a partir de uma tabela de
energias e magnetizacoes armazenada ao longo de 1 milhao de passos hibridos
de Monte Carlo. Procuramos fazer esse estudo na pior situacao, isto é, na
vizinhanca da criticalidade, onde efeitos da dinamica de relaxacao critica
estejam presentes. No caso, as simulagoes para a obtencao das tabelas de
energia e magnetizacao foram realizadas em T,(L =8) = 1,5, K =1, A = 2.
T.(L = 8) foi obtido através de uma simulacao prévia, localizando-se o pico
da susceptibilidade magnética planar.

Os resultados seguintes referem-se a K = 1. Resultados para outros
valores desse parametro serao mostrados posteriormente. Ressaltamos que
todos os resultados referem-se a L = 10, exceto quando especificado. O com-
portamento do calor especifico, da componente planar da magnetizagao e da
concentracdo de >He em funcdo da temperatura estd mostrado na Fig. 5.2
para vérios valores do parametro A. O calor especifico, Fig. 5.2 (a), e a com-
ponente planar da susceptibilidade magnética, Fig. 5.2 (b), exibem um pico
bem definido, que se move em dire¢ao a temperaturas mais baixas a medida
que A aumenta (para A = 4,0, o pico na componente planar da susceptibili-
dade é muito pequeno e sua localizacao é indicada pela seta). A magnetizacao
no plano, ilustrada na Fig. 5.2 (c)), exibe um salto para A > 4,0, o que in-

dica a ocorréncia de transicao de primeira ordem. Comportamento analogo

ol



Figura 5.2: Comportamento (a) do calor especifico,(b) componente planar da suscepti-
bilidade magnética, (c) magnetizagio planar e (d) concentracio de particulas de >He em
fungdo da temperatura para vérios valores de A para K = 1e L = 10. Em (b), a seta
indica a posi¢do do pico de primeira ordem para A = 4,0. As barras de erro sdo do mesmo
tamanho dos simbolos. A legenda em (c) é valida também para (d). As linhas sdo apenas

para auxiliar a leitura dos gréficos.

é observado na concentragio de 3He, mostrada na Fig. 5.2 (d)).

Associando os picos em X,y € ¢, as transicoes de fase, obtemos o diagrama
de fases do modelo, ilustrado na Fig. 5.3. Para a localizacao desses picos,
realizamos simulacoes preliminares para cada valor estudado dos parametros
do modelo, na faixa de temperaturas de 0,5 a 5,0, com um passo de tem-
peratura AT = 0,1, utilizando-se 10* passos Monte Carlo hibridos (MCS)
para as médias, apos o equilibrio ser atingido. Uma vez obtida a localizagao
aproximada do pico, uma nova simulagao, mais precisa, é entao realizada, na
vizinhanca do pico, com AT = 0,01 e 4 x 10* MCS. A localizacio mais ade-

quada dos pontos sobre a linha de primeira ordem foi auxiliada pela andlise

52



T | T | T | T | T | T | T
Fluido normal rico em *He (a)

4‘%%‘5%9@‘ 5

q 2 Fluido —
" Superfluido (S) normal

o . 4 ricoem

- ricoem He 4 i
21 He |

- 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1
%.6 08 10 12 14 16 18 20

A w~@‘_|® I T I T I T I T
- \\Q (b) -
80— ' —

\

L ‘% _

< 60~ Regido de i Fluido I

% [ coexisténcia | normal

< 40+ ! -
(S/N) 1 (N)

20 " -

CA‘LG-@-@? Syl L |
608 10 12 14 16 18 20
T

Figura 5.3: Diagrama de fases do modelo nos planos A-T e temperatura-concentragio
(z3) para K = 1 e L = 10. A localizagdo do ponto tricritico (tridngulo aberto) é
[A¢,T3]=[3,230(5),1,3257(9)]. Circulos abertos e fechados representam pontos de primeira e
segunda ordem, respectivamente. As linhas sdo apenas para auxiliar a leitura dos gréficos.

As barras de erro sdo do mesmo tamanho que os simbolos ou menores, exceto quando
indicadas.

do ciclo de histerese associado a uma dada temperatura 7', obtido variando-se
o parametro A a T constante. Para cada valor de temperatura estudado, o
valor de A associado & transi¢ao de primeira ordem foi estimado como o valor
médio entre os extremos do ciclo de histerese e a barra de erro corresponde
a metade da largura do ciclo (Fig. 5.4)). Para a obtencdo dos ciclos de his-
terese, utilizamos somente o algoritmo de gas de rede e reduzimos o niimero
de passos de Monte Carlo para as médias. Isto favorece a permanéncia por

mais tempo no estado metaestavel, pois reduz a eficiéncia com que o sistema
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Figura 5.4: Ciclo de histerese obtido para K = 1, cruzando-se a linha de transi¢des de
primeira ordem em 7' = 1,1. A anélise dos ciclos de histerese foi importante ndo apenas
para caracterizar a transicdo de primeira ordem como também para estimar o erro na

localizagdo dos pontos associados a essa transigao.

explora o espaco de configuragoes.

Para valores de A abaixo do ponto tricritico, o sistema sofre, com o
aumento da temperatura, transi¢oes de segunda ordem (transi¢do lambda),
de uma fase superfluida, rica em * He, para uma fase normal. A concentracio
de ®*He na fase normal varia de acordo com a regido do diagrama de fases
considerada. Para A < A;, o sistema apresenta uma fase normal, rica em
“He, mas a concentracdo de 2 He gradualmente aumenta & medida em que se
aproxima do ponto tricritico, de modo que uma fase normal rica em *He se
desenvolve.

Vale aqui discutir um pouco mais sobre a definicio do ponto tricritico.
O ponto tricritico é o ponto onde a linha de transicoes de segunda ordem
é substituida pela linha de primeira ordem. Esse ponto pode também ser
definido como o ponto de encontro de trés linhas de transi¢des de segunda
ordem. Apenas uma delas é visivel em nosso diagrama porque a visualizagao
das outras duas esta relacionada a aplicagao de um campo externo, que seria
representado em um terceiro eixo, perpendicular aos apresentados. Nessa
situacao, a fase superfluida seria decomposta em duas fases superfluidas dis-

tintas e as duas linhas adicionais de segunda ordem se tornariam visiveis nesse
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diagrama de fases estendido. No ponto tricritico, as duas fases superfluidas
e a fase normal rica em ®He se tornam iguais.

O diagrama de fases no plano temperatura-concentragio (z3) é também
mostrado na Fig 5.3. Esse diagrama é importante para compararmos a
topologia do diagrama do modelo estudado com aquele obtido experimen-
talmente para misturas de 3He-*He, pois o diagrama de fases experimental
é obtido no plano temperatura-concentracdo de 3He (ou *He). De fato,
o diagrama de fases obtido para o modelo reproduz qualitativamente o di-
agrama de fases obtido experimentalmente para misturas de 3He-*He. A
concentragao tricritica de 3He ¢é entretanto menor (z3 = 17%) que aquela
obtida experimentalmente (67%). A razdo entre a temperatura tricritica 7;
e a temperatura Ts da transi¢do superfluida do *He puro (correspondente
A temperatura critica do modelo XY em trés dimensoes) é T;/Ts = 0, 8,
enquanto o valor experimental é de 0,4 [21].

Como mencionado na se¢ao anterior, o ponto tricritico foi localizado
estudando-se a distribui¢do de probabilidades do parametro de ordem (no
caso, a componente planar da magnetizacao). A idéia bésica para localizar o
ponto tricritico é ‘caminhar’ ao longo da linha de transicoes de segunda or-
dem, variando A e T e medir a distribuicao de probabilidades do parametro
de ordem ao longo do caminho, até que encontremos o ponto onde P(m)
exibe a forma prevista para a tricriticalidade, com A = B =0 (cf. Eq.(5.7)).
Na pratica, fixamos A = B = 0 na funcao de ajuste e utilizamos P, e C
como parametros de ajuste. O ponto tricritico é atingido quando se obtém
um ajuste visualmente satisfatério, com o mais baixo valor possivel da funcao
de mérito x? (que mede essencialmente a distdncia média entre a linha de
ajuste tedrico e os pontos obtidos pela simulacdo). O erro dessa localizagao
é estimado determinando-se a regido nos parametros A e 7" na qual uma
variacao desses parametros nao afeta sensivelmente o valor minimo obtido

para a funcao de mérito x2. De fato, a probabilidade de campo médio des-

tA temperatura tricritica utilizada é a obtida no limite termodinimico, o que serd

discutido adiante.
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creve satisfatoriamente a distribuicao de probabilidades do parametro de or-
dem, como mostrado na Fig. 5.5.

A busca do ponto tricritico foi facilitada pelo uso do método do histogra-
ma, que nos permitiu extrapolar simultaneamente nos parametros A e 7.
Assim, a partir de uma unica simulacdo em um ponto préximo a linha de
transicoes de fase, foi-nos possivel obter varios pontos ao longo dessa linha.
Uma nova simulacao tornava-se necessaria somente quando a extrapolacao
pelo método do histograma nao era mais confidvel, como descrito na pag. 25.

Determinamos, empregando o critério acima, o ponto pseudo-tricritico
[Ay(L), Ty(L)] para cada tamanho L de rede utilizado. Utilizando-se a funcao
de escala adequada para os parametros tricriticos A; e T; (veja Egs. (5.8) e
(5.9)), foi possivel determinar as coordenadas do ponto tricritico no limite
termodinamico. Os resultados da analise de escala finita para as coordenadas
do ponto tricritico estao apresentadas na Fig. 5.6. Desse estudo, obtivemos
que as coordenadas do ponto tricritico sao [A,T;] = [3,313(4),1,293(1)].

Tendo utilizado a distribuicao prevista pela teoria de Landau como molde
para a obtencao do ponto tricritico, podemos agora verificar o colapso da dis-
tribuicao universal de probabilidades apresentando, em um mesmo gréfico,
a distribui¢do para cada tamanho de rede L (Fig. 5.7). O colapso obtido é
bastante satisfatério, corroborando a correta localizacdo do ponto tricritico.
Para o colapso, utilizamos como molde a distribuicao de probabilidades tri-
critica para L = 30 e ajustamos os parametros T3(L) e A;(L) para os demais
tamanhos de rede de modo a melhorar a qualidade do colapso obtido (os va-
lores utilizados dos parametros encontram-se dentro da faixa de erro estimada
para T;(L) e A¢(L)).

Analisamos também o comportamento de escala finita da componente
planar da susceptibilidade magnética. Na tricriticalidade, a funcao de escala

finita prevista para a susceptibilidade associada ao parametro de ordem é [21]

L L.
X = Xo()"(In )3, (5.11)
lo lo
onde xo e lp sdo parametros de ajuste. Nessa fungdo, v/v = 2, valor de

campo médio previsto para /v no ponto tricritico. A corregdo logaritmica
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Figura 5.5: Distribui¢io de probabilidades do pardmetro de ordem para L = 30 no ponto
pseudotricritico [A¢(30), T3(30)] = [3,2935(5),1,3014(2)]. A linha representa o melhor
ajuste da distribuicdo, de acordo com a Eq.(5.7), com A = B = 0.
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Figura 5.6: Anélise de escala finita para os parametros (a) A; e (b) T} no ponto tricritico.
A linha representa o melhor ajuste para os dados, de acordo com as funcdes definidas nas

Egs. (5.8) e (5.9). As setas indicam o valor extrapolado para o limite termodinamico.
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Figura 5.7: Distribuigdo universal de probabilidades para o ponto tricritico do modelo

(K =1). Observe o colapso das curvas para os diversos tamanhos L da rede.

revelou-se fundamental no comportamento de escala finita da susceptibili-
dade magnética, como mostra a Fig. 5.8. Na Fig. 5.8(a), é possivel observar
que o ajuste que despreza a correcao logaritmica é qualitativamente inferior,
o que fica mais claro na Fig. 5.8(b). Esse gréfico revela claramente a neces-
sidade da corre¢io logaritmica, ja que a multiplicacdo de X, (L) por L=/
nao é capaz, por si sé, de linearizar o comportamento de escala da suscep-
tibilidade magnética. Resta ainda uma curva, que é ajustada de maneira
bastante razodvel pela fun¢do de correcao logaritmica. Um ajuste melhor se-
ria esperado se fossem utilizados tamanhos de rede suficientemente maiores
(nossa anélise, mostrada no gréfico, restringiu-se apenas ao ramo inicial da
funcao logaritmica). Esses resultados corroboram a nossa estimativa para a
localizagao do ponto pseudo-tricritico para cada tamanho de rede L.
Obtivemos também, na vizinhanca do ponto tricritico, a localizacao de
alguns pontos sobre as linhas de transicao de primeira e segunda ordem.
Esses pontos foram obtidos utilizando-se o0 método do histograma e andlise
de escala finita. A partir de uma tnica simulagao na vizinhanga de um ponto
sobre a linha de primeira ordem, foi possivel obter alguns pontos sobre a linha
de transicao extrapolando-se nos parametros 7' e A por meio do método do

histograma bidimensional. O mesmo procedimento foi utilizado para a linha
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Figura 5.8: Anilise de escala finita para a componente planar da susceptibilidade
magnética. A funcdo de escala tedrica (Eq.(5.11)) se ajusta satisfatoriamente aos pontos
obtidos através das simulagdes, mas a corre¢io logaritmica é fundamental, como mostrado
em (b)(vide texto). Nessa anilise, v/v = 2, valor esperado para o ponto tricritico. Em
(a), as barras de erro sdo menores que o tamanho dos simbolos. A linha continua repre-
senta 0 melhor ajuste da fun¢do considerando-se a corregao logaritmica, enquanto a linha

tracejada é o ajuste desprezando-se essa correcao.

de segunda ordem. As tabelas de energia e magnetizacdo para o método
do histograma foram obtidas com 10 MCS (apés o equilibrio ser atingido,
descartando-se 200 x L? MCS.).

Para transicoes de segunda ordem
T.(L) =T, + AL, (5.12)

onde T,(L) é a temperatura critica no tamanho finito L da rede, T, é a tem-
peratura critica no limite termodinamico e v é o expoente critico associado
ao comprimento de correlacao na criticalidade.

Em transi¢oes de primeira ordem, ndo ha expoentes criticos, e a grandeza

associada as leis de escala é a dimensionalidade d do sistema (no nosso caso,
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Figura 5.9: Andlise de escala finita para alguns pontos sobre as linhas (a) de primeira
e (b) segunda ordem na vizinhanga do ponto tricritico. As linhas representam a curva de
melhor ajuste dos dados, de acordo com as Egs. (5.12) e (5.13). As barras de erro séo

menores que os simbolos.

d=3)
T.(L) =T.+ AL, (5.13)

onde T.(L) é a temperatura de transi¢do no tamanho finito L da rede, T, é
a temperatura de transi¢ao no limite termodinamico.

A anédlise de escala para a temperatura para cada um dos pontos es-
tudados estd mostrada na Fig. 5.9, onde utilizamos os valores esperados
para os respectivos expoentes (a dimensao do sistema (primeira ordem) e
Vgy = 0,669 [14] para 0 modelo XY em trés dimensoes).

A partir dos pontos obtidos da andlise de escala de tamanho finito, cons-
truimos a ampliacao do diagrama de fases na vizinhanca do ponto tricritico,
no limite termodinamico, mostrada na Fig. 5.10. Como podemos verificar
para a vizinhanc¢a do ponto tricritico, o diagrama de fases obtido para L = 10

(Fig. 5.3), é qualitativamente equivalente ao obtido no limite termodindmico.
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Figura 5.10: Diagrama de fases na vizinhanga do ponto tricritico. Os pontos apresen-
tados foram obtidos para L — oo. Os circulos abertos e fechados representam pontos
de transi¢do de primeira e segunda ordem, respectivamente. As linhas sdo apenas para
auxiliar a leitura dos gréficos. As barras de erro sdo menores que os simbolos, exceto para

o ponto tricritico (triangulo fechado).

Acreditamos que essa equivaléncia se verifique para todo o diagrama.

A distribuicao de probabilidades do parametro de ordem foi utilizada
também para verificar a ordem das transicoes de fase. A transicao de primeira
ordem é caracterizada por uma distribuicao bimodal, associada aos esta-
dos metaestiveis, e a transicdo de segunda ordem apresenta um unico pi-
co (Fig. 5.11). A andlise da distribui¢do de probabilidades foi importante
também para determinar a faixa de validade da extrapolacao executada pelo

método do histograma.

5.2.2 K«<1

Como ja citamos anteriormente, trabalhamos até entao com um parametro
de interacao quimica entre isétopos K = 1. Estudamos também o sistema
utilizando outros valores para esse parametro, observando a topologia do di-

agrama de fases, a temperatura e a concentracao de atomos de 3He no ponto
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Figura 5.11: Distribuicdo de probabilidades da magnetizagdo planar para as transi¢des
de primeira (A = 3.32, T = 1,29145; linha continua) e segunda ordem (A = 3,293,
T = 1,30190; linha tracejada). Resultados para L = 24.

tricritico. As simulagoes foram realizadas utilizando-se L = 10 e os resul-
tados obtidos estao sumarizados na Fig. 5.12 e na Tabela 5.1. Os valores
de temperatura e concentracao de 3He obtidos sao valores preliminares, da-
do que a localizacao do ponto tricritico nao foi determinada de maneira tao
precisa como fizemos para K = 1. Os resultados, entretanto, mesmo pre-
liminares, revelam que, com a redugao do parametro K, ocorre um aumento
na concentracao de dtomos de > He e uma reducao da temperatura tricritica,
possibilitando uma melhor adequacao desses valores aqueles obtidos expe-
rimentalmente. E interessante observar também que, para todos os valores
de K estudados, a medida que A diminui, a temperatura critica do sistema
tende para aquela do modelo XY em trés dimensoes. Esse comportamento é
esperado, pois, quanto menor o valor do parametro A, maior o valor do po-
tencial quimico 4 (para particulas de * He) em relagio ao potencial quimico
s (associado a particulas de 3He), o que tende a suprimir a ocorréncia de

particulas de ®He (ndo-magnéticas).

5.2.3 K=1,3

Os resultados anteriores revelam que, na faixa —1 < K < 1, o modelo

estudado reproduz satisfatoriamente a topologia do diagrama de fases para
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Figura 5.12: Diagrama de fases (L = 10) para diferentes valores do parAmetro K. Para
os valores apresentados, o diagrama de fases conserva a mesma topologia do diagrama
de fases de misturas de >He-*He. Os sfmbolos abertos (linhas tracejadas) representam
transicoes de primeira ordem e, os simbolos fechados (linhas continuas), transicoes de
segunda ordem. O ponto tricritico para cada valor do pardmetro K é indicado por um
triangulo aberto. As linhas de transi¢do de segunda ordem se estendem em direcdo a
temperatura critica do modelo XY em trés dimensdes quando A — oo (veja texto). As

linhas sdo apenas para auxiliar a leitura dos gréficos.

misturas de *He-*He. Para K 2 1, entretanto, esse fato ndo mais se verifica,
pois o diagrama de fases se altera substancialmente, como observamos para
K=1,3. O ponto tricritico desaparece e a linha de segunda ordem termina
em um ponto sobre a linha de primeira ordem (chamado de ponto critico

terminal). Essa linha de primeira ordem se estende até sua extin¢do em um

23(%)  T/Ts

Experimental 67 0,4
K=1 18(2) 0,8332(7)
K=0 40(8) 0,53(2)
K=-1 35(8) 0,48(4)

Tabela 5.1: Valores de temperatura e concentracio de >He no ponto tricritico para
diferentes valores do parametro K. Os valores experimentais sdo apresentados para com-

paragao.
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ponto critico duplo terminal® (Fig 5.13). No ponto critico terminal, coexistem
uma fase normal rica em ®He e uma outra, onde as fases normal rica em *He
e superfluida se tornam iguais.

A localizagéo aproximada do ponto critico terminal é dada por [Ay, Ty| =
[4,18(5), 1,42(1)], obtida facilmente pela extensao da linha de segunda ordem
até bem proximo a linha de primeira ordem. A localizacao do ponto critico
duplo terminal, entretanto, é mais trabalhosa, e foi determinada em duas

etapas, como descrito a seguir.

Localizagao preliminar do ponto critico duplo terminal

A localiza¢ao aproximada do ponto critico duplo terminal foi obtida estudando-
se o comportamento do parametro de ordem em funcao da temperatura. Na
regiao do diagrama de fases considerada (onde h& apenas fluido normal -
veja a Fig. 5.13), o parametro de ordem pode ser definido como o salto Az
na concentracio de 3He (ou equivalentemente de *He) entre as fases sepa-
radas pela linha de transicao de primeira ordem. Como ambas as fases se
tornam iguais no ponto critico duplo terminal, o ciclo de histerese observa-
do ao se cruzar a linha de primeira ordem a uma temperatura fixa T deve
estreitar-se em ambas as direcoes a medida em que 7' se aproxima do ponto
critico. Esse comportamento estd ilustrado na Fig. 5.14. para alguns valores
de temperatura.

O comportamento do parametro de ordem Azxz para varias temperaturas
estd mostrado na Fig. 5.15, para trés diferentes tamanhos de rede L. O

comportamento esperado para o parametro de ordem é
Axs ~ (1 =T/T,)", (5.14)

onde 3 é o expoente critico apropriado, cujo valor esperado é em torno de 1/3.

Esta é a func¢ao utilizada para o ajuste dos dados mostrados na Fig. 5.15, onde

$Muito embora esse ponto tenha sido historicamente algumas vezes chamado de ‘pon-
to bicritico terminal’, o término de duas linhas de pontos criticos no diagrama de fases
estendido (onde se inclui um campo externo adicional) é mais apropriadamente chamado

de ponto critico duplo terminal [47]
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Figura 5.13: Diagrama de

tragdo-temperatura para K=1,3 e L=10. A linha de primeira ordem ndo termina no ponto
tricritico, mas se estende até sua extin¢do no ponto critico duplo terminal, representa-
do pelo losango. O ponto critico terminal, por sua vez, é representado pelo quadrado.
Os simbolos abertos (linha pontilhada) referem-se a transi¢des de primeira ordem e, os
simbolos fechados (linha continua), a transigdes de segunda ordem. As barras de erro sdo
da ordem ou menores que o tamanho dos simbolos. As linhas sdo apenas para auxiliar a

leitura do diagrama. No ponto critico terminal, x3.; = 10(1)% e, no ponto critico duplo

terminal, z3.q: = 49(1)%.
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Figura 5.14: Ciclos de histerese ao longo da linha de primeira ordem (K = 1,3). Observe
que, quanto mais préximo do ponto critico duplo terminal (localizado em T & 1,57), mais

estreito torna-se o ciclo. Resultados obtidos para L = 30.
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Figura 5.15: Comportamento do pardmetro de ordem Azxs em funcio da temperatura na
vizinhanga do ponto critico duplo terminal. Os dados referem-se a trés diferentes tamanhos
de rede L. As linhas representam a curva de melhor ajuste dos dados para cada caso, de

acordo com a Eq.(5.14).
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Figura 5.16: Comportamento do parametro de ordem Azs em func¢do da temperatura
na vizinhanca do ponto critico duplo terminal. Linearizacdo efetuada para verificar a
qualidade da anélise dos dados. As linhas representam a curva de melhor ajuste dos dados

para cada caso, de acordo com a Eq.(5.14).

B e T, sao os parametros de ajuste. Essa andlise nao propiciou a precisao que
desejavamos (nao foi possivel obter o comportamento de escala finita para a
temperatura), mas forneceu uma estimativa preliminar para a localizagao do
ponto critico duplo terminal (7 ~ 1,57(4)). Além disto, o valor obtido para
o expoente 3 encontra-se dentro da faixa esperada, especialmente se conside-
rarmos os resultados para as redes maiores (L = 24 e L = 30). Para L = 18,
os efeitos de tamanho finito revelam-se ainda pronunciados. Isto fica claro na
Fig. 5.16, onde apresentamos o ajuste dos dados linearizados. Para as redes
maiores, observamos o colapso dos dados, o que indica o estabelecimento do

regime de escala assintético, o que ainda nao ocorre para L = 18.

Localizagao mais precisa do ponto critico duplo terminal

De posse da localizagao aproximada do ponto critico duplo terminal, obtida
pelo procedimento anterior, foi possivel entdao determina-lo com boa precisao
através do estudo da distribuicao de probabilidades associada ao parametro
de ordem (veja a breve discussao sobre esse tema no Capitulo 3). Se sou-
bermos a priori a classe de universalidade do ponto critico que desejamos

localizar, podemos ‘caminhar’ ao longo da linha de primeira ordem e obter
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a distribuicao de probabilidades do parametro de ordem até encontrarmos
o ponto que apresente o comportamento universal esperado, de forma seme-
lhante ao que fizemos para localizar o ponto tricritico para K = 1. De fato,
é esse o caso do ponto critico considerado aqui. Na regido do diagrama de
fases onde ha apenas fluido normal (veja a Fig.5.13), o parametro de ordem
é essencialmente a concentracao de particulas de *He (ou *He) e o sistema
se comporta como um gds de rede em trés dimensoes, que se encontra na
mesma classe de universalidade do modelo de Ising tridimensional. Nesse
caso, a distribuicao de probabilidades correspondente ja foi obtida através
de extensas simulac¢oes Monte Carlo [48].

Devido a assimetria entre as fases envolvidas, precisamos aplicar, nesse ca-
so0, o método de mistura de campos (apresentada no Capitulo 3). Recordando
o que foi discutido, através dessa técnica, podemos obter a distribuicao uni-
versal Pf(D), que depende somente dos parametros do hamiltoniano 7" e A
e do fator de mistura de campos s. Assim ajustando esses trés parametros,
com o auxilio do método do histograma bidimensional (para extrapolar a
distribuigao simultaneamente em 7" e A), podemos colapsar Pj(D), para
varios tamanhos de rede, sobre a distribuicao de probabilidades universal
previamente computada para o modelo de Ising tridimensional. Realizando
simulagoes com 3 a 6 milhées de MCS para redes de tamanho 12 < L < 24,
armazenamos uma tabela de E e ) da qual obtemos a distribuicao P} (D).
Foi possivel entao obtermos o valor dos parametros 7', A e s para cada
tamanho L de rede utilizado, no ponto pseudocritico T,.(L).

O colapso das distribuicoes de probabilidade est4 mostrado na Fig. 5.17
e apresentamos também, na Tabela 5.2, o valor dos parametros emprega-
dos para cada tamanho de rede. Como podemos verificar na Tabela 5.2, o
grau s de mistura de campos é muito baixo, mas foi importante considerd-la
para que obtivéssemos o melhor colapso das distribuicoes de probabilidade.
Observamos também que, de modo geral, o fator s depende do tamanho da
rede estudada. Em nosso caso, no entanto, coincidentemente, o valor desse

parametro, dentro da precisao utilizada, foi o mesmo para todas as redes.
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Figura 5.17: Distribuicdo universal de probabilidades para o ponto critico duplo terminal
(K =1,3).

L T A S
12 1,5759(1) 4,13883(1) (1)
14 1,5755(1) 4,13885(1) (1)
16 1,5752(1) 4,13889(1) -0,1(1)
(1) 1) (1)
(1) (1) (1)

18 1,5750(1 4,13888(1
24 1,5747 4,13899(1

Tabela 5.2: Parametros utilizados para a distribui¢io Pj (D).
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Figura 5.18: Anélise de escala finita para o ponto critico duplo terminal encontrado
para K = 1,3. Os valores usados para os expoentes 6 e v sdo os correspondentes para o

modelo de Ising tridimensional.

A alta qualidade do colapso das distribui¢oes permite-nos concluir que
o ponto critico duplo terminal pertence de fato a classe de universalidade
do modelo de Ising em trés dimensoes. A andlise de escala finita para a
temperatura nesse ponto também corrobora essa afirmacao e é apresentada
na Fig. 5.18, onde utilizamos os expoentes apropriados v = 0,629 e § = 0, 54
para o modelo de Ising tridimensional [40]. A temperatura critica encontrada,
no limite termodindmico, é T, = 1,5745(2) e A, = 4,13899(4).

5.2.4 Distribuicao de probabilidades para o parametro

de ordem: linha de segunda ordem

Pesquisamos também a distribuicao universal de probabilidades que carac-
teriza a transigao superfluida (linha de transi¢cao de segunda ordem). Nesse
caso, espera-se que a classe de universalidade do modelo seja a mesma do
modelo XY em trés dimensoes. Na Fig. 5.19, apresentamos as distribuicoes
para trés tamanhos de rede distintos. A universalidade da distribuicao é re-
forcada pelo fato de que cada trio de curvas corresponde a diagramas de fase
distintos (para K =1 e K = 1,3). Nesse caso, os parametros usados foram
K=1,A=-2T.(0)=1,5448e K =1,3, A = 3,5, T.(c0) = 1,4755. A
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Figura 5.19: Distribuigdo universal de probabilidades para a linha de transi¢des de
segunda ordem do modelo vetorial de Blume-Emery-Griffiths - versdo XY. Resultados

para trés diferentes tamanhos de rede.

temperatura critica foi obtida através da andlise de escala finita para os trés
tamanhos de rede estudados, apresentada na Fig. 5.20. A temperatura pseu-
docritica T,(L) para cada tamanho de rede foi obtida através de simulagdo
preliminar e posterior refinamento empregando-se, mais uma vez, o método
do histograma. A temperatura usada para K = 1,3 difere um pouco (0,08%
abaixo) daquela obtida através da andlise de escala finita (onde T, = 1, 4767,
Fig. 5.20), de modo a obtermos um melhor colapso (o valor obtido para para
T. no limite termodinamico nao é muito acurado, pois apenas trés tamanhos
de rede pequenos foram utilizados). Os resultados sao apresentados apenas
a titulo de ilustracao, sendo ainda preliminares. Uma andlise mais precisa
requer tamanhos de rede maiores, o que levaria a determinacdo mais acura-
da da temperatura critica no limite termodinamico e melhoraria o colapso
das curvas de distribui¢ao de probabilidades. De fato, para L = 18, maior
tamanho de rede estudado, o colapso ja se torna melhor em relagao ao obtido

para redes menores (Fig. 5.21).
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Figura 5.20: Anélise preliminar de escala finita para os pontos considerados sobre a
linha de transi¢do de segunda ordem para K =1, A= —-2e K = 1,3, A = 3,5. As linhas
representam a curva de melhor ajuste dos dados, de acordo com as Eq.(5.12). As barras

de erro sao menores que os simbolos.
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Figura 5.21: Distribuigdo universal de probabilidades para a linha de transi¢des de

segunda ordem do modelo vetorial de Blume-Emery-Griffiths - versdo XY. Os resultados

apresentados referem-se a L = 18.
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5.2.5 Outro método para encontrar o ponto critico du-

plo terminal?

A concentracdo de atomos de ®*He encontrada para o ponto critico duplo
terminal é de x3.4 = 49(1)%, o que estd de acordo com a previsdo tedrica,
de z3.¢4 = 50%. Sabemos que, no ponto critico duplo terminal, as duas
fases envolvidas tornam-se iguais. Dessa forma, nao ha como distinguir entre
‘fase normal rica em 3He’ e ‘fase normal rica em “He’, de modo que as

concentragoes tornam-se necessariamente iguais
T3 = T4, (5.15)

onde 3 = (1/L3) ng[l —S?lexy = (1/L3) Zfa S? representam, respectiva-
mente, a concentracao de dtomos de 2He e *He. Da forma que as definimos,
a soma das concentragoes

T3+ x4 = 1. (5.16)

De ambas as equacoes acima, vem que x3 = x4 = 0,5. Esse fato inspira
um outro método para localizar o ponto critico duplo terminal. De posse da
localizagéo preliminar desse ponto (anteriormente obtida estudando-se o com-
portamento do pardmetro de ordem em fungéo da temperatura), poderiamos
entao, com o auxilio do método do histograma bidimensional, investigar o
diagrama de fases no plano (T,A) a fim de encontrar o ponto que fornega
uma concentracio de atomos de *He (ou *He) de 50%. A precisdo na de-
terminacao desse ponto seria dada pela precisao com que fosse medida a
concentragao. Muito embora esse método nao tenha a elegancia da técnica
de analise da distribuicao universal de probabilidade associada ao parametro
de ordem (além de nao fornecer informagao acerca da classe de universalidade
do ponto estudado), cremos que ele possa, também, fornecer uma estimativa

precisa do ponto critico duplo terminal.
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5.3 Conclusoes

Obtivemos o diagrama de fases da versao XY do modelo vetorial de
Blume-Emery-Griffiths e verificamos que ele reproduz a topologia do diagra-
ma de fases de misturas de ®* He-* He, para uma faixa de valores do parametro
K (K <1). O diagrama do modelo apresenta uma fase superfluida, rica em
“He, que sofre uma transicao para uma fase normal, que pode ser de primeira
ou segunda ordem. Para valores de A abaixo do ponto tricritico, essa tran-
sicao é de segunda ordem, separando a fase superfluida de uma fase normal,
rica em *He. Para valores de A acima do ponto tricritico, a transicao é de
primeira ordem, entre as fase superfluida e uma fase normal, rica em 3He.

Para K 2 1, entretanto (como investigamos para K = 1, 3), o diagrama
de fases se altera sensivelmente e nao mais reproduz a topologia do diagrama
de misturas de 3He-*He. O ponto tricritico desaparece e a linha de transicoes
de segunda ordem termina em um ponto critico terminal sobre a linha de
primeira ordem, a qual se estende até se extinguir em um ponto critico duplo
terminal. Os resultados desse estudo serao muito importantes para nosso

estudo futuro acerca da dinamica de spins do modelo.
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Capitulo 6

Conclusoes e perspectivas

6.1 Modelo de Heisenberg anisotrépico sub-

metido a um campo cristalino

Estudamos o diagrama de fases do modelo através de simulagoes Monte
Carlo. Observamos que, para A = 1, esse diagrama possui uma estrutura
bastante rica, apresentando, além da fase trivial desordenada a altas tem-
peraturas, duas fases ordenadas a baixas temperaturas. Para baixos valores
do parametro D, manifesta-se a fase tipo Ising, que é separada da fase XY,
que ocorre para valores mais altos de D, por uma linha de transicao de
primeira ordem. Ambas as fases ordenadas sofrem transicao de segunda
ordem para a fase desordenada e as duas linhas de transicao de segunda ordem
e a de primeira ordem terminam em um ponto bicritico, cuja localizacdo
aproximada é dada por [T}, Dy] = [1,73(3), 3,95(4)].

Topologia semelhante é esperada para outros valores do parametro A,
com o deslocamento do ponto bicritico para valores mais baixos de 7" e D
a medida que A diminui. Por exemplo, para A = 0,5, encontramos um
diagrama de fases com a mesma topologia descrita, com o ponto bicritico
localizado agora em [T}, Dy] = [1,68(4), 2,00(3)].

Desejamos, agora, localizar com mais precisao o ponto bicritico obti-

do para os valores de A estudados. Para isto, analisaremos a distribuicao
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do parametro de ordem, como ja fizemos para o modelo de Blume-Emery-
Griffiths. Em acordo com uma sugestao do Prof. Landau, suspeitamos que o
ponto bicritico pertenca a classe de universalidade do modelo de Heisenberg
tridimensional, ja que, assim sendo, o parametro de ordem nesse ponto se-
ria a magnetizacao nas trés dimensoes, que poderia tanto degenerar-se no
parametro de ordem unidimensional tipo Ising, quanto no bidimensional tipo
XY, de acordo com a faixa de D considerada, numa espécie de ‘ponte’ entre

ambas as simetrias do parametro de ordem.

6.2 Modelo vetorial XY de Blume- Emery-
Griffiths

Estudamos o diagrama de fases para a versao XY do modelo vetori-
al de Blume-Emery-Griffiths através de simulacoes de Monte Carlo. Esse
modelo reproduz satisfatoriamente a topologia do diagrama de fases obtido
experimentalmente para misturas de 2 He-*He para uma faixa de valores do
parametro K (K < 1). Esse diagrama de fases revela uma linha de transigoes
de segunda ordem, que é substituida por uma linha de primeira ordem no
ponto tricritico [A;,T;]. Para A < Ay, o sistema exibe uma fase superflui-
da, rica em *He, que sofre uma transicao de segunda ordem para uma fase
normal, rica em *He. Para valores de A acima do ponto tricritico, a fase
superfluida, rica em *He, sofre uma transicio de primeira ordem para uma
fase normal, cuja concentracao de He cresce gradualmente & medida em que
o sistema se afasta do ponto tricritico.

O ajuste do parametro K permite o ajuste da concentracao de atomos
de 3He no ponto tricritico, bem como da temperatura tricritica, de modo
que é possivel aproximar o valor desses parametros dos respectivos valores
experimentais, tornando o modelo um pouco mais realistico.

Para valores de K pouco acima de K = 1, entretanto (no caso, K =
1,3), o diagrama de fases muda substancialmente, nao mais reproduzindo a

topologia do diagrama de fases de misturas de >He-*He. O ponto tricritico
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desaparece, cedendo lugar ao ponto critico terminal. A linha de transicao de
primeira ordem se estende até sua extinc¢ao, no ponto critico duplo terminal.
Essa topologia foi prevista pela teoria de campo médio. Sua observagao,
entretanto, através de simulagoes Monte Carlo, tem sido notoriamente dificil.

Os resultados obtidos sao fundamentais para nosso estudo subsequente
da dinamica de spins do modelo, cujos resultados contribuirao para a melhor
compreensao de caracteristicas dindmicas de misturas de hélio, como a sua

condutividade térmica.

7



Bibliografia

[1] Silvio R. Salinas, Introducdo & Fisica Estatistica (Editora da Universi-
dade de Sao Paulo, Sao Paulo, 1999).

[2] N. Metropolis, A. W. Rosenbluth, M. N. Rosenbluth, A. H. Teller, J.
Chem. Phys. 21 1087 (1953).

[3] D.P. Landau e Kurt Binder, A Guide to Monte Carlo Simulations in
Statistical Physics (Cambridge University Press, Cambridge, 2000).

[4] M.E.J. Newman e G.T. Barkema, Monte Carlo Methods in Statistical
Physics (Clarendon, Oxford, 1999).

[5] B. V. Costa e A. S. T. Pires, J. Mag. Mag. Mat. 262(2), 316 (2003).

[6] R. van de Kamp, M. Steiner e H. Tietze-Jaensh, Physica B 241-243,
570 (1998).

[7] D. Hinzke e U. Nowak, Phys. Rev. B 58(1), 265 (1998).

[8] J. Ricardo de Sousa e J. A. Plascak, Phys. Lett. A 237, 66 (1997).

[9] A. Mailhot, M. L. Plumer e A. Caillé, Phys. Rev. B 48, 15835 (1993).
[10] Luciano Ribeiro, Dissertacio de Mestrado (Goiania, 2002).

[11] Kun Chen, Alan M. Ferrenberg e D. P. Landau, Phys. Rev. B 48, 1
3249 (1993).

78



[12] J. A. Lipa, D. R. Swanson, J. A. Nissen, T. C. P. Chui e U. E. Israelsson,
Phys. Rev. Lett. 76 944 (1996).

[13] T. Matsubara e H. Matsuda, Prog. Theor. Phys. 16 569 (1956).

[14] M. Krech e D. P. Landau, Phys. Rev. B 60 3375 (1999).

[15] K. Nho e E. Manousakis, Phys. Rev. B 64 144513 (2001).

[16] E. H. Graf, D. M. Lee e John D. Reppy, Phys. Rev Lett. 19 417 (1967).
[17] H. A. Kierstead, J. Low Temp. Phys. 35 25 (1979).

[18] M. Blume, J. V. Emery e R. B. Griffiths, Phys. Rev. A 4 1071 (1971).
[19] A. N. Berker e D. R. Nelson, Phys. Rev. B 19 2488 (1979).

[20] J. L. Cardy e D. J. Scalapino, Phys. Rev. B 19 1428 (1979).

[21] A. Maciolek, M. Krech e S. Dietrich, Phys. Rev. E 69 036117 (2004).

[22] H. Eugene Stanley, Introduction to Phase Transitions and Critical Phe-
nomena (Oxford University Press, New York, 1987).

[23] 1. D. Lawrie e S. Sarbach, Phase Transitions and Critical Phenomena,
editado por C. Domb e J. L. Lebowitz (Academic Press, London, 1984),
Vol. 9.

[24] B. J. Widom, J. Chem. Phys. 43, 3892, 3898 (1965).

[25] M. E. Fisher, Critical Phenomena, editado por M. S. Green, (Academic
Press, New York, 1971).

[26] L. M. Castro, Dissertagao de Mestrado (Belo Horizonte, 1999).
[27] G. Marsaglia, Ann. Math. Stat. 43 645 (1972).

[28] U. Wolff, Phys. Rev. Lett., 62 361 (1989).

79



[29] S. G. Pawig e K. Pinn, arXiv:cond-mat 9807137 (1998); S. G. Pawig e
K. Pinn, J. Mod. Phys. C, 9, 727 (1998).

[30] M. Creutz, Phys. Rev. D 36 515 (1987).

[31] J. A. Plascak, A. M. Ferrenberg e D. P. Landau, Phys. Rev. E 65,
066702 (2002).

[32] R. H. Swendsen e J.-S. Wang, Phys. Rev. Lett. 58, 86 (1987).

[33] A. M. Ferrenberg, D. P. Landau e Y. J. Wong, Phys. Rev. Lett. 69, 3382
(1992).

[34] W. H. Press, S. A. Teukolsky, W. T. Vetterling, Numerical Recipes in
Fortran 77 (Cambridge University Press, New York, 1992), Vol. 1, 2.
ed.

[35] A. M. Ferrenberg e R. H. Swendsen, Phys. Rev. Lett. 61, 2635 (1988);
A. M. Ferrenberg Computer Simulation Studies in Condensed Matter
Physics I11. Springer Proceedings in Physics, 53 (Springer-Verlag, Hei-
delberg, 1991).

[36] K. Binder, Z. Phys. B 43 119 (1981).

[37] A. D. Bruce, J. Phys. C: Solid State Phys.14, 3667 (1981).

[38] P. H. L. Martins e J. A. Plascak, Braz. J. Phys. 34 433 (2004).

[39] N. B. Wilding e A. D. Bruce, J. Phys. Condens. Matter 4, 3087 (1992).
[40] N. B. Wilding, Phys. Rev. E 52, 602 (1995).

[41] J. Adler e I. G. Enting, J. Phys. A17, L275 (1984).

[42] J A. Plascak e D. P. Landau, Phys. Rev. E 67, 015103(R) (2003).

[43] W. Janke e H. Kleinert, Nucl. Phys. B 270 135 (1986).

[44] Kun Chen, Tese de Doutorado (Athens, EUA, 1993).

80



[45] H. J. Herrmann, E. B. Rasmussen e D. P. Landau, J. Appl. Phys. 53,
7994 (1982).

[46] J. D. Kimel, S. Black, P. Carter e Y.-L. Wang, Phys. Rev. B 35, 3347
(1987).

[47] M. E. Fisher (Comunicagao particular a D. P. Landau).

[48] M. M. Tsypin e H. W. J. Blote, Phys. Rev. E. 62, 73 (2000).

81



Apéndice A

O modelo de Heisenberg
anisotréopico submetido a um
campo cristalino a temperatura

Z€ro

O modelo de Heisenberg anisotrépico submetido a um campo cristalino
pode ser descrito pelo hamiltoniano
H=-7) 8§-8-A) S:S:+D> (S, (A.1)
(i,3) (i,3) i
com spins localizados, no nosso caso, numa rede ctibica simples, como apre-
sentado no Cap. 1.

A temperatura zero, o estado de equilibrio do sistema é dado pela con-
figuragao de menor energia, onde nao ha flutuagoes e os spins encontram-se
alinhados devido as interagoes de troca.

Para determinar a configuracao de menor energia, escrevamos algumas

delas que sejam possiveis candidatas:

Hor 34 D
N STt
Hy . 34 D
N T

82



HAIN
311+ A
[T+Ad] iy
3 He
B
_5 H:t
3(1+Ad ; ‘
D=34

Figura A.1: Esboco da energia em funcio do pardmetro D para configuragdes represen-
tativas em T = 0. Note a transicdo de primeira ordem em D = 3A entre as fases tipo

Ising e tipo XY.

H
3 _ 3
JN ’
H-
e — 3
JN ’
onde 11 (1J) representa spins paralelos (anti-paralelos) na diregao z; = ()

representa spins paralelos (anti-paralelos) alinhados no plano zy.
Representando graficamente essas energias como funcao do parametro
D, com A fixo, fica claro o comportamento do sistema a temperatura nula
(Fig. A.1). Para D < 3A, o sistema encontra-se na fase tipo Ising, onde
todos os spins se alinham paralelamente a direcao z. Para D > 3A, o sistema

encontra-se na fase tipo XY, onde os spins se alinham paralelos no plano xy.
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Apéndice B

O modelo vetorial XY de
Blume-Emery-Griffiths a

temperatura zero

O hamiltoniano do modelo vetorial XY de Blume-Emery-Griffiths pode

ser escrito:

H=—J) [SFSF+ SISV —KY SIS;+A) (S)? (B.1)
(i,4) (i,4) i
onde, no nosso caso, os spins encontram-se localizados numa rede cibica
simples, como apresentado no Cap. 1. A temperatura zero, o estado de
equilibrio do sistema é dado pela configuracao de menor energia, onde nao
ha flutuacoes e os spins encontram-se alinhados devido a interagao de troca
(configuragoes com spins nao-alinhados elevam a energia).
Uma das possiveis configuracoes de equilibrio é a que apresenta somente
particulas de spin 1 (4tomos de *He), alinhados paralelamente no plano xy,

cuja energia €

Hy
N

Uma outra configuracao plausivel no equilibrio é aquela em que toda a rede

=-3(J+ K)+A. (B.2)

é preenchida por 4tomos de 3He, representados por particulas de spin zero,
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Figura B.1: Esbogo do comportamento da energia a temperatura zero para o modelo
vetorial XY de Blume-Emery-Griffiths. Note a transi¢do de primeira ordem que ocorre

em A > 3(J + K) entre as fases superfluida (de * He puro) e normal (de puro ®He).

de energia
Ho = 0. (B.3)

Representando graficamente as energias dadas pelas Egs. (B.2) e (B.3)
como fun¢ao do parametro A, com K fixo, fica claro o comportamento do
sistema a temperatura nula (Fig. A.1). Para A < 3(J 4+ K), revela-se a fase
superfluida, constitufda tinicamente de 4tomos de *He e, para A > 3(J+K),
aparece uma fase normal, de 3He puro. Para J = K = 1, temos, entdo, que

a transicao de primeira ordem se dda em A = 6.

Observacao

Outras configuracoes apresentam energia intermedidria entre as apresen-
tadas, de modo que nao afetam a andlise acima. Por exemplo, considere-

mos toda a rede ocupada por spins alinhados no plano zy, exceto por um
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sitio, ocupado por uma particula de spin zero. Nesse caso, a energia dessa

configuragao de N — 1 particulas de spin 1, é dada por
Hy_1=-3N-1)(J+K)+A(N —-1).

Para que uma configuracdo como essa seja a de equilibrio, deve ter energia
menor que Hy (para A < 3(J + K)) ou Hy (para A > 3(J + K)). Vejamos
se isto ocorre.

Para Hy 1 < Hy, temos que A > 3(J + K). Nessa regiao, entretanto,
essa configuracao tem energia maior que Hy, = 0 e, portanto, nao pode ser a
configuragao de equilibrio do sistema. Situagao andloga ocorre se introduzir-
mos mais particulas nao-magnéticas na rede.

Por outro lado, consideremos agora toda a rede ocupada por zeros, exceto
por um tnico sitio e seus respectivos seis primeiros vizinhos. A energia dessa

configuragao, que apresenta 7 spins alinhados no plano zy, é dada por
Hr = —6(J + K) +TA,

Analisemos a possibilidade de essa configuracdo ser mais estavel que as duas
consideradas na Fig. B.1. Para H; < Hy, temos que

3-6/N

A =
“1-7/N

(J+K)
que, no limite de N grande, torna-se
A>3(J+K).

Entretanto, verificamos que nessa regiao, essa configuracao tem energia maior
que Hy = 0, nao sendo, portanto configuracao de equilibrio. A inclusao de
mais particulas de spin 1 resultaria em analise semelhante.

Portanto as configuragoes representativas da situacao de equilibrio sao, de

fato, as de energia dada pelas Eqs.(B.2) e (B.3), representadas na Fig. B.1.
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Apéndice C

Teoria de Landau para o Ponto

Tricritico

Para a descri¢do fenomenolégica do ponto tricritico pela teoria de Landau,
é necessario considerar a expansao da energia livre ® até o termo de sexta

ordem.

_ oo 1o a1 56
=@+ AV + B+ SO0 (C.1)

O primeiro termo ®, constitui a parte regular da energia livre e supoe-se
que os coeficientes A, B e C sejam, na vizinhanca das transi¢oes de fases,
funcoes analiticas da temperatura 7" e dos demais parametros do hamiltoni-
ano (no caso do modelo vetorial de Blume-Emery-Griffiths, dos parametros
K e A). O coeficiente C deve ser positivo para garantir a estabilidade ter-
modinamica.

Para encontrar os minimos da energia livre (estados de equilibrio do sis-

tema), uma condi¢do necessdria é

5% 1 1
9% _ Av+ 1Bt s Lows—o. 2
gy ~ AT BT 5 v =0 (C.2)
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As solugdes da Eq.(C.2) sao dadas por

Yo =10 (C.3)

V1o = i{lc—ﬂ[ﬂ /B2 — gAC — B}!/? (C.4)
VY34 = i{lc—o[—,/m — gAC — B]}/? (C.5)

Consideremos, primeiramente, A, B > 0. Nesse caso, nao ¢ dificil mostrar
que a Uunica solucao real é ¥y = 0, o que representa um minimo de & e
corresponde a fase desordenada do sistema.

Para A < 0 e B > 0, por outro lado, ¥ = 0 representa um maximo local
da energia livre ® e, analisando-se as demais solugoes, conclui-se que ;9
sao também solucoes reais e minimos da energia livre ®. Assim, existe entao
um par de estados ordenados que coexistem, dados por . E importante
observar que, fazendo r — 0, as duas raizes 1); » se aproximam continuamente
de zero. Portanto, a linha r = ry(B) = 0, B > 0 pode ser identificada como
uma linha de pontos criticos, que denominaremos linha lambda Ly, no plano
(A, B), mostrado na Fig.C.1.

Consideremos, agora, B < 0. Para A < 0, as solugoes reais da Eq. C.2 sao
novamente dadas por 1y (Eq.(C.3)) e 91 2 (Eq.(C.4)). Nesse caso, entretanto,
observamos que 1y = 0 é um maximo da energia livre, enquanto que 1); » sao
minimos de ®. Assim, para A < 0, o sistema encontra-se na fase ordenada.

Para B < 0e A > 0, por outro lado, a solucao 1y = 0 torna-se um minimo
da energia livre e todas as demais solucoes 112 e 13 4 sao solugoes reais da

Eq.(C.2) para A < 5B° K f4cil mostrar que ocorre um ponto de inflexdo

6C -
~ . . 2 .
na funcao energia livre para A = %. Dessa forma, variando o valor de A
5 B2
6C
solugdes v » sdo também minimos de ®(j4 que a mudanca na concavidade
5 B2
6C

trés minimos, é necessario que haja dois maximos, que sao dados entao pelas

desde valores negativos até A = podemos concluir que, nessa faixa, as

). Por consideracoes topolégicas, se ocorrem

somente ocorre em A =

solucoes 3 4. A medida que A cresce, os estados ordenados, dados pelas
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Figura C.1: Diagrama de fases para o ponto tricritico no plano (A, B) obtido

pela teoria fenomenolégica de Landau.

solugoes v o, permanecem estdveis até que um determinado valor de A seja

atingido, para o qual

B(¢h12) = ©(0). (C.6)

Para esse valor, as trés fases caracterizadas por ¢y = 0 e 1, o coexistem

e podemos identificar uma linha de pontos triplos L;, dada por

_ 5B?
- 8C’

Essa linha de pontos triplos encontra a linha lambda no ponto

A= A/(B) B <. (C.7)

At = Bt = O, (CS)

o que caracteriza o ponto tricritico, onde os trés minimos 1y = 0 e 1o

5 B2 5 B2
coalescem. Para Y= < A < %7,

presentes, mas correspondem a estados meta-estdveis, com ®(1;2) > ®(0).

os dois minimos em ¢ = 1 » ainda estao

Para valores mais altos de A, o minimo em % = 0 é tnico, caracterizando a
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5 B2
8C

diagrama de fases no plano (A, B), como mostrado na Fig. C.1.

fase desordenada na regiao A > B < 0. Podemos, portanto, esbogar o
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