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RESUMO

A importancia de excitacoes topoldgicas em fisica, principalmente na descri¢ao de transicoes
de fases, tem uma longa histéria comecando com o fenomeno da supercondutividade no inicio
do século passado. No entanto, somente recentemente as ideias que forjaram este novo conceito
foram descritas de maneira mais rigorosa por Kosterlitz e Thouless, mais de 40 anos atras.
Transicoes de fases como condutor-supercondutor, fluido-superfluido, transigoes rugosas e va-
rias outras sao caracterizadas como sendo devidas ao aparecimento de excitagoes topoldgicas
no sistema. Outro conceito de grande importancia é aquele de universalidade das transicoes de
fase. Proximo a uma transicao de fase as correlacoes do sistema se tornam infinitas de modo
que os detalhes do modelo se tornam irrelevantes. Nesta situacao, sistemas originariamente tao
distintos como supercondutores e ferromagnetos, podem ser descritos por uma mesma teoria.
Os expoentes criticos, que caracterizam a transicao, dependem somente da dimensao do sis-
tema, do alcance do potencial e de suas simetrias. Neste trabalho nds nos dedicamos ao estudo
da transicao de fase do modelo Heisenberg Anisotrépico em duas dimensoes. Este modelo tem
uma transicao de fase nao usual, com ordem de quase longo alcance, caracterizada por uma
mudanca no comportamento da fungao de correlagao spin-spin C(r). A baixa temperatura,
T < Ty, C(r) se comporta como uma lei de poténcia como fungao da distancia entre spins,
r. Acima de Tgir ela é exponencial. A energia livre tem todas as derivadas continuas, por
esta razao a transicao é conhecida como uma “transicao de ordem infinita”. Acredita-se que a
transicao ocorre devido a um “ desligamento” de pares vortice-antivortice no sistema. No nosso
estudo fizemos extensivas simulagoes numéricas usando a técnica conhecida como “ Replica
Exchange Wang-Landau”. Este método nos permite calcular a densidade de estados g(F) do
modelo. De posse de g(F) calculamos as fungoes termodinamicas relevantes do sistema (ener-

gia, magnetizacao, susceptibilidades e correlagoes.). Usando técnicas de “Finite Size Scaling”
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determinamos a temperatura de transicao Trgr € 0 comportamento da fungao de correlacao em
um grande intervalo de temperatura. Os cédlculos foram feitos para varias dilui¢oes de sitios nao
magnéticos, p, com p = 0,0;0,20;0,30 e 0,35, o que permitiu que descrevéssemos com grande

precisao o comportamento critico do modelo em particular o comprimento de correlagao.
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ABSTRACT

The importance of topological excitations in physics, mainly in the description of phase
transitions, has a long history beginning with the superconductivity phenomenon in the first
years of the last century. However, the ideas behind this new concept has been more accurately
described by Kosterlitz and Thouless, about 40 years ago. Conductor-superconductor, fluid-
superfluid, rough transitions and many others are characterized as being due the appearance of
topological excitations in the system. Another concept of great importance is that the univer-
sality in phase transitions . Close to a phase transition the correlations of the system become
infinity, so that, the details of the model become irrelevant. In this situation, systems originaly
so different as superconductors and ferromagnets, can be described by the same theory. The
critical expoents, that caracterize the transition, depend only on the system dimension, the
range of the potential and of their symmetries. This work is dedicated to study of the aniso-
tropic Heisenberg model in two dimensions. This model has a non-usual phase transition, with
quasi-long range order, characterized by a change in the behavior of the spin-spin correlation
function C(r). In low temperature, T < Tggr, C(r) decays as a power law with distance, 7.
For temperatures greater than Tgrir the correlation function falls off exponencially. The free
energy has all the continuous derivatives, for this reason the transition is known as “infinity
order transition”. The BKT teory assume that the transition is driven by a vortice-antivortice
unbiding mechanism in the system. In our study we did extensive numerical simulations with
the tecnique known as “ Replica Exchange Wang-Landau”. This method allow us to estimate
the density of states g(E) of the model. With g(E) we can calculated the relevant termodyna-
mic functions of the system (energy, magnetization, suceptibility and correlations for instance).
Using “Finite Size Scaling” tecniques we have determinade the transition temperature Tgxr

and the behavior of the correlation function for a large range of temperatures. The calculations



were done for various dilutions of non-magnetic sites, p, with p = 0,0;0,20;0,30 e 0,35, that
allowed us to describe with great precision the critical behavior of the model in particular the

correlation lentgh.

vi



CONTEUDO

Resumo iii
Abstract v
1 Introducao 1
2 Nocgoes sobre Transicoes de Fase 8
2.1 Simetria, Parametro de Ordem e Transigoes de fases . . . . . . . .. . .. .. .. 8
2.2 Expoentes Criticos . . . . . . . . .. L 12
2.3 Teoria de Escala para Sistemas Finitos . . . . . . . ... ... ... ....... 16
2.4 A Transicao de Fase Topologica de BKT . . . . . ... ... ... ... .. ... 19

3 Meétodos de Simulagao 27
3.1 Sistemas em Equilibrio . . . . . ... oo 27
3.2 O Método Monte Carlo . . . . . . . . . .. 28
3.2.1 Algoritmo de Metrépolis . . . . . . . .. ... 30

3.2.2  Algoritmo de Wang-Landau: técnicas de histogramas . . . . . ... ... 31

3.2.3 Método Replica-Exchange Wang-Landau . . . . . ... ... ... .... 34

4 Resultados 37
4.1 O Modelo de Heisenberg Anisotrépico em duas dimensoes . . . . . . . . .. . .. 37
4.2 Modelo Puro . . . . .. 42

Vil



4.3 Modelo Diluido . . . . . . . . .
4.3.1 Percolacao . . . . . . ..

4.3.2 Estudo do modelo HA para vérios valores de diluicao

5 Conclusoes e Perspectivas

A Artigo publicado

Referéncias Bibliograficas

Viil

63

65

76



CapiTULO 1

Introducao

Alguns dos fendomenos mais interessantes na natureza sao as transicoes de fases. Elas podem
ocorrer nos mais diferentes contextos. Um exemplo tipico é a dgua, que aquecida sob pressao
atmosférica, a 100°C', torna-se vapor. Se resfrida, a 0°C, torna-se sélida. Porém, essa é uma
classificacao bastante grosseira. Em condigoes de temperatura extremamente altas ou baixas,
por exemplo, estados mais exoticos podem aparecer. A altissima temperatura observa-se a
formacao de plasma, que existe em condigoes extremas. A baixa temperatura novas fases e
fenomenos inesperados podem acontecer. Um exemplo é a resistividade e a viscosidade que,
presente em todos os materiais, repentinamente, desaparece. A descoberta da supercondutivi-
dade por Kamerlingh Onmes (Prémio Nobel 1913) e o Hélio II superfluido por Kapitsa (Prémio
Nobel 1978) mostraram a existéncia de fases superfluidas e supercondutoras da matéria em
temperaturas préximas ao zero absoluto. O que hd de comum nessas fases é a formacao do
condensado de Bose-Einstein[1]. O condensado é formado quando, abaixo da temperatura de
condensacao Bose-Einstein, um nimero macroscopico de particulas ocupa o autoestado quan-
tico de energia mais baixa. No caso dos supercondutores, o condensado é formado por pares
de Cooper, como mostrado na teoria da supercondutividade BCS (Prémio Nobel 1972 para
John Bardeen, Leon Cooper e John Schrieffer). Um supercondutor do tipo I, ao ser colocado
na presenca de um campo magnético, e entao resfriado abaixo de sua temperatura critica, T,
expulsa todo o campo magnético de seu interior. Isso é chamado de efeito Meissner[2]. O
campo magnético penetra apenas em uma fina regiao de comprimento A\, &~ 50 — 500nm perto
da superficie. Progressos no desenvolvimento do que se chama de supercondutor do tipo II,

mostram que pares de Cooper tém dimensoes suficientemente pequenas para permitir que o



campo magnético atravesse o material através de um conjunto de canais localizados [3]. Os
tubos de fluxos magnéticos possuem um diametro de & \;, e sao chamados de vdrtices de Abri-
kosov. Aleixei Abrikosov, Vitaly Ginzburg e Anthony Leggett ganharam em 2003 o Prémio
Nobel pelos seus trabalhos em supercondutividade e superfluidez.

A fisica de sistemas com baixas dimensoes, como os filmes finos e fios, é bem peculiar. Em
superficies ou em camadas extremamente finas o material pode ser considerado bidimensional
por ter sua expessura muito menor que sua largura e comprimento. O mesmo ocorre com o0s
fios finos que podem ser considerados unidimensionais. Os filmes de supercondutores ou su-
perfluidos estdo na mesma classe de universalidade que magnetos planares [4], isso quer dizer,
que, na temperatura de transicao de fase, estes sistemas podem ser descritos por uma mesma
teoria. O modelo mais simples que descreve esses sistemas é o modelo XY bidimensional, tam-
bém conhecido como Rotor Planar (RP) [5]. O modelo RP possui uma transigao topoldgica em
Tpxr [6]. Estreitamente relacionado é o modelo de Heisenberg bidimensional anisotrépico (HA)
[7, 8]. Neste trabalho fizemos um estudo sistemadtico desse tltimo modelo, no que tange ao co-
nhecimento de seu comportamento critico. Para caracterizar suas propriedades termodinamicas
usamos simula¢ado numérica, conjugado a uma andalise de tamanho finito (Finite Size Scaling -
F'SS) [10]. Essa teoria destina-se a obter o comportamento de um sistema infinito (limite termo-
dindmico) considerando uma sequéncia de sistemas finitos de volume crescente. Naturalmente,
o limite termodinamico nunca é alcancado, impondo limites as medidas. Os comprimentos
relevantes em um estudo por simulagao computacional, sao as dimensoes lineares do sistema,
L, e o comprimento de corrrelacao, £. O comprimento de correlagao mede como as flutuagoes
de uma quantidade fisica estao correlacionadas no sistema. Proximo a uma transicao de fase,
as flutuacoes das quantidades termodinamicas do sistema sao muito grandes, isso faz com que
o comprimento de correlacao divirja. Em um sistema finito, isto nao pode acontecer, uma vez
que ele nao pode exceder o tamanho do sistema. Assim, proximo a temperatura de transicao,
¢ tem um maximo, mostrando o comportamento coletivo do sistema.

O grau de ordem de um sistema ¢ caracterizado por uma quantidade chamada de parametro

de ordem [10, 11]. O parametro de ordem ¢ definido de modo que possa refletir o grau de



ordem da fase sob consideracao. Por exemplo, a densidade, quando passamos da fase sélida
para liquido; ou a magnetizacao, em uma transicao ferromagnética. A transicao de fase se da
quando, ao controlar algum parametro externo (no caso a temperatura), esta passar por um
valor critico, T,, e o parametro de ordem mudar de valor. Em uma transicao ferromagnética,
por exemplo, a magnetizagao muda de um valor finito para zero, ou seja, o sistema passa de
uma fase ordenada para uma fase desordenada.

Uma definicao mais precisa é obtida ao analisar o comportamento da energia livre no di-
agrama de fases. As transigbes acontecem nas possiveis nao analiticidades dessa funcao, que
sdo pontos, retas, planos, etc. presentes no diagrama de fases[12]. As transigdes de fase podem
ser caracterizadas segundo um critério mais antigo, proposto por Ehrenfest [13], como sendo
de 1°, 2°, etc, ordem. Neste caso, o que determina a ordem da transicao é em qual derivada
da energia livre ocorre uma descontinuidade. Uma classificagdo mais moderna, devida a Fisher
[14], as classifica como descontinuas ou continuas. As descontinuas sao aquelas em que existe
calor latente na transigao.

Nos sistemas uni e bi-dimensionais as flutuagoes térmicas desordenam o sistema, mesmo
a baixa temperatura. O teorema conhecido como Mermin-Wagner [15], mostra que nenhuma
quebra espontanea de simetria é permitida em modelos cujo parametro de ordem é continuo
em dimensao d < 2. No modelo de Ising 2D, onde a simetria é Z,, existe uma transicao
ordem-desordem [16], o que nao é possivel existir no modelo de Heisemberg bidimensional,
(O3). Entretanto, em 1972 J. Michael Kosterlitz e David J. Thouless identificaram um tipo
completamente novo de transicdo de fase, na qual efeitos topoldgicos sdo essenciais [17, 18].
Essa transicao de fase ficou conhecida como transicao KT, ou BKT, juntando a inicial de V.
Bereziskii, que desenvolveu ideias semelhantes [19].

A topologia é um ramo da matematica que estuda as propriedades de um espaco que se
preserva sob deformagoes continuas, como esticar, amassar ou dobrar [21]. Imagine um écu-
los feito de massa de modelar. Podemos deforma-lo até que ele se transforme em um pretzel!
Os dois buracos presentes nos o6culos também estao presentes no pretzel. O nimero de bura-

cos, independente do seu tamanho ou forma, é uma propriedade topolégica que nao varia sob



deformagoes continuas. Isso pode ser ilustrado através da figura 1.1
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Figura 1.1: Topologia. Classificagdo topoldgica de um material através do nimero de buracos. Figura
retirada de [20].

Na topologia quantica, a interpretacao de certos fenomenos de quantizagao sao associados
a numeros quanticos topolégicos [22].

A transicao de fase topologica é caracterizada pela presenca de configuracoes singulares na
rede que, como no exemplo 6culos-pretzel, nao podem ser eliminadas por operagoes simples.
Essa configuracao ¢ ilustrada no lado esquerdo da figura 1.2, que mostra uma configuracao
tipica de vortice em um modelo de spins. Cada vortice é caracterizado por um nimero inteiro
chamado de vorticidade. A vorticidade de uma dada configuragao de spins sera definida adiante.
No lado direito da mesma figura, temos um par vértice-antivértice, de vorticidade +1 e —1,

respectivamente.
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Figura 1.2: No lado esquerdo a configuracdo de um simples vértice e no direito um par vértice-
antivortice. Figura retirada de [21].

De acordo com a teoria KT, em baixas temperaturas, os pares sao formados, definindo no

sistema uma espécie de ordem topoldgica. Ao atingir a temperatura de transicao, Tgxr, 0S pares



se desligam, introduzindo entropia no sistema e dando origem a uma estrutura desordenada.
Essa transicao é hoje aceita como a explicagao correta para o aparecimento da superfluidez e
supercondutividade em filmes finos e superficies. Uma interpretacao similar pode ser usada em
outras transigoes, como as que ocorrem nas jungoes Josephson, [23, 24].

Outro fenomeno que David Thouless explicou teoricamente, usando topologia, foi o efeito
Hall quéantico [27]. O efeito Hall quantico foi descoberto por Klaus von Klitzing, que ganhou
o premio Nobel em 1985. Ele mostrou, experimentalmente, que uma camada bidimensional de
elétrons na interface entre dois semicondutores, submetida a altos campos magnéticos e a baixas
temperaturas, apresenta uma condutividade quantizada, diferente do comportamento linear
esperado. Isso determina uma nova fase da matéria, na qual conceitos topoldgicos sao de grande
importancia. No efeito Hall quantico, os elétrons possuem seu comportamento governado pelas
leis da mecanica quantica, eles se movem em érbitas com energias quantizadas, equivalentes as
do oscilador harmonico, conhecidas como niveis de Landau. Os niveis ocupados sao separados
dos niveis vazios por um gap de energia, assim como em um isolante. Porém, os efeitos de borda
fazem as Orbitas se abrirem, os elétrons sao refletidos e movimentam-se para frente, produzindo
uma corrente caracterizada pela condutividade Hall, isto é, quantizada, e apresenta-se de forma
muito precisa, como multiplos inteiros do quadrado da carga do elétron dividida pela constante
de Planck, [25]. A quantizagdo da condutancia Hall pode ser elegantemente explicada por
argumentos geométricos ligados a invariantes topoldgicos conhecidos como nimero de Chern,
[26]. Estruturas de bandas com gap podem ser agrupadas topologicamente de forma que o
Hamiltoniano de uma pode ser deformado no de outra, da mesma classe, sem fechar o gap de
energia. Essas classes sao distinguidas pelo nimero de Chern. Assim, o Hamiltoniano nao pode
ser transformado em outro de uma classe distinta, a menos que ocorra uma transicao de fase em
que o gap de energia desapareca. A grande importancia desse resultado é abrir a possibilidade
de obter a condutancia Hall mesmo na auséncia de campo magnético, o que foi mais tarde
confirmado por Haldane [27]. Em 1988, foi feita a previsao tedrica que os estados de borda
encontrados no efeito Hall quantico também poderiam ser encontrados nas bordas de isolantes

bidimensionais que apresentassem interacao spin-orbita forte. Essa fase da matéria, descrita



por Haldane, é agora chamada de isolante de Chern, e vinte e cinco anos mais tarde, em 2013,
o efeito Hall quantico de spin foi observado experimentalmente em filmes finos de (B, Sb)yTes
a campo magnético zero [28].

A partir de 1983, Duncan Haldane estudou cadeias de spins (ou de elétrons) se movendo em
fios finos [29, 30]. Haldane revelou a diferenga entre cadeias de spins inteiros e semi-inteiros, a
chamada “conjectura de Haldane”, na qual os spins semi-inteiros nao possuem “gap”no espectro
de exitacao, enquanto que os spins inteiros possuem, ou seja, o primeiro estado excitado é
separado do estado fundamental por uma diferenca de energia. A razao dessa diferenca justifica-
se por meio de conceitos topoligicos. E esse efeito inesperado foi depois confirmado [31].

Os isolantes topolégicos, supercondutores topologicos e metais topolégicos sao agora exem-
plos de areas que, nas ultimas décadas, definiram a linha de frente na pequisas na fisica da
matéria condensada, pois espera-se que esses materiais topoldgicos serao usados para aplica-
¢Oes em eletronica e em informacao quantica. A grande importancia dessa area de pesquisa é
indiscutivel, ja que, o entendimento de alguns mistérios da matéria que antes eram inexplicados
e a perspectiva de desenvolvimento de materiais inovadores deram a David Thouless, Duncan
Haldane e Michael Kosterlitz o prémio Nobel de 2016 pelo conjunto de publicagoes em transi-
cao de fase topoldgica e fases topoldgicas da matéria. Assim, apesar da transicao BKT ter sido
descrita pela primeira vez a 40 anos atras, ela ainda é matéria de discussao e admiracao.

Nesse trabalho, usamos o modelo de Heisenberg anisotrépico (HA) para estudar a transi¢ao

BKT. O hamiltoniano para esse modelo com uma anisotropia planar A é dado por [32]:

H=-JY [5S— AS;S;] (1.1)
<i,j>
Nosso modelo é definido em uma rede quadrada, com condicoes de contorno periédicas, onde
cada sitio da rede recebe um vetor de spin de médulo S; = 1. Em coordenadas esféricas o vetor
de spin é escrito como: 5’1 = sen®,cosP;x + sen@isencsz + cos@,fc. Onde © e ® sao os angulos
esféricos.

Muitos trabalhos tratam a transicaio no modelo HA como estando na mesma classe de

universalidade do modelo XY. Estes modelos possuem o mesmo Hamiltoniano, porém a varidavel



de spin, no modelo XY, possui apenas dois graus de liberdade enquanto que no modelo de HA,
a mesma, possui trés, ou seja, permite flutuacoes fora do plano. Devido a isto, o modelo XY
nao possui dinamica, diferentemente do modelo HA. Este grau de liberdade a mais, no modelo
HA, aumenta a entropia do sistema, porém, a caracteristica de transicao BKT é conservada.
Alguns trabalhos mostraram que a temperatura de transicao estd préxima de 0,700.J,[32, 33,
34, 35, 36, 37].

A transicao BKT é caracterizada por uma mudanca no comportamento da funcao de cor-
relacao spin-spin em uma temperatura finita, Tggxr; para T > Tprr a funcao de correlacao
exibe um decaimento exponencial e para T" < Tggr, possui um decaimento como uma lei de
poténcia, com um ordenamento de quase-longo alcance. Esta transicao de fase nao pode ser
classificada como de primeira ordem e nem continua ou critica, pois nao existe ordem de longo
alcance para nenhuma temperatura finita. Segundo a teoria BKT, acredita-se que a transicao
acontece devido ao mecanismo de desligamento dos pares vortices e anti-vértices na rede como
ja mencionado.

Neste trabalho fizemos simulacoes intensivas, usando o método de Replica Exchange Wang-
Landau, para obter varias quantidades termodinamicas. As simulagoes foram feitas utilizando
redes de varios tamanhos. Estudamos tanto o modelo puro quanto o modelo com inclusao de
sitios nao magnéticos. Os sitios nao magnéticos sao distribuidos aleatoriamente, até o limite
de percolagao, apés o qual a transicao desaparece. O fato de interesse nesse modelo diluido
¢é a presenga de vortices e a contribuicao deles para a transicao. Na presenca de diluicao, os
vortices sao atraidos e ancorados pelos sitios nao magnéticos, isto é, em um modelo magnético
diluido, quando um sitio esta vazio, o vortice pode permanecer preso por um longo periodo de
tempo [38]. Por outro lado, a energia desses vortices diminui na presenga da vacancia. Assim,
com o aumento da diluigao, o nimero de vortices aumenta, e consequentemente a desordem do
sistema. O efeito disso é a diminuicao da temperatura de transicao com o aumento da diluicao,
o que foi confirmado em nossos resultados. Além da temperatura de transicao, foi investigado

também o comportamento de escala dos expoentes criticos na regiao de temperatura 1" < Tgxr.



CAPITULO 2

Nocoes sobre Transicoes de Fase

2.1 Simetria, Parametro de Ordem e Transicoes de fases

As propriedades dinamicas de um sistema de particulas ou de spins sao determinadas por
um hamiltoniano H, que é invariante sob todas as transformagoes de um grupo G, [39]. For-

malmente, se g é um elemento do grupo G a invariancia pela transformacao g é dada por:

g 'Hg=H (2.1)

O hamiltoniano de Heisenberg, por exemplo, é invariante sobre translacoes no tempo, rever-
sao temporal e a rotagao de todos os spins com relacao a um eixo arbitrario. Na fase de altas
temperaturas, as fungoes de correlagao nao nulas e as médias termodinamicas dos operadores
também nao sao afetadas por operacoes em G.

As fases ordenadas podem ser distinguidas das fases desordenadas pelo aparecimento de
médias < ¢, >, dos operadores ¢,, que nao sao invariantes sobre algumas transformagoes do
grupo (G. A modificacao de alguma condicao do sistema como, a pressao, a temperatura, ou a
aplicacao de um campo externo, faz com que médias termodinamicas nao apresentem mais esta
invariancia para um subgrupo de GG. Esses valores esperados que perdem a invariancia na fase
ordenada sao os parametros de ordem. No magneto de Heisenberg, por exemplo, o parametro
de ordem é a magnetizacao, < m >, que é invariante sob rotacoes em torno de um eixo paralelo
a ela mesma, porém nao ¢ invariante sob rotagoes em torno de eixos perpendiculares a ela.
Assim, na fase ordenada, as médias termodinamicas e as fungoes de correlagao sao invariantes

somente para um subgrupo de GG, enquanto que o hamiltoniano é invariante para todo o G. O



ordenamento, portanto, quebra a simetria do hamiltoniano.

A consequéncia da quebra de simetria na fase ordenada é a existéncia de dois ou mais
minimos na funcao da energia livre do sistema, que representam as fases que podem coexistir
no equilibrio. Cada fase é caracterizada por um valor particular do parametro de ordem. As
transformacoes do parametro de ordem pelos elementos de GG, representam as transformagoes
entre diferentes fases equivalentes. O estado fundamental é, portanto, degenerado. No entanto,
o sistema assume apenas um desses estados, quebrando a simetria original. Dizemos entao que
houve, no sistema, uma quebra expontanea de simetria.

O grupo de simetria pode ser classificado quanto ao niimero de elementos. Se o niimero de
elementos do grupo for enumeravel, ele é chamado de grupo discreto. O grupo discreto mais
simples é o Z5, constituido de apenas dois elementos. O hamiltoniano do modelo de Ising é
invariante sobre o grupo Z;. Se o numero de elementos do grupo for incontédvel, tal como o
grupo de rotagoes, a simetria é continua. O grupo continuo mais simples é o O, que representa
o grupo de rotagoes no plano bidimensional. O modelo Heisenberg apresenta invariancia no
grupo O3, que sao as rotagoes no espaco tridimensional.

As transicoes de fase em um sistema modelo podem ser observadas apenas no limite termo-
dinamico. Desse modo, se faz necessario definirmos esse limite. A energia livre de um sistema,

F', é uma variavel extensiva. Se definirmos uma variavel, f, por exemplo, em que:

= (22)

onde N é o numero de particulas do sistema, F' sera extensiva se f nao depender de N, quando
N — o0o. A condigdo N — oo com f constante é chamada de limite termodindmico [12]. Em
sistemas continuos, podemos estabelecer o limite termodinamico através do volume, ou seja,
V' — o0, porém lembrando que o limite deve ser tomado mantendo-se a densidade (de massa
ou de particulas) constante.

Derivadas da quantidade f sao fungdes de trés varidveis: campo magnético (H ), magnetiza-
¢ao (M) e temperatura (T'). Esses parametros termodinamicos, H, M e T', podem ser escritos

em uma relagao funcional chamada de equagao de estado, e possui a seguinte forma [10]:



f'(H,M,T)=0. (2.3)

Os estados de equilibrio do sistema sao determinados pelos valores de H, M, e T que sa-
tisfazem (2.3). A energia livre, f, é uma funcao analitica dos parametros termodinamicos, em
quase todo o espaco. As possiveis nao-analiticidades de f sao superficies no diagrama de fases.
Essas superficies sao as regides onde ocorrem as transicoes de fase.

As quantidades termodinamicas de um sistema sao determinadas, a partir da energia livre,
por diferenciacao. Algumas dessas quantidades sao, por exemplo, a energia total, a magnetiza-
¢ao, o calor especifico e a suceptibilidade magnética. Na transicao de fase existe uma mudanca
brusca ou descontinua, nas propriedades termodinamicas do sistema, e isso ocorre quando ha
uma singularidade em uma dessas derivadas.

As transicoes de fase sao classificadas, por Ehrenfest, pela menor derivada descontinua da
energia livre [13]|. Transigoes de ordem n consistem, nessa classifica¢do, na descontinuidade da
n-ésima derivada da energia livre. Um exemplo de transi¢oes de fase de primeira ordem sao as
transicoes sélido/liquido/gés, porque envolvem descontinuidades na funcdo de densidade, que
¢é o inverso da primeira derivada da energia livre em funcao da pressao. Transicoes de fase
de segunda ordem sao continuas na primeira derivada, mas apresentam descontinuidade numa
segunda derivada da energia livre. Essas incluem a transicao de fase ferromagnética. Nesses
materiais, a suscetibilidade magnética, que é uma quantidade definida pela segunda derivada
da energia livre em funcao do campo magnético, apresenta uma descontinuidade. Ainda seria
possivel, segundo a essa classificacao, transi¢oes de ordens maiores. Entretanto, a classificacao
de Ehrenfest tornou-se inadequada, por nao levar em conta o caso em que uma derivada da
energia livre diverge.

Uma classificagdo mais geral foi proposta por Fisher [14]. Se ha calor latente, a transi¢ao é
descontinua, sendo continua em caso contrario.

A literatura das transicoes de fase possui alguns modelos que procuram representar sistemas
fisicos reais. Esses modelos, sao geralmente, de sistemas nos quais é possivel calcular a funcao

de particao exatamente. A solucao exata desses modelos possui uma importancia enorme
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na mecanica estatistica, pois, a partir deles, é possivel testar métodos aproximados. Merece
destaque o Modelo de Ising bidimensional. Este ¢ um um modelo classico, que serve como
primeira aproximacao para a descricao de varios tipos de fendmenos e tem solucao exata,
obtida inicialmente por Onsager [40].

Nesse modelo, cada variavel de spin pode receber apenas dois valores discretos: +1 ou —1.
A magnetizacao m é, por definicao, o valor médio da soma dos spins do sistema e pode ser
calculada através da derivada da energia livre de Gibbs com relagao ao campo magnético H.
Para H = 0 nao existe um ordenamento preferencial para os spins, assim em, H = 0,7 = 0,
temos um estado completamente ordenado, com todos os spins alinhados na mesma direcao
(41 ou —1). Nesse caso, a magnetizagao espontanea tem médulo maximo e o sistema apresenta
ordem de longo alcance.

A medida em que a temperatura aumenta (H = 0), alguns spins sao “flipados” (de +1
para -1 ou vice-versa), de modo que a magnetizagao diminui até que em 7' = T,, onde T, é a
temperatura critica, a magnetizacao se anula. Esse comportamento esta representado na figura
2.1 (a), que mostra a projecao da superficie HMT, no plano M — T, (ou H = 0). Para T 2 T,
existem pequenas “ilhas”de momentos magnéticos alinhados, essas ilhas ficam menores com
o aumento da temperatura, assim, apesar da magnetizacao ser nula nessa regiao, observa-se
algum grau de ordem no sistema, esse ordenamento é frequentemente chamado de ordem de
curto alcance. A temperaturas muito acima da temperatura critica, os spins estao orientados

aleatoriamente, e o sistema é completamente desordenado.

Te T

@ ®

Figura 2.1: Projegao da superficie HMT no plano M — T em (a) e no plano H — T em (b).
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A magnetizacdo tem uma descontinuidade em H = 0 para T < T, figura 2.1 (b). Ca-
racterizando uma transi¢ao de primeira ordem. Para T > T, esta mesma fungao é continua.
Entretanto, a segunda derivada, que esta relacionada com a suceptibilidade magnética y, é
infinita em T" = T, dessa forma temos uma transicao de fase continua com uma temperatura
critica T, . No modelo de Ising, existe uma linha de transicao de primeira ordem ao longo de
H =0, que comeca na origem e termina em 7" = T, onde existe uma transicao continua.

Uma teoria fenomenoldgica importante que descreve as transicoes de fases é a teoria de
Landau [10, 12, 39, 41]. Essa teoria é baseada em uma expansao em série de poténcias da
energia livre em funcao do parametro de ordem na transicao, onde apenas termos compativeis
com a simetria do sistema sao incluidos. Dessa maneira, uma vez que é conhecida a funcao
da energia livre, pode-se obter as propriedades termodinamicas do sistema. Assume-se que o
parametro de ordem é pequeno perto da transicao, entao, apenas os termos de menor ordem sao
importantes. Para um sistema ferromagnético simples, a campo zero, a expansao, em termos

da magnetizacao, é:

F(T,m) = Fy + ay(T)m? + ay(T)m* + .... (2.4)

Os coeficientes as, a4, etc, dependem da temperatura. Na expansao temos apenas os termos
pares por causa da invariancia na inversao da magnetizacao. Na figura 2.2, a energia livre é
mostrada graficamente em funcao do parametro de ordem m. Para T > T, a energia livre
possui um minimo em m = 0 que corresponde a fase paramagnética. Para T < T, a energia
livre possui dois minimos que correspondem a coexisténcia de dois estados ferromagnéticos. A

figura 2.2 descreve uma situacao mostrada na figura 2.1(b).

2.2 Expoentes Criticos

Denomina-se fenomeno critico o comportamento do sistema nas proximidades de uma tran-
sicao de fase critica. Iremos descrever o comportamento de uma quantidade termodinamica,

f(t), nas proximidades do ponto critico, onde:
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f
T<T, T>T, T=T, T<T,

Figura 2.2: A energia livre em funcdo do parametro de ordem na aproximagao de campo médio [39].

T -1,

t =
T

(2.5)

¢é a temperatura reduzida, uma varidavel adimensional que mede a distancia de uma dada tem-
peratura a temperatura critica. Admite-se que f(t) se comporta como uma lei de poténcia em
(t — 0), [10, 12]. O valor do expoente A associado a quantidade fisica f(t) pode ser obtido a

partir do limite:

A= lim P OL (2.6)
t—0t ln|t|

O comportamento esperado da grandeza f(t) nas proximidades do ponto critico é:

f(t) = Atr(1+ Bt 4 ..), (2.7)

isto é, as quantidades criticas devem ser funcoes homogéneas. O comportamento predominante

na singularidade de f(t) perto do ponto critico, quando ¢t — 07 , é fungdao de A como:

f(t) ~ . (2.8)
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Se aproximarmos do ponto critico com ¢t — 0~ , o expoente A é definido da mesma forma

somente trocando t por —t. Para a maioria dos casos, A = \.

Na tabela 2.1 estao listados os expoentes que caracterizam as quantidades termodinamicas

mais utilizadas.

Grandeza Expoente Critico | Lei de Poténcia Condicoes
Calor Especifico « c~ 1t T>T.,.H=0
Magnetizacao g m ~ (—t)? T<T.,H=0
6 m ~ H'° T=T.
Susceptibilidade 7y X ~t77 T>T.,H=0
Comprimento de Correlacao v E~t™v T>T.,.H=0
Funcao de Correlagao n D(r) ~r= W20\ T =T, H =0

Tabela 2.1: Definicao de alguns expoentes criticos para um sistema magnético de dimensao espacial d
[10].

O expoente critico da funcao de correlagao esta apresentado na tltima linha. Essa funcao
mede a correlagao espacial entre dois spins, S; no sitio r; e S; no sitio r; com uma distancia

r =r; — r; entre eles. A funcao de correlacao ¢ definida como:

F(T) =< 05 Sj >, (29)

onde < ... > denotam médias termodinamicas. Se o sistema possui simetria translacional, a
funcao de correlacao depende somente do médulo da distancia entre os spins, r, e nestes casos,
espera-se que I'(r) se comporte assintoticamente como expresso na férmula de Ornstein-Zernike

[10]:

I(r) = ArPe /¢, (2.10)

com p sendo um numero real, £ o comprimento de correlacao e A uma constante. Em transi-
¢oes continuas, longe da temperatura critica, o comprimento de correlagao € finito e a funcao de
correlagao tem um comportamento predominantemente exponencial. No ponto critico o com-

primento de correlacao se torna infinito, e a funcao de correlagao decai como lei de poténcia.
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Nas transicoes de BKT, como iremos ver mais adiante, o comprimento de correlacao é finito
para qualquer temperatura menor que a critica.

Os sistemas que possuem transicoes de fase criticas, caracterizadas pelos mesmos valores
de expoentes criticos, pertencem a mesma classe de universalidade. Apesar de a temperatura
critica depender sensivelmente dos detalhes do sistema, os expoentes criticos dependem apenas
da dimensao espacial (d), da simetria e da dimensao do parametro de ordem (n), e do alcance das
interagoes do sistema [42]. Dessa forma, sistemas complexos podem ser estudados, na transi¢ao
de fase, considerando-se modelos muito mais simples. A classe de universalidade recebe o
nome do sistema mais simples para o qual um conjunto de expoentes criticos é observado. Os
expoentes criticos podem ser relacionados através de um conjunto de desigualdades que sao
obtidas a partir de argumentos termodinamicos,[10]. Como exemplo, duas sao as desigualdades

de Rushbrooke,

a+20+v>2, (2.11)

e a de Griffiths,

a+B(1+6)>2. (2.12)

Através da hipdtese de escala (Finite Size Scaling - F'SS) podemos estabelecer relagoes entre
os expoentes criticos. A hipotese de escala assume que a energia livre de Gibbs e a funcao
de correlagao sao fungoes homogéneas generalizadas [10], logo podem ser escritas da seguinte

maneira:

G(t,H) = 1"G (1, 1"H), (2.13)

D(r,t, H) =PI, (17 19, 1°H), (2.14)

para qualquer valor de [. A hipétese de escala nao especifica os valores de x e y, porém, todos
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os expoentes criticos podem ser experssos em termos desses dois niimeros, através das relagoes:

d—= x 20 — 1 1 1
g = L0 = ,Y = ,a=2——v=— —d(-24+n)=2(x—d). 2.15
e e (2 = 2e—d). (219

A partir delas pode ser mostrado que:

a+26+y=2, (2.16)
a+B(1+6) =2, (2.17)
dv=2—a, (2.18)

v =(2-n. (2.19)

Existem varias outras igualdades que podem ser obtidas através das relagoes que temos entre
0s expoentes criticos e os parametros de escala x e y. Assim, se dois expoentes criticos sao

especificados, todos os outros podem ser determinados.

2.3 Teoria de Escala para Sistemas Finitos

A funcao da energia livre de um sistema apresenta regioes com singularidades. Essas sao as
regioes de transicoes de fase. Porém, essas singularidades sé estao presentes no limite termodi-
namico. Se o sistema é finito, as singularidades dao lugar a maximos arredondados, que estao
deslocados em relacao ao ponto critico.

O estudo das transicoes de fase, feito através de simulacoes computacionais, é realizado a
partir de resultados obtidos com sistemas de tamanho finito. A teoria de escala de tamanho
finito ou Finite Size Scaling (FSS), destina-se a descrever a rela¢ao entre o comportamento de
um sistema finito e o seu correspondente no limite termodinamico. Logo, para a interpretacao
dos resultados computacionais, o conhecimento dessa teoria ¢ de fundamental importancia [43].

Segundo a teoria de escala proposta por Fisher, na regiao préxima ao ponto critico, o

comprimento caracteristico do sistema é o comprimento de correlagao, logo, é plausivel supor
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que os efeitos de tamanho finito sejam controlados por esse comprimento. Isto é, se o sistema
é finito, e & > L, podemos esperar que as quantidades termodinamicas tenham uma grande
dependéncia em L. Por outro lado, se L for muito maior que £ nenhum efeito significante de
tamanho finito deve ser observado.

Na regiao critica espera-se que o comprimento de correlagdo se comporte como [45]:

&~ It (2.20)

onde t é a temperatura reduzida t = . Assim, [t| ~ £7Y/7. Neste caso, a dimensdo linear,

T-T,
Tec
L, do sistema é o comprimento relevante, de modo que podemos escrever |t| ~ L™/" e ¢ fica

limitado por L.

A partir de [t| ~ L™¥ temos que:

T -1,

[

| | oc L7V, (2.21)

em T =T.(L):
T.(L) — Tu(00) = aL ™", (2.22)

Isto é, a temperatura critica em um sistema de tamanho finito, esta deslocada em relacao a

temperatura critica no limite termodinamico, de uma quantidade proporcional & L~'/". Logo:
T.(L) = Too +al ™" (2.23)

Entretanto, para o caso das transicoes BKT, uma forma especial de analise do FSS, feitas a
partir das equacoes do grupo de renormalizacao, proxima a temperatura critica, a funcao de

escala possui uma dependéncia logaritmica [17, 18]:
T.(L) =Ts +d(InL)™2 (2.24)

Para tratar do F'SS para uma determinada quantidade de interesse, comecamos por escreve-

la em termos de £. Consideremos, por exemplo, a suceptibilidade, que no limite termodinamico
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tem o comportamento x ~ ¢t~7 (2.1). Eliminando ¢ nas equagdes de x e de & temos:

X~ tT O (L€t —0), (2.25)

na vizinhanga da transicao de fase. Para L < &, podemos escrever:

X~ L (L<&t—0). (2.26)

Isto quer dizer que, em um sistema finito de tamanho L, o comprimento de correlagao é truncado
quando o seu valor é proximo do tamanho do sistema, consequentemente a suceptibilidade

também ira sofrer modificagoes. Essas modifica¢oes sao resumidas no seguinte ansatz [45]:

X =& xo(L/€), (2.27)

onde o é uma funcdo adimensional e constante se L >> £, e proporcional a (L/£)"" se L < €.
O comportamento da suceptibilidade ao aproximar de T, é definido por y,. Esta é a funcao que
medimos ao realizar as simulagoes de Monte Carlo. Podemos escrever a equacao 2.27 de uma
forma mais conveniente, em termos de L, definindo a fungao x'(L/€) = (L/&) 7 xo((L/€)Y),

assim, usando a equagao (2.20) , ela se torna:

x = L7\ (LM7). (2.28)

Essa equacao nos diz como a suceptibilidade deve variar com o tamanho L do sistema préximo
a T.. Esse método é extensivo para outras quantidades. Para o modelo de Ising, por exemplo,
podemos encontrar fungoes de escala para o calor especifico e para a magnetizacao através de

argumentos similares. Os resultados sao:

c= L (LY, (2.29)

m = LP/'m/(LY"). (2.30)
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As funcoes x/, ¢ e m' sdo chamadas de funcao de escala. A posicao dos picos do calor
especifico e da suceptibilidade estao deslocados em relacao a temperatura critica no limite
termodinamico, de uma quantidade proporcional & L™'/¥ ou a (InL)~2, devido & 2.23 ¢ 2.24, e
as alturas dos referidos picos variam através de uma lei de poténcia com o tamanho da rede L.

Este comportamento estd resumido na figura 2.3 onde usamos a suceptibilidade como exemplo.

Figura 2.3: Esquema do efeito de tamanho finito na suceptibilidade nas proximidades do ponto critico.

Outra quantidade importante é o cumulante de Binder de quarta ordem, Uy, definida como

[43]:
< M*>

U=1— ——.
4 3 < M? >2

(2.31)

Para L suficientemente grande, U; — 0 para T > T, e Uy — 2/3 para T' < T,. Assim, U, tende
a um ponto fixo U* em T' = T,. Desta forma, em um grafico de Uy em funcao de T para varios
tamanhos de rede, as curvas se interceptam no ponto fixo U*, e a localizacao deste ponto é

outra forma de se obter a temperatura critica.

2.4 A Transicao de Fase Topoldgica de BKT

Modelos magnéticos bidimensionais com variaveis de spin continuas representam uma classe

muito interessnate em fisica, pois podem apresentar uma transicao de fase com um comporta-
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mento bastante peculiar. Nessa se¢@o descrevemos o modelo de Heisenberg anisotrépico (HA),
que sera usado ao longo desse trabalho. O modelo HA com uma anisotropia planar A # 0 é

definido pelo seguinte Hamiltoniano:

H=-7J> [5.5 - AS;s3), (2.32)

<inj>

onde < i,j >, denota que a soma ¢é feita sobre os primeiros vizinhos e a variavel de spin pode
ser parametrizada como: §, = sen@icostbﬁ—l— sen@isenfbi} —1—00391»12:. O vetor de spin, §, possui
modulo unitario, e J > 0 é a constante de acoplamento entre os primeiros vizinhos. Com essa

parametrizac¢do reescrevemos o hamiltoniano (2.27) como:

H=-J Z sen®;sen© cos(®; — ®;) + (1 — A)cosO;cos0);. (2.33)

<iyj>
Se fizermos A = 1 espera-se que o angulo polar ird flutuar em torno de © ~ 7/2 para tem-
peraturas moderadas. Mais adiante discutiremos que, usando esta aproximacao obtemos um
modelo que deve ser da mesma classe de universalidade do “Rotor Rigido”, ou algumas vezes

chamado de modelo XY, definido pelo hamiltoniano:

H=-J Z cos(®; — D;). (2.34)

<iyj>

Ambos os hamiltonianos sao igualmente idénticos [4]. Contudo, possuem a diferenca que,
para este ultimo, os spins possuem dois graus de liberdade, enquanto que no modelo de Heisen-
berg anisotrdpico, os spins possuem trés, isto é, permite flutuagoes fora do plano. Se tomarmos
o limite continuo, e permitirmos o angulo polar flutuar em torno de 6 ~ 7/2 podemos esperar
que ambos os modelos sejam equivalentes. Podemos esperar também que devido a fonte de
entropia adicional introduzida pelo grau de liberdade fora do plano, no modelo de Heisenberg
anisotrépico, a temperatura de transicao Tpxr sera menor que no modelo XY.

Para compreender a fisica por detras da transicao de fase vamos discutir o modelo XY em

algum detalhe. Iniciaremos fazendo uma analise da funcao de correlacao spin-spin. A funcao
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de correlagao, expandida para altas temperaturas, torna-se:

2T 40 T cos(p(r) — - cos(b: — b
< 5p.8, >=< cos(p(r) — ¢(0)) >= fo 2 LLicos((r) — ¢(0)) 1_[<m>(1 + BJcos(¢ ¢]))’

02 Cgfr IT: H<i,j>(1 + BJcos(pi — ¢;5))

(2.35)
onde r = |i — j|. Os spins que tem uma simples interagao contribuem com um termo nulo:
fo% dpicos(¢p1 — ¢a) = 0. Os spins que interagem com dois sitios contribuem com um termo

de cosseno: f027r dpocos(p1 — pa)cos(pa — ¢3)/ fo% dpo = %cos(gbl — ¢3). Logo, o primeiro termo

diferente de zero serd da ordem de (J/kyT)", da seguinte forma:

< 8.8, >~ (J/kyT) = e it T/)), (2.36)

A funcao de correlacao possui uma dependéncia exponencial com a distancia entre os spins para
T suficientemente alto. Para baixas temperaturas, podemos considerar que a diferenca angular
entre os sitios vizinhos é pequena, |¢; — ¢;| < 1, assim o Hamiltoniano da equacao 2.29, pode

ser expandido como [4]:

H~—J Z(1-M). (2.37)

<iyj>

A soma sobre os primeiros vizinhos corresponde ao operador Laplaciano discreto, que pode ser
expresso em termos de derivadas parciais através de ¢; — ¢; = 0,¢, para dois sitios 7 e j que
diferem de um espacamento de rede, a, na direcao z. Isso leva a um hamiltoniano continuo

COImo segue:

H=Ey+ % /d%(%(ﬁ))? (2.38)

O termo constante corresponde a energia do estado fundamental, quando todos os N spins da

rede estao alinhados, esse termo tem o valor de Ey = 2JN. Substituindo o hamiltoniano da
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equacao 2.37 na funcao de correlagao e considerando apenas o termo quadratico temos:

—

< 8y.8, >=< cos(¢(0) — ¢(r)) >= Re < @O=00) 5 (#0002 (2.39)

que envolve somente integrais Gaussianas, que podem ser resolvidas imediatamente, fornecendo:

< 8.8, >~ exp[—(kgT /2 J)inr] ~ |r| 8727 3> 1 (2.40)

A dependéncia em r é como lei de poténcia com o expoente kgT'/27J. Este comportamento nao
ocorre apenas em uma temperatura critica, mas para qualquer valore de temperatura baixa. O
que ocorre é que a periodicidade da variavel ¢ foi desprezada neste cédlculo, e é esta periodicidade
que leva a permitir a formacao de vortices.

A partir desse resultado conclui-se que o modelo planar nunca magnetiza. Isso acontece
porque como r — oo o valor esperado do produto de dois spins aproxima-se do produto do

valor esperado de dois spins:

< 50.5, >~< Sy >< S, > . (2.41)

E a equacao 2.40 se anula quando » — oo, entao:

< Sy >=0. (2.42)

Isso mostra que essa andlise estd de acordo com o teorema de Mermin e Wagner (1966). Nesse
teorema afirma-se que sistemas bidimensionais com spins continuos nao apresentam quebra
espontanea de simetria, ou seja, o sistema nao passa de uma ordem de longo alcance para um
sistema desordenado.

Contudo, observamos que a funcao de correlacao muda o seu comportamento de lei de
poténcia para exponencial. O comportamento como lei de poténcia é um comportamento
caracteristico de uma transicao de fase. Dizemos que, neste caso, o modelo tem uma linha

critica, como representado na figura 2.4.
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Figura 2.4: Desenho esquematico do comportamento da funcao de correlacao em funcao da tempera-
tura.

Korterliz e Thouless mostraram que, para uma determinada temperatura finita, existe uma
transicao de fase nao usual em que configuragoes de vortices exercem uma funcao essencial. A

partir de H = Ej +% J d2r(ﬁ¢(f’))2, estamos interessados em procurar solucoes que satisfazem:

OH 2
55 =0 Vi) = 0. (2.43)

Existem duas solugdes para esta equagao. A primeira consiste no estado fundamental, ¢(7) =
constante. O segundo tipo de solugao consiste de vortices, e é obtida impondo a de condi¢ao

de contorno na integral de ¢(r). Para todo caminho fechado em torno do centro de um vértice:

7{ Vo(7).dl = 2mn, (2.44)

para todos os caminhos fechados que nao envolvem um vértice:

]{ Vo (F).dl = 0. (2.45)

Na primeira solugao a integral fechada deve ser igual a um inteiro multiplicado de 27. O niimero
n é chamado de vorticidade, e indica simplesmente quantas voltas completas sao feitas para
circular um vortice. A partir disso, podemos entender que existem também os anti-vortices,
em que os spins apresentam a rotacao no sentido oposto, neste caso a vorticidade serda um
inteiro negativo. Um vértice (ou um anti-vértice) é uma excitagdo topoldgica na qual os spins
se arranjam como mostrado na figura, 2.5.

Podemos estimar a energia de um vortice da seguinte maneira. Devido a simetria esférica do

vortice segue da equagio 2.44 que [V (7)| = n/r. Substituindo esse resultado no Hamiltoniano
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Figura 2.5: Visualizagao esquematica de um vortice em cima, e um anti-vortice em baixo.

da equacao 2.38 teremos:

L
Eyor — By = % / &r(Z)? = mn2Jin= (2.46)

r a
onde L é o tamanho do sistema e a é o espacamento de rede. Para sistemas grandes, a energia
necessaria para a criacao de um unico vortice ¢ muito grande.

Podemos entender a esséncia desse novo tipo de transicao de fase topoldgica através de um
simples argumento termodinamico. Apesar da energia de um tnico vértice divergir como InL,
0 mesmo nao € verdade para um par vértice-antivortice, desde que eles possuam vorticidade
total igual a zero. A energia necessdria para criar um par é E,, = J27min(R/a) onde R ¢é a
separacao entre os vortices. Um par vortice-antivortice pode ser criado em uma fase de baixas
temperaturas. A perspicacia da teoria de Kosterlitz e Thouless consiste em afirmar, que em
uma certa temperatura Tgxr, 0s pares irao se desligar. Essa transicao, devido ao mecanismo
de desligamento dos pares, leva o sistema a uma fase de alta temperatura com decaimento
exponencial nas correlagoes. Um argumento heuristico pode ser dado da seguinte maneira.

Considere a energia livre do sistema, FF = F — T'S. A entropia pode ser estimada assumindo
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que existem L?/a? possiveis posi¢des para um voértice com drea a?, assim, S = kgin(L?/a?). A
energia livre de um vortice é dada por:

L L?

F=FE-TS=Jnln— —Tkgln— (2.47)

a a
onde ky, é a constante de Boltzmann. A energia livre serd minima, F' = 0, se £ = TS, logo,
Txr = wJ/2kp. Neste caso, a energia serd balanceada pela entropia, entdo podemos esperar a
transicao para uma fase de vortices “livres”. Na realidade o que ocorre é que um par de vértices,
que estao juntos para uma temperatura abaixo de Tgir, desligam em Tggr.

A teoria de Beresinskii-Korterliz-Thouless descreve entao uma transicao de fase, que é ca-
racterizada por uma mudanca no comportamento da funcao de correlacao spin-spin em uma
temperatura finita, Tgxr; para T > Tt a funcao de correlagao exibe um decaimento expo-
nencial C(r) o< /") e para T < Tggr , possui um decaimento como uma lei de poténcia,
C(r) oc ™) com um ordenamento de quase-longo alcance. A magnetizacio, nesse modelo, é
nula para qualquer temperatura diferente de zero, o que era completamente novo e inesperado.

O efeito da ativagao térmica nos pares de vértices é descrito através de uma funcao depen-
dente da temperatura chamada de Mdédulo de Helicidade ou Stiffiness, 7. Esta funcao fornece
uma medida da resisténcia do sistema, a uma torcao das componentes planares dos spins. Para

um giro A, a funcao é definida como:

(2.48)

onde N é o numero de sitios da rede e F(A) — F'(0) é o incremento na energia livre devido a
uma rotacao dos spins. Desta forma, aplicando a regra de L’Hopital duas vezes a definicao de
~ obtemos:

1 ?F(A)

r= 2 s (2.49)

Lembrando que a energia livre é dada por: F' = —kgTInZ, e a fungao de particao é definida

como: Z = > e H/kET O médulo de helicidade pode ser escrito em termos do Hamiltoniano
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Ccomao:

o°H OH Ui

p— —_— _2 — —
NT =< IAZ B[<(8A) > = <X >

, (2.50)

onde 8 = (kgT)™L.

De acordo com o grupo de renormalizagao de Kosterlitz-Thouless [4], o médulo de helicidade
salta de um valor finito, (2/7)kgT., para zero na temperatura critica, no limite termodinamico.
Esse salto é universal para todos os sistemas que possuem uma transicao BKT. Desta forma, a

partir da intersecao de Y(7T') e a reta, T = (2/7)T, pode ser estimado um limite superior para

TBKT~
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CaApPiTULO 3

Métodos de Simulacao

3.1 Sistemas em Equilibrio

Os sistemas em equilibrio termodinamico sao caracterizados por parametros macroscopicos
que nao variam com o tempo. Nesta secao definiremos formalmente o estado de equilibrio de
um sistema. Suponha que o nosso sistema esteja no estado i, depois de um certo intervalo
de tempo, este sistema pode ser encontrado em qualquer outro estado possivel, j. A funcao,
W (i — j), fornece a taxa de transicao do estado i para o estado j. O tratamento estatistico
se inicia, ao definirmos um conjunto de pesos, p;(t), que nos dé a probabilidade de encontrar
0 nosso sistema no estado i no tempo t. A equagao master indica como a probabilidade p;(t)
varia no tempo, [45]:

O S Iy OW G = 1)~ Wi ) (3.)

J

esta equacao indica que, a probabilidade de encontrar o sistema em uma dada confuguracao ¢,
aumenta devido a transicoes de diferentes estados 7 — ¢ e diminui quando as transi¢oes ocorrem
no sentido inverso. As probabilidades devem obedecer a condigao ) D (t) = 1, pois o sistema
deve sempre estar em algum estado.

As propriedades macroscépicas do sistema sao obtidas calculando o seu valor médio, sobre
todos os estados microscopicos acessiveis. Se estamos interessados na quantidade < A >, que

possui o valor A; no estado j, definimos o valor esperado de A no tempo ¢ como:

<A>=) " Ap;(t). (3.2)
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O sistema estara em equilibrio se a taxa de varia¢ao no tempo de p;(t), na equagao (3.1), for nula,

dpi
dt

= 0. A consequéncia é que se p;(t) é constante no tempo, as propriedades termodinamicas
também sao. Usaremos a técnica de Monte Carlo para simular estes estados de equilibrio.
Em um sistema em equilibrio térmico, com um reservatério a temperatura 7' (ensemble
canoénico), a probabilidade P; de encontrar um sistema no estado j é dada por [50]:
e PE;

Py = Zj —%; (3.3)
onde 8 = (kgT)™', kg é a constante de Boltzmann, T é a temperatura e E; é a energia no
estado 7. O termo do denominador é definido como a fungao de particao, Z. A distribuigao
de probabilidades (3.3) é conhecida como distribui¢ao de Boltzmann. Para calcular o valor

esperado de um determinado observavel A, de um sistema em equilibrio, usa-se entao:

Zj Aje=Fi
2 eE

A soma envolve um nimero muito grande de termos, sendo, em geral, impossivel de se obter

<A>= (3.4)

analiticamente. Somente em alguns poucos casos, como, por exemplo, no modelo de Ising em
1D e 2D que solucoes exatas sao possiveis. Nos casos mais gerais aproximacoes analiticas
e/ou métodos numéricos sao necessarios para extrair informagoes relevantes do modelo. Neste

trabalho estamos interessados no uso de métodos numéricos.

3.2 0O Método Monte Carlo

O método de Monte Carlo consiste em aproximar a soma sobre todos os estados acessiveis,
por uma soma sobre um subconjunto destes estados escolhidos aleatoriamente [51]. O valor

esperado de uma quantidade termodinamica A, neste subconjunto é:

M _BE.
_ > o1 Aje ot

Anr
Zj]\/i1 e P

(3.5)
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Quanto maior o nimero de configuragoes M, mais préximo do valor exato, isto é, M — oo,
Ay =< A >. Entretanto, esse processo nos dd uma estimativa muito ruim da quantidade
termodinamica em questao, porque a maioria dos estados sao fisicamente improvaveis e con-
tribuem muito pouco para a média, enquanto que, apenas um ntumero pequeno de estados
dao contribuigoes significativas. Um avanco no método consiste em escolher as configuracoes
mais provaveis - “Importance sampling Monte Carlo”, para obtermos uma boa estimativa de
< A >. Portanto, é necessario distinguir quais sao estes estados, escolhendo-os segundo uma
distribuicao de Boltzmann. O valor esperado é a média aritmética simples do seu valor sobre
todas as configuracoes escolhidas, uma vez que ja consideramos, de forma adequada, a contri-
buicao de cada estado e a sua devida importancia para os estados mais provaveis a uma dada
temperatura.

Para fazer a escolha dos estados do sistema, percorremos as possiveis configuracoes seguindo
uma cadeia de Markov. O processo consiste em fazer um caminho aleatério ao longo das
configuragoes, em que a mudanca de uma configuracao ¢ para uma outra j é governada por
uma probabilidade de transi¢ao W (i — j), que nao varia no tempo e que depende apenas dos
estados i e j, e nao de outros estados pelos quais o sistema tenha passado anteriormente. Assim,
ao invés de fazer a escolha de configuracoes sucessivas independentes, criamos uma cadeia de
Markov de configuragoes com uma probabilidade de transicao tal que, quando M — oo a
funcao de distribuicao de probabilidades p; das configuracoes na cadeia, tende a distribuicao
de probabilidades de Boltzmann, P;. A condicao para chegarmos a distribuicdo de Boltzmann,

quando o sistema alcancar o equilibrio, é imposta pelo balango detalhado [45]:

PW (i = j) = W (j = i). (3.6)

O balanco detalhado nos diz que, na média, o sistema ira efetuar uma transicdo do estado i
para o estado j, com a mesma frequéncia que ird faze-lo do estado j para o estado 7. Assim, a
partir da equagao do balango detalhado, temos que a razao entre as probabilidades de transicao

depende somente da diferenca de energia entre as configuragoes:
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(3.7)

onde AE;; = E; — E;.

Desde que a equagdo (3.7) nado especifica W(j — i) de forma tnica, existe uma certa
liberdade na sua escolha. A maneira de fazer a escolha dos estados do sistema foi feita nesse
trabalho através de dois algoritmos, o algoritmo de Metrépolis e o algoritmo de Wang-Landau.

Nas proximas secoes trataremos detalhadamente dos dois tipos de algoritmos.

3.2.1 Algoritmo de Metrépolis

A escolha da probabilidade de transi¢ao que define o algoritmo de Metrépolis é,[52]:

e PAEG seE; > E;
Wi —g) = (3.8)
1, S@Ej < F;

Esta probabilidade de transicao satisfaz a condi¢ao do balango detalhado. Nessa escolha, para
qualquer i, W(j — i) serd sempre positivo. Entdo a ergodidade é garantida, pois existird
sempre uma probabilidade diferente de zero para alcancar qualquer configuracao possivel. Se
as condicoes de balanco detalhado e de ergodidade sao satisfeitas, entao a distribuicao dos
estados no equilibrio do processo de Markov sera a distribuicao de Boltzmann.

O algoritmo baseado nesta escolha, pode ser descrito da seguinta forma:

1. Escolha uma configuracao inicial, i, e calcule a energia correspondente a esta configuracao,
E;

2. Escolha um sitio da rede (de forma aleatdria ou sequencial) e proponha uma nova diregao
(aleatdria) para o seu spin;

3. Calcule a energia do novo estado, £}, a diferenca AE = E; — E; e faga o teste:
e se AFE <0 aceite a troca de j por i;
e se AE > 0 aceite a troca com probabilidade e #2F

4. Retorne ao passo 2 e repita o procedimento.
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5. Pare quando o critério de equilibrio for atingido.

A configuracgao inicial, 7, em geral, nao estd em equilibrio com o banho térmico. Entao,
¢é proposta uma nova configuracao, por meio da escolha aleatéria de uma nova direcao para
um dos spins da rede. Calcula-se as energias correspondentes as duas configuragoes e é feita a
comparagao entre elas, AE = F; — F;. Se a energia do novo estado for menor, aceita-se a nova
configuracdo, caso contério, a nova configuracao sé é aceita com probabilidade p = e #2F . Isto
¢é feito gerando um numero aleatério r escolhido entre 0 e 1. Se r < p, a alteracao proposta
para o spin é aceita; se r > p a nova configuracao é descartada. O processo é repetido até que o
sistema entre em equilibrio. Quando todos os sitios da rede sao visitados dizemos que foi dado
um passo de Monte Carlo, esta é a medida de tempo de simulagao. Uma vez que o sistema
estd em equilibrio, podemos iniciar o cdlculo das médias. A partir deste momento qualquer

configuragao gerada pelo processo acima serd uma configuracao de equilibrio a temperatura 7.

3.2.2 Algoritmo de Wang-Landau: técnicas de histogramas

O algoritmo de Wang-Landau (WL) foi introduzido no ano de 2001 como uma tecnologia
poderosa e relativamente simples, usada para fazer o célculo estimado da densidade de estados
g(E;) de um sistema fisico,[43, 53, 54]. Uma vez que diferentes microestados podem ter a mesma
energia F;, podemos agrupar todos estes microestados com a mesma energia e escrever a funcao

de particao de uma forma alternativa como na expressao a seguir:

Z = Z e P =" g(B)e (3.9)

sendo ¢(E;) o nimero de microestados do sistema com energia E;. O somatério sobre todos
os microestados j, acessiveis ao sistema, é substituido por um somatdério sobre todos os valores
de energias possiveis. A funcao de particao nao foi alterada quando passamos para este novo
formato. A probabilidade de obtermos um estado de energia F; e temperatura T, é entao dada

por:
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Pp=2"0 (3.10)

Uma vez estimada a densidade de estados, médias dependentes da energia podem ser calculadas
como antes. A vantagem deste método é que, a funcao densidade de estados g(E;), é indepen-
dente da temperatura. Assim, se g(F;) é conhecido, podemos obter a resposta do sistema para
qualquer T'.

A simulagao comega inicializando g(£). O mais simples ¢ escolher g(F;) = 1 para todo E.
Este valor inicial é um “chute” para comegarmos o caminho aleatério no espaco das energias.
Um histograma H (FE;) é usado como controle, a fim de sabermos o nimero de visitas que se
faz a cada valor de energia. Inicialmente H(E;) = 0. Os vetores de spin dos sitios da rede s@o
escolhidos aleatoriamente e, para um determinado estado ¢, a energia F; do sistema é calculada.
Um novo valor para o vetor de spin de um dos sitios da rede é proposto, e a nova energia £
¢é calculada. A probabilidade de transicao do estado ¢ para o estado j é dada, no algoritmo de

WL, através de uma nova fungao de probabilidades dada por:

g(Ei)
, se E;) > g(F;
W(i—j)=4 9 9(E;) > 9(E) (3.11)
1, se g(E;) <g(E)

Para obtermos a fun¢ao de densidade de estados, o algoritmo procede como segue:

1. Inicialmente adote g(E) =1 e H(E) = 0;

2. Escolha uma configuracao inicial, ¢, e calcule a energia correspondente a esta configuracao,
Ei;

3. Escolha um sitio da rede (de forma aleatéria ou sequencial) e proponha uma nova dire¢ao
(aleatdria) para o seu spin;

4. Calcule a energia do novo estado, £}, faga o teste:

o se g(E;) > g(E;) aceite a troca de j por i

9(Ei)

e se g(E;) < g(E;) aceite a troca com probabilidade o(F,

~

5. Atualize os histogramas g(E) e H(E);
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6. Retorne ao passo 3 e repita o procedimento.

7. Ao atingir o critério de flatness faca H(F) = 0 e troque f' — v/f

8. Retorne ao passo 2 até que f' = frina-

O movimento de MC da energia E; para a energia F; deve ser aceito ou rejeitado pela

probabilidade dada pela equagao 3.11. Se g(E;) > ¢(E;) a troca é aceita, caso contrério, a

g(E:)
9(E;5)’

0 <r<1,égerado, e se r < p é feita a troca. Em seguida, os histogramas g(E) e H(FE) sao

nova configuragao so é aceita com probabilidade p =

desta forma, um numero aleatorio,

modificados. As alteragoes nas funcoes g(E;) e H(E;) acontecem toda vez que a energia E; for
contemplada. Se a mudanca de E; para E; nao for aceita as fungoes g(E;) e H(E;) que sao

alteradas. Estas alteracoes acontecem da seguinte maneira:

9(E:) = g(Eq) x f (3.12)
H(E;) = H(E;) +1 (3.13)

O caminho aleatério através do espaco das energias é realizado, para um valor fixo de f, até
alcangarmos a convergéncia de H(F) (critério de flatness) . A convergeéncia é alcangada se, em
um intervalo de energia (Fyin, Emaz), todos os valores de energia ja foram visitados um niimero
aproximadamente igual de vezes, de modo que, a fungao H(F) tenha uma variancia pequena
em torno da sua média. A fim de estimar corretamente o g(E), o fator f, que inicialmente vale
fo = e!, deve ser reduzido até um valor determinado (f ~ 1,0). O fator f é reduzido como

segue:

firi =71 (3.14)

Apés um valor fixo de passos de MC, o histograma H(FE) é monitorado. Para uma variancia
suficientemente pequena, fator f é reduzido e H(FE;) recebe, novamente, o valor zero para todo
E;. O processo é todo refeito para o novo valor de f até que a variancia da fungao H(FE;) se
torne pequena novamente e f ser novamente reduzido.

A densidade de estados g(FE;) varia exponencialmente com FE;, sendo conveniente usar
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In[g(E;)] ao invés de g(FE;). Dessa forma, toda vez que a energia E; for contemplada a funcao
vai ser alterada da forma:

Infg(E;)] = In[g(E;)] + In[f], (3.15)

e o fator f como In[f;y1] = In[f;]/2. Um valor inicial tipico é fo = €' ou In[fy] = 1. Nas nossas
simulacoes este valor foi reduzido até 107 com um cretério de flatness da ordem de 1072 em
torno da sua média. A probabilidade de transicao é agora baseada no inverso da densidade de
estados corrente, 1/¢g(E). O procedimento descrito acima, nao satisfaz a condi¢ao de balanco
detalhado antes do final da simulagao, ja que g(E) esta sujeito a mudangas enquanto o fator f
for grande. Entretanto, como f é reduzido, e a estimativa de g(FE) se aproxima do valor exato,
o sistema passa a representar uma solucao para a condicao de balanco detalhado no final da
simulagao. Uma vez que g(F) foi estimado podemos calcular a média de qualquer quantidade

termodinamica para varios valores de temperatura usando:

> p A(E)g(E)e "
Z

<A>= (3.16)

Utilizamos esse procedimento para calcularmos a média da energia do sistema, a magnetizagao,

a média da densidade de vértices e antivértices, a fungao de correlagao e o médulo de helicidade.

3.2.3 Método Replica-Exchange Wang-Landau

Nas simulacoes de WL realizadas para o nosso modelo, encontramos dificuldades em alcan-
car as regioes de baixas energias. Nessas regioes nao obtivemos bons resultados no calculo das
quantidades termodinamicas de interesse. Dessa maneira, optamos por fazer a paralelizagao na
nossa simulacdo de WL juntamente com a técnica de replica-exchange [55]. No algoritmo de
WL, como vimos, uma densidade de estados, g(E), desconhecida é determinada, dentro de um
intervalo de energia, (Ein, Fmaz), fazendo um simples caminho aleatério no espago de ener-
gias, e escolhendo configuragdes com probabilidade 1/¢g(E). No algoritmo de WL paralelo com
replica-exchange, iniciamos dividindo o intevalo de energia em subintervalos menores, porém,

com grande superposicao entre os vizinhos. Em cada subintervalo de energia, varios caminhos
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de WL sao realizados. A grande vantagem desse método é que troca de configuragoes sao permi-
tidas entre as janelas vizinhas de energia que estao sobrepostas, durante o curso da simulacao.
O intervalo de energia total é subdividido em h janelas, com m caminhos aleatérios em cada
uma. Os intervalos consecutivos devem se sobrepor para que as trocas de configuragoes sejam

permitidas, veja a figura 3.1.

I | !
I T T 1

- o]
P-'mi.:l. -'L-'r.r.-.'-.\

Figura 3.1: O intervalo de energia total dividido em janelas que se sobrepoem em 75%. Vdrios caminhos
de WL sao realizados em cada janela.

A superposicao entre os intervalos vizinhos nao pode ser muito grande e nem pequena
demais, de forma que haja um balanceamento entre a rapida convergéncia para o g(F) e uma
razoavel taxa de aceitacao de troca de configuragoes. Usamos uma superposicao de 75% nas
nossas simulacoes. Dentro de cada janela de energia, sao feitos m caminhos aleatérios de WL
independentes. Depois de um certo nimero de passos de Monte Carlo é proposta a troca de
configuracoes entre dois caminhos aleatérios, 7 e j, de forma que 7, que pertence a uma janela,
ja foi escolhido como o parceiro de j, que pertence a janela vizinha, aleatoriamente. Sejam X
e Y configuracgoes que os caminhos aleatérios ¢ e j tinham antes da troca e E(X) e E(Y) suas
respectivas energias. Motivados pelo balanco detalhado, a probabilidade de aceitacao para a

mudanga entre as configuragoes X e Y entre os caminhos i e j é:

g9i(E(X)) g;(E(Y))
g9:i(E(Y)) g;(E(X))

onde ¢;(E(X)) é a densidade de estados instantanea para o caminho i na energia E(X). Cada

] (3.17)

P,. = minl1,

caminho aleatdrio é constituido do seu préprio g(E) e H(E) que sdo construidos de forma

independente, obedecendo o critério de flatness em cada interagao. Quando todos os caminhos
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aleatorios de uma determinada janela alcancam, de forma independente, o critério de flatness,
é feita a média da estimativa de cada um para o g(F) e esse valor médio é redistribuido para
todos, antes da proxima interacao. A simulagao termina quando todos os intervalos de energia
alcangam o fing. No final da simulagdo temos h x m pedagos de g(E) com superposicao
dos intervalos de energia, que sao usados para calcular um unico g(F) para todo o intervalo.
No processo de construcao do g(FE) final é escolhido um ponto entre quaisquer dois intervalos

vizinhos que se sobrepdem. A escolha desse ponto é feita onde o inverso da temperatura

dlog[g(F)]

microcanonica 3 = —=%

melhor se coincidem. Assim, este ponto fica sendo o limite onde
termina o g(E) de um vizinho e onde comeca o do outro. Apds a constru¢ao do histograma
g(FE), podemos obter qualquer quantidade termodinamica que é fun¢ao somente da energia,
como, por exemplo, o calor especifico. Se desejamos obter uma quantidade termodinamica
independente da energia, como a magnetizacao ou o médulo de helicidade, devemos construir
outros histogramas, durante o curso da simulacao, correspondente a cada quantidade. Se a
quantidade desejada for < A >, por exemplo, devemos criar um A(FE), que corresponde a soma
dos valores da quantidade A para uma dada energia, E. No final do cdlculo, fazemos a média
desses valores para uma dada energia, < A(E) >, isto ¢é feito facilmente dividindo A(E) pelo

numero de vezes que esta energia foi acessada. A quantidade < A > é calculada através da

expressao:

T < A(E) > g(E)e "

A
<A> 7

(3.18)
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CAPiTULO 4

Resultados

4.1 O Modelo de Heisenberg Anisotrépico em duas di-

mensoes

Definimos o modelo de Heisenberg Anisotréopico (HA) em uma rede quadrada de dimensao
linear L, como na figura 4.1. Cada sitio da rede recebe um vetor de spin O(3), de médulo \§l| =
1, e a sua projecao no plano zy estd representada na figura como setas em vermelho. O vetor

pode ser parametrizado pelos angulos esféricos como: S; = sen©;cos®P;i+senO;sen®;j+cosO;k.

Figura 4.1: Representagao de uma rede quadrada em que os spins receberam uma orientacao aleatoria
e o vetor de spin representado através dos angulos esféricos.

O hamiltoniano para esse modelo com uma anisotropia planar A, ao longo de z, é escrito
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da forma:
H=-J Z<Z~’j>[Si.Sj — ASij]

(4.1)
H=-J)_ . sen®;senO;cos(®; — ;) + (1 — A)cosO;cos0);.

Se fizermos A = 1 espera-se que o angulo polar ird flutuar em torno de § ~ 7/2 para tem-
peraturas moderadas. Iremos mostrar analiticamente que, no limite continuo, o hamiltoniano
de (HA) possui apenas dependéncia azimutal, e que a fun¢ao de parti¢ao para este modelo é a
mesma do modelo XY a menos de uma constante. O modelo XY em duas dimensoes, possui a

transigao BK'T, [4],[7],[58], e é definido pelo hamiltoniano:

H=-J) cos(®; — @) (4.2)

<iyj>
No modelo XY, os spins possuem dois graus de liberdade, S, = cos((b)% + sen(gzﬁ)j’, enquanto
que no modelo de Heisenberg anisotrépico, os spins possuem trés, permitindo flutuacgoes fora
do plano. Entretanto, apesar da entropia adicional do modelo HA, a seguir, mostraremos
argumentos de que este modelo deve pertencer a mesma classe de universalidade do modelo
XY.

Na equagao 4.1, a anisotropia, A, obriga o angulo polar flutuar em torno de © ~ 7/2 + 0,
com # < 1. Se considerarmos que os spins variam linearmente entre primeiros vizinhos, de (i, j)
para (i£+1,7j) e (i, j+ 1), uma aproximagao continua pode ser obtida pela expansao dos angulos
esféricos. Consideremos que o sistema ¢ definido em uma rede quadrada com espacamento de
rede a. Substituiremos as variaveis discretas (i, 7) por varidveis continuas (x,y) e ao final dos
calculos tomamos o limite a — 0. Os angulos polares podem ser expandidos, numa série de

Taylor, como:

00 a?9%*0

@z‘il,j = @x:ta,y = @(% ?J) + a% + 7@ + O(ag): (4-3)
00 a?09%*0

Oijt+1 = Opyta = Oz, y) £ aa_y + 20 + O(a®). (4.4)

Expandindo os senos e os cossenos até ordem a® obtemos:
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00 a* 00 a? 9*©

sen(©;11,;) = sen®© £ a——cosO — —(—) sen® £+ ———c0sO + O(a*), (4.5)

ox 2 " 0x 2 Ox?
02 a2 02
sen(©; j+1) = sen© £ ag—(jcos@ - E(%—(Z) sen® + ?g—?cos@ + O(a?), (4.6)
00 a? 00 a® 9%0
c08(0;41j) = cosO F a%sen@ - —(%) cos© F ?a—sen@ + O(a?), (4.7)
2 2 92
c0s(0; j11) = cosO F ag—(jsen@ - 3(66—(2)2003@ F %2762)86716 + O(a®). (4.8)
Fazendo de modo semelhante para @, ;, temos:
a? 0d
COS((I)Z'J' — CDZ':HJ) =1- E( or + O(&S))Q (49)
e
a? 0d
COS((I)Z'J‘ — (Di,jil) 1-— E<a—y + O( )) (410)

onde © e ® sdo notagoes mais curtas para O(z,y) e ®(z,y), respectivamente. Substituindo

estas aproximagoes no Hamiltoniano de Heisenberg e tomando A = 1 e © = /2, obtemos:

it =1 [ dul1 = UG + (Go1He+ Ofa)) (4.11)

Eliminando as constantes que nao sao importantes e desprezando os termos de ordem mais alta,

obtemos:

i =27 [l G+ (57 (1.12)

onde dy = d®,d®,...dP,dO1dO;...dO,,. Este resultado mostra que, com esta aproximacao,
obtemos um Hamiltoniano com dependéncia apenas azimutal, que corresponde a versao continua
do hamiltoniano do modelo XY dado na equacao 4.2. A funcao de particao para os modelos

XY e Heisenberg anisotropico sao iguais a menos de uma constante multiplicativa:
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ZHA — /due_JZ<i"j> COS(%—%‘). (413)

As integrais em O, devido as flutuagoes fora do plano, podem ser feitas imediatamente, de modo
que as médias das quantidades termodinamicas nao dependem de ©. Isto mostra que para uma
grande anisotropia fora do plano e no limite continuo os modelos sao equivalentes. Esperamos
que a temperatura de transicao BK'T seja menor no modelo de H A, devido a entropia adicional.

Nos estamos interessados em estudar o modelo H A puro e diluido, isto é, quando um certo
nimero de sitios é nao magnético. Em nossas simulagoes foram utilizadas redes quadradas,
bidimensionais de tamanhos L = 20, 40, 60, 80, 100 e 200 e condi¢oes de contorno periddicas.
As simulagoes foram feitas usando o algoritmo de Wang-Landau. Para obtermos qualidade
nos resultados para baixas temperaturas, usamos o método Replica Exchange Wang-Landau -
REWL, que foi desenvolvido por Thomas Vogel e colaboradores [55]. O método consiste em
dividir a regiao de energia possivel em janelas menores, que se sobrepoem nas vizinhancas, e fazer
simulagoes em paralelo para cada feixe individual. A vantagem é que trocas de configuracoes
sao permitidas nas intersecoes entre as janelas. A energia, o calor especifico, a magnetizacao
planar, o Cumulante de Binder de quarta ordem, a susceptibilidade magnética, o mdédulo de
helicidade e as correlacoes sao apresentadas como resultado das médias sobre varias simulagoes,
com as respectivas barras de erros.

As quantidades termodinamicas foram calculadas usando as expressoes que seguem:

e Energia:
< H>
E= 4.14
= (1.14)
onde N é o nimero de spins e H é dado pela equagao 4.1.
e Calor especifico:
E?> - < E>?

c=2 = (4.15)

kpNT

onde kg € a constante de Boltzmann, que tomamos como kg = 1, daqui em diante.
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e Magnetizacao:

(4.16)

onde

m = (ZS}) +(ZS§/). (4.17)

e Cumulante de Binder de quarta ordem:

< M* >
Uy=1— ——. 4.18
! 3 < M2 >2 (4.18)
e Susceptibilidade Magnética:
2o _ 2
X=<m> <m > (4.19)

kgNT

Para uma transicao BKT as quantidades definidas acima apresentam um comportamento
parecido com a transigao ordem-disordem para redes de tamanho pequeno [9]. Porém no limite
termodinamico, nao existe magnetizagao espontanea, o calor especifico é nao-critico e as curvas
do Cumulante de Binder coincidem na regiao critica.

Seguindo ainda o panorama das transicoes de fase BK'T, sabemos que o comprimento de
correlagao, &, deve ser finito para T' > Tgir e infinito para T = Tergr. Em T < Tggr,
a correlagado possui um comportamento de lei de poténcia, I'(r) o =7 com n = 1/4 em
T = Tgkr, em que r = |[i — j|. Como o sistema é finito, esperamos um comportamento hibrido
nas duas regioes, nao sendo completamente exponencial nem por lei de poténcia. Em virtude

disso, usamos a expressao de Ornstein-Zernick [10], para ajustar nossos dados:

T(r) = Ar—"e "<, (4.20)

Em nossos graficos as barras de erros sao menores que os pontos quando nao mencionadas

explicitamente.
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4.2 Modelo Puro

Na figura 4.2, é mostrada a energia como fungao da temperatura, para varios tamanhos de

rede. Uma amplificacao da regiao de inflexao também pode ser vista. Podemos observar que

Energia

Temperatura

Figura 4.2: Energia em funcao da temperatura para varios tamanhos de rede.

para L > 20 as curvas possuem comportamento similar, este fato ja antecipa o comportamento
do calor especifico, que é nao critico na transicao BKT, ja que esta quantidade é calculada pelas
flutuagoes da energia. Na figura 4.3, o calor especifico do sistema esta representado como funcao
da temperatura, o qual apresenta um pico em temperaturas acima de Tggr. Estes picos, com
exegao da menor rede (L = 20), se coincidem dentro das barras de erros, ou seja, nao mostra
nenhuma propriedade critica do sistema. Isto reflete uma transicao na classe de universalidade
BKT. Em contraste, por exemplo, com o caso das transicoes de fase de primeira ordem e as
transicoes de fase continuas, em que o calor especifico diverge na temperatura de transicao no

limite termodinamico.

A magnetizacao planar, M, deve ser nula para qualquer temperatura finita numa transicao
BK'T, porém, ¢é possivel verificarmos esse efeito, somente se o sistema for muito grande. Na

figura 4.4 é apresentado o comportamento da magnetizacao planar em funcao da temperatura.
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Figura 4.3: Calor especifico em funcao da temperatura para varios tamanhos de rede.
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Figura 4.4: Magnetizagdo em fun¢do da temperatura para varios tamanhos de rede. O inset mostra
como se comporta a magnetizacdo com o aumento do tamanho da rede.

Observamos que com o aumento do tamanho da rede a magnetizagao decai mais rapida-
mente. No inset é mostrado o comportamento tipico para uma dada temperatura. Aqui,
escolhemos 7" = 0.60, abaixo da temperatura esperada para a transicao BKT. Espera-se que

para L — oo, M — 0. Em redes pequenas, a magnetizagao possui valores nao nulos, este fato
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pode levar a classificacao erronea desta transicao, pois pode ser facilmente confundida com uma
continua ou critica. Em transicoes da classe de universalidade BK'T', a magnetizagao nao ¢ um
parametro de ordem.

O cumulante de Binder possui uma intersecao na temperatura critica em um modelo que
apresenta transicao ordem-desordem. No caso de uma transicao BK'T, toda regiao abaixo da
temperatura Tgir € critica, logo é esperado que todas as curvas, para diferentes valores de L,
irdo coincidir para L suficientemente grande. Assim, a intersecao entre diferentes curvas, nos
da um falso ponto critico, e como consequéncia uma falsa temperatura critica, apesar de ser
proxima da Tggrr. Na figura 4.5, mostramos esse comportamento. Um zoom na regiao onde
existe o colapso das curvas também é mostrado. A intersecao ocorre apenas com a rede menor,

todas as outras se interseptam dentro das barras de erros, como esperado.

0,7 T I

o
[
l

Binder Cumulant
o
o
|

100
200

o
~
I
I

I |
0’30 0,5

Temperature

Figura 4.5: Cumulante de Binder em func¢éo da temperatura. Exceto para L = 20, todos os pontos
coincidem dentro das barras de erros.

O calor especifico, a magnetizacao e o cumulante de Binder nao sao quantidades confiaveis
para determinar o valor de Tgir, segundo Minnhagen uma das quantidades a ser analisada
para tal, é o médulo de helicidade. Esta quantidade fornece a resposta do sistema a uma torcao

dos spins na fronteira da rede. Como ja dito anteriormente, para um sistema infinito, esta
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grandeza apresenta um salto de um valor finito, (2/7)T gk, para zero na temperatura critica
[4]. Assim, pode ser estimado, a partir da intersegdo de Y(7') e a linha, T = (2/7)T, um limite
superior para T, como apresentado na figura 4.6.A intersecao de T com a reta (2/7)7T para
o maior tamanho de rede ocorre em 7' = 0,702(1), logo essa é uma estimativa superior que

temos para Tggr.

o
o2}

o
~

Moédulo de Helicidade
o
N

i n— -
oal 1L TE=
0 ’ off 0,76
0,6 0,8 1
Temperatura

Figura 4.6: Médulo de Helicidade em fungao da temperatura para varios tamanhos de rede.

No limite termodinamico, a suceptibilidade ¢ infinita em Tgxr. Na equacao 4.19 o termo
<m >2— 0, quando L — oo, desaparecendo assim o pico que é caracteristico apenas em tran-
sicoes de primeira ordem e continuas. Para sistemas finitos, ela se comporta como x o< L>7",
em que 71 é o expoente do comprimento de correlagao que vale 1/4 na temperatura BKT. Na
figura 4.7, temos xYL*™" como funcio da temperatura para varios tamanhos de rede. As curvas

. X . ~
de interceptam em 7%, como esperado para uma transicao BKT'

A temperatura critica foi estimada fazendo a andlise do Finite Size Scaling - FSS para o
calor especifico, o cumulante de Binder, o médulo de Helicidade e a suceptibilidade. De fato,
como mostrado no capitulo 2, esperamos que os valores de temperatura onde ocorrem os picos

do calor especifico e as intersecoes das curvas do cumulante de Binder, do mdédulo de Helicidade
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Figura 4.7: Susceptibilidade vezes L~7/4 em funcio da temperatura.

e da susceptibilidade se comportem como T,(L) = T, + a/(InL)™2. A temperatura, T'(L), foi
plotada como fungao de (InL)~2 (figura 4.8). As linhas foram obtidas através de uma regressao
linear para cada conjunto de dados. A intersecao em L = 0 nos da a respectiva estimativa de

cada funcao no limite termodinamico.

T T
08— _
0,78 |— —
o y T=0.6994
o U4 0.6904 —
Y  0.6948
0.76 x C 07339 ]
T -
0,74 —
0,72 —
0,7 —
l | l
0 0,05 0,1

(In L)_2

Figura 4.8: Temperatura critica, T'(L), como funcio da funcio de escala In(L)~2 para vérias quanti-
dades. A intersecao em L = 0 nos d4 a respectiva estimativa de cada funcao no limite termodinamico.
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Na figura 4.9, mostramos o comportamento do inverso do comprimento de correlacao &1
em funcao da temperatura para varios valores de L. Esta quantidade esta presente na equacao

4.20. Observa-se que €71 vai para zero de forma mais consistente com o aumento da rede para

T <Tpkr.
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-0,05+ -
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Figura 4.9: O inverso do comprimento de correlacdo em funcao da temperatura para varios tamanhos
de rede.
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Figura 4.10: A esquerda, o expoente do comprimento de correlacao, 7, e a direita o logaritmo de 7,
em funcao da temperatura para varios tamanhos de rede.
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Na figura 4.10, esta representado o expoente 1 como funcao da temperatura. Os valores de n
sao coincidentes, dentro das barras de erros, para todos os tamanhos de redes. A temperatura
BKT é estimada pela média dos valores de Th,+(L) em n = 1/4, assim obtemos Thpr =
0,6999(10) . Os resultados sao consistentes com um comportamento exponencial, 7 o exp¢T,

com ( = 3,5, nessa regiao de temperatura.

4.3 Modelo Diluido

Nesta se¢ao, apresentaremos os resultados obtidos ao incluir aleatériamente sitios nao mag-
néticos na rede. O nosso interesse é saber o efeito que a diluicao provoca na transicao. Ja
¢ conhecido que os vértices ndo se movimentam através da rede por longas distancias [57].
Sabe-se também que os vértices sao atraidos e ancorados pelos sitios ndo magnéticos [38]. Isso
significa que uma eventual dinamica do sistema sera severamente suprimida pela presenca das
vacancias. Além disso, a energia dos voértices diminui na presenca dos sitios nao magnéticos,
logo, o aumento da diluicao, faz aumentar o nimero de vortices e, portanto, a desordem do
sistema. O efeito esperado é a diminui¢ao da temperatura de transicao. Desta forma, se faz
necessario verificar, se com a presenca de vacancias, a transicao ainda se mantém na mesma
classe de universalidade BKT. Verificamos o comportamento da temperatura de transicao e dos
expoentes criticos com o aumento da diluigao.

Nas nossas simulacoes, os sitios nao magnéticos foram aleatériamente distribuidos na rede,
para uma dada concentragao p. Calculamos a média da energia, do calor especifico, da magne-
tizacao, da suceptibilidade, do cumulante de Binder, do médulo de Helicidade e da funcao de
correlagao spin-spin para as concentragoes p = 0, 20; 0, 30; 0, 35. As simulagoes tornam-se mais
dificeis para altas diluigoes.

O hamiltoniano do modelo H A esta representado na equacao (4.1). Nesta expressao, os
sitios estao 100% preenchidos com spins magnéticos. Para representarmos um hamiltoniano no
qual a variavel de spin pode ou nao ser preenchida com um spin magnético, o reescrevemos da

maneira como segue:
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H=—J [¢;(5:.5; — AS;S7)] (4.21)
<ij>
onde ¢ assume o valor 0 se o sitio é nao magnético ou 1 para um sitio magnético. Na rede

quadrada, os sitios nao magnéticos sao distribuidos aleatoriamente conforme uma determinada

concentragao, que denominamos como p.

4.3.1 Percolacao

Para compreender o modelo diluido fazemos uma pequena digressao em percolagao. Ini-
ciamos com a definicao de cluster. Definimos um cluster como um grupo de sitios da rede
conectados a um primeiro vizinho, um sitio isolado forma um cluster unitario. Os sitios vizi-
nhos sao agrupados em “clusters”. Quando um cluster se estende de um lado a outro da rede,
dizemos que esse cluster percola [59]. Se, no sistema, nao existir nenhum cluster que percola,
nao ird haver transicoes de fase, pois todos os clusters terao tamanho finito. Inicialmente,
fizemos um estudo para determinar em qual concentragao p ira existir pelo menos um clus-
ter que percola. A essa concentracao é denominada de limiar de percolacdo, p.. O resultado
para a rede quadrada, com diliugao por sitios ja é conhecido a bastante tempo [60]. Os sitios
magnéticos foram escolhidos aleatériamente e foi feita a contagem do nimero de clusters que
percolam para cada concentracao p. Nés usamos 4 x 102 configuracoes, para redes de tamanho
L = 40, 50, 60, 80, 100. O resultado estd representado na figura 4.11.

O gréfico da figura 4.11 é importante pois define o limiar de percolacao. Verifica-se que para
uma densidade de sitios magnéticos maior que 0, 59 pelo menos um cluster percola. Consequen-
temente o estudo de transicoes de fase no modelo HA deve ser feito para redes que apresentam
concentragoes de sitios magnéticos maiores que o limiar de percolacao. Analisamos o tamanho
médio dos clusters e o nimero médio de clusters em funcao da densidade de sitios magnéticos,
figura 4.12 . Em ambos os casos, os sitios magnéticos foram escolhidos aleatoriamente para
uma dada concentracao, em seguida é feita a contagem do ntmero de clusters e quantos sitios
existem em cada um.

Na medida em que a densidade dos sitios magnéticos aumenta, os clusters isolados se unem
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Figura 4.11: Numero de clusters que percolam em funcao da densidade de sitios magnéticos.
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Figura 4.12: A esquerda, o tamanho médio dos clusters em funcao da densidade de sitios magnéticos;
e a direita o nimero médio de clusters que percolam em funcao da densidade de sitios magnéticos.

e ficam maiores, logo o nimero de clusters diminui e o seu tamanho médio aumenta.

4.3.2 Estudo do modelo HA para varios valores de diluicao

Nesta secao, fizemos uma andlise semelhante a feita na secdao anterior para o modelo HA
com p = 0,0; porém agora, para trés concentracoes de sitios nao magnéticos: p = 0,20,0,30 e

0,35. Na medida em que a diluicao aumenta, as simulagoes se tornam mais dificeis. Para uma
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dada configuragao de sitios, calculamos a média < A >;, onde <> é a média termodinamica
sobre aquela distribuigao. O aumento da diluigao faz com que tenhamos um nimero maior
de distribuicoes possiveis, desse modo temos que fazer varias médias sobre as distribuicoes de

modo que a média final é:

1 1 > AjePE
<A>= N Z < A>;i= o ;{T} (4.22)

onde N, é o numero de distribuicoes para uma dada concentragao p. Este tipo de média é
chamada de “annealed”[59].

A seguir, apresentamos os resultados para a média de cada quantidade, com as respectivas
barras de erros.

Na figura 4.13, apresentamos a energia em fungao da temperatura, para os trés valores de
dilui¢ao. O cdlculo da energia foi feito através da equacao (4.14). Através do inset no grafico
da energia, observamos que as curvas se coincidem dentro das barras de erros, exceto para rede
L = 20, o que antecipa o comportamento nao critico do calor especifico, que é mostrado na
figura 4.14. Os picos de C' também sao coincidentes dentro das barras de erros, exceto para a
rede L = 20. Com esses resultados observamos o comportamento nao critico do calor especifico,
assim como no caso nao diluido. Indicando que nao existe transicao ordem-desordem para esse
modelo.

A seguir, figura 4.15, apresentamos os resultados para a magnetizacao, que calculamos
através da equagao (4.16). Observamos que a magnetizagao por spin decresce rapidamente com
o aumento do tamanho da rede, comportamento evidenciado também no inset. Portanto a
tendéncia para esse sistema é que m — 0, se L — oo, como no modelo puro. Isto demonstra a
nossa previsao de que, no modelo diluido, a transicao ¢ da classe de universalidade BK'T', pois
nao existe parametro de ordem. Alguma magnetizacao é observada devido as redes serem de
tamanho finito.

O valor de temperatura em que as curvas se interceptam, no grafico da suceptibilidade vezes
L~7/* é Tgrr. Essa é a primeira estimativa que fizemos para a temperatura de transicdo de

fase para as trés diluigoes. O resultado esta representado na figura 4.16. Verificamos que o valor
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Figura 4.15: A magnetizagdo em fungao da temperatura para os trés valores de diluicéo.

de temperatura, onde as curvas se cruzam, diminui com o aumento da diluicao, indicando que
a presenca de impurezas aumenta a desordem do sistema e diminui a temperatura de transicao,
este é um comportamento que esperavamos.

O Cumulante de Binder, calculado através da equagao (4.18), estd representado na figura
4.17, em funcao da temperatura. Esta quantidade é independente do tamanho do sistema na

temperatura critica, porém, a transicao de fase BKT', é caracterizada por uma linha critica em
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Figura 4.16: A suceptibilidade em funcao da temperatura para os trés valores de diluigao.

T < Tggr. Podemos ver esse comportamento no grafico, para baixas temperaturas as curvas
se coincidem, dentro das barras de erros, exceto para L = 20. Assim, podemos prever, que o
valor de T para o qual as curvas se interceptam nao nos dara uma estimativa confiavel para
TKT-

A temperatura de transicao Tgir foi estimada através do mdédulo de helicidade. Apresen-
tamos o resultado do calculo dessa quantidade para a rede diluida na figura 4.18. Os pontos de

intercegao com a reta T = (2/7)T nos da o valor de T (L). Esta quantidade é muito sensivel
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Figura 4.17: O Cumulante de Binder em funcao da temperatura para os trés valores de diluicao.

a diluicao. Podemos observar que as barras de erro aumentam se p aumenta, a solucao é obter
o valor do médulo de helicidade sobre um niimero maior de distribui¢oes para melhorarmos as
médias. Para estimarmos o valor de T (00), através dessa quantidade, fizemos a andlise do
FSS, que esta apresentado na figura 4.19.

A analise do FSS foi feita também para os picos do calor especifico, para as intersegoes das

curvas do cumulante de Binder e para as intersecoes das curvas da suceptibilidade magnética
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Figura 4.18: O Médulo de Helicidade em funcao da temperatura para os trés valores de diluigao.

multiplicada por L~7/4, nas diluicdes p = 0,20 e p = 0, 30, todos os resultados estdo apresenta-
dos na figura 4.19, juntamente com as estimativas da temperatura de transicao de fase de cada
quantidade. Para p = 0,35, fizemos a analise do F'SS apenas para o médulo de helicidade e a
suceptibilidade magnética.

Calculamos a funcao de correlagao spin-spin para o modelo diluido. Como o sistema é

finito, esperamos que esta funcao terd um comportamento hibrido, isto é, lei de poténcia e
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Figura 4.19: Temperatura critica, T(L), como funcio da funcio de escala In(L)~2 para varias quanti-
dades. A intersecao em L = 0 nos d4a a respectiva estimativa de cada fun¢ao no limite termodinamico.

exponencial. Assim fizemos o ajuste dos parametros A, n e £ da equacao 4.20, que traduz esse
tipo de comportamento. Na figura 4.20, esta representado como o inverso do comprimento de

correlacao, £, varia com a temperatura. Podemos conferir que abaixo da temperatura critica

Na figura 4.21 esta representado o expoente 1 como fungao da temperatura. Os valores de
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Figura 4.20: O inverso do comprimento de correlagdo em fungao da temperatura para os trés valores
de diluigao.

7 sdo coincidentes, dentro das barras de erros, para as redes maiores. A temperatura BKT é
estimada pela média dos valores de Tpxr(L) em n = 1/4, assim obtemos Tp . = 0,3732(20),

para p = 0,20; Thr = 0,2002(20) para p = 0.30 e Tpr = 0,110(5) para p = 0, 35.
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Figura 4.21: A quantidade n em funcdo da temperatura para os trés valores de diluicao.

Na figura 4.22 mostramos os resultados de Inn em funcao da temperatura. Os resultados
sdo consistentes com um comportamento exponencial, n ~ €7, com ¢ = 5,08 para p = 0, 20;
¢ =6,01 para p=10.30 e ( = 6,84 para p = 0, 35, nessa regiao de temperatura.

Finalmente, plotamos o valor estimado para 7 no limite termodinamico em funcao da con-
centracao de sitios magnéticos, o resultado esta apresentado a esquerda na figura 4.23. E a
direita temos a temperatura de transicao de fase, Tgrrr, em funcao da concentracao de sitios

magnéticos.
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Figura 4.22: O logaritmo de 7, Inn, em fungao da temperatura para os trés valores de diluicao.

O modelo diluido apresenta uma transicao de fase que estd na classe de universalidade
BKT, a inclusao de sitios nao magnéticos no modelo nao alterou o carater da transicao. A
temperatura de transicao foi estimada através da suceptibilidade magnética, do mddulo de
helicidade e da funcao de correlacao, observamos que ela diminui com o aumento da diluicao.
Apesar de ja termos um volume bastante razoavel de dados para as simulagdes para varias
diluicoes, consideramos que os resultados para diluigoes mais altas nao sao satisfatorios, isto
é, as barras de erros ainda estao muito grandes. Estamos realizando mais simulacoes, com o

objetivo de obter as quantidades termodinamicas para um nimero maior de configuragoes e,
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entao, melhorarmos as médias. Esperamos que estes resultados estejam prontos em breve.
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CAPITULO 5

Conclusoes e Perspectivas

A transicao de fase de Bereziskii-Kosterlitz-Thouless (BKT), também conhecida como uma
transicao de fase topoldgica, apresenta caracteristicas que diferem das transi¢oes de fase conti-
nuas ou criticas. Esta transicao nao possui parametro de ordem, isto é, o sistema nao possui
ordem de longo alcance. Apesar disso, a funcao de correlagao muda o seu comportamento em
uma temperatura finita Tgxr. Para T > Tgxr a funcao de correlagao apresenta um comporta-
mento exponencial em funcao da distancia entre os spins, C' ~ e, e para T < Tgxr a funcao
de correlagao possui comportamento de lei de poténcia, C' ~ r~" que é um comportamento
caracteristico de transicao de fase. Dizemos que, neste caso, o modelo apresenta uma linha
critica, para temperaturas abaixo da Tggr.

Neste trabalho, estudamos o modelo de Heisenberg anisotrépico (HA) em duas dimensdes
por apresentar esta transicao nao usual. Neste modelo sao permitidas a formagcao de vértices,
cada vortice é caracterizado por um nimero inteiro chamado de vorticidade. A vorticidade
de uma dada configuracao é uma propriedade topoldgica que nao varia sob deformagoes conti-
nuas. Segundo a teoria de Kosterlitz e Thouless a transicao acontece devido ao mecanismo de
desligamento dos pares de vértices-antivortices.

Foram feitas simulagoes intensas, utilizando o método de Monte Carlo com a técnica de
“Wang-Landau Replica Exchange” (REWL), que nos permitiu obter bons resultados para baixas
temperaturas. Através desta técnica, calculamos a densidade de estados do modelo g(E). De
posse de g(FE) calculamos as fungbes termodinamicas relevantes do sistema, como: a energia,
a magnetizacao, as susceptibilidades e as correlagoes. Usando técnicas de “Finite Size Scaling”

determinamos a temperatura de transicao Tgxr € 0 comportamento da funcao de correlagao em
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um grande intervalo de temperatura. Estudamos tanto o modelo puro quanto o modelo com a
inclusao de sitios nao magnéticos. Para o modelo puro, obtivemos a temperatura de transicao
BKT igual a Tgrr = 0.6980(10), através da suceptibilidade magnética, da fungao de correlagao
e do modulo de helicidade. Mostramos que o cumulante de Binder de quarta ordem, Uy, nao é
uma quantidade confiavel para localizarmos esta transicao e que o calor especifico nao é uma
grandeza que apresenta um comportamento critico, assim como nas transi¢oes continuas. Para
baixas temperaturas, a fungao de corelagdo comporta-se como uma lei de poténcia, C(r)
r~1T) e o expoente 7, varia exponencialmente com a temperatura, sendo finito em 7" = 0.

Estudamos também o modelo annealead diluido por sitios. Os cédlculos foram feitos para
varias diluigoes de sitios nao magnéticos, p, com p = 0,0;0,20;0,30 e 0,35. Como esperado,
observamos que a temperatura de transicao diminui a medida que aumentamos a concentracao
de sitios nao magnéticos. No modelo diluido, o nimero de configuragdes possiveis aumenta
quando a concentragao de sitios magnéticos diminui, logo para extrair as informacoes relevantes
do modelo, para altas diluigoes, é necessario um niimero muito grande de simulagoes.

Apesar de ja termos um volume razoavel de dados para as varias dilui¢oes, pretendemos
obter resultados bem melhores aumentando o nimero de configuragdes. O aumento da diliugao
faz com que as simulagoes se tornem mais dificeis. Deste modo, para diminuirmos as barras de
erros, € necessario que as quantidades termodinamicas sejam calculadas para um nimero maior
de configuragoes, para que os resultados fiquem mais consistentes.

Finalmente, ressaltamos que, como resultado deste trabalho, publicamos um artigo (Phy-
sica A, 488, 2017, apresentado no apéndice) e pretentendemos preparar um outro assim que

melhorarmos os resultados para as altas diluigoes.
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HIGHLIGHTS

We show that the anisotropic Heisenberg model is in the BKT class of universality.
From our simulation we obtain the BKT transition temperature as Tggr = 0.6980(10).

The specific heat is shown to have a non-critical behavior.
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e We discuss the misuse of the fourth order Binder’s cumulant to locate the Tgyr.
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The correlation function, in T < Tgr, have an exponent with a exponential behavior.
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Although the topological Berezinskii-Kosterlitz-Thouless transition was for the first time
described by 40 years ago, it is still a matter of discussion. It has been used to explain
several experiments in the most diverse physical systems. In contrast with the ordinary
continuous phase transitions the BKT-transition does not break any symmetry. However,
in some contexts it can easily be confused with other continuous transitions, in general
due to an insufficient data analysis. The two-dimensional XY (or sometimes called planar
rotator) spin model is the fruit fly model describing the BKT transition. As demonstrated
by Bramwell and Holdsworth (1993) the finite-size effects are more important in two-
dimensions than in others due to the logarithmic system size dependence of the properties
of the system. Closely related is the anisotropic two dimensional Heisenberg model (AH).
Although they have the same Hamiltonian the spin variable in the former has only two
degrees of freedom while the AH has three. Many works treat the AH model as undergoing
a transition in the same universality class as the XY model. However, its characterization
as being in the BKT class of universality deserve some investigation. This paper has two
goals. First, we describe an analytical evidence showing that the AH model is in the BKT
class of universality. Second, we make an extensive simulation, using the numerical Replica
Exchange Wang-Landau method that corroborate our analytical calculations. From our
simulation we obtain the BKT transition temperature as Tggr = 0.6980(10) by monitoring
the susceptibility, the two point correlation function and the helicity modulus. We discuss
the misuse of the fourth order Binder’s cumulant to locate the transition temperature. The
specific heat is shown to have a non-critical behavior as expected in the BKT transition.
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An analysis of the two point correlation function at low temperature, ¢(r) oc r~"7), shows
that the exponent, 7, is consistent with an exponential law 1 = n¢e¢T, with 5y = 0.025(5)
and ¢ = 3.25(10) in close agreement with the results of Cardy (1981) for the p-state clock

model.
© 2017 Elsevier B.V. All rights reserved.
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1. Introduction

Many papers were dedicated to the study of the Berezinskii-Kosterlitz-Thouless (BKT) transition in spin systems in the
last four decades [1-11]. In particular the classical two dimensional XY model, which is a fruit fly system undergoing a BKT
transition. The XY model is defined by the Hamiltonian

HXY:—jzgi'gj:_]ZCOS(¢i_¢j)’ W

(i.j) (i.j)

where §,~ stands for a O(2) spin at the site i and the sum runs over nearest-neighbor spin sites. The XY model is interesting in
its own right, as well as being a model prototype for Josephson arrays, liquid helium superfluidity films, rough transition
and many others [1]. It has a transition at a temperature Tggr [9]. The nature of this transition is completely different
from the common discontinuous (First order) or continuous (Second order) phase transitions. Long range order does not
exist [12]. Nevertheless, there is still a phase transition in the model characterized by a change in the two point correlation
function, C(r), behavior: At low temperature, T < Tgr, it has a power law decay, ¢(r) o r~T), while an exponential decay,
c(r) oc e7/5() takes over for T > Ty [13,14]. A model displaying a BKT transition has an entire line of critical points in the
low temperature region. Besides, the correlation length is expected to diverge exponentially as long as Tggr is approached
from above, i.e. £ oc e?T~Te)™ T — T The renormalization group theory predicts, v = 1/2 and n = 1/4 at Tgr. The
correlation exponent is expected to be a function of temperature. The corresponding free energy is a C* function, but not
analyticalinside the T < Tkt region. Its phenomenology relies on the belief that it is driven by a vortex-antivortex unbinding
mechanism [13,14]. In many situations one wants to study the dynamics of the system [15-19]. However, a model with only
two spin components, S; = cos(¢)X + sin(¢)y, has no intrinsic dynamics. A remedy is to introduce an O(3) spin, so that
S; = sin ®; cos @;X + sin ©; sin ®;y + cos ©;Z, and an out-of-plane anisotropy, A, constraining the system to the XY plane.
Here, @ and ® are the spherical angles. Using this parametrization we get the Hamiltonian

H=—1> [55 - asis]
(i.4)

=-J Z [sin O; sin ®; cos(P; — D))
(i.j)
+ (1 — A)cos ©; cos 6] . 2)

If we set A = 1 we may expect that the polar angle will just fluctuate around ® = 7 /2 for moderate temperature. With
this approximation we obtain a model with only a dependence in the azimuthal angle

Haw = —J ) _ cos(®; — &;). (3)

(i.j)
Although both Hamiltonians, Egs. (1) and (3) are written in the same way, the spins in Hxy have two degrees of freedom while
in Hay have three, i.e., allowing out-of-plane fluctuations. We may expect the fluctuations are small enough to conserve the
BKT character of the transition with the only effect the lowering of the transition temperature, T;‘KHT < Té(,é. Several numerical

results [8,15-18,20] show evidences of this behavior, obtaining a BKT temperature close to 0.700]/, the transition for the XY
model is at ThY, = 0.892(2)[21,22].
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The goals of this paper are as follows. Firstly we will show analytically that, at least in the continuum limit and moderate
temperature, the BKT transition survives in the anisotropic Heisenberg (AH) model. Secondly, we use an extensive numerical
Replica Exchange Wang-Landau simulation to obtain several thermodynamical quantities. A comparison with the behavior
of the XY model strongly suggest they are in the same class of universality. We discuss the misuse of the fourth order
Binder’s cumulant to determine Tgir and at last we obtain the exponent for the correlation function, n(T), for a wide range
of temperature. Our results are consistent with an exponential behavior n ~ €¢T. In all our calculation we measure energy
in units of | and temperature in units of J /kg. Error bars, when not explicitly mentioned, are smaller than the symbols used.

2. The continuous limit

An out-of-plane anisotropy, A, in the z direction obliges the polar angle, ®, to fluctuate around /2 so that, ® ~ 7 /240
with & <« 1 should be a good approximation in this regime. If we consider that & smoothly varies between neighbor
sites (i,j) to (i &+ 1,j) and (i,j £ 1), a continuum approximation is obtained by expanding the spherical angles following
references [23,24]. Here we consider the system is defined in a square lattice with a standing for the lattice spacing, a
schematic view is shown in Fig. 1. To write the continuum limit we make the mapping of the discrete coordinates (i, j)
to the continuous (x, y). At the end of the calculations we take the limit a — 0. The polar angles can be expanded as

00  a® 9?0

O =0OKtay =0Kxy) +ta— o(a®), 4
i1, ( y) x,y) ™ +2 I (a”) (4)
00  a®d’0e
Oijr1 = O,y £a)=OK,y) £ a— + —— +0(a’). (5)
ay 2 0y
Expanding the sines and cosines and keeping terms up to a> order we readily obtain
. . a, . 00  a® 93’ e
SIN(®ix1j) = sin® £ —(sin® F 2cos O) — cos ® + 0(a®),
’ 2 ax 2 9 x2
. . a, . 00 a*d? () 3
Sin(®; j+1) = sin® % E(sm@ F2c0os0) oy + 5 cos ® + O(a’),
a . 00  a® 93?0
€oS(®jt1,j) = €cO0S O £ —(cos® £2sin@)— + — sin ® + 0(a®),
’ 2 ax 2 ax
a . 06 a?
CoS(®;j+1) = €o0s O £ =(cos® £ 2sin @) + — sm@+0( . (6)
’ 2 ay 2 0y?
Doing the same for @; ; we obtain
1,(%® 2
COS(@I'J' — qjiihj) =1- 5(12( 3 y2 + 0(03)> s (7)

where ® and @ are short notations for ®@(x, y) and &(x, y), respectively. Introducing the approximations above in the
anisotropic Heisenberg Hamiltonian and takingA = 1, ® = 7 /2 we get

SRy s

Out of a non-important constant, and taking the limit a — 0 we obtain

2 a 2
Hﬁ%”f——ZJ/du[(af) +(£) } (9)

This result show that within this approximation we obtain a model with the only dependence in the azimuthal angle which
corresponds to the continuum version of the anisotropic Heisenberg model given in Eq. (3). The partition functions for the
models XY and anisotropic Heisenberg are the same out of a non important multiplicative constant

Zos = f dpae™ T =), (10)

where, du = d®1dD, ...dD,dG1dO, ...dO),.... The integrals over the out-of-plane angle fluctuations, @, can readily be
done, so that, averages of in-plane quantities do not depend on @. This shows that in the continuous and high out-of-plane
anisotropy limits both models are expected to be equivalent. The only difference being a lower BKT temperature for the
anisotropic Heisenberg model due to the additional source of entropy introduced by the out-of-plane degree of freedom. This
equivalence has been used by Gouvea and Pires in references [25,26] to study the one dimensional anisotropic Heisenberg
model.



124 T.P. Figueiredo et al. / Physica A 488 (2017) 121-131

(ij+1)

. 1 a o
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Fig. 1. Definition of the enumeration of the sites. Here, a is a parameter corresponding to the distance between sites. The continuum limit is obtained by
takinga — 0.

3. Numerical approach

Although our arguments in the previous section seem to be quite reasonable, they are valid if the out-of-plane fluctuations
are small and vary smoothly from one site to its neighbor. In this section we use numerical simulations to show that both
models, AH and XY, obey the same scaling laws, leading to the same universal behavior in the thermodynamic limit. Our
simulations were done by using the Replica Exchange Wang-Landau (REWL) algorithm [27-31]. As a matter of completeness
and comparison we briefly describe the numerical method and the finite size scaling results for the continuous (second order)
and BKT transitions.

3.1. The Wang-Landau technique

In short we describe the WL method used in this work. For a more detailed discussion see references [27-29,32] and
references therein. The canonical partition function, Z, of a given system can be calculated as

1
Z(B) =) e PHID =N "g(E)e™PE;  where p= —. (11)
{ZS}: ZE: kBT

Here, 2{5} stands for a sum over all configurations of the spin S, g(E) is the density of states of the system, kg is the Boltzmann
constant and T is the temperature. The sum runs over all allowed energy states of the system. The density of states does not
depend upon the temperature. Once g(E) is known we have access to any thermodynamical quantity at any temperature. In
the WL method the final outcome is the density of states. The WL scheme works in the following way. We want to estimate
g(E) inside the energy interval [Ein, Emax]. For a model with a continuous spectrum an energy bin width §E is chosen to
control the resolution of g(E). An initial guess of g(E) is taken. Since g(E) changes along the simulation until convergence is
reached the initial choice is not important. An auxiliary histogram H(E) is introduced to keep track of the number of visits
to each energy bin. All entries are set to zero at the beginning. The simulation starts by visiting, chosen at random, an initial
configuration, E4. A new state , Ep is generated by applying a Monte Carlo trial move to the current configuration. In this work
we used a single Metropolis algorithm. The new state, with the direction chosen randomly, is accepted with probability:

P(A — B) = min [1,g(E’*)] (12)
&(Ep)

If the move B is accepted g(E) and H(E) are updated by g(Eg) — f x g(Eg) and H(Eg) — H(Eg) + 1. Otherwise the update is
done in the current energy bin E,. Here, f is a modification factor whose initial value is chosen to be fy = e'. Trial states are
generated until a predefined flat histogram condition for H(E) is obtained. At this point, the modification factor is changed,
f — +/f, the histogram is reset and the process starts over until f reaches a predefined, terminal value fy,,. With this process
g(E) is modified by smaller and smaller amounts until it converges to the true distribution. This simple scheme can become
very time and CPU consuming as the system size grows. Recently [27,30,31], a more efficient, parallel, implementation
was introduced, incorporating the original serial WL into a replica-exchange framework. The energy interval, [Epin, Emax],
is broken into a number of h subsets each of them overlapping the others. A schematic view of this procedure is shown
in Fig. 2. A large overlap, around 70% gives good results. In this work we have used a 75% overlap criterion. The flatness
criterion was set to fy,, = 10~ for all windows. Replica exchanges are proposed between adjacent energy windows after a
predefined number of Monte Carlo steps and accepted with probability

Zi(Ea )gj(EB)] .

) (13)
gi(Eg)gi(En)

PExchange = min |:l
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Fig. 2. Schematic view of a possible subdivision of the total energy range for replica exchange sampling.

Here, it is assumed that A (B) is the current configuration of walker i (j). At the end of the simulation the pieces of g(E), for
different energy intervals were joined together to furnish a single g(E) in the entire energy interval. The pieces were joined
where the inverse microcanonical temperatures coincide [33]. Multiple WL walkers can be used in each window to reduce
statistical errors, but each walker has its own g(E) and H(E).

We observe that building a histogram for g(E) allow us to get any quantity that is solely a function of energy. If one
wants the magnetization, for example, a multidimensional histogram has to be built. In our calculations we are interested
in several quantities that do not depend directly on E. For each of those quantities constructed a subsidiary histogram in
the following way. Suppose g(E) is the energy histogram. At each entry, n, we accumulate the corresponding g,. If we need
another quantity, like the magnetization, for example, we create a new entry, m(E), accumulating in it the corresponding
magnetization to that particular energy. At the end of the calculation the averaged, (m(E)) is easily calculated by dividing
each entry, m(E) > by the number of times that this particular entry is accessed. The same can be done for any quantity that
does not depends directly on E.

3.2. Finite size scaling

To estimate critical quantities the finite-size scaling (FSS) theory is the standard method of analyses used in MC
simulations. As a matter of comparison we make below a brief review of the FSS properties for both, the continuous (Second
order) and BKT transitions. The important thermodynamical quantities we have to analyze are

Magnetization (M),

Specific Heat (C,),

Susceptibility (x ),

Fourth Order Binder's Cumulant (Uy),
Helicity Modulus (7°),

Two Point Correlation Function (C(|i —j|)) .

If the reduced temperature is defined as t = (T — T.)/T. the singular part of the free energy is given by F(L,T) =
LP)/vF(¢LY/) for T in the vicinity of the critical temperature and L not too small. Appropriate differentiation of F yields the
various thermodynamic functions. For an order-disorder transition, exactly at T., M, x, and C,, behave respectively as

M o L7PY
x o L7V,
Cp o L7V, (14)
In addition to those an important quantity is the fourth-order Binder’s cumulant defined as
U=1- m. (15)
3(M2)2
At the critical temperature U, is size independent such that for large enough L curves for different sizes cross at the same

point.

For a BKT transition the above defined quantities behave in a different and subtle way. If we fix our attention in small
lattice sizes, the transition looks like an order-disorder one. This problem was discussed by Bramwell and Holdsworth [34].
In the thermodynamical limit there is no spontaneous magnetization. The specific heat has a peak at a temperature that is
slightly higher than Tgkr, but « is positive and large, so that it does not depend on L at all. Models in the BKT universality
class have an entire critical region so that, the curves for the Binder’s cumulant, UX¥, must coincide inside that region. Such
considerations show that Uffy is useless to precisely determine Tgk7. There are, however, some very precise ways to calculate
the transition temperature. The in-plane susceptibility scales as x*¥ oc L~". The exponent is = 1/4 at Tyr. Therefore, using
n = 1/4, all curves x*YL~7/4, as a function of temperature, will intercept at a common point. Due to finite size effects the
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Fig. 3. (Color online) Energy as a function of temperature for several lattice sizes. All curves coalesce for L > 20 anticipating the non-critical behavior of
the specific heat.

obtained temperatures using different crosses will be slightly different. We can construct a sequence of temperatures Té(m(L)
to estimate the limit Ty (L — o0). In connection with the superfluid density it is possible to define an order parameter, the
helicity modulus, 7", to the XY model [35-40]. The helicity modulus measures the response of the system to a twist, A®.
In the infinite volume limit the interception of 7" with the straight line Y = 2T /& gives Tgkr. A sequence of temperatures
TBTKT(L) can be built for posterior analysis. As discussed before, the BKT transition is characterized by a change in the two
point correlation function. For low temperature, ¢(r) o< r~7 while ¢(r) oc e /%) for high temperature. By calculating
C(r) for several temperatures its behavior should be evidenced by using an Ornstein-Zernike [11,41] like formula to fit the
simulated data giving the correlation length & and the exponent . The BKT temperature is determined as the point where
n = 1/4. Also here, a sequence TBC,G(L) can be built. To obtain Tgir (L — o0) we plot all estimated Tgr (L) values as a function
of [In(L)]~? which is the scaling behavior as obtained by Kenna and Irving [42].

4. Simulation results

Using the Replica Exchange Wang-Landau (REWL) [27-29] method we have simulated the two dimensional anisotropic
Heisenberg model in a square lattice of area L x L with L = 20, 40, 60, 80, 100 and 200. To obtain E(L), M(L), U4(L), x(L),
T(L), and C(]i —j|; L) a histogram for each of those quantities is built. The results are presented in Figs. 3-11. The symbols for
each lattice size are defined in the insets. In Fig. 3 we show the energy as a function of temperature. An amplified view of the
inflection region is also seen. We observe that all curves almost coalesce for L > 20, anticipating the behavior of the specific
heat which is not critical. The specific heat is presented in Fig. 4. It has a non critical peak at TLC_)OQ = 0.7339(1) as estimated
in Fig. 9. Except for the smallest lattice (L = 20), the peak heights of the specific heat, for several values of L, coincide within
the error bars. The results are fully consistent with those obtained in reference [43,44] showing a clear evidence that the
transition is in the BKT universality class.

The in-plane magnetization must be zero for any non zero temperature, however, as pointed out by Bramwell and
Holdsworth [34], to see this effect the system under investigation should be very large. They estimate that “for a system
with atomic spacing of 3Athe area should correspond to the size of a postage stamp”. In Fig. 5 it is shown the magnetization
as a function of temperature. It consistently diminishes as the system size increases. The amplified plot shows this typical
behavior for a given temperature. Here we have chosen T = 0.60, below the expected BKT transition. Since for small values
of L the magnetization is not zero the BKT transition can easily be confused with a continuous second order phase transition.
In this situation we are tempted to obtain Tgxr by using the fourth order’s Binder cumulant Uy. At the transition, U, does
not depend on L, so that plotting U, as a function of temperature for several lattice sizes, the curves intercept at the critical
temperature. However, it happens that the model is critical for any T < Tggr. For sufficiently large L all curves collapse in the
low temperature region. For small L the intersections between different curves give a false transition temperature, although,
close to the true Tgkr. In Fig. 6 we show this behavior. A zoom of the collapsed region is also shown. The only interception is
with the smallest lattice, all the others are collapsed, within the error bars, as expected.

In the thermodynamic limit the susceptibility is infinite for T < Tgr. For finite size system sizes it behaves as x o< L>77.
By plotting xL"~2 as a function of temperature for several lattice sizes the curves will intercept at the point T;KT. The
susceptibility versus T is displayed in Fig. 7. That is the expected behavior for a BKT transition. The value obtained for Tyt
using xL"2 is TXKT = 0.6994(1) (See Fig. 9). A plot of the helicity as a function of temperature is shown in Fig. 8. The FSS
analysis gives T;fm = 0.6948(20) (See Fig. 9).

In Fig. 9 it is shown Tggr(L) versus (In(L))~2 for all quantities we have calculated so far. The straight lines are obtained
from linear regression for each set. The intersection of the straight lines with the vertical axis gives an estimate for Tgr.
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Fig. 4. (Color online) C, as a function of temperature. It is also shown a zoomed figure of the peak region. The estimated value for the temperature at the
peakis TC(L — o0o) = 0.7339(1). Except for the smallest lattice (L = 20), the specific heat peak heights coincide within the error bars, not shown here as a

matter of clarity.

Fig. 5. (Color online) The magnetization versus temperature is shown in this figure. We see that M diminishes as L augments. The amplified plot shows

this typical behavior for a given temperature. This is consistent with the absence of a finite magnetization for the XY model.
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Fig. 6. (Color online) In this figure we show the Binder’s Cumulant. It is worth to note that only the curve for the smaller lattice size cross the other curves.

Up to a temperature T = 0.6904(2) all curves coincide within the error bars. This is a characteristic behavior of the BKT behavior.
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Fig. 7. (Color online) yL~7/4 versus temperature. The typical XY behavior is seen once again. All curves intercept at a common temperature estimated as
Tgr = 0.6994(1).

Fig. 8. (Color online) The figure shows the helicity modulus as a function of temperature. The straight line, 7 = 2T /x intercepts the curves at the estimated
value T}, = 0.6948(20).
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Fig. 9. (Color online) Tgkr(L) for several quantities is plotted as a function of (In L)~2. The curve for the susceptibility shows how this quantity is independent

of L even for small lattice sizes. The upper curve, T€(L), is for the specific heat. It scales to a higher temperature than Tgr. This odd behavior is characteristic
of the BKT transition.



T.P. Figueiredo et al. / Physica A 488 (2017) 121-131 129

0T T T T T T T T T T T T 77
L —
— - - - - hd - —
04— 228z %% il
g r .
e =20
- ™ 40 —
60
-0.04 - 80 —
L 100 E
200
oosl Ll L ol il iy]
0 0.2 0.4 0.6 0.8
Temperature

Fig. 10. (Color online) The inverse of the correlation length as a function of temperature. As expected from renormalization results the correlation length
should become infinite (§ — oco) for T < Tgkr. We see that the curves tend consistently to zero as L grows. The arrow shows Tgr.
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Fig. 11. (Color online) The figures show the correlation exponent , n (Top), and In 5 (Bottom) as a function of temperature for several lattice sizes. The
transition temperature is obtained at the point where n = 1/4. The estimated T, is 0.6999(10). The plot for In#n shows that the exponent has an
exponential behavior n = nge¢T, with 5o = 0.025(5) and ¢ ~ 3.25(10), indicating that 7 is finite at T = 0.

Following the BKT picture we know that the correlation length, & , must be finite for T > Tgyr and infinite for T < Tggr
when the correlation length has a power law behavior, C(r) oc r~7. Here r = |i—j|. Because the system is finite we may expect
a hybrid behavior in both regions, being not completely exponential or power law. In face of that we use an Ornstein-Zernike
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like expression to fit our data

c(r) = Ae "5rm, (16)

The parameters A, £ and 5 are adjusted to fit our data. In Fig. 10 it is shown £ ~! as a function of temperature. We observe
that £~1 approaches zero consistently within the region T < Tgr(L) as L augments. In Fig. 11 it is shown the exponent 7.
The BKT temperature is determined by collecting the values of Tj,.(L) for different lattice sizes at n = 1/4. We estimated

Tth)T = 0.6999(10). The bottom figure shows In#n versus T. The results are consistent with an exponential behavior,
n = noe*T, with ny = 0.025(5) and ¢ ~ 3.25(10).

5. Conclusion and final remarks

In this work we have used analytical and numerical arguments to show that the two dimensional anisotropic Heisenberg
model is in the same universality class as the XY model. Our numerical results were obtained by using the Replica Exchange
Wang-Landau parallel algorithm which allowed us to determine the BKT temperature and several thermodynamic functions
quite precisely. A discussion showing that the fourth order Binder’s cumulant is not a reliable quantity to forecast the BKT
temperature is included. The two point correlation function exponent, , and the correlation length, £ were obtained. It was
found that n behaves as n = noe‘T with ny = 0.025(5) and ¢ & 3.25(10). This result is in contrast with Ref. [20] where they
found that n goes monotonically to zero. A similar behavior to ours was found by Cardy [45] in the p-state clock model, with
p=2n+1,n=1,2,....The model exhibit two phases with a critical line of continuously varying exponent np,;; <n < 1/4
separating them. The discrepancy is probably due to the poor statistics at low temperature used in the Ref. [20].
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