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Resumo

Neste trabalho sao propostos dois modelos estocasticos markovianos 1teis na quan-
tificagdo de danos (por exemplo, morte e mutagoes) em células nao diretamente irradiadas
com radiagbes ionizantes (como raios X e particulas alfa) mas que ocupam o mesmo meio
de cultura celular ou tecidos contendo células diretamente irradiadas. Estes modelos sao
ajustados a resultados experimentais produzindo a meia-vida de pelo menos um dos fa-
tores envolvidos no desencadeamento de tais danos e fornecem a variancia de grandezas
mensuraveis tais como a sobrevivéncia celular e a frequéncia de transformacao celular.

Um terceiro modelo com estrutura espacial é estudado no contexto epidémico. A
principal caracteristica que distingue este modelo dos demais extensamente abordados na
literatura é a forma de transmissao da infeccao que se da por fatores liberados por células
em vez de contato direto. Duas teorias de campo médio sao apresentadas para este modelo.
A primeira teoria nao leva em conta correlacoes entre os estados celulares e a concentragao
de fatores e a segunda teoria trata tais correlacoes de forma aproximada. Simulacoes de
Monte Carlo do espalhamento da infeccao na rede quadrada produz expoentes criticos e
dimensao fractal consistentes com a classe de universalidade da percolagao dinamica em

duas dimensoes.



il

Abstract

In this work we propose two Markovian stochastic models useful in the quantification
of damage (e.g., cell death and mutations) in unirradiated cells which occupy the same
environment e.g., culture medium or tissues containing directly irradiated cells with ion-
izing radiations like X rays and alpha particles. The fit of these models to experimental
data yields the half-life of at least one factor among the ensemble of possible candidates
to trigger these damages. These models furnish the variance of quantities such as cell
survival and the cellular transformation frequency.

We also study a markovian epidemic model with spatial structure. The principal
new feature of this model is that the infection is transmitted by factors released from
cells rather than via direct contact. This model is analyzed with two mean-field theory
descriptions, one of which ignores correlations between the cellular state and the fac-
tor concentration, and another that treats such correlations in an approximate manner.
Monte Carlo simulations of the spread of infection on the square lattice yield values for
the critical exponents and the fractal dimension consistent with the dynamic percolation

universality class.
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CApPiTULO 1

Introducao

Os efeitos radioinduzidos em células nao irradiadas e localizadas nas proximidades de
células irradiadas com particulas alfa, raios X ou gama tém sido tema de varios estudos
tedricos e experimentais nas duas ultimas décadas [1l, 2, 3, [4]. Tais efeitos sao conhecidos
como Efeito Bystander Radioinduzido (EBR) e incluem, por exemplo, mutacoes e morte
e sao dependentes tanto do tipo celular quanto do tipo de radiacao sendo observados in
vitro e in vivo [3], 4, [B].

Evidéncias experimentais sugerem que células irradiadas liberam fatores de natureza
proteica que podem se difundir e atingir células nao irradiadas desencadeando nelas os
mesmos danos observados em células irradiadas. A identificacao destes fatores para dife-
rentes tipos celulares e radiacoes é de grande importancia para o entendimento do EBR e
é um campo em aberto no estudo desse fenomeno.

Neste trabalho sao propostos dois modelos estocasticos de dois e trés estados que con-
tribuem para a caracterizacao destes fatores mediadores do EBR a partir da estimativa da
meia-vida por meio de ajustes a dados experimentais. Nos capitulos2 e[Blsao apresentados
uma rapida descricao qualitativa do EBR e os modelos estocasticos, respectivamente.

Tendo em vista que os fatores mediadores do EBR tém uma funcao analoga ao de
agentes propagadores de doencas como em uma epidemia, nds propomos um terceiro mo-
delo com estrutura espacial o qual é analisado no contexto de transicao de fase fora do
equilibrio através de teorias de campo médio e simulacoes em redes quadradas. No capi-
tulo Ml sdo apresentados alguns conceitos bésicos de transicao de fase fora do equilibrio.
No capitulo B nés apresentamos o modelo bem como as andlises de seu comportamento

critico e, finalmente, apresentamos as conclusoes e perspectivas no capitulo [l



CAPITULO 2

O Efeito Bystander Radioinduzido

2.1 Introducao

Neste capitulo sao introduzidos os conceitos relacionados ao Efeito Bystande(H
Radioinduzido . Na secao 2.2 sao apresentadas uma breve revisao do EBR, uma descrigao
qualitativa das caracteristicas principais de modelos matematicos em EBR disponiveis na

literatura e as possiveis implicacoes do EBR em Radioprotecao e Radioterapia.

2.2 Uma revisao do EBR

De acordo com a teoria radiobioldgica, a ocorréncia de danos celulares depende da
deposicao de energia no DNA a partir da interacao deste com a radiacao ionizante. Veja
a ilustracao da agao direta da radiacao na célula na figura (2.1)). Esta ideia comegou a ser
questionada no inicio dos anos 90 quando observacoes experimentais de danos caracteris-
ticos de exposicao a radiacao ionizante tais como morte celular, micronticleos e mutagoes
foram verificados em células nao irradiadas diretamente (denominadas células bystander
daqui em diante) mas que ocupavam o mesmo espago (cultura celular ou tecido) con-
tendo células diretamente irradiadas. Tais danos em células bystander sao denominados
de Efeito Bystander Radioinduzido.

Dentre as observacoes experimentais in vitro que originaram questionamentos sobre
a relagao dano celular versus deposicao de energia no DNA destacam-se Deshpande et al.

[2] para danos cromossomicos, Mothersill e Seymour [3], 4] para sobrevivéncia clonogénica

IBystander: Termo usado, por exemplo, quando individuos sofrem as consequéncias de eventos mesmo
sem participarem diretamente dos mesmos.
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Figura 2.1: Tlustragao dos resultados da acgao direta da radiagao ionizante na célula.

celularH; Nagasawa and Little [6] para mutacoes; Sawant et al. 7], 8] para transformacao
celular neoplasica; Han et al. [9] para danos celulares; Shao et al. [10] para micronu-
cleagéoH. Para observagoes experimentais in vivo destacam-se Koturbash et al. [5] para
inducao de quebras duplas de fitas de DNA em tecidos cutaneos distantes mais de 0.7cm
de tecidos de camundongos irradiados com raios X; Mancuso et al. [11] para apoptosﬂ e
quebras de fitas duplas de DNA em células de cerebelo de rato.

A ocorréncia do EBR depende de fatores tais como o tipo celular, a densidade celular
na cultura ou tecido, tipo de radiagao e forma de irradiagao. Por exemplo, em irradiacoes
com feixes estreitos de particulas alfa ou raios X, o EBR ¢ facilmente identificado. J& em
situacgoes experimentais com irradiacao de feixe largo, o nimero de células bystander é
muito pequeno, o que torna o EBR insignificante [12].

Os mecanismos responsaveis pelo desencadeamento do EBR ainda nao estao elucida-
dos, mas os experimentos mencionados acima sugerem fortemente que fatores extracelu-

lares liberados por células irradiadas e que se propagam através do meio extracelular sejam

2Sobrevivéncia clonogénica: Capacidade de gerar novas células.

3Micronucleacdo: Processo de surgimento de fragmentos cromossémicos no processo de divisao celular
e nao incluidos no nicleo da célula-filha, permanecendo no citoplasma das células interfasicas.

4 Apoptose: “Auto-destruicio” celular; um tipo de morte celular sem autélise.
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mediadores. Além disso, para as situacoes nas quais as células estao muito préximas, é
possivel que tais fatores se propaguem via gap junctions[ [13]. Na hipdtese desses fatores
(tratados de sinais daqui em diante) serem mediadores do EBR, ao atingirem células
bystander, eles agem como “ativadores” de diferentes vias de sinalizacao que levarao as
células aos varios tipos de danos mencionados anteriormente. A abordagem detalhada
dessas diferentes vias de sinalizacao celular esta além do escopo deste trabalho mas pode
ser encontrada nos seguintes trabalhos [14], [15] [16] 17, [I§]. Como exemplo, pode-se citar o
papel das citocinas Transforming Growth Factor Alpha (TGF-«) e Tumor Necrosis Fac-
tor Alpha (TNF-alpha) liberadas por células irradiadas na ativa¢ido da proteina quinase
(ERK 1/2) e da enzina cicloxigenase (COX 2), mostradas como essenciais na reducao da
sobrevivéncia celular em células bystander do tipo fibroblasto humano normal de pulmao
(NHLF) [15]. Em um experimento com células bystander do tipo queratinécito humano
(HPV-G) imersas em meio de cultura de células irradiadas de mesmo tipo, Lyng et al. [15]
mostrou que o bloqueio de canais de Ca™ reduziu a inducao de apoptose nessas células.

A quantificacdo do EBR é particularmente importante em situagoes de exposigao a
radiagao ionizante de baixas doses (geralmente menores que 1Gy H) e alto Linear Energy
Transfer (LET). Nessas situagoes, a ocorréncia de dano celular é probabilistica e, em
geral, de natureza carcinogénica. A estimativa do risco carcinogénico em baixas doses
¢ de grande importancia em Radioprotecao. Atualmente, tal estimativa é baseada na
técnica LNT (Linear No-Threshold approach) que consiste na extrapolagao de dados ex-
perimentais disponiveis para altas doses e altas taxas de dose e que nao levam em conta
a ocorréncia do EBR. Esta aproximacao tem se mostrado questionavel. Como exemplo,
pode-se citar o risco carcinogénico significativamente maior que o previsto pela técnica
LNT no caso de exposicao a baixas doses por inalacao de radonio em trabalhadores de
minas [19].

O entendimento da contribuicao do EBR nas estimativas de riscos de danos celulares

5Pequenos canais que unem os citoplamas de células adjacentes permitindo a troca de moléculas e fons
entre elas.
61 Gy = 1J/1kg.
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para estudos dos efeitos conhecidos como abscopal effects (por exemplo, inflamacao ou
mesmo morte de tecidos longe do campo de radiagdo) encontrados em pacientes durante
ou apoés procedimentos radioterapicos pode gerar impactos nos protocolos de dose em ra-
dioterapia que nao levam em conta a possibilidade de ocorréncia do EBR.

Modelagens quantitativas de diversos aspectos relacionados ao EBR estao reportadas
na literatura. Dentre os varios trabalhos, destam-se aqueles de Nikjoo and Khvostunov
[20], Litlle et al. [21], Ballarini et al. [22], Shuryak et al. [23], Fakir et al. [24], Mariotti et
al. [25] e Friedland et al. [26]. Segue abaixo uma répida descrigao dos principais pontos
de alguns destes trabalhos.

(i) Em 2003, Nikjoo e Khvostunov [20] desenvolveram o modelo biofisico ByStander Dif-
fusion Modelling (BSDM) baseado na difusao de sinais supostamente de natureza proteica
e liberados por células irradiadas que reagem com células bystander levando-as a morte
celular ou a uma transformacao oncogénica. A propagacao dos sinais via gap junctions é
negligenciada. O ajuste do modelo a dados experimentais [4] produz uma estimativa para
o peso molecular dos sinais (~10 kDa) para um coeficiente de difusio D=10%nm?s~!.

(ii) Em 2006, Ballarini e seu grupo desenvolveram um cédigo Monte Carlo capaz de re-
produzir resultados de EBR em situacoes experimentais in vitro envolvendo irradiagao de
feixe estreito de células aleatoriamente escolhidas dentre outras plaqueadas em baixa den-
sidade [21I]. Posteriormente, este mesmo grupo investigou os mecanismos que governam a
liberacao, a difusao e a degradagao de sinais tais como citocinas. Eles obtiveram signifi-
cante concordancia entre seus resultados simulacionais e outros resultados experimentais
sobre o comportamento temporal da concentracao de interleucina IL-6 em meio de cultura
de fibroblasto humano [22].

(iii) Em 2007, Shuryak e seu grupo [23] desenvolveram um modelo baseado em resulta-
dos experimentais que sugerem a existéncia de pelo menos um tipo de sinal produzido
por células irradiadas e que se espalha rapidamente em um tecido artificial 3D de células
epiteliais humanas [27]. O ajuste do modelo a este conjunto de dados mostra que os sinais

provavelmente responsaveis por desencadear apoptose e micronucleacao possuem um al-
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cance da ordem de 950-1000 pm e 650-700 pm.

(iv) Em 2009 Fakir e seu grupo [28] desenvolveram um modelo que aborda o EBR como
uma sequéncia de dois processos: (i) desencadeamento da emissao dos sinais pelas células
irradiadas e (ii) resposta das células bystander. O modelo enfatiza a dependéncia do EBR
na dose. Os resultados sugerem uma propagacgao de sinais por difusao no meio extracelu-
lar em vez de gap junctions.

No préoximo capitulo sao apresentados dois modelos estocéasticos desenvolvidos neste
trabalho. Ambos abordam a cinética do EBR em uma cultura celular. Tais modelos a
serem apresentados se distinguem daqueles citados acima por permitirem a estimativa da
meia-vida de pelo menos um sinal entre os possiveis candidatos de desencadear morte
celular em culturas de queratinécito humano (HaCat) e por fonecerem as variancias de

grandezas determinadas experimentalmente e definidas no proximo capitulo.



CAPITULO 3

Modelagem estocastica aplicada ao

EBR

3.1 Introducao

Neste capitulo sao introduzidos dois modelos estocéasticos de dois e trés estados
sem estrutura espacial desenvolvidos neste trabalho baseados na cinética do EBR. Nas
segoes 3.2 e 3.3 sao apresentados as hipéteses dos modelos e seus formalismos matemati-
cos. Na secao 3.4 sao discutidas as aplicagoes dos dois modelos. FEstes modelos foram

reportados recentemente na publicagao [29].

3.2 Modelo estocastico de dois estados
3.2.1 Fundamentos do modelo

Neste modelo, cada célula bystander pode estar em estados saudavel (H) ou morto
(M). Em tempo t = 0, todas as células sao supostas saudaveis. O modelo é baseado na
hipdtese que sinais de natureza proteica sao liberados no meio extracelular por células
irradiadas. Estes sinais agem em células bystander (saudaveis) podendo provocar uma
transicao H—M em taxa R;(t) através de um processo dependente da concentragao de
sinais. Tal processo consiste na elevacao da producao de oxidantes que provocam danos
ao DNA proporcionais a quantidade de sinais vidveis no meio extracelular [30} 3], 32}, 33].
Moléculas oxidantes tais como as espécies reativas de oxigénio e nitrogénio regulam muitas

vias de sinalizagao celular [10, B0, 311 32} [33], 34} 35] e tém sido associadas ao EBR. [31],132].
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A grande producao de oxidantes induzidos pelos sinais acelera o aciimulo de danos ao DNA
e outras alteragoes celulares, o que leva as diversas manifestagoes de EBR comentadas no
capitulo anterior.

A possibilidade de reparo (um retorno ao estado H ou desexcitagao) nao é levada em
conta neste modelo. Tal ideia é baseada em alguns experimentos, por exemplo, Sedel-
nikova et al. [36] que reportou resultados em ensaios para apoptose e micronucleagao no
contexto EBR nos quais tais danos permaneceram inalterados por vérios dias. Entretanto,
alguns trabalhos experimentais [37, [38] 39, 40, [41] apontam para a possibilidade de rapida
desexcitacao celular para alguns tipos de células diretamente irradiadas. Também nao é
levada em conta a possibilidade de proliferacao celular dado que as medidas de interesse
sao realizadas tomando como base uma cultura controle. Os modelos [20, 23] comentados
no capitulo anterior sao exemplos dentre outros que nao levam em conta tal possibilidade.

Vale destacar que o nimero limitado de estados (H e M no caso deste modelo) é usual
em modelagem matematica. Em geral, o nimero de estados corresponde a quantidade
de tipos de EBR medidos experimentalmente [20, [42] 43]. Assume-se assim a hipotese
que o destino de uma célula é determinado tao logo ela interaja com um sinal, apesar
da manifestacao EBR ser observavel apds certo tempo. Tal hipétese, ja usada em outros
modelos [20, 23], é baseada na ideia de que cada manifestacaio EBR é desencadeada por
um tipo diferente de sinal.

Este modelo é aplicavel em situagoes de analise de sobrevivéncia de células bystander
expostas ao meio colhido de culturas de células irradiadas. Tal meio é conhecido como
meio condicionado irradiado (MCI) e contém os sinais liberados pelas células irradiadas.
O principal experimento em tal cenério (esquematizado na figura [3.1]) que norteou a for-
mulagao deste modelo é o de Mothersill e Seymour [4] no qual culturas de queratindcitos
humanos (HaCat) foram embebidos em um MCI durante tempos que variaram de 30 min a
9 dias neste experimento. O tempo de imersao das células no MCI é denominado de tempo
de resgate. Observou-se que o nivel de morte das células bystander retiradas do meio apds

30 min de imersao foi praticamente o mesmo apds 9 dias, o que sugere uma produgao in-
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significante de sinais pelas células bystander, se houver. Tais observacoes apontam para
a existéncia de um tempo de vida caracteristico dos sinais e que deve depender do tipo
celular e das condigoes experimentais.

Irradiagdo
gama

Coleta do meio Avaliagdo da

_— —_—
T toxicidadedo |
LI U 1h pos-irradiacdo Mcl QOO0 Q0

Imersdo de

Frasco contendo Meio sem células X
células HaCat

células epiteliais (Meio condicionado

humanas (HaCat) Irradiado-MCI) (g?zti;ﬁ;)d;;

MCI

Figura 3.1: Esquema do cendrio experimental de Mothersill e Seymour [4] que norteou a formulagao do
modelo estocastico de dois estados.

3.2.2 Formalismo matematico

Baseado nos fundamentos do modelo, a taxa de transicao H—M ¢é dada por,

R1 (t) = Vlc(]ei)\t (31)

onde a constante ¢y é a concentracao de sinais no MCI em tempo ¢t = 0, quando é
transferido para o frasco contendo células bystander. O parametro v, depende do tipo
celular e das condigoes experimentais e o parametro A é a taxa de decaimento dos sinais.

A equagao mestra associada a este processo Markoviano em tempo continuo é dada
por,

dP(n,t)

7 = @ln+1)P(n+1,t) —nPn,t) (3.2)

onde P(n,t) é a probabilidade de existir exatamente n células saudaveis em tempo ¢. Por

simplicidade de notagao, vi¢o = py0. Dessa forma, o valor esperado de n(t) com condigao
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inicial de ny células saudaveis bem como a variancia (mostrados no apéndice A.1) sdo

dados pelas expressoes abaixo,

(n(t)) = ngexp [—%(1 - e_/\t)] (3.3)

Para o caso P(n,0) = 0,,,, & variancia do nimero de células saudaveis é,

var[n(t)] = no [exp (_’;10(1 - e_’\t)) — exp (@(1 - e_)‘t))] (3.4)

Considerando ny uma variavel aleatéria poissoniana com (ng) = I', var[n(t)] = (n(t)) e no
deve ser substituido por I' na eq. (B.3).

A fragao de sobrevivéncia, f,(t), é dada por,

fu(y = ) (3.5)

o

Conforme mostrado na secao 3.4, este modelo é ajustado ao conjunto de dados de

Mothersill e Seymour [4].

3.3 Modelo estocastico de trés estados

3.3.1 Fundamentos do modelo

A fim de quantificar danos nao letais, este modelo inclui um estado transformado
T para uma célula de forma que as transicoes possiveis entre estados sao: H—T, T—M e
H—M. Neste modelo sao considerados dois tipos de sinais rotulados de tipo 1 e tipo 2 e
que sao responsaveis por desencadear mecanismos de transformagoes nao letais e morte,
respectivamente. Estes sinais, liberados por células irradiadas, difundem pelo meio ex-
tracelular e, ao encontrar uma célula saudéavel, leva-as ao desencadeamento de danos letais
ou nao letais. A contribuicao de possiveis gap junctions nao é modelada explicitamente.

Estas mesmas ideias sao usadas nos modelos desenvolvidos por Nikjoo e Khvostunov [20]
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e Shuryak [23]. Este modelo é aplicavel em situagoes experimentais que quantificam danos
nao letais como, por exemplo, transformacoes celulares de natureza oncogénica.

O desenvolvimento deste modelo é norteado pelos experimentos de Sawant et al.
[7,18]. Nestes experimentos, esquematizados na figura[3.2] células foram escolhidas aleato-
riamente para serem irradiadas com N particulas a e os danos letais e nao letais foram

quantificados dias apos a irradiagao.

Placa diasapdsa

Placa com células irradiagdocomN

noinicio do experimento particulas o
e o 0 4 °, e 0 04 %,
® o ® ®
0%0 o o0 o
L ® > ® ®

* * * L]

e g e © ® e e ©
] ®

® Celulasiradiadas @ celulas bystander ® Célulasmortas @ Células transformadas
com N particulas a

Figura 3.2: Esquema do cendrio experimental de Sawant et al. [7,[8] que norteou a formulagao do modelo
estocastico de trés estados.

3.3.2 Formalismo matematico

A concentracao de sinais no meio é governada pelas seguintes equagoes diferenci-

ais,
dey(t)

= (3.6)

= pjexp(—at) — Ajc;(t)

com j=1,2. Como antes, \; sao as taxas de decaimento dos sinais. Em ¢ = 0, as células
irradiadas liberam sinais dos tipos 1 e 2 em uma taxa que decai exponencialmente com
constante o e com amplitudes p; que dependem do nimero N de particulas alfa. Esta
dependéncia é da forma p; = pg;j(1 — e V), onde € é a constante de saturacio para
a emissao de sinais pelas células irradiadas. Esta hipotese de saturagao na dose de p; é
suportada por resultados experimentais para diferentes radiagoes e manifestagoes de EBR,

por exemplo, mutagoes [44], morte celular [45], 46, [47] e transformagao oncogeénica [48].
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A fim de minimizar o nimero de parametros, é adotado neste modelo que cada sinal
tem sua proépria amplitude py; e a saturacao ocorre para o mesmo N. E importante
destacar que a transicao ao regime de saturacao pode depender consideravelmente do
alvo irradiado na célula (nicleo ou citoplama), do tipo de radiagao e do tipo celular.

A integragao da eq. [B6) com A\; # a e ¢;(0) = 0 produz,
P fexp(—at) — exp(~A,1)] (37)

Como esperado, ¢;(t) cresce inicialmente e decai a zero em tempos longos. O cresci-
mento inicial de ¢;(t) é concordante com os resultados experimentais in vitro de Mariotti
et al. [25] que reportou aumento de citocina interleucina 6 (IL-6) até um tempo méximo
de 23h com aparente auséencia de decaimento. Entretanto, para uma escala de tempo
muito maior (em geral, da ordem de semanas), a suposi¢ao de auséncia de decaimento
para a concentracao de sinais nao se sustenta dado que (i) se a meia-vida dos sinais é
infinita, todas as células na cultura sofreriam danos letais ou nao letais em tempos longos
ja que todas as células na cultura sao do mesmo tipo e possuem a mesma susceptibilidade
aos sinais e (ii) o meio de cultura ndo induz nenhum mecanismo de protegao nas células
como ja mostrado experimentalmente por Mothersill e Seymour [4].

As taxas de transicao sao dadas por,
RHT == I/lcl(t); RHM == VQCQ(t); RTM = 1/302(75) (38)

onde os parametros v, vy e v3 dependem do tipo celular e das condigoes experimentais.
Importante destacar que resultados experimentais como os de Scherf et al. [49] mostram
redugao na sobrevivéncia de células de carcinomas de mama e colon de utero MCF7 e
Colo205, respectivamente, com o aumento da concentracao de citocina Tumor Necrosis
Factor (TNF) no meio extracelular.

Seja P(n,m,t) a probabilidade de existir exatamente n células saudaveis e m células
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transformadas em tempo ¢; a equacao mestra associada ao processo é dada por,

dP(n,m,t)
dt
+(n+ 1) Ryu(t)P(n+1,m,t) + (n— 1)yu(t)P(n — 1,m,t)

= (n -+ 1)RHT(t)P(n +1,m— 1,t)

+(m+ 1) Rra(t)P(n,m + 1,t) + (m — D)yp(t) P(n,m — 1,t)

—[n(Rur + Ruwm + vu) + m(Rey + 7)1 P(n, m, t) (3.9)

onde vy e v sao as taxas de proliferacao de células sauddveis e transformadas, respecti-
vamente.
Os valores esperados sao obtidos seguindo os mesmos procedimentos descritos para o

modelo de dois estados no apéndice A.1 e sao dados por,

-t \ e—at Vs ae—)th -\ e—at
_ Dent by e ! _ 22 2 3.10
<n> ¢ s |: )\10[ * )\1 — )\20& + )\2 — ( )

se ng ¢ considerado uma variavel poissoniana com (ng) = I.
O estudo da sobrevivéncia celular em funcao do nimero N de particulas alfa é reali-
zado no tempo maximo experimental, ¢,,. Entao, fazendo t = ¢,, na eq. ([B.10) e substi-

—EN)

tuindo p; e po pelas suas respectivas expressoes p; = po1(1 — e epy=pp(l—cN)e

com © = e Dessa forma,
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éi
Atm atm
v1p1 oe — e
tm)) = © —— 1
(e} = Besp |- (14 ST
é&
6 1/2p2, | ae Azt )\, e~ Otm
)\2 )\2—04

— Oexp |- <V151p01 I 1/252]?02)(1 . 676N>

A Ao
= Oexp [-n(l—eM)]. (3.11)
L(1)
- —Aat —at\
1p1 V3P x ae — A€
tm = t— | ———— 1
ity = 22 e |t = () (14 2 2
: F(t')

A

x / dt' exp|~L(t')]fexp(—at’) — exp(~Aut)] (n(t))
p

)\1—04

Q

exp|L(1)][F(0) + 4F (t/2) + F(t)]. (3.12)

onde a integral sem solugao analitica na eq. (B.I2)) foi aproximada usando a regra de

Simpson. Uma simples manipulacao da ultima equacao produz,

(m(ty)) = £Q1—e M) (nty) [l+wexp[—c (1—eN)]]. (3.13)

As expressoes para &, w e 0 sao,

_ Uipor
g_ )\1 —

lexp(—at,,) — exp(—Ait,,)] (3.14)
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exp(—at,,/2) — exp(—A1t,/2)
exp(—at,,) — exp(—Aity) exp [= (v = v1)tm /2] (3.15)
e 4 —m)  (3.16)

w=4
V3Po2 “Aotm e—Ath/z) ~ hg(e0tm

7= ()\2 — (I))\QO[
onde 7, aparece na expressao para (n(t,,/2)) = Le /2 exp[—n;(1 — e~N)] que é obtida

fazendo t,, = t,,/2 na equagao (31T
Na figura (3.3)) ¢ apresentada uma anélise da equacao (B.12) para diferentes valores do

parametro vy associado a taxa de transicaio H—T, Ryr = vi¢q(t), para ' = 100, At = 0.1

e demais parametros como na tabela (3.])

70— ; . . .
60 25 —x—v,=0.24
] L —6—v,=0.12
A 907 I % ° v,=0.06 1
= ] I
£ 40 i
v L X
304 |
20+
10
04
T T T T
2 4 6 8 10
t

o

Figura 3.3: Andlise da equagao ([BI2) para diferentes valores do pardmetro vy associado a taxa de

transicao H—M.

3.3.3 Fracao de sobrevivéncia e frequéncia de transformacao

A fragao de sobrevivéncia (fs) é definida como,
(3.17)

fs(tm) - fb+fz

onde f, e f; sao as fracoes de células bystander e irradiadas sobreviventes, respectivamente.

De acordo com Nikjoo e Khvostunov [20], a probabilidade de sobrevivéncia de uma célula

irradiada com N particulas alfa é ¢ com ¢ = 0.802 encontrado a partir de anélise
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estatistica da fracao de sobrevivencia de células C3H10T) /; irradiadas com ntiimeros exatos

de particulas alfa de LET= 90keV.um™! 7, [§]. Entao,

fsltm) = Ry(n(tm)) + ORiq"

=/ =fi
~ Ab N Y /"\N
= Ryexp [-n(l —e )]+ Rig

(3.18)

onde Ry e R; sao as fragoes de células bystander e irradiadas na cultura, respectivamente

e © =Tetm O valor esperado (m(t,,)) nao é levado em conta na eq. (B.I8) pois repre-

senta um fracao muito pequena comparada ao total de células saudaveis na cultura.

A frequéncia de transformacao (fr7T') é definida como o nimero total de células trans-

formadas (incluindo células bystander e irradiadas) dividido pelo nimero total de células

células sobreviventes [20), [42]. Por simplicidade, considerando vy = ~r,

Ry(m(t,,)) + OR;qNvN
Ry(n(t,,)) + OR;gN
= Ryé(1—eNMyexp [-n(1 —eM)]
[1 + wexp [—a (1 — e_EN)H + RigNvN
Ryexp [—n(1 — e=N)] + R;gN

frr =

(3.19)

onde ¥N é a expressao para a frequéncia de transformacao avaliada sobre as células

irradiadas para muitos experimentos com radiacao de alto LET [50, [5I]. A constante v é

a inclinagao do grafico dose versus resposta (dano) reportada em [42].

3.4 Resultados

3.4.1 Modelo de dois estados: sobrevivéncia celular e meia-vida do sinal

Na figura ([B.4) é mostrada a fragdo de sobrevivéncia clonogénica para células

bystander HaCat embebidas em MCI [4]. Neste experimento, uma hora apds a irradiagao

dos frascos contendo células, o meio foi colhido e transferido para frascos de células by-
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stander. Apds um tempo que variou de 30 minutos a 9 dias, as células bystander foram
retiradas do meio e avaliadas para a sobrevivéncia clonogénica. A curva continua na
figura 1 representa a fracao de sobrevivéncia de acordo com a eq. ([B.5) com parametros
pio = (3.3+£0.2) x 10747 e A = (6.6 - 0.8) x 10~%s7 . Estes valores foram obtidos via
ajuste pelo método dos minimos quadrados dos dados experimentais [4]. As incertezas
nos parametros sao avaliadas de acordo com a técnica de elipse de confianga [52]. Para o
desvio padrao relativo na figura ([3.4]) é utilizado um ndmero de células ny = 500, como
no experimento.

Considerando a taxa de decaimento A na eq. (B.1), o tempo caracteristico de decai-

©c o
(o] [(e] -
A PETETEETY FETTETETI YT

o
\l

Fragdo de sobrevivéncia
o
[o)]

05 .'I T AL | T Ty T T T
10° 10" 10*  10° 10* 10° 10°
Tempo de resgate (s)

Figura 3.4: Comparacao do modelo de dois estados e o experimento [4]. Curva central: fragdo de
sobrevivéncia de acordo com a eq.([3H) usando pip = (3.3 4+ 0.2) x 1074 e A = (6.6 +
0.8)x 10~*s~! determinados via ajuste pelo método dos minimos quadrados. Curvas superior
e inferior pontilhadas correspondem a um desvio padrao relativo acima e abaixo da média.

mento é 7 = 1/X e a meia-vida é Ty = 7In2. Como A = (6.6 £+ 0.8) x 107*s™*, entéo,
7 = (25.3+6.1)min e T3/, = (17.5 £ 4.3)min. Tal valor é compativel com a meia-vida
da citocina Tumor Necrosis Factor alpha (TNF-«), T1/5 ~ 20min, medido em sangue de
pacientes submetidos a radioterapia [4]. E sugestivo que tal citocina é candidata a um
dos sinais responsaveis pelo desencadeamento da reducao da sobrevivéncia clonogeénica de
células HaCat bystander. Outros trabalhos reportam algum papel importante do TNF-«

no desencadeamento de repostas celulares, tais como: (i) Aumento na frequéncia de tro-
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cas de cromatides em linfécitos como resposta a estimulos radioinduzidos reportados por
Lazutka e Rudaitiene [54] e Narayanan [55]; (ii) desencadeamento de processo de prolife-
ragao ou morte celular [56, 57, 58, 59].

Entretando, como nao existem dados reportando a degradacdo/internalizacao de
TNF-a para diferentes meios e tipos celulares, nao é possivel afirmar que a meia-vida
obtida usando o modelo de dois estados corresponde estritamente a essa citocina. Apesar
disso, o modelo de dois estados é capaz de prover (via ajuste a um conjunto de dados
obtidos como em [4]) a meia-vida do(s) sinal(is) que provavelmente sao responsaveis pelo
desencadeamento da reducao da sobrevivéncia clonogénica de células no contexto do EBR.

Tem sido mostrado que outras citocinas como as interleucinas (IL) do tipo IL-1, IL-6,
IL-8 e Transforming Growth Factor beta (TGF-3) podem ter papel importante nas vias
de sinalizacdo do EBR como discutido nos trabalhos [14] 15 [16] 17, [1§].

3.4.2 Modelo de trés estados: sobrevivéncia x niimero de particulas alfa

Este modelo é aplicado aos experimentos de Sawant et al. [7, 8] que avaliaram a
sobrevivéncia celular e a frequéncia de transformacao de células C3H10T; /5. Nestes ex-
perimentos, 10% das células foram irradiadas com particulas alfa de LET=90keV.um™*.
Apés a irradiagao, as células foram replaqueadas em baixa densidade (aproximadamente
300 células por placa) e incubadas por sete semanas e, entao, avaliadas para a sobrevivén-
cia clonogénica celular e para a frequéncia de transformacao oncogénica.

A figuras [B.0) e (3.6) mostram os ajustes deste modelo aos dados comentados acima
usando 7 e € como parametros livres nas eqs. ([B.I8eB.19). Em ambas as figuras, R; = 0.1,

Ry =09ev=13x10"* [42]. Os valores dos parametros deste modelo estdo resumidos

na tabela (B.)).
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Figura 3.5: Fragao de sobrevivéncia de células C3H10T,,, irradiadas com N particulas alfa de
LET=90keV.um~! em experimentos no qual 10% das células foram irradiadas. Circulos
abertos e sélidos sao de [7] e [8], respectivamente. Linhas tracejadas e sélidas sdao os ajustes
do modelo de trés estados aos dados.
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Figura 3.6: Frequéncia de transformacao de células C3H10T,, irradiadas com N particulas alfa de
LET=90keV.um~! em experimentos no qual 10% das células foram irradiadas. Circulos
s6lidos sao de [§] e a linha sélida é o ajuste do modelo de trés estados aos dados.
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Parametros Descrigao Valores
v1,V2, U3 Relativos as taxas de transicdo S— T, S— D e T—D 0.12, 0.1, 0.09
A1, A2 Taxas de decaimento dos sinais tipos 1 e 2. 0.1, 0.08
a Taxa de decaimento para a emissdo de sinais 2x1073
PO1, P02 Amplitudes para a emissao de sinais dos tipos 1 e 2. 1.5, 1.0
YH YT Taxas de proliferacao de células saudaveis e transformadas. 5x1074, 1x10~4
(2)0.011(2)
€ Constante de saturacao para a emissao de sinais.
(b)0.014(3)
(a)1.923(5), (b)1.941(8)
n Constantes dadas em termos dos parametros acima.
§w,o 0.007(2), 4.97(8), 26.7(9)

Tabela 3.1: Parametros do modelo de trés estados. As incertezas sao estimadas como descrito no
apéndice B. Parametros sem incertezas sao arbitrarios e usados na integragao numérica
(figuraB7). (a), (b) obtidos ajustando o modelo aos resultados experimentais de [7] e [§],
respectivamente.

Importante observar que, dos parametros listados na tabela ([B.]), apenas 1 e € sao

ajustaveis. Os demais parametros sao ajustaveis em diferentes combinagoes como em ¢,
w e o nas equagdes ([B.I4) a (310 .

3.4.2.1 Integracao numérica - Equacao mestral3.9

O comportamento temporal do nimero (ou fragao) de células bystander saudaveis

e transformadas (definido como (n(t))/ng e (m(t))/ng, respectivamente) bem como a

variancia de n(t) e m(t) podem ser facilmente encontrados a partir da distribuigdo de

probabilidade P(n,m,t) que pode ser determinada via integragdo numérica da eq. (3.9)
[60].

A figura (3.7) inclui o desvio padrao relativo para ny = 100 células e um passo de

tempo de 0.005. Os demais parametros estao resumidos na tabela (3]). A condigao inicial

usada para a integracao é P(n,m,0) = 6, 50m.0-
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Figura 3.7: Comportamento temporal de células bystander saudéveis e transformadas obtido via inte-
gracao numérica da eq. ([F9). As curvas centrais sdo os valores médios e as curvas acima e
abaixo sao os valores médios somados e subtraidos a um desvio padrao relativo e um passo
de tempo de 0.005.

No capitulo 5 sao apresentadas extensoes dos modelos de dois e trés estados com
estrutura espacial incluindo as possibilidades de reparo de danos nao letais e liberagao
de sinais por células transformadas. Tal modelo é estudado no contexto de epidemia e

transicao de fase de nao equilibrio, discutidos no préximo capitulo.



CAPITULO 4

Conceitos basicos de transicoes de

fase fora equilibrio

4.1 Introducao

Neste capitulo sao introduzidos os conceitos basicos relacionados as transicoes de
fase fora do equilibrio necessarios na descricao do comportamento critico exibido por uma
ampla classe de modelos estudados no contexto epidémico.

Este capitulo é organizado assim: na secao 4.2 é apresentada uma revisao qualitativa
do processo de contato (subsegao 4.2.1) que é o modelo epidémico mais simples que exibe
uma transi¢ao de fase fora do equilibrio, sendo um bom exemplo para o entendimento dessa
classe de transicao. Uma breve descrigao da classe General Epidemic Process (GEP) é
apresentada na subseccao 4.2.2. Na secao 4.3 é brevemente discutido o regime de escala

em fenomenos criticos enfatizando as técnicas usadas neste trabalho.

4.2 Transicoes de fase fora do equilibrio

Uma transicao de fase é marcada por uma mudanca abrupta nas propriedades
macroscopicas (também conhecidas como parametro de ordem) de um sistema em fungao
de algum parametro de controle. Como exemplo, pode-se mencionar a magnetizagao
como parametro de ordem em um sistema magnético e a temperatura e o campo externo
como parametros de controle. Ao longo das ultimas décadas, as transicoes de fase tém sido
bastante estudadas para sistemas termodinamicos de equilibrio, por exemplo, as transigoes

gas-liquido, transigbes magnéticas, cristais liquidos, dentre outros [61],[62]. Varios sistemas
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fora do equilibrio termodinamico também exibem uma transicao de fase que é denominada
de transicao de fase fora do equilibrio. Como exemplo dessa ultima classe de transigao,

pode-se citar o processo de contato, discutido a seguir [63] [64].

4.2.1 O processo de contato

Neste trabalho serd discutido uma classe especifica de sistemas exibindo uma
transicao continua. O modelo mais simples nesta classe é o chamado Processo de Con-
tato (PC) primeiramente descrito por Harris [63] como um modelo de propagacao de uma
epidemia. No PC, individuos estao saudéaveis ou infectados. Estes ultimos podem se
recuperar espontaneamente e permanecerem susceptiveis a nova infeccao. Um saudédvel
pode se tornar infectado desde que seja vizinho préximo de um infectado. Um sistema
com todos os indivivuos saudaveis representa o chamado estado absorvente significando
a extingao da epidemia.

O parametro de infeccao A é o parametro de controle e determina o espalhamento da
epidemia. Para pequenos valores de A, a epidemia nao persiste em tempos longos. J&,
para grandes valores de A, ela se espalha indefinidamente em um sistema infinito. Logo,
existe um valor A. (ponto critico) que estabelece o limite entre a extingao da epidemia (es-
tado absorvente) e a persisténcia da mesma (estado ativo). Verifica-se que A. marca uma
transicao de fase continua entre um estado absorvente e um estado ativo. O parametro de
ordem é a densidade estaciondria de individuos infectados (p) e cresce a medida que A\ é
aumentado. Nas proximidades do ponto critico, p segue uma lei de poténcia p ~ (A —\.)?
onde ( é um expoente critico.

No PC, cada sitio em uma rede hiperciibica estd vazio (saudéavel) ou ocupado (infec-
tado). A taxa de criagao de infectados em um sitio vazio é An/z onde z é a coordenagao
da rede e n é o nimero de primeiros vizinhos ocupados. Os infectados se recuperam com
taxa unitaria e sao susceptiveis a re-infecgao.

Uma anélise de campo médio ¢é 1itil na determinagao das condig¢oes nas quais a densi-

dade estaciondria é nao nula. Segundo o formalismo matemético descrito em [64], seja oy
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a variavel de estado de um sitio x, com oy = 1(0), para x ocupado (vazio) . A evolugao

temporal de p(x,t) =Prob[oyx = 1] é,
d A
(%, 1) = —p(x, 1) + zy:Prob[ax(t) = 0,0y(t) = 1] (4.1)

onde a soma na equacao acima é sobre os vizinhos mais proximos de x. O primeiro
termo representa aniquilacao (surgimento de um saudével) e o segundo termo representa
a criacao de um infectado em um sitio vazio x dada a existéncia de um infectado em y. A
aproximacao mais simples dessa equagao consiste em tratar o estado de cada sitio como
estatisticamente independente e assumir homogeneidade espacial (p(x) = p) . Nesse caso,
a equagao [4.1] torna,

% =(A—1)p—\* (42)

A solucao estacionaria nao trivial desta equagao é:

A—1
ﬁ:T, for A >1 (4.3)

Entao,

(A=) (4.4)

talque 5 =1e A, = 1.

A solucao exata na teoria de campo médio da equacao ([L2) para A # 1 e p(t =0) = py é

_ <)\ - 1)/)0
oo + ML — po) — Le O-1%

p (4.5)

tal que, para A < 1, p decai exponencialmente e, para A > 1, p cresce exponencialmente.

Como pode ser observado da solugao exata, o tempo de relaxagao 7 é dado por,

T A=A (4.6)

Exatamente no ponto critico, a solucao de (d.2) é,
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£o
pot +1

p= (4.7)

onde py = p(0). Assim, em tempos longos, p decai algebricamente, p ~ t~1. Claro que
estas estimativas para o ponto critico A\. e expoente critico J sao rudimentares ja que
as correlacoes entre sitios sao negligenciadas. A estimativa para A. pode ser melhorada
introduzindo a correlacao entre sitios nas aproximacoes de campo médio. Apesar disso,
§ = 1 para qualquer ordem de aproximacao. Os expoentes criticos do PC pertencem
a classe conhecida como Percolacao Direcionada. Valores confidaveis para A., 3 e demais
expoentes tem sido reportados em d dimensoées [67} 68, (69, [70] (711 [72], [73, [74] para diferentes

modelos seguindo a mesma classe de universalidad.

4.2.2  General Epidemic Process (GEP)

O estudo das transicoes de fase tem sido explorado hé algum tempo no contexto
de GEP [75, [76] que, essencialmente, é um modelo com estrutura espacial no qual cada
individuo pode estar nos estados Susceptivel (S), Infectado (I) ou Removido (R). Neste
modelo estocastico SIR, inicialmente os individuos sao susceptiveis e apenas alguns sao
infectados. Individuos S tornam-se infectados em uma dada taxa 3 se for vizinho de pelo
menos um infectado que, por sua vez, pode se recuperar com taxa p. Apos a recuperagao,
permanecerd imune e, entao, é removido do processo. A infecgao (S+I1—21I) é limitada
aos pares de primeiros vizinhos (S-I).

Uma transigao de fase é verificada no GEP com a variacao de (/u. Notadamente,
para pequenos valores dessa razao, espera-se que o sistema entre em um estado absorvente
(sem infectados) em tempos suficientemente longos. A fase na qual a epidemia se espalha
(fase supercritica) é marcada pelo crescimento da regiao ativa em forma de anel que invade
as regioes de susceptiveis deixando para tras uma regiao inativa composta de susceptiveis

e removidos. Nesta fase, o estado final é completamente inativo em um sistema finito. O

IClasse de universalidade: nome dado aos grupos de modelos que possuem 0s mesmos expoentes
criticos.
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comportamento critico da GEP segue a classe de universalidade de percolacao dinamica
[76, [77]. Interessante que, se um individuo removido puder se tornar susceptivel, ou seja,
se a imunidade nao for permanente, tem-se o modelo SIRS. E possivel verificar um estado
estacionario ativo no qual o processo de infeccao, recuperacgao e perda de imunidade ocorre
continuamente. No entanto, isso faz com que o comportamento critico desse modelo siga
a classe de universalidade de percolagao direcionada [78, [79].No modelo SIRS, quando a
taxa de transicao R—S, «, é muito grande comparada a 3 e p, o modelo corresponde ao

PC com um parametro de infecgao dado por A = 3/ p.

4.3 Comportamento de escala

A ideia de comportamento de escala foi introduzida fenomenologicamente por
Widom [80] que conjecturou que a equacao de estado é uma fungdo homogénea genera-
lizada das variaveis termodinamicas na vizinhanca do ponto critico. Nesta vizinhanca, o
sistema ¢ sujeito a fortes flutuagoes correlacionadas em grandes tempos e grandes distan-
cias e é marcado pela divergéncia do comprimento de correlagao no ponto critico. Usando
tal fato, Kadanoff [81] descreveu um cendrio para a hipdtese de escala afirmando que a
divergéncia do comprimento de correlacao é responsavel pela dependéncia singular das
grandezas fisicas em funcao da distancia do ponto critico. Tal ideia foi fundamentada
com o surgimento do grupo de renormalizagao desenvolvido por Wilson [82].

Em 1979, Grassberger e de la Torre [83] introduziram uma andalise do comportamento
critico dependente do tempo. A ideia é o estudo do espalhamento de uma populacao
comegando com uma configuracao muito proxima ao estado absorvente, por exemplo, um
unico sitio ocupado por um infectado numa rede quadrada em ¢t = 0. As grandezas de
interesse sao a probabilidade de sobrevivéncia P(t) em tempo ¢, n(t), o nimero médio de
infectados e R?(t), a distancia média quadratica de infectados em relagao & origem. No
regime onde nao existe espalhamento de infectados (regime subcritico), A < A., P(t) e
n(t) decaem exponencialmente. Neste regime, a probabilidade condicional de encontrar

um infectado a uma distancia r no tempo ¢, p(r,t), dado um tnico infectado na origem
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em t = 0, também decai exponencialmente para distancias grandes e tempo longos:

p(r,t) oc exp(—r/§) exp(—t/T) (4.8)

onde ¢ e T sao o comprimento e o tempo de vida caracteristicos de um cluster de infectados
que cresce a partir de um tnico individuo. Ambos divergem quando A — A.. No regime
supercritico, A > ., existe uma probabilidade nao nula que o processo se espalhe em
tempos longos com a regido ativa se expandindo em uma taxa constante tal que, n(t) oc ¢4,
onde d é a dimensdo do sistema e R?(t) oc t?. Exatamente no ponto critico, A = A, o
processo cessa com probabilidade um e a evolugao assintética dessas grandezas seguem as

leis de poténcia,

n(t) o t? (4.9)
P(t) oc t™° (4.10)
RA(t) oc t¥7 (4.11)

onde 0, § e z sdo os expoentes criticos. Portanto, plots log-log de n(t), P(t) e R*(t)
se aproximam de retas no ponto critico e apresentam curvaturas negativa e positiva nos
regimes subcritico e supercritico, respectivamente. Os expoentes 6, § e z sao dados pelas

inclinacoes dessas retas. Em geral, espera-se corregoes de tempo finito escalando como,
Pt)occt(1+at™® +0t7° +..) (4.12)

As expressoes para n(t) e R*(t) sao similares.



CAPITULO 5

Processo epidémico mediado por

sinais: campo médio e simulacoes

5.1 Introducao

Em vérios processos epidéemicos, a infeccao se espalha via um agente emitido por
organismos ou células [84], por exemplo, em infecgbes virais e no espalhamento de dano
em tecidos apds a irradiagao. Neste ultimo caso, células irradiadas podem se tornar fontes
de sinais que sao desencadeadores de danos letais ou nao letais em células proximas nao
irradiadas (células bystander). Estes sinais liberados por células irradiadas (possivelmente
citocinas) difundem pelo meio extracelular e atingem as células bystander [20] agindo de
forma andloga ao agente infectante em uma epidemia.

Epidemias tém sido amplamente modeladas por meio de equagoes deterministicas de
reacao-difusao [85] e sistemas estocasticos de particulas [76] [78]. No caso dos modelos mais
simples comentado no capitulo anterior (modelo SIR e SIRS), a infeccao é transmitida
via contato entre os organismos saudaveis e infectados sem énfase ao agente transmissor.
Considerando que o agente possui sua prépria dinamica envolvendo difusao e decaimento, é
interessante inclui-lo explicitamente na descrigao quantitativa da epidemia, especialmente,
quando a modelagem ¢ dotada de estrutura espacial.

Neste capitulo é apresentado um novo modelo epidémico no qual elementos (células ou
organismos) liberam sinais que difundem e decaem em certas taxas. Elementos sauddveis
podem se tornar infectados devido a presenca dos sinais e também se tornar novas fontes
de sinais. O modelo é formulado em uma rede quadrada e é descrito na préxima secao.

Formulagoes de campo médio com e sem difusao sao apresentadas na secao 5.3. Na se¢ao
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5.4 sao apresentados os resultados simulacionais para o diagrama de fase, comportamento
critico, propriedades de cluster e velocidade de espalhamento da epidemia. Este modelo

foi reportado recentemente na publicagao [86].

5.2 Descricao do modelo

O modelo é definido em uma rede quadrada com L? sitios em cada um dos quais
existe um elemento (organismo ou célula) que pode estar em um dos estados: Susceptivel
(S), Transformado (T), Depletado (D) ou Removido (R). Cada sitio (i,7) abriga uma
concentragao de sinal Cj; > 0. Individuos emitem sinal no momento da transicao T—D.
A unidade de concentracao é tal que cada evento produz uma molécula de sinal. As

transigoes entre os estados sao:

e Um individuo no estado S no sitio (7, j), tem as taxas de transicao uCj; e vCj; para
os estados T e R, respectivamente. Apenas estas taxas dependem da concentragao

de sinal.

e Um individuo no estado T tem taxas de transicao wrg, wrp, wrr para os estados S,

D, R, respectivamente.

e Um individuo no estado D tem taxas de transicao wpg, wpr para os estados S e R,

respectivamente.

A escolha para a dependéncia proporcional em C' nas transigoes S—T e S—R foi feita
por simplicidade. Ao longo deste capitulo é discutida brevemente a possibilidade de uma
dependéncia em C?. A figura (5.J]) ilustra os estados e as possiveis transi¢oes. Importante
notar que o estado R nao permite escape. Os sinais liberados na transicao T—D difundem
pelo meio e decaem. Considerando que o nimero de moléculas de sinais é muito grande,

a concentragao C;; pode ser tratada deterministicamente via a equacao,

dC;,; ””
— = DACy; = \Cy; + ; 5(t — traij), (5.1)
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Figura 5.1: Tlustragdo das transi¢oes permitidas entre os estados. As transi¢oes S—T e S—R sao pro-
porcionais a concentracao de sinais local.

onde A é o Laplaciano discreto, D ¢ a taxa de difusao, A é a taxa de decaimento, n;; ¢
o nimero de vezes que um sitio (7, ) faz uma transicato T—D e t;,;; sdo os tempos da
transicao. Note que C;; ¢ uma variavel aleatoria assim como n;; e tp.;;.

Importante observar que, apesar do grande nimero de parametros, grandes valores
de p e wrp/(wrr + wrs), pequenos valores de A e D > ( favorecem o espalhamento
da epidemia. O tamanho de uma epidemia pode ser definido pelo nimero de elementos
em estados diferentes de S. Nesse modelo, é de especial interesse o nimero de elementos
removidos, Ng(t), o nimero de elementos no estado T, Np(f) e a concentracdo média
de sinais, C(t). Note que, se as duas tltimas grandezas forem nulas, o crescimento da
epidemia é impossivel. Na fase de espalhamento (regime supercritico), Ng(t) e C(t)
crescem sem limites em um sistema infinito e, eventualmente, saturam em um sistema
finito. Importante observar que uma configuracao absorvente corresponde aquela sem
elementos no estado T e concentracao de sinais nula em todo lugar. No entanto, como
C decai a taxa finita, tal situacao somente é possivel em tempo infinito. A definicao de
sobrevivencia da epidemia serd discutida no estudo do comportamento critico do modelo.

A seguir sao discutidas as aproximacoes de campo médio para o modelo.
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5.3 Analises de campo médio

Nesta secao sao apresentadas duas aproximagoes de campo médio. Na teoria de
campo médio simples (TCMS), a distribuigao de probabalidade conjunta para o sitema de
N sitios ¢ fatorada em probabilidades simples e trata a concentragao de sinais Cj; como
independente do estado do sitio. Na teoria de campo médio difusivo (TCMD), que pode
ser entendida como uma melhora da TCMS, consiste na introducao de uma variavel C;
para cada tipo de sitio que denota a concentracao de sinais média em um sitio dado que
ele estd no estado J = 5,7, D, R.

Ambos os casos sao baseados no seguinte conjunto de equacoes descrito a seguir:
sejam as probabilidades de um sitio (i, j) estar no estado S, T, D ou R dadas por S;;, T35,

Ti; e R;j, respectivamente e com concentracao média de sinais por C;;. Entao,

dC;;

i D Z (Ci — Cij) +wrpTi; — ACy; (5.2)
(kl,ij)
dSy —(p+v)CySij + wrsTi; + wpsDy; (5.3)
dt H ijRij TS5 11 DSij :
dT,;
o pCi;Si; — (wrs + wrp + wrgr)7Ti; (5.4)
dD;;
WJ = wrpTi; — (wps + wpr)Dj; (5.5)
dRij
Tl pCi;Si; + wrrTi; + wprDij (5.6)

onde a soma na primeira equagao se estende sobre os vizinhos (k,[) mais préximos de um
sitio (1, j).

Dado o amplo conjunto de parametros, é conveniente a escolha de algum deles como
um parametro de controle. De alguma forma arbitraria, podemos tomar w = wrp (a
taxa na qual elementos transformados emitem sinal e se tornam depletados) e denotar seu

valor critico por w..
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5.3.1 TCMS

Consiste em uma analise espacialmente uniforme que corresponde ao limite de rapida
difusdo (D — o0) a partir da remogao dos indices (ij) em todas as varidveis no conjunto
de equacoes acima. Tal anédlise dd4 uma boa ideia do limite entre as fases de espalhamento

e nao espalhamento. Neste caso, a concentracao satisfaz a equagao,

ac
& wT — -
i AC (5.7)

Tendo como particular interesse a fase inicial da evolugao apds um transiente inicial, faz-se
S = 1 e procura-se uma solu¢ao na qual as probabilidades T' e D e a concentracao de
sinais crescem exponencialmente: T'(t) = T1e7" e da mesma forma para D e C. Inserindo

estas expressoes no conjunto de equagoes acima, obtém-se,

(v + N (y+ wr) = pw (5.8)

onde wr = w + wrg + wrr. Fazendo v = 0, temos o ponto critico,

Mwrg + wrs)
w—A

(5.9)

We =

Observe que um espalhamento nao é possivel se © < A e que w,. é independente dos
parametros v, wWpg € Wpg.

A figura mostra a evolu¢ao da fragdo T'(t) obtida via integragdo numérica do
conjunto de equacoes de campo médio considerando uma probabilidade de fonte inicial
muito pequena, D(0) = 1071 com S(0) =1—D(0) ~ 1, C(0) = D(0) e T(0) = R(0) = 0.
Note que na fase de ndo espalhamento (subcritica), T'(t) decai monotonicamente enquanto
que na fase de espalhamento (supercritica) ela cresce até tempos intermedidrios. O mesmo
comportamento se verifica para a fracao de depletados D(t). A fragao de removidos R(t)

cresce a taxa constante até saturar; na fase subcritica essa fracao satura em valores muito
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pequenos como mostrado em destaque na figura 5.2 E importante notar que mesmo na
fase supercritica, o crescimento da fracao 7T'(t) é seguido por um decaimento exponencial
marcando a extingao da epidemia. Isto ocorre devido a queda do nimero de elementos

susceptiveis.
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Figura 5.2: Fragao de transformados T'(¢t) na TCMS. Parametros: A = 0.05, p = 0.2, v = 0.1, wrr =
wpr = wrs = wps = 0.2. De baixo para cima: w = 0.13, 0.13333... = w, e 0.134.
Destaque: Fracao limite de elementos removidos versus w.

5.3.2 TCMD

Conforme observado, a TCMS ¢ insensivel a difusao. No entanto, moléculas de
sinais somente sao criadas em uma transicao T — D. Sitios em quaisquer outros es-
tados somente adquirem uma concentracao de sinais nao nula via difusao. Dada tais
consideracoes, nesta subsecao é mostrada uma teoria de campo médio difusivo em sua
aproximacao mais simples como descrito a seguir. Nesta aproximacao ¢é introduzida uma
variavel de concentracao uniforme C; para cada tipo de sitio e que representa a con-
centragao média em um dado sitio no estado J. Para derivar um conjunto de equacoes

para as probabilidades de sitios e as concentracoes associadas, a quantidade de sinais
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em um dado sitio é tratada como uma varidvel discreta n. Entao, seja P(J,n,t) a
probabilidade conjunta que um sitio esteja no estado J e tenha exatamente n molécu-
las de sinal. Dessa forma, a probabilidade de um estado J é P(J,t) = > P(J,n,t) e
Cy(t)=>,nP(J,nt)/ >, P(Jnt)=> nP(Jnt)/P(J1t),tal que,

dCy _ Y, nldP(J,n,)/df]  [dP(J,1)/df]Cy (1) 5.10)
it P(J.1) P(J,t) '

Usemos o estado S como exemplo. As contribuigoes para dP(S,n,t)/dt sao devido a (1)
decaimento do sinal; (2) difusdo entre o sitio e seus vizinhos e (3) transigoes entre o estado S
e outros estados. A difusao é tratada nesta aproximagcao considerando que todos os quatro

vizinhos de um dado sitio tem a mesma concentracao média C(t) = >, P(J,t)C,(t).

Assim,

dP(S,n,t)

- = M(n+1)P(S,n+1,t) — nP(S,n,t)]

+ 4DC[P(S,n — 1,t) — P(S,n,t)] + 4D[(n + 1)P(S,n + 1,t) — nP(S,n,t)]

+ wrsP(T,n,t) +wpsP(D,n,t) —n(p+v)P(S,n,t). (5.11)

Somando sobre n, temos,

S 2Co 4 4DC - il - (ut 1))
+ ngCT%—l—wDSCD%, (5.12)

onde (n*)s = > n?P(S,n.t)/P(S,t). O segundo termo na equacao (5.10) envolve,

>_uldP(S,n,t)/dt] P(T) P(D)
P(S,t) = (,LL—FI/)CS—FUJTSP(S) _'_wDSCD P(S) (513)
Multiplicando por Cg e subtraindo o resultado da equagao (5.12), obtém-se
dC — P(T P(D
d—f;s — —)\CS —+ 4D[C — CS] —+ wTs[CT — Cs]% + wDS[CD — Cs] P(<S)), (5.14)
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onde var(n) = (n?)s — C? é tomada nula, como usual nas aproximagoes de campo médio.

Procedendo da mesma forma para os demais estados, temos as equacoes,

W = ANn+1)P(T,n+1,t) —nP(T,n,t)]
+ ADC[P(T,n — 1,t) — P(T,n,t)] + 4D[(n + 1)P(T,n + 1,t) — nP(T,n,1)]
+ wpunP(S,n,t) — (wrs + wrr +wrp)P(T,n,t). (5.15)
W — M(n+ DP(D,n+1,£) —nP(D,n, 1)
+ 4DC[P(D,n —1,t) — P(D,n,t)] + 4D[(n + 1)P(D,n+ 1,t) — nP(D, n,t)]
—+ wTDP(T,n— 1,t> — (ng—l—wDR)P(D,n,t). (516)
W = M+ 1)P([R,n+1,t) —nP(R,n,t)]

+ 4DC[P(R,n —1,t) — P(R,n,t)] + 4D[(n + 1)P(R,n + 1,t) — nP(R,n,t)]

+ wvnP(S,n,t) +wrrP(T,n,t) + wprP(D,n,t). (5.17)
IO Ay +4D(C = Cr] + (s — Crl D, (5.15)
dCh _ P(T)
—2 = =ACp +4D[C - Cp) +w[1+CT—CD]P(D), (5.19)
% = —ACg+4D[C — Cg] + vCs[Cs — Cp] leg
P(T) P(D)
+ wrg[Cr — CR]P(R) +wpr[Cp — Cg] P(R)’ (5.20)

O ponto critico w,. encontrado via integragao numérica desse conjunto de equagoes

decresce monotonicamente com a taxa de difusao D (conforme mostrado na secao [5.4)
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e se aproxima do valor previsto pela TCMS quando D — oo. A figura mostra a
evolugao das probabilidades de estado e concentragoes em um sistema nas proximidades
do ponto critico. As previsoes de ambas aproximacoes de campo médio sao comparadas

com resultados simulacionais ao longo do texto.
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Figura 5.3: Teoria de campo médio difusiva: Evolugao temporal. Painel inferior (de baixo para cima):
probabilidades de estado P(D,t), P(T,t), concentragao total de sinal C(t) e P(R,t). Painel
superior (de baixo para cima): Concentracoes condicionais Cs e Cr (indistinguiveis), Cr e
Cp. Parametros A = 0.05, p = 0.2, v = 0.1, wrr = wpr = wrs = wps = 0.2, D = 0.02,
and w = 0.2 pouco maior que w. = 0.19587.
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A seguir é apresentada uma analise de uma variante do modelo na qual as taxas de
transicio S — T e S — R sao puC? e vC?, respectivamente, representando uma situacao
na qual elementos saudaveis sao insensiveis a baixas concentragoes de sinais. No con-
texto epidémico, isto é equivalente a situacao na qual baixas concentragoes dos agentes
da doenca sao eliminadas em um sistema imune, enquanto altas concentracoes domina-o.
Neste caso, espera-se uma transicao de fase descontinua como descrito pelo segundo mo-
delo de Schlogl [87]. Isto é verificado para certos conjuntos de parametros especialmente
para grandes valores de p como mostrado na figura ([5.4). E importante destacar que w,

depende da concentracao inicial de sinal Cjy conforme mostrado na figura (5.5)).
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Figura 5.4: Fragao final de removidos: R, versus w para pu = 10, C'(0) = 0.01, quando as taxas de
transicio S — T e S — R sdo oc C? com outros parametros descritos na figura (5.2). R
salta de um valor em torno de 0.16 para 0.998 quando w = 0.15335.
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Figura 5.5: w, versus Cy para pu = 10 quando as taxas de transicio S — T e S — R sdo o C? com
outros parametros descritos na figura (5.2)).
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5.4 Simulacoes

As simulagoes do modelo descrito neste capitulo sao para redes quadradas com
L? sitios. Os estudos sdo iniciados com todos os sitios no estado S (e com concentragio
de sinal nula) exceto o sitio na origem no estado D com uma concentragao unitaria de
sinal. O tamanho da rede é tal que todos os sitios nas bordas permanegam no estado S e
com concentracao desprezivel de sinais durante todo o tempo simulacional. Cada passo no
algoritmo simulacional corresponde a um intervalo de tempo At no qual o estado celular

(daqui em diante trataremos os sitios da rede como células) evolui como se segue:

Se uma célula em (7, j) estiver no estado S, ela permanece nele com probabilidade
ps = exp[—(p + v)C;;At] e faz uma transicao para o estado T com probabilidade

(1 — ps)u/(p + v) e para o estado R com probabilidade (1 — ps)v/(p + v).

Se uma célula estiver no estado T, ela permanece nele com probabilidade p; =
exp|—wrAt]. A probabilidade de uma transi¢ao para o estado J (=S, D, or R) é

(]_ — pt)wTJ/wT.

Se a célula estiver no estado D, ela permanece nele com probabilidade py = exp[—wpAt].

A probabilidade de uma transigao para o estado J (=S or R) é (1 — pg)wps/wp.

Células no estado R permanecem nesse estado indefinidamente.

A atualizacao da concentracao de sinal é realizada de acordo com a equacao (B.1]) que é
Cij — Cj; = exp(=AAt)Cy; + DAt Y [Cry — Cyj] com uma contribuigao Cj; — Cj; + 1
no passo de tempo no qual uma célula sofre uma transicao T —D. Uma boa escolha
de At é fundamental para a evolucao de C. Na maioria dos estudos apresentados a
seguir, At = 0.4. Extensas verificagoes preliminares mostraram que os resultados para
um At = 0.2 sao os mesmos. FEntretanto, para estudos com grandes valores de D, é

necessario uma reducao no passo de tempo para 0.2 ou até mesmo 0.1.
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A técnica empregada na procura pelo ponto critico w, é realizada através do compor-
tamento de leis de poténcia do nivel de atividade n(t), da probabilidade de sobrevivéncia
P(t), e a distancia média quadratica, R*(t), de células removidas em relagao & origem.
Isto justifica-se pela transicao entre as fases subcritica e supercritica ser sugestivamente
continua. O nivel de atividade n(t) é definido como o niimero de células no estado T, Nr,
ja que o crescimento da regiao ativa exige um ntmero nao nulo de células no estado T ou
uma concetracao nao nula de sinal. Verificagoes preliminares apontaram que o comporta-
mento da concentragao total de sinal e Np sao similares.

A definicao de sobrevivéncia nao é evidente neste modelo. Na descricao apresentada
a seguir, ela é baseada no aumento continuado do ntimero de células no estado R e nos
tempos de espera t,, entre dois eventos sucessivos nos quais Ng — Ng + 1. O estudo de
t, em um grande ntmero de realizacoes até um tempo maximo, tj;, mostra que numa
parte dessas realizagoes, Nr aumenta até t); e, noutra parte, Nz satura muito antes de
tyr e com configuracao final desprovidas de células no estado T e com concentragao de
sinal extremamente pequena de forma que um crescimento posterior de Ny é essencial-
mente impossivel. Na classe de realizagoes na qual a atividade se mantém, a distribuicao
de probabilidade dos tempos de espera, P(t,), cai a zero acima de certo valor. Baseado
nestes fatos, definimos um tempo maximo de espera, ty s, de alguma forma maior do
que o valor associado com o limiar de corte de P(t,). Entdo, se em uma determinada
realizacao, t,, > ty s, O sistema é considerado inativo e a realizagao é interrompida. O
tempo de desativacao é tomado como o tempo da tltima transi¢ao para o estado R. Dessa
forma, a probabilidade de sobrevivéncia P(t) é definida como a fragao das realizagoes que
se mantiveram ativas no tempo t. Para os estudos simulacionais a serem mostrados ao

longo deste capitulo, ty = 180.
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As grandezas P(t), n(t) e R*(t) sao esperadas seguir as leis de poténcia [76] 3],

n(t) ~ 9 (5.21)
P(t) ~ t7° (5.22)
R*(t) ~ t%», (5.23)

no ponto critico, onde 8, § e 2z, sao os expoentes criticos associados com o espalhamento.
O expoente zy, = 2/2z como definido no capitulo 4.

E esperado que o cluster de células R gerados a partir de uma tinica célula R na origem
em ¢t = 0 seja um fractal e seu raio de giragao siga R, ~ n'/Ps onde D ¢ € a dimensao

fractal [65].

A seguir sao apresentados os resultados simulacionais deste modelo.

5.4.1 w. X D, p x D e comparacoes entre simulagoes, TCMS e TCMD

Estes estudos foram realizados usando dois conjuntos de parametros. O primeiro
conjunto é composto por A = 0.05, p = 0.5, v = 0.1 e wrg = wpr = wrs = wpg = 0.2,
tamanhos de redes de até L = 600 e até 10 passos de tempo. Neste caso, a previsao TCMS
é w, = 2/45 = 0.0444... e é consistente com o resultado de simulagbes com concentragao
de sinal espacialmente uniforme, w, = 0.045(1). A previsao TCMD para D = 0.02 ¢é
w, ~ 0.06 enquanto as simulagoes indicam w,. = 0.2972(1), como mostrado na préxima
secao. Importante destacar que as teorias de campo médio fornecem uma ordem de
grandeza correta para D > (0.1 mas subestimam w, especialmente para pequenos valores
de D.

O segundo conjunto de parametros é composto por v = 0.51, p = 0.79, A = 0.1,
D = 2.94, and wpr = wps = wrr = wrg = 0.0079, tamanhos de redes de até L = 900
e até 10? passos de tempo. Neste caso, as simulagoes produzem w, = 3.15(5) x 1073 e,
para TCMU e TCMD, w, = 2.29 x 1072 e w, = 2.31 x 1073, respectivamente. A boa

concordancia entre simulagoes e as teorias de campo médio é devido a grande taxa de
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difusao deste conjunto de parametros.
Variando as taxas de difusdo D e o parametro p (relacionado a taxa de transigao

S—T) obtém-se os diagramas na figura (&.0]).

0.3 = 0.8
06" g
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£ s 04 . 1
01t . : R
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0.0 0.1 0.2 03 0.4 03 04 05 06 07 08
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Figura 5.6: A esquerda: Ponto critico w. versus taxa de difusao D. A direita: Ponto critico W, VErsus
w para D = 0.02. Os parametros sao A = 0.05, p = 0.5, v = 0.1 e wpr = wpr = wWrs =
wps = 0.2. Pontos: simulagao; curva sélida: TCMD; linha tracejada: TCMS. As barras de
erros sao menores que os simbolos.

5.4.2 Comportamento critico

Na avaliacao do comportamento critico, estudos preliminares indicaram um w, =~
0.297 usando o conjunto de parametros da figura (5.6) e D = 0.02. Para cada valor de
w foram realizadas 72000 realizacoes com L = 360 e t); = 5000. O extenso ntimero de
realizacoes é necessario para a obtencao de um resultado consistente de w,. e os expoentes
criticos. Um nimero menor de realizacoes da ordem de 10% e 10* geram resultados que sdo
dominados por flutuagoes impossibilitando a analise critica. Isto é creditado a natureza
de propagacao da epidemia que engloba varias possibilidades de transicao entre estados
e, particularmente, a difusao. Para taxas de difusao muito baixas como as usadas na
andlise critica apresentada aqui, os estagios da propagacao dependem de raros eventos.
Mas, para altos valores de D, é esperado que sejam necessarias simulacoes em tempos
longos e grandes sistemas para que seja possivel observar a mudanca do comportamento
do tipo campo médio para o regime assintético de escala. A figura (5.7) mostra graficos

logaritmicos das grandezas n(t), P(t) e R*(t) para w = 0.297,0.2972 e 0.2975.
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Figura 5.7: Gréficos de Inn(t), In P(t) e In R?(t) vesus Int. As cores preto, azul e verde sdo para

w = 0.297,0.2972 e 0.2975, respectivamente.
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Os expoentes criticos 0, 0 e z5, sao estimados via andlise de graficos de inclinagao
local dos mesmos. Como exemplo, 6(t) é definido como a inclinacao de um ajuste linear
dos dados de n(t) (em escala logaritmica) no intervalo [t/a, at]. Um alto valor de a
significa baixa sensibilidade a flutuagoes enquanto que, baixos valores de a significa uma
alta resolucao. Nos estudos apresentados neste trabalho, a = 2,3. A estimativa dos
expoentes criticos ¢ feita plotando os graficos de inclinacao local §(t), 0(f) e z,(t) versus
1/t e extrapolando para 1/t = 0. Como uma curvatura para cima corresponde a fase
supercritica e para baixo a fase subcritica, a escolha deve ser aquele w associado a menor

curvatura. A figura (5.8) mostra os graficos de inclinagao local.
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Figura 5.8: Inclinacao local 6(t), 6(t) e zs,(t) para (de baixo para cima) w = 0.297, 0.2972 e 0.2975.
Parametros: D =0.02, A\ =0.05, x = 0.5, v =0.1 e wrgr = wpr = wrs = wps = 0.2.

Baseado nos dados para 6(t), w. = 0.2972(1) e § = 0.573(5), § = 0.096(1) e 2z, =

1.768(2). Estes valores sao compardveis aos da literatura 6 = 0.586, § = 0.092 e z,, =
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1.771 para a percolacao dinamica em duas dimensoes [88, [89]. A incerteza associada
aos expoentes criticos é devido a incerteza na determinacao de w,.. Importante observar
que os expoentes obedecem a relacao de escala de percolagao dinamica 6 = z,, — 20 — 1

considerando as suas respectivas incertezas.

5.4.3 Dimensao fractal

A determinacao da dimensao fractal, Dy, do cluster de células R no ponto critico
foi realizada usando o raio de giracao R, desse cluster em funcao do seu tamanho, n, para
500 realizagbes em t); = 5000. De acordo com [65], R, n'/Pr paran > 1. O ajuste

0-525(6) correspondendo a uma Dy =1.91(2)

linear dos dados na figura (5.9) produz R, ~ n
consistente com o valor 91/48 ~ 1.896 previsto pela teoria de percolagdo dinamica em

duas dimensoes [65].

Figura 5.9: Raio de giragao R, versus o tamanho n do cluster de células R no ponto critico para pardmet-
ros como na figura (E.8) com w = 0.2972.

5.4.4 Regime subcritico

E esperado que no regime subcritico, o tempo médio de vida ¢,, o tamanho médio

final do cluster n e seu raio de giracao médio R, sigam o seguinte comportamento de
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escala nas vizinhangas do ponto critico [8§],

t, o ATV noc ATC Ry ATV (5.24)

onde A = w, —w e ( = yy/vL, com vy sendo o expoente critico de percolacdo que
governa a divergencia do tamanho médio do cluster. Neste trabalho, os expoentes v, ¢
e v sao estimados usando redes de L = 1000 e 1000 realizagoes para cada valor de w
e para o conjunto de parametros definidos na figura (5.8]). Os resultados simulacionais
apresentados na figura (B.10) produzem v = 1.52(2), v, = 1.29(3) e ( = 2.69(3) e que sao
consistentes com os valores para a percolacao dinamica em duas dimensoes v = 1.506,

v, =4/3 e ( =2.698 [8]].
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Figura 5.10: Tempo médio de vida ¢,, o tamanho médio final do cluster n e o raio de giracao médio R,
do cluster final R, versus A = w. — w no regime subcritico para os parametros como na
figura (5.8). As inclinagbes das linhas de regressio sdo 1.52 (t,), 2.68 (n) e 1.29 (Ry).
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5.4.5 Imagens de clusters e espalhamento

As figuras (B.11]) e (B12]) mostram exemplos de crescimento de clusters no ponto
critico para duas diferentes taxas de difusao D. Note que a imagem que corresponde a
menor D é mais densamente conectada, enquanto a outra evidencia “colonias” crescendo
em algumas distancias da concentracao principal e possui bordas mais difusas. Para
ambos valores de D, a distribuicao de células T e D é altamente nao uniforme. Ja no
regime supercritico, o crescimento do cluster é mais simétrico mas ainda irregular, como

mostrado na figura (5.13) para w ~ 1.08w, e 1.33w.,.

Figura 5.11: Crescimento de clusters no ponto critico, w = 0.2972, para os parametros como na figura
(B6) com D = 0.02. Pontos verdes: Células R; Pontos pretos: Células T; Losango preto:
Posigao da semente; x: Posicoes de altas concentragoes de sinais, C' > 0.1.
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Figura 5.12: Crescimento de clusters com w = 0.2972 para os parametros como na figura (.0) e com
D = 0.3. Pontos verdes: Células R; Pontos pretos: Células T; Losango preto: Posicao da
semente; x: Posicoes de altas concentragoes de sinais, C' > 0.1.
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Figura 5.13: Crescimento de clusters no regime supercritico. O contraste de cores mostra o conjunto de
células R em tempos 100, 200, 500 e 1000. Os pardmetros sdo como na figura (B.0), com
D =0.1, w=0.13 (acima) e w = 0.16 (abaixo).
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5.4.6 Velocidade de propagacao

Nesta secao é analisada a velocidade de propagacgao no regime supercritico. Perto
do ponto critico, é esperado que a velocidade escale da forma vy ~ €17+, onde € é a
distancia da criticalidade [76]. Para percolacao dinamica em duas dimensoes, vy ~ €173,
Em simulacoes, v, é determinada pela relagao (Ng(t)) ~ 7(vst)? j4 que, na média, a regiao
de células R tende a um circulo de raio vst em tempos longos. Os resultados na figura
(EI4) sao para redes com L = 850 - 1000 até ¢t = 8000 e sdo consistentes com uma
lei de poténcia perto do ponto critico. O ajuste dos dados usando w,. = 0.1206 produz
v — vy = 0.178(15). Considerando a incerteza em w. (£0.0001), v — v, = 0.18(4) que
¢ consistente com o valor esperado para percolagao dinamica em duas dimensoes. Para
w > w,, a distribuigao de células R é, essencialmente, uniforme com (Ng(t)) crescendo

linearmente no tempo. Considerando as dimensoes de D e v, [comprimento]®.[t]™! e

-1

[comprimento].[t] !, respectivamente, espera-se que, nesse regime, v; ~ VvD. O grafico

em destaque dentro da figura (5.14]) confirma tal relagao de escala.
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Figura 5.14: Velocidade de espalhamento v, = (Nz)'/2/(y/7t) versus w para D = 0.1. A inclinagao da
linha de regressao é 0.178. Grafico em destaque: velocidade de espalhamento versus D'/2
para w = 0.15. Demais parametros sao como na figura (Fig. [£.8)). As linhas servem apenas
como guia.



CAPITULO 6

Conclusoes e perspectivas

Neste trabalho nés estudamos dois modelos estocasticos markovianos com taxas de
transi¢cao dependentes do tempo aplicados no estudo do EBR. A aplicacao destes modelos
a resultados experimentais [4] permite a estimativa da meia-vida de pelo menos um dos
sinais desencadeadores do EBR, o que é um marco na contribuicao para a caracterizagao
desses sinais. O valor encontrado para a meia-vida, (17.5+4.3) min, é comparavel a meia-
vida da citocina TNF-a (~ 20 minutos) no sangue de pacientes expostos a radioterapia
[53]. Os modelos também reproduzem a fracao de sobrevivéncia celular e a frequéncia de
transformacao em funcao do tempo e da dose, bem como a variancia dessas grandezas.

Motivados pelo fato que os sinais desencadeadores de EBR desempenham um papel
semelhante ao de agentes espalhadores de doenca em uma epidemia, nés também estu-
damos um modelo epidémico no qual a doenca ou dano é transmitida por sinais que
difundem e decaem e sao emitidos por individuos infectados. O modelo é formulado em
uma rede quadrada na qual cada sitio representa uma célula que pode estar em quatro
estados: susceptivel, transformada, depletada ou removida. A mais simples analise do
modelo via aproximacao de campo médio (TCMS), correspondente ao limite de rapida
difusao, D — oo, produz a ordem correta de magnitude do valor critico w,.. Uma segunda
anélise de campo médio levando em conta a difusao (TCMD) permite uma anélise quali-
tativa de w, versus D e a verificacao da divergéncia de w,. quando D — 0.

O modelo epidémico proposto exibe uma transicao de fase continua entre os regimes
de espalhamento e nao espalhamento. Simulacoes do espalhamento da atividade produzem
expoentes criticos 0, d e z,, consistentes com aqueles da classe de universalidade de perco-
lacao dinamica em duas dimensoes. Simulacoes no ponto critico também confirmam que a

dimensao fractal Dy, os expoentes criticos associados ao regime subcritico e o escalamento
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da velocidade no regime supercritico também sao consistenets com esta mesma classe de
universalidade.

Dentre as varias linhas nas quais este trabalho pode ser estendido, pode-se destacar
o estudo da possibilidade de uma transicao descontinua para uma taxa de transformagao
com dependéncia nao linear na concentracao de sinal, como previsto pelas teorias de
campo médio apresentadas bem como aplicagoes a processos especificos tais como o efeito

bystander radioinduzido para valores de taxas de transicao plausiveis.



APENDICE A

Valor esperado e variancia de n(t) no

modelo estocastico de dois estados

A seguir sao obtidas as expressoes para (n(t)) e var[n(t)]. Considere a equagao mestra
para o modelo,

dP(n,t)

= R+ 1) P(n+1,0) —nP(n.b) (A1)

Caso I: P(n,0) = 6,.n,-

Caso II: distribuicao inicial é Poissoniana com média I,

Fne—F

n!

P(n,t) = (A.2)

Considere a funcao geratriz F(z,t) = > ;2 2" P(n,t). A condi¢ao de normalizagao implica
em F(1,t) =Y 2y P(n,t) = 1 em ambos os casos e, F(z,0) = >_° 2" para o caso I e
F(z,0) = exp[—I'(1—2)] para o caso II. Multiplicando a equacao mestra por 2" e somando
sobre n, obtém-se a seguinte equagao diferencial parcial para a funcao geratriz,

OF(z,t)
ot

OF(z,t)
0z

= Ri(t)(1 - 2) (A.3)

A equagao ([A3) é resolvida pelo método das caracteristicas [90]. Ao longo de uma curva

caracteristica no plano z-t, dF' = 0. Entao,

dz = —R(t)(1 — 2)dt (A4)
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Integrando a equagao (A4l usando Ry (t) = vy exp(—At) (como definido na se¢ao B.2.1]),
encontra-se,

(1 —2)exp [%e*)‘t} =C (A.5)
onde C' é uma constante de integracao relacionada ao valor de F'(z,t) ao longo da curva
caracteristica. Entao, F'(z,t) é da forma,

Fzt) = f [(1 ~ Z)exp (%e%)] —C (A.6)

para alguma funcao diferenciavel f.
Para o caso I, F(2,0) = f [(1 — z)exp (42)] = 2™. Fazendo z = (1 — z)exp (42),

tem-se f(z) = [1— zexp (742)]™. Portanto,

Flzt) = lz exp (“;10(1 - e’\t)) +1—exp (";10(1 - eM))ro (A7)

Como ¢ evidente da defini¢ao de F(z,t),

_OF(Lt) fi10 it
(n(t)) = == = noexp [_T(l . )} (A.8)
A variancia é obtida usando,
O*F(1,1)

o = > n(n—1)P(n,t)

—0

n*(t)) — (n(t)) (A.9)

T~

Entao,

var[n(t)] =

PF(1,t) OF(1,t) [oF(1,t)]°
82 | 8. _{ }
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Seguindo procedimento similar para o caso I, a funcao geratriz para o caso II é,

F(z,t) = exp {—m — 2) _‘;10 (1— e_’\t)} (A.11)
Portanto,
in(t)) = & gi D _ T exp [—%(1 . e_’\t)] (A.12)

e, como ¢é conhecido para uma distribuicao poissoniana, a variancia é,

var[n(t)] = (n(t)) (A.13)



APENDICE B

Incerteza nos parametros dos

modelos em tempo continuo

O estudo da incerteza nos parametros do modelo estocastico de dois estados consistiu
na construcao de conjuntos de dados simulados partindo da hipdtese que os erros experi-
mentais seguem uma distribuicao gaussiana. Esta hipotese é plausivel pois, nas mesmas
condicoes experimentais, os valores medidos para uma dada grandeza em repetidas medi-
das independentes produzirao resultados bem distribuidos em tornos do valor verdadeiro
[52].

Os conjuntos de dados simulados foram obtidos a partir de 7; nimeros aleatérios
com distribuicao de probabilidade gaussiana com média nula e variancia igual a 1. Tais
numeros foram utilizados para construir N conjuntos de dados simulados da maneira de-
scrita a seguir.

Seja o conjunto de dados experimentais no qual cada ponto é representado pela va-
riavel S; = X; + A;, onde A; é o desvio padrao associado a cada ponto. Para simular
os conjuntos de dados experimentais supomos uma variavel aleatéria & com distribuicao
gaussiana de média nula e desvio padrao A; tal que, cada ponto do conjunto de dados
simulados S sera S = X, +¢;. A implementagao de &; se d& a partir do nimero aleatério
n; onde & = A;n; com variancia AZ.

Para encontrar os valores dos parametros p19 € A que melhor ajustam os dados expe-

rimentais foi empregada a técnica dos minimos quadrados onde os valores dos parametros
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escolhidos sao aqueles que produzem menor ¢, definido como:

€= Z(SZ- —Y;)?/S; (B.1)

onde n é o nimero de pontos no conjunto de pontos experimentais e Y; é o valor calculado
pela equagao ([B.3) do modelo em questdao para encontro dos valores 6timos de pyg €
A. O mesmo procedimento é também aplicavel aos conjuntos de pontos simulados que
produzirao valores (u’,\.) distribuidos em torno de (j10,A). Nesta notagao, i = 1,..., N,
onde N é o numero de conjuntos simulados. A figura abaixo mostra tal situacao no ajuste

aos dados experimentais de Mothersill [4].
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Figura B.1: Distribuicao dos (u,\%) em torno de (u1g,\).

A incerteza nos parametros j19 € A pode ser determinada, por exemplo, a partir de
uma elipse de confianga centrada em j19 e A\. A técnica se resume em calcular a matriz
covariancia de Ap; = pb — o e AN, = AL — X para os N conjuntos simulados. O

comprimento dos semi-eixos b (maior) e a (menor) da elipse sao dados por [91]:
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— /1

b= AXQ \/5 (Umm + UZ/?J) + W
1

a4 = AXQ\/i(O-mm + UZ/?J) -W

W= /(00 — 02 + 402,

1 20
) = = arctan ———~
2 |20 — Oy

(B.2)

Nas equagoes acima, Ax? estd relacionado com o nivel de confianca [52] € 0., 0,y € 04y
sao as variancias e covariancia dos Ap; e A)\; e 6 é o angulo formado entre o eixo maior

da elipse e o eixo das abscissas como na figura (B.2).

A

1t

Figura B.2: Representacao da elipse no plano centrada no plano u-\.

Para o estudo da incerteza no modelo de dois estados foram construidos 2000 conjun-
tos simulados com seis pontos que produziram parametros p’ e A’ encontrados de acordo
com a técnica descrita acima. Dessa forma, os elementos da matriz de covaridncia encon-
trados foram: o,, = 2,91 x 107, 0, = 1,72 x 10 % e 0,y = 0, = 6,92 x 1077.

Para um nivel de confianga de 68,3% e dois graus de liberdade (nimero de parametros
em analise), Ax? = 2,30 de acordo com [52]. Portanto, usando as equagoes (B.2),

a=1,6x10"°b=21x10"%

Dessa forma, as incertezas nos parametros j1p e A sao dadas por duyp = asinf e

O\ = bcos 6§, respectivamente sao: dug = 2 X 107° e 6\ = 8 x 1075, Logo, os parametros
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[0 € A sao escritos com suas respectivas incertezas como jiyg = 10 =010 € A = A £ I
Ou seja, 1o = (3,3 +£0,2) x 1074 e A = (6,6 +0,8) x 1074,

Os erros nos parametros do modelo estocastico de trés estados foram estimados re-
alizando um ajuste do conjunto S; de dados experimentais [7], [§] e obtendo os valores
otimos g, €9, Wo € 0o e um ajuste para S; = X; + A;, obtendo os valores 6timos 1y, €1, wq
e 0y para os parametros. As incertezas consideradas sao 6n = | — nol, dw = |w; — wo| e

do = |oy — oy].
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