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1 Introducao

Nesta monografia faremos uma breve indrodugao aos nimeros p-ddicos. Veremos como eles surgiram
e depois faremos sua defini¢ao formal. A idéia é indroduzir novas métricas no corpo dos racionais Q
e de considerar seus completamentos. O mais interessante é que essa métrica estd ligada a um nimero
primo p e assim teremos informacgoes aritméticas e topoldgicas.

Assim, toda a teoria de Célculo pode ser apresentada nos corpos p-ddicos. O que muda aqui é como
medimos nos racionais. Vérios exemplos sao apresentados na monografia.
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2 Como surgiram os nimeros p-adicos?

2.1 Um pouco de Historia

Os nimeros p-adicos foram introduzidos por Kurt Hensel, um matematico que nasceu na Prussia, na
cidade que hoje tem o nome de Konigsberg. Estudou matematica em Berlim e teve professores famosos
como Lipschitz, Weierstrass, Helmhotz e especialmente Kronecker, o qual muito o influenciou. Seus
trabalhos seguiram os mesmos caminhos de seu mestre, a saber desenvolvimento da aritmética no corpo
dos numeros algébricos.

Em, 1897 utilizando o método de Weierstrass no desenvolvimento em séries de poténcias para
fungoes algébricas descobriu que podia fazer uma analogia e dai surgiram ntimeros p-adicos. Hensel fez
uma analogia entre os irredutiveis de C[z] e os de Z dos inteiros, a saber (z — a) € C[z] e os primos p
inteiros.

Os nimeros p-adicos podem também ser considerados como completamento dos niimeros racionais
com uma métrica diferente do valor absoluto, a qual d& origem aos nimeros reais.

A invencdo de Hensel conduziu ao desenvolvimento de um campo pouco explorado pelos ma-
temdticos da época e com grande repercussao. Os numeros p-adicos sao requisitados na obtencao de
raizes de polinémios nos anéis modp. Este é o famosso principio local- global( veja [God] H. Godinho) ,
dado um polinémio com coeficientes em 7Z é bastante facil obter raizes nos niimeros p-adicos e como este
conjunto contém Q, acabamos determinando as raizes do polinémio.

Em 1921, utilizando os numeros p-ddicos Hasse e Minkowski formulou o principio local- global
para formas quadréaticas, dando um grande passo. Eles mostraram que para formas quadraticas, um
polinémio

F(xl,xg,...,xn,...)
homogeneo de grau dois apresenta solugoes nao triviais nos racionais se e somente se apresentar solugoes
nos nimeros p-adicos.

Hensel foi professor na Universidade de Marburg até a sua aposentadoria. Deste 1901 era diretor
do jornal “Crelle”um famoso e prestigioso jornal da época.

Os ntimeros p-addicos nao se limitam a teoria dos ntimeros, hoje ele é empregado na fisica, quimica,
geometria e recentemente na criptografia. Na fisica, os chamados vidros de spin, que apresentam particulas
magnetizadas( veja [Dan] Daniel Barsky). Estas, por serem magnetizadas sdo desorganizadas estrutural-
mente e uma maneira de minimizar as interagoes magnéticas é ajustar e controlar as particulas em um
ambiente controlado, na chamada “técnica das réplias”( copia das particulas). Esta técnica consiste em
considerar n amostras idénticas, determinar a energia de interacao magnética e anular os efeitos fazendo-
os tender a zero. Tal técnica equivale a considerar uma série de nimeros inteiros p-adicos que tenda
p-adicamente a zero, para todos os primos p do explorador de saida de quadriculagao.

Também na fisica relativista, temos varios exemplos, e um dos mais notaveis consiste em utilizar
os numeros p-adicos na teoria de Plank. Os fisicos tedricos investigam sobre a estrutura do espago e
tempo em pequena escala. Pelas leis da relatividade e da fisica quantica indicam que é impossivel medir
distancias inferiores a chamada longitude de Plank, de ordem de 1073 metros. A existéncia de uma
distancia minima sugere possibilidade de que, a ultima estrutura do tempo e espago pode ser descrita nao
em termos da estrutura dos nimeros reais, mas nos termos da estrutura p-adica.

2.2 Procurando zeros de polindmios

Suponha que queremos resolver equacoes do tipo
fx)=0 mod p° (1)

onde f é um polinémio com coeficientes inteiros e p um primo qualquer, isto é, queremos achar as raizes

de f nos anéis p% para todo natural e . Observe que toda solucdo da equacdo acima com e > 1 é



também solucao para e =1, mas a reciproca é falsa.

Uma classe mod p origina p classes mod p?. Com efeito, seja @ € % ; podemos escrevé-la na
forma a =a+tp com t€Ze 0<a<p-—1. Aplicando o algoritmo de Euclides temos t = ¢gp + r com
o<r<p-leasclassesa=a+ (qp+r)p=a+rp+qp>=a+rp mod p?ondeo<r<p-—1.

z

7 5 7 / . N 3F .o
Em 57, por exemplo, a classe 2 € 37 d4 origem as classes 2,5 e 8 em gz.

Para fixarmos melhor as idéias, vamos tentar resolver a seguinte equacgao de congruéncia.

Exemplo 2.1.
2 2 mod 7°¢ (2)

8
If

para todo nimero positivo e € N.

Comecaremos encontrando as solucées mod 7, e depois as solucdes mod 72 e assim sucessivamente.

Por substitui¢do direta, vemos que em 7%, as classes 3 e —3 = 4 sao solugoes de (2) (mod 7).
Escrevendo 1 = 3 + 7t (0 mesmo para y; = —3 + 7t ) e substituindo em (2) temos:
32 = 2 em-5
B+7)2 = 2 mod7?
324237t = 2 mod7?
7T+237 = 0 mod 72
7(14+23¢) = 0  mod7?
14231 = 0 mod7
6t = -1 mod7
(=1t = -1 mod7
t = 1 mod?7

Escrevendot =1+ 7k e 2o =3+ 7-(1+7k) =3+ 7-1+ 7%k temos que 22 é uma solucio (mod
72) de (2) onde k € Z. Analogamente, para e = 3, substituindo o em (2) obtemos:

x2 = 2 mod?
B+71+7%k)?2 = 2 mod 73
102421072k = 2  mod7®
98 + 98.10k = 0 mod 73
24+ 20.k = 0 mod 7!

6k = —2  mod7

—k = -2 mod7

k = 2 mod?7

Escrevendo k = 2 + Tk teremos 3 =3+ 7-1+7*(2+7 k1) =3+7-1+72-2+ 7 -k é uma
solucio (mod 73 ) da equagao (2).

Repetindo este raciocinio obtemos 4 =3 +1-74+2-724+6-73 4+ 7* - ky e assim obtendo algo do
tipo:

E=34+1-T+2-7+6-7+6-7" +... (3)

a qual é uma soma que parece infinita e é solugdo da equagdo (2) . E mais, esta solucdo foi surgindo
através do aparecimento da sequéncia de inteiros

{!,Cl, 2,3, }

que satisfaz:



T, = 3 mod 7
Ty = Tp_i1 mod 7"
2 = 2 mod T H1

Este & nos faz lembrar de dizimas periddicas e nao peridédicas que surgem quando procuramos
solucdo da equacdo 22 = 2 em Q, a saber, para acharmos uma solucao de 2 = 2 em Q nés vamos testando
uma sequéncia de racionais, a saber:

1, 1,4 1,41 1,414 1,4142,
cujos quadrados sao:

1, 1,96 1,9881 1,999396 1,99996164, ... (4)

Continuando nesse processo conseguimos obter niimeros racionais cujos quadrados ficam tao préximos
de 2 como quisermos (aqui préximo significa que a diferenga entre eles tem valor absoluto praticamente
nulo) e acabamos achando um decimal do tipo 1,41421356237309504880. ... Essas consideragoes nos leva-
ram a “ estender Q ”incluindo todos os decimais e nao apenas os periédicos. E asim foi criado o conjunto
dos nimeros reais.

Voltando ao nosso problema (1) e fazendo uma analogia com os niimeros reais, queremos criar
um ambiente onde nosso £ faca sentido. Queremos “ expandir QQ ”incluindo os “ niimeros ”da forma:

E=34T-14+7-247.6+...

que apareceram na solucdo da equacdo 2 = 2 mod 7. Observe que em Q tal equacdo ndo tem solucdo

e que com o valor absoluto | | normal de Q a série £ ndo converge.

Considere agora um outro exemplo de equagao de congruéncia que apresenta uma solugao em Q,
como por exemplo:

Exemplo 2.2.
> =81 (mod 7"), (5)

para todo natural n.

A equacdo acima nos racionais apresentam solugoes 9 e —9 . Utilizando o mesmo processo ante-
rior para resolver a equacio de congruéncia (5), comecaremos encontrando solugoes mod 7 depois mod 72,
mod73, e assim sucessivamente.

Percebemos que 79 =9 = 2eyp = —9 = —2 =5 sdo solugdes da equagao x> = 81 (mod 7"),
para n = 1. Escrevendo x; = x¢ + t1.7,( 0 mesmo para u; = %o + t1.7) a fim de obter mod 72 e
substituindo na equagao temos:

(mg + t1.7)? = 81 mod7?
(24 Tt1)? = 81 mod7?
22 +2.2.7t = 81 mod7?
—774+227; = 0 mod7?
7(—11+42.214;) = 0 mod7?
—11+2.2.44 = 0 mod?7
4t4 = 4 mod7

t1 = 1 mod7



x1 =2+ 1.7ey =5+ 5.7 sdo solucoes da equacio z? = 81
analoga podemos fazer xy = x¢ + 1.7 + t3.7% e substituindo na equacio temos:

Assim 2o = 24+ 1.7+ 0.72 e ys = 5 + 5.7 + 6.72 sao solucdes da equacdo z? = 81

(o + 1.7 + 12.7%)?
(24 7.1 +15.7%)2
(9 —|—t2.72)2

9% +2.9.7%.ty

81+ 2.9.7% 1,

72(2.9.t2)
12

18

4tq
ta

n = 3. Continuando encontramos duas sequéncias:

Yo
U1
Y2
Ys
Ya
Ys
Ye

Concluimos que na solucdo da equacio z2 = 81

Existem certas propriedades nas duas sequencias de solugoes acima:

2

5

=24+1.74+07+0.74+074+0.7°=9

81
81
81
81
81

0

0
0
0

mod 73
mod 73
mod 73
mod7?
mod 72
mod 72
mod7
mod7
mod?7

o =9=2

Ty =2+4+17=9

e =2417+4+072=9

x3 =24+174+0724+07=9

x4 =24+174+0724074074=9
25 =24+174072+07+0.74=9
Te

=-9=-2=5

=54+5.7=140

=5+574+6.72=334
=54+5.74+6.72 + 6.7 = 2392
=54+574+6.72+6.724+6.7* = 16798

=54+5.74+6.72+6.72 + 6.7 +6.7° = 117640
=54+574+6.72+6.7° + 6.7 +6.7° + 6.76 = 823534

9

40

9

334

9

2392

9

16789

9

117640

1. Os termos das solugbes que aparecem sao “coerentes ”, ou seja :

Tn

= Tp-1

= Yn-1

(mod 7")

(mod 7™)

(mod7?), para n = 2. De maneira

(mod7™), para

(mod 7™) aparecem as sequencias:



2. Os termos das sequéncias x,, e y, satisfazem :

Ty < 7n+1 e Yn < 7n+1

3. Cada x, é a expansao 7-adica da classe do nimero em %

Note que as poténcias de p aparecem naturalmente nas duas solugoes da equagao acima e que toda
equacao do tipo:

flz)=0 mod p° (6)

onde p é primo e com e natural apresentam os mesmos tipos de solucao. Isto nos levara a criar um valor
absoluto especial nos racionais, isto é, “ um novo processo de medir "no conjunto dos racionais . Valor
absoluto este, tal que, quanto maior potencia de p o nimero tiver, menor serd o nimero. Os nimeros
p-adicos surgirao assim.

2.3 Usando o Método de Newton

Por outro lado, podemos também resolver as equagbes do tipo (6) usando aproximagoes sucessivas
através do Método de Newton .

Comegaremos com uma solugao de (6) com e = 1 e a refinamos para uma solugao para e = 2, logo
depois para e = 3, etc., fazendo com que cada solucao seja obtida da anterior. Este método é usado em
célculo e consiste em determinar aproximagoes cada vez melhores para uma solugao da equacao f(z) =0,
dada alguma aproximagao inicial. O método de Newton é iterativo permitindo encontrar solugoes de
equagdes de congruéncia usando o desenvolvimento em Taylor de f(x), de modo que as solugées mod p°©
sejam obtidas a partir das de mod p®~!

No caso cldssico, nés temos uma aproximagdo real para uma solugao £ da equagao f(z) = 0,
onde vamos supor por simplicidade que f apresenta uma expansao de Taylor ao redor do ponto zq e
que f/ (xg) # 0. Nés tentamos estimar & — xg = h por um valor aproximado de h, e entdo repetindo o
argumento comegando com x; = zg + h, nds temos:

0= F€) = flao+h) = f(wo) + f (wo)h+ 5. (@) + .. @

e supondo x préximo de € , |h| serd pequeno e os termos envolvendo h?, h3, k%, ... serdo desprezados.
Descartando tais termos, nés tomamos h como o nimero que satisfaz:

F(zo) + f (wo)-h =0,

desenvolvendo em fungao de h , temos:

substituindo h em x; = xg + h, obtemos :

f(x0)
I (20)

1 = Xo —

a qual é a forma standard de Newton.
A expansao de Taylor de um polinémio reduz a uma identidade algébrica finita:

flzo+h) = f(wo) + f (w0).h+ %f (wo).h® + ...+ %f"(mo).h" (8)

onden=grfea f(z)=(N"arz*) =" kapa*1

10



Observe que estamos usando a definicao de derivada formalmente e a identidade de Taylor nao
depende dos processos de limites para polindmios. Agora, o termo c;.z’ em f(x) nos leva ao termo
correspondente

J-G=1).. -k:!(J k+1) ez = (i) a7k
e — e assim os coeficientes =7 sao coeficientes inteiros se zo € Z e f(x) € Z[X]

Suponha que j& achamos todas as solugoes zg de f(z) =0 (mod p®); podemos usar xy para achar
uma ou mais solugoes de f(x) =0 (mod p*!) supondo que tais solugoes sdo aproximacoes melhores de
xo. Agora x( é realmente uma classe mod p€, assim Ty consiste de todos os nimeros da forma g + tp°,
t € Z, e esta classe origina p classses (mod p°™1). Desse modo, a questao é: quais t podem ser escolhidos
de modo que

m fkk(':c) f’“g’cw

flzo+tp®) =0 (mod p¢t1)? (9)

Em (8) nés fazemos h = t.p° e observamos que todas as poténcias de h maiores que um sao (0 mod
p°T1) e nés obtemos

flwo+tp%) = f(zo) + f (z0)tp°  (mod p=tt)

Para que (9) acontega, temos que escolher t de modo que

t.pe.f/(:co) = —f(xo) (mod peH)

. (o)
’ - :EO
tf (@) = —=2%  (modp)
p
Esta é uma congruencia linear em t, a qual tem o seguinte niimero de solugoes :
0 se  p|f(zo) mas  p!ff(xo)
pose  pff (o) e Pt f (o)
1 se pff (o)
Z ~ b s 7z = . ~
Note que a.t = b em 7 tem solucao t = ¢ se a # 0 pois 7 € um corpo e nao apresentara solucao
p
caso nao exista a='. Se a = 0 e b = 0, pode ser qualquer em p% e portanto apresentara p solugoes.

No primeiro caso, a solucdo zo no nivel p° nao dard origem a solucdes no nivel p¢*t!. No segundo
caso, xo ja era uma solucao no nivel p°T! e todas as outras p que ele origina também serdo. Nestes dois

casos, caracterizados pelo fato de que p‘ f ,(mo), xo é chamado de solugédo singular de (1). Uma solugéo

é ndo singular de (1) quando p [ f (zo) e esta originard a uma tnica solucio x; de f(z) =0 (mod pet!)
dada por:

_ f(x0)

LSO )

a qual é a analogia completa da férmula de Newton.

mod p¢T!

O procedimento para resolver (1) com e > 1 deverd agora estar claro, se nés soubermos as solugoes
para e = 1. Cada uma dessas solucdes iniciais gera 0,1 ou p solucdes no nivel p?, cada uma dos quais por
sua vez origina 0 , 1 ou p solucdes no nivel p? , e assim sucessivamente e todas as solucoes podem ser
achados resolvendo congruéncias linear (modp). Este é o caminho que embora pareca complicado, nao é:
se reduz a resolver (6) para e = 1.

11



Exemplo 2.3. Queremos resolver a equacdo
f(z) =2 —42>+52-6=0 (mod 3°)

Com uma computagao simples verificamos que f(0) = 0 (mod 3) e zg = 0 é a tnica solugdo da
equacao em 3%. Tomando z; = 0 + 3.t; tentaremos encontrar solucdes (mod p?), ou seja, queremos

determinar ¢ € Z tal que:

f(04+34)=0  (mod 3%

Pelo algoritmo de Newton temos que encontrar as solugoes da equagao linear

F(0).t, , = —@ (mod 3%)

(2 —4.2*+52-6) (0)t; = -3¢ (mod 3!
5.t = 2 (mod 3%)

t1 = 1 (mod 31)

Colocando t; = 1 + 3.t3, obtemos 1 = 3 + 9.t5, e queremos obter t5 € Z de modo que:

F3)+94.£(3) =0  (mod 3%

ou melhor, resolver

desenvovendo obtemos:

obtemos entao :

ta =0 (mod3)

Continuando com o processo obtemos uma solugao do tipo :

To = 0

r; = 0+1.3!

s = 0+13140.32

z3 = 04+13"40.3%2+0.33

ry = 0+1.3'4+03%2+03%+0.3%

rs = 04+1.3'4+0.32+03%4+0.3*40.3°
Exemplo 2.4. Resolver a equagao

f(@) =32°—102" +32° —22 -1 =0  (mod 7°)

Verificamos que f(0) = —1 (mod 7) e zy = 1 §é a tnica solucdo da equagdo em . Tomando
x1 = 1+ 7.t tentaremos encontrar solucoes (mod 72), ou seja, queremos determinar ¢; € Z tal que:

fl+7t)=0  (mod 7%)

pelo algoritmo de Newton temos que encontrar as solugoes da equacao linear

().t = I (mod 7)

(32° — 102* + 323 — 22 — 1) (0)t; = —=L  (mod 7")
3.t = 2 (mod 71)

t = 5 (mod 71)

Colocando t; = 5 + 7.ty, obtemos x; = 1+ 5.7 + 7%.t5, e queremos obter ty € Z de modo que:

12



ou melhor, resolver

obtemos entao :

f(36) + 7t2.f (36) = 0 (mod 7°)

' 1(36)

ta =5 (mod7)

Prosseguindo com o processo alcangamos uma solucao do tipo :

Zo
1
€2
T3
Ty
Ts

0
1+5.7"

14574272

1457 +2.724+4.73
14571 +2.7% +4.3% +5.74
14574272 4+4334+5.74+0.7° + ...

Novamente chegamos em sequéncias bem parecidas com as iniciais usando o Método de Newton.

Com esta introdugao surge a necessidade da criacao de novos nimeros, os quais deverao estender
o conjunto dos racionais e servirao para resolver equacoes diofantinas mod p€.

Para isto definiremos um novo valor absoluto em @Q e com este valor absoluto nossas séries &
convergirao para os nimeros p-adicos .

13



3 Definindo os nimeros p-adicos

Vimos no paragrafo anterior a necessidade da criagao de um novo conjunto numérico que inclua os *

numeros ”da forma:

E=3417+ 2.7 +6.73+....

Eles apareceram na solu¢ao da equacao 22 = 2 (mod7").
Surge assim a pergunta: - Como definir tais ntimeros?
Sabemos que todo numero natural f € N se escreve de modo unico na forma

f=ao+aip+asp®+ ... +app”

onde a; € { 0,1,2,3,..p — 1 } chamada de expansao p-ddica de f. Ela pode ser achada dividindo f
repetidamente por p, usando o algoritmo

f = a + phf
fi = a + pfe
foo = a2 + pfs

fn—l = Qp-1 + an
fn = Ap.

Assim usando a notacdo do paragrafo anterior, a solucao da equacgao
x = f modp® (10)
para todo e > 1 é a série:

Z a;p’ (11)
i=0

cujas somas parciais formam a sequéncia

T1 = qg = f modp?
To = ag+aip = f modp?

_ 2 — 3
T3 = ap+aip+azp = f modp
T = g +ap+...+a_1p" " = f modp"
Tpny1 = ag+aip+...+app" = f modp"t!
Tnyz = aotap+...tap"+0p"tt = f = f modp"t?
Tass = f = f modpr?
Tptpa = f = f modp™**

As somas parciais formam a sequéncia
ap, ap+arp, ap+arp+ap?, ... Jao+...+anp™, f, f, f

isto é, as somas parciais z; sdo as classes de f no anel Z,: e quando p* for maior do que f comecarao a
repetir e serdo iguais a f.

14



Exemplo 3.1. Se f =5 e p = 3 teremos:

T, = 2 =5 mod3
T = 2413 =5 mod 32
3 = 24+134032=5 =5 mod3?
Assim , as somas parciais formam a sequéncia:
2 5 5 5 5 5 5

E os inteiros negativos 7 Como achar sua expansao p-adica?

Vamos achar por exemplo a expansao p-adica de —1, isto é, queremos resolver a equacao
z+1=0 (mod p°)
para todo e > 1.

Z

A classede —1 em — é p—1
pZ

emﬂéﬁ—lzp—l—i—(p—l)p (mod p?)
p*Z

. Z
e sucessivamente temos que em g @ classe de —1 ¢é
p

pr=l=p—-1+@-p+-1)p*+..+@-1)p""  (modp").

Assim:
“1=@p-D+@-Dp+@-)p*+@-1p*+..=> (p—1)p".
v=0
Observe que a série x = —1 = > (p — 1)p” significa que p° divide =+ 1 para todo e > 1. Com
v=0
efeito,
141 = 1+(@-+@-p+@—-1)p*+@(p-1)p*+
= p+@—-1p+@-Dp*+@E-1p*+...
= pP+@-1)pP+@-1p*+..
= pPP+-1)pPP+@p-1p'+..
= pt+-1p*+(-1)p°+..
= pP+@-1p+@—-1)p°+.. =

Interessante, nao?

Temos assim séries infinitas como foi na se¢ao anterior no caso de —2 . Em geral, se n for negativo
, basta achar uma poténcia p* maior que n e assim, n + p* vai ser um inteiro positivo e ache a expansio
p-adica de n + p* :

k—1
n+ pk = Z ayp”.
v=0
k—1
n= Z a,p’ —p*.
v=0
k—1
n= Za,,p” + (=1)p".
v=0
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k—1 S
n=> ap’+ () (- 1)p" )"
v=0 v

=0

k—1 [e'S)
n=>Y ap’+> (p—1p’*
v=0 v=0

Assim vimos que todos os inteiros n € Z podem ser escritos de modo tnico na forma:

o0
n= E a,p”.
v=0

onde p—1>a, > 0. Esta é a chamada de expansao p-adica de n.

Exemplo 3.2. Determinar a expansao 3-adica de —10.
E facil ver que
-10+3*=17=2 + 2.3' + 1.3%

Desenvolvendo temos:

-10 = 2+ 231 4132 _ 33
—10 = 24 23" +1.3%2 + (-1)33
—10 = 2+4+23"4+1324+23% 423 +... 423"+ ...

E os racionais nao inteiros? - Como achar sua expansao p-adica?

Todo inteiro f e mais geralmente todo racional pode ser escrito da forma f = g/h onde pf h.

Z_

Como p nao divide h, entao a classe de h tem inverso em qualquer anel 577 ,assim basta escrever a

classe residual de h~! € piZZ e depois multiplicar por g e assim acharmos a expansao p-ddica de { = g.h~ L.
Ou seja:

To = ag (mod )

Ty = ap + aip (mod p?)

T3 = a + ap + agp’ (mod p?)
Exemplo 3.3.

Vamos achar a expansao 5-addica de %:
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5= 2370 = 22 (mod5) = 4 (mod5')

2 . ) _ 2

3 = 2.3 = 217 (mod 5%) =34 = 9=4+15 (mod 5%

; = 2371 = 242 (mod 5?%) =84 = 84=4+15+35% (mod 5?)

% = 2371 = 2417 (mod5*) =834 = 209=4+15+35%2+15% (mod 5%)

Ou seja, vemos assim que tais racionais sao inteiros p-adicos.
Geralmente, todo racional da forma f =p~".4 onde mdc(gh,p) =1,em € Ze se

ag + a1p + a2p2 + a3p3 + ...
é a expansao p-ddica de g/h entao
ap” ™+ arp " FapT "2 4 L F am + A1+ . € Zy

é a expansao p-adica de f.

oo
Inicialmente isto tem um sentido formal, isto é, Y a,p” significa a sequencia de somas parciais

vV=—m

n—1
Sy = Z a,p” (12)

v=—m
estd sera a nossa primeira defini¢ao de nimeros p-adicos.
Definicao 3.1. Seja p um nimero primo firo. Um nimero p-adico € uma série formal infinita

AP ™+ o+ a_1p 4 ag + arpt + asp® + ...,
naqual a; € {0,1,2,3,..p—1}emeZ

Definicao 3.2. Os inteiros p-adicos sdo os numeros p-ddicos onde m = 0, isto €, sdo as séries:

ao + a1pt + asp® + ...,

O conjunto de todos os niimeros p-adicos serd denotado por @Q, e o dos inteiros p-adicos
por Zy
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Exemplo 3.4. Existem racionais nao inteiros que sao inteiros p-ddicos.

Por exemplo, ja vimos que a expansao de

2 . 2
§é4+1.5+3.52+1.53+... e assim §€Z5.

Podemos também provar que
1+34+324+3 + ...

-1
é a extensao 3-adica de -

33
Exemplo 3.5. Determinar a expansao 5-ddica de o

33

% = 57233 = 572.(3 + 1.5! + 1.5?)
33
— = 57233 = (352415141
25
: N 137
Exemplo 3.6. Determinar a expansao 5-ddica de 25
137
5 = 572137 = 572.(2 4 25! + 0.5+ 1.5%)
137
5 = 572137 = (2572 + 2571 + 052+ 1.5)

Tudo que fizermos anteriormente para achar a expansao p-adica de um nimero racional qualquer

resulta do seguinte teorema que surge quando achamos as classes no anel quociente p’LLZ:

Teorema 3.1. As classes a  (mod p") em £ sdo expressas unicamente na forma:
P
a=ap+ap' +awp®+ ...+ an_1p"'  (mod p")

onde 0 <a; <p para i =1,2,...n—1.

Demonstragao:

Usaremos indugao em n. Se n = 1, o teorema é obviamente verdadeiro. supondo que a afirmativa é
valida para n — 1, temos a tnica representagao

a=ag+a1p~+ap’ + ...+ .tp_op" 2+ gp" Tt
onde g € Z. Como g =an—1 (mod p),com0<a,1<p ea,—1 éunicamente definido, o teorema estd
provado.

Exemplo 3.7. Mais geralmente podemos provar que a expansao p-ddica de ﬁ €:

1
—— =1+p+p"+p° +...
L—p
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Com efeito, através de verificacao direta nés temos que
1=1+p+p*+p°+..+p"H(1-p)+p",

logo
1
I=p
Pelo Teorema 3.1., segue o resultado.

=1l+p+p*+p*+ ..p" " (mod p").

Exemplo 3.8.

O exemplo acima pode ser determinado também achando as solugoes das equagoes de congruéncia
r=14+px em Zpe.

Elas sdo o inverso de 1 —p (mod p°). Vamos resolvé-la usando recorréncia para qualquer p primo.

T, = 1
zy = 1+p.ty = 1+p+p?
r3 = 1+ p.ts = l+p+p*+p
Tn = l4p+p’+pi+. . +p"
Assim, temos que:
-1
1. 14+3+32+3+v... = 5 mod 3¢
I

A expansio p-adica 3-ddica de _7

2. 14+5+52+v5° +v...= F mod 5

-1
A expansao p-adica 5-ddica de T

-1
3. 14+ 74+74+74+...= - mod 7¢

-1
A expansao p-adica 7-ddica de 5

—1
4. 142422428 4+ ... = T:_l mod 2°¢

-1
A expansao p-adica 2-ddica de 0 = —1.

Resumindo como todo racional pode ser escrito da forma f = p‘m% onde mde(gh,p) =1,m € N
e se
ap + a1p + agp2 + a3p3 + ...

é a expansao p-adica de g/h entdo
aop ™+ arp " fap T+ 4 a, + 1P+ ... €Qp

é a expansao p-adica de f.
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Temos assim a aplicagao:

Q%%
ff—)%aipi

a qual é injetiva pela unicidade do Teorema 3.1.
Podemos identificar Q com sua imagem em Q, e assim Q C Q, e Z C Z, ,como ja vimos. Assim, a todo
nimero racional f associamos a série
o0
v
E ayp

vV=—m

a qual é a sua expansao p-adica. Podemos assim dizer que a expansao p-adica de um nimero racional é
a sua série de Laurent e estamos analizando o nimero racional localmente perto do primo p.

A expansao p-ddica de um f € Q vai mostrar se p|f e qual é a maior poténcia de p que divide p.
Isto é, num certo sentido estamos considerando os ntimeros como funcoes. As séries de Laurent sao usadas
para analizar fungbes complexas f(z) préximas de um ponto onde a € C e existe algum problema (néo
sao definidos, ndo possuem derivadas) em « e ndo préximo de «. A série de Laurent de f é da forma:

o0

F(2)=) ap(z—a)

1=no

e ng > 0 dizer que « é zero entdo f de ordem ng,
e se ng < 0 dizer que « é um polo de f de ordem —ny.

Observe que temos uma analogia entre Z e C[z], ambos sdo dominios de ideais principais, seus
elementos irredutiveis sdo os primos p e (z — ) com « € Z, respectivamente e seus corpos de fragoes se
Q e CJz] respectivamente Hensel criou os ntimeros p-adicos para completar a analogia entre Z e C[z] e as
séries de Laurent tem seu andlogo nas expansoes p-adicas.

Z
Os termos dessa sequencia estao em diferentes anéis Tk 0s quais estao relacionados através das
p
projecoes:
z A Z Q2 Z 23
vZ  pZ  pZ T

e a relagdo A, (Sp+1) = 5n. -

3
Exemplo 3.9. Como achar a expansdo 5-ddica de 3 ?

Como 8! =2mod 5, 8! =22mod 52,8 ! = 32 mod 53,

entao:

3

3= 3.(2 mod 5) = (1 mod5) = sp=1mod5

3

5= 3.(22 mod 5%) = (16 mod 5?) = s; =1 +3-5 mod 52

3

3= 3.(47 mod 5%) = (141 mod 5*) = so =1 +3-540-5% mod 5
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4 Valor absoluto p-adico

Aqui vamos tentar repetir a criacdo dos niimeros reais. A primeira coisa que temos de fazer serd criar
um valor absoluto interessante para nossos objetivos, para termos o conceito de estar préximo. Como em
R, os nuimeros p-adicos serao os limites de sequencias de racionais do tipo &.

Relembrando que uma seqiiéncia { z; } de ntiimeros racionais é chamada seqiiéncia de Cauchy
se dado qualquer € > 0, existe N € N ( que pode depender de € ) tal que

|z — x| < € Vi, s > N.

No caso presente, a série £ em (7) na se¢ao 1 tem a seqiiencia de somas parciais da forma

xp=bo+by-T +...+b-TF

$m:b0+bl'71+...—|—bm-7m

com 0>b; < 7. Entao, supondo m > k :

T — T = by T A by T by TR

= T M(bp_y 4 by - T 4 by, TR

e a diferenga entre xj, e x,, é caracterizada pelo fato do nimero ser divisivel por uma poténcia alta de 7
se k e m sao ambos grandes.

Isto nos sugere a seguinte definicdo de valor absoluto p-adico| |, :

Seja a = % € Q um nimero racional nao nulo com b e ¢ € Z . Nés dividimos b e ¢ pelo primo p tantas
vezes quanto possivel tal que

m
b
a:p 1, (blclap):]-v
¢
e definimos .
lalp,= "

valor absoluto p-adico tem a propriedade de ser pequeno quando a for divisivel por uma alta poténcia
do primo p. Em particular, as somas parciais associadas com a série p-ddica ag + a1p + asp?® + ... forma
uma seqiiencia convergente com respeito ao valor absoluto | |,.
O valor absoluto p-ddico | |, satisfaz as mesmas propriedades do valor absoluto usual:

1. ||, ¢éuma aplicacdo de Q* em Z*

2. 1[,>0 e lz], =0 < z=0

3. |—z|p = |z|p, ou seja o valor absoluto p-ddico de um niimero racional negativo é igual ao seu simétrico.

4. |zylp = [=lp - ylp

O valor absoluto definido nos reais é dito arquimediano pois satisfaz a seguinte propriedade, também
chamada de desigualdade triangular:
[z 4yl < ||+ [yl.
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Numa valorizagao p-ddica existe uma relagao mais forte do que a dos reais, chamada também de
distancia ultra métrica:

|z + ylp < max{|z|p, ylp}

com iqualdade quando |z|, # |y|,. Com efeito suponha que

ptlx e pitl fx e
ply e ptlfa

o

isto é, x = ol e mde(x122,p) = 1 e analogamente com y . temos que
T2
P @ +y) e tyl,  <maz {|al, lyl}
Exemplo 4.1.
LJ60)s = — — 2
FPB T e T3
1 1
2. 273== = —
2T =35 = 5
1 1
3. 1255 = =5 = —
25l5=5 = 5
1
1 1

2

ut

O fato central agora é que as propriedades acima sao as unicas propriedades do valor absoluto
p-adico | |, usado na construcao do completamento topolégico de R através de Q usando as sequéncias de
Cauchy, e portanto repetir todos os passos da construcao de R a partir do valor absoluto definido em Q.

Existem diferengas entre a métrica p-ddica e a métrica Euclidiana( a definida pelo valor absoluto
usual). Enquanto que na norma Euclidiana existem tridngulos escalenos, isésceles e equildteros, no valor
absoluto p-ddico todos os triangulos sao isésceles. De acordo com a desiguladade ultra-métrica:

lz+ylp < maz{|z)y, ylp}
temos
d(z,y) < maz{d(z,z),d(y, 2)},

de fato
d(z,y) = |z —ylp

d(z,y) = o =2+ 2z —yl, < maz{|zr—z[p |y - 2|}

d(z,y) < max{d(x,z),d(y,z)}.

Ou seja d(z,y) é igual a d(z,z) caso d(x,z) > d(y,2), ou d(z,y) = d(y,z) caso d(y,z) > d(z,z), de
qualquer modo teremos um triangulo isdsceles.

Um outro fato interessante do valor absoluto p-adico é o fato de que todo ponto interior ao circulo
diferente do centro também é centro da circunferéncia, com efeito,:

Considere um circulo de raio r e centro a, C(a,r). O lugar geométrico dos pontos interiores ao circulo
é IntC(a,r) = {z € C(a,r)| d(a,z) < r}.
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Teorema 4.1. Se b € IntC(a,r) entao C(a,r) = C(b,r).

Demonstragao:

seja x € IntC(a,r) entdo d(a,z) < red(b,a) <d(a,r)e
d(a,z) <r = d(a,b) < maz{d(a,z),d(b,z)} < r
ou seja:

zeC(,r) = Cla,r) C C(br)

Analogamente temos
c,r)y < Cla,r)

Implica em

C(a,r) = C(b,1)

Figura 1: Propriedades da distancia Ultra Métrica

Na anélise real, utilizando a norma Euclidiana os tnicos conjuntos abertos e fechados ao mesmo
tempo sdo os reais R e o conjunto vazio 0.
Utilizando a norma p-adica, verificamos que os conjuntos representados por bolas

C(a,r) = |z —al, >r,Vaz,

sao simultaneamente abertos e fechados . A saber:

Considere C(a,r) uma bola de centro a e raio r. Suponha que ¢ é um ponto de aderdncia de
C(a,r) ou seja, dado € > 0, temos:

C(a,r)NC(c,e) # 0,

de modo que e representa o raio da bola C. Deste modo C(c,€) contém pontos de C(a,r). Seja
x € Cla,r)ex € C(c,€).Para € < r, temos

C(e,e) = Clzye) C Cla,r) = Cla,r).

Logo C(a,r) = C(a,r), ou seja C(a,r) é fechado e aberto ao mesmo tempo. Utilizando o item

anterior, podemos mostrar que a fronteira de uma bola aberta é um conjunto vazio. Ou seja, a interseccgao
da bola com com o seu complementar é vazio .Na norma Euclidiana, o espago geomérico delimitado pela
fronteira de uma bola de centro a e raio r é a circunferéncia. Este mesmo conceito é extendido para a
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norma p-adica. A saber:

Seja C(a,r) uma bola de centro a e raio r. Como C(a,r) = C(a,r), pois, o conjunto é aberto
e fechado ao mesmo tempo, logo o complemetar de C(a,r) também é fechado, Como a intersecgao de
C(a,r) e o seu complementar é tudo, concluimos que a fronteira é vazia.

Em todos os exemplos descritos mudando a métrica estaremos criando outro corpos, que podem ser

Uteis na solugao de problemas algébricos ou geométricos. Um ramo de pesquisa matemadtica é a utilidade
desses novos corpos.
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5 A sequéncia de inteiros p-adicos

5.1 O conjunto (2,

Uma das maneiras de apresentar os nimeros p-adicos é por meio de sequéncias de poténcias de niimeros
primos. A partir desse capitulo formalizaremos o conceito de nimeros p-adicos.
Seja €2, o conjunto formado por todas as sequéncias de inteiros da forma :

{xn}:{xoa Ty + X1 D, xo+x1'p+x2-p2, },

que satisfazem a propriedade :

Z1
Tn

Em Q, definimos a relagao :

o modp
ZTp—1 (modp™) paratodo mn € N.

{zn} ~ {yn} & 2, =y, (modp"*!) paratodo n € N.

E facil demonstrar que :
Lema 5.1. (Q,,~) é uma relagdo de equivaléncia.
Definigao 5.1. Chamaremos de inteiro p-adico as classes de equivaléncia das sequéncias originadas da
relagdo de equivaléncia ~ .0 conjunto dos inteiros p-ddicos serd representado por Z, . Usaremos ainda a
notagdo {x,} para as classes de equivaléncia.

Em Z, definimos as operagoes:

Soma : Zy, + Zy, = Ly,

{zn} + Ay} = {20 +un}

Produto : Z, x Z, = Ly

{fn} : {yn} = {xn : yn}

E facil ver, que a soma e a multiplicagdo em Z, estao bem definidas, isto é independem da escolha
do representante da classe. Também a soma em Z, é comutativa, associativa e possui elemento neutro
0 = {0,0,0,0,0,}. O simétrico de {a,} ¢ a classe {—a,} . A multiplicacdo em Z, é comutativa,
possui o elemento neutro 1 = {1,1,1,1,1,...} e é distribuitiva em relacdo a soma. Logo Z, é um anel
comutativo com unidade.

Observagao :
Podemos considerar que Z ”estd contido” em Z,, para cada k € Z, consideramos a sequencia

constante
{k} = A{kk,..k} € 1z,

Formalmente isto significa :
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Lema 5.2. Existe um isomorfismo injetivo de 7 em Zy,

Demonstragao:

Defina a fungao:

f+ z — Ly,
k. — {k,kkk,,...}

E f4cil verificar que f é um homomorfismo de anéis e é injetivo.
k— {k,k,k k...} entre Z e Zp.

5.2 7, é um dominio de integridade

Veremos agora que Z, nao possui divisores de zero (0) a ssim Z, serd um dominio de integridade como
passaremos a demonstrar agora.

Teorema 5.3. Z, ¢ um dominio de integridade.

Demonstragao:

Dados o e 8 € Z, temos que provar que se - 3 =0, entdao oo = 0 ou 3 = 0. Para provarmos isto é

necessario a demonstracao dos lemas a seguir:
Lema 5.4. a € Zy, a € uma unidade p-ddica se, e somente se, o #0 (modp).

Demonstragao :
Seja a uma unidade p-adica em Z,, pela definicao de unidade existe um 3 € Z, tal que a.f = 1.

Considere {z,} ¢ {yn} as sequéncias em (2, que representam « e 3. Logo

a.8 = {znyn} = {T0-Y0, T1.Y15 s T Yn, .} ~ {1, 1,..,1, ...}
temos z;.y; = 1 (modp®) para todo i € {0,1,2,....,n,...}
implica que

g # 0 (modp") i€ N.

Vamos provar agora a reciproca.

Seja a € Z,, e {x,,} a sua respectiva sequéncia em Qp que o represente de modo que zp #0. Pela
definicao de niimero p-adico temos que x,, = x,_1 para qualquer valor de n € N, logo podemos escrever
que

Tp = Tpel = Tpn-9 =Tpn_3 = ..To = T1 = T (modp)

Como x¢#0 por hipdtese temos que x;Z0 para todo ¢ € N. Logo

mdc(z;,p) =1
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,entao ‘
mdc(z;,p') =1 i €N.

Pela definicao de equacao de congruéncia a equagao
{yn.xn} =1 mod p°

sempre apresenta solugao para y, € N* | podemos supor que existe uma sequéncia y,, tal que z,,.y, =
1 n € N. Devemos mostrar que a sequéncia construida pertence a {1, para isso :

Tn.-Yn = 1 (modp™) neN (1)
(tn, = zp-1 (modp™) neN (3)
o 5_'5 0
Multiplicando (3) por y,, temos:
Yn - Tp = Yn - Tn_1 (modp™) neN
1 = Yn - Tn_1 (modp™) neN
L.(yn-1) = Yn-(@p-1)-(¥n-1) (modp") neN
1.(yp—1) = Yn - 1 (modp™) neN
Yn—1 = Yn (mOdp") neN
Percebemos que {y,} satisfaz as propriedades em €2, logo.
foa} {pa} = 1 (modp") neN

Consideremos 8 o nimero padico que representa a sequencia {y,}, logo
a.f = 1

Como f# 0 por construcao, temos que « representa uma unidade em Z,.

Lema 5.5. Todo inteiro p-ddico oo € Z,, pode ser escrito de maneira unica na forma o = p™.§, onde
m € N e £ uma unidade p-ddica.

Demonstragao:
Suponha que « nao seja uma unidade p-adica e considere {x,, } a sequéncia que o represente. Entao pelo

lema anterior devemos ter o = 0 ( mod p). Seja m o menor inteiro positivo tal que x,,, Z0 ( mod p™*+1!).
Além disso para todo s € N temos que:
Timgs = Tmps—1 =+ Tgs—(s—1) = Tm = Tm—1 =0 (modp™).

Deste modo podemos definir y; = Ip”—f{ € Z e por hipétese yo£0 (modp). Nao é dificil verificar que

{yn} € Q, e {ys} representa uma unidade.

a=pt.u e B =pm.& n,m € N.

logo
a.f =0 =ph.u.pm.£
a.f =0 =pvt™m . €

Como p e £ sdo unidades, entao p" ™™ = 0, absurdo, logo

a=0 ou fg=0

Como Z, é um dominio de integridade ele admite um corpo de fra¢des. Chamaremos o corpo de fragdes
de Z, de corpo p-ddico e o representaremos por Q,
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6 Sequéncias p-adicas

Seja {zn} = {zo,21,...,%n, ...} uma sequéncia p-adica, isto é, x,, € Q, para todo n € N.

Dizemos que a sequéncia {z,} converge para a € Q, que representaremos por nh_{glo Tn, = Q SE, €
somente se,

nhﬁn;o |zn —alp, =0

Observamos que na relacao acima |z,, — al, representa um nimero real.

Exemplo 6.1.
A sequéncia {5"} = {5°,5!,52,...,5",...} para n — 0o no corpo Q5 converge a zero. De fato:
Tim [5" 05 = lim_ 57U (") = lim 57" =0
Exemplo 6.2.
Considerando a mesma sequéncia {5"} = {5° 5,52, ... 5", ...} para n — co no corpo Q, com p # 5

o limite nao é zero. De fato,
Suponha que lim 5" =0 (p #5), logo,
n—oo
lim [5" — 0], = lim p~*®")
n—oo n—oo
Como (p,5™)= 1 para todo n € N pois p e 5 sdo primos entre si, entdo 5" é uma unidade p-ddica em
Qp com (p # 5). Com isso,

lim [5" —al, = lim p’ =1
n—oo n—oo

Os exemplos citados mostram-nos que quando usamos uma métrica diferente, os critérios de con-
vergéncia também mudam. No 1° exemplo a sequéncia conhecida {5"} tende para oo para n grande. E
em Q, com p # 5 ela converge para zero. Nos reais tal sequéncia é a famosa série geométrica divergente
de razao 5.

Mas o fato mais interessante que o estudo feito em anélise real pode ser estendido para uma analise
p-adica. Existem algumas caracteristicas comuns no corpo dos reais e no corpo dos nimeros p-adicos.

De modo anélogo uma sequéncia p-adica nao pode possuir dois limites distintos.

Considere uma sequéncia p-adica {z,} = {zo, 21,...,Tn,...}.

Teorema 6.1. Se lim z, =a e lim z, =b, coma e b€ Q, entdo a =b.
n—oo n—oo

Demonstragao:
lim z, =a = lim |z, —a|, =0.
n—oo n—oo
e
lim z, =b = lim |z, —b|, =0.
n—oo n—oo

Usando as propriedades de valor absoluto p-adico
la —bl, =0 < maz{|a — xplp, [2n — blp}

Tomando o limite de ambos os lados temos:
lim |(z, —b) — (a — b)|, =0 < maz{ lim |(z, —b) —clp, lim |c— (a—Dd)|,}.
n—ro0 n—ro0 n—00

Ou seja:

lim [a—b[,=0 = lma=b e limb=a = a=0b
n—o0 n—oo n—oo
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Definicao 6.1. Uma sequéncia {z,} em Q, € dita limitada, quando a sequéncia |z,], ( em R) for
limitada. Ou seja existe M >0 € Qp tal que |x,|, < M para todo n € N,

Lema 6.2. Toda sequéncia p-ddica convergente € limitada.

Considere {z,} uma sequéncia p-adica convergente e seja a = nILrI;O {zn} coma € Q,en e N.

Tomando € = 1, vemos que existe ng € N tal que para todo n > ng teremos |z, —al, < 1.
Por outro lado utilizando as propriedades da norma p-adica temos:

lan — 0l < max {lan —alp, la —0[,}
lan — Olp < maz {lan — alpv |a|p} < lan — a|p + |a|p
lan — a|p 2 |an|p - ‘a|p

Com isso temos que:
|anlp < lan — alp + |alp,

Entéo para todo n > ng teremos |a,|, < 1+ |a|,. Fazendo
M = maz{|aolp, a1, - ., |anolp, 1 + |alp}

teremos |a,|, < M para todo N provando assim que a sequencia é limitada.

Teorema 6.3. Sejam {a,} e {b,} duas sequencias p-ddicas

1. Se a, = a € Q, para todo n € N, entao lim |a, |, = a.
P

2. Se lim a,, =ae lim b, = b, entdo :
n—oo n—oo

(a) lim a, +b,=a-+b.

n—oo

(b) lim a,.b, = a.b.

n—oo

Demonstragao andloga aos reais.

Teorema 6.4. Seja {x,} = {xo,21,...,%n,...} uma sequencia p-ddica. Dizemos que a sequéncia {x,} é
convergente, se e somente se,

lim |z, —z,]p =0 n,m € N.
n,Mm—00

Demonstragao:
=)

Considere a = lim |z,,|, =0, com a € Q,. Utilizando a propriedade ultra- métrica temos:
n—oo
[Zm — nlp < maz{la — Tmlp, |tn —alp},

tomando limites de ambos os lados:
lim |2, —zplp, <maz{ lim |o—2nlp, lm |z, —alp}
n,m— 00 n,m—00 n,m— oo
logo,

lim |z, — 2], =0
n,M—00
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(=)
Suponhamos que lim |z, — x,|, = 0. Entdo existe ng € N tal que para n,m > ng = |rm,m —
n,m— oo
Tnglp < 1.
Em particular, para m > ng teremos:
[T, — T lp < 1.

Mas como,
[Zmlp = |Zm = Tny + Tnplp < maz{|Tm — Tnglp, [Tnolp}

Ou seja,
[Zm|p < max{1, |Tn,lp}

Se considerarmos
M = {max{|xg\p, |z1‘P7 ceey ‘xno IP? 1}7

t9eremos: |z,| < M para todo n € N. Logo a sequéncia {z,,} é limitada.

Construiremos uma subsequencia convergente.
Dado qualquer € > 0, existe, por hipdtese n; € N, tal que

m,n > ny = |z, — Ty, < €
De maneira analoga existe ny € N tal que
nj > ng = [Ty, —al, <e
Tomando N = maxz{ni,n2} e escolhendo m,n; > N, teremos

[T — Ty lp <€ € |Tp, —alp, <€,

entao T —aly = |@pn — T, + T, —al, <
<maz{|zm — Tn;lp: [Tn;—alp} <
Ou seja,
A fom — alp =0
e assim ,

lim |z,|p =a
n,— oo
No corpo dos @, queremos falar sobre sequencias de Cauchy e conceito de convergencia. Utilizando
a norma p-adica e lembrando-se que para uma sequencia ser de Cauchy se dado € > 0, entao existe ng tal
que para n,m > ng teremos:
[Ty — Tm|p <€

que é justamente o teorema anterior. De modo que pra um corpo ser completo é necessario de todas as
sequencias de Cauchy apresentam limites neste corpo.

Ao considerarmos conjunto do corpo de Q,, com sua norma p-adica e o conjunto formado por
todos os limites das sequencias de Cauchy, obteremos um corpo estritamente maior que Q,. Este corpo
maior foi construido pela mesma maneira de Dedekind construiu os reais, a partir dos racionais, pelo
processo que chamamos de completamento.

{Q,, |lp, sequéncias de Cauchy} = corpo completo
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6.1 Lema de Hensel

Um dos resultados mais importantes da utilizacao dos nimeros p-adicos recai no famoso Lema de
Hensel.

O Lema de Hensel nos dao uma condigdo importante e necessaria que polinémios com coeficientes
inteiros p-adicos apresentem raiz em Z,

Lema 6.5. Lema de Hensel

Seja F(z) = ap+a1 X +apX?+...+a, X" polindmio com coeficientes inteiros p-adicos. Suponha
que exista um inteiro p-adico x; tal que:

F(z1)=0 (mod p)

Caso F'(x1) £0 (mod p), entdo existe um inteiro p-ddico  com z =z (mod p) e F(x) = 0.
Demonstragao:

Para provarmos que tal x existe construiremos uma sequéncia de Cauchy ag, a1, as, . .. + a,, satisfazendo
necessariamente:
i) Fla,) = 0 (mod pnT1)
//it) an
= Qp-1 (mOd pn)

Para tal, utilizaremos como ferramenta um método ja discutido anteriormente,as aproximagoes
sucessivas de Newton para encontrar raizes de polinémios. Pela hipdtese ja existe um termo ag e pela
condicao imposta existe a; € Z, tal que:

a1 = ap + bip

para algum b; € Z.
Escrevendo o polinémio F(z) na forma de Taylor, teremos:

F(a1) = F(ao + bip) = F(ao) + (F'ag)bip + ... + F"(ag)bip" = 0 (mod p)

ou seja:
F(a1) = F(ap + bip) = F(ag) + (F'ag)bip=0  (mod p)

pondo F(ag) = pz, com x € Z de modo que:

px + F'(ag)bip =0 (mod p?)
p(F(ag) + F'(ag)br) = 0 (mod p?)
x+ (Fag)b =0 (mod p)
ou seja:
bi=— " =0 (mod p)
b Flan)

mas,por hipdtese pfF’'(ag). Sendo assim podemos dizer que F’(ag) representa uma unidade p-ddica e
como tal invertivel.
Escolhendo adequadamente by € {0,1,2,...,p — 1} obtemos:

a1 = ap + bip

De maneira idéntica dado a,—1 € Z, tal que F(a,—1) =0 (mod p), podemos encontrar um a,, € Z, tal
que:
Ap = Ap—1 + bnflp

com b,,_1 € Zp. Com isso construimos uma sequéncia de termos inteiros p-adicos

{ag,a1,...,an,...,}
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que satisfazem as condigoes i) e i)
E facil perceber que tal sequéncia acima é de Cauchy e que se = for seu limite entao :

F(z)=0 e T = ag

Direto do Lema de Hensel, podemos determinar raizes de fungoes quadraticas pelo corolédrio abaixo.

Corolario 6.6. Seja p um primo impar e suponha b um inteiro p-ddico nao nulo e que seja quadrado
(mod p). Entao b € um quadrado de um nimero p-ddico.

O Corolério pode ser provado usando o mesmo método para provar que —1 é um inteiro 5-ddico
quadrado. O resultado também pode ser obtido utilizando o Lema de Hensel. Defina f(z) = 22 — b e
sejaz? =b  (mod p). entdo f(x1) =0 (mod p)e f'(x1) =221 20 (mod p), como p é primo e 1 =0
(mod p) por hipétese o Lema de Hensel mostra que existe um inteiro p-ddico  com F(z) = 0. Mostrando
que 22 = b como queriamos.

Para p = 2 o coroldrio é falso. Por exemplo, 5 é um quadrado  (mod 2), mas nao é um quadrado
(mod 23) e portanto nao é quadrado 2—A4dico. Entretando, o procedimento intuitivo fornece o seguinte :

Se € é um inteiro 2—A4dico tal que e = 1 (mod 2%), entdo é um inteiro 2—4dico ao quadrado se, e
somente se € = 1 (mod 23).
Como todo inteiro padico é congruente a um inteiro  (mod p™). Entdo existe um a € Z,, tal que
€ =a (mod 23)

Mas como € é um quadrado existe n € Z, tal que e =7 (mod 23). Utilizando do mesmo argumento
existe b € Zp de forma que n = > (mod 23) Assim a =b?> (mod 2)3. Como a é impar, pois representa
uma unidade p-ddica, obtemos ¢ = 1 (mod 23) e lembrando que 3, 5 e 7 ndo representam resfduos
quadrdticos  (mod 23). Concluimos que €= 1.

Hasse-Minkowski Uma consequencia direta do Lema de Hensel, é aplicado a formas quadraticas
no teorema de Hasse-Minkowski.

Teorema 6.7. Seja
F(z1,22,. .., Tn,...) € Q(T1,Z2,. .., Tpy.-.)

polinémio homogénio de grau dois. A equacgdo
F(x1,29,...,Zp,...) =0

apresenta solugoes nao triviais em Q se, e somente se, apresentar solugdes ndo triviais em Q, para todo
p primo e em R.

A demonstragao desse teorema é ardua e cansativa, fugindo dos propédsitos dessa indroducao.
Aqueles que por curiosidade quiserem aprofuncar poderao consultar[Ser] e [Bosh].

6.2 Conclusao

Vale ressaltar que os nimeros p-adicos sao construidos de modo analogo a construcao dos ntimeros
reais, a unica diferenca é como calcularmos a norma em p-adico. Ao mudarmos esta maneira de medir
distancias de nimeros , encontramos um leque de oportunidades para um novo corpo. No conjunto dos
nimeros reais existem varios Critérios de Convergéncia, porém nenhum deles é 100 % eficaz e em certas
ocasides é dificil saber qual o melhor critério, mas na norma p-adica temos apenas um unico critério de
convergéncia. Assim os nimeros p-adicos sao escritos como sequéncias de poténcias primas e quanto maior
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a poténcia, menor o nimero, entao numa sequéncia de termos infinitos ao percebermos que a poténcia
fica cada vez maior, o limite da sequéncia tendera a zero para m muito grande.
Voltando a questao original, encontrar solugoes de funcoes f(z) = 0 mod p™, podemos ter nenhuma

solugao caso : p|f (o) mas pet! ff(zo), p solugdes se : pff (xo) e p=ti|f(zo) ou uma solucio se:

/ ~ . . ’ . ~ o1 7’
p/ff (zo) . Caso a equagao caia nos dois ultimos casos podemos encontrar as solugoes utilizando o método
de Newton, uma ferramenta bastante 1til no calculo. Os valores x1, 2,3, ..., serao obtidos apartir dos
termos anteriores.
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