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e as trevas nao a suprimiram.’
(Biblia Judaica Completa, Jodo 1, 1-5)






Resumo

A regularizac¢do implicita (RI) é um método que, no espago dos momentos, permite o cal-
culo de diagramas de Feynman de uma maneira independente de regularizacao. A ideia
por tras da RI é extrair o comportamento ultravioleta da amplitude na forma de inte-
grais divergentes basicas que s6 dependam dos momentos internos no diagrama. Todos
os parametros arbitrarios embutidos no diagrama de Feynman em questao sao expressos
por termos de superficie que, dentro da RI, se manifestam como diferencas finitas en-
tre integrais (logaritmicamente) divergentes. Os termos de superficie estao diretamente
relacionados com a possibilidade de se fazer shifts (translagoes), nos momentos de integra-
¢ao . Neste trabalho almejamos um maior entendimento de como os termos de superficie,
quantidades finitas, porém indeterminadas, podem contaminar o contetido fisico de uma
Teoria Quantica dos Campos. Relacionando a liberdade de rotulacao de um diagrama de
Feynman com a operacao de shifts (e o resultante surgimento de termos de superficie),
conseguimos obter uma simetria associada aos diagramas de Feynman, a Invariancia de
Rétulo. Aplicamos tal resultado no modelo de Wess-Zumino e pudemos constatar que os

termos de superficie podem violar a Supersimetria, caso seu valor seja nao nulo.

Palavras-chave: Termos de Superficie, Diagramas de Feynman, Invaridncia de Roétulo,

Supersimetria.






Abstract

Implicit regularization (IR) is a method that in the momentum space allows for the
calculation of Feynman diagrams in an independent manner. The idea behind the IR is to
extract the ultraviolet behavior of the amplitude in the form of basic divergent integrals
which depend only on the internal momenta of the diagram. All arbitrary parameters
embedded in the Feynman diagram are expressed by surface terms that, within the IR,
are manifested as differences between (logarithmically) divergent integrals. The surface
terms are directly related to the possibility of making shifts in the integration momenta. In
this work, we aim for a better understanding of how surface terms, finite but indeterminate
quantities, may contaminate the physical contents of a Quantum Field Theory. Relating
the freedom of labeling of Feynman diagram with the shifts operation (and the resulting
appearance of surface terms), we obtained a symmetry associated with the Feynman
diagrams, the Momentum Routing Invariance. We applied this invariance to the Wess-
Zumino model and we could see that surface terms may violate Supersymmetry if its

value is non-zero.

Keywords: Surface Terms, Feynman Diagrams, Momentum Routing Invariance, Super-

symmetry.
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1 Introducao

A Teoria Quantica de Campos (TQC) é uma estrutura conceitual, fenomenoldgica
e matematica, na qual as entidades fisicas fundamentais sdo campos quanticos: opera-
dores de fungoes do espago-tempo, com um nimero infinito de graus de liberdade. Ela
desenvolveu-se a partir da necessidade de entendimento e explicacao de fendmenos fisicos
fundamentais, como a existéncia de antiparticulas, a indistinguibilidade de particulas ele-
mentares, o spin, a estatitica quantica, etc., os quais apenas podem ser compreendidos a

partir de uma descricao relativistica da teoria quantica [1], [2].

Assim como a Matematica é a linguagem da Fisica, a TQC é uma linguagem
especializada, pela qual uma grande variedade de processos fisicos podem ser examinados.
Ela também fornece um modelo para a descricao de fendmenos da fisica fundamental,
o chamado Modelo Padrao (MP), que tem passado por todos os testes experimentais a
qual foi submetido (Figura[l). Nao h& comparavel estrutura tedrica onde pode-se calcular

tantos fendmenos com tamanha facilidade e precisao [3].

Além do sucesso alcangado em fisica das particulas elementares, a TQC também
oferece andlises impressionantes em fisica da matéria condensada, onde muitos efeitos
fascinantes (como quebra esponténea de simetria, sélitons quénticos, carga fraciondria,
etc.), sdo descritos nesta linguagem. Nao obstante, a TQC também é aplicada em escalas
coésmicas de distancia e energia, na descricao da “inflagdo” - uma analise especulativa,
mas completamente fisica da cosmologia do universo primordial, a qual é bem consistente

com os dados disponiveis.

Apesar de formidavel desempenho, muitos sao os criticos da TQC, buscando troca-
la por outras abordagens, como a Teoria de Cordas, por exemplo. Este movimento baseia-
se nos fatos de que: por um lado, o MP requer dados de entrada ad hoc e nao abrange a
interacao gravitacional; e, por outro, pela ocorréncia de divergéncias quando o formalismo

é desenvolvido no calculo de processos fisicos.

Ora, nenhum modelo é completo e toda teoria fisica tem um dominio de validade
além do qual somos ignorantes da fisica envolvida. Por exemplo, nao é razoavel supor que
a teoria que descreve um elétron interagindo com um proton, seja valida para energias
arbitrariamente altas: com o aumento gradual da energia, outras particulas vao surgindo,
e a Eletrodindmica Quéantica (QED), torna-se uma mera parte da Teoria Eletrofraca [5]. A
TQC deve ser pensada como uma Teoria Efetiva a Baixas Energias, valida até uma escala
de energia da ordem de alguns TeV (teraelétrons-volt). Acima desse limiar, uma nova

fisica deve surgir e uma nova teoria deve ser construida para abarcar os novos fenémenos.

Por sua vez, as divergéncias surgem de varios modos em TQC, sendo as mais im-
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Figura 1 — Particulas elementares do Modelo Padrdo (o béson de Higgs, as trés geragdes de quarks e
léptons, e os bdsons de Calibre), incluindo seus nomes, massas e varios niimeros quanticos,
além de suas interagoes com as forgas eletromagnética, fraca e forte. Também esté destacado
o papel crucial do béson de Higgs na quebra da simetria eletrofraca, e é mostrado como as
propriedades das védrias particulas diferem na fase simétrica de altas energias (acima), da
fase de quebra de simetria em baixas energias (abaixo). Retirado de [4].

pactantes, aquelas referentes a integragdo ou soma sobre estados intermediarios, em uma
série perturbativa: realizando a integracao em termos da variavel energia, os infinitos po-

dem surgir do dominio de baixas energias (divergéncias infravermelhas), e/ou do dominio

de altas energias (divergéncias ultravioletas).

H& um consenso de que as divergéncias infravermelhas nao surgem de qualquer de-
feito intrinseco da teoria, mas antes de tentativas ilegitimas de forcar a teoria a consignar
questoes nao fisicas [3]. Por outro lado, os infinitos ultravioletas surgem como uma con-

sequéncia da localizacao espago-temporal das interagoes, as quais ocorrem em um unico

ponto, ao invés de uma regiao.

As divergéncias em TQC nao devem ser vistas como defeitos nao mitigados, antes
elas transmitem informagoes crucialmente importantes sobre a situagao fisica de determi-
nados fendmenos. As divergéncias ultravioletas, aparentemente intrinsecas a TQC, nao
podem ser excluidas, mas podem ser contornadas ou “escondidas”, pela Renormalizacgao:

um processo de inequivoco sucesso em extrair predi¢oes numéricas do MP.
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Simetrias semprem foram guias para a construgao de teorias fisicas. O préprio Sir

Isaac Newton percebeu que

...simetrias fundamentais nao sdo reveladas nos movimentos de objetos indivi-
duais, mas no conjunto de todos os possiveis movimentos - simetrias sao ma-
nifestadas em equagoes de movimento ao invés de solugoes particulares destas
equagdes [traduzido de [6], pag. 104].

As implicacoes dindmicas desta constatacao s6 foram completamente entendidas
em 1917 pela mateméatica Emmy Noether, com o teorema de sua autoria, o qual diz
que toda simetria da natureza produz uma lei de conservacao, assim como toda lei de
conservacao revela uma simetria subjacente. Por exemplo, as leis da Fisica sao simétricas
em relagao a translagoes temporais (elas nao se alteram com o decorrer do tempo), e isto

acarreta & conservagao da energia [6].

Outro exemplo é que enquanto a descricao quantica faz uso de nimeros complexos,
as quantidades fisicas sdo reais, de modo que fases complexas podem ser mudadas a
vontade, sem afetar o conteudo fisico. Esta invariancia pela redefinicao da fase, chamada

simetria de calibre, leva & conservagao da carga [3].

Nao obstante a nossa preferéncia de que as leis da natureza sejam simétricas, o
mundo descrito por estas leis nao o é: fendmenos fisicos reais raramente exibem grande
regularidade. Assim, ao mesmo tempo que constréi-se uma teoria fisica com uma simetria
intrinseca, surge a necessidade de encontrar um modo de “quebrar” esta simetria, como

forma de abarcar as consequéncias fisicas do modelo.

Simetrias podem ser quebradas por “forga bruta”, alterando termos na Lagran-
geana da teoria, porém tal meio ndo traz consequencias fisicas fundamentais. Um modo
mais sutil é a quebra espontanea de simetria, mecanismo onde as leis dinamicas sdo simé-
tricas, mas apenas configuragoes assimétricas sao fisicamente realizaveis, uma vez que as
configuragoes simétricas sao energicamente instaveis: diz-se que a simetria das equagoes

de movimento é espontaneamente quebrada pela solugao estavel (assimétrica).

Pode ser demonstrado que a quebra espontanea de simetria ocorre em TQC devido
aos infinitos intrinsecos da teoria [3], e foi por este meio que Weinberg e Salam quebraram

simetrias indesejadas no modelo padrao na construagao da Teoria Eletrofraca.

H4, ainda, a quebra anémala ou quéantica de simetria: apods a realizagao do processo
de quantizagdo, algumas simetrias da fisica classica podem desaparecer quando a teoria
quantica é devidamente definida na presenca de seus infinitos. Um exemplo bem entendido
de quebra andémala é o da simetria quiral, a invaridncia de fase para férmions sem massa

e de tnica helicidade.

O decaimento do pion neutro em dois f6tons, embora observado experimentalmente,

era “proibido” pela andalise tedrica da invariancia de calibre no canal de decaimento dos
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quarks up-down (componentes deste pion). Com o entendimento de que a simetria quiral
era anomalamente quebrada pelos infinitos ultravioletas da teoria, a amplitude deste de-
caimento pode ser finalmente calculada (na aproximagcao de que o pion é sem massa), e

seu resultado apresenta excelente acordo com o obtido experimentalmente.

Assim, percebe-se que os infinitos da TQC local ndo sdo manchas indesejaveis
da teoria, ao contrario, o sucesso de varias teorias de campo na descricao de fendmenos
fisicos dependem da ocorréncia destes infinitos, como é o caso das quebras anomalas de

3

simetria [2].

Para o tratamento e manipulacao destas divergéncias é adotado em TQC o pro-
grama da Regularizagdo. A Regularizagdo Dimensional (RegD) [7], [8], e seus variantes,
sao os métodos mais comuns adotados para calculos de ordem pratica, em teorias de cali-
bre da fisica de particulas elementares [9]. A idéia basica destes métodos dimensionais é
regularizar integrais divergentes utilizando uma mudancga na dimensao fisica da teoria, a

partir de uma continuacao analitica.

Além da RegD quebrar explicitamente a supersimetria, sabe-se que métodos di-
mensionais de regularizacao enfrentam problemas na presenca de matrizes 75 e tensores
completamente antissimétricos e. Isto ocorre porque as propriedades usuais destes objetos
em dimensoes inteiras nao sao consistentes com o tratamento de tensores de Lorentz na
RegD [10].

Um conjunto consistente de regras para manipular tensores de Lorentz em RegD
foi proposto, entretanto, além de anomalias genuinas, algumas anomalias esptrias (nao
fisicas) surgiram em fungoes de correlagao de correntes axial-vetor em QCD e em teorias
de calibre quirais, incluindo o MP. Tal obstaculo foi contornado, mas ao custo de uma

grande complicacao no método de calculo [10].

A obtencao de quantidades fisicas independentes do método de regularizacao ado-
tado ocorre apenas apds a implementacao do programa de renormalizacao e da combinacao
adequada de correcgoes reais e virtuais. Nao obstante, a escolha do método esta relacio-
nada a questoes de relevancia conceitual e pratica, na medida em que tal método deve
seguir alguns preceitos como: os calculos nao podem levar a equagoes que se contradizem;
os resultados finitos finais tem de ser compativeis com os principios de unitariedade e
causalidade; a conservagao de simetrias fundamentais como Lorentz, Calibre e Supersime-
tria; o respeito ao Principio da A¢ao Quantica, traduzido pela relagdo entre as simetrias
da Lagrangeana e as identidades de Ward/Slavnov-Taylor; e a eficiéncia computacional,
na medida em que o método permita o uso de técnicas eficientes e idealmente menos

complexas, tanto quanto possivel [9].

A Regularizagao Implicita (RI) é um método que, no espago dos momentos, per-

mite o calculo de diagramas de Feynman de uma maneira independente de regularizagao .
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Consequentemente, é um bom método para se estudar quebras quanticas de simetria den-
tro de teoria de perturbacao. Na RI, a Lagrangiana do modelo nao é modificada porque

nenhum regulador explicito é introduzido, além dela operar na dimensao fisica da teoria.

A vantagem deste procedimento sobre a RegD é que uma classe de teorias fisicas
importantes sdo sensiveis a continuacao analitica na dimensdo do espago-tempo. Nesta
classe, estdo as teorias quirais, como o setor eletrofraco do modelo padrao e além do

modelo padrao, as teorias topolégicas (Chern-Simons) e teorias supersimétricas.

E neste contexto de TQC, regularizacoes, simetrias e sua quebra, que este trabalho

é proposto. Assim, esta tese esta organizada da seguinte forma:

e No capitulo 2, descrevo a necessidade e alguns resultados importantes do método

de Regularizacao Implicita, bem como o funcionamento do mesmo.

e No capitulo 3, comegamos com a conexao entre shifts no momento de integracao
de um diagrama de Feynman e o surgimento dos termos de superficie (TS). De-
pois, vemos como esses TS sao vistos em algumas regularizagdes e, em particular,
sua parametrizacao em RI. Finalmente, passamos para a construcao da idéia de

Invaridncia de Rotulo (MRI) dentro da RI e sua conexao com a simetria de calibre.

e No capitulo 4, introduzo o Modelo de Wess-Zumino e demonstro, até um nivel de 2
loops, que a implementacao da MRI é uma ferramenta poderosa para a conservacao

da supersimetria global.
e No capitulo 5, fago a andlise dos resultados encontrados.

e No capitulo 6, comento sobre alguns trabalhos subsequentes a este, onde ha a im-

plementagao e expansao dos conceitos relacionados a MRI.

e Nas secOes finais temos as referéncias bibliograficas e os apéndices, onde se encon-
tram as tabelas e resolugoes de algumas integrais do trabalho, a parametrizagao dos

TS e o célculo de alguns fatores de simetria relacionados as amplitudes do capitulo
4.
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2 Estado da Arte

2.1 Uma regularizacaoinvariante para teorias sensiveis a continua-

caodimensional

A idéia por tras da regularizacao implicita é extrair o comportamento ultravioleta
da amplitude na forma de integrais divergentes basicas que s6 dependam dos momentos in-
ternos no diagrama. Estas integrais divergentes basicas podem ser subtraidas e absorvidas

nos contratermos sem seu calculo explicito.

De fato, o célculo explicito é a origem de anomalias espturias que podem contami-
nar a fisica do modelo estudado. Todos os parametros arbitrarios embutidos no diagrama
de Feynman em questdao sdao expressos por termos de superficie que, dentro da RI, se
manifestam como diferengas finitas entre integrais (logaritmicamente) divergentes. Os ter-
mos de superficie estao diretamente relacionados com a possibilidade de se fazer shifts
(translagdes) nos momentos de integragao. Tais pardmetros “escondidos” sao determina-
dos exclusivamente com base na fisica do problema, nomeadamente do seu contetdo de

simetria ou pela fenomenologia (ajuste numérico experimental).

Com relagao ao programa de renormalizagao implementado por Bogoliubov, Para-
siuk, Hepp e Zimmerman (BPHZ), embora seja importante na construcaode provas de
renormalizabilidade em todas as ordens, para teorias de calibre, as identidades de Slavnov-
Taylor que garantem que a simetria de calibre ndo é quebrada, tém que ser impostas como
equacgoes de vinculo ordem a ordem porque tal simetria pode ser quebrada. Além disso,

modificagoes devem ser feitas no programa BPHZ para tratar teorias sem massa [11].

De fato, a regularizagdo e renormalizacaodo Modelo Padrao Supersimétrico Mi-
nimo (MPSM) é um problema em aberto: a precisao experimental dos atuais e futuros
aceleradores requer predicoes tedricas dentro do modelo padrao e do MPSM ao nivel de,
pelo menos, até dois loops (veja por exemplo a pagina do projeto SPA Supersymmetry
Parameter Analysis, http://spa.desy.de/spa/, para uma visao completa e atualizada). Den-
tro do MPSM, um esquema de regularizagdo invariante, que permita de forma inequivoca

discernir entre uma anomalia fisica e uma espiria ainda nao existe [12].

Embora a regularizagao dimensional seja invariante de calibre, ela quebra super-
simetria e simetria quiral. A razao é que a continuacao dimensional do tensor de Levi-
Civitta é ambigua além de um loop, enquanto a supersimetria € intrinsicamente definida
na dimensao fisica da teoria. Um procedimento alternativo chamado reducao dimensional

(RD) [13], funciona bem somente a um loop e foi mostrado como matematicamente incon-
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sistente (Veja [14] para uma extensao até dois loops). Na pratica, adiciona-se contratermos
ordem a ordem no calculo perturbativo para restaurar simetrias que foram quebradas no
processo de regularizacao . Tal procedimento leva a complicagoes técnicas significativas e

a RI surge como uma candidata natural para a solugao destes problemas.

2.2 Sintese de resultados importantes

A Regularizacao Implicita teve seu surgimento no final da década de 90 do século
passado, fruto da colaboragdo do Grupo de Teoria Quantica de Campos da UFMG a
partir dos trabalhos [15], [16] e [I7]. Ao passar dos anos, o método foi sendo aperfeicoado
e varios pesquisadores contribuiram para seu desenvolvimento. A seguir, temos um breve

resumo desse desenvolvimento e dos trabalhos relacionados.

A RI foi aplicada em véarios modelos em TQC incluindo teorias de calibre sensiveis
a continuagao dimensional, onde a RD falha. Em [I8], aplicou-se o método a eletrodina-
mica quantica e a teorias envolvendo objetos violadores de paridade (Chern-Simons e o
Modelo de Schwinger Quiral). Em [19] estudou-se a possibilidade de violagdo CPT numa
versao quiral extendida da eletrodinamica quantica. Uma comparacao entre a RI, a RD, a
regularizagao diferencial e o método BPHZ no estudo de divergéncias acavaladas, foi feita
em [20]. Neste trabalho descreveu-se como ¢ definido um esquema de regularizagao dentro
da RI, onde os infinitos sdo expressos como integrais nos momentos internos: definiu-se o
que seria o andlogo da subtracaominima em RD e um esquema independente da massa,

que é importante no controle de divergéncias infravermelhas em teorias sem massa.

Uma versao vinculada da RI que preserva invariancia de calibre (nao-abeliana) ab
initio foi exemplificada no estudo da cromodindmica quantica até um loop em [21]. Uma in-
vestigagao sistematica do tratamento de divergéncias acavaladas exemplificado pela teoria
¢8 usando RI foi estudada em [22]. Em [23], demonstrou-se que a RI pode ser mani-
festamente invariante por supersimetria. Para tal, calculou-se a funcao 8 do modelo de
Wess-Zumino até a ordem de trés loops. Aplicagoes fenomenoldgicas ao gauged Nambu
and Jona-Lasinio model podem ser encontradas em [17]. Em [24], foi feito um estudo
sistematico de anomalias em TQC. Mostrou-se, em diferentes casos, desde a famosa ano-
malia do tridngulo até anomalias gravitacionais para férmions imersos num espago curvo
em duas dimensoes, que os parametros arbitrarios dependentes de regularizacao , correta-
mente parametrizados dentro da RI, sao importantes para apresentar a quebra de simetria
de maneira democratica entre as identidades de Ward, que um dado diagrama satisfaz a

nivel classico mas pode nao satisfazer a nivel quantico.

Finalmente, numa versao SU(2) ® SU(2) do modelo sigma linear mostrou-se que
correcoes radiativas levam a contribuicoes finitas indeterminadas que aparecem em RI

como diferencas entre integrais divergentes. Mostrou-se que, embora algumas ambiguida-
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des sejam fixas por renormalizacao sobra um parametro livre na constante de decaimento
do pion, que, contudo, é fixa por simetria quiral [25]. A generalizagao para ordem arbitra-
ria em loops da RI, tanto para teorias escalares quanto para teorias de gauge abelianas
de maneira invariante, foi feita em [26] e [27]. O mapeamento da RI na renormalizaciao
diferencial a um loop foi feito em [28]. O estudo das corregoes de supergravidade para o

momento magnético andémalo (g — 2); do 1épton foi feito em [29].

2.3 Implementacao do Método

A Regularizacao Implicita é um método operacional que, em suma, separa as quan-
tidades pertinentes a corregoes radiativas em integrais divergentes basicas (IDB), termos
de superficie (TS) e contribuigoes finitas. Dentro do método, esta filtragem se justifica a
partir do fato de haver, na literatura, um mal entendimento em relacao ao comportamento
divergente de uma amplitude no que se refere as ambiguidades emergentes do calculo ex-
plicito das integrais divergentes, sem a prévia identificacao e distin¢ao das IDB e dos
TS. As contribuigdes finitas, por sua vez, podem ser determinadas utilizando-se qualquer
método calculacional, uma vez que seu resultado sera sempre o mesmo independente da

regularizacao implementada.

As IDB, dentro da RI, podem ser subtraidas e absorvidas nos contratermos sem
seu calculo explicito, enquanto que os TS, antes tratados como ambiguidades a priori
indeterminadas, surgem como quantidades finitas, que serao determinadas pelo contetido

fisico da teoria.

As integrais divergentes basicas sao classificadas pelo seu grau de divergéncia, que

pode ser quadratico, linear ou logaritmico. As IDB utilizadas neste trabalho sao,

o) = [ s ™ (- 55, 1)
Lo %) = | (er];4 [kajk;;Q]Q b ( B ¥> 22)
zoyt) = | (g:; E —1m2]2 L < B #) (23)
It = (g:; [kf—wj;z]s I (‘ #) (2.4)

as quais sao integrais quadratica (indice quad) e logaritmicamente (indice log) divergen-

tes por contagem de poténcias, e sem dependéncia nos momentos externos do diagrama.
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As IDBs sao quantidades divergentes, porém sem significado fisico, uma vez que toda
informacao sobre o processo fisico estd atrelada aos momentos externos. O indice n se re-
fere a ordem da IDB e, consequentemente, a ordem da teoria de pertubacao que estamos

operando.

Quando tivermos uma teoria sem massa, podemos utilizar uma massa ficticia y na
forma m .
Lo (12) = / , 2.6
l g(/i ) (271')4 [kg . /~L2]2 ( )

que pode ser removida no final do cédlculo, a partir da relacdo independente de regulari-

Zagao
2
W
Ilog(:u ) - [log<)\2) —bln <)\2> (27)

sendo b = i/(47)?. A equagao acima ¢ chamada relagao de escala, pois permite trocar a
massa ficticia por uma constante arbitraria positiva A, que assume o papel de escala do

grupo de renormalizacao.
Para o tratamento das integrais divergentes utilizaremos a identidade algébrica
1 1 2k - p — p?
2 2~ 12 2 Tz 2 Lol 2 21’ (2.8)
(k=p)?=m? k2—m?  [k2—m?[(k - p)* —m?]

no nivel dos integrandos, quantas vezes for necessario, até que consiguamos separar as

IDB dos TS e da parte finita. Para exemplificar, consideremos a integral
" = / i
k [k = m?][(k = p)* —m?]’

A d4k
/ / 27?4’

sendo A um cutoff superior, um regulador implicito necessario para podermos fazer as

(2.9)

onde usamos a notagao

manipulagoes nos integrandos. Utilizando a identidade (Z8)) teremos,

B K k“[2k~p—p2]
I" = /k (k2 — m2]? Jr/k (k2 — m?P2[(k — p)2 — m?]’ (2.10)

onde temos que a primeria integral é nula por ser o integrando uma funcao impar dentro

de um limite de integragdo simétrico. A segunda integral tem duas partes, a primeira
ainda superficialmente divergente e a segunda finita. Assim reutilizaremos a relagao (2.8)),
que produzira:
kFEY kH
" = 0+2p,,/ —p2/ =
(2 —m?][(k — p)* — m?] [k* —m?P[(k — p)* — m?]

k“k” k“k” 2]{: -p—p?
— 9 / 2% / _
P e =P " —p—m?

p/kQ—mﬁ] 2[(k—p)2 —m?]’
" = 2p, Il (m®) + Apupp I35 — 20,0715 — 1Y, (2.11)
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sendo [, l‘f)’;(mQ) o termo que engloba tando a IDB quanto o TS, e as integrais

n—1
() pmu o (mup _ L k" kM kM RV RS k? —m?
R R R | e ] L B e | INNNCAE)

sao integrais finitas /5.

Para separmos a IDB do TS temos a relacao de consisténcia

/ d'k 0 K [ L, / Ak kek
ot ak \ 2 —m22) — 7 ) @nt R—m2p 2r)t k2= m2

(2.13)
a qual pode ser reescrita como
Ty = g"”]lgg(mZ) — 4];2;(m2),
Tm?) = 10" Tg(m?) — A (2.14)

sendo [j,,(m?) a IDB e T§” o termo de superficie. Utilizando a relagao de consisténcia no

calculo de I*, produz:

1 1 v v v
" = 2py | 29" Liog(m®) = 0% ] +Apupp ISy — 2000150 — P50
1

1 5 . ,

Neste ponto, podemos resolver a parte finita com o uso de qualquer regularizacao,

e o resultado é:

P P’
ApuppI i = 20007 I3, = P 1f00 = l% —bln < - @)]

Com este resultado e usando a relagdo de escala (Z7)), nossa integral resultara em:

1 1 P! p?
" = Sp"liog(X*) = 5P, X6 + 7 l% - bln( - p))] : (2.16)
—_— Y
IDB TS

termos finitos






29

3 Termos de Superficie, Invariancia de Rotulo

e Simetria de Calibre

Neste capitulo, pretendemos dar uma visao geral sobre a relacao entre rotulagao
de um diagrama de Feynman, shifts no momento interno e os termos de superficie ge-
rados por estes shifts. Primeiro, veremos como os TS surgem e como sao tratados em
diferentes regularizagoes. Depois, realizaremos uma parametrizacao geral para os termos
de superficie demonstrando como podemos implementar valores aos mesmos, por meio da
Regularizagdo Implicita. A seguir, apresentaremos a prova diagramatica da invaridncia
de calibre e analisaremos as identidades de Ward-Takahashi para os diagramas do tensor
de polarizac¢ao do viacuo da Eletrodindmica Quéantica (QED), utilizando varias rotulagoes.
Neste ambiente veremos que a escolha da rotulagdo para um determinado diagrama re-
flete no aparecimento de possiveis termos de superficie, interpretados como o prego que
pagamos pelos shifts em integrais de divergéncia superior a linear. Concluimos o capitulo

demonstrando a relagdao entre simetria de calibre e a Invaridncia de Rotulo.

3.1 Shifts na Variavel de Integracdo e Termos de Superficie

No artigo [30], os autores calculam diferencas entre integrais de Feynman linear-
mente divergentes, as quais se diferem por shifts nas variaveis de integracao. Em 4 dimen-
soes, essa diferenca leva a termos de superficie finitos, chamados de termos de superficie

de Jauch-Rohrlich :

(k p
/d4 /d4 +p S
(k —p)? —m?]? — m2 2

A discussao leva a regulariza¢ao dimensional, onde a mesma diferenca de integrais

k+p
ak /d" =0
/ [(k—p) —m2 ’

para uma dimensao n. Entretanto, quando a dimensdao n — 4, a mesma diferenca de

resulta em

integrais levard a outro resultado, demonstrando o carater ambiguo desta quantidade

finita, cujo resultado é dependente de regularizacao.

Agora, iremos calcular esta diferenca no contexto da regularizacao implicita e ver

qual serd o resultado. Para maior comodidade definiremos

o d*k Lt B d*k (/f—l-p)“
7= / (2m)* [(k —p)? —m?? /(271')4 k2 — m22’ (3.1)
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3.1.1 Fazendo Shifts com a Regularizacao Implicita

Para calcularmos a diferenca (B.1)) podemos seguir o roteiro dos autores do artigo
citado, utilizando parametrizagdo de Feynman, seguido de shifts, integracao por partes até
obter o resultado final, ou podemos aplicar a RI desde o inicio. Aqui, primeiro faremos
o calculo explicito das integrais em (B.I]) utilizando a RI, depois realizaremos um shift
na primeira integral de (B1]) para resolver esta diferenca e finalmente compararemos os

resultados encontrados.

3.1.1.1 Calculo Explicito com RI

O primeiro passo para realizar o cdlculo explicito das integrais em (B.I]) com RI,
é separar as partes puramente divergentes das demais. Como pode ser visto na segao
[A.1l do Apéndice [Al para tal fim utilizaremos a identidade algébrica (Z8) no nivel dos
integrandos, quantas vezes for necessdrio. Assim, utilizando o resultado (A.I]) a nossa

diferenga de integrais (3.1 pode ser escrita como

. [ d'E Jot [ A%k (k+p)
! _-/@ﬂ4Kk—M2—mW ~/@ﬂ4%LﬂﬁP
_ Ak / Ak 4krk - p
(27T)4 [k? _ m2]2 (27'(')4 [k? _ m2]3
/‘d% 4kt k- p[2k - p — p?| -y d'k o )
2m)* [k* = m?P[(k — p)* —m?] 2m)* [k = m*P[(k — p)* — m?]
il o d*k 2Kk p[2k-p—p?]
| orys === | et = Pl =
/ d4k k: + p)
_ m2]2’
o d% 1 Ak kR
= 7P / 2]2 +4p,,/ (2ﬁ)4 [/{;2 _ m2]3 +

+ 8p,,pp[f3 1 4pyp [}Lg 1 p2[ﬁ271 - p2[;:,1,2 + 4pvpp[%f)2 - 2]91/272[}1; 2 - (3.2)

Na primeira linha do lado direito do resultado acima podemos identificar nossas IDBs

liog(m?) e If;;(m®) e na segunda linha temos integrais finitas que estdo tabeladas no

Apéndice [Al Assim, utilizando o resultado ([A.9)) nossa diferenca de integrais fica:

JH = —p“[log(mQ) + 4p,,[;é;< ) +
+ 8pupplfish — 4p,p° Iis1 — 2272[;:,2,1 +p4[}€2,2 — 4p,p° 1555+ 4puppltsls

ou seja,

T = = p{ " Log(m?) — Al (m?)}. (3.3)
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3.1.1.2 Abordagem pelo Shift

Para um funcdo f(k) em torno de um ponto a, sempre podemos fazer a expansao

em Tailor
Pt )| = FR) 4 e fR) 4 gty (k) 4 =
D ask “ Oy 21" Dk, ok, B
o 1 o
= <1+aaa—kja+iaaapm+"'>f(k):
= s f(k). (3.4)

Por sua vez, sabe-se que se
A% 0
(2m)d ok,

e, sendo a integral finita por contagem de poténcias (ou seja, a dimensao do integrando é

menor que —d), entdo, pelo Teorema de Gauss, B é nulo.

Podemos fazer um shift na primeira integral de (3.I]) na forma:

d*k % d'k (o K4 p
/ (2m)* [(k = p)* = m?]? /

Oky

N
B / d*k kM 4 pH
~ @t R mp

d*k g Kkt 4pH

k—p—k

ey 2 — 2P
/d4/<; 1( 100 K
@mt 21 Pk, TP ok, Tk — m2)2

_ / d'k R +pt / d4k 0 K
B (2m)* [k?2 —m?2]? b (2m)* Ok, [k? — m?]?’

onde os termos de ordem maior ou igual a 2 sao nulos pelo Teorema de Gauss. Com isto

podemos escrever a nossa diferenga de integrais (3.I]) na forma:

d*k K+ d4/€ k—l—p)“
g =
/(27T)4 [(k =p)? =m?]* |, ., / —m?]?
B / d'k R +pt / d*k 0 k;“ _/ d*k (k+p)*
S e P e o iE—m ) @ =
d*k 0 K+
wo—
/ n | 2n)t ok, 2 —m?? (8:5)

3.1.1.3 A Relacdo de Consisténcia

Finalmente, comparando os resultados obtidos pela aplicacao direta da RI (B.3)
com a abordagem pelos shifts (3.0), na diferenga de integrais linearmente divergentes, as
quais se diferem por um shift na variavel de integracao, equacao (B.I]), temos a relagao

d*k 0 K
/ (2m)4 Ok, [k? — m?]?

= 9" Tiog(m?) — 4Ijge(m?), (3.6)
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a qual é idéntica a relagdo de consisténcia da RI, equagao (ZI3)).

3.1.2 Y}” em Regularizacio Dimensional e Cutoff

Para melhor entendimento de como é a dependéncia com regularizacao do termo
de superficie obtido a equagao (B.6), vamos calcular o mesmo utilizando duas das mais

conhecidas regularizagoes, a regularizagdo dimensional (RegD) e a regularizacdo sharp
cutoff (RegSC).

Partindo da definicao do termo de superficie

'k 1 &k kR
/ (3.7)

TSVZQW/ @m)t —m22 ) @n)f B2 —m2P

comecemos com a RegD. Na mesma, passamos do espago-tempo quadridimensional para

o d-dimensional, sendo as integrais resultantes previamente tabeladas como em [31], de

forma que:
! / dek 1 _(-D%rE2-dp2) 1
(2m)d [k2 —m2)2 ~ (4m)¥2  T(2) (m?)>-d/2
’ % kR (=1)% g™ T(3—d/2 1) 1
/(27r)d 22— m2P  (4m)dz 2 I'(3) (m2)3—d/2-1"

com I'(z) = (z — 1)! sendo a fun¢do gamma de Euler. Assim, nosso TS resulta em

w L [ d% 1 'k KMk
T RegD — gﬂ - / =
0,feg (2m)d [k2 — m?2]2 (2m)d [k?2 — m?2)3
g™ T(2-d/2) 4 g™ T(2-d)2)
- (47)/2 " (m2)2—d/2 o 52(47T)d/2 (m2)2-d/2
Tg,yRegD = 07 (38)

ou seja, a RegD anula o TS automaticamente, o que, por um lado, garante a conservagao
da simetria de calibre na QED mas, por outro, enconbre o papel ambiguo desta quantidade

em teorias sensiveis a continuagao dimensional, como a Supersimetria.

Agora, vamos utilizar a RegSC. Primeiro consideremos a integral

d*k 1
2
T10g(M”) Regsc = / (2m)* [k2 —m2]2

Passando do espaco de Minkowski para o Euclidiano, fazemos as substitui¢oes

k? — —k%
Ak = id%y |

00 2w T T 00
/ Ak = / dkpk?, / do / dfsen(6) / dBysen’(0y) = 272 / dkk?, |
0 0 0 0 0
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e nossa integral fica

d'k 1 22 oo ki
log () regse = [ e G e
l g(m )R gSC (271')4 [kQ _ m2]2 Z<27T)4 0 dkE [k% 4+ m2]2

_ 1 /OO ki _ 1 /A 2 ki,
1672 Jo ERL+m22 1672 )0 PlkE +m2)2

onde, na ultima passagem, substituimos o limite superior de integracao por um cutoff A.

O mesmo fazemos para

d*k kHEY
@ =P

[;:;l; (mQ)RegSC = /

com a substituicao

d*k w d*k
[ Gy BRI = T [ G K0

de forma que
w2 d'k k*EY g™ d*k k2
liog(m Jegsc = /(27?)4 (k2 — m?]? - T/ (2m)* [k? —m?2]3 B

itk
© T e T

g / 2 kj%:
4 16m2 o PR+ m23

Assim, nosso termo de superficie resultard em

y W [ A% 1 @k R
Y0, regsc = 9 2r)d k2 — m2]? - / 2r)d k2 — m23 =
) A k2 e
= g/"t 2/ dk% P) E 212 - 9 £ 213 )
(4m)2 Jo (k% + m?] (k% + m?]
v , 1t
Tg,RegSC = g,u 2(471’)2 ) (39)

ou seja, na RegSC, o TS é nao nulo, o que implica no fato desta regularizacao violar a
simetria de calibre na QED, uma vez que tal simetria estd atrelada ao valor do TS, como

veremos na ultima secao deste capitulo.

3.2 Parametrizando os termos de superficie

Na secao anterior, vimos quao dependente de regularizacao é o valor do termo de
superficie, quantidade a priori finita, porém indeterminada. Neste trabalho entendemos
que tal ambiguidade deve ser sanada, uma vez que o contetudo fisico de uma determinada
teoria nao deve depender da matematica usada na resolugdo de suas integrais. Como

veremos mais adiante, as violagdes da simetria de calibre, assim como da supersimetria,
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estao diretamente atreladas ao valor denotado aos TS, como expresso nas identidades de
Ward-Takahashi. Nesta secao, implemetaremos uma parametrizacao dos TS, de tal modo
que sua estrutura funcional seja explicitada para a realizagdo do calculo das amplitudes

pretendidas neste trabalho.

Dentro da RI a rela¢do de consisténcia (2ZI3]) pode ser obtida por derivacao direta

no integrando, na forma:

TW:/d“k o K
O 7 ) (2n)t Ok, [K2 - N2

U _
-/ 2yt 9 Donlksh” = X7+

d*k
+/ kY (=2)[kgk” — N 72[6,5k" + kg™ 00u) =

(2m)?
o [ Ak 1 / d'k k'R
=9 (2m)4 [k2 — A2]2 (2m)4 [k2 — 223 ’
Y6 = g Liog(N?) — 41l (N?) . (3.10)

De modo semelhante obtemos mais duas relagoes de consisténcia

- / d'k 0 KKk
0 (2m)4 Ok, [k2 — N2]3

L = VIO + g T) + g — 6L (310)

log

k0 k¥
e
= / (2m)* Ok, [k — \2]’

T = ¢" I uea(N?) — 21 (A\?) 3.12
q

quad

Vamos parametrizar o T'S definido na equacao (3.I0), sendo os outros parametriza-
dos de forma semelhante, como pode ser verificado no Apéndice [Bl Tomando a derivada

de Ij5(A\?) em relagao a A2, teremos

d , Ak 0 1 ik 1
vz o) = / 2r)% N[ — N2 /(2@4 (k2 — A7’

sendo a integral finita dada por

/d4k 1 b1
om)d [k2 — N\2]3 21 )\2
(2)

e assim 4 .
2\ _
Tl (V) = —bss.
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Agora, fazemos o caminho oposto, ou seja, tomamos a integral do resultado acima

para obter a primitiva:

b
T (N2) = /dX2— = —b[lnA?+ 0y, (3.13)

12

com C sendo uma constante arbitraria de integragao.

Por sua vez, tomando a derivada de I, l’ff;()\2) em relagdo a \?, teremos

il{‘”(V) _ / d'k 0 kR / 'k krEY |
daz " (2m)% ON? [k2 — A2]3 (2m)* [k? — A2)*
sendo a integral finita dada por
/ d*k kH kY :_Qg_’“’i
(2m)4 [k? — N2]4 2 3!\’
e assim )
Sl = b
Tomando o caminho inverso, teremos:
I (3 = /dX%—b)%% = —bg% [InA2+ Gy (3.14)

sendo Cy outra constante arbitraria de integragao.

Aplicando os resultados (3.I3) e (314) em (3.I0), podemos escrever nosso termo

de superficie na forma:

Y6 = g Deg(NY) — A (V) =

log
= gD N+ G - 4(—5)97:” ()24 Cy) =
= b|Cy— Ca|g"
" = ¢"vo2 (3.15)

com vp g = b[Cg — Cl} sendo determinado pelo valor das constantes arbitrarias de integra-
¢do, o qual muda de regularizacao para regularizagao. Em RI, deixamos o contetudo fisico
da teoria determinar o valor desta constante, através das simetrias subjacentes a teoria.
A notacgao v;; denota a ordem ¢ do T'S e seu nimero j de indices de Lorentz. Como pode
ser visto no Apéndice [B] para os TS definidos em ([B.I1) e (B12), temos as respectivas
parametrizagoes

Ty = g“{”gp”}vm , (3.16)

Y5 = g"vas . (3.17)
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3.3 Momentum Routing Invariance

Haja vista nossa definicdo e parametrizacao dos termos de superficie, partamos
para um caso pratico de implementacao da abordagem descrita neste trabalho e vamos
realizar o calculo de uma amplitude de probabilidade, através de um diagrama de Feyn-

man.

Quando estudamos um determinado diagrama, em sua construcao temos de seguir
as regras de Feynman. Entre elas ha uma que se refere a conservagao do quadrimomento
nos vértices. Dessa forma, temos que na construcao de uma determinada amplitude, nao
importa qual rotulagdo para os momentos utilizamos, contanto que nossa escolha sempre
conserve o momento nos vértices. Abaixo, ilustramos um vértice geral onde apresentamos

trés rotulagoes distintas, porém equivalentes (Fig. 2):

qf k 4 k+a 9 k4K

' { {
q, k= a 9, k+a—Y g q, k + ks
i=1 i=1

(a) (b) B (€)

Figura 2 — Um vértice genérico com trés rotulagdes distintas, porém equivalentes. Em (c) considera-se
1
ko = k1 — 21:1 q;-

Aqui, podemos ver que, apesar das diferencas de notagdo (neste caso, rotulagao),
todos os vértices conservam momento e, desta forma, qualquer amplitude que venha a ser
escrita utilizando-se qualquer uma das trés rotulacoes tem de ter um mesmo resultado

final. No nivel das amplitudes relacionadas a um determinado processo, temos a relacao
M — Mg, =0, (3.18)

onde M denota a expressdo matematica para a amplitude e o subscrito Ra denota uma
rotulacao arbitraria para o grafico. A essa propriedade do diagrama de Feynman daremos

o nome de Invariancia de Rotulo (MRI) (do inglés Momentum Routing Invariance).
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3.4 Prova Diagramatica da Invariancia de Calibre

A invariancia de calibre na Eletrodindmica Quéantica é uma consequéncia de nossa
redundancia em relagao a descricdo do que é um foton. Isto reside no fato de utilizar-
mos um campo vetorial A*, o qual possui quatro graus de liberdade para descrever uma
particula com apenas dois graus de liberdade: como sabemos da experimentagao, o féton

possui apenas duas polarizagoes [5].

Cabe aqui salientar uma observagao feita em [31] acerca dos termos identidade de
Ward, conservacao da corrente e invariancia de calibre, os quais sao usados indiscrimina-
damente ao longo da literatura: afinal, a identidade de Ward ¢é a expressao diagramatica
da conservacao da corrente elétrica, a qual por sua vez é uma consequéncia da invariancia
de calibre. Como sabemos, a invariancia de calibre é a simetria fundamental da Lagran-
geana da QED, enquanto que a conservacao da corrente é a equacao de movimento que
provém desta simetria e, por sua vez, a identidade de Ward ¢ a identidade diagramatica

que impoe a simetria nas amplitudes.

A densidade de Lagrangeana da Eletrodinamica Quéntica é dada por
- 1
L = V[in"(0, —ied,) —m|¥ — ZFWFWa (3.19)

onde ¥ é o campo espinorial do elétron, ¥ seu conjugado hermitiano (¥ = ¥i40) ¢ e
m sdo a carga e massa do elétron, respectivamente, A* é o campo vetorial do foton e
= ogrAY — 9V A*. A simetria de calibre é expressa pela invariancia desta Lagrangeana

pelas tranformagoes de calibre

U(z) — () (3.20)
‘ 1 1
Aﬂ@)—>AAx%+Ef%M”QﬂM@):f@@ﬁ+Q§LA@) (3.21)

Pelo Teorema de Noether, ao campo ¥ corresponde a corrente j#(z) = W (z)y*¥(z),
a qual é conservada
aﬂju(‘f) = 07

relacdo esta que transportada para o espago dos momentos seria k,j*(k) = 0.

A prova diagramatica da invaridncia de calibre é uma representacao pictorica da
simetria de calibre na QED, sendo quantificada pela identidade de Ward-Takahashi

ke, M* =0, (3.22)

onde £, é o momento associado a um féton externo e M* ¢ uma amplitude para algum

processo na QED envolvendo este féton. A prova para tal identidade estd dada em [31].

Em resumo, considere um diagrama associado a uma amplitude M (k), como des-

crito na figura Bl Se removermos o féton v(k), obteremos um diagrama mais simples, o
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v

Figura 3 — Um tipico diagrama de Feynman correspondente a uma amplitude M (k). O féton ~ carrega
um momento k. Adaptado de [31].

qual é parte de uma amplitude também mais simples M. Reinserindo o féton em um
outro lugar do diagrama mais simples, obteremos mais uma contribuicao para a amplitude
M(k). A idéia principal aqui é que, se somarmos todos os diagramas que contribuem para
M, e entao somarmos sobre todos os possiveis pontos de inser¢ao do féton em cada um

destes diagramas, obtemos M (k).

Quando inserimos o féton em um dos diagramas de My, o mesmo pode ser asso-
ciado a uma linha externa do diagrama, ou a uma linha interna de um loop. Diagramati-
camente, esta soma sobre todos os possiveis pontos de inser¢cao em um dado grafico seria

expresso como vemos na figuraldl onde o circulo sombreado representa qualquer diagrama

(q1---gn)

q1 qv1 —k) (q1- q,,
> b |0
insergoes e
k
“Pn) 1

py -+ (pi + k) - -

(pr---pn)

Figura 4 — Identidade de Ward-Takahashi da QED em sua forma diagramética. A esquerda da igual-
dade, somamos sobre todos os possiveis pontos de insercdo do féton. A direita, temos a
diferenga entre duas amplitudes mais simples que se diferem por um shift. Adaptado de [31].

que contribui para M. Quantitativamente esta relacao é dada pela expressao
B M pr - pos i gn) = €D [Mo(preposqr- (g —k)-++) —

~Mo(pr--(pi+ k) sqq)], (3.23)
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onde observa-se que as amplitudes M, a direita diferem por um shift.

Quando realizamos inser¢oes em linhas externas do diagrama, removendo e rein-
serindo o fotén a esta linha em todos os possiveis pontos de insercao, o resultado é que
as amplitudes a direita de (3.23) diferem por um shift no momento do elétron. De acordo
com [31], o lado direito da relagao acima é nulo, uma vez que seus termos nao contribuem
para a matriz S quando os elétrons sao off-shell. E, de acordo com [5], quando os mesmos

sao on-shell, podemos utilizar a equacado de movimento de Dirac de modo a satisfazer a
identidade de Ward (3.22).

No caso de um féton sendo inserido em uma linha de loop de elétron, temos que
a identidade (3.22]) é satisfeita uma vez que os termos restantes na relagao diferem por
um shift na variavel de integragdo. Uma vez que a referéncia [31] utiliza a regulariza-
¢do dimensional para resolver as integrais divergentes e sendo que na mesma os TS sao
automaticamente nulos, seu papel de violador da simetria é encoberto pela natureza da

regularizacao.

Como neste trabalho estamos interessados no papel dos TS como possiveis viola-
dores de simetrias, vamos analisar tais amplitudes sob a luz da RI. Antes da inser¢ao do
féton, um loop tipico teria a forma descrita na figura [l (a) e inserindo o f6ton (k) entre

os vértices i e i + 1 produziria o visto na figura [l (b):

(a) (b)

Figura 5 — Um tipico loop de elétron antes e depois da inser¢io do féton externo. Em (a), para n
vértices existem n possiveis pontos de inserc¢do no loop e considera-se ¢; + p, = p;. Em (b)
o foton com momento k foi inserido entre os vértices ¢ e i + 1 e considera-se q; +p, +k = p1.
Adaptado de [31].

Assim o processo se repete e vamos inserindo o féton em todos os possiveis pontos
de inser¢ao e, no final, somamos todos os diagramas que contribuem para a amplitude,

resultando quantitativamente na relagao (3.23)).
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3.5 Invariancia de Rétulo e Simetria de Calibre

No caso a 1 loop, a relagao (B.23)) estd expressa na sua forma grafica e quantitativa

k k+a
7 = (—ie) @W - me_ﬂ

@, 1" :(—ie)(HZ - Hf—+a)

na figura

v

1

(1\
k—a-p k—p
Y - =(—ie) =
inser¢oes
k k+a
. vp vp
Z aJIH*? = (—zt,)(Hk - HkJru)
insercoes
iz
a's
Z Ay - = (—ie) _

insergoes

S P —(io(T - T2

insergoes
Figura 6 — Diagramas e amplitudes que representam a identidade de Ward 3.23) a 1 loop.

Estes sao os tnicos diagramas que vamos abordar, uma vez que aqueles com mais
pernas externas de féton tém as respectivas amplitudes representadas por integrais finitas
e para as quais shifts podem ser realizados sem incorrer no surgimento de termos de

superficie.

As identidades de Ward representadas na figura [l tem algumas caracteristicas a
observar. No lado esquerdo das equacoes temos as amplitudes com o féton inserido no
loop e seu valor nulo esta atrelado a diferenca entre as amplitudes mais simples situadas

a direita da identidade.

Para fazer a conexao entre invariancia de rétulo (MRI) e simetria de calibre, vamos
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fazer o que se segue: as amplitudes do lado esquerdo das identidade (ID) de Ward serao
resolvidas seguindo-se a prescrigdo adota em [31] de forma a implementar a invaridncia
de calibre; Ja para a diferenca de amplitudes do lado direito da ID de Ward utilizare-
mos graficos com diferentes rotulacoes de modo a implementar a MRI. Por questao de

comodidade, vamos considerar a QED com elétrons sem massa.

Na primeira ID de Ward vamos utilizar a abordagem dos shifts para resolver a
diferenca entre as amplitudes do lado direito da igualdade, de forma a implementar a
MRI na forma

I — 11, = 0, (3.24)

onde o subscrito Ra indica um roétulo arbitrario atribuido ao gréafico . Os correspondentes

graficos com as rotulagoes descritas estao na figura [T

k k+ky

Figura 7 — Diagramas de Feynman representando o tensor de polarizacio do vacuo, com duas rotulagoes
distintas, mas equivalentes.

Neste caso, temos as amplitudes

I = —tr/k(—z'ev”)% = —4e/k %, (3.25)
Iy, = —tr/k(—iefy”)% _i B = —4e/k % (3.26)

Para a segunda amplitude, vamos utilizar a expansao em Taylor (8.4]) na forma:

% o (k¥
1 r N
e{ kk‘2+ kklaﬁka<k2>+
19 9 (K
Sl NN AL
+ o ' ks 1o‘8ka<k2>+

I R B W™
L g 2
+ 3151 9k, M1 31, M1 B <k2>} (3:27)

Na equacao anterior, vemos que o primeiro termo do lado direito é idéntico a amplitude

v
HRa

k+k1—k

(B29), de forma que a invaridncia de rétulo expressa na equagao (3.24) estd vinculada

ao resultado dos segundo, terceiro e quarto termos do lado direito de ([B.27). Para estes

8 k:l/ gCVl/ kaki/ . o o
A%(ﬁ)z Al A

termos temos
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9 0 (R _ /gﬂ%wg“”khgv%a s /kﬁkak”
k Okg Oky n k k4 kS

k2
/iii L =y 0 (97K + g™k + g7k +8/i Rrer
k Ok, Okg Ok, \ K2 k Ok, Iz K Oky \ kS
= —=2[¢" Y + gy + g5 + 8T =
= —297{%@”} [Uo,z - 4Uo,4]

Assim, a amplitude resulta em:

14
HRa

]{:V (07%
= —46{ e + k10922 +

k+k1—k

1 gﬁakl/ +gaukﬁ +gl/5k,a kﬂkaku
¢ o] [EE LI e

1
+ ik‘ukmkla(—%ﬂywyw} [Uop - 4U0,4}} =
kv
= —4e — 4+ k’ij’Ugg - k’%k’ll/ |:U072 - 4U074:| s (328)
k k?

e a diferenca entre as amplitudes é dada por:

I — Héa = 46]6? |:'U272 - k’% (’UQQ - 4’0074)} . (329)

Uma vez que k; ¢ um momento arbitrario, podendo assumir qualquer valor, a MRI,

equacao (3.24)), exige que os TS sejam identicamente nulos H, ou seja,

Vo2 = 0 , Vo2 = 0 y Vo4 = 0. (330)

Por sua vez, a simetria de calibre é expressa pela transversalidade do tensor de

polarizacao do vacuo, ou seja, pelo valor nulo do lado esquerdo da ID de Ward na forma

a, 1" = 0. (3.31)
O lado esquerdo desta relagao é descrito na figura []]
Quantitativamente, tal amplitude é dada por

a, 11" = —tr /k g

Como estamos operando na ordem de 1 loop, a exigéncia de cada TS ser nulo individualmente pode
ndo ser clara diante do resultado ([329). Quando realizamos a operacdo a n loops, ou seja, quando
implementamos a MRI em amplitudes em todas as ordens da teoria de perturbacdo a exigéncia citada
surge como condigdo inata da MRI, como pode ser visto em [32].

(—iey”). (3.32)
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ue
a, 1" =

v

k+a

Figura 8 — Diagrama que representa a identidade de Ward (3:23) a 1 loop, com a inser¢do de um féton
externo ao loop em todos os possiveis pontos de insercao. O momento externo é a.

Aqui seguiremos a prescri¢ao adotada em [31], utilizando a identidade

(—ied) = —ie[(k + ) — K],

de modo que a amplitude fica

l

o = o %(—ie)(—ie’y”)—l—tr [(=ie i) =

e[S el
ko k2 ko [k al?

, kY , (k+a)”
= 4 2/ — —4 2/ —_ . .
e e 1€ A [k: a]2 (3.33)

No desenvolvimento acima, vemos que a segunda integral se difere da primeira por
um shift na variavel de integracao. Assim utilizando a abordagem dos shifts esta integral

resulta em:
/ (k+a)” [k
k [k + al? i k2

onde utilizamos o resultado (3.28) com a troca ky <+ a. Com isso temos o resultado:

+ GJV’U272 — (IZGJV |:U072 — 4’0074:|, (334)
k+a—k

a, 1" = —4i62a”{vg,2 —a? [0072 — 4U0,4} }, (3.35)

e uma vez que o momento a* # 0, para satisfazermos a identidade de Ward (331]), ou

ainda, para haver a conservacao da simetria de calibre, temos que fazer os TS nulos:

Vg2 = 0 y Vo2 = 0 y Vo4 = 0. (336)

Aqui vemos a relacao entre MRI e simetria de calibre explicitamente: que a con-
di¢do para termos a liberdade de rotulacdo em determinado diagrama de Feynman é a
mesma para termos a conservacao da invariancia de calibre, a partir da satisfacdo da ID

de Ward, ou seja, valor nulo para os termos de superficie.

Na segunda ID de Ward vamos utilizar a abordagem dos shifts para resolver a
diferenga entre as amplitudes do lado direito da igualdade, de forma a implementar a
MRI na forma

o — 11 =0, (3.37)
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k—p k+ ks
k k+k
TEe 5,

Figura 9 — Diagramas de Feynman representando o tensor de polarizagio do vacuo, com duas rotulacdes
distintas, mas equivalentes. O momento externo é p e pela conservacao do momento k1 — ko =

p-

com Ra indicando o diagrama com rotulagao arbitraria. Os correspondentes graficos com

as rotulagoes descritas estao na figura Ot

As correspondentes amplitudes sao:

? ?

nm» = —tr/k(—iey”)%(—ieyp) =

= - %“(“%W iﬁ)’ (3:3%)

g = —tn i g e i -
- — 62/ktr<’y”%i%17pkj%2>’ Y

Para a segunda amplitude vamos utilizar a expansao em Taylor (3.4) na forma:
1 1
= —62{/“(7”—7”7) +
ktki—k k ko=t ko
0 1 1
+ / kpo=—tr| v/ =y’ —— | +
< Ok, (7 F k—éé1+ééz>
1 0 0 1 1
—kigm—Fkiam—tr| V=V —— | ¢- 3.40
A CT L e G = = | S

Na equacao acima vemos que o primeiro termo do lado direito é idéntico a ampli-

vp
HRa

tude (B38) (uma vez que ki, — kg, = p,,), de forma que a invaridncia de rétulo expressa
na equacao (3.37) estd vinculada ao resultado do segundo e terceiro termos do lado direito
de (3:40). O trago acima resulta em

1 B tr {7“7"7”75} ky(k — ki + k2)s
k1+ kQ B k2 [k? —ky + k32]2

Resolvendo o traco e fazendo as contragoes de Lorentz, o numerador acima fica

T= tr<7"%7pk —

N = 4(2k"k° — g"Pk* — k" (ky — ka)” — K" (ky — k2)” + 6"k - (ky — ko))
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e no denominador utilizamos a identidade (Z8)), na forma

1 1 =2k~ (ky — ko) + (ky — ks)?

[k — (ki — ka)]2 &2 K2k — (k1 — k2)]?

Com isto o segundo termo do lado direito de (3.40) fica:

0 1 1
vp = _ voaap_— | =
HRa2 - /k;klaak:atr <fy kfy k _ l%l‘l‘ '%2)

0 [2k"KP — g"Pk?* — k" (k1 — ko)? — kP (k1 — k2)” + 9"k - (k1 — ko)
ha / Ok kA

/ 9 Uzk%ﬂ — g7k — K" (ky — ko)? — kP (ky — k)" + g7k - (ky — ko))
e Ok

2 %

(= 2k (k= ko) + (k1 — k2)*) ]\
- k2[k — (k1 — ko)]? ]} a

_ 4km{ /6k (Mp> _gyp/a%%)_
~ (b =y [ 5 < ) =) [ 5 (k‘i)w b o, <k5>+
+ 4k — ’f2>5/k Ok <k4 [k f;(];:ki ’fzﬂz) .
T e e | &

K ke kv ke e
= 4k /— o —4/ I
1{[ A R R ] 97(=2) | 7

— (k1 = k)P — (k1 — k)" X5 + g"P (k1 — ko) X" +

Ak — ko)g TS — 2 (k) — kQ)ﬂS‘ﬁ} -

= —a{ [k (b — ka)” + K{ (k1 — ko)” + g""kn - (ky — ko) w2 —
— ko (ke — k2)5ga{yng}U0,4} -
= —4k1a(k1 — kQ)Bga{Bgup} |:'U072 — 4’0074} . (341)

E, por sua vez, o terceiro termo do lado direito de (3.40) resulta em:

1 9 0 1
Iy, = ki akr ———t1 ~P _
fta3 k20PN Ok Ok ( - éélwéz)

kP

- Sl [2(5) o L) L))
(5]

= 4k15k1a{gauT€p+gapT€u _'_gl/pfrga . 4T€aup} _
- 4k1ak1ﬁga{ﬁgw)} [UO,Q - 41}0,4}. (3.42)
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Com isto, a amplitude (B:40) resulta em

v U ) -

— 4]{Z1a(l{?1 — k2>5ga{5gl/p} [UO,Q - 4U0,4} +

vp
HRa

+ 4k1aklﬁga{ﬁgyp} ['UO,Q — 41)074} }, (343)
e a diferenca entre as amplitudes, equacao (3.37), é dada por
Iv° — HEZ — 462904{5ng}]{;1&]{?25 [’0072 — 4’0074} . (344)

Mais uma vez, sendo kq e ks momentos arbitrarios podendo assumir qualquer valor,

a MRI exige que os TS sejam identicamente nulos, ou seja,

Vo2 = 0 , Vo4 = 0. (345)

Ja a simetria de calibre é expressa pela identidade de Ward

3 I =0, (3.46)

insergoes

sendo o lado esquerdo desta relacao dada pelos diagramas da figura [[0. Os graficos des-

I

> =

insercoes

Figura 10 — Diagramas que representam a identidade de Ward (3.23) a 1 loop, com a inser¢do de um
féton externo ao loop em todos os possiveis pontos de inser¢do. O momento externo é p+a.

critos em tal figura sao quantificados na amplitude

> a P = —tr/k(—iefy”)

insercoes k

— tr/k(—ieyy)

—<—i€7p)m(—i€¢)ﬂ -

) )

Novamente seguiremos a prescrigdo adotada em [31], utilizando, para o primeiro

(3.47)

termo do lado direito, a identidade

(—ied) = —ie[(f —p) — (K =P —4)],
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e, para o segundo termo, a identidade

(—ied) = —ie[(k + ) — K],

de modo que a amplitude fica

S @l =t [ (ier”) (o) (i) +

insergoes

1  (mier?) g (—ier?) (i)

— tr [ (—iey”)(—ic)

+tr [ (—ier”) (=i >
> e = i [l

inserc¢oes k ﬁ ﬁ -
-3 v P 1
_Zetr/kfyk—i—;zﬂ%—]b' (3.48)

No desenvolvimento acima, vemos que a segunda integral difere da primeira por

(—z’evp)k =7 +

= =

7 . b 2

?‘ﬁ
‘S\
A
@
)
)
N—
=
=-

um shift na variavel de integracao. Assim, utilizando a abordagem dos shifts, esta integral

o A“(“%“k—é—ﬁ)‘

— 4(la((l + p)gga{ﬁgyp} |:'U072 — 41)074} —+
+ daqapg* g7 [U0,2 - 4U0,4} =

o)

— 4aapﬁga{ﬁgl/ﬁ} ['UO,Q — 4’0074:| s (349)

resulta em:

lel
IR il

onde utilizamos o resultado (3:43]) com as trocas k; <> a e kg <> —p. Com isso, obtemos:

Z a, I1"° = 4i63aap5g°‘{ﬂg”"} |:U072 — 41}074}, (3.50)

insercoes
e, uma vez que os momentos a* # 0 e p* # 0, para satisfazermos a identidade de Ward,

temos que fazer os TS nulos:

Vo2 = 0 , Vo4 = 0. (351)

Na terceira ID de Ward vamos utilizar a abordagem dos shifts para resolver a
diferenga entre as amplitudes do lado direito da igualdade, de forma a implementar a
MRI na forma

1777 — TI40" = 0, (3.52)
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com Ra indicando o diagrama com rotulagao arbitraria. Os correspondentes graficos com

as rotulagoes descritas estao na figura [Tl

k+ k3

A‘+k1

[1ven van

Figura 11 — Diagramas de Feynman representando o tensor de polarizagio do vacuo, com duas rotula-
¢oes distintas, mas equivalentes. O momento externo é p e, pela conservacao do momento,
ki —ke=preki—ks=p

As correspondentes amplitudes sao:

en = —tr/( iey )%( iey)

- el ) (359

Mg =~ [ (~iey”)
k

- el R R ) (354

Para a segunda amplitude, vamos utilizar a expansdao em Taylor (8.4]) na forma:

vp
HRa

- _63{/“(7”170 1 ~1 1 >+
ktky—k k Bk =ttt le K=Kt ks
o (L, 1 1
+ Aklaa—%tr<7 DT TR ks>} (3.55)

Na equacao acima, vemos que o primeiro termo do lado direito ¢é idéntico a ampli-

tude (B.53) (uma vez que k1, — ko), = p1, € k1, — ks, = p,,), de forma que a invaridncia de
rétulo expressa na equagao ([.52) esta vinculada ao resultado do segundo termo do lado
direito de (355). O traco acima resulta em

tr (71/17!’ 1 777 1 )
Fook =Ktk K=t ks
tr[7”7a7 APy }k: (k — k14 ka)g(k — k1 + k3)s
K2k — k1 + ko]?[k — kq + k3)? ’
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e, resolvendo o mesmo e fazendo as contracoes de Lorentz, o numerador fica
N = 4[ — g"PkPE" — g"EP kP — gPEPRY 4 AKVEPET + O(K?) + O(kY) + O(kzo)},

onde os termos O(k*!0) sao aqueles que resultardo nulos pelo Teorema de Gauss. No

denominador utilizamos a identidade (2.8]), nas formas

. 1 =2k (ky — ko) + (k1 — ky)?
k— (ki — k)2 k2 K[k — (ki — ko2

¢ 1 1 =2k (ky — ks) + (k1 — ks)?
b=k —k)P k2 R2h— (h — ka)?

Com isto, o segundo termo do lado direito de (B.55) fica:

Mz = /kla tr( 5‘5 %ﬁr% k—;ﬁﬁ?)) -
- 4k1a{ / T l /<;2( PR + gVkP + g’"’k”) + 4KV KPE" 4+ O(K?) + O(KY) + O(ko)} X
1 < 1 =2k (ky — ko) + (kl]— k2)2> ( 1 =2k (ky —ks) + (kl]— k?,)?)] }

B\ T T Bk = (k- k)l B2 Rk — (ki — k)l -

9 gk + gk 4 g o (K kek?
= 4 — 4 _ — =
kl“{ J Ok < i 1 Db\

= ki[9 TR + gL + g — AT =
= _4k1ago¢{ugpn} [’UQQ - 41)074} . (356)

Finalmente, a amplitude (8.55]) resulta em

vpn
HRa

_ _63{/“(7”1% L, 1 )_
kethy—k k Bok—ttle K- Ktk
— 4k31aga{vgp77} [’UO,Q — 4’0074} }, (357)
e a diferenca entre as amplitudes, equacao ([3.53)), é dada por

177 — I = —4e3 g™ g ey, [ — 4voa). (3.58)

E, mais uma vez, sendo k; um momento arbitrario podendo assumir qualquer valor,

a MRI exige que os TS sejam identicamente nulos, ou seja,

Vo2 = 0 , Vo4 = 0. (359)

Por sua vez, a simetria de calibre é expressa pela identidade de Ward

3, =, (3.60)

insergoes
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pven _
Z a,Il =

insergoes

Figura 12 — Diagramas que representam a identidade de Ward ([B3.23)) a 1 loop, com a insercio de um
féton externo ao loop em todos os possiveis pontos de inser¢do. O momento externo é p+a.

sendo o lado esquerdo desta relagao dada pelos diagramas da figura 12,

Os graficos descritos na figura acima sao quantificados na amplitude

(—ied)

T am - -%“ﬁe“%“@'mp)kfﬁ‘m")ﬁm
— tr [ (—ier”) g (—ied)

- tr/k(—z'ev )

k_
¢’( Z€7>k+¢i }6< 267)%ﬁ

( 26¢)k+¢ ]5(—267 )k p
(3.61)

(—iey”

IR SIE

k-

Novamente, seguiremos a prescrigdo adotada em [31], utilizando, para o primeiro

termo do lado direito, a identidade

(—ied) = —ie[(f —p) = (K =g = D),

para o segundo termo, a identidade

(—ied) = —ie[(k + 4) — K],

e para o terceiro termo, a identidade

(—ied) = —ie[(f + ¢ —p) — (F=P)],
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de modo que a amplitude fica

= ey e g i) e
+ tr/( iey )%( iey )k ' <_i67n)(_ie>ki]§ —
— [ (e~ >;< %;%j¢«4mwkfﬁ+
.

*+UAG%W)( ie)
—tr/( zefy)
+tr/(—i67)

(—iey”)(—i

l 1
_|_
?

)% _ <_i€7n>k —}6
(—ievp)(—ie)k +¢ p( wv”)m,

Z~ a, JI"P = e tr/7 k }6 % ¢i ]b

insercoes
1 .

it [ e

\Pml -\&I

(3.62)

No desenvolvimento acima, vemos que a segunda integral difere da primeira por

um shift na variavel de integracao. Assim, utilizando a abordagem dos shifts, esta integral

/t < v1 P 1 n 1 )
= Ny 77 Y -
k+a—k k K k—p Kk—d—p

_ 4aaga{ugm7} {1)072 — 4U0,4} , (3_63)

resulta em:
N / TR
cEd Frd—p F—)

onde utilizamos o resultado (B.57)) com as trocas k; <> a e ky <> a — p e k3 > —p. Com
isso temos o resultado:
Z a, I1MP = die*an gt gvrt [’0072 — 4v074}, (3.64)
insercdes
e, uma vez que o momento a* # 0, para satisfazermos a identidade de Ward, temos que
fazer os TS nulos:
vo2 =10, vo4 =0. (3.65)

Assim concluimos o paralelo entre invaridncia de rétulo e simetria de calibre. Ve-
mos que a condicao para termos a liberdade de rotulacdo em determinado diagrama de
Feynman é relacionada a necessidade de se fazer shifts no momento de integracao dos
diagramas, o que acarreta no surgimento de termos de superficie. Tais TS tém de ser

identicamente nulos para que a MRI seja respeitada.

Por outro lado, vemos que a conservacao da simetria de calibre também esta atre-
lada ao valor nulo dos mesmos TS. Assim, a imposicao da MRI é uma condi¢io necessaria
e suficiente para conservarmos calibre e, como veremos a seguir, a mesma imposicao esta

atrelada a conservacao da supersimetria global.
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4 |nvariancia de Rétulo e Supersimetria

Neste trabalho, almejamos um maior entendimento de como quantidades finitas,
porém indeterminadas, podem contaminar o contetido fisico de uma Teoria Quantica dos
Campos. Tais quantidades, denominadas Termos de Superficie, tem um papel relevante

na determinacao de corregdes quanticas associadas a processos fisicos em varias teorias.

Uma vez que ja verificou-se que estes termos de superficie devem ser nulos a fim
de satisfazermos a simetria de calibre [33], no presente trabalho pretendemos verificar o
comportamento dos mesmos quando estivermos tratando de uma teoria que é invariante
por Supersimetria (SuSy, do inglés Supersymmetry). Dessa forma, estudamos o modelo
desenvolvido por Wess e Zumino [34], o qual é composto por um mesmo nimero de graus

de liberdade fermionicos e bosénicos e invariante por supersimetria global.

Realizamos os célculos das correcoes radiativas até a segunda ordem em teoria de
perturbagao, ou, ainda, realizamos os calculos dos graficos até dois loops, e em seguida
aplicamos os resultados das amplitudes nas identidades de Ward. Este processo se justifica

na medida em que a simetria subjacente a teoria estudada é representada pela satisfacao
da identidade de Ward.

Utilizando uma rotulacao especifica e outra arbitraria podemos ver o surgimento
dos termos de superficie e seu papel como possiveis violadores da MRI e consequentemente

da SuSy.

4.1 Modelo de Wess-Zumino em componentes

A supersimetria é pensada como uma generalizacao das simetrias do espago-tempo
em Teoria Quantica de Campos, que transforma férmions em bdsons e bésons em férmions
[35]. Neste contexto, a invaridncia exata por SuSy implicaria que para cada particula do
Modelo Padrao seria associada um parceiro supersimétrico de mesma massa e nimeros
quanticos & excessao do spin, que obedece uma estatistica quintica oposta [36]. Pelo
fato de tal espectro de particulas nao ser compativel com a observacao, supoe-se que a
SuSy exista em energias muito altas e é espontaneamente quebrada nas escalas de energia

atualmente acessiveis no estudo de particulas elementares [37].

Por sua vez, a Fisica da Matéria Condensada fornece um terreno fértil para o
pesquisa de modelos supersimétricos que emulam o mundo das particulas elementares
em uma escala de energia muito mais baixa e acessivel. Por exemplo, uma proposta de
realizacao do modelo de Wess-Zumino foi feita, na qual uma mistura fria &tomo-molécula

proporciona a emergéncia da supersimetria pelo ajuste fino das interagoes desta mistura
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[38].

O modelo desenvolvido por Julius Wess e Bruno Zumino nos anos de 1970 foi a
primeira implementagdo bem sucedida de uma agao invariante pelas transformagoes de
supercalibre (supergauge transformations) em 4 dimensoes do espago-tempo [39]. A partir
de trés trabalhos seminais [34], [39] e [40], a lagrangeana da teoria foi construida e as

transformacoes supersimétricas estabelecidas.

Nesta visao, as transformagoes supersimétricas transformam campos tensoriais (in-
cluindo escalares) em campos espinoriais e vice-versa. Estas transformagdes dependem de
parametros que sao espinores, os quais sao tratados como quantidades totalmente anti-
comutantes, ou seja, anticomutam consigo mesmo e com outros espinores, mas comutam

com os outros campos [39)].

A Lagrangeana do modelo de Wess-Zumino em componentes, sem massa [41] é:

_ _ oy Lope_ Lty v ile Lo
L = 2(auA) 2(aﬂB) Q\Mfa U+ SF + 56+
+ g[F(A®> — B*) —2GAB — V(A + i B)V, (4.1)

onde A e B sao campos bosonicos escalar e pseudoescalar, respectivamente, o campo ¥ é
um campo fermionico de Majorana ¥}, 1, e F' e G sdo campos auxiliares necessarios para
se manter o mesmo numero de graus de liberdade bosonicos e fermionicos. Aqui, estamos

utilizando a métrica contra-corrente g = (—1,1,1,1).

Esta Lagrangeana escrita por Wess e Zumino é invariante (a menos de uma deri-

vada total), sob as transformagoes supersimétricas globais

SA = U, 0B — —iesU,
oV = —€ed(A+ivB) +e(F +175G),
SF = @V, 6G — ieysdl, (4.2)

onde o parametro € é um espinor infinitesimal, o qual anticomuta consigo mesmo e com

¥ e comuta com os outros campos.

A partir da Lagrangeana do modelo e pelas tranformacgoes supersimétricas, temos
que o principio da agdo quantica é satisfeito se o funcional gerador for invariante para estas
transformacoes e, particularmente, se satisfizermos a identidade de Ward-Takahashi. Para
tal, utilizando o método funcional podemos deduzir que o funcional gerador das fungoes
de Green conexas one-particle-irreducible 1PI (I') é invariante sob as transformacoes

acima [40]. Assim, diferenciando a equacao 6I' = 0, em relacdo a A(x) e ¥(x) obtemos:
62T 62T

S LI ., 43

R TN E -

A escolha pela representagao de Majorana vem da conveniéncia de se usar matrizes de Dirac y* reais,
com (V)2 = —1 e (v°)? = —1, como pode ser visto em [34].

1
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a qual, no espago dos momentos, é

Laa(p) +iplye(p) = 0. (4.4)

A relagao acima é a identidade de Ward para as fungoes de dois pontos, sendo I'44(p)
a fungao de dois pontos para o béson A e 'y (p) a fungao de dois pontos do férmiom
U [41], [42].

Aqui, pretendemos realizar o calculo das corregoes quanticas associadas a estas
fungoes de Green de dois pontos até a segunda ordem na teoria de pertubagao, ou seja,
faremos o céalculo a um e dois loops das amplitudes de probabilidade associadas aos
graficos que contribuirao para as fungoes de dois pontos. Neste calculo, utilizaremos duas
rotulagdes para os graficos de Feynman e implementaremos a invariancia de rotulo, de
modo a verificar se as identidades de Ward serao satisfeitas, e qual serd o papel dos termos

de superficie nesta invariancia.

As regras de Feynman, necessarias para o cdlculo das amplitudes e derivadas da

Lagrangeana do modelo estudado estao nas tabelas abaixo [41]:

Propagador Regra de Feynman Vértice Regra de Feynman
NN — A
2rm? >vaxm\
v —ig
> —1
}6+m X B
____________ ip? >WW g7s
p2+m2 h 4

F
Tabela 1 — Regras de Feynman para os propagado- V::NEE‘ ————————

res no modelo de Wess-Zumino. A

::”% —1g
j:i? —ig

Tabela 2 — Regras de Feynman para os vértices no

1g

modelo de Wess-Zumino.
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4.2 Funcao de dois pontos a 1 loop

Vamos calcular as fungoes de dois pontos do modelo de Wess-Zumino sem massa,
onde utilizaremos duas rotulagoes para os diagramas. Na primeira, os diagramas serao
rotulados da forma usual, onde pensaremos na conveniéncia e facilidade de calculo das
amplitudes associadas, apenas mantendo em mente a conservacao do quadrimomento.
Na segunda, utilizaremos um rétulo geral e arbitrario, satisfazendo a conservacao do

quadrimomento nos vértices, na forma

EF + kY =k 4+ kS + pt

A um loop, a funcao de dois pontos dos campos A e ¥ tem a contribuicao dos

seguintes graficos (Fig. [[3):

F/G

A A/B A

A/B

b T

Figura 13 — Diagramas que contribuem para a fungio de dois pontos a 1 loop.

4.2.1 Rotulacao conveniente a 1 loop

O gréfico (a) tem uma contribuicao

Figura 14 — Diagrama que contribue para a amplitude (a). O momento externo é p e o momento interno
ék.
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a qual corresponde a seguinte amplitude:

I = S(“>><—Tr/ &'k _—%(—ig) (;% ]5>(—ig)=

4 k2 p>2
- g/ k;2l<; o
= 5O x 447 /M o (4.5)

sendo S o fator de simetria do grafico, que calcularemos no Apéndice [CI} A integral

em k estd resolvida o Apéndice [A.3] utilizando a prescri¢cao da RI.

Assim, com o resultado ([A.28)) da integral e com cdlculo ((C.6]) do fator de simetria,
a amplitude (&) fica:

2
T = 4g {2[ wad(N?) = D*L1og(N?) — p,up, TH — bp? [2 — ln< b )]} (4.6)

O grafico (b) tem duas contribuigdes

r

£ N -
/ \ P ~ ™~ \
i A
A A
A A
A

(h1) 2)

Ia

Figura 15 — Diagramas que contribuem para a amplitude (b). O momento externo é p e o momento
interno é k.

e as mesmas corresponde a seguinte amplitude:

—1

=1, :
riy = 8O [ Slighitig) + S" [ = (=igli(—ig) =

_ (50 4 502 x _92/$ _
k
= U x — ¢ Luaa(N?). (4.7)

Com o resultado (C.9)) para o fator de simetria, a amplitude fica

T0 = —8¢2ILuaa(N?). (4.8)

O gréfico (¢) também tem duas contribuigoes,
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I g il NG

Figura 16 — Diagramas que contribuem para a amplitude (¢). O momento externo é p e o momento
interno é k.

as quais corresponde a amplitude:

© _ ql —¥
Iy = S¢ 1)></kﬁ(—zg)

[k — p]?
_ (e1) (c2) 2 k
(St + 519) x —ig /kik:Q[k—p]Q

Aqui, utilizamos os resultados (A.27) e (C.15) e a amplitude (£9) resultard em:

2
c . v p
FEP)W = —4zg2{]5[log()\2) — 70 Lo7 + bp lQ — 1n< - ﬁ)] } (4.10)

—1

(—ig) + S x /k;—f(g%) [k_p]z(g%) =

= 5 x —ig?y,I". (4.9)

4.2.2 Rotulacao arbitraria a 1 loop

Agora, vamos calcular os graficos a 1 loop vistos na se¢ao anterior, todavia utili-
zaremos um rotulo arbitrario, satisfazendo a conservagao do quadrimomento nos vértices,

na forma
kF 4 kY = kM 4+ By + p*.

O gréfico (a) tem uma contribuicao,

k+ ko

Figura 17 — Diagrama que contribue para a amplitude (a). O momento externo é p, o momento interno
é k e pela conservagao do momento ki — ko = p.

a qual corresponde a seguinte amplitude:

F(XARQ = 2x —Tr/ (;lﬂl; k:rlgél(_ig) 11%2(_1'9) -

o [ [+ KK+ K
2 /’f [k + k1 )2[k + ko) (4.11)
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onde ja inserimos o fator de simetria e utilizamos o subescrito Ra para diferenciar as ampli-
tudes com rétulo arbitrario das anteriores. Tomando o trago e manipulando o numerador

nossa amplitude fica:

a o [ B+ K+ [k + K] — [k — ko]®
P(A‘)L‘R“ = Y /k [k + k1)?[k + k2)?
2 1 1 9 1
= {/k [k + ko)? +/k e+ k]2 ey = ko] /k [k+k1]2[k+k2]2}'

(4.12)

Neste ponto temos de resolver as integrais em k. Vamos fazer isto no Apéndice [A.3.2]

utilizando a abordagem dos shifts. Assim utilizando os resultados (A.41), (A.42) e (A.43)
na amplitude (£I2)) teremos

e, = 4g2{2fquad<v> (ks = k) Log (32) — [y + Kk T1Y —
ki — ko)?
—b(ky — k»)? [2 - ln( - %)] } (4.13)

O gréafico (b) tem duas contribuigdes,

E+ ks E+ ks
ey G T Ty
f/ F \\ ,// G \\
¢ A / A
bt by ket by
(b1) (62)

Figura 18 — Diagramas que contribuem para a amplitude (b) em 1 loop. O momento externo é p, o
momento interno é k e pela conservagao do momento k1 — ks = p.

e as mesmas corresponde a seguinte amplitude:

B —i ik + k) —i k4 k),
[ = 4% /k Gt k29 (p gz 9) + 4 /k Gk 2 T =

1
= -8 2/7
g k [k + k1]27
M = —86*{Lpuaa(3?) — kukr, Y5, (4.14)

onde utilizamos o resultado (A4T]).
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O gréfico (¢) também tem duas contribuigoes,

] k+ ks

g b o i

k+ Ky k+ Ry
(el) (€2)

Figura 19 — Diagramas que contribuem para a amplitude (c¢) em 1 loop. O momento externo é p, o
momento interno é k e pela conservagao do momento k1 — ko = p

as quais corresponde a amplitude:

F%Ra = kﬂél m( ig) +4X/k+k1g%)[k¢+—k‘] (975) =

K+
= 8y / ke + ki2k + ko]? (4.15)

o resultado da integral acima sendo dado na equacao ([A.40) do respectivo apéndice, de

forma que a amplitude fica:

P(ﬁpR = —42'92{(%1— o) L1og (M) + v (Kvy + ko) THY + b(H— 1) [2 ~ 1n< — Uﬁ;%”)] }
(4.16)
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4.2.3 Invariancia de Rétulo

Calculadas as amplitudes a 1 loop, vamos analisar seus resultados. Como visto
na sec¢ao [3.5 a implementacao da invariancia de rétulo nas amplitudes calculadas é equi-
valente a fazermos os termos de superficie nulos. Abaixo reescrevemos os resultados dos
graficos a 1 loop com as rotulagoes distintas para melhor visualizacao:

Tabela 3 — Amplitudes e seus resultados. Os coeficientes multiplicativos globais foram omitidos: para
os graficos (a) seu valor é 4¢2, para os graficos (b) é —8g? e para os graficos (c) seu valor é

—dig?.
Amplitude IDB Parte Finita TS
a 2 v
Ffax,zx 2L guad(N?) — p? L1 (N?) —bp?|2 — 111( - %) —pupy Th
FE:E!RQ 2Iquad(>‘2) - (kl - k2)21109(>‘2) 7b(k1 - k2)2 2— 1H< - (klkizkﬂ) *[kl,uklu + k2,uk2u]T6LV
A Lyuaa(X?) 0 0
FS‘Q‘XR” Iquad()\2) 0 _klukluTgu
e, Pliog () o2 - (- &) XL
e (1 )10 (V?) b ) |2 - - L5 o r + ) T2

Uma vez que ki, — ko, = p,,, vemos que a parte das IDB e a parte finita de todas
as amplitudes coincidem, havendo discrepancia apenas na parte associadas aos termos de
superficie que, como haviamos predito, sdo dependentes de rotulacdo. Assim, o processo

de implementacdao da MRI as amplitudes é dependente das relagoes:

FEZAR FELXA - 49 klquV + kZukly TO — O, (417)
T, — TW = 8¢%k1,kn, Y5 = 0, (4.18)
F(qf)% — T, = —8ig*yka, TE =0, (4.19)

e, uma vez que os momentos k; e ky tem valores completamente arbitrarios, a MRI exige

que o TS tem de ser nulo

TH =,

4.2.4 MRI e SuSy

Agora, podemos ver o poder da MRI quando aplicada a conservagao da SuSy no
modelo de Wess-Zumino. Substituindo as amplitudes ([EI3)), (£14) e (£I6) na identidade
de Ward-Takahashi (4.4]), teremos:

Iyr = Taalp) +lye(p) =0,
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IWT = 492{2[quad<)\2) — (]{71 — k2>2[log<)\2) — I:kllukly -+ kgukgy]TSU —

—(ky — /{;2)2[2()— bln< — (/%1;72!@)2”} —

- 892{Iquad(>\2) - klukluTgV} -

il %)42‘92{(%— o) og (32) + 7y + ) T +

+(f— ko) l% - b1n< _ @1;72’@2)1 } _
= —4g* (k1 — ko)?Liog(N?) + 467 (Fr— Ha) - (Fr— H2) 10y (V) +

+ 492{ — kQukmj + k?mku/ + (%1— %Q)WM(/{MV + k‘gy)}TSV
= 492{klllklu - kQquV + ('%1_ '%2)’}/“(14311/ + k?gy)}TgV,
Iwr = 0T =0, (4.20)

onde oy, = 4gQ{k1uk1V — kopkoy + (H1— o)y, (k1w + kgy)}. Impondo a MRI, ou seja,
T — 0,

a identidade de Ward ¢é satisfeita e podemos constatar que o termo de superficie seria o

responsavel pela violagdo da supersimetria, caso ele fosse diferente de zero.

Para fazer um paralelo com trabalhos anteriores que tratam do mesmo tema [43],
podemos fazer as substituigoes ki — apt e ki — (o — 1)p" nos momentos arbitrarios,

produzindo
Q= 492(2a - 1)[pu + ﬁVu]pua

onde o é uma constante arbitraria. Notamos que a escolha o = 1/2, produz um c,, = 0,
0 que satisfaria automaticamente a identidade de Ward, porém encobriria o papel de
violador da SuSy do termo de superficie, demonstrando assim que a MRI é uma condigao

mais geral relacionada a conservagao desta simetria.
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4.3 Funcao de dois pontos a 2 loops

A dois loops, a funcao de dois pontos dos campos A e ¥ tem a contribuicado dos

seguintes graficos:

A/B
o i
(b)
A/B
F/G{/%\\F/G
A/B
A A
A/B

(c) ()

Figura 20 — Diagramas que contribuem para a funcio de dois pontos a 2 loops.

Nas proximas segoes iremos calcular os graficos (a), (b), (¢), (d) e (e), utilizando
novamente os dois tipos de rotulagoes. Em todos estes graficos aplicaremos o método

da floresta, ou BPHZ, que consiste em substituir as subdivergéncias pela parte finita do
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grafico correspondente a um loop, a esta subdivergéncia. A Regularizacao Implicita é

compativel com o BPHZ, como mostrado em [44].

Como pode ser visto no Apéndice [C.2 os gréficos (f), (h) e (j) ndo contribuem
para as funcoes de dois pontos, uma vez que suas amplitudes individuais contam com um
sinal relativo oposto, anulando a contribuicao total da amplitude. Ja os gréficos (g) e ()
nao contribuirao uma vez que suas subdivergéncias ndo contém termos finitos, anulando

assim suas respectivas amplitudes.

4.3.1 Rotulacao Conveniente a 2 loops

O grafico (a) tem duas contribuigoes

e
=)
=)

(al) (a2)

Figura 21 — Diagramas que contribuem para a amplitude (a) em 2 loops. O momento externo é p e os
momentos internos sao k e [.

e as mesmas, corresponde a seguinte amplitude:

ry = s [T R g | m] | pews
w5t [T D5 my] |, (1.21)

sendo IT%’ , a parte finita dos respectivos graficos em 1 loop (Tab. H).

fin

e I
fin

Tabela 4 — Subdivergéncias associadas a amplitude (a). O momento externo é k e o momento interno
él.

Fungao | Parte finita do gréafico

iy
fin

2k

iz
l_[B

fin
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A partir do calculo a 1 loop da se¢ao anterior, sabemos que

—k? k? 1
2 v
R E M )

Neste ponto, vemos que, apesar de o termo de superficie ser uma quantidade
indeterminada, ele é finito. Uma vez que tal termo vem da contribuicao do grafico a 1

loop e naquele nivel o mesmo deve ser nulo a fim de satisfazer a MRI e a identidade de
Ward, vamos desconsidera-lo todas as vezes que o mesmo ocorrer

pv
HA

—
fin

Voltando a amplitude, temos

ro — g o —924%{ — 2%k (25— bln< ))}
+ 5@ —924%{ —2g%k? (25— bln< _ ;))
(5D 4 gla2)y 5 294/k % lQb _ bln( . k—Qﬂ -

=
1_
=

(4.22)

)\2

ri S x 21 [20(pT — ") — (1D — 7, 1)),

As integrais acima estao explicitadas no Apéndice [A.3] e com os resultados (A.34))
e (A.35)), a amplitude resulta em

PO g oogtdop| P (M%) 4 2b — bln| — s 41 "
A g 9 log )\2 Q’Yupu

1 1 v 1 O 2)uv
- bl Pliog (V) - 7 [’“S’(AQHE%Z’”T&QM + g’mpu%‘/ — Ay, IR +

2)u 2)
+ QWMprzf}ngl + [Qﬁpu + YD }],(fz 1 ijz—],(n 11 }

5 v
S {le 2)()‘2) B §7§Ilog()‘2) + 'YMPVT(()Q)M -

— 87, LA + Ay P T + 2 [Zﬁpu + wpg] o Qﬁpgffz),l}, (4.23)

onde S = 16, resultado (C.I6).
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O gréfico (b) tem quatro contribuigoes

A
P » B &
o ¥ v
(b2)
B
‘;_ > B
y v b
(b4)

Figura 22 — Diagramas que contribuem para a amplitude (b) em 2 loops. O momento externo é p e os
momentos internos sao k e [.

e, as mesmas, corresponde a seguinte amplitude:

INGIRNCORN /k;—fl%m . ];2 (i) — p(-ig) +
+ 502 /k ;—f ;EWB fm ;—f(_ig) 7 :Z ]2(_ig) +
+ 503 /k ;—f :Z\I/\IIA o ;—f(g%) P :ip]z(g%) +
#500 [ 2 Suen| | TRt (424

onde as subdvergéncias sao dadas na tabela [5l

Tabela 5 — Subdivergéncias associadas & amplitude (b). O momento externo ¢ k e o momento interno é
L.

Fungdo | Parte finita do gréafico

EW@A
fin

o
E\IJ\T/B
fin
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Do calculo a 1 loop, temos

kH k2 1
-2 v
o = —ig 7#{ 5 lQb— bln< )\2>] - ékVTg }
Com estes resultados, a amplitude fica:
b _ b12 ) % k k? %
F\If\f/ = S( )ng \/kﬁ{ zg%2<b—bln< )\2 W‘F
G(b34) ’75% /f ]%‘2 s -
2
gt [ EE (o (N
S Xg//m(b =% ) et —
k? K
— 5O / b— bl _r
< (-5 e
= SO x %g‘l{%fyul“ — bfyul(z)“} =
1 ) P2 1 0
_ b 4 2
= SO x 59 {21)[5 (Ilog(x ) +2b— bln( — ﬁ>> — éfyupy%ﬂ —
1 pH L1 0
- (IR + 5 10 < 0P — St

2)uv 2)uv 2
+ Ap,p I — 2pp, I — p*I },3,’1] }

= Yyup
fin

E\I/\T/A

3 v
t = 59 gt = B0 4 ) £ X

2
p v v
(2~ 2)) o[ i ]|

(4.25)

onde S® = 64, resultado (C.17).

O gréfico (¢) tem duas contribuicoes

Figura 23 — Diagramas que contribuem para a amplitude (c) em 2 loops. O momento externo é p e os
momentos internos séo k e [.
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e, as mesmas, corresponde a seguinte amplitudeH:

) =

I

St x Qtr/ kf lE\IJ\I/A fm]k—f( ig) [k(k pfﬁ)( ig) +
b5 [ | [T o i -

5 2th1~/ 52{ —igzvug<2b—bln<— g))}% _
S@xQ@%rk%é(%—&ﬂ(—%ﬁ)%%iﬁ%:
]

p2

[
i | (v — ) 4= am

cujas subdivergéncias sdo as mesmas que as do grafico (b), tabelal O trago é dado por

T = t[fr.f—p)

= 4{gpugan gpagun+gpngw}k‘”k”(k p)" =
[k — Kk —p)u+ k- (k—p)k,| =
K%k, +k2pu 2k - ph |
[K2k,, + K2p,, + [(k — p)* — k* = p*lk,]
#pu

4
= 4
4
4[Kpy + (k = p)*hu — Pk, (4.27)

e a amplitude fica

s

R\ K2 — k- p
S x digh [ (20— o - 5] ) S =
9, TN ) ek e

k> — k- k? —k k?
= S 4'421;/7]’—5 P -
& ng{ A ER NPT

(4.28)

De acordo com os resultados (A.36) e (A.37) do Apéndice[A.3] a amplitude resulta

2

O fator multiplicativo 2 na amplitude é devido ao fato de a subdivergéncia poder estar na parte

de cima do loop ou na parte de baixo (mantido o roteamento dos momentos), sendo estas duas
contribuicoes iguais.
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e1l.:

() 4 2 p2 2 p2 1 !
'Y, = S© x4ig {Zbquuad()\ ) =5 (Ilog()‘ ) +2b— bln( - p)) - §pupV%ﬂ B

1 1 1 | 0
- b[féim — 5P L () + 790y (V) = 50ups T = Spun TE+

2) uv 2) uv 2 2
+ 4pupup I3 = 2upu” 113N — 3p” 110 +p41},3,1] }

c c ) 1 5
'Y = 5©x 4zbg4{2qudw> — I (O2) 4 SPPID(N) — ~pP Ly (W) +

2 4
1 @) 2 P’
+§pMpVT0“ —bp*(2—1In -2/
— Apupupp L+ 2,0 P T + 3pupP I — p41}?g,1}, (4.29)

onde S = 16, resultado (C.I8).

O gréfico (d) tem trés contribuicoes

A B
o ,‘Ci:}:?\\ F F/iz‘i}\ B
/ \ / \
A B
A A A A
A A
) (d2)

(d1

=

Figura 24 — Diagramas que contribuem para a amplitude (d) em 2 loops. O momento externo é p e os
momentos internos sao k e [.

as quais corresponde a seguinte amplitude:

ré — s [T )E r
AA = k ( g 2 [P PRA

ik? .
i e

- i ik? ik?
+ 51 /km(lg)ﬁlrwﬁ fm]ﬁ(lg)+
. . 2 . 2
@) o [0 R L 4
b 59 x [T’ [Tad [frio. @0

sendo as respectivas subdivergéncias dadas na tabela
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Tabela 6 — Subdivergéncias associadas & amplitude (d). O momento externo é k e o momento interno

él.
Funcao | Parte finita do grafico
A
jv___%;:?___l
FFF,A A
fin
B
F___%___I
Urrp B
fin
A
e B
fin
Temos que
r (i) i)
= —I( 12 VA —=
FFA 2T
- 2/*— 2[ 1o (02) + 26 — b [ — & (4.31)

e sendo
I'epa=Trrs =Tqa,

a amplitude resulta em:

1 k?
@ _ g 02 2 —
1 1 k2
= S —'42b/7—b/71 - = 4.32
Y pk—p? e p TR (432)
Utilizando os resultados (A.39) e (A.40) a amplitude fica:

0
o gwx4¢§q@mu%—mmﬂﬂ—

—b [(2) )\2 1 27 )\2 B T(Q)LW _l yx/o
quad( )+2p lOg( ) PuPv Lo 2pupu 0 +

2)uv 2) v 2 2
+ 8P AN — Apup P T — AP IS + p4f},2),1] }

)

. 1 v
P(f@x = S x _Zbg4{2jquad()‘2) - Iéizzd(AQ) - 5192]109()‘2) JFPMPVTSQ)M -

2\ uv 2\ uv 2 2
— 8P L+ App P TSN+ Ap P I — p41},§,1}, (4.33)
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onde S@ = 32, resultado (C21)).

O grafico (e) tem duas contribuicoes

A A B B
AVAVAVAVAV ATAVAVAVAVE
A \ / A A \ / A
b £ N\ £

F \ G
(el) (e2)

Figura 25 — Diagramas que contribuem para a amplitude (e) em 2 loops. O momento externo é p e os
momentos internos séo k e [.

as quais corresponde a seguinte amplitude:

R A

;s ]E(ZQ)JF

@ 5 (M=K ] |2y =
+ S X/k(p—k)< >/<;2 . 7 (—i9)
1 2
_ ale) 2 1) 9 272 _ R _
S© x g /kk4{ 29%k (26 bln< A?))}
re, = 8@ x —2ig4{261'quad()\2)—bl uad(ﬁ)} (4.34)

onde S© = 16, resultado (C.22).
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4.3.2 Rotulacao Arbitraria a 2 loops

Vamos agora calcular os gréaficos a 2 loops vistos na secao anterior, todavia utili-
zaremos um rétulo arbitrario, de forma que a funcao de dois pontos dos campos A e ¥

tem a contribuicao dos seguintes graficos:

kA ks k+ ke

k.
k4

g v
Bt by
(b)
k+ ko
k4 ko
A/B
o i M
A/B IJ\NVVV"
A A/B A \ F'f(1 “l
k+k E+k i

(d) (e)

Figura 26 — Diagramas que contribuem para a funcio de dois pontos a 2 loops, com uma rotulagio
arbitraria. O momento externo é p e, pela conservagdo do momento, k1 — ko = p

O grafico (a) tem duas contribuigoes,

k+k’2 k+k2

(al) (a2)

Figura 27 — Diagramas que contribuem para a amplitude (a) em 2 loops. O momento externo é p, os
momentos internos sao k e [ e, pela conservagao do momento, k1 — ke = p

as quais corresponde a seguinte amplitude:

“ (¥ + %1 . —1 o i .
e = LT kot Zg)[k+kz]2[HA fm]m(_wH
_@é %1) —1 w —
+ 8 % /k [k + ki]2 (975) [k + ko)? [ Iy fin ] m(ﬁs)’ (4.35)

sendo as subdivergéncias dadas pelos diagramas da tabela [7].
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Tabela 7 — Subdivergéncias associadas & amplitude (a). O momento externo é k + ky e o momento
interno é [.

Funcao | Parte finita do grafico
1= (k +ks)
‘ +w+ -
HZV A ¥
1
fin
1= (k +ks)
E+t ks C k- ke
H;él/ B B
1
fin

Como pode ser visto no apéndice [A.3.3] equacao (A.47):

2 2
| o] - 492{ _ (k) lQb - bln( - M)] } (4.36)
fin fin 2 A2
Portanto, a amplitude fica
a + %1 (/{7 + /{72)2 (/{7 —+ k2)2 1
r@ - _ / ¥ 49 — BT o pin | — —
Rz 9 et kP lh P Y 2 ! 22 e+ kal?
+ K+ H (k + k2)®
- 32542/ ¥ —/ I — L 4.37
g { A T S E [ R A A T N Pl 2 (4:37)

As integrais acima sao resolvidas pela abordagem dos shifts nos Apéndices [A.3.2]
e[A33 de forma que utilizando os resultados (A40) e (AZ9):

0
re - 32@4{(%1— o) g )+ (ko o) B

e ponf - - Bl
— St B0 + 3 (b Ko iogV?)
0

1
Yl + Fa ) TP — Z%(klu - k2u)%/+

v 2)uv
+ 4’Vupupp[§f ?Zq - Q’Vupva[J(f :gq (’VuPQ + Qﬁpu) 2 W+ ﬁpzlfz 1}7

00y, = 100 O )|~ IE00) + 5 n0)] -

— Yk + ko )L™ + 26K~ Io) lz - ln( - Uﬁ%”)] +

2 2) v 2 2
+ 89, LA — Ay I — 2(7,0% + 280 L1 + 200715 1},

(4.38)

onde desprezamos o TS de primeira ordem Y§”, como exige a MRI e a identidade de Ward

em 1 loop.
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O gréafico (b) tem quatro contribuigoes, figura 28|,

v
k

¥ o
k+ky By
(b1) (b2)
k+ ka2 k+ ko
B B
A - - B d
o 0 ¥ ¥
K+ Ry K+ ky
(h3) (b4)

Figura 28 — Diagramas que contribuem para a amplitude (b) em 2 loops. O momento externo é p, os
momentos internos sdo k e [ e, pela conservagdo do momento, k; — ko = p.

as quais corresponde a seguinte amplitude

fm} —(k+#) —i

_ b1 —(F+#) ) , ,
= )X/kW[ VA ENAE (—Zg)m(—lg)Jr

ERSCORY / —(k+#) -E\IJ\T/B 1=+ #) —1

r®

UV R,

ko [k + kq]? i fin| W(_ig) [k + ko2 (—ig) +
3 —(F+H) [« | -+ —
+ S®3) /kW _E\yq/A fin) [k‘ I k1]2 (9’75) [k: T kQ]Q (975) +

b [k + ]2 _E\I/\I/B ol T 12 (975)[k+k2]2(975), (4.39)

L gt / —(k+H) | |=G+H) —i

onde as subdivergéncias estao descritas na tabela [8.

Tabela 8 — Subdivergéncias associadas a amplitude (b). O momento externo é k + k1 e o momento
interno é [.

Funcao Parte finita do grafico

1—(k+k)
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Utilizando o resultado (A.5]]) para a parte finita da amplitude das subdivergéngias

b o . 2_b~ 2 (%"‘%1) (k+k1)2 (k_'_%l) _
Tyy,, = 6dig 2 /km(kJr%)lZ_ln(_ \? )][k+k1]2[k+kz]2_

N 32bg4{2/k [k + /ﬁ]_;[/f n ko? /k [k + /ﬁ]_;[/f T k2]21n< - @) }'<4'40)

De acordo com os resultados (A.46]) e (A.53) para as integrais acima, a amplitude
(b) fica:

0
Tohn = 32bg4{<%1— o) g (V) + (kv + oo ) T+

+ (e %2)6[2 _ m( _ “‘/’%ﬁfﬂ _
- 50k | IE0%) + 50)] -

1 L1 0
- §7u<k1u + k2u>T(()2)u + ZV}L(lflu - k2u)%/_

— 47,00, LA + 27,0 I A + vt I,
b 3
(0, = 100 Ohe i)~ IE0%) + 5 10)] -

= Yl + k) X 2b(fi o) [2 - m( - @)] )

2)uv, 2) v 2
= 8pp 30 + I+ 2%1921},3,’{}- (4.41)
O gréafico (c¢) tem quatro contribuigoes

E+ ks b+ ks

E+ Ry k4 ky
(el) (e2)
k+ ko k+ ks

k4 by kA ky
(c3) (c4)

Figura 29 — Diagramas que contribuem para a amplitude (c) em 2 loops. O momento externo é p, os
momentos internos sao k e [ e, pela conservacao do momento, k1 — ks = p.

com as respectivas subdivergéncias dadas na tabela [0



76 Capitulo 4. Invariancia de Rotulo e Supersimetria

Tabela 9 — Subdivergéncias associadas a amplitude (c). Para os graficos cl e ¢2 o momento externo é
k + k1 e para os graficos ¢3 e ¢4 o momento externo é k + k2, o momento interno sendo [
para todos.

Funcao Parte finita do grafico
1= (k+k)
A
kR . s\m‘?a R ARy
g T
E\I/\IfAl \/
fin l
1= (k+k)
Rih SS\S\% L kth
J P
2\1@32 \/
fin l
i
k+ka . /\ P K+ ky
a W o
E\II\PAB.
fin L (K k)
i
k+ka . /\ P K+ ky
Yy B4
fin L (K k)

Portanto, com os resultados (A.51]) e (A.54)) para a parte finita das amplitudes das
subdivergéngias, a amplitude (c) fica

M = S“”><—tgéiﬁ¥%%§¥lemAl m]Eéﬁ%%ﬁg(—@ﬁEék!;j?(—dg)+
oo [ ], [
e (8], B

B (k+1H) (k4 k)2\| E+E) K+ Ko)
= 1697"9“/[1{%](“%1)[ ( 2 ][mkl] Mo+ ko

> K+ E)F+ ) (k+ka)*\] (k+H)
— 164° 729 tr/ ot a2l T o2 5 (K + #o) [2—1n<— v )] R

- s [ GA) ()
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Tomando o trago e manipulando o numerador na amplitude acima, teremos

'y, = 162'594{4[4 [ +1k1]2 +/k [k +1k2]2 _/k [k +[l;€11];[:2i k2]21 -

- /k [k JZZ];[E k2]21n< -& J;;ﬁ) ) a

B /k [k +[le];[: sz]?ln( & +A2k Q)QN } (4.42)

As trés primeiras integrais acima estdo resolvidas no Apéndice [A.3.2] equacoes

(A.41)), (A.42) e (A.43), respectivamente, enquanto que as seis tltimas estdo no Apéndice
[A.3.3] equacoes (A55), (A56), (A.60), (A.62), (A.63) e (A.64]). Assim, utilizando estes

resultados, temos:

0 0
'y, = 16ibg4{4[lquad()\2)+k1ul<;1,, 8] + 4] Lpuaa (V) + koo, X8 —

— 4(k1 — ko)? [fzog()P) + b<2 - ln< - (]{31;72]{52)2))] _

0
— I JO®) = Feaea DB Kk, T —

0
— I (O2) = Kok, Y+ b, Y™ —
1
_ ](2) ()\2) _ §(k1 _ kQ)ZIlog()\z) o

quad

— [ = Fukay + oy = ko) | TE" =

0
- %[klu(klu + k21/) + k2,u<k11/ - k21/)}%/_

2)uv 2)uv 2 2
— 8pupp LA + Apupup I + Appt 10 — P +

1
~ LpunaN) = 5 (k1 = k2)* 10y (V) +
+ {kl,uaflu - k?l/) + k2,uk1u} T82)wj +

0
+ %[klu(klu - k21/) - k2,u(k11/ + k21/):|%/+

+ 8P LAY+ App P I — Ap P I, — P L+
+ (= B2 [I0) VD) + 2p, I3 — pP13,] +

2 2
+ (k1 — k2)? {Il(o;()‘Q) - QPMIJ([,Z)ﬁ-F - pzjl(‘,2)71+} }>
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c . 5
Tl = 322bg4{ — 210 (N%) + AL guaa(N2) + (ky — kp)? [1}33@2) -3 log@?)] +

Fiuky + Kapkoo | TP — 2b(ky — ko)?[2 — 1 (b — ko)”
+[1,u111+2,u21/}0 — 20(ky — k2) I s v

2)uv, 2)uv 2 2
— 8P LA+ Apup P T + 6p I — 2p T ),1}, (4.43)
onde utilizamos o fato de que

@ @u @ @we _ 2 @ @Qw Qu
Iii i i I Ipihd = Ig =T iy =Ty (4.44)

O gréfico (d) tem trés contribuigoes

F,\ F . F/\ B
3 \ ¢ \
W WWWW*
A A A A | A
kA ky k+ R
) )

(dl (d2

Figura 30 — Diagramas que contribuem para a amplitude (d) em 2 loops. O momento externo é p, os
momentos internos sao k e [ e, pela conservagdo do momento, k1 — ko = p.

as quais corresponde a amplitude:

—i ik 4 ky)?
FSZRG = S X/k( (29)< 2) [PFF,A

1 i(k+k2)? .
/{7 + k1)2 (/{7 + /{72)2 fin

(k + ko)? (ig) +
i(k + ko)?
fm] (k + k2)? (ig)

fm} %Hg), (4.45)

— (k4 ke)?
G(d2) / [ i( 2
M iU e med LR

(@3) —i i(k + ky)? r
5 X/k(k—Fkl)Q( 9T | T

sendo a parte finita das subdivergéncias (Tabela [[0)) dada na equagao (A.66]), de

modo que

, 1 (k + ko)?
T :—2b4/72—1 GV 44
Adne = 320G | B n A2 (4.46)
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Tabela 10 — Subdivergéncias associadas a amplitude (d). O momento externo é k + ks e o momento
interno é [.

Funcao | Parte finita do gréafico
I—(k +ky)
A
Btk  ktke
2 ¥
FFF,A A
fin l
I—(k +ks)
B
k+.ki_ __i+ ko
F F
Lrrp B
fin l
L= (k +ho)
A
k+'ki__%r:2___i+kg
G G
I¥erel 3
fin l

As integrais acima estao resolvidas nos respectivos apéndices, de forma que, utili-

zando os resultados (A.41)) e (A.62), vem:

0
v = —32ibg4{21quad()\2)—|—2/<;1u/<;1,, w12 (A2

quad

1
— 5(/{;1 — k)? L10g(N?) +

+ {kl,uaflu - k21/) + k2uklu} ’réQ)lW +
1 0
+ 5 [klu(kjlu - k2u) - kZu(kly + k2u):|%/+

2) v 2) v 2 2
+ 8pupup ALY + Apupop® I3 — Apup® 1534, — 'l },Q,H},

. 1
BV 32@bg4{féizd<v> = 2uaa() + 5 (b = k) L0y (W) —
- {kl,uaflu - k21/) + k2uk1u} ’réQ)lW +
+ 8P LA — App P T — Ap P I + ptl }231} (4.47)

onde, novamente, utilizamos (£44]). Por fim, o grafico (e) tem duas contribuigoes

k4 ks g
A A B B
(SAVAVATAVAVA VASAVAVAVAVL
A \ . A A \ & A
\\__‘__f_// \\‘*-(-:E//
k4 ky 3 P .

(el) (e2)

Figura 31 — Diagramas que contribuem para a amplitude (e) em 2 loops. O momento externo é p, os
momentos internos sao k e [ e, pela conservacao do momento, k1 — ks = p.
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cuja amplitude é:

e o Z(k+/€1) . —1 v —1 ]
M, = S X/k TR )[k:+k2] [HA fm] ot 9t
ik k), i [ —i
AR e Y, -

0
— —322’bg4{2]quad()\2)+2k2ukygy p_

0
- [éiad<)\2) k2ﬂk2’/%ﬂ'+ k?uk2yTg2)uy}7
it = 3%94{[“““2) — 2 guaa(N*) — mkzﬂéw}a (4.48)

onde, na terceira linha, utilizamos

y v k+ ks)?

fin

e, nas quarta e quinta linhas, utilizamos os resultados das equagoes (A.42) e (A.56]).
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4.3.3 |Invariancia de Rétulo

Abaixo, escrevemos os resultados das amplitudes a 2 loops com as duas rotulagoes.

Separamos as partes das IDB, finitas e dos TS, para melhor visualizacao:

Tabela 11 — Amplitudes (a) com as duas rotulagdes. O coeficiente multiplicativo global para ambas é

16bg*.
Amplitudes
Parte T(‘% FS;\)I,R
(2 (2
IDB —Pliog (A2) + 3PL10y (V) (= Ho) | — Loy (N2) + 31109 (N?)
25p<2—1n(—§—2>>+ 2b(ly— gz)l2—1n< (b —a)? )]ju
Finita S’yup,,pp[f%,z B — dvy,p,p IJ(C?Z L — Sfyup,,pplj(c?z 1 4fyupl,p2[}2§q”_
2
2{215]% + YuD -‘]fQ) 1+ 2pp 2]f2) L 20 + Qﬁpu)]} 2)‘; + 2pp 2If,2,1
TS Rt b+ ka ) T

Tabela 12 — Amplitudes (b) com as duas rotulacdes. O coeficiente multiplicativo global para ambas é

16bg*.
Amplitudes
Parte F(bzi, FSI%,R
2
DB —PID(A2) + 2 pling(N2) (i Bo) | — L) (A2) + 2110y (N?)

Finita 20y <2 - 1n< - g-i)) - 20(1— o) [2 —~ ln( )1

2)uv, 2 v v
2V l‘lpyppl e — opPp, I 87, Dp A" + Ay, pup? T o +
2)p 2)p
PISY, 2v,0° 1"

TS %Ava(() v —Vulkr, + kQu)Toz)W
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Tabela 13 — Amplitudes (c¢) com as duas rotulagdes. O coeficiente multiplicativo global para ambas é

32ibgt.
Amplitudes

Parte F(c) Fi&m
IDB 21 (A2 + 4l uaa(\2)+ 212 [(0) + 4l uaa( N2+

PIDO) = 571y (V) (b = 1 0%) - 31,00

_zm)<2—dn<—-%)>—- —2wk1—ka){2—ln< (k1 — my>|
Finita | 8ppp,L5a1" + 4ppp? 1A+ | Spupupp Lo’ + Apupup* Iy +
2 2
Opp* 10 — 2015, 6pup21f§1—2p 7,
TS pupVTéZ)W k1kvy + koykay T(2 i

Tabela 14 — Amplitudes (d) com as duas rotulagdes. O coeficiente multiplicativo global para ambas é

32ibg?.
Amplitudes
Parte F(d) FiﬁR
2)

DB | 150,(0) — 2Luaa(N?) + 39* Loy () | LihaOV?) — 2Lguaa(N) + 3 (k1 — ko) 209 (3?)

.. 2)pv, 2)pv 12 2)pv
Finita | 8p,p.p,lrs;" 4pupyp21}§‘i - 8Dl e 4pupup21}§‘i -

2
4pup2]f2)1 +19417(021 ] 4pup2[,(c,2)q Jrp4—ff2)1
TS _pupuTg]Q " - klu(klu - k2y) + kQukll/ TBQ)MV

Tabela 15 — Amplitudes (e) com as duas rotulagdes. O coeficiente multiplicativo global para ambas é

32ibg?.
Amplitudes
Parte F(e) FE&R
IDB [éiad()‘Q) - 2Iqucwl()\ ) [éiad()\Q) - 2[quad()\ )
Finita 0 0
TS 0 _k2uk2yfr82)ul/

Novamente, vemos que a parte das IDB e a parte finita de todas as amplitudes
coincidem, havendo discrepancia apenas na parte associadas aos termos de superficie,
dependentes de rotulacdo. Assim, o processo de implementacdo da MRI as amplitudes é

explicitado pelas relagoes:

g, — oy = 32bg" ko, T = 0, (4.49)
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Ty, — T = —32bghy,h, TP = 0, (4.50)
T, — Tk = 82ibg* [kyuka, + Kok, TE* =0, (4.51)
T, = T4 = —32ibg ko 2k, — o | T =0, (4.52)

T =T = —32ibg ko, ko, TS = 0, (4.53)

e, mais uma vez, sabendo que os momentos k; e ko assumem valores completamente

arbitrarios, a MRI exige que o TS de segunda ordem seja nulo

TP = 0. (4.54)

4.3.4 MRI e Susy

Novamente, observamos que o termo de superficie, agora o de segunda ordem, deve
ser nulo a fim de que tenhamos invariancia de rétulo para os graficos a 2 loops no modelo
de Wess-Zumino sem massa. Agora, vamos substituir as amplitudes calculadas com rétulo

arbitrario na identidade de Ward e verificar o comportamento dos TS.

Uma vez que as amplitudes tratadas aqui tem resultados extensos, vamos decompor

a Identidade de Ward em trés partes para melhor visualizagdo dos resultados:

= 0.
fin.

+ Iwr
TS

+ Iwr
IDB

Iwr =Taalp) +iplyg(p) = Iwr

Dessa forma, utilizando os resultados ([A38), ([A41), (£43), [£47) e (£48), temos
para a parte das IDB da ID de Ward:

bt

IwT = 32ibg4{ — 212 (0 + 4l guaa(N2) + (k1 — ks)? l[l(fg()\ ) — 51109(%)] } +

+ 32ibg4{qud(x2) 2 quad(N?) + %(kl - kz)leog(V)} +

+ 32ibg4{lquad(>\2) — zlqmd(V)}

il 160t e )] — 109 + S0 | +

(i o) 16bg* (Fim g@){ 1) + g[log()\Q)} 0. (4.55)
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Por sua vez, a parte finita é:

2
| P ’
Iwr| = 64”94{_@ (2_ln< A2>>_4Pupuppfﬁ2§‘i”+

fin.

+ o I I 00| -
— 32ibg*S 8ppup, LAY + Apupu I + Apup I — I+
t0g "\ OPuPvPplyf 31 DPubPvP L31 PuP Lyo1 —P Lo
p2
+ iﬁ(—16)bg4{ — 2bp (2 — ln( )\2>> SVﬂp,,pp[} ?Zlil/p +
Ayt I+ 2[2 21138 — 2pp*1)
+ Ay, 3 20200 A up® [ 10k — 2007155,
p2
o {onf2n( =55 )) =2 [4%1} -
— 2p?p, I — p21}?§ﬁ] } =0. (4.56)

E, finalmente, a parte dos TS produz:

Twr| = 32ibg*[kukr, + Kok )T —

TS

— 32ibg* [k1, (k1 — koy) + kouky, J Y —
— 32ibg kg, ko, Y™ +

+ ilJi— Kol (—16)bg" Y [ay + ko) TE™ +
+ il Kol (—16)bg v kry + Ko ] T,

= Buu’réf)uy- (457)

Twr

TS

Assim, substituindo estes resultados na ID de Ward, teremos
Iwr =Taa(p) + iplys(p) = 0,

Ty = 32ibg"{ kykay — kauk, — (b= Fo) v (ka + ko) PYE = 0,

Lwr = ﬁuu’réz)uy =0, (458)
onde 3, = 32ibg4{/<;1uk2,, — kopk1, — (b= M)y (K + kg,,)}. Impondo a MRI, ou seja,

a identidade de Ward ¢é satisfeita e podemos constatar que o termo de superficie seria o

responsavel pela violagao da supersimetria, caso ele fosse diferente de zero.

Novamente, podemos fazer um paralelo com a literatura, realizando as substitui-

goes ki — apt e ki — (o — 1)p* nos momentos arbitrarios, produzindo

By = —32ibg" (20 — 1)p,py,
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o qual produziria o resultado nulo para a identidade de Ward, se fizéssemos o = 1/2.
Mais uma vez, notamos que uma escolha especifica da constante arbitraria « satisfaz a
identidade de Ward, porém encobre o papel de violador da SuSy do termo de superficie.
Com este resultado, demonstramos mais uma vez que a MRI é uma condi¢ao mais geral

de conservacao da supersimetria.
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5 Analise dos Resultados

Com o resultado do céalculo das fungdes de dois pontos a 1 e 2 loops no modelo de
Wess-Zumino em componentes, vemos que os termos de superficie sdo quantidades que
merecem uma maior atencao, no sentido de que sua indeterminacao espuria, dependente de
regularizacao, pode levar a interpretacdes incorretas no tratamento de Teorias Quanticas

de Campo sensiveis a continuacao dimensional.

No caso a um loop, observamos que, devido a identidade de Ward (a qual é deri-
vada do principio da agao quantica), o termo de superfice de primeira ordem Y}” deve
necessariamente ser nulo, tanto no caso onde usamos uma rotulagao especifica (se¢ao [£.2)),
quanto quando usamos uma rotulagao arbitraria (secao 2.2). O vinculo que exige este
valor nulo para o termo de superficie é a supersimetria global, e aqui vemos que o valor
nulo do TS nao é um parametro de entrada do modelo estudado, mas uma exigéncia, ou

um produto, do contetido de simetria da teoria.

No caso a dois loops, na secao [4.3] utilizamos uma rotulacado especifica, a mais
conveniente para resolver cada um dos cinco conjuntos de graficos que contribuiam para
a correspondente amplitude. Neste caso, vimos que para o termo de superficie de segunda

d T(2)/,LV ~ . b iooncia d laca
ordem Y ;" nao conseguimos obter a mesma exigéncia de anulagdo como no caso a um
loop, devido ao fato de que as contribui¢oes que geram tais TS conduzem a uma anulacgao
natural par a par destas quantidades, o que é uma consequéncia da escolha especifica de

rotulagdo em cada grafico.

Por outro lado, na secao d.3.2] fizemos o mesmo céalculo a dois loops, utilizando
uma rotulagdo a mais arbitraria possivel. Neste caso, pudemos constatar o surgimento do

TS de segunda ordem na identidade de Ward, com o papel de possivel violador da SuSy.

Utilizando uma rotulacdo mais geral e completamente arbitraria no tratamento
das amplitudes relacionadas a funcao de dois pontos e consequentemente ao contetdo
de simetria da teoria, representada pela identidade de Ward, vemos que a invariancia
de rétulo (MRI) é uma condigao mais geral e elegante de conservacao da supersimetria.
A MRI, neste caso relacionada a determinagdo do valor nulo para os TS de primeira
e segunda ordens, se apresenta como uma ferramenta 1til e promissora no tratamento
de teorias cujo contetido de simetria pode ser contaminado com a aparecimento de TS

provenientes do calculo das amplitudes.

Neste trabalho, utilizamos o entendimento proveniente da prova diagramatica da
invariancia de calibre na QED, de que se fazer shifts nos momentos de integracao é
uma necessidade para se satisfazer a simetria de calibre. Dentro da abordagem da RI, a

operacao de se fazer shifts esta diretamente relacionada ao fato do surgimento de termos de
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superficie, e estes tltimos devem necessariamente ser nulos, para satisfazermos a simetria

de calibre.

Conectando estas observagoes, inicialmente disjuntas, conseguimos relacionar a
operacao de shifts com uma simetria fundamental dos diagramas de Feynman: a invarian-
cia de rotulo. Sabe-se do calculo das amplitudes relacionadas aos diagramas, que podemos
sempre utilizar um rétulo arbitrario no roteamento dos momentos internos ao diagrama,
uma vez que, por defini¢ao, estes momentos internos podem assumir qualquer valor em seu
intervalo de integragao, desde que nos vértices a conservagao de momento seja respeitada.
Podemos chegar a conclusao de que os TS devem ter seu valor fixo por esta simetria dos
rotulos e, assim, poderemos alcangar um maior entendimento de como estas quantidades

podem se manifestar, ou até contaminar determinadas teorias.
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6 Trabalhos Relacionados a MRI

O presente trabalho teve seu inicio na primeira entrada do autor no Doutorado
do Programa de Poés-graduagao do Departamento de Fisica da UFMG, no periodo entre
os anos de 2008 a 2012. Com a participacao e colaboragao do grupo de pesquisa em
Teoria Quéantica de Campos da UFMG, a partir do ano de 2011, os frutos do projeto

comecaram a ser colhidos com a publicacao de varios trabalhos relacionados a MRI e sua
aplicagao [32], [45], [46], [47], [48], [49], [50], [51], [52].

Dentre estes destacamos o artigo de apresentacao da MRI [32], que atualmente

conta com 18 citagoes, segundo a base de dados inspire-hep:

PHYSICAL REVIEW D 86, 025016 (2012)
Momentum routing invariance in Feynman diagrams and quantum symmetry breakings

L.C. Ferreira,"* A.L. Cherchiglia,"" Brigitte Hiller,>* Marcos Sampaio,"* and M. C. Nemes!
YWniversidade Federal de Minas Gerais - Departamento de Fisica - ICEx, P. O. BOX 702, 30.161-970, Belo Horizonte MG - Brazil

2Departamento de Fisica, Faculdade de Ciéncias e Tecnologia, Universidade de Coimbra, Rua Larga, P-3004-516 Coimbra - Portugal
(Received 4 November 201 1; published 13 July 2012)

We illustrate with examples that quantum symmetry breakings in perturbation theory are connected to
breakdown of momentum routing invariance (MRI) in the loops of a Feynman diagram. We show that
MRI is a necessary and sufficient condition to preserve Abelian gauge symmetry at arbitrary loop order.
We adopt the implicit regularization framework in which surface terms that are directly connected to
momentum routing can be constructed to arbitrary loop order. The interplay between momentum routing
invariance, surface terms and anomalies is discussed. We also illustrate that MRI is important to preserve
supersymmetry. For theories with poor symmetry content, such as scalar field theories, MRI is shown to be
important in the calculation of renormalization group functions.

DOI: 10.1103/PhysRevD.86.025016 PACS numbers: 11.10.Gh, 11.15Bt, 11.30.Qc
Figura 32 — Trabalho publicado fruto da pesquisa

Neste trabalho demonstramos que a MRI é uma condicao necesséaria e suficiente
para a conservacao da simetria de calibre a n loops, além de mostrar que dentro da
Regularizagao Implicita o surgimento dos termos de superficie estd atrelado a liberdade

de rotulacao de determinado diagrama para uma ordem arbitraria de loops.

Ainda aplicamos a MRI na conservagdo da supersimetria global, seu papel na
questao da anomalia quiral e sua funcao no calculo de fungdes do grupo de renormalizacao
para teorias com pouco conteudo de simetria. Este trabalho foi fruto da colaboragao
entre eu e os Professores Doutores Brigitte Hiller, da Universidade de Coimbra, Maria
Carolina Nemes e Marcos D. R. Sampaio, da UFMG, e do atualmente Doutor Adriano L.
Cherchiglia, a época aluno de doutorado na UFMG.

Depois da publicagao deste trabalho, varias outras contribui¢ées do grupo de Teoria

Quéantica de Campos da UFMG surgiram como implementacao ou aplicacio da MRI,
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algumas das quais cito resumidamente a seguir.

Em [46] os autores investigaram o aparecimento de parametros arbitrarios, depen-
dentes de regularizacao, no decaimento do Boson de Higgs em dois fétons e no espalha-
mento de dois fotons. Eles constataram que as amplitudes, apesar de serem finitas, eram
ambiguas e, assim, dependentes de regularizacao. Este problema foi sanado pela imposicao
de condigoes fisicas a amplitudes, a saber a invariancia de rétulo nos loops dos diagramas

de Feynman.

Ja no trabalho [50] foi investigado papel da MRI na extensao supersimétrica da
QED. Os autores calcularam as identidades de Ward para as fungoes de dois e trés pontos e
derivaram as condig¢oes de conservagao da simetria de cCalibre do setor eletromagnético da
extensao do modelo padrao a um loop. Eles demonstraram que a MRI é condicao suficiente
para fixar arbitrariedades e parametros dependentes de regularizagdo, intrinsecos a teoria

de perturbacao nos diagramas envolvidos.

Por fim, em [51] foi tratado o papel da MRI em anomalias em duas e quatro dimen-
soes do espaco-tempo, além da identificacdo de ambiguidades associadas com a &dlgebra
das matrizes 7% em integrais divergentes, mesmo na auséncia de alteracio da dimensio
fisica no processo de regularizacao. Para o caso particular de teorias abelianas com vérti-
ces quirais efetivos, os autores obtiveram uma reinterpretacao do papel da rotulagao do
momento na questao da escolha da identidade de Ward a ser satisfeita em um processo
anomalo, além de demonstrar que a MRI é condigao necessaria e suficiente para assegurar

a invariancia de calibre vetorial nestas teorias.

Com isto, vemos a relevancia da implementacao da invaridncia de rétulo em diagra-
mas de Feynman relacionados aos mais diversos processos fisicos. Assim, este campo de
pesquisa mostra-se promissor e frutifero, na medida que mais fené6menos atribuidos a am-
biguidades provenientes do método de regularizacao empregado, podem ser investigados

e sanados.

Uma outra motivagao de sequéncia da implementagdao da MRI seria a sua relacao
com alguma simetria a nivel de Lagrangeana da teoria estudada: assim como a prova
diagramética da invariancia de calibre é uma visao pictérica da simetria de calibre, a
invariancia de réotulo poderia estar associada com alguma simetria neste nivel mais fun-

damental.
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APENDICE A — Tabela de Integrais

A.1 Integrais do Calculo de J*

Seguindo a ordem do capitulo, na secao B.I1.1.1] fizemos o desenvolvimento do de-

nominador do integrando da primeira integral de (B.I]), de forma a separar as partes

puramente divergentes das demais. Tal devenvolvimento é o que segue:

1
(k= p)? = m?]?
1
(k= p)? = m?]?

1 1 B
(k= p2—m? [k —p)? —m?]
[ 1 n 2k~p—p2 ] 1 B
%2 —m? R = m2l[k — p)? — 2] | [(k — p)? — m?)
1 1 2k - p — p?
[W—WJW—mﬂ+W—mmwﬂw—m4+
2% - p 1 2k -p —p? 3
*WM—memv—WﬂW—mﬂ*W—mm@ﬂw—mJ
P’ _
= m[(k — p)? — m2?
1 2k -p — p?
W2 —m2? k= m((k = p)? —m]
. 2k - p . 2k - p|2k - p — p?] -
2 — m22[(k — p)? —m?] | % — m22[(k — p)? — m]?
P _
= m[(k — p)? — mP?
1
[kZ_mZ]Z
4k - p 1 2k -p —p° 3
W—mWLW—WVWW—memv—WJ

p? 1 1
‘[M—mM@—pv—mﬂLW—mﬂ*Kk—mﬁwﬂﬂ*
2k -p[Qk:-p—pz}
(k2 —m?2[(k — p)? — m?]*’
1 4k - p
k2 —m22 ' k2 — m2?
N 4/{;~p{2k-p—p2] -
[k = m?P[(k — p)* — m?]
p? 1 1
‘[M—mM@—pv—mﬂLW—mﬂ*Kk—mkwﬂJ*
2k -p[Qk:-p—pz}
[ wPl(k = 7 —

+

+ (A1)
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Abaixo estao os resultados das integrais finitas que aparecem na equagao (B.2)):

d*k k#

I}i2,1 = / (271')4 ]{Z4[l€ _p]2 = Ppu ’ (AZ)
&'k KR b P b
Vit E/ =——g"1—-In[ — = —ptp” A3
o=y g~ e (%)) e 09
v d4k ErEVEP u L y b y
I3 = / @n)t Wk 8—]92[9“ P+ g+ gt | + 4—p4p“p v, (A.4)
d*k kM b P2
Fo2 = = ' (1-In| -5 A.
e ] g e n(-2)
s Ak R b b .
[}{272 - / (27T>4 k4[k _p]4 = 2_p2g:u' _ Epup (2 — ln< - ﬁ)) 5 (A6)
e / d'k KRR
e
b v y y b . 5 p2
= 4—])2[9“ p”+g”p“+g”“p}—]gp“p p’)<§—ln<—p>> . (AT

A integral finita [ J’f 1o pode ser expressa como uma combinagao das integrais listadas acima,

na forma;:

d*k kH
Iy = / =
f.1,2 (2m)4 [k2 — m2][(k — p)2 — m2]?
/ d*k kH 1 n 2k -p — p?
(@) 17— w2k = P =] [ =] 2 = (k= p)” = 7]
I}L,LQ = I}L,Q,l + 2pu]%,2 - p2jjj,2,2' (A.8)




A.2. Integrais Resolvidas pela Abordagem dos Shifts 101

Com isto, a diferenga de integrais (3.2)) fica:

JH = _pM[log<m2> + 4p1/[ll(l;l;< ) +
+ 8pup If5 — A’ Iy — 0P 1f oy — D1} —

- 22711272[“22 +p [f22 +4puppl}ys — 2pl,p21}“52 =
= = D {" Diog(m?) — Alfsy(m?) | +

b 4 14 14 b 14
2[gu pp+gppu+gpup}+ p'p pp]_
| 8p P
b p? b b
—dpp?| — g1 -1 2 it | — 2p i —
| = a9 < n< A2>>+2p4pp] PP

v, b, 2 b P2
g =y (o)) | ot (o)) o
| b v b v 5 p2
| 4p? g ] P pp<§ _ln<_ §>>] -
= = p{g" Liog(m?) — AIli(m?)} +

2

b 2b
+ —23p2p“ + —4p4p“ + bpt — bp“ln( — p_) — 2bpt — 2bp* — 2bpt + 8bp* —
p

+ 8pupp

+ 4pup,

p A2
2 2 2
p p b 50 D
— 4bp“ln< — ﬁ) — bp" + bp“ln( — ﬁ) + Z¥3p —4— 5 —pt + 4bp“1n< )\2> =
T = = pd " Do (m?) — ALl (m?)} . (A.9)

A.2 Integrais Resolvidas pela Abordagem dos Shifts

Aqui vamos listar algumas integrais utilizadas no trabalho e sua resolucao pela

abordagem dos shifts. De inicio temos

Lot (i) = L) Lan (s ™) -
- /8l<; (M>
0

9 (kKK 0 (K kP (—2kp T D)
9 = _ _
* p”l/m%( o ) J o ok — p)?
0

- P M )/2)/:
» kak“ KV kP
= A v 2p”/6k )

Bk \ o
/6k (k? ]> = 2p, Y (A.10)

sendo que nas terceira e quartas linhas as integrais sao nulas pelo Teorema de Gauss,

e na quinta linha as integrais se anulam por terem um integrando impar em um limite
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simétrico de integracao. De forma analoga, temos:

.. <k29uyk21> - gfa%(ﬁ) -
N WA%(%) _gw/kai < ;Tkp;]ﬂ

0
- _QQW/{%/+ QQWW[/% Mm
= 29"ps Y7, (A.11)
( 0
kHp¥ L[ O [k o[ O (K(=2k-p+77)\
Lo <k J) -7 /wka<k4>‘pW4M‘
= p'ry", (A.12)
o 0 ( KE o (K kekrk
SNV B
kakgak:a<k:2[k:—p]2> g /k@l%(k‘l) /8k <k4> /81@5( 0 >+
EHEY
+2p”//k/M\
= gOHTEY g —axien (A.13)

Uma outra integral seria

/ (k + k) (k + ka)”
k [k + k1)?[k + k2)?

K (ke — ky + ko)
k K2k — ki + ko)?

9 ket (k — k4 ko)
k1a
+ [k 8ka< C Rk kit ka2 )
1.9 9 K (k — ki + ko)
~k Fra A 14
+/192! kg 8ka< k K2k — oy 4 ko2 )

e utilizando a conservacao do momento ki — ki = p#, a primeira integral do lado direito

k+k1—k

pode ser expressa na forma

kﬂ(k_k1+k2)V . /{:“(k—p)”_
k k2[k — Ky + ko)? B K K2[k — p]? a
k“k:”
B / K2k / k2| k P2 (A-15)

As integrais acima sao resolvidas em RI, resultando em:

1 p2
[_——/7_—10 A2) +2b— bln , A.16
kk2[k—p]2 lg( ) ( )\2> ( )

k- 2

1 1
" = m 2 lIlOg(AQ) + 2b—bln < §2>] - épM'UQQ s (A].?)
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/ [k kuku = ; " Iyuad(N?) +
+ %pﬂpv [Ilgg()\z) + %b —bln ( — i—i)] —
— 1—12g"”p2 [IZOQ(AQ) +-=b—0bIn ( — i—i)] -
- %g“”vm - % [gpr + 229“29”] Vo4 —
— g[ig’“’ 2+ dptp }vog (A.18)

Por sua vez, de (A10) e (A12), a segunda integral do lado direito de (A.14]) resulta

e1m

)l/

0 (k*(k—p
kl“/k Oka ( K2k — pJ?

)

kl“[/ak <k2[

Eia {Qppga{ugyp}vo,dt —p ngo,z]

kHEY K+

k2[k — p]?

])-p”kaia(

)I-

= Q(kfp” + k{p" + 9" kq ~p)vo74 — ki'p"vo2 (A.19)
e de (A.13]), vem
Lo [0 0 (R 1 o o ( Bk )
W e kg Ok \ K2k — p2 )~ 27 i Okg Ok \ K2[k — p]?
L, [ 0 0 K+ _
w Ok Ok \ K2k —p2 )| —
1

= iklﬁkla [ga“gﬁyvo,z + gwgﬁuvo,z - 495{09“11}110,4} =
= K{'k{von — 2(2KLKY + g™ k] Jvoa - (A.20)

Com estes resultados (A.T4) fica

J

(k + k)" (k + ko)¥

[k + k1]?[k + ko)?

1
59

39" Ly V) =

1 7
gp“p [Ilgg()\z) + gb —bln (

1 4 p?

— —g"p* | L1og(N) + =b—bIn | — = || —
12gpllg( )+ 3 T
1 9

— 59020 — 3 [g“”p2 + 2p“p”] Vo4 —

3[29’” 2 4p"p¥|vos +

+ 2(RiDY + KYp" + gk - p)voa — kP von +
+ kY'k{vo2 — 2(%%5 + gwkf)vo,at ;
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(k + k) (k 4 ky)¥ 1 o
/k[k+k1]2[k+k2]2 = 50" luaa(N) =

1 v 2 7 p2
— P [Ilog(A ) + gb—bln<— p)] -
1 4 P
= v, 2 2 i 7 _
39D l]log()\ )+ 3b bln < Azﬂ

1 2
- 59‘”?)2,2 3 lgWPQ + QPMPV] Vo4 —

- %[ig“”ﬁ +4p"p" | —

— 2(KYRY + KYKS + g™ ky - ko )vo + KRS voz

(A.21)
Por sua vez, temos
g_W/ (k4 k)24 (b + ko)? — (k1 — ko)*
2 [k + Kk1]2[k + ko)?
Uit les A=
2{ Rl hErmE MR R EE T e |
onde cada uma das integrais resulta em:
/ 1 B / / / 1, 0 k o (1Y)
plk+k? | e SR k:2 20 Ok Ok \K2)
k> 1
- Iquad()\Z) - 2k1a ]{?4 + klﬁkla /6](?5( ) -
- Iquad()\Z) - klﬁkla’ro
Ljuad(N*) = Kfvos (A.22)
1 1
pum 3 A-23
/k [k + ko)? /k K+ | o, ( )

1
/k [k + k1 ]2[k + ko)?

1
- /M ENE s+ e (k:?k k:1+k:2]>

_ Am:

- Ilog()\2)+2b—bln< b ) (A.24)

k+k1—k



A.3. Integrais do modelo de Wess-Zumino 105

e com estes resultados teremos:

g [ (k4 ki) + (K + ka)® — (k1 — k2)® 9"
T, [F Bl 4 Fol? 3 et X))~ Bivoa + naaX) = Kyvoa =

0 [lm(A?) +2b—bln< ZA’Z)H _

v 2 g 9 p2
= 9" Luaa(N°) — 710 I1og(A°) + 20— bln bl

_ 9 S (K + Ko - (A.25)

A.3 Integrais do modelo de Wess-Zumino

Aqui, estao listadas as integrais utilizadas nos calculos do modelo de Wess Zumino.

Primeiro apresentamos aquelas da secao iniciando por

— ]‘ _ 2 _ I p2
a /k (k2 — m2][(k — p)? — m?] = L1og(A") + 20— 0l ( )\2> (A.26)
H= M = p_u _ 1 g
"= /k: [kZ — mz]Kk —p)2 — m2] 9 I 2pl/TO ’ (AQ?)

sendo T}” é o termo de superficie de primeira ordem.

A integral do gréfico (a) no célculo a um loop é:

K—kp _ /#_ /L_
e [k—p P il —pp? ~

_/ B —2k - p+p /
n k2 k ka p ka p
- o g L
quad(A") + Py /<;2]<; e k;21<; P
= [quad<)\ ) —l—pu[“ — D [ =
1 v
— Iquad()\Q)erua(p“]—pyTg ) —pQI:

1 1 V
== [quad<)\2) - 5]72[ - §p,upl/T6L =

1 1 )
= [quad<)\2) - §p2[log<)\2) - §pupuTg -

1, P’
— 5P le - 1n< - ﬁ)] (A.28)

onde usamos ([A.26]) e (A.27) e apesar de nossa teoria ser de massa nula, e para

este caso o Iquad()\Z) = 0, vamos manté-lo até o final do calculo.
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A.3.1 Integrais da sec3o

Agora temos as integrais utilizadas nos calculos a dois loops:
! / k2] k: p)? | =33 | = Liog )+ 20ulp20 =PI fa 0 (A.29)

;2 ) ) )
M_/ k:Qk: p] m( AZ) 2ty O+ 4pup I3 =20 I3 —p* 112 (A-30)

e a Relacao de Consisténcia de segunda ordem leva a

Quv o k* kY k2 B
1m0 = /k[kﬂ]?’ln(_ﬁ _
1 g (2) 2 1 2 (2)pv 1 pv
= 4 Ilog()‘)+51109(>‘) _TO _éTO ) (A31)

sendo T§” o termo de superficie de primeira ordem e

"= Lol (- 5)

o termo de superficie de segunda ordem. Em alguns casos utilizaremos a notagao compacta

I2M(A2) = i{ “”lIIQ)(AQ)Jr;I (AQ)] —Q“”}, (A.32)

com

14 ]‘ 4
Q= TP - S,

e como ja observado

n—1
) e sy e [ L KFEREY RREYEP k2
Iy [fZ;L’[fZJ ’[fm; = /k [K2)[(k — p)2)i Inf — 2 (A.33)

sao integrais finitas I todas ja tabelas.

Com as definigoes acima, as integrais envolvidas no célculo do grafico (a) em dois

loops sao:

b ! |
Iﬂ_%r] = pl - Vo 21—§pyT0 )

2
1
pL— 0" = 75 [Jlog(y) 1 9h— bln< - %)] + 57 TE (A.34)
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E, seguindo os mesmos passos, temos
P =1 = | 180%) + s - 1) -
2)pv 2)uv 2)uv 2
— [219”1503” (N) + 4pupp 35" = 20°p I35 — p”},%ﬁ] =

1 4 1 v
= ﬁ[l(c?;()‘2> - QVMPVZ{QH l[l(fg) <)‘2) + §[log<)‘2)‘| — } -
— Aypp I + 20, IR + (20 + up? | T2 —
2

- ﬁpzlj(‘,%la

1 1 1 ) o
PO =IO = SPIG)O) = (bl () + 59— dpp I3

+ 29,p P 17+ [20pu + | I3 — P, (A.35)

Agora temos as integrais do célculo do grafico (c):

K2 —k-p _/ 1 o
ek —pP? - pp DT

Lynaa( V) + 2p, 0" — p*1 — p, 1" =
1 v
Iquad()\Q) + pu§ lpul - puTg ] - PZI,
K —Fk-p P

= 1 uad()\Q) 9

2
P 1 v

2

€ por sua vez

K2k p K 1 K?
2 Pl =22 = / Inl — 2] —p @8 —
K K2k — pP? n( )\2> k [k —p)? n( )\2> Pu

= [(gi)ad<)‘2) + 2p“[(2)u _ p2[(2) _ p“[@)“ _
= 12 (0 + p IO - p1® =

1 P )
= L) + [5 (p“]l(fg()ﬁ) + Efzog(AZ) — pV ) +

2)py, 2)puv 2
A I~ - I -

i 108 + 2,1 - 1|

B2 kp k2 1 1 1 v
7ln< - _> = Lyuna) = 5910 (V) + 10 g (V) = Z2,p 8" +

k k2[k — p]? A2 2 4 2
+ Apupup, I3 = 2?1 — 3pupP I + I
(A.37)
onde temos a seguinte Relacao de Consisténcia
k.k, Y 1{ Y
L 24 = Iguad(AQ) = 5 gM quad()‘Q) - Tg ) (A38)
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sendo

0 kv
p
Y= o, lwﬁ —mﬂ]

Para o grafico (d) temos as integrais:

outro termo de superficie.

1
/km = Tquaa(N*) + 2p,I" — p°I =

1 v
= [quad<)\2) + 2pu§ lp“[ - puTg ] - p2[7

1 174
/k = Lyuaa(N*) = pups X6 (A.39)

1 k?
[ 2 ) = 1% (%) 1 2p, I 2@ =
/k [k_p]Q n< )\2) quad( )+ Pu p
2 1 u 2 H 2 N2
= Iquad(A )+2pﬂ 2 Ilog(A ) 2 Ilog()\ )_pVQ +
P - - e -
2 2
[Ilog(A2)+2 I](” " — 11(‘2)1‘|7

1 k? 1, ) )
/k [k _p]2ln< - ﬁ) = [quad<)‘ )+ 2]7 [log<)\ ) pﬂquM -+

2)uv, 2)uv 2)p
+ 89l A" — AP Iy — AppPIah + p I s

(A.40)

A.3.2 Integrais da secao [4.2.2

Nas sec¢oes e utilizamos uma rotulacao arbitraria nos graficos a 1 e 2
loops, cujas amplitudes sdo fungoes de integrais que resolveremos pela abordagem dos
shifts. A seguir temos uma lista destas integrais e a forma de resolucao de algumas, onde
sempre que for conveniente utilizaremos a conservacao do quadrimomento £y, — ko, = py.

A um loop, para as amplitudes (a) e (b) precisaremos das integrais:

1 1 0 0 (1
fwvnp %—/ SR Bk, <k>+ 5’“07%?(1?)

a série sendo truncada no termo de ordem dois, uma vez que os termos de ordem

maior darao uma contribuicao nula. Explicitando os termos, teremos:

o (1 - ki
/kklua—% = :k:m/k(—l)(k) 2 = ~2ky, [
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€ por sua vez:

1.8, a1 2 1 9 (K
J— J— - - — _ . _ — TMV.
/kmkl“akukl”aky <k2> bk 5 ), Ok, (/&) Bk To

Com isto nossa integral fica:

1 Kt
— Lywaa( V) — 2k /——k k1, Y =
/k[mkl]? A auaa(X) = 2k [ 5 = Rk Y
Lywad( V) = Kk, TH. (A.41)

Dessa forma, seguindo o mesmo procedimento as demais integrais em (£I2) resul-

tam em:
/# e Lna(0) = 2k, [y e TE
k [k + ko] k+ko—rk oo Wk e
- [quad<)\2) - k2,u,k21/T0 . (A42)
/ 1 B / 1 +/k 0 1 B
kA BPE 4 R e SR = (b — R T SOk, \ K2k — (Rt — k2)]2)
1
a /k K2k —p?
ky — ko)?
= Iyy(\) + bl2 — ln( — %)1 : (A.43)

sendo a segunda integral do lado direito da primeira linha nula pelo Teorema de Gauss
e na segunda linha usamos a conservacao do quadrimomento ki, — kg, = p,, sendo esta

uma integral independente da escolha de ky e ks.
A integral do gréfico (c) é

/k [k + k?]ﬁ/f:— ko)? / k2[k Zl k2))? : T / kmak (kQ[k - (Zél - k2)]2>.

Na primeira integral utilizaremos a conservagao do quadrimomento:

¥ ¥
Ak?[k—(kl—km? - /km -

1 p> v
oot (2 (- ) ) -t caas

k+k1—k

e na segunda fazemos

1 1 =2k - (k1 — ko) + (ky — ko)?

k— (ky — ko) K2 [k — (k1 — k2)]? ’

de forma que

/lc’““aiy(lcz[k—(fl—b)?) - kl”“{/ak <k>_

k) — 2k - (ky — ko) + (ky — ka)?
B /8l<; ( | KAk — (k1 — ko))? }>} -
= kY0, (A.45)




110 APENDICE A. Tabela de Integrais

onde a integral da segunda linha se anula pelo Teorema de Gauss. Com estes resultados

R O )

1 124 124
- —%Pquf +7uk1v’rg =

a integral inicial fica

/ F+H
k [k + k12 [k + ko)?

- %(;— k) l[log(v) " b<2 - ln( _ ('“;72"32)2»1 +
¥ 2ulha k) TE (A.46)

A.3.3 Integrais da secao [4.3.2

No gréfico (a) temos duas subdivergencias cujas amplitudes sao

oo _ — )]
= tr/ﬁ - l— kv k)P 9=

) tru(z—wwéz))] o [P0 (k+ky)
-9 /l 2l — (k + k)] - LP[ = (K + k)P

5 1 i _ T
= ' [rgrmp -~ () ) =T

As integrais acima ja foram resolvidas na se¢ao anterior. Assim utilizando os resultados
(A.43) e (A.44), com as trocas k, <> I, e p, <> (k+ k2), e ignorando as partes divergentes

e os TS, vem:
of  (k+ k) (k + ks)?

A segunda integral da amplitude do grafico (a), equagao (£37), pode ser resolvida

e (- %)+

+ aiu l[k Zz%flj?lk? m( - i_zﬂ
(A.48)

nz
HA

—
fin

fin

pela abordagem dos shifts, como segue:

/k [k + /ffﬁ/ﬁ k2]21n< - 352) )

k+ko—k

A primeira integral em (A.48]) pode ser escrita como:

K — Ko+ i k2 kH + pt k?
/ hl-%5) = Wl o3| 3=
k [k — ko + k1]2k? A2 k k2[k + p]? A
2 2
= ’YMIJ(r)M +ﬁIJ(r)7
onde as integrais L(f)“ e L(f) sao as habituais " e I? equacdes (A30) e (A29) respec-
tivamente, com a troca p, <+ —p,. Ja na segunda integral de (A.48) fazemos

1 1 2k (K — ko) + (ky — ko)?

b+ (k1 — k)2 k2 [k + (ky — ks)]? ’
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de forma que

b [ e (- )]

k{ k@mw&— m(é)] .
- foa | BT =R (- 5} -

o [k ([ & o1 2
— R - L SN — - — =
= ol Lo (=) + e -0 Lo (- )|)

e ’YNICQVTém“V.

Com estes resultados ([A.4]) fica:

k + '%1 (k’ + k’2)2 2) (2) @)
/k [k+k1]2[k:+k:2]21n — e ) = Wl LT ke Yo =

2)uv 2)pv 2)uv 2
= {2 O) + dpup, IR + 20 IR, — P+
2 2 2 2) v
+ ﬁ{jl(o;O‘z) - 2pMIJ(C,2)ﬁ+ - pQI}(f,Q),H} + ’YMkQVT((] i

1 . 1 L1
= = {100 + 4] - T - Jri)

+ PLg (N?) + Yk TEH +
A [(Q)uup 9 2[(2)HV _ 2.9 [(Q)ﬂ _ 2[(2) _
+ dvupupplisny + 20 gy — (Vup” + 2Ppu) Lo — P L0y =
1 1 1 , , 1 ,
= SPlog (V) = {Pliog () + 50up T 4 ubeas X 4 Jp X5 +
2) v 2)uv 2 2
+ 47upvpp—]}(f,:2ﬁ+p + 27ﬂpyp21}7§ﬁ+ - (7up2 + Qﬁpu)—]}(f,Q)ﬁJr - pPQIJ(C,Q),lJr =
1 ) 1
= U K)oy (3) = (i Fa)diog (X°) +
1 @u | 1 v
+ §%(k1u + k2 ) Lo+ Z%(klu — k2 )Y —

2)uv, 2)uv 2 2
— Aypup I35+ 20,0’ IR + (1 + 2p) I — pL)s . (A49)

onde as integrais finitas

n—1
) ru o e _ [ 1KY KRR RMETRP k2
Tpijir i L Lrigir :/k [k2)i[(k + p)2)d In{ — A2

se relacionam com as integrais finitas anteriores na forma

@ @n @ @ _ Q) @ @ @
Ipige Trise Irise Trige = Tpap —Iris Iris = 1ay s (A.50)

ou seja, temos um sinal oposto relativo para um ntmero impar de indices de Lorentz.
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Para as subdivergéncias do grafico (b), temos a amplitude
-, . —1 .
2 T — - -_ | — o
YwA . [2 ( Zg) [l _ (k 4 k1>]2< Zg)

9 / e
- Y /ll2[l—(k+k1)]2 = i

A integral acima ja foi resolvida na se¢ao anterior, equacao ([A.44), de forma que fazendo

as trocas k, <+ [, e p, <> (k + k1), e ignorando as partes divergentes e os TS, teremos:

— L mfe-m( - S

= E\I/\T/B
in

Zw@A
in

A segunda integral da amplitude do grafico (b), equacao (£40), é resolvida pela

= /kk?Q[k‘ - 51 +k:2]21n<_ g) "

0 ¥ k2
+/kk1“ak“ [kQ[k By k2]21n< B ﬁ)]

(A.52)

abordagem dos shifts, na forma

J: T k:kl]j[lf T k2]21n< = TV)

k+k1—k

A primeira integral de ([A.52)) é independente da escolha de ki e ko, de forma que

K 2 / o 2
IoY QSR IR LS. MY (. ——eT
bRkt Rar a2 T LR\ a2) Tk

J& na segunda integral de (A.52) usamos a identidade

1 1 =2k~ (ky — ko) + (ky — ks)?

[k — (ki — ka)]2 &2 k— (ki — k)2

de forma a produzir

ot =i (5] -

o |k k2
= ke [ 3 7o )| -

- oM e (- 5] -

— "}/‘uklyTém‘uy.

Com os desenvolvimentos acima, ([A.52)) resulta em:

K+ (k + k1)? 5 @)
In[ ——""] = ~,I®* Ky, YoM =
/k[k?+k‘1]2[k‘+k‘2]2 n \2 T + Yuk Lo
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2)uv 2)pv 2)pv 2)p
= 2p 0" (V) + dpup IR — 2°p I3 — IS  +
+ %JﬁuT (2 =

1 1 D
= 2fyup,,i{g l[log()@) + 2105,()\2)1 — ’r((]2)u _ §Tg }_,_

+ ’Y;ijlu’r (2 +

v 2)pv
+ 490 LA — 270 T A — Yup

= 00 ) 100 + 0] +

1 v 1 v
n éyu(kly+kgy>rg”“ = (ki — k) TG +

+ 4yppp I = 29T — P 10 (A.53)

2
ufh -

Para o grafico (c¢) temos quatro subdivergéncias, sendo as duas primeiras equiva-

lentes as dadas pela equagdao (A.51]). Para as outras duas, temos a amplitude

) B —l —1 N
Ygpag = l2( )m( ig) =

-y /
= —4 =
g /l Rl — (k+ k)2 vuBs
A integral acima j4 foi resolvida na se¢ao anterior, equacao (A.44)), de forma que fazendo
as trocas k,, <+ [, e p, <> (k + kz), e ignorando as partes divergentes e os TS, teremos:

= L+ B lQ - ln< - (k:ti?sz)] (A.54)

= IR
wm

Z\p@As

m

Para a amplitude (c), equagao (£42]), vamos resolver as seis tltimas integrais, uma

vez que as trés primeiras ja foram resolvidas na secao anterior. A primeira é

[ 1 (k + k1)2 1 %
S N (B 0 LW A
e b+ nl? ¥ e AR TR
k2
* /k“‘ak [kﬁln( >\2>] *
o o1 %
* /le“ﬁk " ok, lk;?ln( )\2” -

kH kH k?
= [quad<)\2)+klﬂ l ﬁ —/ﬁln<— ﬁ>‘| +

st g | e i)} -

= ¢

quad

(N?) + kky, TE — kluklyTO ,

onde as integrais da quarta linha se anulam devido a seu integrando ser uma funcao impar

num dominio simétrico de integracdo. A segunda integral é equivalente & anterior com a
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troca ki <> ko, na forma:

/k B +1k2]21n< - J;fz)z>

k+ko—k

k2
- /l@“ak lk21n< >\2>] *
o 01 k2
“kop——koy—— |—=In|[ — — || =
* /2 4 Ok, "> Ok, lkﬂ n( )\2”
— 1P (N2) + koukoy TH — ko, T (AL56)

quad

A terceira integral é:

fwm (-5

()
ke [k =k k]? 22
0 1 k2
* /kkl“aku [[k—k1+k2]2ln<_ ﬁ)] -
1 9. 0 1 K
* /kékl“akukl”aky [[k;—lirkg]an(_ ﬁ)} N
= /#ln —k—2 +
e[k - pP? \?
o[ 1 K
o [ g )|+
10, 9 1 K
* o 2ar, g, [[k—pPl“(_ 7)] .

A primeira integral em ([A.57)) ja foi resolvida e seu resultado é dado pela equacao (A.40).

k+k1—k

J& a segunda desenvolvemos na forma:
/ 0 1 k2 0 1 —2k-p+p? k2
— | ———In| — —= = /— ———JIn| — = || =
k Ok, | [k — p)? A2 k Ok, |\ k? k2[k — p|? A2
0 |1 k? kY k?
= — =1 In[ ——= || —
/kak‘u [k2n< )\2>1+ p”/@k [k@[lc o n( AQN
0 1 k?
2
_ Inl — —1| =
b /kaku [k@[k:—p]?n< )\QN
K+ K+ k?
= 2| [ [ 5]+

(- (5

= 2p, TP (A.58)

onde a integral da terceira linha e a segunda integral da quinta linha se anulam por serem
divergéncias totais, enquanto que as da quarta linha tem integrandos impares. Agora, na

terceira integral de ([A.5T) podemos utilizar o resultado das derivadas do desenvolvimento
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acima, na forma:

kaiﬂaiyl[k—lppln(_i_zﬂ - /6k { [F_Z‘l <_i_z>1+
o e ()
il )
= *fag e 2 Lo )+
S (G )

—P /8k Ok, [k?kl pJ? ln<_i_z>]}:

= 2Tk —oxPm, (A.59)

sendo as integrais das quinta e sexta linhas nulas pelo Teorema de Gauss. Finalmente a
integral (A.5T), resulta em:

1 (k + k1)? 2
—  Inl =2 = 7 Y o2 [k _ 212
AT “( N o) 20T = 1+

17 1 v
o 2kyp T+ Sk, 275 — 276

1 v 1 v
2p21log()‘2) pupu’r@)u - _pupu’ru +
(2)pv

2
+ 8pupyppf§2§‘i * — Appp I3 - 429“2921 h

+ leupyTO —|— klpkluTO — klukluTO =
= Iquad()\Q) (kl - kQ)QIZOH()‘Q)

= Iquad()‘Q) +

fan

+ { - (kl,u - k2,u)(k11/ - k21/) + 2k1p<k1u - k21/) - klpklu} 'T(()2)‘u

1 v
+ [ - §<klu - k?,u)(klu - k21/) + klukly‘| Tg +

+ 8pupypp1}2§‘i”p W I — Ap, T + p' I, =

= 10,0+ (k:1 k2)* 10g (A?) +
[ k:luk:ZV + kau klu kQV ] P
+ 5 {kl;L(klu =+ k21/) + k2,u<k11/ - k2l/)i| TMV +

2 2)p 2
+ 89 LAy — A1y — ApupPIiah + p I,

Y+

(A.60)
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A quarta integral de (£42) é

e

ke [k k= k)? 22
0 1 k?
! /kkmaku [[kﬁ%ﬁ —k2]21n<_ ﬁ)] !
19 0 1 k?
- /lcék%@k‘uk%@k‘y l[mkl —k2]21n<_ ﬁ)} -
— /;]n _k_2 +
 Je [k 4 p]? A2
o 1 k?
o [ ()| ¢

1 0 0 1 k?
+ /kék‘QuakquuakV[[kerPln(—ﬁ)], (A.61)

a qual vemos ser andloga a integral ([A.57) com as trocas ki <> ky e p <> —p, de forma

k+ko—k

que:

1 (k + k2)? 2 @u _ 27(2)
/k [k‘ + k1]21n< a A2 - [quado‘ ) 2p“[+ ! —-Pp [+ -

— 2k, p, T + kgukzy[ﬂ“” — o] =

1 1 ,
ZPQIlog()‘Q) pupuT( - apupu’ru -
- Spupupplj(c?z 1+ 4pupup21§2§qi + 4pup21( 2) 1+ + p4]J(f22) 1+ =
— 2k2ﬂpl’T 2 —+ kgqu,,TO k2“k2yT0 =
= Iquad()\z) (kl - k2) Ilog()\ ) +

+ |: - (klu - kQu)(klu - k2y) - 2]@'2“(]{?11/ — k?gy) — k2ﬂk2vj| TgQ)MV +

= Iquad()‘Q) +

1 v
+ l - §<k1ﬂ - k2,u)<k1u - k2u) + k2pk2u] Tg -

2) v 2)p 2
8pupupp1 ,(ve?’if APl I, + Apu "I, + P, =

= 200+ 5 — b Log(X) —

quad

- [km(klu kay) + kfzukh,}T (D _

1 v
- 5 {kl,uaflu - k21/) - k2,u<k11/ + k2u)} Tﬂ -

v 2)uv 2
- Spupupp[} W — Apupp I + A I + M

(A.62)
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Por sua vez, a quinta integral em (£42) é:

/k &+ k:l]?l[k + k2]21n< - (kiifl)j

1 1 k2 n
— n — =
btk —k k k?Q[k? — k’l + k2]2 A2

5 1 k?
* /kklﬂak‘u [k?[k By k2]21n< B ﬁ)] -

1 k2
k k2[k — p)? A2
= L2\ + 2, 050 — P15, (A.63)

log

onde a integral da segunda linha é nula por ser uma divergéncia total e na tltima linha
utilizamos o resultado (A229).

Finalmente, a tltima integral em (Z£42) é

/ 1 . (k) B / 1 . K N
k [k + ky)2[k 4 ko)? A2 e K2k — k) A2
B, 1 k>
* /ka“ak:M lkz[mkl - k2]21“<_ ﬁ)] -

2 2 2
L2\ = 2p, Ih, — pPI9) (A.64)

log

k+ko—k

onde utilizamos o resultado (A.63) com as trocas ky < ko e p <> —p.
No gréfico (d) temos trés subdivergéncias, com as respectivas amplitudes:

Lppa = l%(ig)m(lg) =
2 1 _
-7 /mu— k+ k)2
(k + ky)?

= gQ{IZOg()\Q) + b[Z - 1n< - T)] } =I'rrp=lca, (A.65)

de modo que

=Tqa
fin

=Trrnp
fin

I'rra

= bg? lz — 1n< — %73752)2” (A.66)

fin
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APENDICE B — Parametrizacio dos Termos
de Superficie

Aqui vamos fazer as parametrizacoes dos termos de superficie definidos nas equa-
¢oes BII) e ([BI2). Seguindo o mesmo procedimento adotado para (3.I0), comecemos

com a parametrizacao de (B.I1]), a qual reescrevemos abaixo:

G
TO Ilog

(%) + ¢ IO + g (N7) — BT (V) (B.1)

log log

Tomando a derivada de If,"(A\?) em relagao a A\*, vem

4 KV P LN 4 BV P LN
ilwnw) _ /(dk: 8<kkkk>:4/(dk KPRV KPR

dxz ey 2m)4 ONZ \ [k2 — 24 2m)4 [k2 — A2]P
b 1
= -7 [gwgpn + ghPgn + gungw} R
d . b . 1
Te ]l;égpn()g) _ _Igu{ gpn}ﬁ ’

com gvgrt = [g"”gp” + gl g + g“”g”p} sendo uma forma compacta de representacao e

a integral finita sendo dada por

/ 'k kRRET b1
(

1
— Ky pn BP VT B VP
om)t k2 — A2 4,4[9 g +tgrg T +yg9g })\

Tomando o caminho inverso, teremos:

v v —b v
%) = [ axe e g = ro e [+ o] (B2)

com ('3 sendo outra constante arbitraria de integracao. Portanto, substituindo os resulta-

dos (B14) e (B.2), na relagao de consisténcia (B.Il), produz

P g e
1o = I

log< GO + g () — 6T (V) =

log log log

?) +
= {ln)\Q—i-C'}#—g“p b4 [ln)\2+02}
g

+g"" b4 [ln M+ Cg} - 4!bg“{”gp’7}[ln 2+ Cg] :

T = gy (B.3)
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De forma semelhante, para

Tgy = gw/[quad<)‘2> - QIMV <)‘2> ’ (B4)

quad
tomemos a derivada de I,,.4(\?) em relagdo a A\:

d k0 1
—L.a( N\ = / -
D LruadX) (2m)t O <I<;2 — >\2>

'k 1 ,
- /(2@4 k2= A2 Liog(¥)

Ljed(N?) = —b/InX*+Cy| |

d
d\?
onde na ultima linha usamos a parametrizacdo do Ij,,(A\?), equacdo (3.I3). Pela integral

do resultado acima obtemos a primitiva:

Ljuaa(N?) = /d)‘lz(_b)<1n()\/2) +Cl) =

_ —b[ / dN?In(\?) — O / dXQ] ,
Luaa(N?) = =b[NIn(\?) + (C1 = DA\*+ Cy| (B.5)

com C} sendo mais uma constante arbitraria de integragdo. Seguindo os mesmos passos
para I (\?):

quad

d o ov [ d%E O [ KR\
e LanadX) = / (27) 0)\2<[l<;2—>\2]2> B

d'k kHEY
-2/ — 20 (N2
(2m)4 [k2 — \2]3 log< )
e o) = Lgrlmxey e
d)2 quad( ) - _ig [ n + 2} )
onde na tltima linha usamos a parametrizagio do Ij; (A\?), equagio (3.14). Pela integral

do resultado acima obtemos a primitiva:
—b
) = [ (e 1 o) =
b
— —ég“l’[/dXQ In(\?) —CQ/dXﬂ :

(A% = —ggW[mn(vH(CQ—1)A2+C5], (B.6)

quad

sendo C5 outra constante arbitraria de integracao. Finalmente, substituindo os resultados

(B.3) e (B.6), na relagao de consisténcia (B.4]), temos
o= g™ quad()‘Z) - 215:ad(>‘2) =

= (=0 [N I(N?) + (C1 — DX + O] —

_2%9“'/ {)\2 In(A?) + (Cy — 1A + 05} ,
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T5" = v 09", (B.7)

sendo vy 9 = b|:(02 —C)N?+(C5— C4)}, com todos os C; denotando constantes arbitrarias

de integracao.
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APENDICE C - Fatores de Simetria

C.1 Fatores de Simetria em 1 loop

No célculo do fator de simetria do grafico (a), vamos utilizar a formula de Gell-

Mann-Low. Assim temos:

I = (0T{A() /d42d4 [(A(2)Wa(2)Wa(2)) (A(Z) U 5(2 ) Up(2'))}|0) =

= 5 [t aDa — DAty — DO (Tl B DO,
(C.1)

onde ja contraimos os campos A e colocamos os indices espinoriais explicitamente.
O produto T na equacao acima produz duas contribuigoes distintas:
T = (0|T{¥a(2)Va(2))¥s(z")Ts(=)}0) =
= = (0]T(Ta(2)Ts(2))[0) O] T (Wp(2") Ta(2))]0) +

+ (0] (Wa(2) W5 (2))]0) 01T (T (=) ¥al(2))]0), (C.2)

com os sinais sendo determinados pelo niimero de trocas entre os campos fermionicos. O

primeiro termo do lado direito da equagao (C.2) é dado por:
—SFrap(z — 2')Sppa(z’ — 2) = —tr(Sr(z — 2')Sp(2' — 2)), (C.3)

sendo tr o traco e

(0T (Pa(2)¥p(2))[0) = Sras(z — 2').
O segundo termo do lado direito de (C.2) é por definigao:

ct Sryp(z — 2')Spps(2 —2)CE =tr(CTSp(z — 2)Sp(2 — 2)CT) =
= tr(CTCTSp(z — 2)Sp(2 — 2)) = —t1(Sp(z — 2')Sp (2 — 2)), (C4)

sendo (CT)? = ~1e
(01(Wa(2)P5(2)|0) = Spas (2 — 2')Cl,

(01(Wa(2)5(2))[0) = Cay Spyslz — 2).

Desta forma, com as relagoes (C.3) e (C.4]), vemos que (C.I)) fica:

() = / d42d2'2 Da(x — 2)Daly — 2)(=2) tr(Sp(z — 2)Se(2 — 2)).  (C.5)
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Assim, temos que o fator de simetria deve ser:
S(“):%x2x2:2. (C.6)
Para os graficos (b), o fator de simetria de cada contribuicao é:
Iy = (0T{A( / d'zd"2 (F(2)F(2)A(2))(F(2)F(2)A(2) }]0) =

= %/d4zd4z'4 Dy(x —2)2 Da(y — 2')Da(z — 2')Dp(z — 2),

e teremos )
SOD = — x4 x2=4. (C.7)
2

Por sua vez temos S(bQ)‘

T — (0 T{A(x) /d4zd4 O B G A B0
= %4/d4zd4z/2 DA(x_’Z)DA(y_ZI)DB(Z—z')DG(z_z’)7
e teremos

1
S0 — 5 x4x2=4 (C.8)
Somando-se as duas contribui¢oes temos

SO = gl 4 g2 — g (C.9)

Por fim, para os gréficos (c), comecamos com S(1:

v = (0T{Wa(z /d4zd4 (A(2) Ty (2) T (2))(A( )T, () W,(2)) }0) =

= %/d4zd4z'{
+2 = (0T {Wa(2) T, (2)}0) — (OIT{P,(")Cs(y)}0) (OIT{PL,(2)T,(2)}O) +
+2 = (0]T{Wa(2)W,(2)}0) (O]T{¥,()¥s(y)}O0) (O]T{P,(2)T,(=")}]0) +
+2 (0] T{Wa ()W, (2)}0) — (O]T{W,(2")Ws(y)}0) (O]T{W,(2)¥,(2')}|0) +
+2 (0] T{Wa ()W, (2)}0) (O1T{¥,(=)Ws(y)}O) (0T, (2)¥,(=)}]0) }

xDa(z —2'). (C.10)

Neste arranjo, vemos que utilizamos todas as possibilidades de contragao dos cam-
pos fermidnicos, a saber, (0|T{W,(2)¥.(2)}|0) , (0]T{W(z)¥.(2)}0) , (O]T{¥,(2')¥s(y)}|0)
e (0]7{W, (2)¥,(=)}0).

As trés primeiras possibilidades ji aparecerem no grafico (a). Para a quarta, temos

a relagao

(T {0, (2) W, () }0) = CLo{0IT{Wr(2) U5(') }0) s,
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e utilizando-a e rearranjando os fatores dos termos restantes, teremos:

FS;\li/) = §/d4zd4z’{
2 (0]T{a(2)¥,(2)}|0

—2 (0|T{W ()T

—2 (0]T{Wa(x) P,

()W

T{v, (2
0/T{w,

| o(2)}10) —
{

(o|r{w,

(

2)W,(2)}0) —
2)T,(<)}H0
v

i
(
( )+
(= />}|o>}

+2 (0|T{ VY, (x 0|T{T
| xDy(z —2") =
= Z—/d4zd4z’{
T{W,(2)W,(2)}0) (O] T{W,(2")¥s(y)}0
O|T{W,(2)W,(2)}[0) (OIT{W,(2")Ws(y)
O|T{W,(2)W,(2)}[0) (OIT{W,(2")Ws(y)
(2)¥ ) (O]T{W,(2")Ts(y) }|O

>_
1H0) =
1H0) +
)

o~ o~ o~ —

0T {W,,(2)W,(2')}|0
| XDy(z —2') =
— %/d4zd4z'{
2 Spay(T — 2)Spyp(2 — 2')Spps(2 — y) —

—2 Spay(® = 2)Srar(z — 2)CF,Ch Spnp (2 — y) —
—2 Spar(T — )CT c’, Srnp(z — )SFPB<Z'I —y)+

™~
-2 SFQnr( )CZ—‘,\/C,:I;"SF”U(Z - )C Cp<SF<5<Z — y)}
XDa(z—2")
2
= %/d‘lzd‘lz’g SFCW(.T — Z)SF,W(Z, _ ZI)SFP5<Z/ _ y)DA(Z B ZI), (Cll)
onde, uma vez que é dada a relacdo matricial CTC? = —1, usamos a relacio entre
as componentes CT ngv = —0xy. Assim, temos o fator de simetria

S — % X 8=4. (C.12)
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Para S(¢? vem:

DG = T (a0 Ba()s [ dd = (BT (0, () (BEE ()0, )}0) =

= %/d4zd4z'{
+2 = (0T {Wa(2) T, (2)}0) — (OIT{P,(")Cs(y)}0) (O]T{PL,(2)T,(2")}O) +
+2 = (0] T{Wa(2) ¥, (2)}0) (OIT{W,(2")Ps(y)}0) (OIT{W, (2)W,(2")}0) +
+2 (0| T{a(2) T, (2)}0) — (OIT{W,(=") P s(y)}0) (OT{W, (2)W,(2")}0) +
+2 (0| T{Wa(2) W4 (2)}|0) (OIT{W,(=')Ts(y)}|0) (OIT{,(2)P (2')}|O>} x
xDg(z — 2'), (C.13)

e vemos que a equacao (C.13]) é idéntica a (C.10), com a diferenca de, na ultima o
campo bosonico ser o campo A e na primeira, ser o campo B. Assim, usando o resultado

(C. 1)), temos:
1
5 = 5 x8=14, (C.14)

e finalmente

S 4502 — 44 4=38, (C.15)
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C.2 Fatores de Simetria em 2 loops

No célculo dos fatores de simetria a 2 loops temos diferenca de tratamento entre
os graficos com sub-divergéncias (os ditos aninhados) daqueles que ndo contém. Para
cada tipo adotamos um método especifico, embora ambos sejam embasados na férmula
de Gell-Mann-Low.

C.2.1 Graficos (a), (b), (c), (d) e (e)

Para os graficos com sub-divergéncias o fator de simetria total serd o produto entre
o fator de simetria da sub-divergéncia pelo fator de simetria do grafico restante, a 1 loop,

onde a sub-divergéncia esta conectada.

Assim, para os graficos (a) teremos:

4
— «Mm.h@v‘wvm X ‘@‘
A A Rk / w
{a) el
B
B B W / g
{a) (e2)

(al)

Il

(a2)

Figura 33 — Graficos (a) com suas sub-divergéncias. O fator de simetria total ¢ o produto entre o fator
de simetria da sub-divergéncia pelo fator de simetria do grafico restante a 1 loop.

Sl = 5 5 gl =9 x4 =38,
502 = @ 5D — 9 % 4 =38,

onde os fatores de simetria a um loop foram obtidos na se¢ao anterior: Sﬁ{lf)‘ ¢ o resultado
([CH), SV e S vem do resultado (C.I13)), e st — 5l wma vez que os campos B
sdo pernas externas assim como os campos A, contraindo apenas consigo mesmos, nao

alterando assim o resultado direto do fator de simetria. Dessa forma,

S@ = g 4 g2 — 16, (C.16)

Para os graficos (b) os fatores de simetria sao dados na Figura 34 e assim

S — g1 4 q2) | g3) | q(bd) — g(b12)  g(34) _ g4 (C.17)
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= SO = §(c1) » 5D — 4 x 4 = 16,

U o
(b1)
A
= S02 _ glel) o g(e2) _ 4 » 4 = 16,
I T
(b2)
B
= S0 = §(c2) ¢ §leh) — 4 x 4 = 16,
T v
(63)
B
= ‘.g(b(” = S(Cz) X S((‘Q) =4 x4 =16,
v v
(b4)

Figura 34 — Gréficos (b) com suas sub-divergéncias. O fator de simetria total é o produto entre o fator
de simetria da sub-divergéncia pelo fator de simetria do grafico restante a 1 loop.

= 5@ =gV« S8 =4 x 3=8,

(1)

= 52 = 5D, g0 — 4 x2=3,

Figura 35 — Gréficos (c) com suas sub-divergéncias. O fator de simetria total é o produto entre o fator
de simetria da sub-divergéncia pelo fator de simetria do grafico restante a 1 loop.

No caso dos graficos (c), temos a Figura[35, onde utilizamos a notacao SSI) e Sfo),
correspondentes aos resultados a um loop, equacao (C.I8H), para diferencid-los daqueles a

dois loops. Assim teremos
S = gl 4 52 = 16. (C.18)

Para os graficos (d), precisaremos de fatores de simetria ainda nao calculados,
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como descrito na tabela

Tabela 16 — Fatores de simetria das autoenergias relacionadas aos graficos (d) em dois loops.

Fator de Simetria Gréfico
A
f"ii::?“;

Srr.A M

B

Srr.B v

A

Saa =

Assim utilizando a formula de Gell-Mann-Low teremos:
Lrra = (OT{F(z /d4 d*Z' (F(2)F (2)A(2))(F (2 )F(2)A(Z)}|0) =
= % /d4zd4z'2 Dr(x — 2)Dp(y — 2')2 Da(z — 2" )Da(z — 2),

e teremos )
SFF,A:§ X 2x2=2. (Clg)

Por questao de simetria vemos que Sprpp = Spra = 2. E por sua vez

Fae = (0|T{G(x) /d4 dts '(2G(2)A(2)B(2))(2G(2')A(z)B(#')}|0) =
= %4/d4zd4z/2 De(x — 2)Da(y — 2)Da(z — 2)Dp(z — 2),

e teremos )
SGGz§><4><2:4. (C.20)

Ainda necessitaremos de fatores de simetria de algumas autoenergias ja calculadas

e de suas andlogas, como descrito na tabela 17

Finalmente, com estes resultados o fator de simetria dos graficos (d), Figura [B6]
sao
S@ = gl 1 gld2) | g(ds) — 39 (C.21)

No caso dos gréficos (e), Figura 37, o fator de simetria resulta em

5@ = g 4 g2 — 16, (C.22)



130 APENDICE C. Fatores de Simetria

Tabela 17 — Fatores de simetria das autoenergias relacionadas aos graficos (d) e (e) em dois loops.

Fator de Simetria Gréfico Resultado Analogo a

Saar W Equagao (C.1)
Saac W Equagao (C8)

A =8 = Sppax Saar=2%x4=8,

B = S(JQ) = Spplg X SAA,F =2x4=8§,

7 = 8@ _ oo x Sane=4x4=16,

Figura 36 — Gréficos (d) com suas sub-divergéncias. O fator de simetria total é o produto entre o fator
de simetria da sub-divergéncia pelo fator de simetria do grafico restante a 1 loop.

C.2.2 Gréficos (g) e (i)

Como descrito na se¢ao 3] os graficos (g) e (i), nao contribuem para as respectivas
fungoes de dois pontos, uma vez que suas sub-divergéncias nao contém termos finitos. Aqui

mostraremos isto.

Para o grafico (g), as contribuigoes estao dadas na Figura [38
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A A
\M‘\OL%MV\{\F = S(Cl) = Sgu,)l X kS'AAJ-' =2x%x4= 8*
4 1 y ¥

»
(el)

= 5(62) = Sglé X SAA.G =2x4= 8‘

Figura 37 — Gréficos (e) com suas sub-divergéncias. O fator de simetria total é o produto entre o fator

de simetria da sub-divergéncia pelo fator de simetria do grafico restante a 1 loop.

(93)

(g4)

Figura 38 — Diagramas que contribuem para a amplitude (g) em 2 loops. O momento externo é p e os

momentos internos sdo k e (.

A estas contribuicdes, corresponde a seguinte amplitude:

Iy, = s6x /k;—; [FAA,F fm] ;—;(29)%(19) +
+ 5 x A ;—22 _FAA,G o] %(29)%(29) +
+ 563 x A ;—22 _FBB,F i ;—;(—ig)i[[:__ ;:]]22 (—ig) +
R = e e e )

onde as sub-divergéncias, calculadas a um loop na segao [1.2] resultado (£.1), sdo

Caar = Saar X —¢*Lyuaa(N?) =Taac =Tnpr = Uepe,

de forma que

=0.
fin

=I'ppc
fin

=I'ppr
fin

=Taac
fin

Faar

(C.23)
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Com este resultado, vemos que independentemente do resultado dos fatores de

simetria

'y =o. (C.24)

O mesmo ocorre para os graficos (i), cujas contribuigoes sao dadas na Figura 9.

Cei
(=1l
(=]

Figura 39 — Diagramas que contribuem para a amplitude (i) em 2 loops. O momento externo é p e os
momentos internos sdo k e [.

A estas contribuicdes, corresponde a seguinte amplitude:

FSI’,)@ = S@ X/;_ﬁé(_ig)%ipPerAF ﬁJﬁ(—mH
5(2) /k2 — W[FAA,G i : 5(—ig) +
+ 56 / 12 (975) [k_ l BBGJ%J 5(975) +
+ 5@ / 2 975)ﬁ[FBBFfm] = p] 5(97s5), (C.25)

e como no caso do gréfico (g), vemos que as partes finitas das sub-divergéncias sdo nulas.

Assim

Y. =o. (C.26)

C.2.3  Graficos (f), (h) e (j)

No caso destes graficos, como dito anteriormente, o tratamento para o calculo dos
fatores de simetria serd diferente. Aqui vamos abordar o grafico (f) (Figura[40), de forma

que procedimento similar pode ser feito para os demais.

(f)

v utilizamos a Fémula de Gell-

Assim, para calcular a funcao de dois pontos I'

Mann-Low
(OIT{W (1) W(wa) exp |i [ d*2Lini(2)] }10)
(O[T exp |i [ d*=Lini(2)]]0)

)

(T (T (1) ¥ (x2)) 1) =
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Figura 40 — Diagramas relacionados 4 amplitude (f). A esquerda estd como foi apresentado na Figura
20 e a direita estd apresentada forma equivalente de representd-lo.

sendo €2 o vacuo na representacao de interagdo, assim como no lado direito da equagao,

todos os campos e L;,; sdo na representacao de interacao.

Os graficos que contribuem para a amplitude (f) estdo dados na Figura 1] e
para se encontrar o fator de simetria destes diagramas necessitamos expandir o termo

exp [l S/ d4z£mt(z)} até a 4% ordem nos campos bosonicos.

B
B

ISy
ij
y
=]
=S 2

(/1) (£2)
A gpﬁ%
B A

(£3) (F4)

Figura 41 — Diagramas que contribuem para a amplitude (f) em 2 loops. O momento externo é p e os
momentos internos séo k e [.

Vamos primeiro supor que os campos ainda nao estao contraidos, como ilustrado

na Figura

Figura 42 — Diagrama (f) antes da contragdo dos campos bosonicos. Aqui os bésons podem ser tanto

A quanto B.



134 APENDICE C. Fatores de Simetria

A parte da L;,; com férmions é
Lint = \if(A +iv;B)V = VAU + BV, onde B = iv;B,
e por sua vez a expansao da exponencial fica

exp {/dﬂtzﬁmt(z)} = 1+ /d4:p£mt(x) + % /d4;p/d4y£mt(a€)£mt(y) +
- %/d‘lx/d‘ly/d4z/3mt(:c)£mt(y)£mt(z) -

1
+ I/d4$/d4y/d4z/d4w‘cint(x)/:int(y)ﬁmt(z)ﬁmt(w) S

O termo de ordem 4 na expansao acima é o que vai contribuir para os diagramas

citados, ou seja,
1 4 4 4 4
= / Az / d'y / d'z / A9 Lot () Lomt () Lot (2) Limi (w0). (C.27)

Agora temos que ver quais sao as combinagoes que conduzem a campos adjacentes,
por exemplo, A adjacente a A, B adjacente a B, ou a campos intercalados, A intercalando
com B. No caso de termos apenas campos A ou apenas B, também temos de fazer esta
distingao, pois é assim que eles vao contrair: A nao contrai com seu vizinho, mas com o

next to his neighbour.

Comecemos com o caso em que temos campos distintos A e B, onde utilizaremos
a notagdo compacta V(z)A(x)¥(z) = VAV[z]:

Assim, vemos que nos casos em que temos A e B, vemos que hd 4 maneiras de
organizar A adjacente a A ou B adjacente a B (linhas 4, 5, 7 ¢ 8 do lado direito de (C.28)),

e 2 maneiras de organizar A intercalando com B (linhas 3 ¢ 6).

Nos casos de A intercalando com B, temos de considerar ainda que podemos trocar

T 4 z ey <> w, e os pares (z,z) e (y,w) simultaneamente. Portanto esta combinagao
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ocorre com a probabilidade

1 2
4! ~~ ~— 3
~~ duas trocas de
fator maneiras posicao

comum

No caso de A adjacente a A ou B adjacente a B, também podemos trocar « <+ z

ey w,e (z,2) e (y,w) simultaneamente, o que produz a ocorréncia

1 4

— x 4 x 28 =-. (C.30)
~~ quatro trocas de
fator maneiras posicao

comum

No caso em que se tem quatro campos A ou quatro campos B, duas primeiras

linhas do lado direito de (C.28)), qualquer troca entre z, y, z e w é permitida, o que

resulta em .
X 4! =1, para os campos A (C.31)
~~ trocas _de
fator posicao
comum
¢ 1
1 x 41 =1, para os campos B, (C.32)
~~ trocas_de
fator ~ POsicdo

comum

ou seja, quando a ordem dos campos é irrelevante, temos a probabilidade 1 de ocorréncia

para os quatro campos A, e 0 mesmo para os quatro campos B.

Portanto, o fator de simetria para os campos intercalados e distintos é 2/3 e con-

templa os diagramas da Figura [43.

A A B B

Figura 43 — Diagramas (f) que representam os campos bosonicos A e B intercalados, antes da contracio
com o proximo a seu vizinho.

Pode-se agora contrair AA e BB, Figura @] e o fator de simetria ndo se atera.

Finalmente, no caso em que todos os campos sao iguais, ja vimos que se a ordem

¢ irrelevante, se tem para a combinagao com probabilidade de ocorréncia

@) @) @) . j_i:l, (C.33)
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> —c 5 > — 83 4 gy _
'] v m ¥
B B A A

(£3) (£4)

Wl b

Figura 44 — Diagramas (f) que representam os campos bosonicos A e B intercalados, depois da contra-
¢do com o proximo a seu vizinho. O fator de simetria total é a soma dos fatores de simetria
individuais.

Tabela 18 — Combinacdes de contracdes dos campos A, fazendo a troca alternada entre os mesmos,
num total de 8 possiveis modos. O mesmo é valido para os campos B.

onde usamos a notagao compacta @ = WAV[z]. Se apenas contarmos os casos em que

as posigoes trocam alternadamente, temos

o que ao todo resulta em ( Figura [43])

1 1

— x 2=,

41 3

?MM,%; MB
> PO > i > < — S 4 g(f2) _

oy
y
%::
A
L
A
=]
(SR
o]
A
i:
o
(=]
W =
+
Wl =
I
Wl o

(1) (£2)

Figura 45 — Diagramas (f) que representam os campos bosonicos A e B individualmente, depois da
contracdo com o préximo a seu vizinho. O fator de simetria total é a soma dos fatores de
simetria individuais.

No caso de serem combinacoes adjacentes teriamos

1 2
—x2=Z
4! 3
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ou seja, metade do valor obtido quando temos campos A e B presentes.

Com os valores dos fatores de simetria encontrados, partamos para a amplitude

correspondente aos graficos da Figura AT}

_ U —i U=kt A =i
M = S0 [ [ g e i +
2) i —(,l k+ 75) 4 i

+ 8V % /k/l;—f(g%)[k :il] (g%)_wa _]fj]ﬁ)( ig) l! 7 :ip]g(—z'g) +

+S(f4>><//;—f(—ig) :Z (—ig) [l@ At ﬁ)(g%)l —'(g7s) =

[? k + p)? 12 [k —p)?

= 5% xy //k2l2 sz)l—mp]ﬁ

2) 567575(/ k+ P)vslvs
+ 5% xg //k:2l2 Pk —pPll =k +

// k%%(fl K+ P
K212k

—pl?[l — k+p]?
// %(/l %+I5)75/l%
k212 [k —plP[l — k+p)?
_ f1 2) 3) 4 k(/l k+]5)/
R e R
rg&j . (C.34)

uma vez que SU = (2 ¢ §(F3) = SV como visto nas Figuras @4 e @5
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