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Resumo

O Método dos Elementos de Contorno (MEC), associado com a abordagem continua
para descontinuidades fortes, tem se mostrado uma alternativa bem sucedida na anélise
de falhas materiais em meios sélidos, com representacao nao-geométrica, em problemas
de estado plano. A metodologia tem sua aplicacao estendida para a andlise de sélidos
tridimensionais nesse trabalho. Células hexaédricas que tem a formulacao com descon-
tinuidade incorporada sao usadas para discretizacao da regiao do dominio onde efeitos
de dissipagao de energia ocorrem. As células podem ser posicionadas ao longo de toda a
trajetéria de falha desde o inicio da andlise, ou podem ser introduzidas no sistema progres-
sivamente durante a andlise, de modo a acompanhar o desenvolvimento da trajetoria de
uma trinca. O uso das células com descontinuidade incorporada possibilita a compatibi-
lizagao de modelos constitutivos continuos, equipados com uma lei de amolecimento, com
a cinematica contendo descontinuidade nos campos de deformagao ou deslocamento. Par-
tindo do regime elastico, a evolugao da falha material é contemplada através da transicao
para regime inelastico com modelo de dano continuo, com possivel bifurcacao e transicao
entre descontinuidades fracas e fortes. Essa evolugao, nao necessariamente passando por
todos os regimes, é tipicamente o comportamento observado em materiais parcialmente
frageis. A condicao de bifurcagao, definida pela singularidade do tensor de localizacao,
¢ avaliada numericamente. As implementacoes computacionais do trabalho foram desen-
volvidas utilizando a plataforma colaborativa INSANE. A andlise numérica de modelos
tridimensionais, muitos deles apresentados em diferentes referéncias, possibilitou a ava-
liacao do uso da metodologia no que tange ao potencial, limitacoes e desafios para seu

emprego em problemas praticos de andlise de falha de solidos parcialmente frageis.

Palavras-Chave: método dos elementos de contorno; modelo de dano isotrépico; células
com descontinuidade incorporada; analise nao-linear de sélidos tridimensionais; formula-

¢ao com descontinuidade fraca e forte.



Abstract

The Boundary Element Method (BEM), associated with the Continuous Strong Discon-
tinuity Approach (CSDA), has been shown to be a successful alternative in the analysis
of material failures of solids in plane state problems, with non-geometric representation.
In this work, the use of the methodology is extended to the analysis of three-dimensional
solids. Hexahedral cells with embedded strong discontinuity are used to discretize the
region of the domain where energy dissipation effects occur. Cells can be placed along
the entire failure trajectory from the beginning of the analysis, or they can be introduced
into the system progressively during the analysis, in order to describe the development
of a crack trajectory. The use of cells with embedded discontinuity enables the compati-
bility of continuous constitutive models, equipped with a softening law, with kinematics
with discontinuity in the strain field or in the displacement field. Starting from the elas-
tic regime, the evolution of material failure is contemplated through the transition to the
inelastic regime with a continuous damage model, with possible bifurcation and transition
between weak and strong discontinuities. This evolution, not necessarily passing through
all regimes, is typically the behavior observed in quasi-brittle materials. The bifurcation
condition, defined by the singularity of the localization tensor, is evaluated numerically.
The computational implementations were developed using the collaborative platform IN-
SANE. The numerical analysis of three-dimensional models allowed the evaluation of the
use of the methodology regarding the potential, limitations, and challenges in practical

problems of failure analysis of quasi-brittle solids.

Keywords: boundary element method; isotropic damage model; cells with embedded dis-

continuity; non-linear analysis of tridimensional solids; weak and strong discontinuities.
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E? Tensor constitutivo tangente dentro da banda de localizacao 2.

17kl S >

t,Q\Q oL . -
Ei j kl\ ®  Tensor constitutivo tangente fora da banda de localizacdo €.
fi Vetor referente a equacgao de equilibrio na interface descontinua.
ft Resisténcia a tragao.

F (Jij, q) Func¢ao de dano no espaco das tensoes.

F (Eij, 7’) Funcao de dano no espago das deformacoes.

ffkl Termo livre das equagoes integrais de deformacgoes em pontos internos com

campos de deformacao inicial.

G (A[[ui]], Aoz) Funcao de dano discreta.



H*

Hcm't

Energia de fratura.

Energia liberada em S, por unidade de area, durante o regime de descontinui-

dade forte.

Espessura de banda de localizagao.

Espessura de banda de localizacao no instante de bifurcacao.

Modulo de endurecimento-amolecimento para modelos constitutivos continuos.
Moédulo de amolecimento discreto ou intrinseco.

Médulo de amolecimento critico para modelos constitutivos continuos (condi-

¢ao de bifurcacao).

Fungao de Heaviside com salto sobre S.

Funcao de rampa linear em €2;.

Jacobiano da transformacao de coordenadas nos elementos de contorno.

Fator escalar (=~ 0) de regulariza¢do numérica da fungdo ds no regime de

descontinuidade forte.
Comprimento caracteristico para lei de evolucao da variavel de dano.
Vetor unitario referente a direcao do salto no campo de velocidades.

Fungoes de interpolacdo da geometria nas células internas (o é um indice

relativo aos vértices da célula).

Funcao com valores nao nulos apenas se X € {2,.
Nimero de dimensoes do problema.

Vetor unitario normal a uma determinada superficie.

Direcao normal a banda de localizacao correspondente a condigao de bifurcacao

( Hcrit) .



dB

qsD

as

Qz’j
{Q}

rp

rsD

rs

Fungoes de interpolacao da geometria e das variaveis nos elementos de contorno

(v é um indice relativo aos pontos de interpolagao).
Poténcia consumida no desenvolvimento do campo de deslocamentos.
Variavel interna do tipo tensao para modelos constitutivos continuos.

Variavel interna do tipo tensao para modelos constitutivos continuos no ins-

tante de bifurcagao.

Variavel interna do tipo tensao para modelos constitutivos continuos no ins-

tante do inicio do regime de descontinuidade forte.

Variavel interna do tipo tensao para modelos constitutivos continuos em pontos

sobre S.

Tensor de localizacao.

Vetor de equilibrio: diferenca entre as deformagoes regulares e as residuais
(iniciais).

Variavel interna do tipo deformagao para modelos constitutivos continuos.

Valor da variavel interna do tipo deformacao correspondente ao limite de pro-

porcionalidade eléstica.

Variavel interna do tipo deformacao para modelos constitutivos continuos no

instante de bifurcacao.

Variavel interna do tipo deformacgao para modelos constitutivos continuos no

instante do inicio do regime de descontinuidade forte.

Variavel interna do tipo deformagao para modelos constitutivos continuos em

pontos sobre S.
Superficie (ou linha, para problemas bidimensionais) de descontinuidade.
Tempo.

Instante de tempo referente a bifurcacgao.



t;'kj (57 X)

Instante de tempo referente ao inicio do regime de descontinuidade forte.
Vetor forca de superficie (t; = o;;n;).

Vetor forga de superficie efetiva (¢; = a;;n;).

Forcas de superficie prescritas (condigoes de contorno naturais).

Solugao fundamental de Kelvin: forga de superficie na dire¢ao j, no ponto X,

em funcao de uma carga unitaria em &, aplicada na diregao i.

;‘kj k(£ , X) Parte simétrica do gradiente de ¢};(£, X), em relagao ao ponto fonte §.

Uy

[ui]

Campo de deslocamentos.
Parte regular de um campo de deslocamentos.

Parte regular de um campo de deslocamentos apds reformulacao da cinematica

com descontinuidades.
Deslocamentos prescritos (condigbes de contorno essenciais).

Componentes do salto no campo de deslocamentos.

u;-kj (€ , X) Solugao fundamental de Kelvin: deslocamento na direcao j, no ponto X, em

funcao de uma carga unitaria em &, aplicada na direcao 1.

ufj k(€ , X) Parte simétrica do gradiente de uj;(§, X), em relagao ao ponto fonte &.

Ws

Energia total consumida desde o inicio do regime de descontinuidade forte até

o alivio total das tensoes.
Coordenadas de pontos materiais. Pontos campo, nas equacoes integrais.

Escalar correspondente & magnitude do salto no campo de velocidades (capi-

tulo 5). Evolugao da variavel interna do modelo constitutivo discreto (apendice

A).

Variaveis internas genéricas para modelos constitutivos continuos.



15 Parametro escalar que define a taxa de crescimento do tamanho das células no

algoritmo de geracao automatica.

@I

Parametro entre 0 e 1 que define a lei linear de evolugao da espessura da banda

de localizacao.
51’3‘ Delta de Kronecker (1 para i = j; 0 para i # j).
0s Delta de Dirac sobre S.

5(X — E) Delta de Dirac sobre o ponto &.

A[[ul]] Evolucao das componentes do salto no campo de deslocamentos durante o

regime de descontinuidade forte.

A« Variavel interna do modelo constitutivo discreto.
€k Componentes de deformacoes lineares principais.
€ij Tensor de deformacoes lineares.
€ij Parte regular (finita) do campo de deformagoes.
éij Parte regular do campo de deformacgoes apds reformulacao da cineméatica com
descontinuidades.
+ Ndim A A
€ ol (€x) €k @ &y
Efjf Tensor de deformagoes de efetivas (Eioj’l;llakl).
E?j Deformacoes iniciais.
E;’} Campo de deformacgoes associado aos efeitos dissipativos em S e restrito ao
subdominio 2.
6% Tensor de deformacoes em pontos sobre S.
ON\S -
€; j\ Tensor de deformacoes em pontos fora de S.
O\Q ~ N
€; j\ ’ Tensor de deformagdes em pontos externos a banda (2.

n coordenada paramétrica para elementos de contorno.
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s (X)

My, (X)

E, para estado plano de tensoes; E/(1—v?), para estado plano de deformagoes.
Contorno de um corpo sélido.

Multiplicador de dano continuo (A = 7).

Multiplicador de dano discreto (\* = ).

l,se Xe€S;0,se X¢S.

1, se X € Qy; 0, se X & .

Coeficiente de Poisson.

Variavel de dano discreta.

Dominio de um corpo sélido.

Subdominio de €2, referente a parte oposta a normal sobre S.
Subdominio de €2, referente a parte apontada pela normal sobre S.
Dominio de uma banda de localizacao de deformacoes.

Dominio de influéncia da descontinuidade S para regularizacao cinematica.

Funcao de regularizagao da cinematica com descontinuidades. Distribui os

efeitos da descontinuidade no subdominio €2,,.

Energia livre de Helmoltz para modelos constitutivos continuos.
Energia livre para modelos constitutivos discretos.

Tensor de tensoes de Cauchy.

Funcao constitutiva convencional ou regularizada: tensoes obtidas de um es-

tado de deformacgoes.
Tensor de tensoes de efetivas (£ ex).

Tensoes em X € ™.

Eiini€ed; (capitulo 2). Tensoes em X € QF (capitulo 6).



o +
Ez‘ijle'
Tensoes iniciais.

Tensor de tensoes de Cauchy em pontos sobre S.

Tensor de tensoes de Cauchy em pontos fora de S.

0;‘ j k(Ev X) Solucao fundamental de Kelvin: componentes jk de tensao, no ponto X, em

funcao de uma carga unitaria em &, aplicada na direcao 1.

Ufjkl(ﬁ, X) Parte simétrica do gradiente de o7, (&, X), em relacao ao ponto fonte &.

TA[u]

§
a\b

ijk
Deformacao equivalente.
Tensao equivalente.
Norma das forcas de superficie efetivas com base no tensor de localizacao

elastico (77 = \/6Q5; ).

Norma da evolucao das componentes de salto nos deslocamentos durante o

regime de descontinuidade forte com base no tensor de localizacao eldstico
(Tapu = /Alu] Q5 A[u]).
Pontos fonte nas equagoes integrais.

Exclusao: a — (aNb).

801('), 8p() Derivadas direcionais em relagao aos vetores unitarios q e p.

det(+)

Determinante de (-).
Operador de Mac Auley (=[] - |+ (-)]/2).
Operador do produto tensorial (a; ® b; = a;b;).

Integrais com nticleos fortemente singulares.
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Capitulo 1

Introducao

Para uma representacao realistica do comportamento em processo de falha de um sélido
formado por material parcialmente fragil, deve-se dispor de modelos constitutivos ade-
quados, capazes de captar a reducao da capacidade de carga do sélido ocorrida por sua
deterioracao. A falha é entendida como uma sequéncia de eventos, que se inicia em nivel
de micromecanica material, que evolui em uma deterioracao progressiva de um meio ide-
alizadamente continuo a um meio com descontinuidades. Dito de outro modo, o processo
de falha se inicia de maneira difusa, com dissipacao de energia e perda de rigidez; essa
degradagao material tende a se concentrar em regioes reduzidas do sélido, dando origem
a localizacao de deformacoes, delimitada por superficies com descontinuidade no campo
de deformacoes; segue entao um estreitamento da zona de localizagao até colapsar em
descontinuidades no campo de deslocamentos, caracterizados pelo surgimento de trincas

macroscdpicas.

1.1 Analise de Falha Material

Mecanismos que causam falhas materiais tém diferentes origens, muitas vezes associadas a
natureza do préprio material ou as suas condicoes de utilizagao. Microdefeitos e concentra-
¢ao de tensoes, por exemplo, tendem a gerar quebras de ligagoes atomicas ou moleculares,
que dao origem a danos elementares manifestados como nucleagao de uma microfissura —
mecanismo inicial de uma ruptura. As rupturas podem ser classificadas principalmente

em rupturas frageis, rupturas dicteis, ou uma mistura entre esses mecanismos.

23
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A ruptura fragil ocorre usualmente por clivagem, caracterizando-se pelo desenvolvimento
de deformagoes plésticas despreziveis (Broek, 2002). Assim, sob condi¢oes normais de
solicitacao ao fraturamento, a dissipacao energética envolvida com deformagoes ou plasti-
ficagdo do material (na regiao de fraturamento) é nula ou desprezivel, e o crescimento da
fissura usualmente é instavel. A ruptura ductil ocorre pela reuniao de vazios ou das micro-
fissuras, em um processo denominado coalescéncia. Observa-se nesse processo de ruptura
e avanco da fissura, uma zona de processos ineldsticos cuja extensao nao é desprezivel, e
envolve quantidades substanciais de deformacgoes irrecuperaveis, com consequente dissi-

pagao de energia. O crescimento da fissura é usualmente estavel.

Na ruptura em materiais parcialmente frageis, como materiais cimenticios, e.g., ceramicas
e rochas, observa-se a formacao de uma zona de processo de fratura (ZPF) extensa a
frente da fissura, e dissipacao de energia nos estagios de carregamento que antecedem a
carga maxima, e também dissipagao de energia apds essa carga maxima, com ocorréncia
de amolecimento. O material nessa zona tem amolecimento devido a microfissuragao. A
figura ilustra o processo em amostra de concreto, onde pode-se ver a representacao da
distribuicao de tensoes em relacao as cargas aplicadas e deformagoes uniaxiais, bem como

sua relagao com a regiao de desenvolvimento da fratura.
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deformacao
zona de processo
: de fratura
(a) Relagao carga-deformagao (b) trinca e zona de processo de fratura

Figura 1.1: Comportamento tipico sob carga: trecho AB- regido de nao linearidade anterior a
carga de pico; BC- inicio da regido em amolecimento (AC-microfissuragao); CD- trecho comple-

mentar da regido em amolecimento, resultado de intertravamento de agregados (BCD- zona de

processo de fratura). Adaptada de Karihaloo| (1995)

De acordo com (2002), no estudo dos processos de falha, os conceitos da mecanica
da fratura elastica linear (MFEL) se aplicam bem a problemas em que a zona de processos
ineldsticos (a frente da ponta da fissura) seja desprezivel em relagao a outras dimensoes
significativas da estrutura ou a extensao da prépria fissura. Assim, em muitos casos,
mesmo materiais com comportamento parcialmente fragil (como o concreto) podem ter
seu processo de falha bem descrito por essa teoria, fendmeno bem conhecido da literatura

como “efeito de tamanho”.

No caso de fraturamento elastoplastico, no qual a zona de plastificacao é acentuada, dife-

rentes modelos podem ser utilizados, como os pioneiros de [Irwin| (1960)), [Dugdale| (1960)

e Barenblatt| (1962), além dos critérios do CTOD — abertura da ponta da trinca (Wells,
1961}, 1963) e das integrais J (Rice, |1968; Hutchinson, |1968; Rice e Rosengren, [1968]).

J& no caso de materiais de comportamento parcialmente fragil, a zona de acumulacao de
danos (regiao microfissurada) onde ocorre a localizagao das deformagoes, é usualmente

contemplada através de duas abordagens principais: um modelo que considera que as
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localizacoes ocorrem em uma faixa, ou banda com determinada espessura; e um modelo
que considera a localizacao de deformacgoes condensada em uma superficie de fissuracao,

ou fissura ficticia.

O modelo de fissura ficticia, ou modelo de fissura coesiva, proposto por Hillerborg et al.
(1976), adota interface simples, dita coesiva, que tem a propriedade de transmitir tensoes
entre as faces da fissura, tornando-se um modelo adequado para representacao da ZPF.
Nesse modelo sao simplificadas as irregularidades e tortuosidades naturais do caminho
da fissura, bem como variagoes geométricas da zona de processo de fratura. Na regiao
nao fissurada considera-se em geral regime eldstico linear, sem dissipacao de energia. Ja
o outro modelo, de fissuras em banda, ou modelo de fissuras distribuidas, desenvolvido
em Bazant e Oh| (1983), assume que as microfissuras na zona de processo de fratura
se distribuem em uma banda de espessura constante (h.) e comprimento prescrito. A
deformacao ineldstica na ZPF é representada por uma relacao de amolecimento em que se
verifica decréscimo de tensoes com o incremento das deformagoes inelasticas, e a energia
consumida no avanco da fissura por unidade de drea fissurada (Gy) é obtida da drea sob

a curva completa da relagao tensao-deformagao — trecho eldstico e ineldstico.

1.2 Modelos Numéricos

Para trabalhar com esses modelos de fratura em estruturas de geometrias complexas,
¢ indispensavel o uso de métodos numéricos. Os principais modelos numéricos usados
em andlises da Mecanica da Fratura sdo classificados por [Ingraffea e Wawrzynek| (2004)),
em relagao a representacao da fratura feita por cada um deles. Uma forma simplificada,
considerando apenas técnicas baseadas no método dos elementos finitos (MEF) e acrescen-
tando técnicas baseadas no método dos elementos de contorno (MEC), resulta no esquema

mostrado na figura [1.2]
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{ PROPAGACAO NO A NO COM }

: METODOS B DUPLICAGAO NODAL
METODOS DE PRESCRITOS oo
FORMA “~<{ ELEMENTOS DE INTERFACE;
RESTRITIVA R TECNICA DE
MEC : MULTIREGIOES FRAGMENTACAO DE MALHA
RERRESENAG A METODOS METODOS DE REDEFINICAO
GEOMETRICA ADAPTAVEIS % """ + DE MALHA ‘

METODOS DE
FORMA
ARBITRARIA

MEC : METODOS DE DESCONTINUIDADE DE
DESLOCAMENTO

MEC: METODO DUAL }

METODOS DE FISSURA B
DISTRIBUIDAS ™™™ . DISTRIBUICAG BM BANDA
METODOS &
CONSTITUTIVOS . - TEORIA MICROPOLAR
REIOSCONIINUOS } _______ * MODELOS NAO-LOCAIS
ENRIQUEGIDOS * ADICAO DE GRADIENTES
- EXTINGAO DE ELEMENTOS
REPRESENTACAO - DESCONTINUIDADE FORTE
A : ENRIQUECIMENTO DE EMBUTIDA
NAO-GEOMETRICA\ ~~ ,ENRIQUECIMENTODE | ____ N
ELEMENTOS } - LOCALIZAGCAO EM BANDA
EMBUTIDA
| ENRIQUECIMENTO |______ - MEF ESTENDIDO (X-FEM)
CINEMATICOS DE NOS - MEF GENERALIZADO (G-FEM)
- DESCONTINUIDADE FORTE
MEC : ENRIQUECIMENTO| _____ DIRETA INCORPORADA
DE CELULAS * BANDA V[}RIAVEL COM
TRANSICAO DE REGIMES

Figura 1.2: Classificacao dos métodos numéricos baseados no MEF e no MEC para representacao

da propagacao de fissuras.

Observam-se dois grandes grupos de representacao, um em que a fissura é uma entidade
geométrica e o modelo geométrico e sua discretizagao sao atualizados com o desenvolvi-
mento da fissura, e outro em que a fissura nao é uma parte da geometria e nem do modelo

discretizado, nao revelando explicitamente a descontinuidade fisica no sélido.

1.2.1 Métodos de Representacao Geométrica

Sao duas as categorias nas quais foram divididas esse método: as que tratam a fissuracao

de forma geométrica restritiva e as que tratam a fissuracao de forma geométrica arbitraria.

i. Métodos de forma restritiva:
Nessa categoria os Métodos Prescritos sao os principais, sendo provavelmente os pri-
meiros utilizados em estudos de problemas de fissuragao pelo MEF. Nesses métodos, a

geometria da fissura depende da distribuicao da malha de elementos finitos, tornando
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necessario o conhecimento do caminho da fissura. A medida que a fissura se propaga
entre os elementos, os nés sao duplicados, e a malha alterada, como pode ser visto
em aplicacao no trabalho de Ngo e Scordelis (1967). Alternativamente a propagagao
n6 a né do MEF, deriva-se uma versao em que sao inseridos elementos de interface
entre os elementos padrao da malha, ao longo de potenciais caminhos de fissuracao,
como utilizado por (Gens et al.| (1989). Carol et al.| (2001)) utilizam esses elementos de
espessura nula, em toda a malha, nao havendo necessidade de conhecimento prévio
do caminho de fissuracao. A técnica, quando aplicada ao concreto, possibilita sua
representagao como material heterogéneo de trés fases (matriz, agregado e interface).
Rodrigues et al.| (2016) e Manzoli et al.| (2016) apresentam uma variagao dessa ideia,
utilizando elementos de interface com alta razao de aspecto inseridos em toda a ma-
lha. Esses elementos inseridos, apresentados por Manzoli et al. (2012)), apresentam
comportamento mais fragil que os elementos regulares da malha, e uma cinematica
de descontinuidades fortes é capaz de representar as grandes deformacoes que repre-
sentam a descontinuidade decorrente da fissura. [Rodrigues et al.| (2020)) usaram com
sucesso esta técnica de fragmentagao de malha, em regiao de provavel ocorréncia de
fraturamento, para analise multi-escala de problemas tridimensionais de propagacao

de fratura.

Relativamente ao MEC, as primeiras tentativas de analise de pegas fissuradas mostra-
ram certa deficiéncia na formulacao padrao para tratar esse tipo de problema, em que
duas superficies fisicas idealmente ocupam um mesmo plano matematico, levando a
uma singularidade no sistema de equagoes (Cruse, 1972). A simples discretizacao da
fissura em dois planos unidos por entalhe eliptico levou a resultados pouco satisfato-
rios, o que explicitou a necessidade de formulagdes modificadas para tratar problemas
de mecanica da fratura, que comecaram a ser estudadas a partir dai. Uma metodo-
logia do MEC que pode se enquadrar como método de forma restritiva é a técnica de
multiregioes, de Blandford et al| (1981]). Nela o dominio é dividido em duas ou mais
regioes, cada uma contendo uma superficie da fissura, sendo ligadas pelas condicoes

de equilibrio de forcas de superficie e compatibilidade de deslocamentos. Algumas
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limitagoes que se apresentam sao a necessidade de conhecimento prévio do caminho
da fissura, como cita Andrade (2006), a producao de grandes sistemas de equagdes e

a necessidade de se refazer a malha a cada incremento da fissura.

Métodos de forma arbitréria:

Nessa categoria, ou nao ha restricao a fissura imposta pela discretizacao, ou a dis-
cretizagao precisa ser modificada (ou criada) para se adaptar a geometria da fissura.
No MEF, os Métodos Adaptativos sao os principais, onde a discretizacao se altera
dinamicamente em funcao da geometria da fissura, como por exemplo em Xie et al.
(1995)). Algoritmos de redefinicao de malha avangados, permitem a geracao automé-
tica das malhas, com armazenamento de informagcoes em banco de dados, que conterao

a descricao do modelo sélido e da fissura.

No MEC, pode-se enquadrar nessa categoria uma formulacao modificada denominada
método da descontinuidade de deslocamento proposta por|Crouch/(1976)), usada prin-
cipalmente para determinagao do fator de intensidade de tensoes em problemas de
fratura elastica linear. Nessa formulagao indireta a fissura é tratada como uma su-
perficie Uinica através da qual os deslocamentos sao descontinuos, sendo necessario
apenas a discretizacao de uma das faces. A superficie da fissura é discretizada, po-
dendo ser observada geometricamente, e |Li et al.| (2019) usou o método para avaliar

com sucesso a evolucao de fissura em problema tridimensional.

A formulagao do método dos elementos de contorno dual (MECD) também pode ser
enquadrada nessa categoria, sendo uma formulacao do MEC bastante difundida para
analise de problemas da mecanica da fratura. Baseada em procedimentos apresenta-
dos inicialmente por |Watson (1986)) e [Hong e Chen (1988), e efetivamente aplicados
nos trabalhos de |Portela et al. (1992) e Mi e Aliabadi| (1992)), baseia-se na utilizagao
das equacoes integrais de deslocamentos e de forcas de superficie para nés definidos
nas superficies opostas de uma fissura. Com esse procedimento, o niimero de incégni-

tas e equacoes independentes para os pontos da fissura é igual, garantindo, portanto,
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solucao do sistema final de equagoes algébricas. Com a evolucao do problema a ge-
ometria da fissura vai sendo definida pela inclusao de novos elementos de contorno
a malha delimitando sua superficie, com a contrapartida do crescimento do sistema
de equacoes. Um procedimento eficiente de otimizacao de malha e determinagao de
trajetoria de crescimento apresentado por [Leonel| (2006) pode ajudar a reduzir o ta-
manho do sistema. A extensao da formulacao, para contemplar o comportamento nao

linear observado no concreto, foi apresentada por [Saleh e Aliabadi (1995)).

1.2.2 Meétodos de Representacao Nao-Geométrica

Nos métodos de representacao nao-geométrica, a fissuracao é simulada sem a necessidade
de modificacao da malha inicial do sélido, porém, nao ha uma representacao fisica da
separagao das superficies de uma trinca estabelecida. Aqui também se divide esses méto-
dos em duas grandes categorias: as que representam a fissuracao no modelo constitutivo
(representagao em fissuras distribuidas), e as que representam a propagagao da fissura

através de campos cinemaéticos.

i. Métodos constitutivos:
Essa categoria é conhecida também como Modelos com Fissuras Distribuidas, foi
proposto inicialmente por |[Rashid| (1968), no ambito do MEF. Uma regiao fissurada é
representada por um conjunto de elementos finitos ortotrépicos, em que o sistema local
do tensor constitutivo desses elementos é considerado em direcoes correspondentes ao
plano da fissuracao. A perda da rigidez dos elementos da regiao fissurada em diregao
perpendicular ao plano da fissura, por deterioracao gradual, simula numericamente o
efeito da fissuracao. A direcao de ortotropia, relacionado com dire¢ao de propagagao
de fissura, pode ser fixa, ou pode ser varidvel (Cope et al., 1980), permitindo rotacao
das micro-fissuras durante o carregamento. [Pitangueira| (1998) apresenta detalha-
damente os modelos, enfatizando o cuidado de se utilizar elementos em tamanho (e
espacamento entre pontos de integragdo) compativel com a granulometria do material,
a fim de evitar problemas de convergéncia numérica por localizacao de deformacoes

e incompatibilidade entre o modelo e o sélido em analise. Uma dificuldade nestes
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modelos, em relacao a simulagao de propagacao de fissuras, estd relacionada a in-
terdependéncia entre o modelo constitutivo e a malha. Outras dificuldades citadas
por [Ingraffea e Wawrzynek (2004) sao a tendéncia direcional de encaminhamento da
fissura em relagao a forma da malha, resultados com rigidez do sistema maior que
o esperado (“stress-locking”), e possivel instabilidade numérica resultante de amo-
lecimento artificial dos elementos resultando em autovalores negativos. Para evitar
instabilidades devidas a localizacao de deformagoes, Bazant e Oh| (1983 propuseram
modelo com distribui¢do em banda. Posteriormente, Rots et al.| (1985) estenderam
sua aplicagao para modo misto de fratura. Nesse modelo, a energia dissipada no
processo de degradacao é confinada a uma banda de localizacao de espessura finita.
A espessura dessa banda é considerada uma propriedade do material, que junto com
a energia de fratura, definem a lei de amolecimento do meio continuo. Usualmente
adota-se espessura proporcional ao tamanho de elemento utilizado, sendo essa deter-
minaciao uma questao abordada em diferentes trabalhos subsequentes. [Cervenka et al.
(2018)) destacam, no entanto, que as limitagoes do método sao raramente descritas,
quando se trata de usar pequenos elementos finitos, o que dificulta a avaliacao de

convergéncia dos resultados com o refinamento do modelo.

Outra abordagem na classe de métodos constitutivos é o enriquecimento de meios
continuos. Nas principais variacoes, é introduzido um fator de escala interno que
caracteriza o tamanho da banda de localizacao, evitando problemas que resultam na
perda de positividade do operador tangente e mau condicionamento do problema de
valor de contorno. Destacam-se nessa categoria o uso da teoria micropolar (também
conhecida como teoria de Cosserat), particularmente aplicavel a materiais granulares,
pois é capaz de levar em consideragao a microestrutura do material por meio de uma
microrrotagao, representando o giro médio das particulas, como um grau de liberdade
adicional, complementando assim, os graus de liberdade de translacao existentes nos
meios continuos cldssicos. E uma das abordagens de regularizacao mais importantes,
que tem um significado mais fisico do que uma técnica totalmente matematica quando

comparada com outras abordagens de regularizagao (Liu et al., 2022)), sendo capaz de
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resolver problemas de dependéncia de malha, preservando a elipticidade de equacoes

diferenciais parciais governantes para problemas de valor de contorno.

Outra variacao que se pode citar como enriquecimento, é o uso de modelos consti-
tutivos nao-locais, onde o tensor de tensoes num dado ponto material depende nao
apenas do estado de deformacoes naquele ponto, mas leva em conta os valores das de-
formagoes em pontos vizinhos, de forma ponderada. Bazant et al.| (1984) usaram um
tipo de continuo nao-local para todo o material, conseguindo contemplar o fenomeno
de amolecimento, mas incluindo a parte elastica das deformagoes. Posteriormente,
Pijaudier-Cabot e Bazant| (1987) propuseram uma variagao, baseada num modelo de
dano, aplicando a formulacao nao-local apenas as variaveis relacionadas ao amole-
cimento. Aplicacoes no MEC também podem ser vistas nos trabalhos de [Lin et al.
(2002)), [Sladek et al. (2003), Botta et al| (2005) e Benallal et al. (2006), que usa-
ram modelos nao-locais de plasticidade para analise do comportamento de materiais

parcialmente frageis.

Outra técnica de enriquecimento é a adicao de gradientes das varidveis do modelo
constitutivo convencional. Pioneiramente, de Borst e Muhlhaus (1992) propoem con-
siderar a dependéncia da funcao de escoamento em relacao a deformacao plastica
e também ao seu Laplaciano. Aplicagao dessa abordagem no MEC foi tratada no

trabalho de Benallal et al.| (2000]).

Por fim, uma versao drastica de método constitutivo, é a técnica de extincao do
elemento, onde, um elemento finito é simplesmente removido do modelo quando o
critério para o avanco da trinca ¢ alcangado. Uma primeira aplicacao pode ser vista em
Mahishi e Adams (1982)). A largura e o padrao da trinca resultante ficam diretamente
dependentes da malha, e as regras de balango de energia devem ser seguidas apds a
remo¢ao, para manter a objetividade da malha. Mais recentemente Yun et al.| (2019)

utilizaram a ideia de extingao de elemento, junto com o MEF estendido.

ii. Métodos cineméticos:
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Esses métodos baseiam-se nas mudancas nos campos de deformacao e de desloca-
mento na regiao de fissuragao durante desenvolvimento do fraturamento. Como sera
detalhado mais adiante, essas mudancas sao descritas através de: descontinuidades
fortes — saltos no campo dos deslocamentos, que fisicamente deve corresponder ao
comportamento de uma regiao com macrofissura; descontinuidades fracas — salto em
componentes do campo de deformagao (com campo de deslocamento continuo), que
fisicamente deve corresponder ao comportamento de regiao com microfissuras desen-

volvidas; e finalmente, continuidade nos campos de deformacoes e de deslocamento.

Os modelos baseados no MEF sao, entao, capazes de representar o comportamento
cinematico da fissuracao através dessas descontinuidades, sem necessidade de modifi-
cagao na malha original. A metodologia inicialmente utilizada promovia um enrique-
cimento dos elementos finitos padrao, introduzindo fungoes descontinuas nas equacoes
de interpolacao dos campos de deslocamento e de deformacao. Esses Métodos de En-
riquecimento de Elementos permitem a captura de saltos no campo de deformagoes ou
no campo de deslocamentos, conforme usado por Belytschko et al. (1988) no modelo
de fissuras distribuidas em bandas, para o caso de elementos menores que a espessura
da banda. [Simo et al. (1993)) mostraram que, sob determinadas condi¢oes, o modelo
teodrico discreto pode ser entendido como um caso limite do modelo tedrico continuo,
quando a espessura da banda de localizacao tende a zero, tendo-se a superficie de
descontinuidade forte. Como um atrativo na modelagem com descontinuidade forte,
Oliver| (1996]) mostra que as relagoes constitutivas (tensao-deformagao) de meios con-
tinuos padrao podem ser usadas, nao havendo a necessidade de grandes adaptacoes
nos modelos tradicionais. Numa extensao dessa abordagem, Manzoli et al. (1998])
propuseram um modelo de banda variavel que considera o processo de localizacao de
deformagoes, desencadeado pela singularidade do tensor de localizagao, e seguido por
uma etapa de transicao em regime de descontinuidades fracas que delimitam uma
banda de localizacao no interior do elemento. A medida que crescem as deformagoes

inelasticas no interior da banda, sua espessura se reduz gradualmente, até colapsar
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em uma superficie de descontinuidade forte. Essa abordagem é uma das bases funda-

mentais desta tese, e sera tratada com mais detalhes adiante.

Ambos os modelos de descontinuidade (descontinuidade forte direta, e localizagao em
banda) tém compatibilizagdo apenas parcial no campo de deformagoes (interpolagao
nao-conforme) entre um lado e outro da descontinuidade. Isso adiciona graus de
liberdade internos (no nivel dos elementos) que nao alteram o nimero de equagoes
de equilibrio ou a matriz de rigidez global. Isso gera, entretanto, algumas restri¢oes
quanto ao tamanho e forma dos elementos, além do inconveniente de se ter, em muitos

casos, elemento com uma matriz constitutiva tangente assimétrica (Jirasek, |2000).

No ambito do MEF, estudos posteriores baseados no conceito de particao de uni-
dade, adaptados para mecanica da fratura eldstica linear, adicionaram a funcao de
interpolacao base, funcoes descontinuas e funcoes da solucao assintotica da ponta da
fissura, que levaram ao desenvolvimento dos métodos de elementos finitos estendido
ou generalizado (X-FEM ou G-FEM). Diferencia-se da abordagem de enriquecimento
dos elementos basicamente por nao considerar, nas fungoes de interpolacao do ele-
mento enriquecido, a influéncia das fungoes dos elementos vizinhos que estiverem
associados aos nos separados pela descontinuidade. Assim, esse enriquecimento fica
associado apenas aos nés do elemento enriquecido (Métodos de Enriquecimento de
Nés), equiparando completamente as deformagoes em ambos os lados da desconti-
nuidade. [Ingraffeal (2007)) cita que os maiores esfor¢os na implementagao do método,
estao relacionados com a identificacao dos elementos a enriquecer, promover a subdi-
visao do elemento enriquecido e aplicacao de técnicas de quadratura nao convencionais

em cada subdivisao.

Em relagao ao MEC, os métodos cinematicos sao aplicados através da discretizagao do
dominio em células. Essas células sao geometricamente similares aos elementos de do-
minio do MEF, porém existem fundamentalmente com a finalidade de se desenvolver
integracao em regides do dominio, de modo a contemplar efeitos localizados de dissi-

pacao de energia, como em modelos de plastificacao ou de dano. Diferentemente dos
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elementos finitos, onde deslocamentos sao aproximados por funcoes interpoladoras,
nas células do MEC o préprio campo ineldstico (tensoes ou deformagoes ineldsticas)
é aproximado. Manzoli e Venturini (2004, 2007) propuseram o uso de células enri-
quecidas com a formulagao de Descontinuidade Forte Incorporadas. Posteriormente,
Peixoto et al.| (2018) propuseram uma abordagem que considera modelo de degra-
dacao material e bifurcagao em banda com transi¢ao entre descontinuidades fraca e

forte.

As classificagoes apresentadas sao apenas uma tentativa de organizar as diferentes abor-
dagens numéricas. Certamente, dependendo das principais caracteristicas consideradas,
caberia a algumas delas, o enquadramento em mais de uma das diferentes classes con-
sideradas. A propria abordagem desse trabalho, classificada como representacao nao-
geométrica, poderia ser entendida de maneira diferente, caso se considere que a prépria

disposicao das células, caracteriza a uma representacao geométrica da superficie de falha.

Embora nao considerados nessa classificagao geral, feita apenas para métodos numéricos
baseados no MEF e no MEC, ha outros métodos numéricos que tratam com competéncia
esse tipo de problema. |Ingraffeal (2007) cita por exemplo os métodos sem malha, com

destaque para o método element-free Galerkin (EFGM).

Os métodos sem malha nao requerem uma conectividade explicita entre os nés para a
definicao das funcoes de forma. Em vez disso, cada né tem um dominio de influéncia que
nao depende de sua posicao, que representa a parte do dominio sobre a qual a funcao
de forma desse no ¢é diferente de zero. Numa das formas do EFGM as fungoes de forma
sao geradas por diferentes aproximacoes, como por exemplo a de minimos quadrados
moveis. Funcoes de forma descontinuas podem ser obtidas pelo truncamento apropriado
das fungoes de peso, o que pode ser feito de diferentes maneiras. de Borst| (2022)) considera
o uso de métodos sem malha uma técnica menos robusta em relagao ao MEF. Segundo
o autor, sao computacionalmente mais exigentes, tem implementacao menos simples, a
maneira como o suporte de um no é alterado na presenca de uma trinca é muito especifico,

além de requerem em geral, o emprego de uma malha de fundo das células de integracao.
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Outros métodos menos gerais também sao citados por |Ingraffea) (2007)), como o método
de elementos discretos, métodos em particulas, trelicados e atomicos. Embora nao citado,
uma grande quantidade de pesquisas tém sido direcionadas, nos ultimos anos, ao uso do
método variacional do campo de fases (“phase-field”) na andlise de falha de sélidos. Trata-
se de uma abordagem baseada em energia regularizada com formulagoes variacionais para
lidar com problemas descontinuos em sélidos pela minimizacao das energias elasticas e de
fratura. Muito simplificadamente, a metodologia do campo de fases consiste em incorporar
uma equagao adicional no modelo para controlar uma varidvel de campo continua (vari-
ando de zero a um), que representa uma transigao suave entre o material completamente
danificado e o material integro. Uma outra varidvel do modelo é o parametro de escala de
comprimento, que relaciona a aproximacao difusiva da trinca aguda. Quando o parametro
de comprimento tende a zero, o modelo tende para a teoria de Griffith. A medida que o
parametro se torna maior, a regiao danificada também se torna maior. Tem-se assim, uma
transicao suave entre os estados danificado e integro (Leao, [2021)). A metodologia possui
caracteristicas especificas vantajosas, em lidar com problemas de deteccao de nucleacao
e propagacao de descontinuidades. Essa propagacao é avaliada sem exigéncia e técnicas
de rastreamento ou critérios arbitrarios. De acordo com |Liu et al.| (2023), as estratégias
computacionais para falha de interface em materiais parcialmente frageis e frageis podem
ser classificadas em duas categorias. Uma delas é uma abordagem hibrida acoplada ao
modelo de zona coesiva, que trata a variavel de campo de fase como uma variavel auxiliar,
que permite a incorporacao da forca de superficie coesiva durante a abertura da trinca.
Na outra abordagem, algumas estratégias de regularizacao para energia de superficie in-
terfacial sao usadas para representar as interfaces difusas na estrutura do campo de fase.
Muitas variacoes tém sido desenvolvidas, e os resultados tém comprovado a eficiéncia do
“phase-field” para lidar com problemas de descontinuidades em soélidos, incluindo fratura
de materiais parcialmente frageis. Uma preocupacao constante, entretanto, é a demanda
pelo uso de malhas muito refinadas, que torna elevado o custo computacional, até mesmo

para andlises em estado plano.
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1.3 Abordagem de Descontinuidades no MEC

Considerando uma aplicacao gradual de carga em um sélido parcialmente fragil, pode-
se verificar na relacao tensao-deformacao, diferentes fases que definem a trajetoria de
equilibrio de um determinado ponto material do solido em andlise. A adocao de um
modelo constitutivo elasto-degradante implica em uma correcao constante da rigidez do
material com a evolugao da carga inelastica, seja em regime continuo ou descontinuo.
Idealmente, pode-se identificar quatro fases distintas, que sao delimitadas por pontos
especificos dessa relagao tensao-deformacao. Esses pontos podem estar mais proximos ou
distantes, dependendo de caracteristicas intrinsecas do material. A figura ilustra essa

relacao, em uma dimensao, com as fases e delimitagoes, descritas na sequéncia.

G Y : limite eléstico
B B : ponto de bifurcacdo
o Y 7\ SD: inicio da descontin. forte
y

I :regime continuo elastico
IT : regime cont. inelastico
III : descontinuidade fraca
IV : descontinuidade forte

£ O

my

11 m' v

Figura 1.3: Fases observaveis na relacao tensao-deformacao durante o processo de carregamento.

e Fase I - Regime Continuo Elastico : as cargas aplicadas em um sélido inicialmente
descarregado geram uma fase inicial com comportamento eldstico até que a tensao
atinja um determinado limite o, correspondente ao ponto limite Y da curva. Nessa
fase sao aplicaveis as formulagoes da elasticidade e mecanica do continuo, e a rigidez

¢ dada pelo tensor constitutivo elastico linear £

e Fase IT - Regime Continuo Ineldstico : superado o limite elastico do material parci-
almente fragil, uma relagao inelastica que descreve o amolecimento passa a reger seu
comportamento (nesse trabalho foi adotado o modelo de dano isotrépico). A redugao
na rigidez a partir deste ponto é observada no, agora vigente, tensor constitutivo se-

cante Eyj = (1—D)Ef,;,, fungao da varidvel de dano D. Superada a fase eldstica, e ao



38

longo de toda a fase ineldstica, deve ser feita constantemente a andlise de bifurcacao.
Verificada a condicao de bifurcacao, correspondente ao ponto B da curva, tem fim o
regime continuo. Fora da zona de localizacao, ocorre o descarregamento em regime

continuo, de acordo com o tensor secante do modelo elasto-degradante.

Fase I1I - Regime de Descontinuidade Fraca : superado o ponto de bifurcagao, observam-
se descontinuidades no campo das deformacoes, permanecendo o campo de desloca-
mentos continuo. Considera-se que as descontinuidades estao limitadas em uma banda
de localizagao de espessura finita h. Com o avanc¢o da anélise, e das deformacoes, a
espessura dessa banda se reduz gradualmente (conforme lei de variagao escolhida),
concentrando as descontinuidades em uma regiao cada vez mais estreita, até que co-
lapse em uma regiao de espessura minima (uma superficie). Esse instante, marca o

fim do regime de descontinuidades fracas, assinalado como ponto SD na curva.

Fase IV - Regime de Descontinuidade Forte : neste regime a descontinuidade ocorre

no campo de deslocamentos, e as deformacoes vao, teoricamente, a infinito.

No instante da bifurcagao, pode ocorrer de se ter também a condicao de descontinui-
dade forte satisfeita, isto é, B = SD. Nesse caso particular, nao se tem o regime de
descontinuidade fraca, e a transicao é direta do regime continuo para a descontinui-
dade forte. Tal situacao esta associada a uma zona de processo de fratura diminuta

e, consequentemente, a um processo de fraturamento mais fragil.

Em um caso mais extremo, pode-se ter a condi¢ao de regime de descontinuidade forte
estabelecido logo apds atingido o limite eldstico, isto é, Y = SD. Esta configuracao
simplifica bastante a andlise (e implementagoes), sendo adotada nos exemplos inici-
ais deste trabalho. Na pratica, retrata o comportamento de materiais perfeitamente

frageis.

Estes dois tltimos casos particulares, sio mostrados graficamente nas figuras [1.4]
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(a) somente Fases I, IT e IV (b) somente Fases I e IV

Figura 1.4: Transicao entre Fases na relacao tensao-deformacao.

Nos casos mais gerais, onde todas as Fases (I a IV) estao presentes, zonas de processo de
fratura de tamanhos relevantes ficam bem representados. Assim, como ilustra a figura[l.5]

h& uma associagao do modelo teérico com o comportamento fisico do material.

Tomando a direcao do avanco da trinca, o regime eldstico é observado em pontos materiais
localizados a frente da ZPF. A regido de regime continuo ineldstico (Fase II) correspon-
dente a deterioragao de propriedades mecanicas do material, com amolecimento e sem
descontinuidades, caracterizando inicio de processos dissipativos. Em pontos materiais
dentro da ZPF, na regiao em regime de descontinuidade fraca (Fase III), associa-se a
geracao de microfissuras. Ja fora da ZPF, os pontos materiais estariam sob regime de
descontinuidade forte, equivalendo a agregacao das micro-fissuras que formam uma trinca

macroscopica.
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Figura 1.5: Regioes da zona de processo de fraturas.
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A maior parte dos trabalhos que utilizam modelos com descontinuidades fortes, referidos
como “Continuum Strong Discontinuity Approach” (CSDA), emprega o MEF ou suas vari-
agoes. S6 muito tempo depois (cerca de uma década), dos primeiros trabalhos associando

MEF-CSDA, foi estudado seu uso junto com o método dos elementos de contorno.

Manzoli e Venturini| (2004, 2007)) foram os pioneiros na proposigao do uso de células enri-
quecidas com Descontinuidade Forte Incorporada. Foram adotados modelos elastoplasti-
cos associativos com um critério de escoamento especifico, capaz de suportar os esforgos
de compressao sempre na fase elastica, para simular materiais parcialmente frageis. O
modelo de discretizacao utilizado foi o de células triangulares constantes (com saltos de

deslocamentos uniformes), e lei de amolecimento exponencial.

Posteriormente [Pedrini| (2008) e Manzoli et al.| (2009) expandiram a ideia utilizando um
modelo de dano isotrépico, que é mais adequado a materiais parcialmente frageis. Ainda
foi considerado o regime de descontinuidade forte seguindo o regime eldstico (Y = SD,
figura ) Diferente dos trabalhos anteriores, em que todo o dominio era discretizado,
foi proposto o uso de um algoritmo automatico de geracao de células que eram inseridas
no modelo durante o processamento. Isso tornou possivel a discretizacao apenas da regiao
com descontinuidade do dominio, minimizando a perda da caracteristica béasica do MEC.
O algoritmo para geragao automatica de células, determina suas posi¢oes acompanhando a
direcao de propagacao da trinca. Nao havendo uma malha fixa, problemas de instabilidade
relativos a orientacao dos segmentos de descontinuidades no interior das células, foram
superados. A malha gerada em tempo de processamento permitiu garantir que se utilizasse
somente células com condigbes simétricas ou quase-simétricas (relaxando a consisténcia

cinematica).

Para retratar com mais precisao o comportamento parcialmente fragil dos materiais, [Pei-
xoto| (2016) propos o uso do modelo de dano isotrépico com anédlise de bifurcacao e transi-
¢ao entre as fases elastica, inelastica, com descontinuidade fraca e descontinuidade forte,
seguindo a ideia proposta em |Manzoli et al. (1998)) para o MEF. O modelo contou com

células quadrilaterais com aproximagcao constante. Também foi utilizado um algoritmo
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proprio de geracao automatica de células, possibilitando variacao no tamanho e ajuste na
orientacao das novas células. Os resultados mostraram eficiéncia na representacao mais
adequada da zona de processo de fratura. Contribuicoes nessa linha podem ser vistas em
Peixoto et al. (2017), Peixoto et al. (2018), Mendonga et al. (2018) e |[Peixoto e Chaves

(2022).

Em continuidade aos avangos, [Mendongal (2021) propds o uso de células com saltos de
deslocamentos nao-uniformes embutidos, permitindo uma melhor captura do movimento
de rotacao relativa entre as duas partes da célula, e com isso, reduzindo os problemas de
“stress-locking” observados nos resultados de [Peixoto| (2016, que consideravam sempre

saltos uniformes. Pode-se também citar o trabalho de Mendonga et al.| (2020)) nessa linha.

Uma observagao significativa é que todos os trabalhos citados fazem uso da simplificacao
de modelos de estados planos (de tensao ou deformagao). A formulacao e abordagem de
problemas tridimensionais pelo CSDA ja se mostraram viaveis utilizando o MEF, como

se verifica, por exemplo, nos trabalhos de |Chaves| (2003) e [Ibanez (2006]).

1.4 Objetivos do Trabalho e Delimitacoes

O uso do método dos elementos de contorno implicito em analises nao-lineares, com células
geradas em tempo de processamento, mostrou-se viavel em anélises tridimensionais (ver
Ribeiro et al.| (2008])) com plasticidade. A discretiza¢ao apenas de uma regiao limitada do
dominio nao faz com que os modelos crescam a ponto de torna-los computacionalmente
inviaveis, considerando o uso de equipamentos de computacao disponiveis para a maioria
dos pesquisadores e engenheiros. O uso de células com descontinuidade forte incorporada,
também mostrou-se apropriado para analise de falha de sélidos de materiais parcialmente
frageis. A discretizagao minima do dominio, gerada em tempo de processamento, permite
o acompanhamento da trajetéria de propagacao da falha. Até entao, essa abordagem se

limitava a problemas bidimensionais.

Este trabalho tem como objetivo geral, fornecer evidéncias de que a metodologia pode ser

estendida para analise de problemas tridimensionais, mantendo suas principais vantagens,
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e consolidando a metodologia como uma alternativa competitiva com outras metodologias

mais difundidas na comunidade cientifica.

De forma especifica, tem o objetivo de apresentar a implementagao de células volumé-
tricas para discretizacao de dominio tridimensional, e aplicacao em andlise nao-linear,
utilizando método incremental-iterativo, e o arcabougo computacional de modelos consti-
tutivos de degradacao elastica implementados no INSANE. As células discretizam apenas
regiao limitada do dominio, onde fenomenos de dissipacao de energia devem ocorrer. Nes-
sas células, a formulagao com descontinuidade forte deve ser incorporada, para permitir
analise de falha por fraturamento, nao apenas por descontinuidade forte direta, mas tam-
bém pelo modelo de banda varidvel e transicao de regimes. Para essa ultima abordagem,
a localizacao de deformacoes, deve ser avaliada pelo algoritmo de andlise numérica de
bifurcacao. A abordagem contempla entao, o algoritmo implementado no INSANE. A
implementacao deve também possibilitar a introducao de novas células no modelo, em
tempo de processamento. As qualidades e dificuldades encontradas no uso dos algoritmos

implementados estao materializados nas discussoes relativas aos exemplos analisados.

Embora a implementacao realizada tenha potencial para ser associada a um algoritmo que
permita rastrear o desenvolvimento da superficie de fraturamento, através da determina-
¢ao da forma e posicao das células introduzidas durante o processamento, esse algoritmo
nao foi desenvolvido. As diretrizes e desafios envolvidos nessa tarefa sao comentados no

texto.

Cabe mencionar algumas delimitacoes gerais do tipo de problemas que sao considerados
no trabalho: a) presume-se que as ac¢oes atuam com acelera¢ao pequena o suficiente para
as forgas inerciais serem ignoradas; b) para levar em conta a nao-linearidade material nas
analises, as acoes sao quase-estaticas, isto é, sao aplicadas de maneira gradativa, até se
obter trajetérias de equilibrio, em andlises sucessivas (varidavel de tempo com fungao simi-
lar a um fator de carga); ¢) os materiais considerados sao macroscopicamente homogéneos
e isotrépicos; d) os problemas analisados sdo geometricamente lineares, com deformagoes

pequenas dentro do campo de validade do tensor tensao de Cauchy, sem distincao entre
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coordenadas espaciais e materiais.

1.5 Organizacao do Texto

Embora seja vasto o material bibliografico que trata dos temas deste trabalho, com obje-
tivo de fornecer ao leitor nao familiarizado com as principais caracteristicas da metodo-
logia, alguns conceitos sao abordados no texto com um nivel de aprofundamento que se
considerou adequado, buscando sempre referenciar fontes mais detalhadas que podem ser
consultadas para aprimoramento. Este trabalho esta organizado em oito capitulos e um
apéndice. Seguindo a esse capitulo introdutério, o Capitulo [2 resume fundamentos bésicos
do modelo de dano isotrépico continuo adotado no trabalho. O Capitulo [3] apresenta as
equagoes integrais para problemas nao-lineares, que no Capitulo [4] sao tratadas na forma
do método dos elementos de contorno, em sua forma implicita. O Capitulo [5| aborda a
formulacao de descontinuidade forte, como um modelo de banda variavel, e também ques-
toes relativas & localizagao de deformagoes. No Capitulo [6] é apresentada a associagao
do MEC com a formulacao de descontinuidades fortes, considerando questoes numéricas.
Na sequéncia, no Capitulo [7] sdo apresentados os principais resultados numéricos obtidos
com a metodologia implementada, finalizando com as consideragoes finais apresentadas
no Capitulo[8] No Apéndice sao apresentadas equagoes fundamentais do modelo de dano
discreto, tratando também da reinterpretacao do moédulo de amolecimento. A lista de

referéncias bibliogréaficas finaliza o texto.



Capitulo 2

Modelo de Dano Isotropico Continuo

Um modelo constitutivo consistente deve representar o comportamento de um sélido sob
acoes em sua fase inicial eldstica e em fases pds-elasticas. Nos materiais parcialmente
frageis a degradagao material se traduz num amolecimento que faz com que surjam defor-
magcoes continuas acentuadas e que seja reduzida a capacidade de suportar carga. Essa
deterioracao tende a se concentrar em regioes onde ocorrem localizacao de deformagoes

que, com acréscimo de cargas, podem dar origem as descontinuidades fortes.

2.1 Carregamento em Regime Elastico

Considera-se um solido genérico, como ilustrado na Figura[2.1] com dominio €2, e contorno
I' (T',UT',). Em parte da superficie do contorno I',, sdo estabelecidas condigoes de contorno
essenciais ou de DirichletE] (deslocamentos u; prescritos), e na parte restante da superficie
I', sao estabelecidas condig¢oes de contorno naturais ou de Neumannﬂ (forcas de superficie
t; prescritas). J& no interior do sélido © o conjunto de forgas de corpo (ou forgas por

unidade de volume) sdo descritas por resultantes b;.

!Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, 1805-1859, Alemanha
2Carl Gottfried Neumann, 1832-1925, Alemanha
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Figura 2.1: Dominio do sélido, contorno e agoes.

Em sélidos macroscopicamente homogéneos, isotropicos, e sujeitos a pequenas deforma-
¢oes, pode-se considerar a acao de cargas atuando de forma quase estaticas. Tem-se um

problema bem formulado diferencialmente a partir do conjunto de equagoes seguintes:

oijj+bi=0 em Q (equagoes de equilibrio interno) (2.1a)

€ij — %(u” +uj;) =0 em € (eq. de compatibilidade cinematica) (2.1b)
0ij — Elgern =0 em € (eq. de compatibilidade constitutiva) (2.1¢c)

u; =u; em I, (cond. contorno essenciais) (2.1d)

oijn; =t em I', (cond. contorno naturais) (2.1e)

onde €;; é o tensor de deformacoes (parte simétrica do gradiente do campo de desloca-
mentos), o;; ¢ o tensor de tensées de Cauchy e Ef,;, é o tensor constitutivo eldstico do

material, dado por:

ikl = A0k + (0w + 0adjn) (2.2)
sendo:
E vE
HE i) AT O o) (2:3)

onde d;; ¢ o delta de Kroneckelﬂ, E é o modulo de elasticidade e v o coeficiente de Poissonﬂ

As consideragoes até aqui sao validas até um ponto limite eldstico (ponto Y na figura|l.3)).

As equacoes [2.1a] 2.1b] 2.1d| e [2.1€|sao validas nao apenas para o regime eldstico, mas con-

tinuam validas em fase pds-elastica em que se mantém o meio idealizadamente continuo.

3Leopold Kronecker, 1823-1891, Alemanha
4Bardo Siméon Denis Poisson, 1781-1840, Franca
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Ja a equacao deve ser atualizada, sendo nessa fase seguinte a fase elastica, necessario
se considerar a possibilidade de comportamento com dissipacao de energia. Em alter-
nativa aos modelos de plasticidade, uma maneira mais adequada para tratar materiais

parcialmente frageis sao os modelos de dano continuo.

2.2 Modelo de Dano Isotrépico Continuo

Nesse modelo de dano escalar isotropico define-se uma variavel escalar de dano, D, como

uma relacao entre uma tensao aparente, o, e uma tensao efetiva, @, em uma secao:

SIFES

=1-D = o=(1-D) (2.4)

Assim, para um material localmente em estado integro, D = 0, e a tensao efetiva é igual a
aparente, enquanto para um material totalmente degradado, a variavel de dano D tende a
unidade, e a tensao aparente tende a zero (D € [0, 1]). No modelo isotrdpico essa varidvel
escalar leva em conta as micro-falhas que surgem e evoluem com o tempo, independente de
sua direcao. Adotando a hipétese de equivaléncia de deformagoes associadas a um estado
danificado sob tensao ¢ e a um estado integro sob tensoes efetivas &, pode-se associar

o tensor constitutivo eldstico do material integro £,

, ao tensor constitutivo elastico do
material degradado E;ji:

Eijw = (1 — D)E, (2.5)

O tensor secante F;;;; considera a perda de rigidez do material. Uma equacao constitutiva
j G
que relaciona o tensor de tensoes de Cauchy o;; as deformagoes pode ser obtida a partir

da funcao de densidade de energia livre de Helmholtzﬂ (€5, 7) como:

0 K
o — @b(gse] r) = (1= D)E}en = Eijren (2.6)
ij

onde r é uma varidvel interna escalar do tipo deformagao (r € [r,, 00)), uma propriedade
do material, representando um valor limite de dano corrente. A variavel de dano pode ser

escrita como:

Dy —1- 47 (2.7)

SHermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz, 1821-1894, Alemanha
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onde a variavel interna do tipo tensao ¢ é uma varidvel conjugada da varidvel interna do

tipo deformacao r, i.e. q(r) = (1 — D)r, sendo (q € [0,7,]; qlt=o = 70).

A delimitacao do dominio elédstico linear pode ser estabelecida a partir de uma funcao de
dano, F, isto é, a condigao do regime elastico é definida por F' < 0. Tais funcoes de dano

podem ser descritas no espaco de deformagcoes ou no espaco de tensoes. Assim, tem-se:

F(0i;,q) = 75(0i) —q <0 (espago das tensoes) (2.8a)

F(eij,r) =7(eij) =7 <0 (espago das deformagoes) (2.8b)

Os termos 7, e 7. devem ser positivos ou possuir valor nulo, sendo este tltimo correspon-
dente ao estado indeformado. Eles representam as normas de um estado de tensoes em
espacos cartesianos especificos para o campo de tensoes, por exemplo. Observa-se que o
dano ¢ iniciado quando 7. alcanca r pela primeira vez, ou o equivalente no espaco das
tensoes. O dominio eldstico e a superficie de dano (que delimita o dominio), sao definidas,

no espago das tensoes, respectivamente por:

E, = {0 F(035,) = 75 — q(r) < 0} (2.99)

OE, := {0;|F(0i5,q) = 7o — q(r) = 0} (2.9b)
ou, no espaco das deformacoes, por:

E. .= {e;|F(ei,7) = 7. — 1 < 0} (2.10a)

8EE = {eij‘F(Eija T) = Te — T = 0} (210b)

Cabe esclarecer que a referéncia a superficie dano estd relacionada, em geral, a superficie
do elipsoide de revolugdo no espaco de tensées (ou de deformagoes), estabelecido pelo
termo 7 citado. O termo 7., conhecido como “deformacao equivalente”, é determinado
em funcao do critério de dano escolhido. Dentre os muitos critérios de dano disponiveis,
os termos 7, podem ser determinados, como por exemplo, em Mazars e Lemaitre, (1984),
Simo e Ju| (1987)), Lemaitre e Chaboche, (1990) e Oliver et al. (2006). Por conveniéncia,
neste trabalho optou-se por utilizar o critério de dano descrito por Oliver et al.| (2006)

para representacao dos efeitos dissipativos, j4 que, com esse critério, a degradacao ocorre
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preferencialmente em estados de tracao — comportamento esperado para materiais parci-

almente frageis. O referido critério tem a deformacgao equivalente dada por:

_ |/t 1o _ /=4 ro—1_-

sendo o tensor e;; definido, em um sistema de coordenadas alinhado com as direcoes
principais, como:

Ndim

€= (er)ér @8y (2.12)
k=1

onde €, representa a k-ésima deformacao principal, &, é um vetor unitario na direcao prin-
cipal correspondente e (ex) = (|ex| + €x)/2. Assume-se entao nesse modelo adotado, que o
material permanece sempre em regime elastico sob tensoes de compressao, enquanto sob
tensoes de tracao pode ser verificada a degradacao do material. A figura ilustra a limi-
tacao do dominio eldstico em projecao plana no espaco de tensoes de Haigh—Westergaardﬂ

que como se observa, nao tem limitagao no octante relativo a compressao.

G2 CA
Gi-GCu

inelastico

€

regiao
elastica

— elastico

> Gu=-00

(a) (b)
Figura 2.2: (a) Projegdao do dominio eldstico para o modelo de |Oliver et al.| (2006), (b) Repre-

sentacao de trajetéria em espaco tensao-deformagao unidimensional.

Com a evolucao da aplicacao de carga além do regime elastico, a superficie que delimita
a regiao com comportamento ineldstico (superficie de dano F' = 0) é controlada pela
variavel interna r, e sua evolucao no tempo é sempre positiva ou nula, i.e., 77 > 0. Como
notagao padrao, ponto sobre a varidvel indica variacdo temporal (taxa de variacdo), i.e.,

¢ = Je/0t. Na anilise, que consiste em avaliar a evolucao da varidvel interna e determinar

6Bernard Parker Haigh, 1884-1941, Escécia; Harold Malcolm Westergaard, 1888-1950, Dinamarca
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as condicoes de carregamento ou descarregamento do sistema, pode-se lancar mao das

relagoes de Karush—Kuhn—TuCkeIﬂ que define as seguintes condigoes:

7>0; F<0; #F=0 (condi¢io de carregamento/descarregamento)

) . (2.13)
para F' =0, 7F =0 — (condi¢do de persisténcia)
Dessas relagoes pode-se observar as condicoes seguintes:
( — .
Se ' <0 = 7=0 = D=0 (carregamento eldstico)
Se F<0= #=0= D=0 (descarregamento)
] | (2.14)
Se I'=0 . 7=0 = D=0 (neutro)
Se FF'=0=

\ #>0 = D>0 (evolugdo de dano)

A solucao do problema de ocorréncia de dano consiste em avaliar a evolugao do parametro
T., procurando-se determinar o instante em que este se iguala ao valor corrente da varidvel
interna r, que assume o maior valor definido pela funcao 7, ao longo do processo de carga.
Notar que 7. depende somente de deformacoes, e a varidvel r é determinada em termos do

tensor de deformagoes corrente, sendo seu valor em um determinado tempo ¢, dado por:

r(t) = max{ro, 7.(s)} s€[0,f] (2.15)

TV
méximo histérico de [ro,7e(s)]

sendo s uma variavel do tempo no intervalo entre o inicio (f = 0) e o tempo ¢ considerado.

Como a variavel interna r estabelece o limite de dano corrente, controlando a dimensao
do dominio eléstico delimitado pela superficie de dano F(7.,r) = 0, é preciso ter um
valor inicial (rg) para este parametro, que estabelega o inicio do regime ineldstico. Antes
da aplicagdo de cargas, atribui-se o valor inicial ao limite de dano (r = rg), sendo esse
valor inicial uma propriedade do material, que depende da tensao limite elastica uniaxial

a tragao (f;), tendo-se com base na equagao [2.11 a relacao:

_
VE

Definida a transi¢ao do regime elastico para o inelastico, deve-se agora definir o instante

ro (2.16)

em que ocorre a bifurcac¢do (ponto B na figura|l.3)). Sao dois casos de bifurcagao, continua

"William Karush, 1917-1997; Harold William Kuhn, 1925-2014, Estados Unidos; Albert William Tuc-
ker, 1905-1995, Canada



20

e descontinua, sendo a primeira um caso limite da segunda, como mostram |Oliver, Huespe,
Pulido, e Chaves| (2002). Como a bifurcac¢do continua é um caso mais desfavoravel, pode
ser adotada como condigao necessaria para o inicio da localizagdo de deformagoes. As
consideracoes detalhadas relativas a localizacao de deformacoes e modelo de banda variavel
com descontinuidades fraca e forte serao feitas em capitulo posterior (Capitulo , como

evolugao da analise fisicamente nao-linear para anélise de falha material.

Algumas consideragoes sao necessarias antes de descrever como determinar a ocorréncia
da localizagao de deformagoes (ponto de bifurcacao). A varidvel interna ¢, q(r) = (1 —
D)r, controla o endurecimento/amolecimento do material, podendo ser chamada lei de
endurecimento-amolecimento. A inclinagao da curva que relaciona a variacao de ¢(r) a
variavel interna r é chamada moddulo de endurecimento-amolecimento, representada por
H, uma propriedade especifica do material. Assim, H descrevera a trajetoria pds-elastica,

relacionando as variaveis internas ¢ e r:

H(r)= =q¢(r) = q¢=H(r)r (2.17)

Os possiveis comportamentos observados sao ilustrados na figura [2.3]

r)A '

q( ) q'(r)>0 GA H0

endurecimento ™™ Endurecimento
Qo=T0 |--mmeeeenn? H=0
H(r) . ’

amolecimento H H<0

q'(r)<0 ///—/TE A molecimento
> > €

I'o r

Figura 2.3: Trajetéria do comportamento inelédstico - endurecimento/amolecimento.

Na dissipacao com campos continuos a lei de amolecimento é postulada como propriedade
do material, sendo classificada de acordo com a estrutura da funcdo ¢(r), e consequen-
temente de D(r). Diferentes modelos de leis podem ser utilizados, dentre eles a lei de
amolecimento exponencial adotada aqui, para a qual, definida uma constante C' escalar

arbitréaria, tem-se H = ¢/(r) = C'q. Expressoes para essa lei sao definidas a seguir:
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Lei de Amolecimento Exponencial

) To se r<T, (2.18)
q\r) = '
roeA(l_E) se r>r,

D(r) _yoan) )0 ST (2.19)

r _r
r 1— 24075 e r >,
r

sendo A, uma constante positiva. Neste trabalho, foi adotada a expressao apresentada

em (Oliver et al.| (1990)):

Gy 117!
A= - = 2.20
Eat (2.20)
onde G é a energia de fratura (propriedade do material) e [* é um comprimento caracte-
ristico, adotado por exemplo, como a média do comprimento das arestas do elemento de

célula.

2.3 Tensor Constitutivo Tangente

Uma defini¢cdo importante de se mencionar é que os incrementos (taxas) de tensao e de
deformagao relacionam-se entre si por meio de um tensor constitutivo tangente, £,
como segue:

Gij = Eijpén (2.21)
devendo-se notar que, para o caso de descarregamento (ou carga neutra) o tensor consti-
tutivo elastico do material degradado assume o valor do moédulo secante (Efjkl = Eiji).

Ja no caso de carregamento ineléstico, a reducao na rigidez é computada pela atualizacao

do tensor constitutivo tangente.

Partindo da relagao bésica entre tensao e deformacao definida na equacao (0ij =
Eijri€x), a expressao para o incremento temporal de tensao (derivada em relagao ao tempo)
¢ dada por:

0ij = Eijri€n + Eijklﬁkl (2.22)
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Usando a relagao da equagao e as taxas (Eijkl = —DEfjkl) tem-se:

dij = (1 - D)E'Ojk;lékl -D Eiojklekl (2.23)

)

Desenvolvendo a expressao, tendo em conta que na condi¢ao de carregamento ineldstico
7 = 7., obtém-se a seguinte expressao para o tensor constitutivo tangente:

. . oD\ . _,
Oij = Eiijle - (E) r Eijklekl

oD OT. o .
=B (57) () e 220

oD or,
. t _ € o
S Eij = i — (W) (aTkl) Birs€rs

Reiterando observacao anterior, em caso de descarregamento (ou carga neutra), tem-se
D =1 = 0, e portanto (Efjkl = Eiji). Expressoes para o tensor constitutivo tangente

para modelo elasto-degradante, formuladas com base no desenvolvimento de modelos de

plasticidade também podem ser encontradas em [Simo e Ju| (1987)) e |Carol et al.| (1994).

Particularizando para o modelo de dano isotropico com o critério de dano descrito por

Oliver et al. (2006]), pode-se obter a relagao constitutiva incremental, a partir das equa-

oes [2.7] e [2.24] descrita como:

q 1o q—Hr\ _ _
Efjkl = ;Eljkl — (—7’3 ) O-ijo-]jl (225)

onde as tensoes efetivas na expressao sao dadas por:

— Oij o . o=+ o+
Oij = 1-D ki€kl 5 O = By (2.26)



Capitulo 3

Equacoes Integrais para Problemas
Fisicamente Nao-Lineares

Nesse capitulo sao apresentadas formulagoes das equacgoes integrais de contorno utilizadas
para analise de s6lidos compostos por materiais que apresentam comportamento nao linear
em regime de pequenas deformagoes. Pode-se formular essas equagoes a partir da técnica
de residuos ponderados, como apresentado em Brebbia et al.| (1984), bem como utilizando
o teorema de Bettiﬂ que equivale a aplicacao da segunda identidade de Greenﬂ a equagao

de Navielﬂ, escrita na forma adequada a problemas nao-lineares.

3.1 Formulacao nao-linear

Qualquer ponto de uma trajetéria de equilibrio nao linear pode ser definida como a com-
binacao de duas partes lineares, conforme pode-se observar na figura para diagrama

uniaxial.

!Enrico Betti Glaoui, 1823-1892, Itélia
2George Green, 1793-1841, Inglaterra
3Claude Louis Marie Henri Navier, 1785-1836, Franca
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€® € € €€ € €

Figura 3.1: Trajetéria de equilibrio unidimensional - combinacdo de duas partes lineares —
fonte: [Peixoto et al.| (2016)).

Para uma determinada deformagao €, observa-se que a tensao real, 7(¢), é a diferenga
entre um estado de tensdo, dado pela aplicagao da relacdo eldstica linear inicial (E°€), e

um residuo 0° = E°?°. Generalizando para o espaco tridimensional, tem-se:

jnd J— o o _ o o

Gij(€ij) = Efmen — 03y = Efj(en — €3) (3.1)
sendo €;; = €f; +€7;. Considerando a variagao temporal dessas grandezas, pode-se escrever:

€ij = €5+ € = ij(éi) = EYiéu — 0 (3.2)

Retomando a ilustragao da figura 2.1 tem-se um dominio sélido ©, delimitado por um
contorno I' = T', U T, onde sdo prescritas condigdes de contorno naturais (em I',) ou
essenciais (em I',) e atuam forcas externas por unidade de volume (campo resultante b;).

Nas equagoes [2.1], que definem o problema de mecéanica quase estética, pode-se substituir
a eq. ) por: 5ij(éij) = Elpén — 0.

Aplicando as relagdes de compatibilidade cinemédtica (eq. ) as de compatibilidade
constitutiva ), obtem-se ¢;; = Nij0ép, + 20€;; — dfj , e posteriormente substituindo
na equagao de equilibrio interno (eq. ), obtém-se a conhecida equacao de Navier para
deslocamentos:

,U’llj,kk + ()\ + M)?:kakj — é’;hk + bl =0 (33)

A equacgao de equilibrio de Navier é um conjunto de equagoes diferenciais parciais lineares

de segunda ordem, de natureza eliptica, conforme demonstra (Cruse, (1977). Isto implica
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que somente solugoes continuas, com primeiras derivadas continuas sao admitidas. As
solugoes fundamentais, importantes na obtencao das equacoes integrais do MEC, sao
solugoes singulares para a equagao de Navier, sendo que, para cada problema especial (ou

fundamental) uma solucao particular é determinada.

3.2 Solucoes Fundamentais de Kelvin

Um problema fundamental de interesse é aquele proposto por Kelvinﬂ que considera
uma carga unitaria aplicada em um ponto & (ponto fonte) de um dominio infinito Q* em
uma diregao ¢, sendo obtidas expressoes para deslocamentos u} (&,X) em um ponto X
(ponto campo), e para forgas de superficie, 7(€, X), em um plano que contém este ponto
X. Define-se como r(&,X), a distancia entre os pontos de colocagdo (ponto fonte) e de

medida (ponto campo), sendo vélidas as relagoes:

. T; 5@‘ Trir; or T
ri=Xi—&; rilx=ri= " o Ty = - ) on = ?nz =T (3.4)

Quanto a for¢a de volume, considera-se como uma carga unitaria pontual em &, represen-
tada por:

by =0(X - &P (3.5)
onde P, =1Vie §(X — &) é a funcio delta de Dirad
Essa expressao de forga de volume, b}, pode ser substituida na equacao de Navier (eq.
(a menos da variacdo temporal ji destacada) a ser resolvida — solugao fundamental de

Kelvin. Tomando um determinado instante, para obtencao desta solucao é conveniente

se escrever os deslocamentos em termos de derivadas do vetor de Galerkinﬂ, G, como se

. At p
Uj = G]}’i’i — ()\ T 2#) Gi,ji (36)

segue:

E possivel assim representar a equagao de Navier como uma equagao biharmonica, como:

1 Giier + 6(X — &) P =0 (3.7)

4William Thomson - Lord Kelvin, 1824-1907, Inglaterra
5Paul Adrien Maurice Dirac, 1902-1984, Inglaterra
5Boris Grigoryevich Galerkin, 1871-1945, Riissia
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O desenvolvimento detalhado da solucao da equacdo é mostrado por (1977). A
solugao fundamental expressa as componentes de deslocamento de um ponto X na direcao
j, em fungdo de uma carga de componentes unitérios (P; = 1;7 = 1,2,3), aplicada no

ponto de colocacao &, como segue:

1
R S— [ 1) I ) ,
u; 167T,u(1—u)r[(3 V)ij + 11y (3.8)

A figura [3.2] ilustra algumas grandezas envolvidas. Desse campo de deslocamentos, os
tensores de deformagdes infinitesimais (€};), tensoes de Cauchy (07;), e forcas de superficie

(t;‘) num ponto campo com superficie de normal unitaria n; , sao dados pelas equagoes

seguintes:
€k (u] g + up )
1 (3.9)
= 1671'[“(1 — I/)T2 [5jkr7i +(21/ — 1)((5¢kr,j +5ijT’k ) — 3T7i Ty Tk ]R
N 2uv . .
Tik = 1_ 9, 2y5jk€” + 2,
1 (3.10)
- 871'(1 _ V)T,Q [(21/ - 1)(_5jkr7i +5ikr,j +5ijr7k ) — 37’71» Tyj sk ]H
tj = o

1 (3.11)

— —871'(1 — l/)?"2 [<2V — 1)(_nj7",z‘ ‘H%'T,j +6ijnkr,k ) — 37’”; Tyj MET K ]R

Figura 3.2: Dominio sélido e grandezas.
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Um desenvolvimento completo das solugoes fundamentais de Kelvin e suas derivadas (tra-

tadas na segao é apresentado em [Peixotol (2016)).

3.3 Equacao para deslocamentos de pontos internos - Iden-
tidade de Somigliana

Definido o problema nao-linear, descrito em termos de taxas, pode-se utilizar o teorema
do trabalho reciproco de Betti para formulacao das equagoes integrais do problema. A
abordagem equivale a aplicacao da segunda identidade de Green a equacao de Navier,
assumindo-se dois campos de deslocamentos correspondendo a estados eldsticos distintos.

Tal abordagem é formalmente equivalente a técnica dos residuos ponderados, como ressalta

Fudoli] (1999).

Considere sistemas em equilibrio, sujeitos a campos de deformacao e tensao distintos
(sistema A: ef}, a;;‘- e sistema B: 65- ; 05 ). Vélidas as propriedades elésticas, o teorema de

Betti é expresso por:

/Qaf]‘- 65 d) = /Qaf;- ef‘j dS) (3.12)

Integrando por partes ambos os lados da equacao, e usando o teorema da divergéncia,
obtém-se a expressao do segundo teorema de Betti, em termos de deslocamentos, forcas

de superficie e forgas de volume para o sélido (€2 + I'), como:
/ﬁﬁw+/wﬁmz/fﬁﬁ+/fﬁm (3.13)
r Q r Q

Considere agora um soélido €2 com contorno I' contido em um outro sélido infinito homogeé-
neo 2* com contorno I'* (figura[3.3). Pode-se assumir o problema fundamental de Kelvin
como o sistema A do teorema de Betti, com o ponto de aplicagao da carga posicionado
no interior do dominio nao-infinito (§ € 2, £ ¢ I') e o ponto campo no contorno (X € I'),
conforme mostra a figura. Como sistema B, considera-se um problema nao-linear a ser
analisado (em termo de taxas), com condigoes de contorno bem definidas. Pode-se entao
obter a partir da equacao m (segundo teorema de Betti), uma equagdo que tem como

Unica incognita o deslocamento do ponto & pertencente ao dominio €2. Para simplificar
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a notacao, as grandezas correspondentes ao problema fundamental (sistema A) passam a
ser denotadas com o sobrescrito (*), enquanto as grandezas correspondentes ao problema

a ser analisado (sistema B) passam a ser denotadas sem sobrescritos.

Figura 3.3: Dominios sdlidos do Teorema de Betti - Identidade de Somigliana.

Deve-se observar que o problema foi formulado considerando validade das propriedades
eldsticas, portanto a deformagao considerada se refere a parte eldstica (ef;). Com a nova
notacao, e considerando a relacao definida na equacao (€5 = €; +€;), a equagao m

poderia ser reescrita com um termo adicional, como:

/J:jégjdg = /dijﬁfjdﬁ = /U;j € dS) = /C'fij €;; d€ —l—/afj €, dQ  (3.14)
Q Q Q Q Q

Da defini¢ao de forga de volume da equagao [3.5] pode-se escrever:

/ bruPd = / bl dS) = / §(X, &) P; u;dQ = 1;(€) P, (3.15)
Q Q Q
onde se considerou a propriedade da funcao delta de Dirac, que estabelece:

/ e T G (3.16)
Q 0 se £¢Q

Substituindo-se apropriadamente as equagoes [3.15] na expressao do segundo teorema de
Betti (eq. [3.13)), e adicionando o termo extra mostrado na equacao [3.14} obtém-se:
WP = [ u,(€050PIX) ~ [ 156 X)i(X)PrX)
r r

(3.17)

+ [ X0 0PAAX) + [ o146 X)L RAOX)
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onde

uj(X) = u(§, X) Py 15(X) = 15;(&, X) Py 0, (X) = 075§, X) Py (3.18)

J J

Os tensores uj; (&, X), t;;(€, X) e 05,(§, X) s@o as solugoes fundamentais de Kelvin e repre-

ijk
sentam, respectivamente, num ponto de campo, X, deslocamentos e forcas de superficie na
direcao j e componentes de tensao jk devido a uma carga unitaria concentrada no ponto

de colocacao, &, aplicada na direcao i. As expressoes para essas solugoes fundamentais

foram apresentados nas equagoes [3.8] e[3.10]

A equacao[3.17 pode ser desmembrada para cada direcao do espaco euclidiano, resultando
na identidade de Somigliana[], que fornece componentes de deslocamento (ou, no caso, taxa

de deslocamento) para pontos internos, i.e.,
(6) = [ (€305 (X) - [ 16 X)1,(X)r(X)
r r

_ (3.19)
n / ul, (6, )b, (X)dUX) + / 07,0 (€, X)e2,(X)d0(X)
Q Q

3.4 Equacao Integral de Contorno

Para que a expressao da identidade de Somigliana seja suficiente para representar uma
solugao para problemas de valores de contorno em um ponto interno, é necessario que
as grandezas envolvidas (deslocamentos e forgas) sejam conhecidas no contorno do s6-
lido (assume-se conhecidas as forgas de volume). Considera-se entao a situacdo em que,

também o ponto de colocagao (ponto fonte) se situa no contorno do sélido (§ € I').

A principio, expande-se o dominio por uma superficie esférica, I'., de raio €, em torno do
ponto de aplicagao da carga unitdria &, conforme representado na figura [3.4l A superficie

do sélido passa a ser definida por I' — I'. + .. A equacdo assume entao a forma:

"Carlo Somigliana, 1860-1955, Italia
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€

in(€) = [ [ e X0 - [ (€ X (X)dr(x)

n / s, (6, X)l; (X)dQU(X) + / a:jk@,X)e;?k(X)dQ(X)]
(3.20)

| [ e 0800d0) - |66 X)i (X))

€ €

n / (6, )b (X)dQUX) + / 07, (€. X)é2, (X)d0X)

€

Figura 3.4: Expansao do dominio para ponto fonte no contorno.

Tomando agora o limite ¢ — 0 de modo a nao alterar o contorno original do sélido,
avaliam-se as integrais da equacdo. Na primeira integral do segundo colchete (em I'.), a
singularidade da solugao fundamental no nicleo da integral tem ordem O(1/¢), enquanto
a drea da superficie excluida tem ordem dI' = O(g?), o que torna a integral nula no limite
e — 0. As duas tltimas integrais do segundo colchetes tém solugoes fundamentais de
ordem O(1/¢g) e O(1/€?), enquanto o volume acrescido da esfera tem ordem df2. = O(e?),
o que também anula essas integrais na forma limite. A segunda integral do segundo
colchetes (em I'.) entretanto, nao se anula, e a singularidade no ntcleo da integral deve

ser regularizada como se segue:

[ € X0a,00000 = [ € X)[15(X) - a,(€)]dr(X) + a(6) | (6. 00X
(3.21)
Na equagao|3.21] a primeira integral da direita se anula para o limite ¢ — 0, se é assumido

que os deslocamentos u; sao continuamente diferencidveis, isto é, se [u;(X) — u;(€)] =
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O(e), que é a condigdo de continuidade de Lipschitzﬂ Resta apenas a segunda integral
da direita a ser avaliada. Esta integral é em geral representada em sua forma limite, aqui

denominada c;;(&) como:

¢(€) =lim [ 13(¢,X)dT(X) (3.22)

g e—0 r.
Esta integral multiplica uma componente ;(£€), como pode ser observado na equagao (3.21],
Como na equagao da identidade de Somigliana hd um termo independente ;(&), é con-

veniente agrupéa-los, representando-os por uma tunica variavel, dada por:
() = b+ ¢€) = 8+ 1 [ 15,6 X)ar(X) 329
5 T,

Para pontos &€ posicionados em contorno suave, em aresta e em vértice (figura [3.5)), os

termos da matriz ¢;;(§) sao:

] L ! 1 1]
= 0 0 1 )
5 4 8 8r(l—v) 8n(l—v)
1 0 1 1 ( 1 ( 1
2 . 4 47?(11— V) 8 8n(1 —v)
. 1
| simetr. 5 | | simetr. Z J _simetr. g ]
§ em contorno suave £ no :;rértice £ em‘aTresta

Figura 3.5: Termos de ¢;;(§) para pontos em contorno suave, em vértices e em arestas.

Para pontos genéricos do contorno, expressoes para c¢;;(§) podem ser obtidas em |Guiggiani

e Gigante, (1990) e |[Liao e Xu| (1992)) para problemas de elasticidade.

Atencao especial deve ainda ser dada a segunda integral do primeiro colchetes da equa-

¢ao [3.20, que apresenta uma singularidade forte. Esta integral existira apenas no sentido

8Rudolf Otto Sigismund Lipschitz, 1832-1903, Alemanha
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de valor principal de Cauchy, que requer que o campo 4;(X) satisfaca a condigdo de

continuidade de Hélderﬂ em §.
i (X) — ()] < AX - €J° (3.24)

onde X é qualquer ponto de I' e A e B sao constantes positivas, com 0 < B < 1,
sendo B = 1 o caso mais restritivo (condigdo de Lipschitz). As demais integrais da
equacao [3.20] apresentam apenas singularidades fracas quando e — 0 e X — £. Assim, a
equagao integral de contorno, que fornece as componentes de deslocamentos para pontos
localizados no contorno é dada por:

o (€)its(€) = / (€, X)f;(X)dr(X) — ][ £,(€, X1ty (X)dl(X)
r r (3.25)

+ /Q uj; (€, X)b; (X)dAX) + /Q 071, (&, X) €, (X)d2(X)

onde o simbolo Jcr (+)dI" indica que a integral existe no sentido de valor principal de Cauchy.
Os termos relativos & solugao fundamental foram apresentados nas equagoes 3.8 [3.10]
eB.18

3.5 Deformacoes Internas

Uma expressao para taxa de deformacoes em pontos internos, €;;(§), pode ser obtida da
parte simétrica do gradiente da equagao dos deslocamentos, dados na equagao [3.19] i.e.:

65 (6) = 3l (8) + i34 (€)] (3.20)

A derivagao sobre os tensores de segunda ordem dos nicleos das integrais da equagao 3.19]

ou seja, das solugoes fundamentais (equagoes , e|3.10) resulta em:
k 1 k *
uijk(€7 X) = 5 [uik,j (57 X) ‘E + ujk,i(sv X) ‘5}
1 (3.27)
— 1671',[1,(1 — V)T’2 [(1 — ZV) ((5¢k7‘,j +5jk7’,i) — 5iﬂ",k +3T,i ’f‘,j T,k]

90tto Ludwig Holder, 1859-1937, Alemanha,
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* 1 * *
tijk(éﬂ X) = 5 [tik’,j(€7 X)‘g + tjk,i(év X) ‘5}
1
= —{(1 — 20) [0k + MOk — nilij + 31y 15 N,

8n(1—wv)r3 (3.28)

0
+ 38—;[V(7",j 5zl€ + Ty (Sjk) + Tk 6ij — 57",1' T,j T,k]

+ 3v(n Ty T 1T Tk )}

1
o€ X) = S [o7,(&; X) ¢ + 050 (& X))
1
= m{<1 — 2v)(0irdj1 + 610 — 0ij0n1) (3.29)

+ 3V<5ilr7j Tk +5ikr7j 751 +6jkrai 751 +6jl'r7i Tk )
+ 3[(1 — 21/)(5le,,‘ ’f’,j +5z’jr’k T,l] — 15’/’,1‘ T,j LTy }

*
177

As integrais da equagao m que envolvem os tensores uj; e ¢;;, nao resultam em integrais
com grandes problemas de singularidade, uma vez que o nicleo da integral de dominio
tera singularidade fraca, enquanto nas integrais de contorno nao ha coincidéncia de pontos
fonte e ponto campo (€ # X). Entretanto, a derivagao do tensor ag‘jk(E , X) em relacdo ao
ponto fonte que resulta na equacao introduz uma singularidade forte no ntcleo da
integral de dominio quando & e X coincidem, sendo necessarias consideragoes adicionais,

Ccomo segue.

xj\
X
x, 7

Figura 3.6: Esfera de exclusao do dominio 2.

Tomando o ponto fonte & no dominio envolto por uma superficie esférica (de raio ¢, e
centro em &) de exclusao do dominio (figura[3.6)), define-se um novo dominio €2, evitando-

se a singularidade. Tomando o limite ¢ — 0, pode-se reescrever a ultima integral da
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equacao |3.19] e seu gradiente em relacao ao ponto fonte como:

Vi= lir% 051 (&, X)€% (X)dQU(X) (3.30)
=0 Jqo.
0
Vil =t | [ tute. 080000%) (331

Conforme desenvolvimento apresentado por|Telles (1983), a expressao de V;,|, se desdobra

e
como uma diferenca de duas integrais. Na forma limite, a primeira dessas integrais existe
no sentido de valor principal de Cauchy, se €; satisfaz a condigao de continuidade de

Holder, sendo expressa por:

e—0

iy [ o506 )| Je50020%) = £ [of6 X JenXix)  (332)

A segunda das integrais é trabalhada com expansao da taxa de deformacoes em série de
Taylor{l;U] em torno de um ponto fonte, contemplando a modificacao do dominio €. nas

coordenadas de &, podendo ser escrita como:

tiy [ 56 X025, (X)m (X)L (X) = &,(6) i [ 076 XIm(X)ACX)  (33)

'

_ €
Ffin

sendo 7; as componentes do vetor unitdrio ortogonal & I'., apontando para a direcdo
externa da esfera; e Fj;;, ¢ um termo livre oriundo da solugao analitica da integral em
destaque na equacao [3.33] Retomando a necessidade de se utilizar a parte simétrica do
gradiente para a formulacao da equacao integral para deformacoes, define-se o termo livre
F = 5[F;+ Fil- O desenvolvimento da expressio final, apresentado por Bui| (1978)),

2
pode ser escrito como:

1
ik = Q[Fz‘eklj + Fljail
1 (3.34)
— m[(él — 5V)((5ik5jl + (511(5jk) — (1 = 5v)6;;0k]

10Brook Taylor, 1685-1731, Inglaterra
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Considerando as equacoes [3.27 , [3.11] , [3.29] e [3.34], a operacao da equacao [3.26] na equa-

¢ao [3.19| resulta na expressao final da equacao integral para deformagoes em pontos inter-
nos, dada por:

() = [ (€ XA ~ [ 15406, X)iu(X)N(X)
r r (3.35)

n / (€. X, (X)dQU(X) + ][ 0706, X)E,(X)AUX) + Fué (€)



Capitulo 4

Formulacao Implicita do Método dos
Elementos de Contorno Nao-linear

A utilizacao do método dos elementos de contorno para analise de problemas nao-lineares
é antiga (Kumar e Mukherjee, 1977)). Telles e Brebbia (1979) sintetizaram a formulagao
para problemas de plasticidade, onde a equacao nao-linear discreta contém explicitamente
o termo de deformacao plastica incrementado iterativamente. Muito depois Telles e Car-
rer| (1991) propuseram uma formulagdo para o mesmo tipo de problema, conhecida como
formulacao implicita, posteriormente aprimorada pela introducao de operadores tangentes
que sao atualizados nas iteracoes incrementais, como descreve o trabalho de |Paulino e Liu
(2001). A abordagem implicita com operador tangente, em comparagao com procedimen-
tos utilizados em trabalhos anteriores (Kumar e Mukherjee, 1977)), apresenta vantagem
em relagao a estabilidade e eficiéncia computacional, como ressaltam Leonel e Venturini
(2010). No intuito de obter uma formulagdo mais generalizada, compativel com solugoes
que permitem uso de diferentes métodos de controle, ja utilizadas no MEF, Peixoto et al.
(2016) propoem uma adaptagao na formulagao implicita. Apds um procedimento de linea-
rizacao da equagao de equilibrio, o vetor de incremento de deformagao é dividido em uma
parte associada a carga externa cumulativa, e outra associada ao vetor de desbalancea-
mento, resultando em dois sistemas independentes a serem resolvidos. Nessa formulacao,
somente sao necessarias atualizacao de dois parametros da formulacao constitutiva em
uso durante os incrementos, i.e., a tensao e o operador tangente relacionando tensoes e

deformacgoes.

66
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Para o tratamento numérico matricial das equacoes integrais pelo método dos elementos
de contorno, discretiza-se o contorno I' do sélido em N, elementos de contorno (elemen-
tos de superficie), cada um definido por uma quantidade n. de pontos, totalizando N,
pontos no contorno (nds), onde os valores de deslocamentos e forgas de superficie podem
ser conhecidos ou incégnitos. O dominio do sélido 2 também pode ser discretizado em
uma quantidade N, de células (ou elementos de volume), cada uma definida por n. pon-
tos, totalizando M, pontos internos. A discretizagao do dominio, embora contraponha
uma das principais vantagens do MEC — reducao na ordem geométrica do problema, é
necessaria, pelo menos na regiao onde ocorrem efeitos dissipativos, tipicos em problemas

fisicamente nao-lineares. Considerando o sélido devidamente discretizado, as equagoes

integrais [3.19] [3.25] e [3.35] podem ser reescritas como:

Z/ ug; (€7, X)i Z/ £,(&7, X )1y (X)dD(X)

_ (4.1)
5 / o€ X5, (X)dAX)
c=1 c
cii (€ Z/ uj (€', X)i Z][ £,(&", X)u;(X)dI(X)
_ (4.2)
Py / o€ X)i5,(X)dX)
c=1 c
EU Z/ zjk E X tk dF Z/ ijk € X Uk( )dF( )
(4.3)
+Z]{]U:jkl(£J:X)éZl(X)dQ(X)+F]klékl(€J)
c=1 c
sendo I = 1,..., N, pontos do contorno; J = 1,..., M, pontos internos; I'. a superficie

de cada elemento de contorno; e 2. o dominio de cada célula.

4.1 Elementos de Contorno

Sobre cada elemento, a geometria do contorno é aproximada por funcoes de forma N, e
os valores de deslocamentos e forcas de superficie sao aproximados por fungoes de inter-

polagao M, a partir dos n. valores nodais do elemento. No caso presente, as fungoes sao
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as mesmas (N = 9 = N), ou seja, sdo elementos isoparamétricos. As aproximagoes sao

dadas por:
zi(X) = zi(n1,12) Z N (1, m2)x (4.4a)
Ui (X) & i (1, 12) Z N (1, m2) (4.4b)
£(X) & ti(n1,m2) Z N (i, m2)t (4.4c)

onde z¢, uf e t¢ representam valores nodais (nds «) das coordenadas geométricas, desloca-
mentos e forcas de superficie, respectivamente, na direcao ¢ ; N sao fungoes interpoladoras
(e de forma) em coordenadas paramétricas (n;,72). A figura ilustra elementos desse

tipo.

Figura 4.1: Elementos de contorno em coordenadas paramétricas.

As equagoes [£.4D] e podem ser expressas matricialmente como:

ks

i ( U (71, 772) N0 0 ---N™ 0 0 U3
ua(ni,m) ¢ =10 N 0 --- 0 N" 0 :

iL3(771> 7]2) 0 0 Nl Ce. 0 0 Nne 'l'l,?e

X
2

Us(

iLg(

s

& {aX)} ~ {a(n,m)} = [N(p,me)]{a}
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t1(X) £ (1, 72) N0 0 ---N™ 0 0 tl
£(X) p 2 Qba(mm) =] 0 NV O -~ 0 N"™ 0 :
t3(X) ta(1m, m2) 0 0 N'--v 0 0 N7 |ire
iz

-
\ t3 Y,

& {{X)} ~ {tm,m)} = [N(m,m)]{E}

onde n, é o nimero de pontos de interpolacao do elemento de contorno e; os indices

inferiores se referem a direcoes cartesianas.

Com efeito, como as fungoes interpoladoras N sao expressas em coordenadas paramétri-
cas (n1,12), é necessaria a transformagcao do elemento de area I'(X) do sistema global (z;)

para este novo sistema de coordenadas, isto é:

dl(X(n1,m2)) = T (m,m2) dmdne = Je dne (4.7)

onde J(n1,m2) é 0 J acobiand] de superficie da transformagao de coordenadas.

4.2 Células Convencionais

Ao se considerar valores constantes para as grandezas avaliadas no interior de cada célula,
como adotado neste trabalho, considera-se apenas um ponto de colocagao & (ponto fonte)
por célula. De maneira similar ao utilizado para os elementos que discretizam o contorno,
a geometria é aproximada por funcoes de forma M, a partir dos n. valores nodais de cada
célula. J& as deformagoes inelésticas €7}, sao consideradas constantes em seu interior, ou
seja, sao células (elementos) superparamétricas. As aproximagoes da geometria sdo dadas

por:

zi(X) & @i(n1,m2,m3) = Z M (1, n2,m3) 2 (4.8)

a=1

onde z¢. representa valores nodais (nés «) das coordenadas geométricas, na diregao i;
M, sdo fungoes de forma em coordenadas paramétricas (11,m2,13). A figura [4.2] ilustra o

mapeamento com células hexaédricas.

Ireferente a Carl Gustav Jakob Jacobi, 1804-1851, Alemanha
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(+1,-1,+1)

Figura 4.2: Células em coordenadas paramétrica.

Como as fungdes interpoladoras M“ sdo expressas em coordenadas paramétricas (1, 12, 73),
¢ necesséria a transformagao do volume de dominio da célula ©2(X) do sistema global (z;)

para este novo sistema de coordenadas, isto é:

dU(X (1, m2,m3)) = T (M, 12,m3) dimdnedns = T dne (4.9)

onde J(n1,1m2,m3) é o Jacobiano da transformacao de coordenadas.

4.3 Equacoes Matriciais

Com as consideragoes sobre elementos de contorno e células, as equacoes integrais podem
ser escritas em forma matricial, para melhor tratamento algébrico e computacional, como
descrito nessa secao. De forma geral, os tensores associados a solucao fundamental de

Kelvin podem ser representados nas seguintes formas matriciais:

ujp Ujp Ujg 11 U2 113
ui; (€, X) = [u*(ﬁ,X)} = |upy upy ugs| s (6 X) = [t*(é,X)] = [151 139 13
U3 Uy Ui 131 159 133

(4.10)

Ol Olzz Olsz 20712 20713 2073
k(& X) = [0*(€’X>} = |02 Oamp Oa3 20315 20315 205 (4.11)
O311 O399 O333 20319 20313 2035
Na ultima matriz foram consideradas as simetrias o)1y = 0y, Of13 = Oj3; € Tlys = Ojao.

Os termos das matrizes sdo obtidos das equagoes [3.8] [3.11] [3.10] e [3.18]
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4.3.1 Equagoes Matriciais para Deslocamentos de Pontos Internos

A equagao integral [1.1] para um tnico ponto de colocagao (.J) do dominio pode ser reescrita,

para cada elemento (contorno ou célula), levando-se em conta as equagoes [1.4] [1.7]
e[d.9, como:

Ne

W(€)+ Y wXm) [ (€ (XM)NT, di. =
o o=l " (4.12)

i (X (n.)) / ut (€, (X(1)) N, di, + E5(X) / o€, (X)) T, dine

sendo n. o nimero de pontos de interpolagdo (= nimero de nés) de cada elemento de

contorno.

Em um elemento genérico (do contorno ou célula), as integrais a esquerda da igualdade da
equacao podem ser representadas por [H7]. J4 para as primeiras integrais & direita
da igualdade (integracdo sobre elementos de contorno), utiliza-se a denominacao [G7],
enquanto que as integrais sobre as células ficam condensadas num matriz denominada

[Q7]. De forma expandida:

11t tis ’ NYO 0 ---N™ 0 0
[H;’]E// 5 thy ths 0 N' 0 -~ 0 N 0 |J.dmndn (4.13)
PR e e, 5l {0 0NV 0 0 N
J
uj; Ujy Ujs N0 0 ---N"™ 0 0
[GeJ]E// Uy Uy Uy 0O NV 0 -+ 0 N™ 0 |TJedmdn (4.14)
TPl wl, uwl| |0 0 NUeo 0 0 N
J
0111 Ola2 Oisy 20112 20713 20753
[Q‘CI]E/ // 0311 O Oz 20315 20315 20593 | Je dimdnadns (4.15)
m Jnz I

* * * * * *
0311 O399 O333 20319 20313 20393

Os termos que multiplicam as primeiras integrais da equacao [4.12| sao apresentados nas
equagoes e , respectivamente vetores ¢ e ¢, enquanto o termo que multiplica a

ultima integral é:

T
.0,c _ [ -0\ _ .0,c  -0,c  -0,C .0, .0,c .0,c
€k = {6 } = { €11 € €33 265 263 2éy } (4.16)
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Antes de considerar o sistema completo (todos os pontos e elementos), é importante
observar uma diferenca na montagem das matrizes globais [H"], [G"] e [@"], que as tornam
de tamanhos diferentes (sobrescrito [?"] refere-se a deslocamentos de pontos internos).
A cada ponto da discretiza¢do corresponde um tnico valor de deslocamento (prescrito
ou calculado) e um valor de deformagao inelastica, considerando até entao, meio sem
descontinuidades. Tratando-se de for¢as de superficie, no entanto, é possivel que se tenham
valores diferentes para elementos vizinhos que compartilham um ponto. E possivel até
mesmo que em um elemento, um ponto tenha valor de uma grandeza prescrito, enquanto

para o elemento vizinho essa grandeza seja incognita.

Em forma matricial, utilizando as definigoes das equagoes a [£.16] pode-se escrever a

equacao [£.12] considerando todos os pontos internos e todos os elementos:

{a} + [H"]{u} = [G"]{} + [Q"]{¢°} (4.17)
onde o sobrescrito €2 em {u} foi adotado para indicar que o vetor em questdo é formado
por componentes referentes a pontos internos. Seguindo o que foi dito anteriormente, as
matrizes possuem as dimensoes seguintes:

[G*] = (3M), X 3Nene); [H"] = (3M), x 3Np); [Q"] = (3M, x 6M,);
{0} — (3M,); {t} — (3N.n.); {u} — (3N,); {e°} — (6M,)
As observacoes relativas a montagem das matrizes podem ser sintetizadas esquematica-

mente:

JUP{“J} U U@ U i -

. J=1le=1 e= lM . (418)
U () U I +UUde U ({e})

onde os simbolos | e U estao assomados as formas de montagem das matrizes, o primeiro
indicando que coeficientes relativos a um mesmo ponto geométrico sao alocados em uma
mesma coluna da matriz ou linha do vetor. Ja o segundo, indica que coeficientes referentes
a pontos compartilhados por dois elementos distintos, sao alocados em diferentes colunas
(ou linhas de vetor), mesmo que tais pontos sejam geometricamente coincidentes. Na
presenga de dois simbolos, o primeiro (ou da esquerda) refere-se & montagem das linhas,

e o segundo, a montagem das colunas.
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4.3.2 Equacgoes Matriciais para Deslocamentos de Pontos do Contorno

A equacgao integral de contorno para deslocamentos (equagao , para um ponto de

colocagao (I) do contorno pode ser reescrita, para cada elemento (contorno ou célula),

levando-se em conta as equagoes [4.4] [4.7], [4.8 e [4.9] como:

%wmwwiwmmM@@MWW%m:

. (4.19)
> X)) | e’ (KNI dne+ %) [ il (K1) d
a=1 e g
As formas matriciais dos termos contendo iij, U;j € 045, sao respectivamente:
ey e [N 0 0 N 0 0]
[H]] = / / 3, thy thel | O NY O --- 0 N" 0 |Jdmpdn (4.20)
Pl ] L0 O N0 0 N
ity ] [NV 00 N 0 0]
[Gi]z// wh wiy uls| |0 NY O - 0 N" 0 | T dmdne (4.21)
P s w, | [0 0 N 0 0 N
A 1 L e
Ol11 Ola2 Orsz 20715 20713 20753
[Qg]z/ // 0311 Opn Oz 20315 20315 20553 | Je dimdiadn (4.22)
m Jna Iy

* * * * * *
0311 0339 O333 20315 203135 2033
O termo ¢;; (€") (ver equacao ) é representado por:

c11(€') c1a(€") (€
Cij(gl)z 021(51) 022(51) 023(51) = [Cl] (4.23)
c31(€') c5(€") css(€”)

Em forma matricial, utilizando as definicoes das equagoes 4.20} [4.21] e 4.22] pode-se es-

crever a equagao para totalidade dos elementos e todos os pontos de colocagao do

contorno:

[H{u}y = [GH{i} + [Q]{e} (4.24)

Observa-se que para obtencio da matriz global [H], foram somados termos da matriz [C]

com termos da matriz [H!], quando os pontos do elemento sdo coincidentes com o ponto
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de colocacao. A abordagem equivale a consideracao de movimento de corpo rigido na

auséncia de forgas, que elimina um problema de integrais com singularidade forte.

As consideracoes relativas aos tamanhos das matrizes globais permanecem validas. As

matrizes possuem as dimensoes seguintes:
[G*] = (3N X 3Nene); [H'] = (3N X 3N,); [Q"] = (3N, X 6N, );
{t} = (3Nn.); {u} — (3N,); {¢°} — (6N,)
Em relagdo a montagem das matrizes globais, pode-se sintetizar esquematicamente, se-

guindo a mesma simbologia adotada na equacao 4.18] obtendo-se:

OU([CIHHQ U UU Gl U {i}) UU U {e°}) (4.25)

4.3.3 Equacgoes Matriciais para Deformacoes Internas

A equacao integral , para um ponto de colocacao (J) do dominio pode ser reescrita,

para cada elemento (contorno ou célula), como:

(€ + D X)) [ € XN T, dn. -

e

i tr (X (1)) / ulin (€7, X (0e) )N Te dne (4.26)

+ éZﬂX)/ U:jkl(£J>X<7]6))k7C dne + F]klekl (5J>
Ne

Em um elemento genérico (do contorno ou célula), as integrais da equagao [4.26} da es-

querda para direita, na forma expandida, sao respectivamente:

- J
* * *
tlll t112 t113

too1 T2 loo3 NI O 0 ---N" 0 0

_ tra, they th
[HSJE// TR ) N O e 0 N 0| T dmdpy  (4.27)
n 2

tior T2 Thas 0 0N ... 0 0 N
iz thza U133

* * *
_t231 t232 t233_
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* * *
Upp Ugp12 Ug13

Ugy Udgy Usog
N0 0 ---N™ 0 0

_ Uhar Uhao Uk
GY] = / / BETEREL0 NY 0 e 0 N 0 | Jodmdiy (428)
1 2 u u u

memTer e T g g N 0 0 N7

Uyzp Uypzy Uizg

* * *
| Ug31 Uz Uozs |
sendo considerada, nas equagoes anteriores, as simetrias (7)12; = (?)215, (?)13: = (?)31; €

<?)23i = (7)3%

_ _J
* * * * * *
01111 Ol122 01133 201112 207113 2071193

* * * * * *
03911 02929 09233 203912 203913 205993
~J1 _ 03311 O3320 Oa333 203312 2033135 203393
Q] = ’ ’ ’ ’ ’ ’ TJ. dmdnadns — (4.29)
mJmzJns | O7911 Olagg Olags 207912 207913 207993

* * * * * *
01311 Ol3z22 Oisss 207312 207313 207303

* * * * * *
| 02311 02322 02333 205319 205313 2‘72323_

sendo consideradas as simetrias 0715 = 07591, 07513 = 0jj31 € Ojjog = O30

Os termos do tensor de quarta ordem fora da integral na equagao[d.26| podem ser calculados

] e 3 1 3 €€ — €€ €€ — €€ €€ —

a partir da equacdo [3.34] Considerando as simetrias Ffj, = Fifoy, Fifi3 = Fif e Fijpy =
139, 0 tensor pode ser escrito em forma matricial como:

_ - J
€€ €€ €€ €€ €€ €€
F1111 F1122 F1133 2F11112 21:11113 21:11123
[33 €€ €€ €€ 33 33

2211 2222 2233 2 2212 2 2213 2 2223
23 €e € €€ €€ €c
Hee F3311 F3322 F3333 21_713312 2F’S313 2F3323

ijkl

(7] (4.30)
€€ €€ €€ 2 €€ 2 €€ 2 €€
1211 1222 1233 1212 1213 1223
€€ €€ €€ €€ €€ €€
1311 1322 1333 2 1312 2 1313 2 1323
€€ €€ €€ €€ €€ €€
2311 2322 2333 2312 2313 2323

Em forma matricial, utilizando as definicoes das equacoes [£.27], [£.28 e [4.29], pode-se es-

crever a equagao [£.20 considerando todos os pontos de colocacao internos e todos os

elementos:
{e} + [H{u} = [G]{t} + [Q]{e} (4.31)

Nota-se que a matriz global [Q€] é obtida da soma de termos das matrizes [Q7] e [F<7].
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As matrizes globais possuem as dimensoes seguintes:
[G] = (6M, x 3Ncn.); [H] — (6M, x 3N,); [Q] = (6M, x 6M,);

{e} — (3M,); {t} — (3Nene); {u} — (3N,); {e°} — (6M,)

As observagoes relativas a montagem das matrizes podem ser sintetizadas esquematica-

mente:
U{e"} Uy U i}) =
J= N J=1e=1 - . (432)
U (@t 0+ UU e+ 7 U e

4.4 Integracao Numérica de Elementos de Contorno e Cé-

lulas

No nucleo das integrais das equacoes 4.12] [4.19] e [4.20, as expressoes das solugoes fun-

damentais (3.9 e e suas derivadas, apresentam denominadores com varidveis,
r(&€,X), relativas a distancia entre o ponto de colocagao, &, e o ponto de avaliagao (campo),
X. Quando esses pontos coincidem r(&,X) = 0, e temos singularidade no nicleo das in-

tegrais, tornando-as irregulares.

Durante a andlise de um problema, o ponto de colocacao (§) se alterna entre todos os
pontos (nés) da discretizagdo. Para cada um desses pontos, todos os elementos da discreti-
zagao passam por integracao. Quando a integracao esta sendo desenvolvida em elementos
que contém o ponto de colocagao, essas integrais tém nucleo singular, enquanto as integrais

relativas aos demais elementos nao tém singularidade.

As integrais com nicleo singular podem ser impréprias (ou fracamente singulares) ou for-
temente singulares. As integrais que nao tém singularidade, em que o ponto de colocacao
& esta distante do elemento sob integracao, os niicleos das integrais se tornam funcoes su-
aves, porém, quando & estd muito proximo do elemento que esta sendo integrado, podem

ocorrer picos na funcao do nicleo das integrais, que as tornam quase-singulares.
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Integrais regulares

A integragao de elementos de contorno e de células (elementos internos) pode ser feita
usando técnicas numeéricas padrao, como a quadratura de Gauss—Legendreﬂ Como a
suavidade da funcao do ntucleo das integrais depende da distancia entre o elemento e
o ponto de colocacao, para manter a precisao dos resultados das integracoes, pode-se
estabelecer o nimero de pontos de integragao em funcao dessa distancia. Neste trabalho
foi adotada uma adaptagao do critério proposto por Eberwien et al.| (2005), que estabelece
o numero de pontos de integragao necessario para manter uma determinada precisao (e.g.

tolerancia ao erro de 1073).

Quando o ponto de colocagao estd muito préximo do elemento sob integragao, caracte-
rizando integrais quase-singulares, é necessario um tratamento diferenciado. Uma abor-
dagem eficiente é a técnica de subdivisao de elemento. Adotou-se aqui a abordagem
baseada em Beer et al| (2008)), que subdivide o elemento em sub-regides iguais, como
mostra a figura A necessidade de se fazer subdivisoes, e a quantidade de sub-regides,

sao determinados de modo a preservar a precisao da integragao.

Figura 4.3: Divisao do elemento em sub-regioes, para manter precisao da integragao.

Integrais Singulares

Ocorrem quando o ponto de colocacao pertence ao elemento sob integragao. Estas inte-
grais sao classificadas como fracamente singulares, quando a ordem de singularidade do
niicleo é O(1/r) ou O(1/r?), respectivamente para elementos ou células, em problemas

tridimensionais. As integrais nas equacoes e podem se enquadrar nesse caso.

2Johann Carl Friedrich Gauss, 1777-1855, Alemanha; e Adrien-Marie Legendre, 1752-1833, Franca.
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Entretanto, se a singularidade do nticleo do integrando é da ordem O(1/r?) para ele-
mentos ou O(1/r®) para células (em problemas tridimensionais), a integral é classificada

como fortemente singular, e deve ser considerada no sentido de valor principal de Cauchy

(VPC). Este pode ser o caso das integrais nas equagoes e

O tratamento de integrais fracamente singulares pode ser feito por meio da técnica pro-
posta por |Lachat e Watson| (1976)). Nessa técnica, utiliza-se a transformagao em coorde-
nadas polares triangulares, tornando um dominio triangular em um quadrado unitario,
reduzindo a ordem de singularidade. Em seguida é feito o mapeamento desse quadrado
unitdrio em coordenadas paramétricas para integracao padrao. Caso adotado elementos
de contorno quadrangulares, como nesse trabalho, é necessario dividir o elemento para
aplicar as transformagoes nos subelementos gerados. A figura [£.4] ilustra essa divisao.
Para células hexaédricas, adotadas aqui, segue-se a abordagem de |Gao e Davies| (2002),
que também requer a divisao em sub-elementos. Esses subelementos tém forma de pira-
mide com uma face da célula sendo a base e o ponto de colocacao o vértice. A figura |4.4

ilustra essa divisao para diferentes posigoes do ponto de colocagao (§).
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(b) Célula hexaédrica: singularidade em né do vértice

(8)

D (@®)

8i=0) £=0) %

(¢) Célula hexaédrica: singularidade em né de aresta

(d) Célula hexaédrica: singularidade em né central

Figura 4.4: Divisao em subelementos para integragao.
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Para tratamento das integrais fortemente singulares em elementos de contorno (superfi-
cies), pode-se usar a técnica proposta por |Guiggiani e Gigante (1990). O célculo direto
das integrais VPC presentes na equagao juntamento com o termo livre ¢;; podem ser
evitados, utilizando-se o conceito de movimento de corpo rigido. Essa abordagem, am-
plamente conhecidas, é detalhada por Beer et al.| (2008). A forma auto-regularizada das
equacoes integrais de contorno também é uma alternativa ao calculo direto das integrais
VPC. As trés alternativas de céalculo estao implementadas no INSANE, como discutido
por |Anacleto et al.| (2013). No presente trabalho optou-se por utilizar, em todas as ané-
lises, o calculo indireto dos termos que contém integrais VPC, baseado no conceito de

movimento de corpo rigido, por sua simplicidade.

Jé& para a solugao de integrais fortemente singulares nas células, faz-se uso da abordagem
proposta por |Gao e Davies (2002). As integrais sdo divididas em duas partes, sendo a
primeira com singularidade faca, tratada com a técnica apropriada, mencionada anteri-
ormente, e a segunda parte, que permanece com uma singularidade forte sendo resolvida

analiticamente.

4.5 Estratégia de Solugcao — Formulacao Nao-Linear Impli-
cita

As equagoes matriciais de deslocamentos de pontos do contorno (eq. e de deformagoes
em pontos internos (eq. podem ser organizadas em uma unica equacao, de natureza
nao-linear, que pode ser resolvida por processos iterativos. Esta abordagem, denominada
formulagao implicita, foi proposta inicialmente por [Jin et al. (1989) e [Telles e Carrer

(1991).

Considerando as condigoes de contorno essenciais e naturais definidas em um problema,
nos pontos do contorno do sélido sao prescritos deslocamentos ou forgas de superficie, o

que implica na presenca de termos prescritos e termos incégnitos nos vetores {u} e {t} das

equagoes matriciais. Pode-se entao, reescrever as equagoes [4.17] [4.24] e 4.31] agrupando
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termos prescritos e incégnitos em vetores separados:

{a"} = [A"H{a} + [B"{y} + [Q" e} (4.33)
(Al {2} = [BI{g} + [@H{} (4.34)
{e} = [ANa} + [BHy} + [N (4.35)

onde, em {gy} sdo agrupados os valores prescritos no contorno, provenientes de {u} ou
{t}, enquanto que o vetor {i} contém as componentes desconhecidas destes campos. J4
as matrizes referenciadas por [A] e [B] sdo compostas pelos coeficientes provenientes das
matrizes referenciadas por [H| e [G] correspondentes aos termos incognitos ou prescritos,
respectivamente. Para maior eficiéncia computacional, nao ha necessidade de se montar
as matrizes [H| e [G], sendo preferivel a insergao dos valores dos coeficientes diretamente

nas matrizes [A] e [B].

A equacao pode ser escrita como:
{2} = [Ny} + [Me]{e’} (4.36)
onde [N] = [A]7'[B], e [Me] = [A]7}[Qee].
Substituindo essa expressao nas equacoes e [4.35], pode-se reescrevé-las como segue:
{a" = [N"[{g} + [Mz]{e} (4.37)

{e} = [Ny} + [ME]{e”} (4.38)
onde:

[NY] = [AM[A]7H[B] + [BY]; [M&] = [A][A]7']Q] + [Q"]

[N = [A[A]B] + [B; [M&] = [AT[A]7'Q] + [Q]

A evolucao do modelo nao-linear, requer avangos que sao descritos por taxas que podem
ser computados como incrementos finitos. Como o tempo nao é uma grandeza apreciada
no modelo constitutivo considerado (modelo de dano isotrépico, nao viscoso), os incre-
mentos que controlam sua evolucao sao incrementos de cargas externas. Assume-se que,

entre os incrementos sucessivos (patamar fixo de carga), nao hé evolugao do dano. Para
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estabelecer os valores incrementais adota-se um valor de carga acumulativo, ou fator de
carga A\’ (indice se refere ao i-ésimo incremento) que define um percentual da carga externa
necessaria ao equilibrio do sistema naquele incremento. Assim, considerando o i-ésimo

incremento das cargas prescritas, pode-se reescrever as equacoes [4.36], [£.37] e [£.38}

{z} = NN |{y} + [Me]{e”} (4.39)
{u"}" = NIN"[{y} + [ME]{e} (4.40)
{e}" = NNy} + [ME e} (4.41)

Para um determinado incremento de carga, tomando-se a equacao 4.41} e considerando
a nao-linearidade do problema, conforme descrito na secao 3.1, a diferenca entre as de-
formagoes regulares e as residuais (iniciais ou ineldsticas) podem ser descritas em um
vetor, {Q}", que na situagao de equilibrio devera ser nulo. Como nao aparecem os valores
das deformagoes iniciais (ineldsticas) na expressao do vetor de condi¢do de equilibrio, a

formulacgao é dita implicita. A expressao do vetor de equilibrio é:

{QF = NNy} + [Ma] ({e} - B 5(0)) —{eV' = {0} (442)
onde a equagao foi considerada.

A resolucao da equacao pode ser feita, para o conjunto de células internas, por um processo
iterativo incremental, como método de Newton—Raphsonﬂ As componentes de tensao de-
vem ser obtidas conforme equacao (3.1} cuja representacao matricial numa dada célula seria
{G(e)} = [E° <{ec} - {e"’c}>. Essas componentes sdo obtidas diretamente da equagao
constitutiva do modelo de dano isotrépico (eq. na qual a variavel de dano é obtida
da lei de amolecimento adotada (eq. [2.19).

Estratégia de Solugao — Método Incremental-Iterativo

Observa-se que na equacao [4.42) o vetor de condigao de equilibrio é escrito em fungao das

deformacoes regulares e do fator de carga {Q}" = {Q(e',\")}. Adotando a abordagem

3Isaac Newton, 1643-1727, Inglaterra; e Joseph Raphson, 1648-1715, Inglaterra
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proposta por Batoz e Dhatt|(1979) e[Yang e Shieh| (1990)), o fator de carga A* é considerado
uma variavel adicional, que deve ser levada em conta na resolucao da equacao. Permite-se
assim uma generalizacao, ja que o fator de carga pode ser definido em funcao do método

de controle que se deseja utilizar.

A equagao pode ser expressa na forma:
{QY =X{P}—{F} ={0} (4.43)

onde:

{P} = [NNy} (4.44)

{FY = {e¥ = [Ma] ({e}' - B {50} (4.45)

Aplicando o processo de linearizagao de {Q}'

@i+ 53] was[A2] si~o (1.46
o
¢ definindos
D=~ 5 } - |- preie (121 - {g—ﬂ)} (a.47
pode-se escrever a equacio A6 como:
(DI ({06} = X (P} + (@), (4.49

onde j é um indice iterativo dentro de um incremento 4, e 6(-); = (-)% — (-)5_;. O vetor de

correcao iterativa das deformagoes regulares, {56};, pode ser desmembrada como segue:

{de}s = ONA{ "} + {69} (4.49)

~ P 1 2 . B Q )
Na equagao o vetor {€"'}’ é relacionado a carga externa fixa {P}, enquanto {5e“}}
expressa a relagao de incremento de deformagao referente ao residuo do vetor de condicao

de equilibrio {Q};fl. Ambos os vetores podem ser obtidos da solucao das equagoes:

(Dl 1 {e"}; = {P} (4.50)
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[Dl51{6e9}; = {Q}j (4.51)

Em uma dada iteragao 7, as equagoes e podem ser resolvidas de forma indepen-
dente. Para a parcela corretora (relacionada ao desbalanceamento), 5)\2 deve ser definida

em funcao do método de controle utilizado.

De maneira similar, pode-se obter expressoes para corregoes iterativas de deslocamentos e

também do vetor com incégnitas do contorno. Para tal, a partir da equagao [£.41] tem-se:

{de}) = {e}f —{e}jr = NNy} + [ME]{oe}

= {07} = [ME] " {de}; — [ME]ON N {y}

(4.52)

Pode-se fazer o mesmo para as expressoes de {du”} e {dx}! (eq. e(4.36)), substituindo

o termo {de°} da equagao anterior. Obtém-se assim:

~ Para Deslocamento Internos, a partir de {6u”}; = oA [N“|{y} + [M4]{de’}} :
{ou}s = ON{uPY: + {ou™Y (4.53)

onde os termos das parcelas preditora e corretora sao:

[Py = [N"){y} + M) M) (1) = (D) )Y

(4.54)
{0uY, — (M2][ME] {59,
— Para Incdgnitas do Contorno, a partir de {0x}; = X [N[{y} 4 [Me]{0€°}}
{0z}, = SN {a"}, + {62°}) (4.55)
onde os termos das parcelas preditora e corretora sao:
(&}, = [NHy} + M) M) (1) = (D), ) ("), s

{629}] = [Meo][ME] 7 {09}
Métodos de Controle e Critério de Convergéncia

Na expressao do vetor de condigao de equilibrio {Q(€’, \")} o fator de carga A\* é uma
variavel que depende do método de controle escolhido. O método de controle tem a

funcao de determinar qual o fator de carga deve ser utilizado a cada incremento iterativo
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da andlise nao-linear. Para representacao da trajetéria de equilibrio de um ponto material
de um sélido sob anadlise, optou-se por utilizar o método de controle de deslocamento
direto. Neste, deve-se escolher um ponto de controle e uma componente do deslocamento,

utilizada para definir o tamanho do incremento de carga.

A verificacao de convergéncia dentro de um passo incremental pode ser feita como verifi-
cagao por deslocamento ou verificacao em forga, ou até mesmo por combinacao das duas.
Em todos os casos é necessario se arbitrar uma tolerancia. Observa-se na literatura a
adocao de um valor usual de 1 x 10~*. Neste trabalho, o controle de convergéncia foi feito

por verificagao em forca, conforme expresso na proxima equacao.

{@}]
IMPH

onde se entende ||{-}|| como a norma do vetor {-}.

< tolerancia (4.57)

Como valor de tolerancia adotou-se aqui o valor 1 x 1073, uma vez que tal fator conduziu
a resultados equivalentes, se comparadas as andlises usando o valor usual, porém com

reducao significativa no tempo de processamento.

Algoritmo da Estratégia de Solugao Nao-Linear

As equagoes apresentadas até aqui podem ser sistematizadas no algoritmo a seguir. Para
utilizagao é necessdrio que estejam computados os termos das equagoes matriciais[£.33] [4.34]

e .30l



ii.
111.

1v.

vi.
Vil.
viii.

IX.

xi.
Xil.

X111,

X1V.

XV.

ALGORITMO 1: Estratégia de solucao nao-linear

i. Calcule {P} usando a equagao e inicialize i = 0;

Loop externo (passo incremental): i =4+ 1 . Inicialize j = 0;
Se (¢ > n® maximo incrementos) = FIM;

Inicialize vetores {Q}; =0 e {F}} = 0;

. Loop interno (iteragao dentro do passo): j = j + 1;

Se (j > n® méximo de iteragoes) = FIM;

Monte matriz [D]’_; (eq. e calcular operador tangente Ef;;; (eq. ;
Resolva equagoes e para {e”}} e {09}

Calcule {27}, {629}, {uF}! e {0u™9}, (equagoes e ;

. Calcule o incremento do fator de carga 5)x§, usando o método de controle

escolhido;

Monte os vetores {de}?, {6u}: e {6x}! (equagdes |4.49] [4.53) e [4.55);

Atualize X, {e}}, {u?}! e {x}!, considerando, (-); = (-)i_; +d(-)};

Monte o vetor {F}% (eq. , utilizando componentes de {(¢)} calculados
com equagao [2.6

Calcule o vetor {Q}; = N'{P} — {F}} (eq. 4.43);

Verifique a convergéncia do passo de carga (eq. :

- nao havendo convergéncia: retorne ao item v., para préxima iteracao;

- havendo convergéncia: retorne ao item ii., para incremento de carga.
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Capitulo 5

Localizacao de Deformacoes e Modelo de
Banda Variavel

A degradagao material, responsavel pelo amolecimento, induz a deformacoes continuas
que tendem a se concentrar em regioes especificas onde ocorre localizacao de deforma-
goes. A ocorréncia da localizacao de deformagao em um ponto (bifurcagao), implica na
perda da condicao de continuidade naquele ponto. Em materiais parcialmente frageis,
fisicamente essa perda de continuidade pode se manifestar pelo aparecimento de microfis-
suras em uma regiao ou diretamente pelo aparecimento de uma trinca macroscopica, mas
em geral o processo ocorre através de uma transicao do primeiro caso para o segundo.
No modelo utilizado nesse trabalho, assume-se que o surgimento de descontinuidade no
campo de deformagoes (descontinuidade fraca) deve ocorrer em uma denominada banda
de localizacao. Fisicamente, essa descontinuidade equivale ao surgimento de microfissu-
ras na zona de processo de fratura. Ja a formagao de trinca macroscépica equivale ao
surgimento de saltos no campo de deslocamentos (descontinuidade forte). O processo em
que microfissuras se transformam em trincas é retratado por um modelo de banda varia-
vel, através do estreitamento da banda de localizacao de deformacoes até uma espessura

minima (teoricamente nula).

Nesse capitulo, a primeira secao tem consideracoes sobre a localizacao de deformacoes e
sua deteccao, a segao seguinte trata sobre cinemética com descontinuidades, em seguida,
a analise de descontinuidade forte, onde se apresenta a formulagao do modelo constitutivo

de dano discreto relacionando-o com o modelo continuo, sintetizando-se o equacionamento
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das formulacoes na secao posterior. Finalizando o capitulo a ultima secao descreve a lei
de variacao da banda de localizagao, condicoes para o regime de descontinuidade forte e

leis de amolecimento para modelo discreto.

O desenvolvimento completo e detalhado da formulacao de banda variavel é apresentado
por Manzoli et al| (1998). Também pode-se ver esse desenvolvimento reproduzido em
Oliver| (2000), |[Samaniego| (2002), (Chaves| (2003)), Peixoto, (2016]), e outros, para modelos

de dano isotrépico e de plasticidade.

5.1 Analise de Bifurcacao em Modelo de Dano Isotropico

Em uma anélise na qual se deseja considerar a possibilidade de falha material, deve-se
definir o instante em que ocorre a bifurca¢ao (ponto B na figura [I.3), conforme citado no
final do Capitulo[2] A andlise de bifurcagao descontinua deve ser feita a cada variagdo no
estado de deformacoes. Busca-se nessa andlise as condig¢oes necessarias para que a taxa do
campo de deformacoes, ¢;; se torne descontinua entre duas superficies que delimitam uma
regiao denominada banda de localizagao (ﬁgura. O dominio do sélido ¢ designado por
2, e o dominio da banda por €, (€, C 2). As duas superficies possuem planos tangentes
paralelos no ponto em anélise, de forma que uma tnica base ortonormal {n,p,q} pode

ser estabelecida, sendo n o vetor unitario normal a estes planos.

Figura 5.1: Dominio do sélido, contornos e superficie/banda de localizagao.
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O comportamento cineméatico do processo representa a regiao de localizacao de deforma-
¢oes por uma banda de tamanho pequeno, com espessura finita, que se destaca do dominio
por duas descontinuidades fracas, isto é, superficies de descontinuidade do campo de de-
formagoes através das quais certas componentes de deformacao tém um salto, sendo que
o campo de deslocamentos permanece continuo, como ilustra a figura (regido com
descontinuidade fraca). Em termos fisicos, a banda entre as descontinuidades fracas cor-

responderia a uma zona com uma densidade de microfissuras quase constante.

5.1.1 Condigao para Localizacao de Deformacao

Pode-se desenvolver a andlise buscando-se a condicao para que haja descontinuidade na
taxa de deformacoes, [, ;]n; # 0, onde [-] representa a diferenca entre os valores de (),
dentro e fora da banda de localizacao; e n; é o vetor normal a banda, conforme figura [5.1]
Definindo a magnitude desse salto de deslocamento como & e a diregao em que ocorre
sendo dada pelo vetor unitério m;, tem-se [, ;[n; = am; = [u;;] = dm;n;. Assim, a
equacao de compatibilidade a ser satisfeita é:

!

[éi5] = 5 ([ ] + [i;4]) = 5 (mang +myn;) (5.1)

N | —

enquanto a condi¢ao de equilibrio deve garantir a continuidade de tensoes nas superficies
de descontinuidade, ou seja:

[6n;] = [645]n; =0 (5.2)
onde o0;; é o tensor de tensoes de Cauchy. A relacao incremental entre tensoes e deforma-

coes se d4 pelo tensor constitutivo tangente Efj w1, definido na equagao (65 = fj i€kl

Um ponto importante é a distin¢ao entre bifurcacao continua e descontinua, ja que os
tensores tangentes Efjkl podem ser iguais ou diferentes quando se consideram regioes
dentro e fora da banda de localizacao. Na bifurcacao continua, o material dentro e fora da
banda permanece em carga, enquanto na bifurcacao descontinua o material fora da banda
nao mantém a carga, descarregando elasticamente. [Rice e Rudnicki (1980) mostram
que apenas a condicao de bifurcacao continua precisa ser considerada na procura pela

ocorréncia da localizagao de deformagoes, por se tratar de um limite inferior da condicao
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de ocorréncia da bifurcacao descontinua. Assim, considerando as simetrias dos tensores
€ij = €ji, 0jj = Ojj, € Efjkl = Ejt-l-lk, a equagao pode ser reescrita, combinando-a com as

equacoes e 5.1} na forma:
(ni B jgma)my, = Qrmy = 0 (5.3)
onde Qj; ¢ conhecido na literatura como tensor de localizacao ou tensor actstico.

Pode-se definir dai uma condicao necessaria para o inicio da localizacao de deformagoes.
Como a solugao trivial da equacao, my = 0, corresponde a [¢;;] = 0, a localizagdo ocor-
rerda quando @);; for singular (matematicamente caracterizando a perda de elipticidade da

equacao diferencial de equilibrio), ou seja, essa condi¢ao é descrita por:

det(n; E}j;n;) = det(Qjx) = 0 (5.4)

Embora nao seja o unico critério existente para determinacao do inicio de localizagao de
deformagoes, como mostram Rice e Rudnicki| (1980) e |Schreyer e Neilsen| (1996), a anélise
utilizando o tensor de localizagao ¢ amplamente empregada como poderoso indicador de

potenciais modos de falhas descontinuas (Jirasek, 2007).

Observa-se que na maioria dos casos o tensor constitutivo tangente Efjkl é funcao apenas
do estado de carregamento do material, podendo ser considerado conhecido. Assim, a
analise de localizacao consiste na busca do vetor unitario n;, que indica a direcao na qual

o tensor de localizacao é singular, correspondendo também a direcao normal a superficie

de descontinuidade.

5.1.2 Estabelecimento da Localizacao de Deformacao

Para se avaliar se as condicoes de estabelecimento da localizacao de deformacao se cum-
prem, pela andlise de bifurcagao classica (critério da perda de elipticidade do problema), é
necessaria a solugao da equacao Essa solucao pode ser obtida por abordagem analitica
ou numérica, havendo vantagens especificas para cada alternativa. As solugoes analiti-
cas, além de mais precisas, nao estao sujeitas a instabilidade de aproximagoes numéricas,

e s30 menos custosas computacionalmente, o que justifica seu uso (Ibanez, 2006). Em
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contraponto, sao necessarias a obtencao de expressoes especificas para cada tipo de ma-
terial (modelo constitutivo) com o qual se estd trabalhando, que dependem também da
dimensao espacial do problema. Algoritmos numéricos, por outro lado, sao capazes de
tratar de maneira genérica, materiais com diferentes modelos constitutivos, em problemas

bidimensionais ou tridimensionais (Mota et al., 2016).

Abordagem Analitica

A expressao do tensor de localizagao (Q;x), usada na anélise, é especifica para cada modelo
constitutivo. O procedimento, em geral, requer a obtencao de uma expressao para o mé-
dulo de amolecimento (H) em funcio de uma dire¢ao normal unitaria arbitraria (H (7).
O problema entao passa a ser a busca da direcao normal para a qual se obtém o valor
critico do médulo de amolecimento (H™*) que satisfaga a expressio, caso exista. Exemplo
desse procedimento pode ser observado na solugao explicita apresentada por |Oliver et al.
(1999) para modelos constitutivos elastopldsticos em estado plano. Utilizando o critério
de dano proposto por |Oliver et al.| (2006), uma solugao particularizada é apresentada em

Peixoto et al. (2018). Para problemas tridimensionais, (Chaves (2003) apresenta solugoes

para modelos de dano e de plasticidade especificos.

Diferentes maneiras de se fazer essa busca pela direcao correspondente ao modulo de
amolecimento critico podem ser utilizadas, como por meio de multiplicadores de Lagrangeﬂ
(Ottosen e Runesson, 1991)) ou usando propriedades do circulo de MOhIEI (Rizzi et al., [1995;
Oliver e Huespe, 2004), obtendo-se solugoes especificas, relativizadas pelas variacoes de

modelos associativos ou nao associativos, e pela natureza dimensional do problema.

Abordagem Numérica

A abordagem numérica pioneira para verificagao da ocorréncia de localizacao de defor-
macoes foi proposta por |Ortiz et al.| (1987), em um procedimento com duas etapas. Na

primeira, ¢é feita uma varredura discreta em diferentes diregoes arbitradas para um vetor

1Joseph Louis Lagrange, 1736-1813, Italia
2Christian Otto Mohr, 1835-1918, Alemanha
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unitario, buscando por um valor minimo para o determinante do tensor de localizagao
(Qjr). Na segunda etapa, aplica-se um procedimento iterativo usando multiplicador de
Lagrange para obtencao de solucao do problema nao-linear de autovalor, utilizando resul-
tado da primeira aproximacao. Mosler| (2005)) prop6s uma variagao da técnica, utilizando
o valor obtido na primeira etapa como uma primeira aproximacao para o método iterativo
de Newton, no qual busca-se um valor minimo para o determinante do tensor de localiza-
¢ao e a diregao normal correspondente. Em rela¢ao ao procedimento de |Ortiz et al.| (1987)),
além do método de minimizagao ser diferente, o que reduz uma varidvel do problema (mul-
tiplicador de Lagrange), a parametrizacao esférica da primeira etapa foi feita com fungoes
diferentes. Uma técnica diferente foi apresentada por Oliver et al. (2010]), baseada em
uma solugao iterativa de um problema acoplado de dois autovalores conjugados do tensor
de localizagao. Os autores mostraram um ganho em termos de eficiéncia computacional,
comparado aos procedimentos existentes, porém, o algoritmo funciona bem para casos em
que o modelos constitutivos apresentam simetria, nao apresentando resultados precisos

caso essa condicao nao seja satisfeita, limitando sua aplicabilidade.

Nas duas abordagens numéricas inicialmente citadas, para parametrizagao inicial do es-
paco das solugbes possiveis (primeira etapa) é utilizada a parametrizagao esférica. Nela,
o vetor de direcao da localizacao de deformagoes ¢é restrito a uma esfera em que o raio é
unitario e as coordenadas sao descritas por dois parametros (espago bidimensional). Na
parametrizacao cléssica descrevem-se coordenadas em termos de angulo polar e angulo
azimutal. Outras variacoes também podem ser adotadas, como parametrizacao estereo-
grafica, parametrizacdo projetiva e parametrizacao tangente. Mota et al.| (2016]) desen-
volveram um tipo de parametrizacao, denominada cartesiana, em um espaco definido por
um cubo centrado com arestas de comprimento igual a duas unidades (figura p.2h). As-
sim, o vetor que identifica uma direcao nao tem comprimento unitario fixo. Em andlise
de localizacao de deformacoes, apenas trés faces do cubo de parametrizacao precisam ser

consideradas, devido a simetria da condi¢ao de bifurcagao. O vetor {v} que determina a
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direcao é definido matematicamente como:

)
{z,y,1}7 comz € [-1,1],ey € [-1,1]

{z,1,2}7 comz e [-1,1],ez € [-1,1]
v(z,y,2) = (5.5)
{17y7Z}T ,com y € [—1,1],82’6 [_171]

\{1, 1,1}7 | nos casos restantes.

,
,

(111

(a) Cubo de parametrizagao (b) Forma da funcdo a ser otimizada —

fonte: Mota et al.| (2016)

Figura 5.2: Parametrizacao cartesiana, espaco de parametrizagao e forma da funcao.

O procedimento sistematizado, consiste em definir o determinante do tensor de localizagao

como uma fungio (f = det(Q;x) = det(n; Ej;,mni)).

Qu Qi Qi
Qjt = |Qun Q2 Qun
@31 Q32 s (5.6)

= det(Qu) = Q11Q2:Q33 + Q12023031 + Q13Q21 Q32
— Q1302031 — Q11Q23Q32 — Q12Q021Q33

Assim tem-se uma funcao f(Q(n;)), que pode ser parametrizada relacionando as com-
ponentes do vetor de diregao n; as coordenadas de parametrizacio cartesiana (dois pa-
rametros para cada face do cubo). Busca-se, entdo, o ponto de valor minimo da fungao

parametrizada. O comportamento dessa funcao, mostrado na figura [5.2b, ¢ bem mais
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simples que as fungoes obtidas por parametrizagao esférica. Essa busca (otimizacao li-
near) deve ser feita para cada uma das trés faces do cubo situadas no primeiro octante,
individualmente, ja que cada face equivale a uma fungao f(n;) diferente. Para cada face,
o vetor (v;) normal a superficie de descontinuidade procurada tem duas incégnitas (z e
Yy, ou x e z, ouy e z; conforme equagao . A otimizacao é feita através de um sistema
linear de equacoes. Tomando por exemplo a face superior do cubo, o vetor procurado tem
componentes (v; = x,vy = y,v3 = 1), a fungdo que define o determinante do tensor de

localizac¢ao é uma fungao f(x,y), e o sistema linear a ser resolvido tem a forma:

Of(.y) _
ox (5.7)
of(@.y) _ '
oy

Obtido o par de solugoes para a face do cubo em andlise (ponto minimo da funcao obje-
tivo), deve-se verificar a consisténcia do resultado em relacao a parametrizagao adotada,
isto é, avaliar se o par de valores encontra-se dentro da faixa de dominio possivel. Ao
analisar a face superior do cubo, por exemplo, o par de solugdes {Zso, Ysoi} deve estar

restrita ao dominio (=1 > x5 = 1) e (=1 = yso = 1).

Mota et al.| (2016 demonstram que a singularidade do tensor de localizagao é verificada
quando a funcdo f (de uma face do cubo) tem resultado negativo para um determinado
ponto daquela face do cubo. Assim, por exemplo, para a face superior do cubo, num

ponto de coordenadas {z,, y,, 1}, tem-se:
. se f(xo,y,) > 0, ndo ha singularidade;

. se f(xo,7,) < 0, hd singularidade.

Continuando entao o procedimento, obtido o par de solugoes para a face do cubo em
andlise (ponto étimo da func¢ao objetivo), apds checar a consisténcia do resultado, deve-se
avaliar se o ponto corresponde ou nao a uma singularidade. Verificando-se a singularidade,
o vetor unitario n;, que define a direcao normal a superficie de descontinuidade é obtido
da normalizacdo do vetor v;. Ou seja, para a face superior do cubo, se f(Zso, Ysor) < 0
(h& singularidade), o vetor v; tem componentes {x s, Ysor, 1}, € 0 vetor normal procurado

para esta face é n; = v;/ || v ||. O procedimento deve ser repetido para as demais faces,
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sendo possivel obter simultaneamente até trés vetores n;, um para cada face do cubo de

parametrizacao.

As expressoes expandidas para as fungdes f(z;) parametrizadas para cada lado do cubo
de parametrizacao cartesiana sao apresentadas por |Fioresi| (2019). Nesse trabalho o autor
usou o método de Newton, representando a funcao f(x;) com expansao em série de T: aylmﬂ

até a segunda ordem. O processo iterativo do método pode ser descrito por:

fik+1 = fik - [ z‘,z’j]_lffj (5-8)

k

onde o indice sobrescrito k& ¢ um contador de iteragoes, e f;;; é a matriz Hessian simétrica

da funcao, H, matricialmente expressa por:

- o f
0z Oz,
H=| . (5.9)
0 f o0 f
| 02,00, ~ Ox2

O critério de convergéncia adotado para o método de Newton foi a norma do vetor gradi-
ente || ff;-“l || ao final de uma iteracdo, ser menor que uma tolerancia pré-definida (adotado

1 x 1075).

No presente trabalho, foi adotada a metodologia implementada por [Fioresi (2019) em
problemas onde é necessaria a analise de bifurcacao, i.e., aquelas andlises onde se consi-
deram a transigao entre regimes ineldstico (continuo) e a incipiéncia da descontinuidade
em alternativa as andlises que consideraram o regime de descontinuidade forte direta ao

fim do regime elastico.

5.2 Cinematica com Descontinuidades

Pode-se formular equagoes cinematicas para descrever descontinuidades fracas bem como
para descontinuidades fortes, porém o mais apropriado é descrever ambas através de

um unico conjunto de equagoes, que aqui serd denominada formulagao regularizada. O

3Brook Taylor, 1685-1731, Inglaterra
4referente a Ludwig Otto Hesse, 1811-1874, Alemanha
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desenvolvimento detalhado da formulacao regularizada pode ser visto em |Manzoli et al.

(1998), Oliver et al|(1998] 1999) e outros.

Na figura [5.3|estd ilustrada uma superficie qualquer S contida num dominio €2 com pontos
materiais X, dividindo o dominio em Q= e Q. Num sistema de coordenadas curvilineas
{x,%,¢} (¢ direcionado para Q%), a superficie S é definida por {x,v,{ = 0}, enquanto
as superficies S~ e ST, definidas por {x,¥,( = ("} e {x,v¢,{ = (T}, sdo as bordas da

banda de localizacao de dominio €2y.

O sistema de coordenadas tem base ortonormal {é,,é,,€:}, sendo o vetor unitario &,
coincidente com a normal n; & superficie S. Define-se h(x, 1) como a espessura da banda

de localizacao medida no sentido desse vetor unitario é.

Observa-se na figura [5.3] para cada formulacao ilustrada, a distribuicao dos campos de

deformacao e deslocamento ao longo da coordenada (.



(a)

S(E=t)q X sy ha L

......... (i
Thk g

léii ¥
Sl i

A ~ b 21
S(&=0) ¢ 6

(b) Cinematica da descontinuidade fraca

x

)

I —j\+OOT %([[”i]]nﬂ[[ui]]”")
Sco -

(c¢) Cinematica da descontinuidade forte

é_z([[ui]]nﬁ[[u,]]ni)

Scoy ¢

(d) Cinematica regularizada da descontinuidade forte

Figura 5.3: Cinematica com descontinuidades, baseado em Manzoli et al.| (1998) — pg.4-4.
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Cinematica com Descontinuidade Fraca

Para representar um salto entre duas superficies S~ e St ao longo de (, utiliza-se uma
funcao continua do tipo rampa He,(X,t) = Hq,((,t), que varia linearmente de 0 (em Q~

fora da banda), até 1 (em Q7 fora da banda).

As taxas de deslocamentos (velocidades) e de deformagoes, em €2, podem ser expressas

respectivamente por:

W(X, 1) = (X, t) + He, (X, 1) [i] (X, t) (5.10)

Ha,
2
)

éij<x,t):%(m,j+aj,i)+ ([[ui,j]]ﬂ[uj,i]])+2’;L?2)([[ui]]é§ FIglE) ()

onde t representa o tempo, u(X,t) e [4;](X,t) sdo campos com continuidade C°; e pg, é

uma fungao de colocagao sobre , i.e., {1, (X) =1se X € Q) e ug, (X) =0se X & Q,}.

Na equacao os dois primeiros termos representam a porcao continua do campo de
deformagoes, enquanto o ultimo termo tem valor diferente de zero apenas na banda de
localizagao (ver defini¢ao de pg,), caracterizando a descontinuidade de deformagoes nas

superficies S~ e ST.

Cinematica com Descontinuidade Forte

Se a espessura da banda diminui infinitamente, tendendo para a superficie S (situagao de
descontinuidade forte), a funcdo que representa o salto se transforma na func¢ao degrau

(ou funcgao de Heavisid@, dada por:

0, para X € O~
Hs(X) = (5.12)
1, paraXeQt

As taxas de deslocamentos e de deformagcoes, podem ser expressas respectivamente por:

(X, ) = (X, t) + Hs(X) [ (X, 1) (5.13)

es(X.1) = 5 (iey i5e) + 2 (L] + L) + 5 (Fidmy + [ign) (5.14)

5QOliver Heaviside, 1850-1925, Inglaterra




99

onde o deslocamento se torna descontinuo em S e assim, [4;] (X, t) representa a magnitude
das componentes do salto no campo de deslocamentos. Ainda, ds representa a funcao delta

de Dirac em S.

Como pode ser observado, os primeiros dois termos na equagao podem conter parcelas

com descontinuidades finitas, enquanto o tltimo termo se torna infinito em S.

Cinematica Regularizada da Descontinuidade

Na formulagao cinematica regularizada com descontinuidades, ambos os casos de descon-
tinuidades sao abordados num tnico conjunto de equacgoes. As taxas de deslocamentos e

de deformacoes podem ser expressas respectivamente por:

(X, 1) = (X, £) + Hs(X)[w] (X, 1) (5.15)

€;(X,t) = %(%j + ﬂj,z‘) + % ([[Uz‘,j]] + [[%n‘]]) + % <[[Uz']]nj + [[%]]”i) (5.16)

- . v
€;; (finito), parcela regular infinito quando h(¢)—0

-~

onde ps é uma fungao de colocagdo sobre S, ie., {us(X) = 1se X € Se us(X) =
0se X ¢S}

Observa-se que quando k() se aproxima de zero, ('u—8> — ds, € as equagoes |5.15/e(5.16

2h(C)

se tornam equivalentes aquelas da descontinuidade forte. Ja se h(¢) # 0 e n; corresponder

¢

a é;, estas equagoes sao representativas da cinematica de descontinuidade fraca, respeitada
uma condicao: que a espessura da banda de localizacao seja suficientemente pequena em
relacao a €2, de modo a levar os efeitos das descontinuidades nas superficies ST e S~
para a superficie §. FEssa condicao também reduz efeitos da falta de compatibilidade

entre equacoes dos campos de deslocamento e deformagoes, que somente é assegurada

com h(¢) — 0.

Cinematica Regularizada da Descontinuidade Reformulada

Para evitar falta de significado fisico, ao se impor condigdes de contorno essenciais (des-

locamentos) em uma regiao do modelo com descontinuidade no campo de deslocamento,
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e também por conveniéncia numérica, as equagoes e devem ser reformuladas,

confinando a descontinuidade a uma regiao limitada (arbitraria) do dominio.

Define-se entao um subdominio €, € €2, ao redor da superficie de descontinuidade &

(figura [5.4), bem como define-se uma fungéo continua ¢(X) em €, como:

0, paraX e Q\Q,
p(X) = ’ (5.17)
1,  para X € Q1\QF

onde a\b significa: a parte de a excluindo-se b, i.e., a\b=a — (aNb).

L'

Q, Q+Q

Figura 5.4: Subdominio arbitrdrio €}, em torno da superficie de descontinuidade.

Somando e subtraindo ¢(X)[u;](X,t) na equagao pode-se escrever a expressao da

taxa de deslocamento como:

(X, 1) = 5(X, 0) + o[ (X, ) + [Hs(X) — o(X)][] (X, )

-~ -

s (X 1) ME(X) (5.18)
= (X, 1) + MEX) ] (X, 1)

onde u;(X, t) sdo fungdes continuas e M%(X) possui valor nulo para todo ponto X em ,
exceto no subdominio €2,. A ﬁgura ilustra as fungoes consideradas. Nota-se, portanto,
que o campo de deslocamentos fica composto por uma parcela regular, 4;(X,t), e outra

que contém as componentes do salto, MZ(X)[w;](X,t), cuja regiao de influéncia é Q.

HX) »(X) M(X)
A A A
1 1 Pid
4
=0 =0 " 1 =0 KN =0
S S S
Q(p QlP Q‘P

Figura 5.5: Funcoes H(X), ¢(X) e Ms(X).
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Assim a descontinuidade fica caracterizada em €2,, e ndo em todo dominio ). Pode-se

©s

dessa forma aplicar as condigoes de contorno essenciais ao termo ;, desde que I',N§2, = 0.

J& em relagao ao campo de deformagoes, da equagao [5.16| obtém-se:

)

(X, = 5 (i + 55) + 55 (Bl + Big) = 5 (i) + o5 ]

2 P
€ij €ij

+ g—; ([[uz]]nJ + [[uj]]nz>

(5.19)

X . us (. .
=€ — GZ-OJ- + ﬁ ([[UZ]]HJ + [[U]]]TLZ)

onde €;; ¢ uma parcela regular das deformacoes, é;’} possui valores nao nulos apenas no

subdominio €2, e o ultimo termo ¢é restrito aos pontos sobre a superficie S.

A compatibilidade entre taxas dos campos de deformacao e de deslocamentos é verificada

apenas sob regime de descontinuidade forte, assim como mencionado em relagao as equa-

coes |5.15| e [5.16, Nesse caso tem-se }llir% [@] = 05(X), sendo ds a distribuicao delta de
*>

Dirac sobre a superficie S.

As expressoes construidas considerando a descontinuidade confinada em ¢ (eq. a[5.19)
serao utilizadas posteriormente, ao se tratar a evolugao de descontinuidade. Na obtencao
do equacionamento do modelo constitutivo de dano coesivo (associado ao continuo) nas

segoes a seguir, segue-se utilizando o modelo descrito pela figura [5.3]

5.3 Analise de Descontinuidade Forte

A anélise de descontinuidade forte tem como objetivo a identificacao das condigoes que
fazem a cinemética com descontinuidades (descrita na se¢do anterior) compativel com
modelos constitutivos continuos, no caso, compativel com o modelo de dano isotrépico.
Com efeito, deve-se observar que a continuidade das forgas de superficie e de suas taxas,
através da superficie de descontinuidade &, é uma condicao necessaria para atender as

condicoes de equilibrio, ou seja:

t(X, 1) = 0 S (X, )ny (X) = 05(X, t)ni(X) (5.20a)

£:(X, 1) = 65 (X, )nj (X) = 63(X, t)n; (X) (5.20b)
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S

onde ; referem-se a forgas de superficie, o;; sao componentes de tensao num ponto sobre

QS - - P L , .
Se Uij\ sao as tensoes num ponto infinitesimalmente préoximo a ele, porém, localizado

em AN\S & Q—(QNS).

Verifica-se que, como as deformagdes sao finitas em Q\S, as componentes de tensoes

S
ij

e oS

também devem ser, inclusive o i, para preservar o sentido fisico das tensoes.

5.3.1 Equacoes dos Modelos de Dano Coesivo

Oliver| (2000) mostra em detalhes que a aplicacdo da cinemética com descontinuidade
forte a um modelo constitutivo continuo leva a um modelo constitutivo coesivo correspon-
dente. Assim, para um instante, ¢, em que se configura a descontinuidade forte (t = tsp),
estabelece-se uma relacao entre tensoes (0;;) com forcas de superficie (¢;) e deformagoes
(€;;) com saltos nos deslocamentos em S (Afw;] = [u;](X,t) — [w](X,tsp)). O equacio-

namento do modelo de dano coesivo é apresentado na sequéncia.

D(Afu],w) = [1 = w(Aa)e(ALu);

Energia livre: R _1 (5.21a)
Yo(Afui]) = SA[w] Q5 A ]
Equagao constitutiva: t¢; = % = (1 — w)QA[u] (5.21b)
Varidvel de dano: w =w(Aa) =1— a ZAQ), w € (—o0,1] (5.21c)
«
Lei de evolugao da varidvel interna: 8((?:) =d, Aae€l0,00) (5.21d)

Crit. de dano: G(A[w], Aa) = Tap) — Aa = \/A[[u,]]ijA[[u]]] —Aa  (5.21e)

Condicoes carreg.-descarreg.: G <0, & >0, aG =0, aG =0 (5.21f)
1 q* € 10,4sp,
Lei de amolecimento: ¢* = H*&, (H* = EH <0), 0, 5ol (5.21g)

* _
q |t:t5D =dsp

A correspondéncia entre cada parametro dos modelos continuo (Capitulo [2)) e coesivo é

apresentada na tabela [5.1]
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Tabela 5.1: Correspondéncia entre parametros dos modelos continuo e coesivo.

Modelo Parametros

Continuo: | o0y, €ij ikl D(r) r q(r) H F

Discreto: | t;  Afuw] ¢ wlAa) Aa ¢ (Aa) H* G

1)

e 3 3 £ ] € J— o . - 3 14
sendo, QF; o tensor de localizagao eldstico (Qf, = niEf,m); Aa a variagio da variavel
interna discreta a partir do inicio da descontinuidade forte (a|; — iy, ); w(Aa) a varidvel
de dano; ¢*(A«) a lei de amolecimento; H* o mddulo de amolecimento discreto e G' o

critério de dano.

A obtengao de cada equagao equivalente do modelo discreto é tratada no Apéndice [A]
seguindo desenvolvimento apresentado por |Oliver| (2000). Destaca-se a importancia da
reinterpretacdo do médulo de amolecimento (H = hH*, ¥Vt > tg), na compatibilizagao
da cinemética com descontinuidades e as equacoes do modelo continuo. Expressao para o
modulo de amolecimento discreto pode ser deduzida a partir da energia consumida durante
a formacao da descontinuidade forte, que fisicamente equivale ao surgimento de macro-
fissuras. Portanto, o modulo de amolecimento discreto, H*, se relaciona diretamente com
a energia de fratura, G, que sao propriedades fisicas dos materiais, por definicao. No

Apéndice (se¢ao|A.6) é obtida a expressao para o caso de lei de amolecimento exponencial:

H* = —fof/ﬁq (equagao |A.21]).

5.3.2 Condicao para Descontinuidade Forte

Para um ponto sobre a superficie de descontinuidade S, desenvolvendo a expressao do

- . - 4s .
tensor de tensoes no regime de descontinuidade forte afj = —Efjklefl (eq. |A.2), e consi-
rs

derando a expressao da varidvel interna do tipo deformacao rg = rsp + —Aa (eq. |A.5),

h
pode-se escrever:
Aa ., 1 ¢ 1 Aa s,
Bl o = 5 (Aludm + Aulng) = 25 (5.22)
onde efj’ef = fjf,:llaij = (1 — D)e;; é a chamada deformagao efetiva. Na equagao |5.22] o

, . S, , -
carater finito de afj faz com que €;; “/ também tenha essa caracteristica.
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A equacao relaciona componentes de tensao (ou deformagao efetiva) em S, com
saltos de deslocamentos [u;]. Conforme detalha |Oliver| (1996), em uma base ortonormal
de vetores unitérios n, p, q, sendo n normal a superficie S; p, q tangenciando S (figura

, a equacao pode ser escrita matricialmente como:

Alun]  5A[u]  5ATuq] An o’ eyl eny?
T A[uy] 0 0 =5 el el edel (5.23)
TA[ug] 0 0 ke M o]

Com a simetria do tensor de deformagoes, observa-se que das seis equagcoes algébricas, trés
delas jé estdo contempladas nas equacdes constitutivas (eq. [p.21b). As demais equagdes
(correspondentes aos termos nulos da matriz a esquerda) sao chamadas equagoes de des-
continuidade forte (Oliver et al.; 1998]). Assim, a condi¢ao para a superficie S representar
uma superficie de descontinuidade de deslocamentos é que em qualquer instante t > tgp
se tenha:

ef _ _ef __ _ef __ _ef __
€y = Cay = Epy = € = (5.24)

Conforme observa [Peixoto et al.| (2018), para o caso bidimensional, o regime de des-
continuidade forte terd inicio imediatamente apds a bifurcagao apenas se o modulo de
amolecimento for nulo neste instante (H"* = 0), o que raramente acontece, ressaltando a
adequacao do modelo com transicao para simulacoes de falhas materiais mais coerentes.

O mesmo é vélido para o caso tridimensional, como mostra |Chaves| (2003)) de forma geral.

5.4 Descontinuidade Fraca e Forte — O Modelo de Banda
Variavel

Entende-se que o regime de descontinuidade forte tem inicio assim que estejam atendidas
as condigoes para seu estabelecimento (equagoes e . Isso pode se dar tao logo
ocorra a localizagao de deformagao (ponto de bifurcagao), ou apds uma transicao pelo
regime de descontinuidade fraca. Independente do tipo de descontinuidade, apés estabe-

lecida a localizacao de deformacoes, a cinematica regularizada é adotada. O modelo de
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banda varidvel, apresentado em (Oliver et al. (1999), estabelece que no caso de descon-
tinuidade fraca, a espessura da banda de localizacao, determinada pela variavel h, tem
valor finito no instante da bifurcacao, definido como hg. Essa espessura de banda deve
evoluir de hp até um valor nulo (hgp), que indica o estabelecimento do regime de des-
continuidade forte. Em termos numéricos adota-se hgp = k =~ 0, onde k£ é um parametro
arbitrariamente pequeno. A figura [5.6] ilustra o mecanismo de formagao de descontinui-
dade idealizado em um problema hipotético. As tonalidades de cinza descrevem o nivel

de degradacao do material, observando-se que evoluem apenas no interior da banda.

Figura 5.6: Modelo idealizado de transicao — evolucao da espessura da banda de localizagao em

relacdo ao tempo t, do instante da bifurcacao até o inicio do regime de descontinuidade forte.

A lei que estabelece a variacao da espessura da banda e as leis de amolecimento que

caracterizam cada regime sao apresentadas nessa secao.

5.4.1 Regime de Descontinuidade Fraca

Ocorrida a localizacao de deformacao e nao se configurando as condigoes para o esta-

belecimento de descontinuidade no campo de deslocamentos (descontinuidade forte), tem
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inicio o regime transitorio com descontinuidade fraca. Para caracterizar o comportamento
estrutural nesse regime é necessario se definir uma lei de variacao da espessura da banda
de localizacao, bem como uma lei de amolecimento que retrate a perda de rigidez do mate-
rial. Configurado o regime de descontinuidade fraca, a lei de amolecimento deve ser aquela
definida para o modelo coesivo, de acordo com a estrutura do moédulo de amolecimento

coesivo escolhida.

Lei de Variagao da Banda de Localizagao

E necessério estabelecer uma lei que defina a variagao de h entre o inicio da bifurcacao,
quando se tem h = hpg, até o inicio da configuracao de continuidade forte, quando h = k =~
0. A espessura da banda de localizacao num instante apds a bifurcacao é obtida observando
que na equagdo do mdédulo de amolecimento coesivo, H* = H/h (equagao |5.21f), as

variaveis envolvidas sdo fungao de ¢(r). Assim, pode-se definir teoricamente:

(5.25)

o= i

H

sendo a espessura inicial da banda hg = h(q(rg)). A classificagdo da lei de amoleci-
mento pode ser feita, a partir desse instante, com referéncia ao modelo coesivo, a partir

de expressoes do médulo de amolecimento obtidas de parametros dos materiais (equa-

Adota-se aqui uma lei de variacao linear em relacao a variavel interna do tipo tensao,
conforme apresentado, por exemplo, em Manzoli et al. (1998). Alternativamente, outras
formas poderiam ser consideradas (Oliver et al.; |1999). Com hp, a equagao de variagao

da espessura da banda é definida como:

R(q—qsp) +k , para g < ¢ < qsp (transicao)
h(g) = (5.26)

k , para ¢ = qsp (descontin. forte)
onde:
hg — k

R=—"— qgp=0q | (0<pB<1) (5.27)
dqB — 4sp

A figura ilustra essa variacao, observando que na figura a trajetéria é contraria ao

sentido de crescimento de ¢ (de B para SD). Ressalta-se que o valor de h é limitado
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inferiormente por um parametro de regularizacao k de pequeno valor, ao invés de zero,

por propésitos computacionais.

h A q)
hB 777777777777777777777777777777777777777777777 E qB

9sp

SD

qSD:EqB 95 4

Figura 5.7: Evolucao da espessura da banda de localizagao, e médulo de amolecimento.

Em relacdo ao parametro 3, que define o valor da variavel interna relacionado ao ponto de
continuidade forte, foi adotado um valor arbitrario, por simplificacao. O valor arbitrado
para o parametro é um dos fatores que determina o tempo em que uma determinada regiao
do sélido permanecera em regime de descontinuidade fraca. Como o processo de amole-
cimento continua em progresso, pode ocorrer ativacao de descontinuidade na vizinhanca,
antes que esta regiao evolua para regime de descontinuidade forte. Assim, a repeticao
desse processo pode determinar o crescimento, da regiao microfissurada (descontinuidade
fraca) da zona de processo de fratura (ZPF — figura 1). A adoc@o de valor muito elevado
de 3 implica em transicdo mais rapida entre regimes (descontinuidade fraca e forte), resul-
tando em ZPF menos extensa, enquanto valor muito pequeno de 3 implica em transicéo
mais lenta entre regimes, e consequentemente, uma maior ZPF. No Capitulo [7| (secao

esse tema é novamente abordado, com exemplo pratico.

Lei de Amolecimento

Na sequeéncia, descreve-se a obtencao da lei de amolecimento exponencial, em contrapar-
tida a lei adotada no modelo continuo descrita no final da se¢ao Consideram-se a rela-

¢ao entre os modilos de amolecimento dos modelos continuo e coesivo, H(q) = H*(q)h(q),

a equagao que estabelece H(r) = d‘il(:) = ¢'(r) e também a expressao do médulo de

amolecimento discreto obtida especificamente para a lei de amolecimento exponencial

H* ft

= q (equacdo [A.21). Pode-se escrever, a partir das equagoes |5.26| e [5.27] a

- GVE
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equacao diferencial ordindria a seguir:

H = (r)=aq* + bq (5.28)
fiR Ji

eb=—

GVE' GVE

A solugao da equagao [5.28 é dada por:

a(r) = b{ - <b+ﬂ)eb”3_”} h (5.29)

4B

onde a = —

(k‘ — RqSD).

0 que corresponde a

b b+a !
D(r)y=1-- [ —a+ (—QB) eb(TBT)} , se rp<r<rgp (5.30)
r daB
onde, da equacao [5.29,
1 qp (b+agsp
=rg— -1 5.31
sp =TB b n LSD ( b+ agz ( )

5.4.2 Regime de Descontinuidade Forte

A condigao para o estabelecimento do regime de descontinuidade forte deve ser verificada
constantemente, a partir do instante em que ocorre a bifurcacao. Estabelecido o regime
de descontinuidade forte, passam a vigorar as leis de amolecimento especificas para esse

regime.

Lei de Amolecimento

Na sequeéncia, descreve-se a obtencao da lei de amolecimento exponencial, em contrapar-
tida a lei adotada no modelo continuo (eq. - , € no regime de descontinuidade

fraca (eq. - [5.31). Consideram-se novamente a relacdo H(q) = H(q)*h(q), a equa-

gao que estabelece H(r) = ¢/(r) e também a expressao do médulo de amolecimento
i

discreto obtida especificamente para a lei de amolecimento exponencial H* = — q

GVE
(equagdo [A.21]).

Sendo h = k durante todo o regime de descontinuidade forte (ver figura , pode-se

escrever a equacao diferencial ordinaria seguinte:

H=4¢(r)=—aq (5.32)



onde a =

fik

GVE

o que resulta em

. Resolvendo a equacao

q(r) =qsp e

0.32

obtém-se

a(rsp—r)

D(r)y=1- 45D ja(rsp-r) , Se T >Tsp

r

sendo rgp dada na equacao |5.31
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(5.33)

(5.34)



Capitulo 6

Método dos Elementos de Contorno para
Problemas com Descontinuidades

Sao apresentados neste capitulo as adaptagoes necessarias ao MEC para generalizacao do
tratamento de problemas com descontinuidades. Ter equagoes integrais para tratar pro-
blemas com descontinuidades, que sejam similares as equacoes utilizadas para problemas
continuos é uma vantagem, na adaptagao e expansao de codigos para esta formulagao
alternativa. Na secao seguinte pode-se observar que é possivel tratar problemas com
descontinuidades utilizando formulacao similar aquela que se utiliza para problemas con-
tinuos, sendo necesséarias poucas adaptacoes. As descontinuidades do modelo deverao ser
incorporadas as células que discretizam o dominio do problema, tratando as descontinui-

dades nesse dominio controlado.

Dentre as principais adaptagoes, esta a necessidade de se considerar a imposicao de condi-
¢ao de equilibrio interno na superficie de descontinuidade da célula, o que leva a obtencao
numérica das componentes de salto dos deslocamentos a cada instante da andlise. O al-
goritmo para a solugao ¢é apresentado, bem como novas equagoes para obtencao da tensao
real em um dado estado de deformacao, e o tensor constitutivo tangente associado. Ao
final do capitulo, sao descritas algumas alternativas de algoritmos de propagacao de fissu-
ras, técnica para introducao de células durante o processamento, e também consideracoes

sobre as implementacoes computacionais realizadas.

110
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6.1 Equacoes Integrais com Descontinuidades

Conforme apresentado na secao [5.2] a reformulacao das equacoes cinematicas permite
considerar a distribuicao dos efeitos da superficie descontinua sobre uma regiao finita

arbitraria €, € €.

A equacao , que fornece os deslocamentos ;, € composta por uma parcela regular u; e

outra que considera o salto referente a superficie S. A equacao para deformacoes ¢€;;

©
YR

é composta por uma parcela regular éi]‘, uma parcela €7, limitada a €2, e nula em ,\(2,
e uma terceira parcela que contém a distribuicao Delta de Dirac. Ambas sdao transcritas
a seguir:
W (X, 1) = @ (X, 1) + MEX) [w] (X, 1)
(X, 0) = &y — &+ S (Ll + [iglno)
Considerando a existéncia de descontinuidade, as equagoes de governo do problema (de
equilibrio, rela¢ao deslocamento-deformacao, relacao constitutiva e condi¢oes de contorno)

devem ser acrescidas da condic¢ao de equilibrio na face da descontinuidade S. Assim, tem-

se os seguintes resultados (anédlogos as equagoes [2.1):

G5 +bi=0 em Q\S (eq. de equilfbrio interno) (6.1a)

1
€ij — 5(1@” +u;;) =0 em € (eq. de compatib. cinemética) (6.1Db)
Oij = c’rfj(éij) em S (eq. compatib. constitutiva) (6.1c)

0ij = d.Q-\S(éij) = Ején em Q\S  (eq. compatib. constitutiva)  (6.1d)

)

w; =1n; em I, (cond. contorno essenciais) (6.1e)

oyn; =t; em I, (cond. contorno naturais) (6.1f)

Ging—ogn; =0 em S (contin. ext. forgas de sup.) (6.1g)

oing —oom; =6;m; —ogn; =0 em S (contin. int. forgas de sup.) (6.1h)

onde Ufj(eij) representa uma relacao constitutiva continua apropriada, como a descrita

no Capitulo . Os termos ag e 0;; referem-se, respectivamente, as tensoes em OF e Q

(de um lado ou de outro da superficie de descontinuidade, ver figura . As equagoes
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complementares de equilibrio acrescentadas, e [6.10] estao associadas & continuidade
das forcas de superficie. A equacao de compatibilidade de deformacdes [6.1b] corresponde
a equacao [5.19| para €2, transcrita no inicio da secao. Considera-se o regime elastico linear

para o dominio 2\S.

Tendo em vista a funcdo ¢(X) definida a priori (equacao |5.17)), e a dire¢do normal a
superficie sendo fixa, assumindo-se uma superficie material S estabelecida, pode-se escre-

ver as relagoes de compatibilidade constitutivas como funcoes do salto de deslocamentos

e da parte regular limitada das deformagoes (aplicacao da equagcao [5.19 em [6.1¢| e [6.1d]).

Assim:
o3 (€)= o5 (€, [i], [ 1) (6.2)
.Q\S . _EO . _EO X _.(p o - 63
Oij (€i) = ijki€kl = Loyjrr | €kl € (L], [ 5]) (6.3)
= € = ékl — Efl (64)

7 ~ /.\ _ . .(p . . ~
podendo-se também escrever a equacao como €x; = € + €;;, na forma similar a sua

correspondente (equagao .

A formulagao integral do problema de valor de contorno pode ser obtida utilizando a
técnica dos residuos ponderados. Alternativamente, utiliza-se as expressoes do teorema
de Betti (equagoes e , como feito na segao . Neste caso, assim como feito
anteriormente (para equagao , é necessaria adaptacao devido a natureza elastica do
teorema, através da consideracao de termo extra as expressoes, proveniente da relagao,

éij = ékl — 6;’; Assim:

/ 075€i Y = / oij€;dSL = / o7y e dQ = / Gij €5 dQ + / ol ¢5dQY (6.5)
Q Q Q Q Q

Considerando-se também a definicao de forca de volume, as simetrias associadas ao regime
de pequenas deformagdes em meios isotrépicos €y = Uy, (vélidas se o, = 0d};), e a

expressao do segundo teorema de Betti, obtém-se:

w (&P = /F uy; (& X)E;(X) Rdl(X) — /F £;,(&, X) iy (X) Bdl' (X)

+ / uli (€, X)by (X)PdQX) + [ 0734(€,X)é5(X) PdU(X)
Q Q
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Essa expressao é notadamente similar a equacao [3.17, considerando-se a correspondéncia
entre os termos utilizados para meios continuos e meios com descontinuidades, conforme

a tabela [6.1] a seguir:

Tabela 6.1: Correspondéncia entre termos de equagoes.

Meios Continuos Meios com
Convencionais Descontinuidades
Eij €ij
€ e;'}

As equacoes integrais sao resumidas a seguir: equagoes de deslocamentos de pontos in-
ternos, equagao integral de contorno para deslocamentos, e equagoes para deformacgoes
internas. As consideragoes de singularidades feitas para as equacoes correspondentes no

Capitulo [3 sdo também vélidas aqui.

in(e) = / ul, (€6, X)f;(X)dr (X) — / £,(€, X) ity (X)dI(X)

| (6.7)
" / (€, )b (X)dQU(X) + / 070(€, X)5,(X)dYX)
()€ = [ (€ X)0IX) 16 X),00(X)
r r (6.8)
n / s, (6, X)l; (X)dQU(X) + / 076, X)E5,(X)dYX)
E(©) = [t X)0X)ANX) — [ t2(€. X (X)dT(X)
4 A

n / (€. X (X)dU(X) + ][ 0 (€. X)E8(X)dUAX) + Fiuéf (€)

Com efeito, as equagoes integrais apresentadas nao definem de modo completo o problema
de valor de contorno com a presenca da descontinuidade, uma vez que nao foi contemplada
a condicao de equilibrio na face da descontinuidade S, representada pelas equagcoes e
6.1h| Essa condicao de equilibrio/continuidade deve entao ser imposta a parte. Partindo
da condicao de equilibrio descrita na andlise de descontinuidade forte pelas equagoes [5.20),

substituindo nestas, as equagoes e [6.3 obtém-se uma expressdo instantanea para o
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equilibrio na superficie de descontinuidade, f;, que deve se anular:

fi= {Efj"?l [0 — e ([, [uisD) ] - Ufj(ﬁz‘j)} =0 (6.10)

sendo da equacao m (transcrita no inicio desta se¢do), obtidas as deformacoes ¢;; para

pontos sobre a superficie S em um instante ¢, como:

1

cij = & — 6 (il [uig ) + 5 ([uiln; + sl (6.11)

6.2 Formulacao Implicita no MEC com Descontinuidades

As formas discretas das equagoes integrais de contorno, apresentadas no Capitulo 4] (equa-

coes [4.12] 4.19 e 4.26)), permanecem véalidas para o caso do modelo com descontinuidades,

bem como as equagoes matriciais e estratégia de solucao nao linear. Basta que as subs-
tituicoes dos termos u;, € e €7, pelos seus correspondentes, conforme tabela 6.1}, sejam

feitas.

Excecao para a secao (Células Convencionais), pois as células agora devem trazer
incorporadas a elas, as particularidades do modelo com descontinuidades. No interior
destas células, deverao ser observadas as condicoes de equilibrio da interface descontinua
descritas na equacao [6.10} Pode-se adotar uma funcao de aproximagao que considera que
as componentes do salto de deslocamento [u;] sdo constantes dentro de cada célula (saltos
de deslocamento uniformes), e portanto [u; ;] = 0. Assim sendo, as deformagdes €/} sao
reduzidas a e;'}([[ui]]), e dada uma deformagao regular €;;, as equagoes e passam
a ser funcao apenas das componentes do salto de deslocamento, podendo-se escrever f; =
fi([wi]) = 0. A obtengao de [u;] é feita resolvendo-se esta equagao numericamente pelo

método de Newton, apds linearizacao.

Obtendo o valor do salto nos deslocamentos (da equagao ) , pode-se determinar e;'}([[ui]](eij)),

e entao, para deformagoes regulares €;;, estabelecer uma equacao constitutiva regularizada:

Gij() = o5° <€ij - 62@([[%]](%‘))) = B} (6 — €) (6.12)
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6.3 Células com Descontinuidade Incorporada

A discretizagao do dominio do sélido deve ser feita para abranger regides com compor-
tamento ineldstico e também para compor o subdominio €, (figura [5.4), que envolve a

superficie de descontinuidade na formulacao regularizada, conforme definido no final da
secao [5.2]

Nas células adotadas, um ponto de colocagao (né funcional) é definido em seus centréides,
de modo que as deformacoes iniciais sao consideradas constantes em cada célula, e os
demais noés sao considerados apenas geométricos. Sendo assim, nas células com desconti-

nuidade embutida, para um ponto X € (), pode-se escrever:

(. ) ( .o.c)
Efl (X) Gfi
€55(X) €55
%] X_ -p,C
I r L {eee) (6.13)
512(X) €12
é13(X) €ry’

(55(X) ) és7)

A superficie de descontinuidade divide a célula em dois subdominios, conforme a figura[6.1].
Enquanto é;’} tém valor constante nas células, definidas por um tinico ponto, sua geometria

é descrita através de funcgoes de forma paramétricas convencionais, conforme apresentado
~ . ~ o n
na segao 7 L€, .TI,’1<X) ~ xi(nh 2, 7]3) - Zaczl M(X(Th? n2; 773)1‘106

As fungoes de regularizacao das equagoes cinematicas, ¢(X), também podem ser mapeadas
dentro de uma célula com descontinuidade, utilizando as fungoes de forma, com a seguinte

expressao:

P(X (1, 112,m3) = D M (1, 72, 7m3) (6.14)

onde o somatdrio € realizado sobre as funcoes de interpolagao associadas aos nos localiza-

dos no dominio QF da célula. A figura ilustra, a classificagiao desses nés geométricos.
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@ células com descontinuidade inativa [O] e [®] sdo pontos de interpolagdo geométricos (o)
@ células com descontinuidade ativada [O]sioa’, e [@]sdoo , Q. = QC_ U Qg‘
(a) Regiao de um dominio discre- (b) Célula com descontinuidade forte incorporada
tizada

Figura 6.1: Parametrizacao cartesiana, espaco de parametrizagao e forma da funcao.

As componentes do salto de deslocamento também sao assumidas como constantes dentro

de cada célula com descontinuidade, tendo-se assim:
wl(X) ~ [w] = { [us] p = {[w]} , VX e (6.15)

e, consequentemente, [u; ;](X) = 0.

6.3.1 Calculo das Componentes do Salto de Deslocamentos

Conforme descrito na secao as componentes do salto de deslocamentos (constante) no
interior de uma célula, sao obtidas através da solucao da equacao de equilibrio da interface
(eq. [6.10) por método numérico, apés linearizagao. No final da subsec¢do é apresentado

um algoritmo para essa solugao numérica iterativa de Newton-Raphson.

Considera-se inicialmente o gradiente da fungao regularizadora, ¢(X), obtida a partir da

equagao [6.14]):

e (o) o= () fam(zoe)]
yi = = X — = X7 — Me 6.16
4 ony, 0X;; O On, O, On, Z (6.16)

at

Ou, na forma matricial, aplicada ao ponto de colocacao da célula £°, tem-se:

{V(€)} = [T, m5, m5)] Ve, ms, m5°) } (6.17)
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onde nfc referem-se as coordenadas naturais do ponto de colocagao da célula (centroide da
célula), a matriz [J (15, 75, n5°)] corresponde aquela definida na equaciold.9e { Ve (15, 15, 15°) }

é o vetor definido pelo termo entre colchetes na equagao [6.16]

Retornando, agora a equacao [5.19 para deformacoes, e considerando as componentes de

salto dentro da célula (equacao [6.15)), tem-se:

(,(X)) [pa(€) 0 0 ]
é£,(X) 0 ©.2 (€°) 0 ]
££,(X) 0 0 ws€) | ), ]

= 1) = us = |V? uf .
00 (T T e loae o ggﬂ Voell]) (618)
é£,(X) los(€) 0 lea(e)| V7
| €6,(X) 0 393 (€9) 592 (€9)]

Assim, a equacao de equilibrio da superficie de descontinuidade (eq. [6.10)) pode ser escrita

de forma matricial, considerando as equacoes [6.15] [6.17] e [6.18], como

{ﬁ=WW@HmﬂwwwwMﬂ}

. (6.19)
—{ﬁG?%%VWNWM+#NﬂM%)D=%%

onde [E°] é a matriz constitutiva linear eldstica, correspondente ao tensor Ef,: o parame-
tro h é o valor escalar (pequeno) de regularizagao da funcio delta de Dirac; o vetor {o°(-)},
corresponde as tensoes fornecidas pelo modelo constitutivo adotado para representar os
efeitos da descontinuidade, com variavel de dano apropriada ao regime de descontinuidade

fraca ou forte; e complementando,

[ 0 0]
0 Mo 0
ny 0 0 o N3 0 0 0
N7 n
INT" =10 ny 0 my 0 ng|; [N]= ! 03 (6.20)
5Ny 5N
0 0 ng 0 1y MNo % 2 21 1
513 0 §n1
| 0 gms 5na

Assim, dado um estado de deformagoes regulares, {€°}, a equagao pode entao ser

resolvida a partir de sua linearizacao, i.e.,

of
O{[wT}

(it | ]ﬁf%ﬂh%O (6.21)
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onde j é um fndice iterativo, {8[u]}; = {[u]}; — {[u]};-1 , €
[%Ll = [N" [ — [E°[V°g] — [aﬁ;ﬂjl H[NC] - [vsgo]H (6.22)

sendo o termo [%} a forma matricial do operador tangente do modelo constitutivo conti-

nuo (ver equagao , usado para representar os efeitos dissipativos sobre a superficie de
descontinuidade S. A verificacao de convergéncia da solugao iterativa é feita comparando-
se, em uma iteragao j, o acréscimo do saldo de deslocamento da iteragdo {§[u]};, com
o valor total acumulado {[u]};, em relagdo a um valor de tolerancia arbitrada (adotado

aqui tolerancia de 1 x 107%), i.e.,

[ {o]wT3, |

—————=——— > tolerancia (6.23)

I {TweT}s |

O algoritmo apresentado no quadro a seguir sistematiza os procedimentos para o célculo

do salto nos deslocamentos {[u¢]} dentro de uma célula com descontinuidade embutida.

ALGORITMO 2: Solucao da equagao de equilibrio da interface

i. Inicialize j = 0, e inicialize o vetor {[u‘]};—o com o valor acumulado até a

ultima avaliacao das componentes do salto de deslocamentos da célula;
ii. Loop iterativo: j =7+ 1;

iii. Se (5 > n® mdximo de iteragoes especificado) = FIM

iv. Calcule {f};_1 (eq.6.19), e [G?EJC}]]}] B (eq. [6.22);

v. Calcule {0[u‘]};, usando resultados do item iv., na equagao m;

vi. Atualize o valor das componentes do salto: {[u]}; = {[u‘]};—1 + {d[u‘]};

vii. Verifique a convergéncia da iteracao (eq. [6.23)):
- nao havendo convergeéncia, retorne ao item ii., para préxima iteracao;

- havendo convergéncia: retorne o resultado {[u‘]} = {[u‘]};.

O resultado obtido seré utilizado para o célculo das componentes de tensao regularizadas,
{G(€%)}, conforme apresentado na subsecao seguinte. Considerando a estratégia global de

solugdo do problema nao-linear (secao [4.5)), essas componentes de tensdao sao utilizadas
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no célculo do vetor {F}} (eq. . Dentro do algoritmo de solu¢ao nao-linear (AL-
GORITMO 1), corresponde aos procedimentos do item xiii.. Nota-se, portanto, que o
algoritmo apresentado aqui (ALGORITMO 2), deverd ser acionado para cada célula do
modelo que tenha a descontinuidade ativada, em cada iteracao, de cada passo incremental

da solugao nao-linear.

6.3.2 Equacao Constitutiva Regularizada — Operador Tangente

A equacdo constitutiva regularizada (eq. [6.12]) para uma célula com descontinuidade,

apresentada no final da se¢ao[6.2], pode ser escrita em forma matricial, utilizando a equacao

[6.18], como:
{0(€)) = [E°1({€7} = {e7}) = [E°1({€} — [Voel{[w]}) (6.24)

Para as etapas pos-bifurcacao da analise nao-linear, é necessaria a definicao de um tensor
constitutivo tangente para a equagao constitutiva regularizada, equivalente ao operador
tangente definido para a formulagdo continua (equagao [2.24]). Isso é feito tomando-se a

derivada da equagao [6.24] como segue:

e =12 [y )

=10~ e Loy e ) 629

-~ wafgiil] o (- [5))

6.3.3 Consistéencia Estatica e Cinematica

Estudos sobre elementos com descontinuidade incorporada, tratando majoritariamente
de elementos finitos, avaliaram questoes relativas a consisténcia da descricao do campo
de deformagoes e também das forcas de superficie na interface de descontinuidade do
elemento, como se pode observar em |Jirasek (2000), Oliver et al. (2003), [Sancho et al.
(2007) e [Pedrini (2008). Assim como nesta ultima referéncia, as consideragbes aqui se

estendem para células do MEC.

Considerando as células com descontinuidade incorporada, destacam-se nas equagoes da
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secao [6.3] o vetor n;, relacionado a orientacao da superficie de descontinuidade, e & condi-
¢ao de equilibrio e continuidade de forcas de superficie (equagoes - , e portanto,
associado a consisténcia estatica. Destaque também para o vetor ¢,;, gradiente da fungao
¢ empregada na composicao do campo de deformagoes {e”¢}, sendo assim associado &
consisténcia cinematica. O gradiente da fungao ¢, assim como o termo associado a matriz
Jacobiana no ponto de colocagao da célula, [V*¢|, dependem da geometria da célula e

também da posicao da superficie de descontinuidade.

Na forma linearizada da equagao de equilibrio da superficie de descontinuidade (eq. [6.21)),

o termo [%} (eq. [6.22, transcrita a seguir), apresenta influéncia direta dos vetores

citados, nos termos [N¢T, [N¢] (eq.[6.20) e [V¥¢] (eq. [6.18).

oHf} T 1. cwp[00® g [00°
US| N T B vo] — — [N |2 N (Ve | 2 |
L] el - T[22 v+ 3 [
A simetria do tensor % s6 ocorre para 0s casos em que os vetores n; e ¢,; sao paralelos,

o que em geral, ndo se verifica (ver figura ,b). Essa assimetria usualmente constatada,
acaba por se transferir para a matriz do operador tangente, da equagao[6.25, como ressalta
Sancho et al.| (2007). Células (ou elementos) com essa abordagem sao nomeados: estética
e cinematicamente consistentes, e ndo-simétricas, ou SKON (“statically and kinematically

optimal nonsymmetric”) (Jirasek, 2000)).
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(¢) consisténcia estatica relaxada: KOS (d) consist. cinemética relaxada: SOS

Figura 6.2: Célula com descontinuidade incorporada: normal n; a superficie de descontinuidade

S, e gradiente de .

A estabilidade na resolugao do sistema (eq. [6.21)) pode ser influenciada por essa assimetria

citada ( n; }f ¢,;). Em caso extremo, poderia-se ter n; L ¢,;, fazendo o tensor % tender

a singularidade. Com base na aproximacao quase-simétrica proposta por Pedrini| (2008)),
entende-se que os problemas de instabilidade sao criticos caso o angulo entre os vetores

seja grande (superiores a 45°).

Formulacoes simétricas alternativas propoem a relaxacao de uma das exigéncias de con-

o{f}
H{ucl}

lecendo condicao cineméatica sobre a estatica, ¢.e., arbitrando n; coincidente, ou préximo

sisténcia, forcando n; || ¢,;, trazendo simetria a (e ao operador tangente). Preva-
a v, (fig. [6.2(c)) , tem-se uma célula (ou elemento) dita estaticamente consistente e
simétrica, ou KOS (“kinematically optimal symmetric”). Nesse caso, o movimento de
corpo-rigido entre as duas partes separadas pela descontinuidade é garantida, mas nao
se garante a continuidade das forcas de superficie. Ja no caso de se priorizar a condi¢ao
estdtica sobre a cinematica, i.e., arbitrando ¢,; coincidente, ou préximo a n; (fig. [6.2(d))),
tem-se uma célula dita cinematicamente consistente e simétrica, ou SOS (“Statically op-

timal symmetric”) pela nomenclatura de |Jirasek| (2000)).
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A condicao de simetria das formulagoes alternativas reduzem problemas de instabilidade
numérica, mas os efeitos colaterais dessas formulagoes alternativas sao principalmente a
perda de qualidade dos resultados, e consideraveis travamentos de tensao, como apontam

todos as referéncias citadas.

As questoes relativas a consisténcia sao de consideravel importancia para o caso de cé-
lulas (ou elementos) com posicionamento geométrico pré-definido de modo independente
da trajetéria da trinca. Nas abordagens mais recentes do MEC-CSDA, pode-se fazer a
geracao das células em tempo de processamento, procurando um alinhamento adequado
entre a superficie de descontinuidade e a geometria das células. Assim, pode-se assegurar
as condicoes de consisténcia e obter uma condi¢do de quase-simetria (n; e ¢,; parcial-
mente alinhados), o que diminui os possiveis problemas de instabilidade numérica sem a
necessidade de relaxagao das exigéncias de consisténcia. Essa estratégia foi adotada com
algoritmos de propagacao propostos nos trabalhos de |Pedrini (2008)) e de Peixoto| (2016)).
Alternativamente, se for empregado um algoritmo de propagacao, em que a trajetéria
completa é determinada previamente & avaliagdo da ocorréncia de descontinuidades (e.g.,
algoritmo de trajetéria global (Oliver, Huespe, Samaniego, e Chaves, 2002))), as células

sao automaticamente posicionadas de modo a obter sempre a condicao de quase-simetria.

6.4 Propagacao de Fissuras

Em analise de falhas de sélidos utilizando o modelo de dano com descontinuidades fortes
através do Método dos Elementos de Contorno, é necessaria a discretizagao do dominio
desse solido utilizando células com descontinuidade incorporada para que seja possivel
considerar a propagacao de uma fissura. Existem diversas estratégias para o tratamento
da trajetoria de propagacao, que descreve a superficie de falha. Algumas estratégias mais
comuns sao descritas brevemente a seguir, podendo-se encontrar uma visao geral mais
completa nos trabalhos de [Jéger et al.| (2008a) e [Yun et al. (2019)), direcionados para o
MEF.
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Algoritmo de Trajetoria Fixa

Essa abordagem extremamente simples, consiste apenas em se verificar se o elemento
(ou célula) vizinho a um elemento que estd em regime descontinuo, tem as condigdes
necessarias para o desenvolvimento da descontinuidade. Em caso positivo tem-se a pro-
pagagao da falha. A trajetoria de falha, e portanto a posigao dos elementos (células) com

descontinuidade embutidos, deve ser definida previamente.

Do ponto de vista computacional, é um algoritmo robusto e estavel (Jéger et al., [2008a).
Esta estratégia limita consideravelmente a aplicacao das analises em problemas gerais, mas
em contrapartida, elimina problemas de busca de trajetérias (que podem ser instaveis)
e questoes de geometria computacional, que podem tirar o foco de particularidades de

metodologias em desenvolvimento.

Algoritmos de Trajetoria Global

Também conhecido como Algoritmo do Campo Escalar, aqui a trajetoria de toda a fissu-
ragao ¢ estabelecida antes da avaliacao da ocorréncia de descontinuidade nos elementos.
Proposta por Oliver, Huespe, Samaniego, e Chaves (2002), essa abordagem considera
no sélido em analise, um problema auxiliar de potencial introduzindo incégnitas globais,
cujo gradiente da solugado descreve superficies (ou trajetérias) equi-potenciais que podem
ser artificialmente associados a potenciais superficies de falha do problema mecanico de

interesse.

O uso do algoritmo em problemas tridimensionais pode ser visto nos trabalhos de |Chaves
(2003)) e Ibanez (2006). Apesar do custo computacional de requerer a resolugao adicional
de um problema de valor de contorno, | Jager et al| (2008d) ressaltam como qualidades a
estabilidade e a capacidade de lidar com problemas envolvendo fraturas multiplas. Varia-
¢oes do algoritmo originalmente proposto podem ser vistas nos trabalhos de Manzoli et al.
(2013), que otimizaram o algoritmo delimitando a regido da andlise inicial; e Annavarapu
et al.| (2016]) e Riccardi et al.| (2017), que identificaram possiveis imprecisoes na definigao

da trajetéria, e propuseram modificagoes, testadas para problemas planos.
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A utilizacao dessa abordagem tem se mostrado eficiente para problemas que utilizam o

MEF (e variagoes), mas nao foi encontrada contrapartida do algoritmo utilizando o MEC.

Algoritmos de Trajetoria Local e Nao-local

Em problemas bidimensionais, o algoritmo de trajetoria local (a anédlise se faz célula a cé-
lula) é bem conhecido e fornece resultados robustos. Basicamente, determinada a diregao
de uma linha de fissura em um elemento (célula) inicial, no elemento vizinho a fissura ja
tem um ponto inicial definido, sendo necesséario determinar uma dire¢ao em que se dara a
descontinuidade nesse elemento seguinte, e repetindo-se o processo (elemento a elemento),
garante-se uma continuidade C° & linha de fissura. Adaptacoes podem até mesmo garan-
tir continuidade C! & linha de fissura, como apresentado por [Slobbe et al. (2014)), que
considera uma correcao a trajetoria inicialmente encontrada para a descontinuidade no

interior do elemento, antes fixa-la e passar ao elemento seguinte.

O algoritmo de trajetéria nao-local (ou de dominio parcial) pode ser visto no trabalho
de |Gasser e Holzapfel (2006)) e [Feist e Hofstetter| (2007)), por exemplo, em aplicagdo a
problemas tridimensionais. O algoritmo define uma regiao em torno do elemento analisado
e faz um adaptacao baseada nas diregoes das maximas tensoes principais dos elementos
englobados, garantindo uma superficie suave localmente (no dominio parcial), mas nao
em todo o dominio. Essa restricao de continuidade global nao chega a comprometer os
resultados, como verificaram |Jager et al. (20088). A complexidade e custo computacional
do algoritmo é um ponto desfavoravel, e a superficie da fissura pode se desviar da trajetéria

real em casos especificos (Naderi e Iyyer, [2017)).

Nos trabalhos que utilizam o MEC associado a formulagao de descontinuidade forte, ver-
soes préprias do algoritmo de trajetéria local foram utilizadas (Manzoli e Venturini, 2004;
Pedrini, 2008; [Peixoto|, [2016; Mendongay, 2021)), em problemas de estado plano. Uma
grande vantagem é a possibilidade de se gerar as células, que discretizam o dominio,

durante a analise, conforme feito nos trés ultimos trabalhos.

Para problemas tridimensionais, entretanto, o algoritmo de trajetéria local para problemas
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tridimensionais é bastante restritivo. |Chaves| (2003) ressalta a dificuldade de se garantir
a continuidade da superficie de descontinuidade entre elementos vizinhos. Ilustrando essa
dificuldade, a figura mostra como poderia ser a superficie de descontinuidade em uma
célula (7), vizinha a célula (i — 1) que tem superficie ja definida: se arbitrado um ponto
em comum, ndo se garante a continuidade (fig. , ja forcando aresta comum, a nova

superficie fica limitada, pré-definida ou até inviabilizada (figs. [6.3|(b-d)).

(c) definida por células vizinhas (d) superficie nao-plana

Figura 6.3: Continuidade na propagagao da superficie de descontinuidade em uma célula vizinha.

Apesar das limitagoes, |Areias e Belytschko (2005) propuseram um algoritmo de propa-
gacao local para problemas tridimensionais utilizando o MEF Extendido e células tetraé-
dricas. O algoritmo é fortemente restritivo na determinacao da direcao de propagacao da
superficie, mas garante a obtencao de superficie de descontinuidade com continuidade C°.

Essa imposicao da diregao para garantir a continuidade é um tratamento totalmente local,
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como ressalta [Naderi e Iyyer| (2017), que também faz uso dessa estratégia. A incapaci-
dade de representar fraturas de geometrias pouco suaves é uma limitacao levantada por
Jager et al. (2008b). Uma abordagem diferente proposta por Yun et al.| (2019)) considera
linhas de propagacao avaliadas individualmente, que avancam simultaneamente entre ele-
mentos vizinhos, e ao serem conectadas umas as outras, descrevem uma superficie com

continuidade C°.

Introducgao de células durante o processamento

Uma das particularidades do MEC implicito é a possibilidade de introduzir novas células
no modelo (consequentemente, no sistema de equagoes), sem a necessidade de modifi-
car a malha do contorno ou recalcular as integrais correspondentes a células e elementos
existentes. Elas podem ser introduzidas, por exemplo, a medida que as descontinuidades
sao ativadas nas células ja existentes. As novas células podem ter posi¢do e geometria
pré-definidas, como aconteceria ao utilizar os algoritmos de trajetoria fixa e de trajeté-
ria global. As novas células podem também ter posicionamento e geometria definidas
em tempo de processamento, por algoritmo especifico. Isso torna possivel gerar células
geometricamente melhor compatibilizadas com as células ja existentes e superficies de des-
continuidade ativadas, permitindo descrever a trajetéria de propagacao de fissura. Essa

ultima alternativa é bastante adequada para uso com algoritmo de trajetoria local.

Ao introduzir uma nova célula, um ponto interno posicionado em seu centréide é adicio-
nado, e consequentemente, o sistema de vetores relacionados a deslocamentos e deforma-
¢oes deve ser expandido, respectivamente em {4} e {éx}; {¢5}. De maneira similar, as
matrizes que compoem os sistemas devem ser expandidas adequadamente, enquanto matri-
zes e vetores relativos somente ao contorno permanecem inalterados. A figura ilustra,
esquematicamente, como devem ser essas expansoes, relativas as equacoes a na

forma descontinua.
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Para o célculo Pontos de colocagdo nos: Integracdo calculadas em:
dos termos das [] pontos internos novos 17""% células novas
. [®] pontos internos existentes  ...* células existentes
sub-matrizes: -
[ pontos do contorno L__, elementos de contorno

Figura 6.4: Expansoes de matrizes e vetores dos sistemas de equagoes da andlise nao-linear do

MEC implicito.

Como se observa, diferentes pontos de colocagao e diferentes regioes de integracao devem
ser considerados na avaliagao dos termos das novas sub-matrizes e os termos existentes nas
matrizes nao precisam ser recalculados. Outras expansoes em matrizes do MEC implicito
sao necessarias, contemplando a equagao e suas componentes [N¢] e [MS] na forma

descontinua, conforme indicado na figura [6.5| esquematicamente.
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Figura 6.5: Complemento das expansoes de matrizes e vetores dos sistemas de equacoes da

andlise nao-linear do MEC implicito.

6.5 Particularidades das Implementacoes

As implementagoes computacionais desse trabalho foram desenvolvidas no ambiente com-
putacional colaborativo INSANE (INteractive Structural ANalysis Environment), desen-
volvido no Departamento de Engenharia de Estruturas da Universidade Federal de Minas
Gerais. Utilizando a linguagem JAVA, segue o paradigma de programagao orientada a

objetos (POO), tendo sido inicialmente idealizado para utilizacao do MEF.

No INSANE, as implementagoes utilizando o MEC foram iniciadas em 2013 (Anacleto
et al. [2013; Maia et al., 2013)), utilizando o arcabougo previamente desenvolvido. Pos-
teriormente, foi implementada a formulacao nao-linear implicita, permitindo analise de
problemas de mecanica dos sélidos com nao linearidade fisica, utilizando modelos de
plasticidade e dano (Peixoto et all 2016). Também foram implementadas células com
descontinuidade incorporada, que permitiram a analise de falha material de problemas
em estado plano, com transi¢oes de regimes, utilizando a metodologia equivalente a des-
crita no presente trabalho. Os 1ltimos avancos nas implementacoes foram desenvolvidos
por Mendonga| (2021), que implementou uma variacao de célula que permite saltos de

deslocamento nao-uniformes.

Com o presente trabalho, implementado a partir de todos os desenvolvimentos anteriores,

é possivel a analise nao-linear de sélidos tridimensionais, com modelos de plasticidade
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e dano continuo ou com descontinuidade fraca e forte, podendo-se descrever o processo
gradual de falha em uma dada superficie de fratura. Algumas intervencoes especificas
da implementacao, nao diretamente relacionadas ao foco do trabalho, mas que foram

fundamentais para viabilidade das andlises apresentadas, sao citadas a seguir.

e Algoritmo para geracao de células hexaédricas lineares e quadraticas, acoplando uma
face ao elemento de contorno. Foi implementada com a técnica de mapeamento trans-

finito, pela simplicidade, devendo ser delimitada a regiao do dominio a ser discretizado.

e Adaptagoes para adogao da biblioteca libflame (Zee, 2011)) para resolucao de sistemas
lineares, em substituicao a decomposicao LU. Trata-se de uma biblioteca que apresenta
solugdes direcionadas principalmente a operagoes de algebra linear (como produto
matriz-matriz e matriz-vetor) com elementos densos (nao esparsos). Implementada em
cédigo livre, e linguagem C, tem foco principalmente no alto desempenho, superando

bibliotecas tradicionais.

O uso de solugoes da biblioteca possibilitou reduc¢ao muito significativa do tempo de

resolucao de sistemas, tornando viavel a analise de problemas médios e grandes.

e Reducao do tamanho das matrizes [GY], [G] e [G] (equagoes 4.17} |4.24] e |4.31]). Con-

forme explicado no capitulo [ nessas matrizes as informagoes dos nds sao individu-
alizados para cada elemento que compartilha um determinado né, ja que um mesmo

no pode ter valores de forga de superficie diferentes em elementos vizinhos.

Para reduzir o niimero de termos das matrizes, foi considerado apenas um termo repre-
sentativo para os nds com forga de superficie Unica, prescrita em todos os elementos
que o compartilhassem. Como esses nos sao, em geral, em nimero muito maior
que os nos com forca de superficie incognitas ou nao-uniformes, as reducoes foram
significativas. Cabe lembrar que as referidas matrizes nao sao montadas individual-
mente, devendo seus termos serem inseridos diretamente nas matrizes [A], [AY], [A] e

[B], [B"], [B€], nas posicdes apropriadas (ver se¢ao [4.5]).
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Essa reducao foi fundamental e necessaria para viabilizar a andlise de exemplos maio-
res, que requeriam grande quantidade de memoria. Essa grande demanda de memoria
ocorre principalmente devido aos procedimentos do método implicito do MEC, que

requerem uso de matrizes invertidas, como podem ser verificados nos termos das equa-

Goes .36} [1.37) .38 [£.52) [£.54] e [L.561

Revisao dos critérios para integragao das células e elementos de contorno. Foi ado-
tado critério que se aproxima mais da proposta de |[Eberwien et al| (2005). Essa
determinacao mais racional da quantidade de pontos de integracao e eventualmente
da quantidade de subdivisoes dos elementos, reduziu o tempo necessario para cal-
culo das integrais sem perda da precisao necessaria. As técnicas de integragao com
subdivisoes e subelementacao, para integrais regulares e singulares (se¢ao , foram

extendidas para as células hexaédricas implementadas.

Extensao do processamento “multi-thread” para a etapa de avaliacao das células in-
dividual das células (dentro do item xiii. do Algoritmo 1 — se¢ao [£.5). Antes utili-
zada apenas na etapa de integracao para cédlculo dos termos das matrizes do sistema.
Conseguiu-se uma pequena reducao nos tempos de processamento com essa modifica-

Gao.

Implementacao de Classes para geracao e leitura de arquivos XML de malhas geradas
no software Gmsh (Geuzaine e Remacle, |[2009). As implementacoes adotadas (e a nova
implementagao) apenas podia gerar malhas transfinitas, limitando a possibilidade de
concentracao de elementos em regioes de interesse. O uso de malhas nao estruturadas
também tornou possivel discretizacoes com concentracao de elementos apenas em
regioes de interesse. Isso reduziu a demanda por memoria durante o processamento,

viabilizando analises antes proibitivas.

No Gmsh, malhas nao estruturadas puderam ser geradas usando algoritmo “Frontal-
Delaunay” (Remacle et al., 2013), para superficies (elementos de contorno), combi-
nado com algoritmo de recombinagao chamado “Blossom” (Remacle et al.; 2012), para

geracao dos elementos quadrilaterais. J& para a geragao de células optou-se por usar
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sempre a malha estruturada.
e Finalizando, duas alteracoes realizadas que, optamos por nao usar nas analises:

- Avaliagao de convergéncia do passo incremental da andlise nao linear (ver item xv.
do Algoritmo 1) pelo critério de deslocamento. Ou seja, substituindo o critério da
equacao de verificacao em forca, pelo critério de verificacido em deslocamento:

””{fUU}}H” < tolerancia. Nao foi observado ganho que justificasse sua adocao em detri-

mento do primeiro critério.

- Implementados uso de elementos descontinuos, em que os nés sao deslocados para
dentro do elemento, em uma proporc¢ao A, relativa ao tamanho das arestas do elemento.
Os elementos descontinuos aplicados onde hé descontinuidade de forca de superficie
reduziu a demanda por memoria nas andlises. Entretanto, além de inserir uma nova
variavel arbitraria no problema (\), a complexidade agregada nao justificou seu uso,
se comparada a estratégia adotada (que amplia o nimero de colunas das matrizes [G]

apenas para nds onde ha descontinuidade nas forcas de superficie).

Apesar das alteragoes bem sucedidas, ainda permanece muito grande a necessidade de
meméria para problemas de geometria complexa. O problema é mais critico ao usar ele-
mentos com aproximacao quadratica, ja que nao se pode usar células com dimensoes gran-
des, que descaracterizaria o avango progressivo das descontinuidades. Consequentemente,
elementos de contorno de dimensoes reduzidas sao necessarios para compatibilizacao com

as células.

Outro fator que permanece limitante ¢ o tempo de processamento. Observa-se que o
nimero de iteracoes necessarias para convergencia de cada passo da analise nao-linear au-
menta muito, quando ha ativacao do regime descontinuo em uma quantidade significativa

de células.



Capitulo 7

Exemplos Numéricos

Sao apresentados neste capitulo alguns exemplos numéricos de aplicagao da metodologia
tratada. O objetivo geral é mostrar o desempenho da implementagao desenvolvida na
analise de problemas apresentados em outras obras de referéncia, de modo a evidenciar
pontos positivos e dificuldades encontradas. Nao foram considerados problemas de grande
porte, principalmente por limitacao associada aos recursos de processamento disponiveis
e a robustez da implementacao (tempo de processamento). Para reduzir ou contornar
essas dificuldades, a metodologia precisaria ser considerada num contexto de andlises em

escalas sequenciais, em que sua aplicagao seja restrita a regioes pequenas.

Para processamento da maioria das anélises foi utilizado computador pessoal com 15,7 GB
de meméria RAM e processador Intel® i7 11th Gen. de 2,80 GHz, 8 niicleos. Para mo-
delos numéricos maiores foram utilizadas diferentes maquinas virtuais com até 64 GB de
memoria RAM, disponibilizadas para avaliacao por empresas de tecnologia como Goo-
gle, Oracle, OVHcloud, Linode (Akamai). Utilizado processamento paralelo sempre que

possivel, com nimero de threads igual a nimero de niicleos da maquina.

As trajetérias de equilibrio nas anélises nao-lineares foram obtidas utilizando método de
controle de deslocamento direto, com verificagao de convergéncia por forca (equagao [£.57)),
adotando-se valor de tolerancia 1073, Testes realizados com diferentes problemas mostra-
ram que ao utilizar valor mais comumente encontrado, 1074, o tempo de processamento

aumenta em cerca de 30%, sem alteracao significativa dos resultados.

132
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Para o modelo de dano isotrépico foi considerada deformagao equivalente conforme critério
apresentado em [Oliver et al| (2006) (equagao 2.11)). A lei de evolugao exponencial da
variavel de dano ¢, foi utilizada adotando-se o parametro £ = 0,01 mm nas equagoes
da secao [5.4] valor de ordem de magnitude pequena em rela¢ao as dimensdes tipicas dos
problemas. Este também é o parametro de regularizacao da funcao delta de Dirac na

equacao [5.19} sob regime de descontinuidade forte (k = hgp).

Nos exemplos analisados, as superficies de falha sao previamente conhecidas, pela simetria
ou condigoes de contorno dos problemas, ou obtidas a partir de artigos de referéncia.
Nos modelos, a discretizacao do dominio em células com descontinuidade incorporada é
feita apenas na regiao que segue as superficies esperadas de falha — método de trajetéria
fixa. Foram utilizadas células de geometria hexaédrica, com geometria parametrizada
por funcao linear ou quadratica, em concordancia com o tipo de elemento de contorno

utilizado (quadrangular linear ou quadrético).

Sendo pré-definidas as posi¢oes (geometria) das células, pode-se considera-las todas no
sistema de equagoes do modelo desde o inicio da andlise, ou inseri-las nos sistemas de
equacoes progressivamente, a medida em que a descontinuidade é ativada nas células pre-
sentes, de modo a haver sempre uma célula em regime continuo a frente da trinca. Essa
segunda op¢ao é mandatoria para o uso em associagao com algoritmo de rastreamento da
propagacao de trinca (ndo implementado). Nos processamentos realizados foram conside-
radas ambas as opcoes, que conduziram a resultados equivalentes. Para fins praticos, a
preferéncia foi por considerar todas as células inseridas nos sistema desde o inicio da maio-
ria das analises. Essa alternativa demandou tempo de processamento um pouco menor, ja
que as integrais sao calculadas em uma etapa inicial inica, otimizada em processamento

“multi-thread” e nao requer expansoes das matrizes.

Para os exemplos mais simples foi possivel fazer as andlises utilizando malhas geradas
no algoritmo especifico implementado no INSANE, capaz de gerar malhas estrutura-
das por mapeamento transfinito. Ja para geometrias complexas utilizou-se o software

Gmsh® (Geuzaine e Remacle, [2009), versao 4.10.1, para geracdo das malhas.
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Nos cinco exemplos iniciais, foi considerado o regime de descontinuidade forte ao final do
regime elastico, quando a tensao principal maxima supera a tensao resistente do material.
A direcao da normal a superficie de descontinuidade em cada célula é considerada na
direcao da tensao principal maxima. Nos seguintes, considerou-se também a possibilidade
de transicao entre regimes continuos elastico e inelastico, e com descontinuidades fraca
e forte. O instante de bifurcacao é determinado numericamente conforme abordagem
descrita na se¢ao Nesses casos, a diregao da normal a descontinuidade é previamente
conhecida, a partir do posicionamento inicial estabelecido para cada célula, nao sendo

calculada diretamente.

Particularizando, o exemplo inicial é o caso com geometria mais simples possivel, tratando-
se de um cubo sujeito a tensao uniaxial, induzindo-se uma regiao de possivel desconti-
nuidade. Pode-se observar ai a ocorréncia de descontinuidade nas células implementadas,
e também foram avaliados os efeitos do uso de células com geometrias desproporcionais.
O exemplo seguinte apresenta uma placa com entalhe em que a descontinuidade se pro-
paga verticalmente. No terceiro exemplo procura-se mostrar a propagacao (ou ativagao)
das células para um modelo tridimensional, de uma barra com entalhe de canto sujeita a
tracao simples. No quarto exemplo é considerado o ensaio de flexao em trés pontos anali-
sado inicialmente por |Carpinteri (1989), e os resultados sdo comparados a outras anélises
numéricas. Nesse exemplo considerou-se também o uso de elementos com aproximagcao
quadratica. No quinto exemplo, com geometria efetivamente tridimensional, considerou-
se 0 ensaio de arrancamento, que gera superficie de descontinuidade com curvatura dupla.
No sexto exemplo é considerado o ensaio de flexao em trés pontos com referéncia expe-
rimental de |Petersson (1981). Nesse exemplo pode-se observar a necessidade do uso de
elementos com aproximagao quadratica para obtencao de resultados mais precisos, e tam-
bém é considerada a anélise de bifurcacao com transicao entre regimes elastico, inelastico,
com descontinuidade fraca e forte. No exemplo seguinte tem-se o ensaio de cisalhamento
com forgas em quatro pontos, de |Arrea e Ingraffeal (1982)), onde pode-se analisar o de-
sempenho da abordagem para o caso de fratura em modos mistos I e II. Finalmente, o

oitavo exemplo considera o ensaio de torgao (Brokenshire Test), que tem superficie de
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descontinuidade com geometria complexa e abrange fratura em modos mistos I e III.

Os resultados sao avaliados principalmente em relacao a trajetéria de equilibrio de um
ponto material do sélido em analise. A qualidade dos resultados é avaliada em compara-
¢ao com resultados experimentais (quando disponiveis), resultados teéricos, ou resulados

numéricos obtidos por outras formulagoes, apresentados nos trabalhos de referéncia.

7.1 Cubo Sujeito a Tracao Simples

Este exemplo apresenta a andlise de um sélido cibico sujeito a tracao simples em uma
face e engaste na face oposta (figura[7.1). Considera-se a possivel ocorréncia da superficie
de falha material no plano médio (entre as faces carregada e a engastada) do sdélido,
discretizando-se o dominio nessa regiao especifica.

E=100,0 MPa

v=20,0

fi=1,0 MPa
Gr= 0,02 N/mm

A '&,/B o
X I,Omm 6/

z

Figura 7.1: Cubo unitéario sujeito a tracao simples: dimensoes, parametros do material, carre-
gamento, restri¢goes e superficie de descontinuidade.

As malhas consideradas nas analises foram geradas no INSANE com algoritmo de mapea-
mento transfinito. Sao apresentados resultados para quatro diferentes malhas (figura[7.2)),
utilizando elementos e células com funcao de aproximacao linear. Foi mantida a propor-
¢ao cubica das células hexaédricas, e reduzida progressivamente a regiao discretizada do
dominio. Na “malha 1” todo o dominio foi considerado como uma célula, enquanto na

“malha 4” a faixa de dominio discretizado representou 12, 5% da extensao lateral.
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malha 1 malha 2 malha 3 malha 4

Figura 7.2: Cubo unitario sujeito a tragao simples: malhas com células hexaédricas cibicas.

Os resultados obtidos para a trajetéria de equilibrio em um ponto da face carregada sao
apresentados na figura , relacionando deslocamento (do ponto B) com um fator de
carga, para as diversas malhas. As curvas coincidentes mostram a independéncia de malha
e coincidéncia com resultados de anéalise bidimensional. Para ilustrar o efeito do salto no
campo de deslocamento a figura [7.3p mostra o deslocamento ao longo de uma aresta
longitudinal (A-B na fig. . As diferencas entre os deslocamentos dos nés centrais sao
relacionados ao salto de deslocamento, que pode ser melhor observado quando os noés estao

mais proximos.
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Figura 7.3: Cubo unitario sujeito a tragao simples: resultados para malhas com células ciibicas
(a) trajetoria de equilibrio para deslocamento no ponto B; (b) deslocamento longitudinal na
aresta A-B, para fator de carga 0,2 em regime ineldstico.

Em um outro conjunto de andlises foram utilizadas células com propor¢oes nao-cibicas,
mais alongadas ou achatadas na dire¢ao da carga aplicada (dire¢ao z na fig. , conside-
rando a faixa discretizada do dominio com larguras de 0,20 ou 0,125 mm. Na figura [7.4
sao mostradas dimensoes e proporcoes de células que conduziram a alteragoes nos resul-
tados, e na figura os resultados obtidos para as trajetorias de equilibrio do ponto

B. Os resultados obtidos para células cibicas (1x1x1) também sdo apresentadas como
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referéncia. Para células com dimensoes menos desproporcionais do que as ilustradas, as

diferengas entre os resultados e a referéncia sao despreziveis.

0,20 0,20
0,125 0,125 0:20 @
Tla0 gy 020 g 020

0,125 0,125 P ) ~06 an
E S 3 | S 3 @1 E \1 1
6
1 0371 055 !
(6x1x1) 5x1x1) (1x1x1) 03%x1x1) (025x1x1)

Figura 7.4: Cubo unitario sujeito a tracao simples: células hexaédricas — proporgoes nao-cubicas.

—o— Células (6x1x1)
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Células (1x1x1)

(

(

0,8 |-
| -+- Células (0.30x1x1)
go | _ L —&— Células (0.25x1x1)
S O’ 6 [ CAANXXANALRS
Q |
’U =
5 L
< 0,4
£
0,2 |4 b
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Figura 7.5: Cubo unitdrio sujeito a tracao simples: trajetérias de equilibrio usando células com
dimensoes muito desproporcionais.

Observa-se uma influéncia consideravel no ramo descendente da trajetéria de equilibrio
ao se utilizar células hexaédricas com dimensoes muito desproporcionais, conduzindo a
resultados incompletos ou sem sentido. Como o mesmo efeito foi observado também ao
se fazer simulacoes usando andlise nao-linear com modelo constitutivo de dano padrao
(continuo), nota-se que esse efeito nao tem relagdo direta com uso de células com des-
continuidade embutida. Essa diferenca de resultados obtidos estda mais relacionado com
perda de precisao nos processos de integracoes. Testes adicionais mostraram que o uso

proposital de uma quantidade reduzida de pontos de integracao conduz a efeitos similares.
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Por outro lado, observou-se também que os resultados podem ser melhorados ao aumentar
significativamente o nimero de pontos de integracao usados, mas o custo computacional
tornaria as analises impraticaveis. E importante também mencionar que esse compor-
tamento também pode ser observado ao fazer anédlises bidimensionais similares (estado

plano de tensdes) quando se usa células quadrilaterais com grandes desproporgoes.

7.2 Placa com Entalhe e Forcas de Abertura

No exemplo dessa secao é reproduzida a andlise tridimensional apresentada por |Chaves
(2003), que é uma variagdo do problema analisado por Rots| (1988) em estado plano de
tensao. Trata-se de uma placa com entalhe e regiao circular onde é aplicada um par de
forcas contrarias, que provocam a abertura do entalhe induzindo surgimento e propagacao
de falha. A figura ilustra a geometria considerada, suporte e forcas aplicadas, e os

valores de propriedades do material considerado.

. 457 mm .

on

& 5

o~ B

v i

~ _ s | E =30000 MPa
g v=0,2

F F e fi=3,0 MPa

2 Gr=0,10 N/mm

Figura 7.6: Placa com entalhe: dimensoes, forcas aplicadas, apoio e parametros do material.

O dominio foi discretizado com células hexaédricas em uma faixa que se estende do final
do entalhe até o apoio. As malhas estruturadas foram geradas a partir de implementagao
feita no INSANE. Sao apresentados resultados para dois niveis de refinamento, sendo a
“malha 17, com 882 elementos de contorno quadrilaterais lineares e 54 células hexaédricas
organizadas em 18 fileiras com 3 células cada, e a “malha 2”, mais refinada, com 1076
elementos de contorno e 72 células em 24 fileiras. A partir desta tltima malha, ilustrada

na figura [7.8h, nao hé alteracdo significativa com novos refinamentos. Os resultados
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obtidos sao comparados com aqueles obtidos por Chaves| (2003)) em analise tridimensional,
utilizando abordagem do MEF com descontinuidade forte (CSDA), modelo de dano com
lei de amolecimento exponencial, e malha estruturada com elementos alinhados na diregao
de propagacao da falha. A figura [7.7] mostra também os resultados obtidos considerando
o MEC com descontinuidade forte com modelo bidimensional em estado plano de tensoes

(EPT), como referéncia.

7000 L 1
- MEF-CSDA: E.Chaves (2003)
6000 |- = MEC-CSDA (EPT: 100 células)
i —— MEC-CSDA (malha 1: 54 células)
5000 |- —o— MEC-CSDA (malha 2: 72 células)
Z. 4000 |- ]
< [ i
= B ]
S 3000 g
2000 |- E
1000 | -
O ! ! ! ! ! | ! ! ! ! ! | ! ! ! ! ! |
0 0,05 0,1 0,15

Deslocamento (mm)

Figura 7.7: Placa com entalhe: Trajetoria de equilibrio do ponto de aplicacao da carga.
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(a) (b)

Figura 7.8: Placa com entalhe: (a) “malha 2”7, gerada no INSANE; (b) modelo deformado em
instante com deslocamento 0,1 mm (ampliado em 200 vezes), e destaque para regido em que as
células tiveram a descontinuiade ativada.

Observa-se uma boa correlacgao entre os resultados obtidos e a referéncia, com formulagoes
que podem-se considerar equivalentes. A figura [7.8p ilustra a configuragdo deformada e

as células com descontinuidade ativada em um determinado instante.

7.3 Barra Prismatica com Entalhe Circular de Canto

Esse exemplo considera uma barra prismatica, com um entalhe circular de canto, sujeita
a tracao simples. As dimensoes gerais, e parametros adotados para o material sdo apre-
sentados na figura[7.9) A superficie de falha é presumida no plano horizontal do entalhe,
também mostrado nessa figura. A anédlise numérica do problema requer o uso de um
modelo efetivamente tridimensional, e as solugoes tedricas sao limitadas a expressoes de-

senvolvidas para cdlculo do fator de intensidade de tensdo, como dadas por

(2000) e |Anderson (2005)).
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Figura 7.9: Barra com entalhe de canto: dimensoes do modelo, plano do entalhe, condicoes de
contorno e parametros do material.

Para analise nao linear é adotado o controle do deslocamento do ponto A. As malhas
estruturadas foram geradas a partir de implementagao feita no INSANE, dentre as quais
sao apresentados aqui trés graus de refinamento. Na figura [7.10] sao mostradas as discre-
tizagoes finais do plano de propagacao da trinca, para os diferentes niveis de refinamento.

As células utilizadas sao hexaédricas com geometria linear.

As células, inicialmente em regime elastico, sao alocadas conforme duas abordagens. Em
uma abordagem considera-se inicialmente apenas as células vizinhas ao entalhe circular.
Novas células sao inseridas progressivamente na analise, a medida que a descontinuidade
é ativada em célula existente, em posicao vizinha a esta célula ativada. Em outra abor-
dagem, todas as células do plano sao consideradas inicialmente nos sistemas de equagoes,
permanecendo em regime elastico até a ativacao sequencial natural da descontinuidade.

Ambas as abordagens conduzem aos mesmos resultados, como era de se esperar.
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S =
////
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60 células: malha 1 120 células: malha 2 200 células: malha 3

Figura 7.10: Barra com entalhe de canto: discretizacao final do dominio em células hexaédricas
para diferentes niveis de refinamento.
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Os resultados obtidos para a trajetéria de equilibrio do ponto A de controle é mostrado
na figura , em conjunto com os deslocamento de um ponto intermedidrio (ponto B).
Um valor tedrico para a tensao critica de fratura o ., obtido a partir do caso particular
de fator de intensidade de tensao calculado para trinca de canto em um quarto de elipse,

com base nas equacgoes de |Anderson| (2005)), também é apresentado junto aos resultados.

0,7 ¢ T ‘ ‘ 1
0,6 —x— malha 1 (pODtO A)
—o— malha 2 (ponto A)
0,5 —e— malha 3 (ponto A)
——malha 1 (ponto B)
0,4 —5—malha 2 (ponto B)
=== Ref. tedrico ofcri

0,3

0,2

Forga de superficie o (MPa)

0,1

T
0 0,1 0,2 0,3 0,4

Deslocamento (mm)

Figura 7.11: Barra com entalhe de canto: trajetoria de equilibrio de deslocamento para o ponto
A, para o ponto B, e resultado tedrico.

Nota-se que o refinamento da malha resulta em uma boa representacao do ramo descen-
dente da trajetéria de equilibrio. E possivel observar na trajetéria de equilibrio do ponto
B, o tipico fenomeno de “snap-back”. As células na vizinhanca desse ponto sao ativadas

somente quando a tensdo esta em torno de 0,136 MPa (para a malha 2).

As tensoes de pico obtidas convergem para um valor um pouco abaixo da tensao critica
oferit calculada como referéncia tedrica. Esse valor tedrico refere-se a uma andlise estri-
tamente linear elastica, na qual o fator de intensidade de tensoes atinge a tenacidade a
fratura do material. No momento que isso ocorre, as referéncias pressupoem fratura fragil
repentina. Por outro lado, observa-se nas andlises realizadas, uma etapa inicial de propa-
gacao estavel que, na pratica, faz com que a trinca esteja um pouco maior no momento

da fratura final (pico no passo 30). Isso justifica o pico maximo obtido estar um pouco
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abaixo do valor de referéncia.

A ativacao gradual das células, formando o plano de descontinuidade, no decorrer da
andlise é ilustrada na figura [7.12] indicando-se o passo de carga e a forga de superficie
aplicada na barra. Pode-se observar na figura, que até o passo 30 (pico) ja ha células com

descontinuidade ativada, corroborando a propagacao estavel inicial.

Passo 26 ] G =0,479 Passo 2800 G =0,513
Passo 270 G = 0,497 Passo 290 G = 0,525

Passo 3200 0 =0,316

C Passo 340 G = 0,276

Passo 300 G =0,529 Passo 31E G =0,358

Passo 3700 G = 0,239 Passo 400 G =0,212
Passo 380 G = 0,266 Passo41@ G =0,199

Passo 4300 G = 0,187
Passo 440 G = 0,179

Passo 460 G =0,172
Passo 470 G = 0,161

Passo 3500 0 =0,272
Passo 360 G = 0,256

Passo 5000 G = 0,148

Passo 5300 G =0,138
Passo 520 G =0,140

Passo 558 G =0,115

Passo 560 G = 0,106
Passo 610 © = 0,077

Passo 670 G =0,0751 Passo 770 © =0,0491

Passo 680 © =0,0753 Passo 850 © =0,0511
NN NN

&= =

Figura 7.12: Barra com entalhe de canto: ativacao gradual das células formando o plano de
descontinuidade a partir do entalhe (malha 2).

7.4 Flexao em Trés Pontos - Carpinteri (1989)

Nesse exemplo analisa-se o caso de flexao em trés pontos de uma viga de concreto simples
com entalhe no centro do vao. O exemplo foi analisado numericamente por |Carpinteri

(1989) utilizando modelo de trinca coesiva para investigagao de falhas catastroficas e

efeitos de escala. (Carpinteri e Colombol (1989)) apresentam uma variedade de resultados

de andlise de trajetéria de equilibrio pés-critica, ressaltando as condigoes de ocorréncia de
comportamento tipo “snap-back” no modelo, com atencao principal no conceito de niimero
de fragilidade. As andlises numéricas foram feitas utilizando o MEF classico controlando o
progresso da fissura pela duplicacao dos nés da ponta da trinca e introducao de lei coesiva

linear ou bi-linear.

O exemplo também foi analisado por Most e Bucher| (2007)), utilizando associagao do MEF

tradicional e método sem malha na regiao de desenvolvimento de trinca, com propagacao

de fissura baseado em critério de energia. Foi considerado para o concreto um modulo de

amolecimento com funcao linear. Almeida e Leonel (2022) também obtiveram resultados
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para o problema, utilizando a formulagao Dipolo do MEC — uma variacao da formulacao
dual do MEC que introduz um campo de tensoes inicial para representar a zona de processo
de fratura, e requer a discretizacao de somente uma das superficies da fissura, reduzindo

o numero de equagoes necessarias e consequentemente o esfor¢co computacional.

A viga prisméatica de secao retangular tem todas as suas dimensoes indicadas na fi-
gura [7.13] onde também sdo indicados os valores de pardmetros que caracterizam o con-
creto, como energia de fratura, Gy, tensao resistente a tragao, f;, médulo de elasticidade,
E, e coeficiente de Poisson, v, obtidos das referéncias. Nessa figura, pode-se observar

também os apoios, carregamento considerado e a regiao do dominio a ser discretizada.

Detalhe :

[ =600 mm

h =200 mm E =36,5GPa
a=45mm ft=3,19 MPa

t =50 mm v =0,10
w=5mm Gf=0,100 N/mm

Figura 7.13: Flexdo em trés pontos: dimensoes, parametros e condigoes de contorno.

Na parte superior a carga concentrada, P, foi aplicada em uma faixa com largura 8mm
ao longo da espessura da viga. Foi considerado um ponto na lateral dessa faixa de carga,
para o controle de deslocamento vertical da anélise nao-linear. Sabendo-se da condigao

de simetria do problema, conhece-se a prior: a potencial superficie da trinca.

Foram usados elementos de contorno quadrilaterais (BQ4) e células hexaédricas (BH1)
com aproximagao linear na “malha 1”7 (604 elementos, 132 células), “malha 27 (1704 ele-
mentos, 350 células) e “malha 3”7 (2006 elementos, 420 células). Elementos de contorno
quadrilaterais (BQS8) e células hexaédricas (BHQ1), com aproximacoes quadratica foram

considerados na “malha 4” (604 elementos, 132 células). As malhas 1 e 2 sdo mostradas na
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figura[7.14 O software Gmsh (Geuzaine e Remacle, [2009), foi utilizado para geracao das

malhas, proporcionando discretizacoes com concentracao de elementos na regiao central

da viga.

(a) malha 1

A LRI LIRS NR

O T,

(b) malha 2

Figura 7.14: Flexao em trés pontos: elementos de contorno e células.

A figura apresenta os resultados obtidos neste trabalho e resultados das referéncias

de equilibrio relaciona o deslocamento relativo no centro

z

oria

ao. A trajet

para comparacao.

do vao (razdo entre deslocamento vertical, f, e altura da pega, h), com a carga relativa

P
th fi'

atuante P*, definido como P* =
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Figura 7.15: Trajetoria de equilibrio: carga relativa P* versus deslocamento vertical relativo.

Importante ressaltar que os resultados de|Carpinteri e Colombo| (1989)) e de Most e Bucher|

(2007)) consideram leis coesivas lineares, enquanto o resultado obtido de |Almeida e Leonel

(2022)) considera lei exponencial. Esse tltimo, portanto, parece ser uma referéncia mais

adequada para comparacao direta.

Observa-se que os resultados obtidos com malhas lineares (1 a 3) convergem para os
resultados de referéncia. O resultado obtido com uso de elementos com aproximacao qua-
dratica (malha 4) mostra o aumento na flexibilidade promovido, mesmo ao se usar menos
elementos na discretizagdo. O nimero de nés também é menor na malha quadratica (1946
na malha 4, e 2428 na malha 3). O mesmo ganho de precisao nos resultados foi obser-

vado na analise de exemplos similares, onde os deslocamentos se devem principalmente

a flexdo, como nos modelos de [Petersson| (1981) e de Kérmeling| (1983)). Este primeiro é

apresentado com detalhes na secao [7.6]
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7.5 Teste de Arrancamento

Aqui um ensaio de arrancamento de estrutura de ago ancorada em um bloco cilindrico de
concreto é simulado. A analise é amplamente utilizada para validagao de modelos tridi-
mensionais, devido a forma conica da superficie de falha. Por sua natureza axissimétrica
o ensaio também pode ser analisado em modelo bidimensionais, como apresentado por
(1988). A forga é aplicada em uma haste com disco de ago inserido livremente no
concreto, que tem contato efetivo apenas com a parte superior do disco, fazendo com que
o concreto reaja contra um anel de ago que restringe seu deslocamento. Considerando o
eixo de simetria, nos modelos tridimensionais apenas um quarto do conjunto é usualmente
considerado, bem como apenas o bloco de concreto é considerado no modelo numérico,
aplicando-se as restrigdes e condigoes de contorno apropriadas. A figura [7.10] ilustra a

geometria e condig¢oes de contorno do modelo.

TF

y
uy=0 70 Pl

= 600
\V’//Q

UZE( v fon e ] YY/Z

X H - - .

40 116
concreto 57,5 ( % 700

575" _@”84 )

Figura 7.16: Teste de Arrancamento: aparato, dimensoes e condicoes de contorno.

Os parametros que caracterizam o concreto sao médulo de elasticidade, £ = 30,0 GPa,
coeficiente de Poisson, v = 0, 20, energia de fratura, Gy = 0, 106 N/mm, e tensao resistente

a tracao, f; = 3,0 MPa.

O exemplo, apresentado em varias referéncias, tem sido analisado por diferentes modelos



149

numéricos. Areias e Belytschko (2005]) usam modelo de dano com campo descontinuo dis-
creto combinado com o MEF estendido com enriquecimento nodal em elementos afetados
pela descontinuidade. (Gasser e Holzapfel (2006]) também fazem uso do MEF com parti-
¢ao de unidade, empregando uma descricao constitutiva discreta da zona coesiva baseada
em modelo de desconexdo (“Traction Separation Laws”). Ja |Feist e Hofstetter| (2007)
usam a abordagem com descontinuidade forte (SDA) associada ao MEF estendido, for-
cando a continuidade da trajetéria da trinca. Jager et al| (2009) trabalham com o MEF
e enriquecimento de elementos, assumindo a falha material como atributo exclusivo da
interface coesiva. A abordagem multi-escala adotada por |Armero e Kim/ (2012) utiliza
interpolagao linear nos saltos de deslocamentos visando evitar o fendmeno do travamento
de tensdes (“stress-locking”) e garantindo assim um modelo menos rigido em relagao ao de
Feist e Hofstetter| (2007)). Benedetti et al.| (2016) usam formulagdo do MEF com estabili-
zacao de varidveis de deformacao e deslocamento, considerando modelo de plasticidade de
Rankine, e aproveitando o carater direcional do fluxo plastico na deformagcao ineldstica.
Dias et al. (2018)) adotam formula¢do do MEF estendido com descontinuidade embutida,
usando formulagao estabilizada similar a de Benedetti et al.| (2016), com injegao de modos
de deformacao aprimorados em elementos especificos nos quais se verificam a condicao
de bifurcagao, que se tornam modos de descontinuidade de deslocamento com a evolucao
da trinca. Mais recentemente, Yun et al.| (2019) adotam modelo de dano continuo aniso-
trépico para analise de falha, com o MEF estendido. Aplicam conceito de tensao média
nao-local para evitar oscilagoes espirias na trajetoria da trinca, suavizando-a. Para evitar
fenomeno “stress-locking” usam técnica de eliminacao de elementos quando a variavel de
dano atinge valor préximo a unidade. E finalizando, Roth et al.| (2020) fazem uso de
formulacao local do MEF estendido, acoplado a um modelo de dano continuo com poro-
pressao. Esses tltimos também chamam atencao que o angulo de aproximadamente 35°

com o plano horizontal obtido é aparentemente coincidente com as demais referéncias.

As trajetérias de equilibrio obtidas por todas estas referéncias sao apresentadas na fi-

gura [7.17]
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Figura 7.17: Referéncias: resultados para carga P versus deslocamento vertical.

Observa-se uma variabilidade grande nos resultados. Duas das abordagens conduziram
a um comportamento mais rigido na etapa de carregamento, sendo portanto, deixadas
fora da mancha que engloba os resultados de referéncias. Quando a superficie de des-
continuidade atinge regiao inferior ao anel de contencao superior, observa-se um reincre-
mento da carga apés um breve decréscimo ou estabilizacao. Alguns autores atribuem
esse reincremento de carga ao fato de o comportamento da falha se alterar de tensao por
cisalhamento-tragao para cisalhamento-compressao, e os modelos constitutivos adotados

nao serem capazes de capturar falhas por compressao.

Sao apresentadas na sequéncia, algumas andlises feitas no presente trabalho considerando
trées malhas com diferentes graus de refinamento, utilizando elementos com aproximacao
linear. A malha 1 (mais grosseira), ilustrada na figura tem 1408 elementos de
contorno quadrilaterais (BQ4) e 204 células hexaédricas (BH1). A malha intermedidria,
malha 2, tem 2426 elementos de contorno e 330 células, enquanto a malha mais refinada

tem 3088 elementos de contorno e 408 células. As malhas foram geradas com uso do

software Gmsh (Geuzaine e Remacle] 2009)).




151

As células sao dispostas na regiao do dominio em que se espera a formagao da desconti-
nuidade, formando uma superficie conica com angulo de 35° com o plano da base. Como
anteriormente, pode-se considerar todas as células inicialmente nos sistemas de equacoes,
ou podem ser inseridas progressivamente. Nesse ultimo caso, é necessario ter inicialmente
células alinhadas onde se espera o inicio da trinca, e as demais sao inseridas na frente da
trinca, a medida que as descontinuidades sao ativadas. Ambas as abordagens conduzem
aos mesmos resultados. Para determinar a direcao normal a superficie de descontinuidade

dentro de cada célula, é adotada a direcao calculada das tensoes principais maximas.

Figura 7.18: Teste de Arrancamento: malha menos refinada — elementos de contorno e células.
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Figura 7.19: Resultados obtidos: carga P versus deslocamento vertical.

Uma boa concordancia com os resultados obtidos pelas referéncias citadas pode ser ob-
servada na trajetéria plotada na figura[7.19] Anélises feitas utilizando elementos e células
com aproximacao quadratica conduzem a resultados equivalentes (equiparando-se o ni-

mero de elementos), ndao apresentando vantagem em relacao aos lineares.

A figura [7.20] mostra a configuragdo deformada obtida para deslocamento vertical de
0,4 mm, para a malha intermediaria, amplificada em 200 vezes, e as células com descon-

tinuidade ativadas em passos intermediarios.
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% /
/

(a) (b)
Figura 7.20: Teste de Arrancamento: (a) sélido deformado para deslocamento 0 de 0,4 mm; (b)
células com descontinuidade ativada em 3 etapas da trajetéria: com deslocamento § = 0,1 mm;

na carga de pico antes da trajetéria descendente (6 = 0,24 mm); e para deslocamento § =
0,4 mm.

7.6 Flexao em Trés Pontos - Petersson (1981)

Nesse exemplo analisa-se o caso de flexao de uma viga de concreto simples com entalhe,

conforme estudo experimental desenvolvido por Petersson| (1981). Os resultados expe-

rimentais sao utilizados como referéncia, o que difere este exemplo daquele apresentado
na segao [7.4] que dispoe apenas de referéncias numéricas para avaliagdo comparativa dos
resultados. Assim, pode-se avaliar também o desempenho da abordagem diferenciada que
considera transigao entre regimes continuos (eldstico, ineldstico) e com descontinuidades

(fracas ou fortes).

A viga prismatica de secao retangular tem todas as suas dimensoes indicadas na fi-
gura onde também sdo indicados os valores de parametros que caracterizam o con-

creto, como energia de fratura, G'¢, tensao resistente a tracao, f;, médulo de elasticidade,
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E, e coeficiente de Poisson, v. Nessa figura, pode-se observar também os apoios e carre-

gamento considerados.

Detalhe :

[ =2000 mm
h =200 mm E =30,0 GPa
a =100 mm ft =333 MPa
t =50 mm v =0,20

w=10 mm Gf=0,124 N/mm \/

Figura 7.21: Flexao em trés pontos de [Petersson| (1981)): dimensoes, parametros e condigoes de
contorno.

Na parte superior a carga concentrada, P, foi aplicada em uma faixa com largura 10 mm
ao longo da espessura da viga. Foi considerado o ponto, ¢, na lateral dessa faixa de carga,
para o controle de deslocamento vertical da analise nao-linear. Considerando a simetria
do problema, a trajetoria de propagacao da trinca e, portanto, a regiao do dominio a

discretizar é previamente conhecida.

Foram utilizadas malhas geradas no software Gmsh (Geuzaine e Remacle, 2009), v.4.10.1,
concentrando a discretizacao na regiao central de interesse da viga. Duas malhas, com
fungoes de aproximagao distintas para os elementos de contorno (linear e quadratica),
foram desenvolvidas. Para efeitos de comparacao, procurou-se manter uma ordem de

grandeza semelhante para o nimero de graus de liberdade em cada caso.

Identifica-se como “malha 1”7 aquela formada por células e elementos de contorno com
aproximagoes lineares (3514 elementos, 208 células, 3724 nés). A “malha 2” é composta
por células e elementos de contorno com aproximagoes quadréticas (1210 elementos, 126

células, 3380 nds). A figura ilustra as malhas consideradas.
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(b) malha 2

Figura 7.22: Flexao em trés pontos de Petersson| (1981)): elementos de contorno e células.

As andlises foram conduzidas com duas abordagens, a primeira considerando o regime
de descontinuidade forte ativado diretamente apds o regime eldstico, enquanto a segunda
considera a possibilidade de transigao entre regime elastico, inelastico, descontinuidade
fraca e descontinuidade forte (ndo obrigatoriamente passando por todos os regimes em
sequéncia). Na primeira abordagem a ativacao de regime de descontinuidade é considerada
quando a tensao principal maxima supera a tensao limite elastica, enquanto na segunda
abordagem é verificada numericamente a condigao de bifurcacao, conforme
. Na figura sao apresentados os resultados obtidos para as trajetorias de

equilibrio.
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Figura 7.23: Flexao em trés pontos de Petersson| (1981)): relagdo entre carga P e deslocamento
vertical do ponto de controle.

Conforme esperado (ver secao [7.4)), o uso de elementos com aproximagao quadratica con-

duz a resultados mais acurados em problema envolvendo deslocamento por flexao.

Avaliando os resultados aqui apresentados, pode-se observar que o uso do modelo de
banda varidvel, que considera transi¢ao entre regimes (especialmente entre descontinui-
dades fraca e forte) aproximam-se melhor dos resultados experimentais. Entende-se que
essa abordagem com transicao é capaz de reproduzir, com melhor coeréncia, o desenvol-
vimento da zona de processo de fratura. Nesse exemplo, esse desenvolvimento parece ser

relevante, observando-se a influéncia do conhecido “efeito de tamanho”.

Conforme apresentado na se¢ao [5.4.1], considera-se variacao linear da espessura da banda
de localizacao. Nesse exemplo também foi avaliado o uso de diferentes valores para o
parametro /3, que define a razao entre o valor da varidvel interna para estabelecimento de
descontinuidade forte gsp, e o valores para o ponto de bifurcagao ¢p (equagao . Nos
resultados ja apresentados, foi arbitrado f = 0,9, valor adotado em outras referéncias

(Manzoli et al., [1998; Peixoto, |2016; Mendonga), |2021]).
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Os resultados obtidos utilizando diferentes valores de /3 sdo apresentados nas figuras e[7.25]

Observa-se uma influéncia significativa do valor utilizado nos resultados obtidos. Usando

valores maiores de /3 os resultados se aproximam daqueles obtidos pela abordagem com

descontinuidade forte direta, enquanto valores muito pequenos geram trajetérias de equi-

librio diferentes.

Considerando os resultados obtidos com uso de elementos quadraticos

(mais adequado a esse problema que envolve flexao), nota-se que usando valores maiores

de /3 (entre 0,80 e 0,99) obtém-se trajetérias mais aderentes aos resultados experimentais.

Carregamento P (kN)

1,05

0,9

0,75

0,6

0,45

0,3

0,15

T T T
B " S ]
- .: L S ]
L N i
s kN R A u f S -
E Refer. Experlmental o I A : : Se E
- —k— Disc. Forte Direta Q N R
I —e— Transigao (8 = 0.01) S :
E —&— Transigao (? = 0.25) v g6 0 2‘,':"’ E
N —e— Transic¢do (8 = 0.50) ]
I —a— Transigio (8 = 0.70) i
- —a— Transigdo (B = 0.80) ]
i —o— Transigao (f = 0.90) ]
| —+— Transicao (8 = 0.99) i

T O S N L
0 0,2 0,4 0.6 0.8

Deslocamento vertical (mm)

Figura 7.24: Flexao em trés pontos de Petersson (1981)): Malha 1 (linear) — critério para deter-

minacao de ggp.
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Figura 7.25: Flexao em trés pontos de Petersson| (1981): Malha 2 (quadrética) — critério para
determinagao de ggp.

O parametro 3 tem uma forte influéncia na velocidade de ativacio da descontinuidade
forte. A titulo ilustrativo, a figura [7.26| mostra a evolucao da falha em diferentes passos
da anélise, nos casos extremos considerados, i.e., 5 = 0,01 e B = 0,99, e para o valor

usual 5 = 0, 90.
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Regimes: elastico [ ]inelastico [ ]discont. fraca discont. forte

passo 07 passo 12 passo 19 (pico) passo 21 passo 33

passo 07 passo 12

passo (07 passo 12 passo 17 (pico) passo 21 passo 33

Figura 7.26: Flexao em trés pontos de Petersson (1981): Malha 2 — evolugdo da andlise consi-
derando valores de 8 = 0,01 (acima), 8 = 0,90 (centro) e S = 0,99 (abaixo).

Entende-se que esse parametro é determinante para o tamanho da zona de processo de
fratura desenvolvida na anélise numérica do sélido sendo, possivelmente, uma maneira de
levar em consideragao questoes relativas a dimensao do agregado e efeitos de tamanho no
desenvolvimento da trinca. Nos casos extremos, com valor maior (5 = 0,99) a falha se
desenvolve praticamente sem a presenca de regiao de descontinuidade fraca (relacionada a
microfissuracdo excessiva). Por outro lado, com valor menor (3 = 0,01), a lenta transicio
entre descontinuidades fraca e forte (relacionada a evolu¢ao de microfissuras para macro-
fissura), faz com que a se desenvolva uma zona de processo de fratura de tamanho irreal.
Nao foram encontrados estudos mais especificos a respeito dos valores mais indicados para

esse parametro, assim, as analises nos exemplos seguintes seguiram considerando o valor

tradicional 5 = 0, 90.
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E importante ter em conta que, para uma analise visual mais rigorosa do desenvolvimento
das diferentes zonas em regimes diferentes dentro da ZFP, é necessario utilizar células
de tamanho reduzido (na direcao de propagagao da falha). Conforme medidas baseada
em imagens digitais, a extensao da ZPF é menor que duas vezes a dimensao méaxima do
agregado (concreto simples) na carga de pico (Wu et al., 2011)), tornando dificil captar
variacoes de regime ao longo de sua extensao. Ainda, é também necessaria a adocao de
passos de carga muito pequenos e captacao continua de imagens. Nao sendo pequenos o
suficiente, pode acontecer a transicao entre descontinuidades fraca e forte em um mesmo
passo de carga, passando desapercebido nas imagens capturadas. Esse rigor nao foi ado-
tado nessa analise ilustrativa, por nao haver informacoes experimentais detalhadas para
comparacao. Possivelmente, com trabalhos que apresentam descricao mais detalhada da
ZPF obtida por emissao actstica, como recentemente feito por [Lin et al. (2020)), essa

analise possa ser desenvolvida.

7.7 Cisalhamento com Forcas em Quatro Pontos: Arrea e
Ingraffea (1982)

Para avaliar a capacidade da metodologia utilizada nesse trabalho, em investigar o com-
portamento do processo de degradacao do material, quando sujeito a um modo misto de
solicitacao, este exemplo considera o ensaio de cisalhamento em quatro pontos. Estudado
experimentalmente por Arrea e Ingraffea (1982)), ¢ um problema amplamente utilizado na
avaliacao de formulagoes numéricas, devido a dificil simulagao dos efeitos de cisalhamento
em meios parcialmente frageis. Aqui pode-se observar uma combinacao de fratura em

modo I e modo II.

Duas forgas diferentes sao aplicadas na parte superior de uma viga prismatica com en-
talhe transversal na parte inferior, e apoios posicionados conforme a figura [7.27] No
ensaio, ¢ monitorado o deslocamento vertical relativo das extremidades do entalhe, me-
dida conhecida como “Crack Mouth Sliding Displacement” (CMSD) durante a aplicagao
da carga. Os parametros do concreto utilizado nos ensaios nao foram totalmente repor-

tados, podendo-se encontrar valores variados em diferentes trabalhos. Foram assumidos
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os parametros adotados no primeiro trabalho que utilizou a formulagao considerada aqui,

apresentado por Manzoli e Venturini (2007). Na figura a viga prismatica de secao

retangular tem todas as suas dimensoes indicadas, e também sao indicados os valores de
parametros considerados para o concreto, como energia de fratura, G, tensao resistente

a tracao, f;, médulo de elasticidade, F, e coeficiente de Poisson, v.

Concreto:
E = 32000 MPa
v=0,18
ft =2,50 MPa
G7=0,100 N/mm

Figura 7.27: Cisalhamento em quatro pontos — Arrea e Ingraffeal (1982): dimensoes em mm,
parametros, condi¢oes de contorno e medida CMSD.

Entre alguns dos trabalhos que analisaram este exemplo por meio do MEC estao o de

Saleh e Aliabadi (1995), onde foi utilizado o MEC-Dual com ponta de trinca coesiva.

Manzoli e Venturini| (2007)) usaram o MEC e células com descontinuidade forte embutida

na anélise do modelo, e posteriormente Manzoli et al.| (2009) geraram as referidas células

em tempo de processamento para descrever a trajetoria de propagacao da fissura. Dando

sequéncia a esta abordagem, considerando também a transicao entre regimes ineldstico

e com descontinuidades fraca e forte, Peixoto et al| (2017) e Mendongal (2021)) também

analisaram o exemplo usando células que consideram saltos de deslocamentos uniformes
ou nao-uniformes, respectivamente. Todas as analises utilizando o MEC consideraram
modelos bidimensionais. Se considerarmos as andlises do exemplo por meio do MEF e

G/X-MEF, muitos outros trabalhos podem ser citados, como por exemplo os de

Huespe, Pulido, e Chaves (2002), Manzoli e Shing (2006)), Most e Bucher| (2007), [Pennaj

(2011) e [Paredes et al.| (2016)).
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A faixa transversal de aplicagdo de cargas (forgas de superficie) foi considerada com es-
pessura de 30 mm. O ponto de controle de deslocamento direto da andlise nao-linear é
indicado na figura|7.27, em um dos vértices do entalhe (ponto A). As pecas de apoio foram

modeladas com o mesmo material da viga.

Também neste exemplo, as andlises foram conduzidas em duas abordagens, a primeira
considerando o regime de descontinuidade forte ativado diretamente apds o regime eldstico,
enquanto a segunda considera a possibilidade de transi¢ao entre regime elastico, ineléstico,

descontinuidade fraca e descontinuidade forte (similar ao exemplo anterior).

Na figura sao apresentadas duas das malhas consideradas nas analises, para os quais
os resultados convergem apds refinamentos sucessivos. Ambas foram geradas no software
Gmsh (Geuzaine e Remacle, [2009), utilizando elementos de contorno quadrilaterais e cé-
lulas hexaédricas. Na “malha 17 os elementos e células tém aproximacao linear (4716
elementos BQ4, 700 células BH1, 4718 nés). Na “malha 2”7 os elementos e células tém
aproximacao quadratica (1712 elementos BQ8, 700 células BHQ1, 5838 nds). Para redu-
¢ao do tamanho dos modelos numéricos, foi aproveitada a simetria e considerada apenas
metade da espessura da viga, acao necessaria para viabilizar o processamento nas ma-
quinas disponiveis. As células que discretizam o dominio foram posicionadas com base
na trajetéria de falha do modelo obtida em andlise bidimensional por [Peixoto| (2016)), se
enquadrando dentro dos limites da regiao experimental de fratura mostrada por |[Paredes

et al.| (2016).
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Figura 7.28: Cisalhamento em quatro pontos —|Arrea e Ingraffeal (1982): elementos de contorno
e células; (a) malha 1; (b) malha 2.

Uma vez que as células sao posicionadas envolvendo a provavel superfie de falha, optou-se
por considerar a direcao da normal a superficie de falha dentro de cada célula coincidente
com a direcao normal a superficie naquele ponto, com a intencao de se evitar desvios que
comprometessem a estabilidade numérica dos calculos. Na figura[7.29sao apresentados os

resultados obtidos para as trajetérias de equilibrio, relacionando a forga, P, com o CMSD.
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Figura 7.29: Cisalhamento em quatro pontos —|Arrea e Ingraffeal (1982)): trajetéria de equilibrio
relacionando carga P com medidas CMSD.

Como assinalado na figura [7.29] a abordagem que considera o regime de descontinuidade
forte direto (sem transigoes) apresentou instabilidade numérica, nao se obtendo conver-
gencia nos célculos de saltos de descontinuidade em algumas células em particular. Testes
feitos com diferentes malhas confirmaram esse problema, que permaneceu mesmo ao ado-
tar o calculo livre da diregao da normal a superficie de descontinuidade (diregao da tensao
principal maxima). Esse problema néo foi observado ao utilizar o modelo de banda varié-
vel, que considera possibilidade de transigdes entre regimes (elastico; continuo ineldstico;

descontinuidade fraca; descontinuidade forte).

A estratégia de adotar a direcao da normal a superficie de descontinuidade, n;, seguindo
uma superficie de falha conhecida, resulta naturalmente em uma abordagem com con-
sisténcia estdtica e cinemadtica, e quase-simétrica (ver se¢ao . Ainda assim, foram
feitos testes considerando a relaxacao de uma das condigoes de consisténcia e imposicao
de simetria (n; || ¢,;) para verificar uma possivel influéncia na estabilidade numérica da

solugdo. Com ambas as relaxages de consisténcia (KOS ou SOS) os resultados foram
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quase coincidentes, e a instabilidade permaneceu.

Ainda na figura [7.29] os resultados ndo mostram vantagem no uso de elementos com
aproximacao quadratica, diferente do exemplo em que a flexao é determinante nos des-
locamentos. As cargas maximas obtidas com os dois tipos de elementos sdao bastante
proximas, mas no ramo descendente a trajetoria obtida com elementos quadraticos é mais
acentuada. Ainda assim, ambas conduziram a trajetorias de equilibrio consistentes com

os resultados experimentais.

Considerando a abordagem com transicao de regimes, espera-se que o modelo numérico
replique a ZPF, i.e., na direcao de avango da trinca, células com descontinuidade forte
ativada sao seguidas por células com descontinuidade fraca ativada, seguindo células em
regime inelastico até células em regime elastico. Uma particularidade nas andalises desse
exemplo, é que em alguns poucos passos intermediarios da analise nao-linear, algumas
células nao tiveram a ativacao da descontinuidade acompanhando a frente da trinca.
Elas permaneceram em regime continuo inelastico por alguns passos além do esperado,
e com o avango da andlise a descontinuidade nessas células foram ativadas (diretamente
em regime de descontinuidade forte). Como essas regides que tém ativagao tardia sao
pequenas (poucas células), ndo parece trazer prejuizo aos resultados. Na figura

pode-se observar o que foi descrito.
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Regimes
== eldstico

B3 inelastico
Eddescont. fraca
== descont. forte

Figura 7.30: Cisalhamento em quatro pontos — Arrea e Ingraffeal (1982)): transicdo de regime nas
células, em diferentes passos intermedidrios, indicados na figura pela letra correspondente.

Um efeito colateral dessa ativacao tardia, é que caso se opte por fazer a andlise com
inclusao progressiva das células no modelo, ocorre um tipo de travamento que impede
o avanco das ativacoes de descontinuidade. Dependendo do algoritmo usado, nao sao
incluidas novas células na anélise, e a trajetéria de equilibrio fica inconsistente (apenas

crescente).

Analisando a trajetoria de equilibrio associada ao deslocamento vertical em um ponto
material na regiao de aplicacao da carga central, algumas simulagoes numéricas reportam
um acentuado “snap-back” (Penna, [2011; Most e Bucher, 2007)). Os resultados obtidos
nesse trabalho também captam esse comportamento, conforme apresentado na figura7.31],

junto com resultados numéricos comparativos.
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Figura 7.31: Cisalhamento em quatro pontos —|Arrea e Ingraffeal (1982): trajetéria de equilibrio
de ponto de aplicacao da carga central.

Como ilustracao, as configuracoes deformadas do modelo sao apresentadas na figura
em alguns passos intermedidrios da anélise (malha 2). Pode-se ver o avanco da desconti-

nuidade (células com descontinuidades ativadas) pela notéria deformacao excessiva.
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Figura 7.32: Cisalhamento em quatro pontos — |Arrea e Ingraffeal (1982)): configurages defor-
madas do modelo (ampliado em 200 vezes), e progressao da descontinuidade.

7.8 Torcao em Viga com Entalhe Diagonal - Brokenshire
(1996)

Este 1iltimo exemplo considera uma viga prismatica de concreto, com um entalhe trans-

versal enviesado, sujeita a um esfor¢o de tor¢ao, como proposto por Brokenshire] (1996)).

Uma descrigao detalhada do procedimento experimental, junto com uma simulagao nu-

mérica, é apresentada por [Jefferson et al| (2004). O exemplo tem como resultado uma

superficie de falha com dupla curvatura de geometria complexa, causada por transicao

do modo de fratura III para o modo I, de acordo com Benedetti et al. (2017), Wu et al,|

(2021)), e outros. O uso de modelo numérico tridimensional é imprescindivel para analise
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adequada desse problema.

Além do modelo detalhado por |Jefferson et al.| (2004), esse exemplo foi analisado numeri-
camente por muitos autores, com diferentes abordagens. Alguns sao citados brevemente
aqui, observando sempre as relagoes de cargas com abertura de trinca, e correspondentes

superficies de falha.

Os resultados obtidos por |Gasser e Holzapfel (2006), usando o MEF com particao de
unidade e descontinuidade forte embutida, subestimam a carga limite quando comparado
diretamente com |Jefferson et al. (2004). Uma superficie de falha com grande curvatura
foi obtida consistentemente. Benedetti et al.| (2017)) usaram o MEF com estabilizacao de
variaveis de deformacao e deslocamentos, considerando o critério de falha de Rankine e
Drucker-Prager em modelos de plasticidade e de dano continuo isotrépico para descrever
o comportamento material em regime inelastico. Os resultados com modelo de dano tive-
rem uma Otima concordancia com a referéncia. Nesse trabalho foram destacadas algumas
diferengas entre as superficies de falha obtidas com o modelo de plasticidade e o modelo de
dano. Dias et al. (2018]) adotaram a formulagdo do MEF estendido com descontinuidade
embutida para obter resultados com boa concordancia em relacao a referéncia experimen-
tal (Jefferson et al., [2004). A superficie de falha obtida apresentou curvaturas suaves se
comparada com as anteriores. Uma superficie de falha com curvaturas menos acentuadas
também foi mostrada nos resultados de Wu et al.| (2021), que usaram a metodologia de
“phase-field” no modelo de zona coesiva regularizada com um algoritmo modificado para
solucao das equacoes governantes. Os resultados obtidos com seus modelos de até 999300
elementos hexaédricos (“brick elements”) subestimaram a carga méaxima de pico (aproxi-
madamente 15% abaixo), o que os autores explicaram pelo uso do critério de falha simples
de Rankine isotrépico. |Rodrigues et al.| (2020)) usaram uma abordagem multi-escala, na
qual a técnica de fragmentacao de malha foi adotada na meso-escala. Nessa técnica,
elementos de interface, com elevada razao-de-aspecto foram empregados para modelar
interface da zona de transicao matriz-agregado, bem como para representar o desenvolvi-
mento de potenciais trincas em diferentes estagios. Os resultados obtidos apresentaram

carga maxima ligeiramente superior a referéncia experimental (cerca de 9% acima), e uma
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boa concordancia no ramo de amolecimento da curva. Rocha e Leonel (2022)) parecem

ter sido os primeiros a analisarem o problema usando o MEC, em sua formulagao dual
com uma frente de trinca coesiva. Com alguns ajustes nos parametros do material, seus

resultados mostraram boa concordancia com a referéncia experimental.

Em relacao ao ensaio, a viga prismatica de concreto com um entalhe diagonal no centro da
face superior (inclinado 45° em relagao ao eixo longitudinal), é presa a duas molduras de
aco com bracos usados para suporte e para aplicagao de carga excéntrica. Como resultado
tem-se um momento de tor¢ao alinhado com o eixo longitudinal da viga. O aparato foi
projetado para nao restringir o empenamento das secoes transversais das extremidades da

viga. A figura [7.33 ilustra um corpo de prova sob ensaio.

(a) aparato de ensaio com a viga (b) viga dividida apds ensaio

Figura 7.33: Torcao em viga com entalhe: aparato de ensaio e corpo de prova. Fonte:

(2004), pg. 280.

No modelo numérico apenas um tipo de material foi considerado (limitagao da implemen-
tagao). Considerou-se assim, bragos enrijecidos nas extremidades da viga, para suporte e
carregamento. As dimensoes sao apresentadas na figura[7.34] assim como as propriedades

do concreto (médulo de elasticidade, F, resisténcia a tragao, f;, coeficiente de Poisson, v,

e energia de fratura, Gy), obtidos em |Jefferson et al.| (2004).
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E=35,GPa

ft=23MPa
v=0,20
Gf=0,08 N/mm

regido da superficie de falha

Figura 7.34: Torcao em viga com entalhe: dimensoes, parametros do material, condigoes de
contorno e regiao do dominio de provavel desenvolvimento da falha.

Espera-se que a superficie de falha tenha seu inicio ao longo do entalhe diagonal, estendendo-
se até o fundo da viga e formando uma superficie de falha com curvatura complexa. As
células sao posicionadas de modo a descrever essa superficie de falha. Esse posicionamento

foi definido com base nas ilustracoes apresentadas em diferentes referéncias, levando em

conta a anti-simetria do problema, destacada por (Benedetti et al, [2017). A figura [7.35]

mostra, esquematicamente, vistas de topo e lateral das superficies de falha obtidas por

diferentes autores, baseado em figuras apresentadas.
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Vista superior Vista lateral

Figura 7.35: Tor¢ao em viga com entalhe: vistas esquematicas das superficies de falha apresen-
tada por diferentes autores.

Analises foram feitas considerando as diferentes formas de superficies de falha. Ao adotar
superficies com curvaturas mais acentuadas (figuras [7.35p,b), observou-se instabilidades
numéricas precoces nas analises, mesmo com a imposicao da direcao da normal a superficie
de descontinuidade de cada célula, coincidente com a normal a superficie de falha consi-
derada. As instabilidades foram registradas no método iterativo de calculo do salto de
deslocamento. Ao adotar superficies com curvaturas menos acentuadas (figuras ,d),

foi possivel evoluir andlises além das cargas maximas.

Os resultados obtidos nas analise sao apresentados relacionando a carga aplicada com
a abertura da trinca, tipicamente denominada CMOD (“crack mouth opening displace-
ment”). A medida CMOD ¢ feita no centro do entalhe em dire¢do normal ao seu ali-
nhamento (distancia relativa entre pontos A e B, na figura . A andlise nao-linear

considera o deslocamento vertical do ponto de controle posicionado no brago do suporte
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onde a carga ¢ aplicada (ponto C na figura [7.34)).

As malhas foram geradas no Gmsh (Geuzaine e Remacle, [2009), sendo necessario proces-
samento em maquinas virtuais disponiveis, com 32 ou 64GB de memoéria. As malhas 1
e 2, para as quais sao apresentados resultados, tém a discretizagao do dominio ilustrada
na figura [7.36] A “malha” 1 tem elementos de contorno quadrilaterais e células hexaé-
dricas com aproximacao linear (3916 BQ4, 1260 BH1, 5176 nds), com discretizagao do
dominio conforme figura . A “malha” 2 tem elementos de contorno e células com

aproximacao quadrética (3128 BQS, 1064 BHQ1, 7258 nds), com discretizagao do dominio

conforme figura [7.35(d)|

(a) malha 1 (b) malha 2

Figura 7.36: Torcao em viga com entalhe: discretizacao do dominio em células hexaédricas.

Os resultados obtidos sao apresentados na figura [7.37, junto com uma regiao delimitada

pelos dois resultados experimentais apresentados por [Jefferson et al.| (2004)).
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Figura 7.37: Torcao em viga com entalhe: trajetéria de equilibrio — carga P versus abertura da
boca da trinca (CMOD).

Para ilustrar o avango da descontinuidade, foram marcados no grafico alguns pontos para
os quais se apresenta o avanco descontinuidade, na figura [7.38 Os pontos sdo: A —
primeiras ativacoes de descontinuidade; B — ponto intermediario; C — carga de pico; D —
limite da andlise. As células ativadas estao destacadas, e a configuracao deformada da

viga também ¢é apresentada, considerando o modelo da “malha 1”.
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3

strutura deformada

(¢) Células ativadas no passo 37 (D) (d)

Figura 7.38: Torcao em viga com entalhe: células com descontinuidades ativadas em diferentes
passos da andlise, e configuracao deformada ampliada em 20 vezes.

De maneira similar, na figura[7.39 sao apresentados os regimes nos quais se encontram as
células em diferentes passos da andlise. Pode-se acompanhar a evolugao desde as primeiras

mudancas de regime, situagao para a carga maxima, até o ultimo passo do processamento.
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REGIMES

B& continuo eldstico

55 continuo inelastico
[ descontinuidade fraca
BB descontinuidade forte

(b) passo 04

(c) passo 15 (d) passo 24 - pico

(e) passo 30 (f) instabilidade

Figura 7.39: Torgdao em viga com entalhe: Malha 1 — transicao de regime nas células, em
diferentes passos intermedidarios.

Resultados obtidos com superficies de falha iguais, mas variando o tipo de elemento (li-
near ou quadratico), ficaram muito préximos dos apresentados na figura Nao sao
mostrados para preservar a clareza, e por terem apresentado instabilidade em pontos me-
nos avancados das trajetorias. A menos dos resultados da “malha 2” com descontinuidade
forte direta, os processamentos foram interrompidos por falta de convergéncia na anélise
nao-linear, que atingiram um ntmero maximo de iteragoes estabelecido. Assim a trajeté-
ria de equilibrio nao apresentou todo o ramo descendente, como a maioria dos trabalhos

de referéncia.

Observando as células com descontinuidade ativada nas figuras e [7.39 nota-se que
nos ultimos passos as células que tocam o fundo da viga estao quase todas em regime
descontinuo. Uma possivel explicacao para a instabilidade na analise nao-linear, seria

a dificuldade de se encontrar uma configuracao de equilibrio devido a perda de rigidez



177

ao ativar a descontinuidade de todas (ou praticamente todas) as células na superficie
de falha. Essa dificuldade de convergéncia é notada em todas as andlises (também nos
outros exemplos) ao se considerar o elevado nimero de iteragoes necessérias para avangar
ao passo de carga seguinte — e.g., para avancar aos ultimos passos da analise da malha 1
foram necessarios 5321 e 5107 iteracoes, para modelos com descontinuidade forte direta e
com transigao, respectivamente. Também na figura [7.39 pode-se observar, com a evolugao
da analise, algumas células permanecendo em regime continuo inelastico por mais tempo
que o esperado. Como no exemplo anterior, a quantidade de células com ativacao tardia

sao relativamente poucas, e nao parecem prejudicar os resultados.

Nesse exemplo, também foi feito teste considerando relaxacao das condi¢oes de consistén-
cia e for¢ando a simetria (ver segao , da mesma maneira como descrito no exemplo
anterior, para tentar reduzir os problemas de instabilidade numérica. Porém, da mesma
maneira, os problemas persistiram, com interrupcao das anélises no mesmo passo de carga.
Ainda, seguindo a apresentacao de algumas referéncias, como |Jefferson et al.| (2004)), Lo-
rentz| (2017)) e |Dias et al| (2018)), na figura sao apresentadas trajetérias de equilibrio
relacionando a carga aplicada P com o deslocamento relativo dos pontos A-B (figura[7.34)

na diregao enviesada do entalhe (“Crack Mouth Sliding Displacement” - CMSD).
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Figura 7.40: Torcao em viga com entalhe: trajetéria de equilibrio — carga P versus medida

CMSD.

Finalizando, é valido citar que a analise do ensaio de Brokenshire é um teste complexo
para analises numéricas. Nota-se, como relatado na literatura, que os resultados sao muito
sensiveis a pequenas variagoes na geometria, carga e condigoes de apoio. E um problema

onde o tamanho da zona de processo de fratura pode ser significativo, em relacao as

dimensoes da viga, como lembra Kaczmarczyk et al.| (2014). A anédlise através do modelo

de banda variavel deve, portanto, fornecer os resultados mais precisos do que a ado¢ao do
regime de descontinuidade forte direta. Os resultados obtidos confirmam essa hipotese, e
na figura [7.39] o tamanho da ZPF pode ser inferido pela quantidade de células além do

regime elastico.



Capitulo 8

Consideracoes Finais

Neste capitulo sao apresentadas consideragoes do trabalho desenvolvido nesta tese, fazendo

um balango das contribuicoes principais ao desenvolvimento da metodologia, e também

apresentando alguns caminhos vislumbrados para novos avangos e desafios a serem supe-

rados.

Pode-se considerar que a linha de pesquisa desta tese, que trata da associacao do Método

dos Elementos de Contorno (MEC) com a abordagem de descontinuidade forte (CSDA)

para andlise nao-linear de falha em soélidos parcialmente frageis, teve inicio com o tra-

balho [Manzoli e Venturini (2004)). Trabalhos subsequentes promoveram avangos, como

sintetizado na figura [8.1]

Manzoli e Venturini

B

(2004, 2007)

Pedrini (2008)

C Peixoto (2016)

”| Manzoli et al. (2009) ” Peixoto et al.

A

A - metodologia inicialmente proposta.

(2017,2018)

Presente
trabalho

DJ

Mendonga et al.(2020)
Mendonga (2021)

B - discretizagio em regido limitada do dominio; células inseridas em tempo de processamento;
algoritmo de geracdo e propagacao em células triangulares.
C- possibilidade de transi¢do de regimes continuo elastico, inelastico, com descontinuidade

fraca, e descontinuiade forte, algoritmo de propagag@o em células quadrilaterais.
D - classe de células com possibilidade de saldo de descontinuidade ndo-uniforme.

E - células hexaédricas e aplicacdo em analise de problemas tridimensionais.

Figura 8.1: Desenvolvimento da linha de pesquisa
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8.1 Desenvolvimento do Presente Trabalho

De maneira geral, o presente trabalho estende a aplicacao da metodologia para a analise

de solidos tridimensionais, com algumas particularidades e restrigoes.

Foi implementada a geragao de células para discretizacao de parte do dominio, para analise
de problemas nao-lineares envolvendo dissipacao de energia. Nessas células hexaédricas
superparamétricas foi incorporada também a formulagao continua com descontinuidade
forte (CSDA). Para essa formulagao, as fungées de interpolacio, incluindo componentes
do salto de deslocamento, tém valores constantes em toda a célula, enquanto a geometria
¢ aproximada por funcoes de forma lineares ou quadraticas. Os problemas analisados tém
a forma das superficies de falhas conhecidas, pela simetria e condigoes de contorno, ou
obtidas em trabalhos de referéncia. Assim, a posicao e geometria das células sao pré-
determinados no inicio das andlises. A implementacao também tornou disponivel o uso
de elementos de contorno quadrilaterais com aproximacao quadratica, que se mostrou

essencial nos exemplos em que os deslocamento por flexdao sao preponderantes.

As anélises podem considerar a opcao de ter a descontinuidade forte ativada diretamente
ao final do regime elastico, quando a tensao principal na célula atinge o limite, f;, do
material. Dentro da célula, a superficie plana de descontinuidade S tem sua direcao nor-
mal determinada diretamente pela direcao da tensao principal maxima, podendo ainda,
alternativamente, ser determinada pela geometria da célula. Como uma outra opcao,
as andlises podem considerar também o modelo de banda varidvel (secdo [5.4]), do qual
a opgao anterior (descontinuidade forte direta) é um caso limite. Nesse modelo, as cé-
lulas inicialmente em regime elastico podem evoluir para o regime inelastico, realizando
constantemente a andlise de bifurcacao, que quando verificada, indica a transicao para
regime com descontinuidade, a principio descontinuidade fraca e, finalmente, descontinui-
dade forte (ndo necessariamente passando por todos). Nesse modelo, é atribuida a banda
de localizacao uma espessura inicial hg (funcdo dos médulos de amolecimento continuo
e coesivo) no instante da bifurcacdo. Essa espessura se reduz com a evolugao da andlise,

de acordo com uma relagao linear imposta, até que a varidvel interna (inicialmente ¢g) se
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reduza a um valor gsp = ¢g, e a espessura da banda assume um valor k pequeno (de re-
gularizagao), configurando uma superficie de descontinuidade forte. Leis de amolecimento

exponenciais especificas sao definidas para cada regime.

Para o modelo de banda varidvel, a técnica numérica de andlise de bifurcagao (segao|5.1.2))
foi incorporada a andlise, como critério para a localizagao de deformagoes, determinando
o ponto de transicao entre regimes continuo e descontinuo. Diferentemente da abordagem
analitica, que usa expressoes especificas para cada modelo constitutivo e dependentes
também do numero de dimensoes do problema, tem-se a possibilidade de fazer andlise
utilizando modelos constitutivos distintos. Aqui foi adotado o modelo de dano descrito

por [Oliver et al| (2006), para materiais parcialmente frageis (se¢ao .

Uma série de outras modificagoes especificas foram imprescindiveis para viabilizagao das
andlises numéricas realizadas (segao . Ainda nessa secao sao comentadas algumas
dificuldades enfrentadas em relacao a elevada demanda por memoria e tempo de proces-
samento, e estratégias utilizadas para ameniza-las. As andlises numéricas puderam ser
desenvolvidas utilizando a opc¢ao de considerar todas as células que discretizam a regiao
de falha inseridas desde o inicio da andlise no modelo, ou alternativamente, puderam ser
inseridas no modelo durante o processamento. A primeira alternativa permite um pro-
cessamento ligeiramente mais rapido, mas a implementacao da segunda é essencial para
associacao com um futuro algoritmo de propagacao local. Nos diferentes exemplos anali-
sados, uma série de consideragoes puderam se feitas, como se apresenta resumidamente a

seguir.
Consideracgoes sobre as analises e resultados

No exemplo inicial (Cubo Sujeito a Tragao Simples) foi possivel observar a capacidade
de deteccao e calculo dos saltos de descontinuidade nas células implementadas, para di-
ferentes malhas. Também é feito o alerta para a possibilidade de se obter resultados
incoerentes caso a geometria das célula utilizadas tenha proporcoes muito diferentes da
forma cibica, por imprecisao nas integragoes. No préximo exemplo (Placa com Entalhe e

Forgas de Abertura) verificou-se a coeréncia dos resultados, com aqueles obtidos utilizando
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a formulagao com descontinuidade (CSDA) e o método dos elementos finitos.

O exemplo seguinte (Barra Prismatica com Entalhe Circular de Canto) mostrou a propa-
gacao da descontinuidade formando a superficie de falha de maneira progressiva. A opc¢ao
de considerar células inseridas progressivamente no modelo geraram resultados iguais a
opgao de ter todas as células inseridas desde o inicio da analise, sendo a segunda alter-
nativa um pouco mais vantajosa em relacao ao tempo de processamento. Essa pequena
vantagem também foi verificada nos dois exemplos seguintes, sendo preferida a opcao de

se ter todas as células inseridas desde o inicio da anélise.

A partir do quarto exemplo (Flexao em Trés Pontos - (Carpinteri (1989))), foram geradas
malhas utilizando o software Gmsh. Nesse exemplo, em que os deslocamentos devem-se
principalmente a flexdo, mesmo com malhas mais grosseiras usando elementos quadraticos
bons resultados foram obtidos. O quinto exemplo (Teste de Arrancamento) foi o dltimo
que considerou apenas analise com o modelo de descontinuidade forte direta. Aqui, pode-se
verificar coeréncia entre os resultados obtidos com a implementacao realizada, e resultados
de varios outros métodos numéricos. Nesse exemplo, é gerada uma superficie de falha com

forma conica.

Nos trés ultimos exemplos, as analises consideraram também o modelo de banda varia-
vel. Diferentemente dos exemplos anteriores, as referéncias para avaliacao sao resultados
experimentais publicados por outros autores. De forma geral, comparando-se os modelos
de banda variavel com modelo de descontinuidade forte direta, em todos os exemplos
observa-se uma redugao nas cargas maximas da trajetorias de equilibrio. Essa reducao
¢ corroborada pela informagao do trabalho de Raiss et al| (1989), que observaram que
uma trinca desenvolvida na ZPF ocorre com cerca de 90 porcento da resisténcia limite do

material.

No sexto exemplo (Flexdo em Trés Pontos - [Petersson| (1981))), o uso de elementos qua-
draticos se mostrou mais adequado, como esperado, e o modelo de banda varidavel gerou
resultados mais aderentes a referéncia experimental. Com relacao ao parametro 3, que

ajuda a determinar o instante da transicao entre descontinuidades fraca e forte, o valor
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adotado (3 = 0,9) mostrou-se adequado para obtencao de resultados de trajetérias de
equilibrio compativeis com as referéncias. Através de andlises feitas considerando diferen-
tes valores para esse parametro, foi possivel observar sua importancia na determinacgao
do tamanho da regiao microfissurada (em regime de descontinuidade fraca) da zona de
processo de fratura. Mesmo visualizando as ativagoes em malha relativamente grosseira,
notou-se que usando valores mais proximos da unidade tem-se praticamente a transicao
instantanea do regime continuo para regime de descontinuidade forte, enquanto valores
muito pequenos resultam em regioes muito extensas com descontinuidade fraca, incom-
pativel com tamanho esperado para a ZPF. A calibragao desse parametro, com uso de
malha refinada e andlise com pequenos avancos controlados, pode ajudar a caracterizar

as regioes da ZPF, caso as andlises tenham esse foco.

Nos ultimos exemplos analisados (Cisalhamento com Forcas em Quatro Pontos: Arrea e
Ingraffeal (1982); e Torgao em Viga com Entalhe Diagonal: Brokenshire| (1996))), também
observou-se a reducao nas cargas maximas obtidas nas trajetérias de equilibrio, em pro-
porcao semelhante a referida anteriormente. Também como no caso anterior, usando o
modelo de banda variavel foi possivel obter resultados aderentes aos resultados experi-
mentais de referéncia. Problemas relativos a instabilidades numéricas foram observados
em ambos os exemplos. Foi investigada, e descartada a influéncia das condigoes de quase-
simetria e consisténcia estatica e cinematica, nas instabilidades verificadas nos modelos.
Essas instabilidades observadas estao relacionadas a necessidade de representagao ade-
quada da zona de processo de fratura (modelo de descontinuidade forte direta é mais
instavel), ou a perda de rigidez total, pelo desenvolvimento completo da superficie de
falha. Ainda assim, em todos os exemplos foi possivel determinar carga maxima e grande

parte do ramo descendente da trajetéria de equilibrio.

De forma geral, os resultados obtidos nas analises realizadas apresentaram coeréncia com
as referéncias, numéricas ou experimentais, em todos os exemplos. As limitacoes citadas
ainda nao permitem estender sua utilizacao da metodologia na anélise de problemas prati-
cos complexos, sem que se tenha implementado um algoritmo que permita o rastreamento

da trajetéria de falha em tempo de processamento. Ainda assim, os objetivos especificos
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propostos para este trabalho foram alcancados, e permitiram mostrar que a metodologia

estendida pode ser utilizada para andlise de problemas tridimensionais.

8.2 Sugestoes para Trabalhos Futuros

Citam-se aqui, algumas possibilidades de temas a serem abordados em trabalhos futuros,
que permitiriam o avanco da metodologia, assim como algumas provaveis dificuldades a

serem enfrentadas.

e Elaboracao de algoritmo especifico para determinacao de geometria e posicao de cé-
lulas a serem inseridas durante o processamento, através das quais se desenvolve a
superficie de falha. Uma vez que esse algoritmo esteja operacional, deve ser possivel

analisar problemas de geometrias complexas. Alguns provaveis problemas a enfrentar:

- dificuldade na compatibilizacao das novas células inseridas, com a malha dos elemen-

tos de contorno, que é lancada sem o conhecimento prévio da trajetoria da superficie

de falha;

- dificuldades para garantir a continuidade, em células vizinhas, da superficie de des-

continuidade (segao [6.4]), que podem tornar muito complexo o algoritmo.

e Extensao da formulacao e aplicacao em problemas do MEC de dominio infinito e semi-
infinito, eventualmente contemplando fratura hidraulica. Permanece a dificuldade
relativa a continuidade da superficie de falha. Ja em relacao a compatibilizacao das
novas células inseridas com a malha dos elementos de contorno, considerando-se que
a descontinuidade parte de uma superficie contida no dominio infinito, para muitos

problemas essa interacao pode nao existir.

e Estudo de técnicas para otimizacao computacional, que viabilize a analise de proble-
mas maiores, reduzindo a demanda por memoria e tempos de processamento. Avali-

acao do uso de outros métodos de controle da analise nao-linear.

e Avaliacdo da correlacdo do parametro 3 com o tamanho da zona de processo de fratura

desenvolvida em diferentes modelos, com diferentes materiais, e também sua possivel
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correlacao com efeito de tamanho em analises de materiais parcialmente frageis. Téc-
nicas usadas para descrever a zona de processo de fratura em ensaios experimentais,
como de emissao acustica e correlagao de imagem digital, usados em alguns trabalhos,

podem ser utilizados como referéncia.

Desenvolvimento de técnica que viabilize a aplicacao do método global de geracao e
propagacao de fissuras. Para a analise preliminar do problema de potencial escalar,
poderia-se utilizar pontos internos aleatérios. Sendo possivel determinar, a priori, a
trajetoria de falha na andlise preliminar, a implementagao desenvolvida nesse traba-
lho poderia ser utilizada sem grandes modificacoes, definindo-se antecipadamente o
posicionamento das células. Para a andlise mecanica, a malha de contorno teria que

ser modificada em relacao a andlise preliminar, para compatibilizacao com as células.
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Apéndice A

Equacoes do Modelo de Dano Coesivo

Na anélise de descontinuidade forte, um modelo constitutivo de dano coesivo é estabele-
cido, relacionando forcas de superficie a saltos de descontinuidade em uma superficie de
descontinuidade &, com o modelo constitutivo continuo. Expressoes para equagao cons-
titutiva, lei de amolecimento discreto ou intrinseca, obtida a partir de reinterpretagao do
modulo de amolecimento, variavel de dano, energia interna e critério de dano, sao descritas

nesse apéndice, tendo como base o desenvolvimento apresentado por Oliver| (2000).
Para designacao de tempos especificos da analise, utiliza-se a notacao:

t — um instante qualquer da anélise;
tp — instante de ocorréncia da bifurcacgao;

tsp — instante em que se estabelece a descontinuidade forte.

A.1 Equacao Constitutiva Coesiva

Apoés o inicio do regime de descontinuidade forte, o estado de deformagoes totais num
instante ¢ pode ser obtido a partir da integracao da equacao no tempo, como:

t tsp |
€ij (X, )izt :/ €ijdt + %S/ 5 (L] + []ni)dt
0 ¢

B
/

g

€5

+“—23 t %([[ui]]nj—k[[uj}]ni)dt (A.1)

tsp

1
€ij + MSﬁ(A[[ui]]nj + Aluj]n;)
-

[\ J/

1 = ~\~
finito para h=k—0 infinito para h=k—0
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onde Afu;] = [us]| L~ [w] | 1sp, € 0 incremento no salto de deslocamentos durante o regime
de descontinuidade forte, e ys uma fungao de colocagdo: (us(X) =1seX € Se ps(X) =
Ose X ¢ §). O cardter material da superficie descontinua, pelo qual se entende que a
direcao da superficie de descontinuidade nao varia apos instalada, foi considerado, i.e.,

f; = 0.

Substituindo a equacao constitutiva que relaciona o tensor de tensoes as deformacoes
(eq. [2.6)), e a expressdo da varidvel de dano (eq. [2.7]), na equacdo , pode-se obter o

tensor de tensdes em um ponto da superficie S, dado por:

s o |- 1
o5 = iEz'jkz {Ekl + o7 (Alu]r + A[[Ul]]nk)] (A.2)

A equagao do vetor de forga de superficie {; em S em regime de descontinuidade forte

(t > tsp, e h — 0) pode ser desenvolvida em:

(1 .

onde ()5, € definido como tensor acustico eldstico (ka =n; EY; klnl), que tem a propriedade
de ser positivo definido. Portanto, para Afu;] # 0, o termo ¢sQ%Afux] serd finito e

diferente de zero, e deve-se garantir ainda que: lim (%) # 00 < lim(hrs) # 0.
h—0 rs h—0

Desenvolvendo, define-se:

- Evolucao da varidvel interna discreta «, a partir da evolucao da variavel interna do

tipo deformagao r em pontos sobre a superficie descontinua S:

1
7‘“5 = EO& Vit 2 tB, Oé‘t:tB =0 (A4)

De onde se tem, integrando a equacao até um instante t > tgp:
! I 1
rg = / rsdt =rsp + —/ &(r)dr =rsp + - Aa (A.5)
0 k Jisp k

onde Aa = aly — aligy, » B = Tsli=ty , € k= h.

- Equacao constitutiva discreta (ou coesiva), que relaciona forcas de superficie em S

com saltos no campo de deslocamento [u;], com a presenga do tensor acustico eldstico

(ng = ”z‘Efjkznl)1

s e
li = Ao GA[ul; vt >tsp (A.6)
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A.2 Lei de Amolecimento Coesiva

A lei de amolecimento ¢ do modelo continuo, definida na equacao m (¢ = Hr), consi-

derando a equagao[A.4] é escrita como:

1
is = His = Hpa (A.7)

Por inspecao, observa-se que os termos gs e ¢s sao finitos, considerando o carater finito

das tensoes e de suas taxas, em S, assim como, por definicao, também & tem carater

finito. Avaliando o caso em que se toma o limite lim (%), é imperativo que este também
h—0

deve assumir valores finitos, para manter o carater finito de ¢g. Para tal, define-se:

H
H*:E < H=hH";, Vt>tp (A.8)

onde H* é chamado médulo de amolecimento discreto ou intrinseco, definido como finito,
e negativo (H* < 0, indicando perda de capacidade resistente). Assim como o mdédulo
de amolecimento da formulacao continua, trata-se de uma propriedade do material, e
estd relacionado a energia consumida na formacao da descontinuidade forte (energia de

fratura), como se descreve algumas subsegoes a frente.

Essa reinterpretacao do modulo de amolecimento do modelo constitutivo continuo, como
chamado por (Simo et al., |1993), permite a compatibilizacdo entre a cinemdtica com
descontinuidades e as equagoes do modelo continuo. Quando A — 0, o médulo de amole-
cimento discreto H* — dgH (sendo g a fungao delta de Dirac em §). Indo além, como a
espessura da banda de localizagao h assume valores finitos para o regime de descontinui-
dades fracas, nota-se que essa é uma reinterpretacao adequada para um modelo de banda

varigvel.

A lei de amolecimento discreta pode entao ser expressa de modo similar ao modelo con-

tinuo, substituindo a equagao em [A.7] obtendo-se

gs = Ha (A.9)
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A.3 Variavel de Dano Coesiva

A integracao da equagao no tempo, permite verificar a dependéncia da varidvel interna
do tipo tensao na interface descontinua gg em relacao a variavel discreta interna Ac,

podendo-se expresséa-la como uma variavel ¢* fungao de Aa, i.e., g5 = ¢*(Aa) € [0, gsp].

Dai, baseado na relagao entre as variaveis internas do modelo continuo que define a varidvel
de dano D(r) (eq. , pode-se definir uma correspondente w, denominada variavel de
dano discreta:

¢"(Aa)

w(Aa)=1-— Ao (A.10)

com A« € [0,00) e, portanto, w(Aa«) € (—oo, 1].
Assim, a equagao constitutiva discreta (eq. |A.6) pode ser escrita também como:

ti= (1 -w)Q;A[y;]; vVt >tsp (A.11)
A.4 Energia Livre Coesiva

Modelos constitutivos nao lineares podem ser formulados com base em fundamentos gerais
consistentes da termodinamica. Tem-se especial interesse na chamada densidade de ener-
gia livre de Helmholtz (¢), que representa a energia mecéanica armazenada em um sélido
sob tensao por unidade de volume, a partir da qual pode-se obter tensoes (ver eq. .
Cabe agora, em contrapartida ao modelo continuo, a definicao de energia livre discreta
(1)), onde o volume considerado (dominio da banda de localizacao) tende a uma superficie

quando h — 0, podendo 1/3 ser entendido como energia livre discreta por unidade de area

(superficie S). Entao, para pontos X € S define-se:

) = lim (h)s) (A.12)

h—0

Substituindo em as equagoOes de energia livre do modelo continuo, de variavel de
dano discreta, de deformacoes totais e da variavel interna discreta, é possivel obter uma
expressao para energia livre discreta v, em termos dos saltos de descontinuidade, tensor

constitutivo e da variavel de dano discreta, como:

~

= (1= w)do(ALu]) (A.13)
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onde ¥, (Afu;]) = %A[[uj]]ijA[[uk]].
A.5 Critério de Dano Coesivo

Para estabelecimento de um critério de dano é necessario definir uma contrapartida a
deformagao equivalente (7.) do modelo de dano continuo. Essa norma, no caso discreto
sera denominada Tap,. Utilizando o mesmo critério de dano considerado no modelo
continuo, i.e., modelo de |Oliver et al. (2006)) (eq. , e a expressao da deformacao total

(equacgao |A.1)), apds tomar o limite h — 0, tem-se:

TAR] = \/ Alu]Q5Aw] (A.14)

A expressao que define o critério de dano coesivo, no espaco dos incrementos de salto de

deslocamento, é:

G(A[uwi], Aa) = 7apg — A = \/A[[ui]]ijA[[uj]] ~ Aa (A.15)

Seguindo a mesma linha do modelo continuo, as condi¢oes de carregamento ou descarre-

gamento discretas do sistema sao:

a@>0; G<0; &G =0 (condi¢ao de carreg./descarregamento)
(A.16)

para G =0, aG =0 — (condicao de persisténcia)
A.6 Modulo de Amolecimento Coesivo

Assim como no caso continuo, o médulo de amolecimento coesivo (H*) deve ser entendido
como um parametro do material. A obtencao desse parametro pode se iniciar considerando

a poténcia consumida no desenvolvimento do salto no campo de deslocamento, dada por:
Ps = / t;[u;]dS (A.17)
S

Integrando-se a poténcia no tempo, pode-se obter a energia liberada durante o regime
descontinuo, por unidade de area da superficie descontinua. Avaliando-se intuitivamente

que essa liberagao de energia ocorre quase em sua totalidade no regime de descontinuidade
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forte, quando ha um efetivo “descolamento” das superficies, pode-se entendé-la como a
energia de fratura G (da mecanica da fratura elastica linear), que representa a quantidade
de energia necessaria para a total separacao de uma unidade de area na regiao da fratura.
Esse parametro é compreendido como uma propriedade do material, obtido por ensaios

padronizados.

Trabalhando a partir das equacoes |A.14} [A.11] [A.10| e considerando, do critério de dano e

condicoes de carregamento e descarregamento (equagoes e|A.16)), que ha dissipagao

de energia apenas a partir de 7o, = Aa e Tap) = &, pode-se obter a expressao:

. : qs
[i] = q56 = g5+ (A.18)

Substituindo na equagao [A.I7] integrada no tempo a partir da descontinuidade forte, a

energia liberada por unidade de drea (Ggp) pode ser escrita como:

too too (jS 0 1
Gsp :/ gsadt :/ ds *dt:/ q—7dgq (A.19)
t t H 4sD H

SD SD

No caso G'sp ~ Gy, tem-se o instante inicial da descontinuidade para gsp ~ ¢, = 7, =

(eq. , de forma que se pode escrever a energia de fratura como:

0
1
Gy = /ft 4 (A.20)
vE

A estrutura do médulo de amolecimento coesivo H* definira o tipo de lei de amolecimento
a trabalhar. Cabe observar novamente que seu valor é negativo, ja que esta relacionado
com a energia consumida na formacgao da unidade de superficie de descontinuidade. Para
a lei exponencial, adotada no modelo continuo, deve-se ter H*(q) = A*q, sendo A* uma

constante. Com a equagao tem-se:

0
! N | S O | q (A.21)

:E % Gf\/E7 . Gf\/E

Gy
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