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Resumo

Esta tese apresenta um estudo a respeito do problema de otimização de funções ruidosas
por meio de heurísticas da classe dos algoritmos evolutivos. Mais especificamente, esta
tese propõe a utilização de um tipo de operador de busca local, baseado em aproxima-
ções lineares-quadráticas, como mecanismo para o tratamento dos ruídos presentes na
classe das funções ruidosas. A hipótese subjacente a tal proposta é a de que a filtragem
implícita do ruído que é realizada pelo próprio processo de construção da aproximação
de função possa causar um efeito de atenuação do efeito do ruído no comportamento
do algoritmo, assim favorecendo seu desempenho na busca do ótimo. Essa abordagem
é diferente daquela que vem sendo majoritariamente empregada na literatura para o
tratamento de funções ruidosas, e que normalmente se baseia na reamostragem de
avaliações de soluções visando o aumento da confiança nas operações de comparação
realizadas pelo algoritmo.

Para a realização de experimentos numéricos, foi empregado como algoritmo-base
a Estratégia Evolutiva (1 + 1)-ES, que foi denominado ES-BS. Esse algoritmo-base foi
modificado das seguintes maneiras: (i) foi incluído um operador de busca local baseado
em busca em linha do tipo Quasi-Newton, sendo o algoritmo resultante denominado
ES-QN; (ii) foi incluído um operador de busca local baseado em aproximações lineares-
quadráticas de funções, resultando no algoritmo ES-AP; (iii) foi incluído um operador
de reamostragem de soluções baseado em estimativas de confiança, resultando no al-
goritmo ES-CC; e (iv) foi feita a inclusão tanto do operador de busca local por apro-
ximação de funções quanto do operador de reamostragem, que resultou no algoritmo
ES-APCC. Os algoritmos foram então submetidos a três conjuntos de experimentos.

Primeiro, apenas os algoritmos sem reamostragem foram avaliados, sobre um
conjunto clássico de funções benchmark não ruidosas. Nesse experimento, o algoritmo
ES-AP se mostrou superior aos algoritmos ES-BS e ES-QN, indicando que o operador
de busca local por aproximação de funções funciona adequadamente mesmo fora do
contexto de funções ruidosas. A seguir, as funções utilizadas no experimento anterior
foram convertidas em funções ruidosas, pela adição de ruído Gaussiano, sendo então
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realizada a avaliação do desempenho dos cinco algoritmos. O algoritmo ES-AP demons-
trou novamente um desempenho melhor que todos os demais, sendo ainda observado
que nas únicas funções para as quais o ES-AP não atingiu o primeiro lugar, o algoritmo
situado em primeiro foi o ES-APCC. Finalmente, uma função originalmente ruidosa
foi considerada. Essa função descreve o efeito de campanhas de vacinação em popula-
ções, sendo essas campanhas realizadas com o objetivo de controlar a propagação de
epidemias. A função representa um custo da implementação do controle em relação a
modelagem do fenômeno feita a partir da simulação de interações probabilísticas en-
tre indivíduos, o que a torna ruidosa por natureza. Todos os cinco algoritmos foram
avaliados na tarefa de otimização dessas políticas de vacinação. Neste experimento, o
algoritmo de melhor desempenho foi o ES-APCC, seguido do ES-CC.

Uma análise geral dos experimentos realizados fornece suporte à hipótese princi-
pal examinada nesta tese, de que operadores de busca local baseados em aproximação
de funções podem vir a constituir mecanismos importantes para a construção de algo-
ritmos orientados para a otimização de funções ruidosas.

Por fim, é importante registrar que duas linhas de investigação relativamente
independentes da linha principal deste trabalho tiveram de ser desenvolvidas concomi-
tantemente, no âmbito desta tese, com o objetivo de preencher lacunas metodológicas
para as quais se faziam necessários desenvolvimentos suplementares. A primeira destas
foi o desenvolvimento de um sistema de sintonização de parâmetros de algoritmos de
otimização. Tal sistema se fez necessário como um requisito para permitir a adequada
comparação entre algoritmos diferentes, a qual deveria ser realizada sobre classes de
distintas funções. O sistema que foi aqui desenvolvido parece ter desempenho que su-
pera aquele exibido por outras heurísticas apresentadas na literatura para executar a
mesma função. A segunda foi o desenvolvimento de estudos sobre técnicas de projeto
de campanhas de vacinação para o controle de epidemias. Esse estudo se fez necessá-
rio para gerar um caso real de função-objetivo ruidosa, a ser empregado na avaliação
dos algoritmos propostos nesta tese. Os resultados obtidos nestes estudos também
constituem, por si próprios, contribuições originais desta tese, que incluem o desenvol-
vimento de uma metodologia de simulação estocástica integrada ao processo de projeto
da estratégia de controle, o desenvolvimento de uma nova metodologia de projeto da
estratégia de controle que articula uma fase transiente e uma fase estacionária do pro-
cesso de vacinação, e o desenvolvimento de uma metodologia para avaliar a robustez
das políticas de vacinação projetadas.
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Abstract

This thesis presents an investigation on the problem of noisy function optimization by
heuristics of the class of evolutionary algorithms. More specifically, this thesis proposes
the employment of a local search operator based on linear-quadratic approximations, as
a tool for dealing with noisy functions. The underlying hypothesis is that the implicit
filtering that is accomplished by the procedure of function approximation construction
may cause an attenuation effect on the noise, in this way enhancing the algorithm
performance. This approach is essentially different from the mainstream approach
in literature, which is based on objective function re-evaluation procedures that are
intended to increase the confidence in comparison operations that are performed within
the algorithm.

In order to perform numerical experiments, an Evolutionary Strategy (1 + 1)-ES
was employed as the basis algorithm (being denoted by ES-BS). This basis algorithm
was modified in the following ways: (i) a local search operator based on a Quasi-
Newton line search was included (denoted by ES-QN); (ii) a local search operator
based on linear-quadratic function approximation was included (denoted by ES-AP);
(iii) a re-sampling operator based on confidence interval estimate was included (denoted
by ES-CC); (iv) another algorithm version included both the re-sampling operator and
the local search operator based on linear-quadratic function approximation (denoted
by ES-APCC). The algorithms were submitted to three experimental procedures.

First, only the algorithms without re-sampling were evaluated, on a classical set
of noise-free benchmark functions. In this experiment, the ES-AP presented better
performance than the ES-BS and the ES-QN, which suggests that the local search
operator based on function approximation works well even outside the context of noisy
functions. Next, the noise-free functions that were employed in the former experiment
were converted in noisy functions by the adding Gaussian noise to them. The five
algorithms were tested on this set of functions, and the ES-AP presented the better
general performance. In the few cases in which the ES-AP was not placed first in the
performance ranking, the best algorithm was the ES-APCC. Finally, a real noisy func-
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tion was considered. This function describes the effect of vaccination campaigns that
are intended to control the propagation of an epidemics in a population. The function
represents a cost of the implementation of the control in relation to the phenomenon
modeling made from the simulation of probabilistic interactions between individuals,
which means that this function is noisy by essence. All the five algorithms were evalua-
ted in the task of optimization of the vaccination campaigns, and the best performance
was presented by ES-APCC, followed by ES-CC.

The main hypothesis that was examined in this thesis, namely the hypothesis that
local search operators based on function approximation might constitute important
tools for building algorithms for noisy functions, was corroborated by the experimental
results.

Finally, it is important to mention that two research themes relatively indepen-
dent of the main focus of this work were developed simultaneously, within this thesis,
with the aim of filling methodological gaps for which some supplementary develop-
ments were necessary. The first one was the development of a parameter tunning
system for optimization algorithms. Such a system was necessary as a requisite for al-
lowing suitable comparisons between different algorithms, considering distinct classes
of functions. The developed system presents a performance which seems to be bet-
ter than the performances of different heuristics described in literature for the same
purpose. The second one was the development of studies about design techniques of
vaccination campaigns for epidemics control. Such a study was necessary in order to
give rise to a real noisy objective function which would be employed in the evalua-
tion of the algorithms proposed in this thesis. The results obtained in that studies
also constitute original contributions of this thesis, which include: the development of
a methodology of stochastic simulation integrated to the control strategy design; the
development of a new methodology for the control strategy design which articulates
a transient phase and a stationary phase; and the development of a methodology for
evaluating the robustness of the resulting vaccination strategies.
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Capítulo 1

Introdução

A otimização pode ser definida como a determinação de extremos de funções, restritas a
determinados domínios. Essa definição formal, quando referida a situações de interesse
prático, irá dizer respeito a funções (ditas funções-objetivo) que buscam representar
sistemas do mundo físico, sendo que nesses casos se busca minimizar um custo, ou
maximizar um ganho, que varia de acordo com uma configuração de parâmetros (as
variáveis de decisão) que podem ser livremente escolhidos dentro de uma região factível
de busca.

Assim, a determinação de soluções que tenham valor prático, no sentido de serem
capazes de causar o efeito desejado de minimização do custo ou de maximização do
ganho no sistema físico mediante a aplicação da configuração de parâmetros recomen-
dada pelo método de otimização, depende em grande parte da etapa de formulação de
um modelo que guarde correspondência com o sistema real a que se refere. A maior
parte da literatura sobre otimização pressupõe que tal correspondência exista, sendo
o modelo capaz de predizer o comportamento do sistema físico. Nos casos em que tal
pressuposto seja razoável, a determinação de soluções práticas pode ser obtida pela
simples determinação dos extremos das funções-objetivo.

Há alguns tipos de situações nas quais esse pressuposto deve ser relativizado. Em
muitos casos, os próprios sistemas são caracterizados por uma variabilidade inerente ao
seu funcionamento. Nestes casos, os modelos que os descrevem podem até ser precisos,
mas os sistemas físicos incluem dinâmicas dotadas de aleatoriedade que impedem que
um modelo seja capaz de realizar uma predição exata de seu comportamento. Exem-
plos disso são sistemas cujas entradas não são determinísticas (no sentido de que não
são conhecidas a priori no momento em que se planeja a operação do sistema), tais
como: sistemas de comunicação, sistemas de controle de tráfego urbano, sistemas de
vendas a varejo, etc. Outros exemplos ainda se referem a sistemas cujo comportamento

1
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é em parte governado por processos não-determinísticos, que envolvem etapas cuja res-
posta dinâmica é aleatorizada – e que ocorrem por exemplo em sistemas autônomos
físicos (robôs exploradores) ou virtuais (oponentes virtuais em jogos eletrônicos, algo-
ritmos evolutivos, sistemas automáticos de recomendação, etc). Em muitos casos, há
uma combinação de fatores que pode envolver a imprecisão dos modelos matemáticos
dos sistemas, junto com a aleatoriedade intrínseca à dinâmica envolvida. Importantes
sistemas físicos se enquadram nessa categoria, como por exemplo a dinâmica de epide-
mias, a dinâmica de organismos biológicos e de sua resposta a fármacos, os sistemas
macroeconômicos, e outros.

Nessas situações, a formulação de problemas de otimização adequados para ge-
rarem soluções de interesse prático torna-se mais complexa. A cada realização da
avaliação da função-objetivo, dado um conjunto fixo de valores para as variáveis de
decisão, será obtido um valor potencialmente diferente daquele obtido em outras reali-
zações da avaliação da função para o mesmo conjunto de variáveis. Há essencialmente
duas abordagens para tratar a questão: (i) Pode-se construir uma função-objetivo
substituta, montada a partir de informações analíticas sobre a estrutura das incertezas
presentes, que represente uma estatística do valor da função-objetivo. Nesse caso, tal
função substituta pode ser tratada como as funções isentas de incertezas que se en-
contram presentes nas formulações básicas da otimização. (ii) Entretanto, nem sempre
encontra-se disponível a informação a respeito da distribuição estatística das variáveis
aleatórias associadas ao sistema, assim como nem sempre a composição dessas variáveis
com o restante do modelo conduz a distribuições analiticamente tratáveis para o valor
resultante da função-objetivo. Nesses casos, resta o recurso à simulação do modelo,
mesmo dotado de aleatoriedade, o que conduz a um processo de otimização baseado
em uma função de mérito que é estocástica. A otimização, de fato, é feita sobre uma
função-objetivo que corresponde a uma estatística dessa função de mérito (usualmente
uma média), que é obtida por uma amostragem empírica sobre o modelo simulado.

Esta tese aborda precisamente este tipo de situação1: deseja-se determinar a

1Deve-se mencionar que há outros tipos de problemas de otimização também envolvendo incerte-
zas sobre o sistema a ser otimizado, onde podem existir discrepâncias significativas entre os sistemas
presentes no mundo real e os modelos matemático-computacionais que os representam. Os sistemas,
nestes casos, podem até ter comportamento determinístico, mas os modelos que os representam, e que
são utilizados no processo de otimização, não são capazes de predizer tal comportamento de maneira
precisa. Esse é o caso, por exemplo, da modelagem de propriedades de dispositivos que devam ser
fabricados. Em virtude de imprecisões no processo de fabricação, a geometria do dispositivo físico,
após fabricado, irá apresentar discrepâncias em diversos parâmetros (comprimentos, espessuras, diâ-
metros, etc) em relação às especificações do modelo. Também as propriedades do material (densidade,
permeabilidade magnética, condutividade térmica, etc) serão um pouco diferentes das propriedades do
material idealizado que se encontrava suposto na representação do modelo. Nesse caso, há um limite
informacional no modelo referente à precisão (ou tolerância) dos processos envolvidos na fabricação
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localização de um valor extremo de uma função-objetivo do tipo caixa-preta que cor-
responda à média de uma função de mérito estocástica. Os valores da função-objetivo,
por sua vez, somente são acessíveis por meio de simulações, que correspondem a amos-
tragens sobre tal função de mérito estocástica.

Um algoritmo de otimização, ao realizar uma busca sobre uma função com tais
características, pode tratar as amostras obtidas da função de mérito de duas formas
opostas: (i) é possível reamostrar um mesmo ponto várias vezes, na tentativa de se
controlar a incerteza sobre o valor da função nesse ponto; (ii) é possível ainda amostrar
apenas uma vez cada ponto, utilizando a informação assim adquirida da mesma maneira
que seria utilizada caso não existisse incerteza no valor amostrado. A primeira forma
essencialmente procura fazer com que as tomadas de decisão realizadas no interior do
algoritmo de otimização sejam realizadas com informação equivalente à do caso isento
de incertezas – ao custo de um aumento do número de avaliações de função necessário
para que tal equivalência seja atingida. A segunda forma implica que as tomadas de
decisão internas ao algoritmo possam ser frequentemente afetadas pela incerteza no
valor da função, o que leva a uma degradação no processo de busca. Nesse segundo
caso, espera-se que o algoritmo contenha mecanismos que implicitamente compensem
tal degradação – o que significa que, no melhor caso, o custo da adoção de tal estratégia
também pode se traduzir no aumento do número de avaliações necessário para se atingir
o ótimo, em decorrência dessa degradação do mecanismo de busca. No pior caso, tal
mecanismo pode levar à perda da capacidade de determinação do ponto de ótimo.

Esta tese especificamente enfoca o estudo de um mecanismo que visa reduzir o
número necessário de reavaliações da função de mérito. Por meio de um mecanismo de
filtragem aplicado sobre um conjunto de amostras, baseado na utilização de aproxima-
ções lineares ou quadráticas da função, constrói-se uma função substituta de caráter
local capaz de guiar localmente o processo de otimização. Assim, utilizando essen-
cialmente uma hipótese de continuidade e de suavidade da função de mérito (que se
traduz na possibilidade de se realizarem aproximações lineares ou quadráticas com va-
lidade local), busca-se aqui a construção de métodos de otimização que sejam capazes
de determinar o ponto de ótimo de funções de mérito estocásticas e que requeiram um
número relativamente pequeno de avaliações de função.

do dispositivo. Nessa situação, podem ser definidos problemas de otimização robusta que visem à
determinação de soluções adequadas para os diferentes sistemas possíveis sob consideração. Nesse
caso, o problema de otimização pode ser formulado como uma otimização minmax, que corresponde
à otimização do pior caso possível, ou como a otimização de algum quantil do desempenho esperado,
sobre o conjunto de sistemas possíveis. Exemplos de formulações desse tipo podem ser encontrados
em [Pankov et al., 2003; Bayram & Gezici, 2009; Qu et al., 2010; Marzat et al., 2013]. Esta tese não
abordará esta classe de problemas.
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Os estudos conduzidos no âmbito da pesquisa aqui relatada fazem uso de um tipo
específico de aproximação de funções lineares e quadráticas, que é empregado para a
construção de um operador de busca local para algoritmos da classe das Estratégias Evo-
lutivas (ES). Os algoritmos assim constituídos são então comparados com algoritmos de
Estratégias Evolutivas básicos, assim como com algoritmos de Estratégias Evolutivas
dotados de outros mecanismos de busca local de outros tipos. A comparação é realizada
primeiro sobre problemas com funções-objetivo determinísticas, de forma a estabelecer
a capacidade de busca dos algoritmos propostos em condições-padrão. A seguir, é rea-
lizada uma comparação sobre funções-objetivo dotadas de ruídos estocásticos aditivos.
Tais comparações mostram que os algoritmos propostos têm desempenho equivalente
aos algoritmos com busca local não baseados nos métodos propostos, quando se uti-
lizam as funções-objetivo isentas de ruídos. Quando são otimizadas funções-objetivo
ruidosas, os testes revelam a superioridade no desempenho dos algoritmos propostos
em relação aos demais. Por fim, é examinada a aplicação do operador proposto em
um problema de motivação prática, relacionado com o planejamento de políticas de
vacinação para o controle de epidemias. Também esse teste indica o bom desempenho
desse operador.

Este texto encontra-se organizado da seguinte forma: a seção final deste capítulo
apresenta uma lista detalhada das contribuições desta tese. O Capítulo 2 apresenta
uma revisão bibliográfica sobre três temas que se interligam no contexto desta tese: a
otimização de funções ruidosas, a otimização baseada em aproximações funcionais e as
estratégias evolutivas. O Capítulo 3 apresenta a definição do problema aqui abordado e
faz também a apresentação dos elementos utilizados para a construção dos operadores e
algoritmos propostos. Por fim, esse capítulo também apresenta os algoritmos propostos.
O Capítulo 4 apresenta os testes numéricos realizados e as análises comparativas entre
os algoritmos estudados. O Capítulo 5 mostra as conclusões obtidas ao fim da pesquisa
aqui relatada. O Apêndice B apresenta gráficos e tabelas extras sobre os resultados
obtidos.

No que diz respeito à apresentação de resultados, o Apêndice C mostra o texto
completo do artigo da referência [da Cruz et al., 2017], que apresenta o desenvolvi-
mento de um planejamento multiobjetivo robusto para o controle de epidemias através
de campanhas vacinação, que foi desenvolvido no âmbito desta tese. Nesse trabalho, fo-
ram determinados os momentos para execução de intervenções vacinais e a quantidade
de vacinas a serem aplicadas em cada intervenção, de modo a minimizar o custo com
a implementação do controle ao mesmo tempo em que se minimiza o dano causado
pela doença na população. Nesse trabalho, o autor desta tese e seus colaboradores
modelaram o problema de modo a obter: (i) um conjunto não-dominado de políticas
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de controle permanente; (ii) um conjunto não-dominado de controle completo, for-
mado pela concatenação da solução de regime permanente obtida anteriormente com
uma sequência de controles específicos para a fase transiente; e (iii) uma simulação
das soluções não-dominadas de controle completo, a serem analisadas pela técnica de
dominância estocástica, que permite remover do conjunto aquelas políticas sensíveis
à estocasticidade. Para o processo de otimização, foi utilizado um algoritmo evolu-
tivo que utiliza uma busca local baseada na otimização de aproximações quadráticas
dos objetivos originais. Esse apêndice mostra o detalhamento e a contextualização do
estudo de caso que é apresentado de maneira sucinta no Experimento 3 do Capítulo 4.

Deve-se chamar ainda a atenção para uma dificuldade que teve de ser tratada no
âmbito da pesquisa relacionada a este trabalho de tese. Como a questão da otimização
de funções-objetivo ruidosas não se trata de problema amplamente estudado, não foi
possível recorrer a algoritmos-padrão com seus correspondentes valores padronizados de
parâmetros para servirem de base de comparação, pois estes não existem na literatura.
Foi necessário então desenvolver um mecanismo sintonizador de algoritmos que fosse
capaz de produzir valores de ajustes de parâmetros obtidos nas mesmas condições,
tanto para os algoritmos propostos quanto para os algoritmos que serviriam de base de
comparação. A construção desse mecanismo de sintonia de parâmetros de algoritmos
encontra-se relatada no Apêndice A desta tese.

1.1 Contribuições da Tese

Este trabalho apresenta as seguintes contribuições:

1. Proposição de um operador de busca local, aqui acoplado em um algoritmo
(1+1)-ES, baseado na otimização de aproximações lineares ou quadráticas de
funções mono-objetivo. As aproximações são obtidas via regressão linear. Esse
mecanismo corresponde a um desenvolvimento adicional sobre uma sequência
de trabalhos do autor desta tese [da Cruz et al., 2011a,b, 2017], que aplicaram
programação linear para encontrar a aproximação quadrática convexa de funções-
objetivo durante a busca local. Tal mecanismo de busca local se baseia em uma
estrutura de dados eficiente, no caso randomized kd-tree [Muja & Lowe, 2009,
2014], para armazenar e consultar as soluções avaliadas durante as iterações do
ES. Tais pesquisas são realizadas para obter a amostra que gerará a aproximação
funcional. Esse mecanismo de busca local pode ser facilmente adaptado para
utilização em outros tipos de algoritmos evolutivos destinados à otimização de
funções de variáveis reais.
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2. Elaboração de uma técnica, baseada no teste-t de Student [Montgomery, 2012],
que visa comparar as avaliações múltiplas de duas soluções independentes, dado
um nível de confiança. Tal procedimento é empregado apenas quando se otimizam
funções ruidosas. Neste esquema, o número máximo de reavaliações por solução
cresce linearmente com a quantidade de avaliações global do algoritmo evolutivo.
Com base nesse artifício, é construída uma variação do operador de busca local
baseado em aproximações lineares e quadráticas (ver item 1), sendo esta variação
especialmente adequada para utilização no contexto da otimização de funções
ruidosas.

3. Construção de um método para sintonizar parâmetros de algoritmos. Tal proce-
dimento foi especialmente projetado para a sintonização de heurísticas destinadas
à otimização de funções-objetivo. Ademais, o mesmo foi aplicado para ajustar
os valores dos parâmetros das estratégias evolutivas. Esse trabalho, também
realizado no contexto desta tese, é relatado no Apêndice A.



Capítulo 2

Revisão da Literatura

Neste capítulo, são apresentadas revisões bibliográficas a respeito de três temáticas que
constituem aspectos centrais do presente trabalho de tese: a otimização de funções rui-
dosas, a otimização baseada em aproximações funcionais, e os algoritmos de estratégias
evolutivas.

2.1 Otimização de Funções Ruidosas

Em computação evolutiva, problemas nos quais a função-objetivo é ruidosa são estu-
dados desde os primórdios da área [De Jong, 1975]. Exemplos de problemas deste tipo
já tratados incluem a robótica [Jakobi et al., 1995], a otimização da estrutura de redes
neurais [Yao & Liu, 1997] e melhorias no layout de páginas da Internet [Penalver &
Merelo, 1998].

O cenário que aparece mais comumente diz respeito a estudos em que se con-
sideram técnicas para otimizar funções sujeitas a ruído aditivo proveniente de uma
distribuição Gaussiana [Fitzpatrick & Grefenstette, 1988; Miller et al., 1995; Rekanos,
2008], que também é o caso deste trabalho de tese, ou de Cauchy [Arnold & Beyer,
2003b]. Há também situações em que se estuda e aplica ruído multiplicativo [Bioucas-
Dias & Figueiredo, 2010; Zhao et al., 2014].

No trabalho de Miller & Goldberg [1996] analisou-se o efeito do ruído em distintos
mecanismos de seleção em um algoritmo genético. No ambiente estudado, verificou-
se ser possível prever a taxa de convergência de um algoritmo genético em domínios
ruidosos caracterizados por blocos construtivos (building blocks) uniformemente dimen-
sionados. Também foi verificada a possibilidade de se prever a qualidade das soluções
após um certo número de gerações em ambientes ruidosos.

7
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O artigo [Jun-hua & Ming, 2013] apresentou a construção de uma cadeia de
Markov que modela um algoritmo genético elitista, sob a circunstância de que o mesmo
otimiza uma função com ruído aditivo. Em tal cadeia foi provado que existe um
estado absorvente, sobre o qual podem-se derivar resultados sobre os limites inferiores
e superiores do número de iterações esperado para a heurística atingir uma solução
ótima.

Qian et al. [2015] realizaram um estudo teórico e prático que investigou como o
ruído afeta o tempo de execução de um algoritmo evolutivo simples em alguns pro-
blemas discretos do tipo flat e deceptivo. As técnicas de reavaliação de soluções e de
seleção por limiar foram experimentadas. Neste contexto, chegou-se à conclusão de
que a combinação das mesmas é mais interessante do que o uso isolado de alguma
delas. Já Friedrich et al. [2015] atestaram, utilizando um algoritmo evolutivo simples
em uma função com ruído aditivo Gaussiano, que o operador de recombinação é bené-
fico para tratar ruído, enquanto que o uso de mutação apenas leva a um desempenho
consideravelmente degradado.

Encontram-se na literatura diversos trabalhos experimentais que analisaram o
processo de otimização com objetivos ruidosos envolvendo algoritmos evolutivos. Em
um desses trabalhos, Beyer [2000] avaliou a performance de uma versão do algoritmo
genético e de uma estratégia evolutiva na função hiperesfera com ruído. Arnold &
Beyer [2003a] exploraram os benefícios de se ter uma população de soluções em um ES
para melhorar os resultados em ambiente ruidoso. Os autores Akimoto et al. [2015]
analisaram a execução de uma versão do ES com reavaliações em problemas discretos
com ruído.

É desejável que a heurística não seja enganada pelo ruído [Merelo et al., 2015] e,
para isto, formas eficientes de avaliação e comparação devem ser utilizadas. Normal-
mente, otimiza-se um estimador da função, como por exemplo a média ou a mediana.
Avaliando-se repetidamente uma solução reduz-se a variância, porém determinar o nú-
mero dessas repetições é uma questão pertinente [Aizawa & Wah, 1994]. As duas
categorias de reamostragem são: estática e dinâmica. Na primeira, usada em estraté-
gias mais simples, predefine-se um número constante de reavaliações por indivíduo [Jin
& Branke, 2005]. Os efeitos de tal ação são abordados em [Miller, 1997]. Na amostra-
gem dinâmica, o número de avaliações pode variar de acordo com a precisão necessária
para diferenciar, dado um critério, pares de soluções. Aspectos que possivelmente in-
fluenciam os resultados são a variabilidade dos objetivos avaliados, a periodicidade na
atualização do tamanho da amostra, o número de objetivos, e a realização de análises
comparativas com relação a membros da população [Rakshit et al., 2016]. Por exem-
plo, no artigo de Li et al. [2014] utilizou-se a estratégia de reavaliar cada solução da
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população em cada geração de um algoritmo genético. No trabalho de [Merelo et al.,
2016] são propostos métodos baseados em computação incremental e o uso de testes es-
tatísticos para impor uma ordem parcial que determina o valor de aptidão das soluções
da população.

No presente trabalho de tese, nas estratégias que utilizam o operador de com-
paração baseado em teste estatístico, o número máximo de amostragens por solução
inicia em duas avaliações e cresce linearmente com o número global de avaliações de
função-objetivo até uma quantidade definida previamente. Para duas soluções distin-
tas, compara-se o par de amostras com valores de função-objetivo avaliados através do
teste-t de Student [Montgomery, 2012], dado um nível de confiança. Se não houver
diferença, aquela solução com maior variância de objetivo que não atingiu o limite de
avaliações será reavaliada. Se o limiar desta solução já tiver sido atingido e o da outra
não, então esta será reavaliada. Caso ambas já tenham sido amostradas até o número
de vezes permitido, então é adotada a comparação pela média amostral.

Quando a natureza do ruído é conhecida, operadores de comparação adequados
podem ser utilizados. Em heurísticas rudimentares, faz-se uma comparação de soluções
usando-se apenas uma estatística estimada. Em algoritmos mais requintados, operado-
res mais complexos, que aproveitam melhor a informação coletada, são aplicados. Um
caso particular é o trabalho de Merelo et al. [2014], que utilizou o teste de Wilcoxon
em um operador de comparação de soluções no algoritmo evolutivo. Se porventura o
ruído fosse gerado por uma distribuição Gaussiana, seria possível usar o teste-t para
confrontar pares de soluções. Mais informações sobre diferentes formas de amostragem
podem ser encontradas em [Siegmund et al., 2013] e [Rakshit et al., 2016].

Para finalizar esta subseção, a Tabela 2.1 elenca, em ordem cronológica, uma
lista de aplicações ou experimentos em que algoritmos evolutivos foram utilizados na
otimização de funções ruidosas.

Tabela 2.1: Trabalhos recentes com aplicações de algoritmos evolutivos na otimização
de funções-objetivo ruidosas.

ES Características Principais

Krink et al.
[2004]

Levantou o desafio de melhorar os algoritmos de evolução diferencial
para otimizar funções ruidosas. Apresentou um experimento em que
tal heurística foi pior que outros evolutivos.

[Das et al., 2005]
Apresentou uma versão da evolução diferencial que foi significativa-
mente melhor do que outros evolutivos no experimento apresentado.

Shir et al. [2008]
Solucionou o problema de controle quântico simulado externamente
utilizando o CMA-ES.
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Bayer et al.
[2010]

Adotou e comparou uma versão da evolução diferencial e do CMA-ES
para o gerenciamento de águas subterrâneas.

Mora et al.
[2012]

Aplicou algoritmos genéticos para projetar personagens no jogo Planet
Wars, cuja avaliação é dada por batalhas não determinísticas.

Krämer et al.
[2014]

Comparou cinco estratégias, incluindo o CMA-ES, para otimizar os
parâmetros da automatização de campos de força molecular.

[Rakshit et al.,
2014]

Propôs uma versão multiobjetivo ruidosa da evolução diferencial e so-
lucionou um problema de robótica.

[Zarifia et al.,
2015]

Detectou picos neurais utilizando algoritmos genéticos em ambientes
ruidosos.

Ma et al. [2015]
Mostrou uma versão de algoritmo de nuvem de partículas que possui
operadores inspirados em decisão de grupo para otimizar funções com
ruído.

[Eguchi et al.,
2015]

Comparou versões autoadaptativas da evolução diferencial e estimou
a função de distribuição de reflectância de objetos 3D.

Taghiyeh & Xu
[2016]

Implementou uma versão de algoritmo de nuvem de partículas em
que a partícula global é estatisticamente melhor, dado um nível de
confiança.

Notsu et al.
[2016]

Expôs uma estratégia que se baseia no limite superior da confiança
para selecionar, no algoritmo UCT, sub-regiões mais propícias para a
determinação do ótimo ruidoso.

2.2 Otimização Baseada em Aproximação

Funcional

Segundo Jin & Branke [2005], as motivações para o uso de aproximações funcionais
(surrogate ou metamodelo) em um processo evolutivo de otimização podem ser o alto
custo da avaliação da função-objetivo, a indisponibilidade da forma analítica funcional,
a necessidade do tratamento de ruído presente na avaliação da função, e a necessidade
de se obter uma forma aproximada suavizada da geometria da função original. Jin
[2011] classifica os métodos de aproximação dentro da computação evolucionária em
estratégias baseadas em soluções individuais, em gerações ou em populações. Jin et al.
[2000] salienta ainda que as aproximações devem ser atualizadas com novas avaliações
do objetivo original, uma vez que o metamodelo pode introduzir um falso ótimo local
no problema original.
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Os primeiros trabalhos que utilizaram aproximações da função-objetivo apare-
ceram durante as décadas de 1980 e 1990 [Grefenstette & Fitzpatric, 1985; Schneider
et al., 1994; Yang & Flockton, 1995; Ratle, 1998; Pierret & Van den Braembussche,
1998; Bull, 1999]. Desde então, aplicações em diversas áreas se beneficiam da inserção
de metamodelos no processo de evolutivo. Diversos exemplos são encontrados em pro-
jeto estrutural [Grierson & Pak, 1993; Lee & Hajela, 1996; Jin et al., 2001; Ong et al.,
2003; Hüsken et al., 2005; Asouti et al., 2009], planejamento com critério de avaliação
subjetiva e interativa [Biles, 1994; Johanson & Poli, 1998; Takagi, 2001; Phelps & Kök-
salan, 2003; Cho, 2004; Romero & Machado, 2007], e previsão de estrutura protéica
[Rost & Sander, 1994; Neumaier, 1997; Cutello et al., 2006; Custódio et al., 2010].

Os métodos computacionais mais comumente usados para aproximar a função
original são baseados em aproximação polinomial, em somas de funções Gaussianas e
em redes neurais [Jin & Branke, 2005]. Em contraste com essa tradição, o presente
trabalho de tese utiliza aproximações lineares ou quadráticas (dependendo do número
de amostras disponíveis) durante uma busca local para descrever as tendências locais
da função original, dada uma amostra avaliada. Tal estimativa é otimizada na região
factível em um raio centralizado por uma solução selecionada. Este ótimo do problema
aproximado pode ser uma boa solução para a função-objetivo original, ou pode re-
presentar uma boa indicação de direção de busca de soluções. Desse modo, pode-se
melhorar a eficácia do algoritmo de busca em problemas com e sem de ruído, e sem a
necessidade de avaliações extras.

Há na literatura trabalhos relacionados a este. Powell [Powell, 2002, 2003, 2006]
propôs métodos globais irrestritos que interpolam uma amostra avaliada de soluções
por um polinômio quadrático, em cada iteração. Inicialmente, gera-se uma amostra que
é avaliada e usada para a aproximação inicial. Iterativamente, o ótimo da quadrática,
dentro de uma região de confiança (trust region), substitui uma solução da amostra.
Com isso, é gerada e otimizada uma nova aproximação. Tais ações se repetem até uma
condição de parada.

Wanner desenvolveu com outros autores uma busca local similar à que foi pro-
posta aqui [Wanner et al., 2006a, 2007]. Porém, a técnica de aproximação é baseada
em desigualdades matriciais lineares [Boyd & Vandenberghe, 2004] que, apesar de ga-
rantir convexidade, possui um custo computacional muito maior do que a regressão
linear. A mesma autora e seus colaboradores desenvolveram, em outros trabalhos,
uma busca local em otimização multiobjetivo que aproxima, pela mesma técnica, tanto
a função-objetivo quanto as restrições. O problema aproximado é solucionado via goal-
attainment [Wanner et al., 2006b, 2008a,b]. Há ainda trabalhos que utilizam dessa
técnica de aproximação para tratar restrições em algoritmos evolutivos [Wanner et al.,



12 Capítulo 2. Revisão da Literatura

2005; Araujo et al., 2009; Fonseca & Wanner, 2016].
Cabe ressaltar outra diferença entre a busca local proposta neste trabalho e aquela

empregada nas referências mencionadas no parágrafo anterior. Nesta tese, o armaze-
namento e a consulta às soluções previamente avaliadas é feita utilizando a estrutura
de dados randomized kd-tree, o que torna a sua execução mais eficiente. Uma outra
diferença é quanto à definição de vizinhança. Nos trabalhos citados, em geral define-
se um raio fixo em torno de uma solução selecionada dentro do qual serão coletadas
as informações de avaliação para a aproximação. Não se especifica o que ocorre se o
número de amostras não atingir o mínimo necessário para o cômputo da aproximação.
Na busca local proposta nesta tese, as informações de todas as soluções vizinhas mais
próximas, até se atingir uma quantidade máxima, são utilizadas. Dependendo do nú-
mero de vizinhos disponíveis, um tipo de aproximação será realizada (linear, quadrática
com hessiana diagonal/triangular) ou não executada (caso o conjunto de amostras seja
insuficiente). Além disso, como está sendo realizada uma aproximação por regressão
linear, a função de aproximação pode ser não-convexa, o que pode ser útil no contexto
da otimização não-linear em geral, considerado nesta tese.

O presente autor e colaboradores propuseram e compararam na publicação
[da Cruz et al., 2011b] uma família de buscas locais que realizam aproximações quadrá-
ticas com hessiana semidefinida, via programação linear e via desigualdades matriciais
lineares, e depois otimizam uma soma convexa de tais aproximações via programação
quadrática. Estes operadores foram inseridos no algoritmo evolutivo de otimização
multiobjetivo NSGA-II. As versões assim obtidas do algoritmo de otimização foram
comparadas entre si e com uma versão canônica, em um conjunto de funções-objetivo.
Os resultados mostraram que as versões com busca local foram superiores em relação à
versão sem busca local. Também foi indicado que, embora as versões com desigualdades
matriciais lineares fossem ligeiramente mais eficazes que as versões com programação
linear, o custo computacional das primeiras é muito maior, sendo em geral vantajosa
a adoção das últimas.

Um outro trabalho relacionado deste autor é o texto [da Cruz et al., 2011a]. Neste,
uma adaptação de um algoritmo evolutivo com busca local baseada em aproximação
quadrática com hessiana diagonal obtida via programação linear, conforme proposto
em [da Cruz et al., 2011b], é aplicada em um problema multiobjetivo de controle de
epidemias através de campanhas de vacinação. Dado um horizonte de tempo, definem-
se as taxas de vacinação e os intervalos de tempo entre campanhas de vacinação, de
modo a minimizar concomitantemente o custo de implementação e o prejuízo causado
pela doença. O modelo da propagação da epidemia é baseado em um sistema de equa-
ções diferenciais. Também é comparada a eficácia do algoritmo proposto em relação



2.2. Otimização Baseada em Aproximação Funcional 13

à versão sem busca local. Os resultados indicaram que as soluções geradas da versão
com busca local são mais diversificadas e dominam a maioria das soluções geradas pelo
método canônico.

O artigo [da Cruz et al., 2017], também do autor, é uma evolução do trabalho
discutido no parágrafo anterior, já tendo sido desenvolvido no âmbito da pesquisa reali-
zada para a elaboração desta tese. O problema multiobjetivo de controle de epidemias
por vacinação é solucionado em três etapas. Na primeira, determina-se um conjunto
não dominado de soluções para o controle do sistema em regime permanente, as quais
devem ser aplicadas após o término do regime transitório do sistema dinâmico que
ocorre no início da epidemia. Na segunda parte, determinam-se as políticas completas
de controle, incluindo o controle para o regime transitório. Para isto, seleciona-se uma
solução não dominada da primeira etapa para ser concatenada ao final das soluções
que representam políticas para o regime transitório. Com isto, atinge-se um conjunto
de estratégias não dominadas para vacinação que visa: (i) em um primeiro momento
reduzir os infectados de forma rápida, com um conjunto de ações de controle descrito
por taxas de vacinação e intervalos de tempo entre campanhas não necessariamente
constantes; e (ii) após a política transiente, controlar o sistem dinâmico visando à re-
dução plena da população de infectados ao longo do tempo com uma taxa de vacinação
e intervalo de tempo entre campanhas constantes. Na terceira parte, o conjunto não
dominado final é simulado em um Modelo Baseado em Indivíduo (MBI) para obser-
var o comportamento das soluções quando sujeitas à aleatoriedade que é intrínseca ao
sistema físico, possibilitando remover do conjunto de soluções aquelas políticas estocas-
ticamente dominadas. Desse conjunto robustamente não dominado, foram extraídas
informações sobre as probabilidades de erradicação e de se ter o número de infectados
abaixo de determinado limiar. Para a obtenção das políticas de controle foi utilizada
uma versão do NSGA-II com busca local baseada na otimização da soma convexa de
quadráticas semidefinidas que aproximam as funções-objetivo via programação linear.
Nesta estratégia também foi usada uma estrutura de dados em árvore para armazenar
soluções previamente avaliadas para serem consultadas via vizinhos mais próximos,
quando a aproximação fosse executada. Uma comparação entre o NSGA-II dotado dos
operadores propostos e a versão básica desse algoritmo em diferentes cenários de epi-
demias foi realizada, indicando que a heurística proposta sempre obtém um conjunto
não dominado de melhor qualidade, usando um mesmo orçamento para a avaliação de
objetivos.

Outros textos que abordam a construção explícita de funções quadráticas como
uma ferramenta em diversas aplicações são apresentados a seguir, em ordem aproxi-
madamente cronológica.
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Algumas referências relativamente antigas encontradas sobre a construção de fun-
ções quadráticas aproximantes como mecanismo auxiliar em procedimentos de otimiza-
ção são os textos de Shafer [1974], Smith & Schmidt [1977] e Minkin [1983]. O primeiro
apresentou um método baseado em derivação de segunda ordem e mostrou aplicações
analíticas. O segundo aplicou sucessivas aproximações para otimizar um sistema si-
mulado computacionalmente. O terceiro propôs uma técnica para encontrar um limite
para o erro na aproximação quadrática da função de log-verossimilhança.

Kiwiel [1984] e Werner [1986] utilizaram um método de aproximação quadrática
para encontrar a solução ótima de modelos não lineares. Bhattacharyya & Willment
[1988] trataram com quadráticas o problema do deslocamento de descontinuidade e
apresentaram diversas vantagens do uso da mesma. Biernacki et al. [1989] e Bandler
et al. [1991] utilizaram aproximação quadrática para modelar a resposta de circuitos,
resultando uma interpolação mais simples e eficaz. Mulvey et al. [1992] criaram um
método com aproximação quadrática diagonal que trata subproblemas de programação
linear com alta dimensão.

Cao & Voth [1995] e Rosenfelder & Schreiber [2001] aplicaram a aproximação
quadrática para modelar sistemas físicos. O primeiro texto descreve uma função de
energia potencial sobre um oscilador harmônico. O segundo trata a ação retardada dos
polarons ao solucionar equações não lineares variacionais com um método iterativo.
Jamai & Damil [2001] utilizaram aproximação quadrática para aumentar o intervalo
válido de séries vetoriais.

Den Hertog et al. [2002] criou um método de programação semidefinida que de-
termina aproximações quadráticas convexas reais. Rosen & Marcia [2004] apresenta-
ram um modelo de programação linear para obter aproximações quadráticas convexas.
Marcia et al. [2005] aplicaram esta técnica em um processo iterativo para encontrar a
solução de um problema de acoplamento de proteínas. Wang [2007] generalizou o escore
de Fisher e os métodos de Gauss-Newton em um modo único, aplicando aproximação
quadrática iterativamente para a computação da máxima verossimilhança.

Para findar esta subseção, a Tabela 2.2 cataloga, por ano, uma seleção de outras
aplicações recentes que utilizaram aproximações funcionais explícitas em procedimentos
de otimização.

Tabela 2.2: Trabalhos recentes com aplicações de otimização com modelos de aproxi-
mação funcional presentes na literatura.

ES Características Principais
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Logvinenko
[2003]

Usou aproximação quadrática para modelar a identificação de analisa-
dores e canais para representação da visão humana.

Nasayama et al.
[2006]

Utilizou aproximação quadrática na construção de um método sinte-
tizador para a geração de funções numéricas programáveis.

Ong et al. [2006]
Aplicou um algoritmo genético que aproxima o objetivo original via
função de base radial para um projeto robusto em aerodinâmica.

Xue et al. [2006]
Estimou via aproximação quadrática a região de estabilidade sistemas
de energia de múltiplas máquinas com modelo de rede reduzido.

Boubekeur &
Schlick [2007]

Desenvolveu, em computação gráfica, um aproximador quadrático para
gerar a subdivisão de superfícies.

Samad et al.
[2008]

Utilizou três modelos de aproximação funcional na otimização da
forma de uma lâmina do rotor 37 da Nasa.

Liao et al. [2008]
Otimizou de forma multiobjetivo, com NSGA-II e um modelo de re-
gressão, um projeto para segurança de automóveis.

Gao & Wang
[2009]

Elaborou uma heurística com simulações inspirada em design de expe-
rimento para reduzir a distorção em modelos de capa para celulares.

Groenwold &
Etman [2010]

Usou aproximação quadrática na otimização de topologias estruturais.

Li et al. [2010]
Empregou função de base radial para aproximar o objetivo original na
otimização de um perfil para embalar e moldar via injeção.

Kimura [2010]
Otimizou um modelo contínuo no tempo, com aproximação quadrá-
tica, que determina valores nas concessões de ações executivas.

Wang et al.
[2010]

Executou um processo otimização, com regressão linear, que soluciona
um problema de aerodinâmica para exaustão de turbina.

Benigno & Wo-
odford [2012]

Solucionou um problema dinâmico não linear de política sequencial
ótima utilizando aproximação linear-quadrática.

Müller et al.
[2013]

Implementou um algoritmo que utiliza um modelo de aproximação
com função de base radial para otimização não linear inteira mista.

Mendes et al.
[2013]

Utilizou programação genética multiobjetivo robusta com modelos
aproximativos para otimizar um problema de magnetostática.

Horng & Lin
[2013]

Empregou uma rede neural para guiar um algoritmo evolutivo ao so-
lucionar o problema de simulação estocástica combinatória em tempo
real.

Xie et al. [2013]
Aplicou aproximação quadrática para auxiliar no problema de otimi-
zação de alocação em tráfego.

Chen et al.
[2014]

Adotou uma família de técnicas de aproximação na otimização de fun-
ções custosas para a taxa ótima de pedágio em redes de transporte.
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Hussain et al.
[2015]

Usou aproximação polinomial em um algoritmo genético multiobjetivo
para projetar um sistema aquífero sujeito a intrusão de água marinha.

Gutiérrez-
Antonio &
Briones-Ramírez
[2016]

Empregou redes neurais para guiar a otimização multiobjetivo em um
processo de destilação para uma aplicação em química.

Koziel & Bekasi-
ewicz [2016]

Aplicou um modelo de aproximação local quadrática sem termos cru-
zados em um projeto de antenas multiobjetivo.

2.3 Estratégias Evolutivas

A Estratégia Evolutiva, ES, heurística inspirada na evolução biológica, foi estudada pri-
meiramente na Alemanha durante década de 1960 [Rechenberg, 1965; Schwefel, 1965].
Em geral, tal algoritmo possui operadores de variação (mutação Gaussiana), com pa-
râmetros autoadaptativos, e seleção, que atuam sobre um conjunto de soluções pai e
filho para otimizar funções caixa-preta [Beyer & Schwefel, 2002].

Via de regra para as versões clássicas, adota-se a notação (µ/ρ+, λ)-ES, sendo µ o
número de pais e ρ ≤ µ a quantidade de pais selecionada para se gerar λ filhos. O sinal
“+” indica junção das populações para se escolher os próximos pais, e “,” para apenas
usar filhos na seleção. Quando µ = ρ, é comum omitir ρ [Beyer & Schwefel, 2002].

Este trabalho adotará o algoritmo (1+1)-ES como base para estudos sobre os
efeitos de operadores construídos a partir de aproximações quadráticas, visando o tra-
tamento de funções ruidosas. A escolha de tal algoritmo-base é devida à simplicidade e
ao padrão de funcionamento bem definido desse algoritmo, o que facilita a observação
do efeito produzido pelos operadores de busca local propostos neste trabalho. Deve-se
notar que, mesmo com raio de busca σ constante (sem a regra do 1/5), há provas so-
bre a convergência global desta estratégia em certas circunstâncias [Rechenberg, 1973].
Não se estabelece aqui o objetivo da estruturação de um método heurístico de alto
desempenho. Se fosse este o caso, a busca local aqui proposta poderia ser acoplada a
estratégias mais complexas como o NBIPOPaCMA [Loshchilov, 2013], L-SHADE [Ta-
nabe & Fukunaga, 2014], SPS-L-SHADE-EIG [Guo et al., 2015], UMOEAII [Elsayed
et al., 2016], que são métodos vencedores de diferentes competições de otimização do
IEEE Congress on Evolutionary Computation dos anos de 2013, 2014, 2015 e 2016.
Entretanto, para o propósito aqui definido de análise das propriedades dos operado-
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res propostos no contexto de funções ruidosas, é mais adequada a utilização de um
algoritmo mais simples, com propriedades mais bem conhecidas.

A Tabela 2.3 lista, em ordem cronológica, uma compilação de diversas versões do
ES propostas para a otimização de funções mono-objetivo.

Tabela 2.3: Versões comuns do ES encontradas na literatura.

ES Características Principais

(µ, λ)-ES Primeiro ES que adapta uma matriz de covariância [Schwefel, 1981].

DR1
Reduziu a aleatoriedade da (µ, λ)-ES ao usar a largura da melhor mu-
tação para controlar o passo adaptativo e pela adoção de um parâmetro
que amortece flutuações indesejadas [Ostermeier et al., 1994a].

DR2

Na mutação, incluiu parâmetros para o tamanho do passo global e
local, e considerou o comprimento do passo adaptativo das melhores
soluções de iterações prévias para a geração dos filhos [Ostermeier
et al., 1994b].

(1, λ)-GSA-ES
Executou a mutação com uma distribuição normal, conforme adapta-
ção de uma matriz de covariância arbitrária [Hansen et al., 1995].

CMA-ES

Implementou a adaptação da matriz de covariância e a adaptação do
tamanho do passo cumulativo que permitiram o crescimento da proba-
bilidade da geração do mesmo passo de mutação, prover um controle
direto no mecanismo para a taxa de alterações nos parâmetros, e, no
caso de seleção aleatória, manter inalterados os valores dos parâmetros
da estratégia [Hansen & Ostermeier, 1996, 2001].

LS-CMA-ES
Uma implementação do CMA cuja matriz de covariância é adaptada
via estimação de mínimos quadrados [Auger et al., 2004].

LR-CMA-ES
Extensão do CMA-ES com reinicialização local, quando uma estagna-
ção é identificada [Auger & Hansen, 2005a].

IPOP-CMA-ES
Extensão do LR-CMA-ES com incremento no tamanho da população
antes da reinicialização [Auger & Hansen, 2005b].

(1+1)-Cholesky-
CMA-ES

Versão do CMA-ES que adapta a matriz de covariância através da
decomposição de Cholesky [Igel et al., 2006].

Active-CMA-ES
Utilizou também os filhos para adaptar a matriz de covariância, inclu-
sive usando os piores com peso negativo [Jastrebski & Arnold, 2006].

sep-CMA-ES
Reduziu a complexidade do CMA-ES em O(n) usando uma matriz de
covariância diagonal, que não é capaz de gerar mutações correlaciona-
das [Ros & Hansen, 2008].

xNES
Adaptou uma (1, λ)-ES para que os parâmetros das estratégias fossem
atualizados com o gradiente natural [Glasmachers et al., 2010].
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iCMAES-ILS
Realizou uma combinação entre o IPOP-CMA-ES e a heurística ILS
[Liao & Stuetzle, 2013].

NBIPOP-
aCMA-ES

É uma versão que duplica a população no processo de reinicialização
e diminui o tamanho do passo por um fator dado [Loshchilov, 2013].



Capítulo 3

Metodologia

Neste capítulo são inicialmente apresentadas as definições formais relacionadas com o
problema a ser tratado nesta tese. A seguir, é apresentado o algoritmo-base do tipo
Estratégia Evolutiva a partir do qual serão construídos os operadores propostos neste
trabalho. Uma versão desse algoritmo, empregando busca local, a ser empregada como
base de comparação com os algoritmos propostos nesta tese, é também discutida. É
apresentada depois, a técnica de aproximação linear ou quadrática de funções que
será empregada para a construção dos operadores de busca local aqui propostos. A
seguir, é descrita a estrutura de dados denominada randomized kd-tree, usada em duas
heurísticas propostas neste trabalho. São então explicados os dois testes estatísticos
usados nesta tese.

Este capítulo, por fim, apresenta as contribuições principais desta tese, que são
sintetizadas em três variações de estratégias evolutivas produzidas neste trabalho. A
primeira, é construída com a busca local baseada na otimização de aproximação linear-
quadrática e que utiliza a randomized kd-tree para armazenar e consultar soluções ava-
liadas durante a evolução. A segunda, utiliza um operador de comparação baseado no
teste-t de Student [Montgomery, 2012] com reamostragem dinâmica. A terceira, com-
bina a utilização do método de busca local baseado em aproximação linear-quadrática
com o operador de reamostragem e comparação que se baseia no teste-t.

3.1 Problema de Otimização Ruidosa

Um problema de otimização com um único objetivo pode ser representado através
da Equação 3.1. Neste problema, busca-se o vetor coluna de variáveis de decisão
x = [x1, . . . , xn]′ ∈ Rn que pertence ao conjunto de soluções factíveis S definido por
um conjunto de restrições de desigualdade, gi(x) ≤ 0,∀i ∈ {1, . . . , G}, igualdade,
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hi(x) = 0,∀i ∈ {1, . . . , H}, ou do tipo caixa, xinfi ≤ xi ≤ xsupi ,∀i ∈ {1, . . . , n},
xinf ,xsup ∈ Rn. Toda solução pertencente a S é dita ser factível, caso contrário,
infactível. Nos experimentos computacionais realizados neste trabalho são consideradas
apenas restrições do tipo caixa. O critério de qualidade das soluções é definido pela
função-objetivo f : Rn → R, considerada aqui como uma função caixa-preta, para a
qual se supõe o acesso apenas por meio de avaliações de seu valor em pontos isolados
do espaço Rn. Deseja-se encontrar a melhor solução factível x∗ ∈ S, chamada de ótimo,
com o menor valor possível de f , f(x∗).

x∗ = arg min f(x)

sujeito a: x ∈ S ⊆ Rn
(3.1)

Quando a avaliação da função-objetivo é somada a um ruído aleatório, F (x, ξ) =

f(x)+ξ, sendo ξ ∼ Ξ uma variável aleatória proveniente de uma distribuição qualquer, o
problema de otimização representado pela Equação 3.2 consiste em encontrar a solução
que otimize um estimador E :

x∗ = arg min E [F (x, ξ)]

sujeito a: x ∈ S ⊆ Rn
(3.2)

Esse estimador, que representa uma função de mérito, pode ser definido como um
quantil ou uma média. Tal problema de otimização é designado aqui por problema de
otimização ruidosa.

Para maiores detalhes sobre teoria da otimização, são sugeridos os textos de Boyd
& Vandenberghe [2004], Takahashi [2007] e Bertsekas [2016]. Para maiores detalhes
sobre otimização em ambientes ruidosos, são indicados os trabalhos de Jin & Branke
[2005], Merelo et al. [2015] e Rakshit et al. [2016].

3.2 Estratégia Evolutiva (1+1)-ES

A heurística Estratégia Evolutiva (1+1)-ES, representada na Figura 3.1 e designada
aqui por ES-BS (Evolution Strategy - BaSic version), é o algoritmo utilizado neste
trabalho tanto como bloco construtor para as heurísticas aqui propostas como tam-
bém para servir como base de comparação. A mesma foi selecionada devido à sua
simplicidade e às propriedades bem definidas de funcionamento que possui, conforme
discutido por Beyer & Schwefel [2002]. Essa versão canônica detém três parâmetros de
entrada: pu ∈ [0,8; 1,2] é o fator de n que define o número u de avaliações consecutivas
de objetivos para atualizar o raio σ (desvio padrão) para geração da solução filho no
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Entrada: pu, pa, pc
Dados: n,xinf ,xsup, Emax, f

1 início
2 u← bpu · nc;
3 asize ← bpa · nc;
4 σ ← 1;
5 xP ← U(n,xinf ,xsup);
6 fP ← f(xP ); E ← 1;
7 A← ∅;
8 enquanto E < Emax faça
9 xC ← xP + σ · [N1(0, 1), . . . ,Nn(0, 1)]′;

10 fC ← f(xC); E ← E + 1;
11 se fC < fP então
12 xP ← xC ; fP ← fC ;
13 A.Insere( sucesso );
14 senão
15 A.Insere( falha );
16 fim
17 se A.Tamanho() > asize então A.RemovePrimeiro();
18 se E mod u = 0 então
19 rt ← A.TotalDe( sucesso )/A.Tamanho();

20 σ ←





σ · pc se rt < 1/5
σ/pc se rt > 1/5
σ se rt = 1/5



;

21 fim
22 fim
23 fim
24 retorna xP

Figura 3.1: Estratégia Evolutiva (1+1)-ES designada por ES-BS.

ES; pa ∈ [5; 15] é o fator de n que determina o máximo, asize, de sucessos e falhas
consecutivas das soluções armazenadas na fila A; e pc ∈ [0,5; 1] é a constante usada na
regra do 1/5 para atualizar o valor de σ.

Este algoritmo inicialmente gera uniformemente uma solução pai, xP ∈ S, que
é avaliada pelo objetivo f . Em seguida, são inicializadas a variável E, responsável
pelo número de avaliações, e a fila de sucessos e falhas das soluções sucessivas, A, cujo
tamanho máximo é asize. No laço de repetição, que ocorre enquanto E não atinge
Emax, é gerada uma solução filho somando-se um vetor Gaussiano de média 0 e desvio
padrão σ com xP . Tal filho é avaliado e comparado com a solução pai. Se for melhor,
então este será o novo pai e um “sucesso” é inserido na fila A. Caso contrário, uma
“falha” é inserida. Se porventura A atingir o máximo de entradas, então remove-se
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a primeira entrada. No final do laço de repetição testa-se se chegou o momento de
atualizar o desvio padrão σ. Em caso positivo, este é corrigido de acordo com a regra
do 1/5, conforme a linha 20 do algoritmo apresentado na Figura 3.1.

Para maiores informações sobre inspirações biológicas, evolução histórica, versões
mais avançadas, outras propriedades técnicas e teoremas acerca do ES indicam-se os
textos de Beyer & Schwefel [2002], Bäck et al. [2013] e Hansen et al. [2015].

3.3 (1+1)-ES com Busca Local Baseada em

Quasi-Newton

A Figura 3.2 retrata o algoritmo ES-QN (Evolution Strategy with local search based on
Quasi-Newton algorithm), que se trata de uma modificação do algoritmo ES-BS com a
inclusão de uma busca local baseada em um algoritmo Quasi-Newton (ver linhas 18 a
20). Tal busca local é adequada para a otimização de funções não lineares para as quais
o gradiente e a hessiana não se encontram disponíveis a priori. Além dos parâmetros
presentes no algoritmo ES-BS, há dois outros parâmetros adicionais: pl ∈ [0,01; 0,5]

representa a probabilidade de ocorrer a busca local; e pε ∈ [1e−4; 1] é usado no critério
de parada como um valor de tolerância para findar a busca local e também no cálculo
do vetor gradiente via diferenças finitas.

Após a análise do tamanho da fila de sucessos/insucessos, sorteia-se um número
proveniente da distribuição uniforme entre 0 e 1. Se tal valor aleatório for menor que
pl, a busca local ocorrerá através do algoritmo Quasi-Newton, delineado na Figura 3.3.
Este, respectivamente, receberá como parâmetros a solução pai e a respectiva avaliação
de objetivo, a função-objetivo, os limites da região de busca, o valor de erro tolerável,
e os números de avaliações corrente e máximo permitidos.

A estimação iterativa da hessiana é realizada utilizando o método BFGS. Primei-
ramente, ela é iniciada como uma matriz identidade na linha 4, e depois é seguidamente
atualizada conforme a linha 16. A correção das entradas desta matriz usa a hessiana
corrente, Hk, e os vetores de diferença entre soluções consecutivas, vk, e entre gradien-
tes estimados, rk. Note que r′k e v′k são as transposições de rk e vk, respectivamente.

Ressalta-se aqui a obtenção do vetor gradiente aproximado, gk, nas linhas 6 e
13, usado para determinar a direção de busca dk, juntamente com a hessiana. Tal
gradiente é obtido via técnica das diferenças finitas do tipo “à frente” (forward), que
implica no cômputo de n avaliações adicionais de função-objetivo.

Para sair do laço de repetição da busca local, deve-se atender pelo menos uma
de três condições em CriterioDeParada: analisa-se o número de avaliações de função-
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Entrada: pu, pa, pc, pl, pε
Dados: n,xinf ,xsup, Emax, f

1 início
2 u← bpu · nc;
3 asize ← bpa · nc;
4 σ ← 1;
5 xP ← U(n,xinf ,xsup);
6 fP ← f(xP ); E ← 1;
7 A← ∅;
8 enquanto E < Emax faça
9 xC ← xP + σ · [N1(0, 1), . . . ,Nn(0, 1)]′;

10 fC ← f(xC); E ← E + 1;
11 se fC < fP então
12 xP ← xC ; fP ← fC ;
13 A.Insere( sucesso );
14 senão
15 A.Insere( falha );
16 fim
17 se A.Tamanho() > asize então A.RemovePrimeiro();
18 se U(0, 1) < pl então
19 [xL, fL, E]← QuasiNewton(xP , fxP , f,x

inf ,xsup, pε, E, Emax);
20 se fL < fP então xP ← xL; fP ← fL;
21 fim
22 se E mod u = 0 então
23 rt ← A.TotalDe( sucesso )/A.Tamanho();

24 σ ←





σ · pc se rt < 1/5
σ/pc se rt > 1/5
σ se rt = 1/5



;

25 fim
26 fim
27 fim
28 retorna xP

Figura 3.2: (1+1)-ES com busca local baseada em Quasi-Newton designada por ES-
QN.
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Entrada: x, fx, f,xinf ,xsup, ε, E,Emax
Dados: n

1 início
2 k ← 0;
3 xk ← x;
4 fxk ← fx;
5 Hk ← I;
6 [gk, E]← Gradiente(xk, fxk , f, ε, E);
7 enquanto (verdadeiro) faça
8 dk ← −Hkgk;
9 δk ← arg minδ f(xk + δdk) s. a: (xinf ≤ xk + δdk ≤ xsup);

10 xk+1 ← xk + δkdk;
11 fxk+1

← f(xk+1);
12 E ← E + 1;
13 [gk+1, E]← Gradiente(xk+1, fxk+1

, f, ε, E);
14 vk ← xk − xk+1;
15 rk ← gk − gk+1;
16 se CriterioDeParada(E,Emax,vk, rk, ε) então
17 saia do enquanto;
18 fim

19 Hk+1 ← Hk +
(

1 +
r′kHkrk
r′kvk

)
− vkr

′
kHk+Hkrkv

′
k

r′kvk
;

20 k ← k + 1;
21 fim
22 fim
23 retorna [xk, fxk , E]

Figura 3.3: Função QuasiNewton utilizada para encontrar um mínimo local de uma
função não linear.

objetivo E (também considerando as avaliações no interior do cálculo do gradiente e
seção áurea) que deve ser maior ou igual ao limite especificado Emax, e uma das normas
Euclidianas de diferenças entre duas respectivas soluções ou dois respectivos gradientes,
ser menor ou igual ao limiar ε.

Menciona-se que não foi necessário o uso de métodos de penalidade uma vez que,
antes da execução do algoritmo da seção áurea, projeta-se o ponto extremo, contrário
à direção dk, no limite da região de busca. Para maiores detalhes sobre os métodos
Quasi-Newton, recomenda-se a leitura de Takahashi [2007].
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3.4 Aproximação Linear e Quadrática

Dado um conjunto de soluções avaliadas, os algoritmos propostos nesta tese aproximam
uma função-objetivo por uma função linear ou quadrática no procedimento de busca
local. A partir dessa aproximação é possível determinar o ponto de ótimo da função de
aproximação que, por construção, tende a capturar localmente a tendência da função
original. A solução encontrada pela busca local é retornada para o algoritmo evolutivo.
Dessa forma, espera-se que tal solução seja razoável para o problema original, de modo
a melhorar a convergência da heurística otimizadora.

Seja a função f : Rn → R e B = {(x1, f(x1)), . . . , (xK , f(xK))} um conjunto de
pares ordenados, dado por vetores com suas respectivas avaliações (B aqui também é
chamado de base ou histórico de soluções avaliadas). A aproximação quadrática de f ,
f̃ : Rn → R, conforme Equação 3.3, sendo c0 ∈ R o termo independente, c ∈ Rn o
vetor coluna que representa o termo linear e C ∈ Rn×n a matriz hessiana, é tal que o
conjunto de parâmetros pf̃ =

[
c0 . . . c(n2−n)/2

]
minimize uma norma para o vetor de

erro e =
[
f̃(x1)− f(x1) . . . f̃(xK)− f(xK)

]
.

f̃(x) = c0 + c′x + 0,5x′Cx

= c0 +
[
c1 . . . cn

]
x + 0,5x′




cn+1 c2n+1 . . . c3n−2 c3n−1

c2n+1 cn+2 . . . c4n−4 c4n−3

...
... . . . ...

...
c3n−2 c4n−4 . . . c2n−1 c(n2+3n)/2

c3n−1 c4n−3 . . . c(n2+3n)/2 c2n



x

(3.3)

Neste trabalho, a aproximação é realizada por regressão linear [Montgomery,
2012] de acordo com as seguintes regras em relação ao número de soluções avaliadas
durante a execução do algoritmo: se houver K > (n2 + 3n)/2 + 1 amostras, uma apro-
ximação quadrática considerando uma matriz hessiana simétrica arbitrária será calcu-
lada. Se 2n+1 < K ≤ (n2+3n)/2+1, será calculada uma aproximação quadrática com
hessiana diagonal (removem-se os parâmetros de fora da diagonal de C). Finalmente,
se n + 1 < K ≤ 2n + 1, uma aproximação linear será determinada (remove-se a parte
quadrática do modelo). Usando a Equação 3.3, realiza-se a aproximação via regressão
linear utilizando a Equação 3.4, que é solucionada pelo método de Householder com



26 Capítulo 3. Metodologia

decomposição QR e pivotação completa [Björck, 1996].

y = Xp + ε⇒ p̂ = (X′X)−1Xy, em que:

y =




f(X1)
...

f(XK)


 ε =




ε(1)

...
ε(K)


 p =




c0

...
c(n2+3n)/2




X =




1 x
(1)
1 . . . x

(1)
n x

(1) 2
1 . . . x

(1) 2
n x

(1)
1 x

(1)
2 . . . x

(1)
n−1x

(1)
n

...
...

...
1 x

(K)
1 . . . x

(K)
n x

(K) 2
1 . . . x

(K) 2
n x

(K)
1 x

(K)
2 . . . x

(K)
n−1x

(K)
n




(3.4)

O modelo de regressão linear foi escolhido devido à vantagem do baixo custo
computacional quando comparado aos modelos de programação linear [da Cruz et al.,
2011b] ou quadrática e desigualdades matriciais lineares [Fonseca & Wanner, 2016].
Por outro lado, estes três últimos são capazes de garantir a convexidade da quadrática,
algo inexistente neste modelo de regressão. Deste modo, como a hessiana da função
quadrática pode ser não semidefinida positiva, o problema de encontrar o ótimo global
é NP-Difícil [Van Thoai, 2005], pois existe a possibilidade de existirem mínimos locais
quando há restrições limitando as variáveis. Inclusive, há situações em que a função
original é convexa e a regressão linear pode retornar uma aproximação quadrática
não convexa [Den Hertog et al., 2002]. Desse modo, a busca local aqui proposta se
baseia na heurística de sortear um vetor na vizinhança da solução pai do ES para ser
o ponto inicial e, utilizando um algoritmo Quasi-Newton, encontrar um ótimo local da
aproximação dentro de um raio, na região de busca.

3.5 Randomized KD-Tree

Dados um espaço métrico (aqui considera-se o Euclidiano) e um vetor de referência, a
consulta de outros K vetores vizinhos armazenados em um banco de soluções avaliadas,
com N ≥ K entradas, possui grande importância em aplicações nas áreas de visão
computacional, aprendizado de máquina e mineração de dados, quando se consideram
problemas de se gerar informação de caráter local relativa ao vetor de referência. Em
tais aplicações, a estrutura de dados empregada para armazenamento da informação
será determinante para a eficiência do acesso aos pontos pertencentes à vizinhança do
vetor de referência.
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Neste trabalho de tese, conforme Seção 3.4, deseja-se selecionar um subconjunto
de soluções previamente avaliadas durante as iterações de um algoritmo evolutivo que
serão utilizadas no processo de aproximação funcional na vizinhança de um ponto,
para a execução de uma busca local ao redor desse ponto. Se acaso tal subconjunto
representativo da vizinhança do ponto não fosse utilizada, uma forma de reunir uma
amostra seria avaliar novas soluções na vizinhança do vetor de referência, como re-
alizado em [da Cruz et al., 2011a]. Entretanto, a adoção do banco de soluções tem
a vantagem de aproveitar o histórico da evolução dos valores de função-objetivo sem
avaliações adicionais.

Em uma implementação do armazenamento da informação sem o uso de uma
estrutura de dados espacial, em cada execução do procedimento de seleção dos pon-
tos vizinhos pode-se calcular e armazenar em um vetor as N distâncias em relação
ao ponto de referência em O(N). Depois, o vetor contendo tais distâncias pode ser
parcialmente ordenado a um custo O(N logN), de forma a permitir a determinação
dos K vizinhos mais próximos. Uma desvantagem em tal processo é que sempre se
faz necessário o cômputo das distâncias, em um contexto no qual o valor de N cresce
à medida em que avançam as iterações do algoritmo evolutivo. Ademais, em tal pro-
cedimento haveria a característica determinística de se trazer exatamente os vizinhos
mais próximos. Se porventura houvesse alguma pequena aleatoriedade na seleção de
vizinhos, a aproximação funcional poderia variar um pouco, em problemas não lineares,
e retornar soluções guiadas pelo histórico e ligeiramente diferentes, contribuindo assim
para a diversificação da busca.

Para melhorar a eficiência de procedimentos de extração dos vizinhos mais pró-
ximos, diversas estruturas de dados em formato de árvore foram propostas ao longo
do tempo. A kd-tree é uma das estruturas mais conhecidas para o armazenamento
de informações a respeito de vizinhos mais próximos. Para a construção da árvore
há um custo O(nN logN) e para a consulta dos K vizinhos há um custo esperado de
O(K logN) em baixas dimensões [Friedman et al., 1977]. Porém, a performance deste
procedimento sofre rápida degradação com o aumento da dimensão, havendo a necessi-
dade de visitar muito mais ramificações da árvore durante a pesquisa, convergindo em
direção a O(KN).

Uma forma de se melhorar essa eficiência foi a criação das randomized kd-trees,
que são capazes de realizar uma busca aproximada pelos K vizinhos de forma paralela
em uma floresta. Tais randomized kd-trees que a compõem são construídas através de
uma divisão espacial partindo primeiro das dimensões de maior variância, usando um
componente aleatório [Muja & Lowe, 2009]. Com o uso das randomized kd-trees se
torna possível o armazenamento e consulta de soluções previamente avaliadas que são
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vizinhas mas não necessariamente aquelas mais próximas do ponto de referência, para
aplicar no processo de aproximação funcional a um custo computacional satisfatório.

Para maiores detalhes técnicos sobre a randomized kd-trees, sugerem-se os artigos
[Muja & Lowe, 2009] e [Muja & Lowe, 2014]. Outros trabalhos experimentais, que
comparam a eficácia desta estrutura de dados em relação a outras ou que a utilizam
em aplicações específicas com variações na implementação, podem ser encontradas nos
trabalhos [Emiris & Nicolopoulos, 2013; Wan et al., 2014; Hutama et al., 2016; Xu
et al., 2016; Hu et al., 2016].

3.6 Testes Estatísticos

Esta seção apresenta os testes estatísticos utilizados neste trabalho. Inicialmente é
apresentado o teste-t de Student [Montgomery, 2012], aplicado no operador de compa-
ração e reavaliação dinâmica, que é usado em duas das heurísticas propostas. Depois,
apresenta-se o teste não paramétrico de Quade [Conover, 1999; García et al., 2010],
que é usado para analisar a mediana dos dados gerados pelos experimentos desta tese.

3.6.1 Teste-t de Student

O teste-t de Student para duas amostras assume três condições [Montgomery, 2012]: (i)
as variáveis aleatórias seguem uma distribuição Gaussiana; (ii) as variâncias destas são
idênticas; e (iii) as duas amostras são independentes. A estatística de teste, apresentada
pela Equação 3.5, é usada para testar a hipótese nula que afirma serem iguais as médias
das amostras 1 e 2, em que n1 e n2, x1 e x2, e s2

1 e s2
2, são o número de observações, a

média amostral e a variância estimada das amostras 1 e 2, respectivamente.

t0 =
x1 − x2√

(n1 − 1)s2
1 + (n2 − 1)s2

2

n1 + n2 − 2

(
1

n1

+
1

n2

) (3.5)

Para testar a hipótese nula, com um nível de significância α ∈ [0; 1], compara-se
t0 com a distribuição t com n1 + n2 + 1 graus de liberdade. Se |t0| > tα/2,n1+n2+1,
então rejeita-se a hipótese nula, e aceita-se a alternativa que afirma que as médias são
desiguais.

Este teste é usado para comparar os valores de função-objetivo ruidosa, prove-
nientes de múltiplas avaliações de duas soluções distintas, durante as iterações das
estratégias evolutivas que usam um operador que realiza a comparação das soluções
considerando uma confiança estatística. Deseja-se que tal comparação melhore a de-
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Tabela 3.1: Organização dos dados para o teste de Quade.

Tratamento
Bloco 1 2 . . . t

1 d1,1 d1,2 . . . d1,t

2 d2,1 d2,2 . . . d2,t
...

...
...

...
...

b db,1 db,2 . . . db,t

cisão sobre qual é a melhor solução, quando se otimiza uma função-objetivo ruidosa.
Este comportamento é esperado mesmo quando as amostras não respeitam a condição
de seguirem uma distribuição Gaussiana, como ocorreu no trabalho [Syberfeldt et al.,
2010].

3.6.2 Teste de Quade

O teste não paramétrico de Quade, proposto em [Quade, 1979], analisa a existência de
diferença significativa entre as medianas de tratamentos em um projeto experimental
com blocos completos e aleatorizados. Nesta tese, este teste é usado para analisar se
há diferença entre as heurísticas investigadas nos diferentes experimentos.

Para realização do teste de Quade devem existir pelo menos t ≥ 2 tratamentos
organizados em b blocos, conforme organização apresentada pela Tabela 3.1, em que
di,j é a observação do i-ésimo bloco, i ∈ {1; 2; . . . ; b}, para o j-ésimo tratamento, j ∈
{1; 2; . . . ; t}. Além do mais, as seguintes hipóteses são assumidas: (i) cada informação
de um bloco é obtida de forma independente; (ii) os dados podem ser ranqueados; e
(iii) em cada bloco, os dados possuem um valor mínimo e máximo de modo que se
possa determinar um intervalo entre eles [Conover, 1999].

Seja ri,j o ranque (colocação em uma ordenação crescente) assinalado ao dado
di,j dentro do próprio bloco. Se houver empate entre tratamentos, a média dos ranques
é computada e atribuída para estes no bloco. Seja qi o cômputo da diferença entre o
maior e o menor valor observado no i-ésimo bloco. Considere si,j = qi(ri,j − (t + 1)/2)

e sj =
∑b

i=1 si,j. Deste modo, a estatística f0, apresentada pela Equação 3.6, é usada
para testar a hipótese nula que afirma que todos os tratamentos possuem o mesmo
efeito, com um nível de significância α ∈ [0; 1].

f0 =
(b− 1)(1/b)

∑t
i=1(sj)

2

∑b
i=1

∑t
j=1(si,j)2 − (1/b)

∑t
i=1(sj)2

(3.6)

Isto é feito ao comparar com a distribuição T com t − 1 e (b − 1)(t − 1) graus de
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liberdade. Deste modo, se f0 > F(α,t−1,(b−1)(t−1)) então a hipótese nula é rejeitada e
considera-se que há pelo menos um par de tratamentos que se diferencia pela mediana.

Quando é detectada diferença significativa no interior de pelo menos um par de
tratamentos, é de interesse identificar quais se diferenciam. Para isto, deve-se realizar
um teste posterior que compara cada par de tratamentos. Aqui, para dois tratamentos
distintos i e j, existe diferença se a condição da Equação 3.7, que usa a distribuição t,
é satisfeita.

|si − sj| < t(1−α/2,(b−1)(t−1))

√
2b(
∑b

i=1

∑t
j=1(si,j)2 − (1/b)

∑t
i=1(sj)2)

(b− 1)(t− 1)
(3.7)

Salienta-se que a significância é ajustada através do procedimento de Holm [García
et al., 2010] para reduzir o erro do tipo 1.

3.7 Algoritmos Propostos

3.7.1 ES-AP

A Figura 3.4 exibe um dos algoritmos propostos neste trabalho, denominado ES-AP
(Evolution Strategy with least squares APproximation). Esse algoritmo utiliza uma
busca local que (i) consulta uma amostra de soluções vizinhas previamente avaliadas,
em uma randomized kd-tree; (ii) realiza uma aproximação linear ou quadrática, que é
otimizada em uma região delimitada pelo raio σ da estratégia evolutiva, sendo o centro
a solução pai; e (iii) retorna o ótimo aproximado para o algoritmo evolutivo como uma
solução filho.

Além dos parâmetros originários do ES-BS, pu ∈ [0,8; 1,2], pa ∈ [5; 15] e pc ∈
[0,5; 1]; há agora outros quatro parâmetros: pl ∈ [0,01; 0,5] representa a probabilidade
de ocorrer a busca local em uma iteração; pε ∈ [1e− 4; 1] é usado no critério de parada
e no cálculo do vetor gradiente, via diferenças finitas, para a rotina Quasi-Newton de
minimização da função de aproximação; pdb ∈ [1,1; 5] é o coeficiente do número de
parâmetros da aproximação quadrática com hessiana simétrica cheia, 1 + (n2 + 3n)/2,
para determinar o número máximo de soluções armazenadas em um banco de soluções;
e psp ∈ [1; 3] é o fator do número de parâmetros da função quadrática com hessiana
simétrica cheia para determinar o número máximo de soluções vizinhas extraídas do
banco para realizar a aproximação funcional.

Para se inicializar o ES-AP, definem-se o número de parâmetros da função linear,
sl, da função quadrática com hessiana diagonal, sdh, e da função quadrática simétrica
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Entrada: pu, pa, pc, pl, pε, pdb, psp
Dados: n,xinf ,xsup, Emax, f

1 início
2 sl ← n+ 1; sdh ← 2n+ 1; ssh ← 1 + (n2 + 3n)/2;
3 dbsize ← bpdb · sshc; spsize ← bpsp · sshc; u← bpu · nc; asize ← bpa · nc;
4 σ ← 1;
5 xP ← U(n,xinf ,xsup); fP ← f(xP ); E ← 1;
6 B ← ∅; B.Insere((xP , fP ));
7 A← ∅;
8 blsuc ← falso;
9 enquanto E < Emax faça

10 xC ← xP + σ · [N1(0, 1), . . . ,Nn(0, 1)]′; fC ← f(xC); E ← E + 1;
11 B.Insere((xC , fC));
12 se B.Tamanho() > dbsize então B.RemovePrimeiro();
13 se fC < fP então
14 xP ← xC ; fP ← fC ; A.Insere( sucesso );
15 senão
16 A.Insere( falha );
17 fim
18 se A.Tamanho() > asize então A.RemovePrimeiro();
19 se U(0, 1) < pl ∨ blsuc então
20 f̃ ← Aproxima(xP , B, spsize, sl, ssh, ssh);
21 se HouveAproximacao(f̃) então
22 xL ← QuasiNewtonApx(xP , f̃ ,x

inf ,xsup, σ, pε);
23 fL ← f(xL); E ← E + 1; B.Insere((xL, fL));
24 se B.Tamanho() > dbsize então B.RemovePrimeiro();
25 se fL < fP então
26 xP ← xL; fP ← fL; A.Insere( sucesso );
27 blsuc ← verdadeiro;
28 senão A.Insere( falha ); blsuc ← falso ;
29 fim
30 fim
31 se E mod u = 0 então
32 rt ← A.TotalDe( sucesso )/A.Tamanho();

33 σ ←





σ · pc se rt < 1/5
σ/pc se rt > 1/5
σ se rt = 1/5



;

34 fim
35 fim
36 fim
37 retorna xP

Figura 3.4: (1+1)-ES com busca local baseada na otimização de aproximação linear-
quadrática designada por ES-AP.
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cheia, ssh. Decide-se a quantidade máxima de soluções avaliadas a serem armazenadas
no banco de soluções (histórico avaliado) B, dbsize, o tamanho máximo da amostra de
vizinhos avaliados para realizar a aproximação funcional, spsize, o número de avaliações
consecutivas para atualizar o desvio σ, u, e o comprimento máximo do registro de
sucessos e falhas das soluções geradas seguidamente, asize. A seguir, estabelece-se o
valor do desvio padrão a ser empregado e a primeira solução pai é gerada e avaliada.
Tal progenitor é inserido com a respectiva avaliação em um par ordenado no banco de
soluções avaliadas, previamente inicializada. A fila de sucessos e falhas começa vazia
e a variável booleana blsuc, que armazena a informação sobre o sucesso da busca local,
recebe o valor falso.

Dentro do laço de repetição, uma solução filho é gerada, avaliada e armazenada
no banco de pontos avaliados. Se esta for melhor que o pai atual, tal filho passa a
assumir o posto parental. A informação sobre o sucesso do novo filho é arquivada na
fila A. Depois, caso necessário, mantém-se o limite de asize sucessos e falhas sucessivas,
com a retirada do primeiro registro da fila. Em seguida, verifica-se se ocorrerá a busca
local, que ocorre quando um número aleatório gerado a partir de uma distribuição
uniforme é menor do que o valor de probabilidade, pl, ou se a busca local executada na
iteração anterior gerou uma solução melhor que o pai corrente daquela iteração (blsuc
é verdadeiro).

Se for ocorrer a busca local, então a função Aproxima receberá como parâmetros:
um vetor centro na região de busca, xP , o banco de soluções previamente avaliadas,
B, a quantidade máxima de amostras que serão usadas para se gerar a aproximação,
spsize, e os números de parâmetros das funções linear, sl, quadrática com hessiana
diagonal, sdh, e simétrica, ssh. Inicialmente, um conjunto de até spsize vizinhos mais
próximos e distintos de xP será selecionado a partir de B. Se porventura a quantidade
de pares ordenados (solução e avaliação) extraída de B for menor ou igual a pl, então
não ocorrerá aproximação funcional. Se for maior que pl e menor ou igual a pdh, f̃ apro-
ximará linearmente a função f . Se for maior que pdh e menor ou igual a psh, ocorrerá
a aproximação por uma função quadrática com hessiana diagonal. Para uma situação
com mais de psh amostras, a aproximação será feita por uma função quadrática com
hessiana simétrica arbitrária. Em qualquer caso, utiliza-se a formulação apresentada
na Equação 3.3.

O próximo passo é verificar o resultado da tentativa de aproximação funcional.
Em caso negativo, prossegue-se para as operações restantes da estratégia evolutiva. Em
caso positivo, executa-se o procedimento QuasiNewtonAprx, ilustrado pela Figura 3.5,
que possui os seguintes parâmetros: um vetor centro, x, a função aproximada, f̃ , os
limites inferiores e superiores, xinf e xsup, um raio r que delimita o ótimo da aproxi-
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Entrada: x, f̃ ,xinf ,xsup, r, pε
Dados: n

1 início
2 lsqtd ← min(br · nc, n);
3 f̃L ←∞;
4 para i ∈ {1, . . . , lsqtd} faça
5 xtmp ← [x[1] + U(−r, r), . . . ,x[n] + U(−r, r)]′;
6 f̃tmp ← f̃(xtmp);
7 [xtmp, f̃tmp]← QuasiNewton2(xtmp, f̃tmp, f̃ ,x

inf ,xsup, pε,x, r);
8 se f̃tmp < f̃L então
9 xL ← xtmp;

10 f̃L ← f̃tmp;
11 fim
12 fim
13 fim
14 retorna xL

Figura 3.5: FunçãoQuasiNewtonApx de otimização da aproximação linear-quadrática.

mação em uma hiperesfera cujo centro é x, e um limiar pε usado na implementação do
algoritmo Quasi-Newton para otimizar a aproximação no critério de parada e cômputo
do gradiente (conforme feito na Figura 3.3).

Nos casos em que f̃ é uma quadrática, há a possibilidade de haver diversos ótimos
locais sobre a hiperesfera de centro x e raio r. Por isso, para otimizar a aproximação,
é executado um algoritmo Quasi-Newton lsqtd vezes, número este proporcional ao ta-
manho do raio e dimensão do problema, com diferentes pontos iniciais. Uma diferença
desta versão em relação àquela apresentada pela Figura 3.3 é que esta última também
trata a restrição do ótimo estar dentro da hiperesfera de centro x e raio r. Ademais,
como se otimiza a aproximação, não há gasto com avaliações de função-objetivo du-
rante esta busca local. As iterações deste Quasi-Newton terminam com os mesmos
critérios usados pela versão da Figura 3.3. No final de QuasiNewtonApx, a melhor
solução encontrada de acordo com f̃ nas lsqtd iterações é retornada para o algoritmo
evolutivo. Tal solução obtida via busca local é avaliada e comparada com a solução
pai. Se for melhor, então esta assume o posto do pai e um “sucesso” é enfileirado. Caso
contrário, uma “falha” é registrada.

Com o fluxo da aplicação de volta para a estratégia evolutiva, a última ação no
laço de repetição diz respeito a atualização de σ pela regra do 1/5. Estas operações se
repetem até que o máximo de avaliações de função-objetivo seja atingido. Ao final, a
melhor solução encontrada, xP , é retornada.
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Entrada: pu, pa, pc, puE, pα
Dados: n,xinf ,xsup, Emax, f

1 início
2 u← bpu · nc; asize ← bpa · nc;
3 xP ← U(n,xinf ,xsup); FP ← ∅;
4 fP ← f(xP ); FP .Insere(fP ); /* 2x */
5 E ← 2; uE ← 2;
6 σ ← 1; A← ∅;
7 enquanto E < Emax faça
8 xC ← xP + σ · [N1(0, 1), . . . ,Nn(0, 1)]′; FC ← ∅;
9 fC ← f(xC); FC .Insere(fC); /* 2x */

10 E ← E + 2; uE ← 1 + dpuE · E/Emaxe;
11 [c, E]← Compara(xC , FC ,xP , FP , pα, f, uE,E,Emax);

12 se c = “C
pα
< P” então

13 xP ← xC ; FP ← FC ; A.Insere( sucesso );
14 senão A.Insere( falha );
15 se A.Tamanho() > asize então A.RemovePrimeiro();
16 se E mod u = 0 então
17 rt ← A.TotalDe( sucesso )/A.Tamanho();

18 σ ←





σ · pc se rt < 1/5
σ/pc se rt > 1/5
σ se rt = 1/5



;

19 fim
20 fim
21 fim
22 retorna xP

Figura 3.6: (1+1)-ES com operador de comparação com confiança estatística designada
por ES-CC.

3.7.2 ES-CC

Outra heurística projetada nesta tese, ES-CC (Evolution Strategy with Comparison
based on statistical Confidence), exibida na Figura 3.6, é uma versão do ES-BS com
o operador de comparação baseado no teste-t de Student para duas amostras [Mont-
gomery, 2012] e reavaliação dinâmica, voltada exclusivamente para otimizar objetivos
ruidosos. Esta implementação possui cinco parâmetros que são os três presentes no
ES-BS, pu ∈ [0,8; 1,2], pa ∈ [5; 15] e pc ∈ [0,5; 1]; e mais os outros dois que são:
puE ∈ {2; . . . ; 10}, o número máximo de reavaliações para uma única solução, no final
da execução; e pα ∈ [0,6; 0,9], o nível de confiança adotado no teste-t pelo operador de
comparação (ou seja, o nível de significância é 1− pα).

No ES-CC, cada solução é avaliada pelo menos duas vezes em relação a função-
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objetivo. O número de reavaliações é limitado por uma quantidade que cresce linear-
mente com o avanço das avaliações global até um limiar predefinido. A qualidade de
uma solução é dada pela amostra avaliada de objetivo. No operador proposto, para
comparar os valores de função-objetivo avaliados de duas soluções, utiliza-se o teste-t
de Student para duas amostras. Se houver diferença significativa, então a heurística
prossegue usando a informação obtida. Se não foi detectada diferença, então aquela
solução de maior variância na amostra avaliada é reamostrada, desde que não tenha
ainda atingido o máximo permitido de reavaliações. Caso este limite já tenha sido
alcançado, então a outra solução deve ser reavaliada caso não tenha atingido o máximo
permitido de avaliações por solução. Se ambas soluções já tiverem atingido o máximo
de reavaliações, então a comparação é feita usando-se a média amostral. Tal operador
visa aumentar o grau de certeza na realização de operações de tomada de decisão no
interior do algoritmo que envolvam a comparação entre valores de função-objetivo em
pontos distintos. Almeja-se, assim, empregar um maior esforço computacional no mo-
mento em que as soluções já se encontram evoluídas, quando é de se esperar que haja
maior semelhança entre as soluções sendo consideradas.

Inicialmente, no algoritmo, define-se o número de avaliações consecutivas para se
atualizar o raio σ, u, e o tamanho da fila de sucessos/falhas, asize. Gera-se a solução pai,
xP , cujo conjunto de avaliações, FP , é inicializado. Na linha seguinte, o progenitor é
avaliado duas vezes e tais valores de objetivo são armazenados. Em seguida, o número
corrente de avaliações global, E, a quantidade máxima de reavaliações por solução,
uE, o desvio padrão para geração de filhos (raio), σ, e a fila de sucessos/falhas, A, são
inicializados.

No laço de repetição, que dura enquanto o número de avaliações global não atin-
gir um máximo, ocorre o processo evolutivo. Gera-se a solução filho, que é avaliada
duas vezes inicialmente. Atualiza-se o total de avaliações global, E, e o máximo de
reavaliações permitidas por uma única solução, uE.

A comparação baseada em confiança entre o pai e o filho ocorre em seguida na
função Compara, delineada na Figura 3.7, que recebe como parâmetros um par de
soluções com as respectivas avaliações (por referência), o nível de confiança, a função-
objetivo ruidosa, o número máximo de avaliações permitida por solução, a quantidade
global de avaliações de função-objetivo já realizadas e o total de avaliações que o
algoritmo pode avaliar. De início, supõe-se que ambas soluções são iguais até que
se mostre o contrário. No laço, que é executado apenas quando está disponível a
possibilidade de realizar novas avaliações de função-objetivo, realiza-se o teste-t com
significância 1−pα entre os conjuntos avaliados. Como resultado da comparação, pode-
se retornar “i

pα
< j”, “i

pα
> j” ou “i

pα
= j”, se i é estatisticamente menor, ou maior que j,
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Entrada: xi, Fi,xj, Fj, pα, f, uE,E,Emax
1 início
2 c← “i

pα
= j”;

3 enquanto E < Emax faça
4 c← TesteT (Fi, Fj, pα);

5 se (c ∈ {“i pα< j”, “i
pα
> j”}) ∨ (Fi.E = uE ∧ Fj.E = uE) então

6 saia do enquanto;
7 fim
8 se (Desvio(Fi) > Desvio(Fj) ∧ Fi.E < uE) ∨ Fj.E = uE então
9 fi ← f(xi); Fi.Insere(fi); B.Insere((xi, fi));

10 senão
11 fj ← f(xj); Fj.Insere(fj); B.Insere((xj, fj));
12 fim
13 E ← E + 1;
14 fim
15 se c = “i

pα
= j” então

16 se Media(Fi) < Media(Fj) então c← “i
pα
< j”;

17 senão c← “i
pα
> j”;

18 fim
19 fim
20 retorna [c, E]

Figura 3.7: Função Compara que confronta duas soluções com base no teste-t e realiza
reavaliações para reduzir o desvio.

ou não existe diferença significativa entre ambas, respectivamente. Se ambas soluções
foram amostradas até o máximo permitido ou se foi detectada a diferença, então aborta-
se o laço de repetição. Caso contrário, avalia-se aquela solução que apresenta o maior
desvio padrão e que não tenha atingido o número máximo de avaliações por solução.
Se ambas soluções forem avaliadas até o máximo permitido e ainda não tiver sido
detectada diferença, então a média amostral é usada para determinar o resultado da
comparação. Também é retornado o número global de avaliações atualizado.

Este procedimento é utilizado para decidir se a diferença entre as amostras de
valores de objetivos provenientes de duas soluções distintas é significativa ou não, sendo
eventualmente recomendada nova reavaliação de soluções neste último caso.

De volta, no escopo do algoritmo evolutivo, se o filho for melhor que o pai, ocorre
a substituição deste por aquele. A informação sobre o sucesso ou falha desse filho é
enfileirada em A. Por último, verifica-se se é o momento de se aplicar a regra do 1/5
para atualização do raio σ. Em caso positivo, isto é feito.

Esta heurística opera segundo princípios que são parecidos com os que são empre-



3.7. Algoritmos Propostos 37

gados em diversos algoritmos propostos na literatura para o tratamento de problemas
de otimização de funções ruidosas [Aizawa & Wah, 1994; Miller, 1997; Jin & Branke,
2005; Siegmund et al., 2013; Li et al., 2014; Akimoto et al., 2015; Rakshit et al., 2016;
Merelo et al., 2016].

3.7.3 ES-APCC

A última heurística proposta nesta parte da tese, ES-APCC (Evolution Strategy with
least squares APproximation and Comparison based on statistical Confidence), é mos-
trada na Figura 3.8. Esta heurística é uma combinação do ES-AP e ES-CC, que
também é especificamente orientada para problemas de otimização ruidosos. Dessa
forma, como no ES-CC, soluções já avaliadas são reavaliadas e comparadas pelo opera-
dor que usa o teste-t [Montgomery, 2012], conforme algoritmo delineado na Figura 3.7.
Tais avaliações são usadas na busca local para gerar a aproximação linear-quadrática
que é otimizada pelo algoritmo da Figura 3.5, assim como é feito no ES-AP. Com a
combinação destes dois operadores, espera-se um bom aproveitamento na busca global
e local pelas soluções dos problemas.

No ES-APCC há nove parâmetros, sendo os sete primeiros provenientes do ES-
AP e os dois últimos adicionados ao ES-CC, que são: pu ∈ [0,8; 1,2], pa ∈ [5; 15],
pc ∈ [0,5; 1], pl ∈ [0,01; 0,5], pε ∈ [1e−4; 1], pdb ∈ [1,1; 5], psp ∈ [1; 3], puE ∈ {2; . . . ; 10},
e pα ∈ [0,6; 0,9].

A inicialização do ES-APCC é similar à do ES-AP. Em adição a tal processo,
inicializa-se a solução pai, a estrutura que armazena o conjunto de avaliações ruidosas
do progenitor e o banco de soluções avaliadas. Em seguida e em duas vezes, avalia-
se, armazena-se a avaliação do pai em FP e insere-se tal amostra no banco. Com
isso, armazena-se o número inicial de avaliações global e de quantidade máxima de
computações de objetivo por solução. Depois, define-se o tamanho inicial do raio,
inicializa-se a fila de sucessos e supõe-se que não ocorrerá busca local na primeira
iteração.

No laço de repetição, que termina quando o número de avaliações atinge um
limite prefixado, a solução filho é gerada e a respectiva estrutura, FC , que armazena
os objetivos é inicializada. Avalia-se este vetor duas vezes, arquivam-se as avaliações
do objetivo ruidoso e insere-se essa informação no banco. Logo após, atualiza-se a
quantidade global de avaliações e o máximo de repetições de avaliação de objetivo por
solução, uE. Antes da comparação entre as soluções pai e filho, há uma análise sobre
a possível atualização da quantidade de amostras avaliadas a serem armazenadas.

A comparação baseada em confiança entre o pai e o filho ocorre em seguida na
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Entrada: pu, pa, pc, pl, pε, pdb, psp, puE, pα
Dados: n,xinf ,xsup, Emax, f

1 início
2 sl ← n+ 1; sdh ← 2n+ 1; ssh ← 1 + (n2 + 3n)/2;
3 dbsize ← bpdb · sshc; spsize ← bpsp · sshc; u← bpu · nc; asize ← bpa · nc;
4 xP ← U(n,xinf ,xsup); FP ← ∅; B ← ∅;
5 fP ← f(xP ); FP .Insere(fP ); B.Insere((xP , fP )); /* 2x */
6 E ← 2; uE ← 2;
7 σ ← 1; A← ∅; blsuc ← falso;
8 enquanto E < Emax faça
9 xC ← xP + σ · [N1(0, 1), . . . ,Nn(0, 1)]′; FC ← ∅;

10 fC ← f(xC); FC .Insere(fC); B.Insere((xC , fC)); /* 2x */
11 E ← E + 2; uE ← 1 + dpuE · E/Emaxe;
12 se B.Tamanho() > dbsize então B.RemovePrimeiro();
13 [c, E]← Compara(xC , FC ,xP , FP , pα, f, uE,E,Emax);

14 se c = “C
pα
< P” então

15 xP ← xC ; FP ← FC ; A.Insere( sucesso );
16 senão A.Insere( falha );
17 se A.Tamanho() > asize então A.RemovePrimeiro();
18 se U(0, 1) < pl ∨ blsuc então
19 f̃ ← Aproxima(xP , B, spsize, sl, ssh, ssh);
20 se HouveAproximacao(f̃) então
21 xL ← QuasiNewtonApx(xP , f̃ ,x

inf ,xsup, σ, pε); FL ← ∅;
22 fL ← f(xL); FL.Insere(fL); B.Insere((xL, fL)); /* 2x */
23 E ← E + 2; uE ← 1 + dpuE · E/Emaxe;
24 se B.Tamanho() > dbsize então B.RemovePrimeiro();
25 [c, E]← Compara(xL, FL,xP , FP , pα, f, uE,E,Emax);

26 se c = “L
pα
< P” então

27 xP ← xL; FP ← FL; A.Insere( sucesso );
blsuc ← verdadeiro;

28 senão A.Insere( falha ); blsuc ← falso;
29 fim
30 fim
31 se E mod u = 0 então
32 rt ← A.TotalDe( sucesso )/A.Tamanho();

33 σ ←





σ · pc se rt < 1/5
σ/pc se rt > 1/5
σ se rt = 1/5



;

34 fim
35 fim
36 fim
37 retorna xP

Figura 3.8: (1+1)-ES com busca local baseada na otimização de aproximação linear-
quadrática e comparação com confiança estatística designada por ES-APCC.
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função Compara, conforme Figura 3.7, da mesma forma como ocorre no ES-CC. Se o
filho for melhor que o pai, então ocorre a substituição. O sucesso ou a falha do filho
é enfileirada em A. Em seguida, utilizando uma regra similar à empregada no ES-AP,
pode ocorrer a busca local baseada na otimização da aproximação funcional. A solução
retornada pela busca é avaliada, armazenada e comparada com o pai atual, da mesma
forma que ocorre com as soluções-filho. Depois de tais etapas, prossegue-se com os
passos finais do laço de repetição desta estratégia evolutiva.

3.7.4 Propriedades dos Operadores Propostos

Foram propostos dois novos operadores, um de busca local com função de aproximação
de baixa ordem (linear ou quadrática) e outro de reamostragem da função ruidosa.
Esses operadores foram concebidos visando produzir os seguintes efeitos, no contexto
da otimização de funções ruidosas:

busca local: O operador de busca local baseado em aproximação por funções de baixa
ordem deve produzir implicitamente uma filtragem do ruído, com a redução do
efeito deste sobre o resultado da busca. Seria de se esperar que uma função
aproximante normalmente produzisse efeitos de filtragem, desde que o número de
parâmetros de tal função fosse menor que a quantidade de amostras utilizadas
para o ajuste da função aproximada. Neste trabalho, são empregadas especifica-
mente funções de baixa ordem (funções lineares ou quadráticas), de forma que
espera-se que tal efeito de filtragem seja mais pronunciado do que seria no caso de
funções de mais alta ordem. Deve-se mencionar que os trabalhos de Zhou et al.
[2003]; Granichin [2004] e Févotte et al. [2008] aplicaram regressão linear para
filtrar ruídos de diferentes naturezas em aplicações práticas diversas, explorando
o mesmo princípio a ser utilizado aqui.

reamostragem: A operação de reamostragem, por sua vez, visa reduzir a proporção
da tomada de decisões equivocadas no interior do algoritmo em decorrência do
ruído. O operador de comparação baseado no teste-t com reavaliações dinâmicas
tem a função de reduzir a chance de que se escolha uma solução pior que outra
em uma comparação pareada. Isto ocorre devido ao uso do teste estatístico para
a comparação das duas soluções, dado um par de amostras avaliadas, com um
nível de confiança fornecido. Com isto, espera-se que a convergência do algoritmo
ES seja mais rápida utilizando tal operação do que ocorreria em um cenário sem
a utilização de tal operador. Esse princípio foi também empregado, de maneira
diversa daquela empregada aqui, no trabalho de Syberfeldt et al. [2010], que
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otimizou modelos multiobjetivo com funções-objetivo ruidosas, cujas avaliações
contêm ruídos aditivos provenientes de diferentes distribuições.

Deve-se notar que, embora a proposição do operador de busca local por funções
aproximantes de baixa ordem tenha motivação ligada ao tratamento de problemas de
otimização com funções ruidosas, tal operador pode potencialmente favorecer também
a otimização de funções não ruidosas, uma vez que essa busca local pode acelerar a
convergência de um algoritmo evolutivo pela simples utilização de uma representação
local para a geometria da função-objetivo. Por este motivo, é construída uma versão
de algoritmo ES, o ES-AP, incluindo apenas esse operador de busca local, o qual será
testado no próximo capítulo também no contexto da otimização de funções isentas
de ruído. O algoritmo ES-CC faz uso do operador de reamostragem dinâmica, que é
específico para o contexto de funções ruidosas. O algoritmo ES-APCC, por sua vez,
inclui os dois operadores propostos, e também somente faz sentido no contexto de
funções ruidosas.

O próximo capítulo desta tese apresenta os resultados de testes realizados com
os algoritmos propostos, em comparações realizadas com a versão básica do algoritmo
ES (o ES-BS) e com uma versão de algoritmo ES hibridizada com uma busca local
baseada no algoritmo Quasi-Newton (o ES-QN).
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Resultados

Este capítulo apresenta os resultados experimentais que visam validar os algoritmos
propostos nesta tese. Os experimentos encontram-se organizados em três grupos:

• Experimentos no contexto de funções não ruidosas, que visam comparar o algo-
ritmo ES-AP com um algoritmo ES básico (ES-BS) e com um algoritmo ES com
busca local baseada em método Quasi-Newton (ES-QN).

• Experimentos que realizam a comparação dos três algoritmos anteriormente exa-
minados com os algoritmos ES-CC e ES-APCC, no contexto de funções ruidosas.

• Experimentos no contexto de um problema ruidoso motivado em uma aplicação
prática, no domínio da epidemiologia matemática.

Nos experimentos serão utilizadas as seguintes ferramentas de análise de resulta-
dos:
• Gráficos do tipo beanplot [Kampstra et al., 2008; Phillips, 2016] que represen-

tam os dados brutos segundo uma forma geométrica que indica a densidade dos
valores na distribuição, superposta a uma barra grossa maior indicando o valor
da mediana, uma caixa cinza transparente destacando os dados do primeiro ao
terceiro quartil, e uma barra entre o quantil 0,05 e 0,95.
• Tabelas com as estatísticas de mínimo, primeiro quartil, mediana, terceiro quartil

e máximo.
• Teste estatístico não paramétrico de Quade [Conover, 1999] com o procedimento

de Holm para ajustar o nível de significância na comparação pareada [García
et al., 2010].
• Para o primeiro e segundo experimentos, em relação a todas as respectivas exe-

cuções das estratégias evolutivas, são apresentados gráficos que descrevem a evo-

41
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lução da mediana do melhor valor de função-objetivo obtido pelo número de
avaliações computado.
Todos os experimentos foram realizados com a codificação dos algoritmos em

C++11 [Stroustrup, 2013], utilizando as bibliotecas Eigen 3 [Guennebaud et al., 2010],
GNU Scientific Library [Gough, 2009] e ALGLIB [Bochkanov, 2016], sendo a compila-
ção realizada no g++ 5.4.1 com otimização O3. Os gráficos e análise dos dados foram
gerados no R-project [Matloff, 2011]. O equipamento utilizado foi um computador com
processador Intel Core I7, 16 GB de RAM, VGA 4 GB DDR 3 GFORCE GT 630 no
Ubuntu 16.04, sem Internet e dedicado para os testes.

4.1 Experimento 1 - Comparação dos Algoritmos

em Objetivos Não Ruidosos

O primeiro experimento aqui apresentado diz respeito à otimização de funções não-
ruidosas. Nesse experimento, o algoritmo ES-AP é comparado com uma estratégia
evolutiva simples, ES-BS, e com uma estratégia evolutiva com busca local do tipo
Quasi-Newton, ES-QN. Os algoritmos ES-BS, ES-QN e ES-AP, com parâmetros sin-
tonizados [Eiben & Smit, 2011] pela heurística RPS, de acordo com o Apêndice A,
são utilizados para realizar a otimização das 12 funções-objetivo [Liang et al., 2013]
mencionadas na Tabela 4.1 na dimensão 10, com região de busca [−100; 100] para cada
variável, e ajustadas para que no ótimo o valor da função-objetivo seja igual a 0 (zero).
Menciona-se também que cada função-objetivo é rotacionada por uma matriz particu-
lar e possui a solução ótima localizada em diferentes posições, não sendo o centro da
região de busca.

Cada algoritmo dispõe de um orçamento de 1000 avaliações de função-objetivo por
execução, sendo executado 30 vezes para cada função-objetivo, com distintas sementes
para o gerador de números aleatórios. Isso significa que cada algoritmo será represen-
tado por 360 resultados, sendo 30 resultados para cada uma das 12 funções-objetivo.
O resultado, para cada heurística, é representado pelo melhor valor de função-objetivo
encontrado durante a execução. Os algoritmos são executados, neste experimento, com
os parâmetros sintonizados conforme mostrado na Tabela 4.2.

O nível de significância igual a 0,05 é utilizado em um teste de hipótese cuja
hipótese nula afirma que as medianas das estimativas do valor ótimo da função-objetivo
encontradas pelos algoritmos, considerando todas as execuções, são iguais. A hipótese
alternativa desse teste afirma que pelo menos um dos algoritmos resulta em mediana
diferente das demais.
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Tabela 4.1: Conjunto de funções-objetivo com os valores estimados de amplitude no
valor de objetivo em um raio de distância 1 do ótimo.

Função Amplitude Características
Elliptic 3,7193 · 106 Unimodal; não-separável; quadrática mal-condicionada.
Bent Cigar 1,5784 · 107 Unimodal; não-separável; suave porém estreita.
Discus 2,0545 · 106 Unimodal; não-separável; com uma direção sensível.

Rosenbrock 5,0863
Multimodal; não-separável; possui um vale estreito do
ótimo local para o global.

Ackley 6,5721 Multimodal; não-separável.

Weierstrass 2,4268
Multimodal; não-separável; contínua, mas diferenciável
somente em um conjunto de pontos.

Griewank 1,2362 Multimodal; não-separável.

Rastrigin 9,2487
Multimodal; não-separável; quantidade alta de ótimos
locais.

Schwefel 207,0700
Multimodal; não-separável; quantidade alta de ótimos
locais, cujo segundo melhor é longe do ótimo global.

Katsuura 6,2114
Multimodal; não-separável; contínua, mas não diferen-
ciável.

HappyCat 0,9613 Multimodal; não-separável.
HGBat 3,2226 Multimodal; não-separável.

Tabela 4.2: Parâmetros sintonizados para objetivos não ruidosos.

Heurística Parâmetros
ES-BS (pu, ps, pc) = (0,856; 9,035; 0,674)
ES-QN (pu, ps, pc, pl, pε) = (1,038; 14,506; 0,712; 0,129; 0,068)
ES-AP (pu, ps, pc, pl, pε, pdb, psp) = (0,885; 14,080; 0,888; 0,271; 0,009; 2,511; 1,475)

Os 360 valores obtidos por cada uma das heurísticas ES-BS, ES-QN e ES-AP, nas
30 execuções para cada uma das 12 funções-objetivo, são representados na Figura 4.1.
Neste beanplot observa-se que, com um mesmo orçamento de avaliação, a distribuição
da amostra gerada pelo algoritmo proposto ES-AP atinge valores de função-objetivo
menores, quando comparados àqueles produzidos pelos outros algoritmos estudados.
Verifica-se nessa figura que o ES-AP obteve valores de função-objetivo em geral menores
que os correspondentes quantis dos outros algoritmos, além de apresentar distribuição
de valores com menor dispersão. Deve-se notar ainda que os gráficos de beanplot dos
diferentes algoritmos exibem agrupamentos de valores de função-objetivo que permitem
identificar, nesses gráficos que agregam todas as funções-objetivo, as contribuições de
diferentes funções – o que permite inferir o comportamento de cada algoritmo em cada
função. O detalhamento dos resultados, com a exibição dos gráficos correspondentes a
cada função-objetivo, é apresentado no Apêndice B.
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Figura 4.1: Beanplot para o log(f(x) + 1) dos melhores valores de objetivo retornados
pelos algoritmos em relação a todas as funções-objetivo.

Tabela 4.3: Estatísticas para o log(f(x)+1) dos melhores valores de objetivo retornados
pelos algoritmos em relação a todas as funções-objetivo sem ruído.

Estatística BS QN AP
Mínimo 0,0397 0,0610 0,0000
1o Quartil 0,5726 0,6867 0,3104
Mediana 3,0445 3,0839 1,1730
3o Quartil 7,5454 7,2941 3,0445
Máximo 17,2193 17,8617 10,9260

Tabela 4.4: Valores-p geral e das comparações pareadas entre os algoritmos pelo teste
de Quade em relação a todas as funções-objetivo sem ruído.

ES-BS ES-QN
ES-QN 0,448097 –
ES-AP 0,000000 0,000000
Valor-p do Teste: 0,000000

O exame da Tabela 4.3 permite concluir que o algoritmo ES-AP atingiu o valor
ótimo para pelo menos alguma função-objetivo, e alcançou o melhor valor, dentre todos
os algoritmos, para cada um dos quantis examinados.

A Tabela 4.4 mostra o valor-p obtido no teste de Quade, que indica a existência
de diferença significativa entre, pelo menos, algum par de algoritmos em relação aos
melhores valores de objetivo retornados nas execuções. Isso está de acordo com a
diferença detectada entre o ES-AP e as outras duas estratégias pelo valor-p menor que
10−6. Por outro lado, não se observou diferença significativa entre os algoritmos ES-BS
e ES-QN.

Para observar o comportamento da mediana do valor de objetivo (considerando
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Figura 4.2: Evolução da mediana do log(f(x) + 1) para o melhor valor de objetivo
obtido pelos algoritmos pela progressão do número de avaliações, em relação a todas
as funções-objetivo.

as 30 execuções de cada algoritmo) da melhor solução como função do número de ava-
liações de função-objetivo, construiu-se a Figura 4.2. Nesse gráfico é possível observar
como a busca local baseada na otimização de uma aproximação de função contribuiu
para a melhoria da convergência. Nota-se que no início a heurística ES-QN gera solu-
ções melhores até vinte e cinco por cento do total de avaliações e, a seguir, permanece
estagnada com soluções cuja qualidade é próxima daquelas geradas pela heurística ES-
BS. Por outro lado, após esse número de avaliações, a heurística ES-AP ultrapassa o
ES-QN, sendo que a diferença do valor da função-objetivo alcançado persiste aumen-
tando até o final da execução.

Com base nesses resultados, pode-se afirmar que a heurística ES-AP foi superior
em relação às heurísticas ES-BS e ES-QN para a otimização do conjunto considerado
de funções não-ruidosas.

A análise detalhada dos dados considerados é apresentada no Apêndice B, em
que as Figuras B.1 e B.2 e Tabelas B.1 e B.2, apresentam os resultados separadamente
para cada função-objetivo. Tais saídas se encontram sintetizadas na Tabela 4.5.

O exame da Tabela 4.5 permite concluir que a estratégia ES-AP parece global-
mente superior às outras duas, só não tendo obtido o primeiro lugar no ranking para
uma das funções-objetivo. Mesmo nesse caso, o ES-AP não foi significativamente pior
que o ES-BS, que por sua vez não foi também significativamente pior que o ES-QN.
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Tabela 4.5: Ranking da mediana do valor da função-objetivo para as diferentes heurís-
ticas, considerando cada função-objetivo, para problemas não-ruidosos. Considera-se
empate no caso de diferença não-significativa, para significância de 0,05. Por convenção,
se ocorre empate de duas heurísticas no ranking 1, a terceira heurística recebe ranking
2 se ficar empatada com uma das duas primeiras, ou ranking 3 se for significativamente
diferente das duas primeiras.

ES-BS ES-QN ES-AP
Elliptic 3 2 1
Bent Cigar 3 2 1
Discus 2 2 1
Rosenbrock 1 2 1
Ackley 1 3 1
Weierstrass 1 1 1
Griewank 2 3 1
Rastrigin 2 1 1
Schwefel 1 1 1
Katsuura 1 1 1
HappyCat 1 1 2
HGBat 1 1 1

Alguns aspectos interessantes podem ser observados nessa tabela. Por exemplo,
nota-se que em funções unimodais convexas, como a Elliptic e a Bent Cigar, os métodos
ES-AP e ES-QN superam o método ES-BS, o que seria de se esperar, dado que esses
fazem uso de aproximações quadráticas da função-objetivo. Não haveria uma razão a
priori, nesses casos, nem para um melhor desempenho do ES-AP em relação à ES-QN
nem para o contrário disso. Os experimentos revelaram, no entanto, o melhor desem-
penho do ES-AP. No caso de funções unimodais não convexas, como a Rosenbrock,
ou de funções multimodais, como a Rastrigin, seria de se esperar que as aproximações
quadráticas empregadas tanto pelo ES-AP quanto pelo ES-QN pudessem não repre-
sentar tamanha vantagem, o que de fato se verificou, tendo o ES-BS nos dois casos
atingido o primeiro lugar no ranking, ao lado do ES-AP. Nesses casos, pode-se inferir
que a forma de utilização da aproximação quadrática empregada no ES-AP pelo menos
não prejudicou o desempenho do algoritmo, ao contrário da formulação empregada no
ES-QN, que causou degradação no desempenho do algoritmo. Pode-se conjecturar que
essa diferença ocorra pelo fato de que o ES-QN utiliza a informação da aproximação
quadrática de maneira estritamente local, perfazendo uma busca em linha, enquanto o
ES-AP utiliza informação semelhante de uma maneira semi-global, que pode permitir
que a aproximação realize uma “filtragem” na paisagem de fitness da função, auxiliando
a heurística na fuga de pontos de mínimo local.
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Tabela 4.6: Parâmetros sintonizados para objetivos ruidosos.

Heurística Parâmetros
ES-BS (pu, ps, pc) = (0,926; 7,531; 0,757)
ES-QN (pu, ps, pc, pl, pε) = (0,841; 12,860; 0,505; 0,444; 0,345)
ES-AP (pu, ps, pc, pl, pε, pdb, psp) = (1,143; 14,508; 0,659; 0,114; 0,009; 2,973; 1,817)
ES-CC (pu, ps, pc, pE, pα) = (0,805; 6,231; 0,899; 2; 0,727)
ES-APCC (pu, ps, pc, pE, pα, pl, pε, pdb, psp) = (0,806; 5,786; 0,563; 2; 0,856; 0,368; 0,338; 2,967; 2,033)

4.2 Experimento 2 - Comparação dos Algoritmos

em Objetivos Ruidosos

O segundo experimento a ser apresentado neste capítulo diz respeito à situação em
que funções ruidosas devam ser otimizadas. Neste experimento, as heurísticas ES-AP,
ES-CC e ES-APCC são comparadas entre si e com as heurísticas ES-BS e ES-QN,
sobre as mesmas funções-objetivo empregadas no teste anterior, agora sujeitas a ruído
Gaussiano aditivo, sendo que 8 diferentes níveis de ruído são utilizados nos testes. Cada
heurística é executada 30 vezes para cada uma das 12 funções-objetivo considerando
cada um dos 8 níveis de ruído, sendo que a cada execução a heurística dispõe de um
orçamento de 1000 avaliações de função-objetivo. Cada nível de desvio experimentado
vale 10−i multiplicado pela amplitude do valor de objetivo na proximidade do ótimo,
conforme Tabela 4.1, para todo i ∈ {1, . . . , 8} e cada função-objetivo.

Cada uma das heurísticas foi previamente submetida a um procedimento de ajuste
de parâmetros específico para a situação de funções ruidosas, conforme descrito no
Apêndice A. Os parâmetros obtidos de tal ajuste são mostrados na Tabela 4.6.

Uma síntese dos resultados de todo esse segundo experimento é exposta na Figura
4.3. Constata-se neste beanplot que o ES-AP, de um modo geral, retornou soluções
melhores e mais robustas. Tal constatação também pode ser feita a partir da Tabela
4.7, que mostra as magnitudes das diferenças favoráveis ao ES-AP em relação a todas
as demais heurísticas, observadas em todos os quantis.

Tomando-se as estatísticas do ES-AP como base e subtraindo as estatísticas das
outras heurísticas, tem-se as seguintes diferenças do log(f(x) + 1) para o valor de
função-objetivo para o mínimo, primeiro, segundo e terceiro quartis, e máximo. Em
relação ao ES-BS as diferenças foram 0, −0,1618, −0,0289, −2,3825 e −4,2759. Isto
sinaliza que (i) ambas conseguiram atingir o ótimo para alguma função-objetivo, (ii)
o ES-AP foi relativamente melhor do que o ES-BS em relação ao primeiro quartil e
mediana, e (iii) o ES-AP foi muito melhor ao reduzir o terceiro quartil e o objetivo má-
ximo produzido. Em comparação ao ES-QN, as respectivas diferenças foram −0,0557,
−0,6359, −0,6626, −3,0150 e −5,0074, o que indica uma crescente superioridade do
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Figura 4.3: Beanplot para o log(f(x) + 1) dos melhores valores de objetivo reais re-
tornados pelos algoritmos em relação a todas as funções-objetivo ruidosas e todos os
níveis de ruído.

Tabela 4.7: Estatísticas para o log(f(x) + 1) dos melhores valores de objetivo reais
retornados pelos algoritmos em relação a todas as funções-objetivo ruidosas e todos os
níveis de ruído.

Estatística ES-BS ES-QN ES-AP ES-CC ES-APCC
Mínimo 0,0000 0,0557 0,0000 0,0426 0,0639
1o Quartil 0,6872 1,1613 0,5254 0,6780 0,8319
Mediana 3,0734 3,7071 3,0445 3,0810 3,1049
3o Quartil 7,6607 8,2932 5,2782 7,8710 7,4785
Máximo 18,3034 19,0349 14,0275 18,1859 16,7200

ES-AP, do valor de objetivo mínimo até o máximo retornado. No que concerne à ES-
CC, as diferenças foram −0,0426, −0,1526, −0,0365, −2,5928 e −4,1584, assinalando
uma relativa proximidade do menor valor até a mediana, e posteriormente ampliando
a desigualdade. Por fim, com referência ao ES-APCC, as diferenças foram −0,0639,
−0,3065, −0,0604, −2,2003 e −2,6925, que revelam uma comparação parecida com a
do ES-CC, porém com uma variação menor para os valores maiores.

O resultado do teste de Quade sobre a igualdade das medianas dos valores de
objetivos reais deste experimento é exposto na Tabela 4.8. É indicada a existência de
diferença significativa em relação a qualquer par de algoritmos, e a ordem, da menor
para a maior mediana, é dada por: ES-AP, ES-BS, ES-CC, ES-APCC e ES-QN.

A evolução da mediana do log(f(x) + 1) para o valor de melhor objetivo, de
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Tabela 4.8: Valores-p geral e das comparações pareadas entre os algoritmos pelo teste
de Quade em relação a todas as funções-objetivo ruidosas e todos os níveis de ruído.

BS QN AP CC
QN 0,000000 – – –
AP 0,000000 0,000000 – –
CC 0,000000 0,000000 0,000000 –
APCC 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000
Valor-p do Teste: 0,000000
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Figura 4.4: Evolução da mediana do log(f(x) + 1) para o melhor valor de objetivo real
obtido pelos algoritmos pela progressão do número de avaliações, em relação a todas
as funções-objetivo ruidosas e todos os níveis de ruído.

acordo com o número de avaliações, é mostrada na Figura 4.4. Nesse gráfico observa-
se que, a partir de vinte e cinco por cento do total de avaliações, a versão ES-AP
se tornou a melhor estratégia e o ES-BS a segunda melhor. As estratégias ES-CC e
ES-APCC, respectivamente em terceira e quarta posições ao final, estagnaram após a
metade do total de avaliações. Isto ocorreu devido às reavaliações de soluções únicas,
que causaram um dispêndio no orçamento de avaliações de função-objetivo que não
foi compensado com uma melhoria da convergência. O ES-QN chegou a ser a melhor
heurística nos primeiros dez por cento de avaliações. Porém, depois disto, a taxa de
melhoria a cada passo foi baixa, ocorrendo estagnação após setenta e cinco por cento
do total de objetivos computados – resultando em mediana bem pior do que as das
outras heurísticas.

Prosseguindo, a Figura 4.5 exibe os beanplots com o log(f(x) + 1) dos melhores
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valores de objetivo real retornado para cada estratégia por nível de desvio padrão.
Tal gráfico revela como se comporta a dificuldade de otimização com o incremento
do desvio-padrão do ruído. Nota-se para todos os níveis de ruído que as soluções
retornadas pelos métodos ES-AP e ES-APCC são melhores, em praticamente todos
os quantis, que as soluções produzidas pelo algoritmo básico ES-BS, sendo que este
apresenta soluções melhores que aquelas produzidas pelos algoritmos ES-CC e ES-QN.
O melhor algoritmo, em todos os casos, foi o ES-AP.
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(a) Desvio de 1e−8.
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(b) Desvio de 1e−7.
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(c) Desvio de 1e−6.
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(d) Desvio de 1e−5.
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(e) Desvio de 1e−4.
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(f) Desvio de 1e−3.
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Figura 4.5: Beanplot para o log(f(x) + 1) dos melhores valores de objetivos reais
retornados pelos algoritmos em relação a todas as funções-objetivo em cada nível de
ruído.
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O detalhamento dos resultados obtidos para cada função-objetivo é apresentado
nas Tabelas B.3 e B.4 do Apêndice B. Esses resultados são sintetizados na Tabela 4.9.
Quanto à metodologia para construção desta tabela, deve-se mencionar que o caráter
não transitivo da relação de equivalência neste contexto faz com que não seja imediata
a construção de um ranking a partir das relações de equivalência ou diferença entre
os diversos elementos de um conjunto. Assim, mesmo se não há diferença significativa
entre A e B e também não há diferença significativa entre B e C, ainda pode ser que
exista diferença significativa entre A e C. A construção dos rankings exibidos na Tabela
4.9 adota então o seguinte critério:

(i) Faz-se k ← 1;

(ii) O algoritmo de melhor mediana recebe ranking k;

(iii) Caso haja p algoritmos cujas medianas não apresentem diferença significativa em
relação ao algoritmo anterior, todos esses também recebem ranking k;

(iv) O primeiro algoritmo que não tiver mediana equivalente à do algoritmo indicado
no passo (ii) recebe ranking k + 1 caso tenha mediana não-significativamente
diferente que algum ou alguns dos algoritmos indicados no passo (iii), ou ranking
(k + p+ 1) caso tenha mediana significativamente diferente de todos esses;

(v) Caso ainda existam algoritmos não ranqueados, faz-se k ← k+ p+ 1, e retorna-se
ao passo (iii).

Os resultados obtidos neste experimento sugerem conclusões interessantes:

• A simples introdução da reavaliação de soluções para aumentar a confiança nas
escolhas feitas por um algoritmo ES não foi vantajosa, em geral, neste experi-
mento, não tendo havido ganho de convergência associado ao custo adicional de
avaliações de função. Desta forma a heurística ES-CC foi, em geral, pior que o
algoritmo básico ES-BS.

• No contexto de funções ruidosas, a heurística ES-QN parece ter tido desempenho
um pouco degradado em relação ao contexto isento de ruídos. Isso pode ser
medido pela comparação com a heurística básica ES-BS: o ES-QN foi melhor ou
igual à heurística ES-BS por 8 vezes, no caso sem ruído, e apenas 6 vezes no caso
com ruído.

• A heurística ES-AP, por outro lado, havia sido melhor ou igual à heurística ES-
BS por 11 vezes no contexto isento de ruído, passando a ficar melhor ou igual à
ES-BS por 12 vezes (a totalidade dos casos) na situação com ruído.
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Tabela 4.9: Ranking da mediana do valor da função-objetivo para as diferentes heu-
rísticas, considerando cada função-objetivo, agregando-se todos os níveis de ruído.
Considera-se empate no caso de diferença não-significativa, para significância de 0,05.
Por convenção, se ocorre empate de duas ou mais heurísticas em determinado ranking,
uma heurística situada logo abaixo recebe ranking um a mais se ficar empatada com
uma das anteriores, ou ranking igual ao número de heurísticas anteriores mais um se
for significativamente diferente das anteriores. A entrada na tabela indicada com (*)
indica heurística não equivalente às outras em decorrência da existência de expressivo
número de outliers.

ES-BS ES-QN ES-AP ES-CC ES-APCC
Elliptic 3 3 1 5 2
Bent Cigar 2 5 1 4 2
Discus 3 3 1 3 2
Rosenbrock 1 5 1 1 4
Ackley 1 5 1 1 4
Weierstrass 3 2 2 3 1
Griewank 2 5 1 3 4
Rastrigin 3 2 3 3 1
Schwefel 1 1 1 1 1
Katsuura 2 5 1 1 5
HappyCat 5 2 1 5 5
HGBat 1 (*) 1 1 1

• Nas duas únicas funções para as quais a heurística ES-AP não é a melhor, no
contexto de funções ruidosas, a primeira colocação no ranking fica com a heurís-
tica ES-APCC. Ou seja, em todos os casos, a heurística de melhor desempenho
faz uso do procedimento proposto de aproximação quadrática.

• A heurística ES-APCC apresentou desempenho melhor ou igual ao da heurística
básica ES-BS para oito funções no contexto de funções ruidosas, o que a situa
em posição melhor que as heurísticas ES-BS, ES-CC e ES-QN.

Em síntese, os resultados obtidos parecem sugerir, para o contexto estudado, que
a maneira mais eficaz de tratar problemas de otimização de funções ruidosas seria
pela aplicação de aproximações lineares-quadráticas como mecanismo gerador de no-
vas soluções. Pode-se conjecturar que essas aproximações quadráticas produzam um
efeito de filtragem do ruído, desta forma produzindo uma melhoria da convergência do
algoritmo.

O mecanismo mais comumente empregado na literatura para tratar ruído, que é o
da reamostragem, não se mostrou eficaz nos testes realizados quando aplicado isolada-
mente. Quando aplicada em conjunto com a aproximação quadrática, a reamostragem
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produziu efeito positivo, mas o melhor custo-benefício foi alcançado pela simples apli-
cação da aproximação, que parece fazer o melhor uso de um orçamento limitado de
avaliações de função.

Uma possível explicação para essa observação seria a de que deve ser mais van-
tajoso examinar um novo ponto, ainda não avaliado, do que repetir a avaliação de um
ponto já observado. O possível ganho que seria obtido com essa repetição da avali-
ação do mesmo ponto já é aproximadamente obtido pelo efeito de filtragem causado
pela aproximação quadrática, que produz novos “palpites” sobre os valores de função-
objetivo que já agregam a informação de várias amostragens (embora não do mesmo
ponto). Em outras palavras, o efeito de redução do ruído obtido com a reamostra-
gem do mesmo ponto também é alcançado com a utilização das diferentes amostras
de pontos distintos na síntese da função de aproximação quadrática. Esta amostragem
de pontos diferentes tem a vantagem adicional de trazer informação nova, sobre pon-
tos anteriormente não amostrados. Tal observação parece constituir uma contribuição
relevante desta tese ao conhecimento hoje existente.

4.3 Experimento 3 - Comparação dos Algoritmos

em um Problema de Controle de Epidemia

Um terceiro experimento é agora apresentado considerando um problema com mo-
tivação prática que se enquadra na categoria de problemas ruidosos: o controle de
epidemias através de políticas de vacinação. Neste experimento, as heurísticas ES-BS,
ES-QN, ES-AP, ES-CC e ES-APCC são comparadas, sendo utilizados os mesmos con-
juntos de parâmetros que foram sintonizados para ambiente ruidoso conforme descritos
no segundo experimento.

Uma epidemia é definida como a ocorrência de casos de uma doença em quan-
tidade superior àquela normalmente esperada em uma população. Já uma endemia
corresponde a um padrão relativamente estável de ocorrência de uma doença em um
grupo populacional, com uma prevalência relativamente alta nesse grupo. Um grande
desafio em saúde pública está relacionado ao planejamento de campanhas de vacinação
com o objetivo de erradicar uma doença ou de controlar a sua propagação, evitando
a ocorrência de grandes picos de epidemia ou estados endêmicos com alta prevalência,
considerando a limitação dos recursos disponíveis [Kim-Farley, 1992].

No trabalho de pesquisa desenvolvido no âmbito desta tese (ver artigo publi-
cado no Apêndice C), foi desenvolvida uma formulação multiobjetivo que considera
um compromisso entre custo e efetividade para determinar políticas não-dominadas e
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robustas para o controle de uma doença através de vacinação impulsiva (concentrada
em determinados momentos). Uma solução é não-dominada se ela não é pior que qual-
quer outra em termos tanto de custo quanto de efetividade, e uma solução robusta
não tem seu desempenho degradado de maneira significativa quando diferentes reali-
zações dos processos estocásticos subjacentes são consideradas. O compromisso entre
a efetividade das políticas de controle das epidemias e o custo de sua implementação
já foi reconhecida em alguns trabalhos, os quais empregaram abordagens de otimiza-
ção multiobjetivo para a síntese de políticas de vacinação. O presente trabalho de
pesquisa, desenvolvido de acordo com tal abordagem, também apresenta as seguintes
contribuições metodológicas específicas:

(i) Todo processo epidêmico apresentará dois regimes dinâmicos distintos: um regime
transitório e um outro permanente. Se, por um lado, a fase transitória requer um
controle variante no tempo para tratar de maneira ótima o sistema, por outro lado
a fase permanente será mais adequadamente tratada por um controle também em
regime permanente, uma vez que a síntese de tal controle poderá ser realizada
de maneira mais precisa por meio de uma formulação com menor número de
graus de liberdade. Neste trabalho, a política de controle é construída como
uma concatenação de uma sequência de ações de controle sintetizada para a fase
transitória, seguida por uma sequência invariante no tempo. Isto permite uma
melhor eficiência da política de controle. A metodologia usual de promover uma
única política de vacinação ao longo de toda a duração do processo epidêmico
leva a políticas que podem se encontrar distantes da otimalidade [Kim-Farley,
1992; Hinman, 1999; Hethcote, 2000]. Em comparação com trabalhos anteriores,
a abordagem aqui apresentada adiciona novos graus de liberdade ao problema,
permitindo diferentes tamanhos de pulsos de controle em distintos instantes, além
de permitir a aplicação de pulsos em momentos de tempo arbitrários nas duas
fases. Dado um horizonte de tempo, uma política de controle é representada aqui
pelo número de campanhas de vacinação, pelos instantes de tempo em que cada
uma será executada, e pelo número de indivíduos que devem ser imunizados em
cada campanha.

(ii) A síntese de políticas de vacinação é usualmente realizada, na grande maioria dos
trabalhos que já abordaram o assunto, utilizando um modelo de epidemia baseado
em equações diferenciais que representa o comportamento médio da epidemia na
população, tal como o modelo endêmico Susceptível-Infectado-Recuperado (SIR)
[Kermack & McKendrick, 1933; Anderson & May, 1992; Hethcote, 2000]. A si-
mulação deste modelo é computacionalmente pouco dispendiosa, o que faz com
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que este tipo de modelo seja adequado para utilização dentro de um algoritmo de
otimização no qual o modelo é avaliado um grande número de vezes. No entanto,
como o comportamento real da epidemia em uma população de tamanho finito
será caracterizada por variações estocásticas nas variáveis de interesse, uma simu-
lação que leve em conta tais efeitos se torna necessária para realizar uma avaliação
mais realística do resultado da aplicação da política de vacinação. Um Modelo
Baseado em Indivíduos (MBI) [Grimm & Railsback, 2005] que corresponde em
média à representação por equações diferenciais é aqui empregado para avaliar o
conjunto de políticas que emergem do procedimento de otimização multiobjetivo,
de forma a avaliar a sensitividade de cada política à estocasticidade subjacente
ao processo. Este modelo é também empregado para estimar alguns índices de
desempenho da política de vacinação, tais como a probabilidade de erradicação
da doença. Nenhum trabalho anteriormente publicado apresentou alternativas
para tratar tais problemas, de forma que tal tratamento pode ser considerado
uma contribuição deste trabalho.

Devido à característica indicada no item (ii), o problema aqui tratado é dotado
de função-objetivo ruidosa, sendo portanto adequado para ser tratado por meio de
algoritmos tais como o ES-AP e o ES-APCC. O restante deste capítulo é dedicado
a apresentar especificamente a questão da comparação entre as abordagens ES-AP,
ES-APCC, ES-CC, ES-QN e ES-BS sobre tal problema de otimização ruidoso – o que
constitui apenas parte do trabalho de pesquisa que foi desenvolvido sobre a questão da
síntese de políticas de vacinação. Uma apresentação mais detalhada do procedimento
que foi desenvolvido para a síntese de políticas de vacinação, conforme descrito acima,
é exibida no artigo [da Cruz et al., 2017], que é resultante do trabalho de pesquisa
desenvolvido no âmbito desta tese (ver artigo publicado no Apêndice C).

4.3.1 Modelos de Epidemias

4.3.1.1 Modelo SIR

Omodelo SIR descreve a dinâmica dos indivíduos susceptíveis, infectados e recuperados
em uma população durante a evolução de uma epidemia, de maneira média. Esse
modelo pode ser usado para descrever o contágio por vírus que possam ser transmitidos
entre indivíduos, tais como sarampo ou rubéola. O vírus infecta indivíduos susceptíveis
que se tornam infectados. Estes se recuperam após algum tempo, tornando-se imunes.
Quando existe uma vacina e esta é aplicada a um indivíduo susceptível, este também
se torna “recuperado”, sem ter passado pelo estágio de “infectado” [Hethcote, 2000].
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O modelo SIR utiliza uma estratégia de compartimentos que se relacionam por
um sistema de três equações diferenciais. O problema de valor inicial é apresentado
na Equação (4.1). As variáveis S, I e R representam, respectivamente, o número de
indivíduos susceptíveis, infectados e recuperados. O termo N representa o número de
indivíduos que é suposto constante: S(t) + I(t) + R(t) = N, ∀t ≥ 0. Os parâmetros
são a taxa de transmissão β, a taxa de recuperação de indivíduos infectados γ, e a
taxa de perda da imunidade por parte dos indivíduos recuperados µ. As unidades de
medida desses parâmetros são o inverso da unidade de tempo. Os valores 1/γ e 1/µ

representam o tempo médio de infecção e o tempo médio até a perda da imunidade de
um indivíduo, respectivamente.

dS

dt
= µN − µS − βIS

N
, S(0) ≥ 0,

dI

dt
=

βIS

N
− γI − µI, I(0) ≥ 0,

dR

dt
= γI − µR, R(0) ≥ 0,

(4.1)

Dividindo-se a Equação (4.1) por N , o sistema fica expresso em termos da fração
de indivíduos susceptíveis, s, e infectados, i. Isto leva à Equação (4.2). Portanto, a
fração recuperada é computada como r(t) = 1− s(t)− i(t).

ds

dt
= µ− µs− βis, s(0) ≥ 0,

di

dt
= βis− γi− µi, i(0) ≥ 0,

(4.2)

O número básico de reprodução R0 para o modelo SIR, definido pela Equação
(4.3), representa o número médio de infecções produzidas por um indivíduo infectado.
O sistema SIR possui um estado de equilíbrio endêmico assintoticamente estável se e
somente se R0 > 1, o que é mostrado na Equação (4.4) [Hethcote, 2000].

R0 =
β

µ+ γ
(4.3)

se =
1

R0

, ie =
µ(R0 − 1)

β
(4.4)
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4.3.1.2 Modelo Baseado em Indivíduos

O Modelo Baseado em Indivíduos (MBI) é conhecido desde o trabalho de Huston
et al. [1988], e consiste de uma estrutura que simula as relações entre indivíduos. Um
conjunto de regras define as possíveis interações e como as características individu-
ais podem mudar. Esse modelo permite a análise de um sistema pela observação das
propriedades de comportamento adaptativo dos indivíduos em uma população. É pos-
sível extrair informação do MBI a respeito da variabilidade entre indivíduos, interações
locais, ciclos de vida completos, e mudanças ambientais internas ou externas. Adicio-
nalmente, é fácil representar sistemas físicos ou sociais complexos, embora uma grande
quantidade de dados e de computação se façam necessários. Este tipo de modelo pode
representar a heterogeneidade das interações sociais, permitindo a análise de redes
sociais dinâmicas.

Este trabalho usa o MBI que foi desenvolvido por Almeida [2011], o qual por sua
vez inclui melhorias em relação ao modelo proposto por Nepomuceno [2005]. Esta ver-
são foi desenvolvida com o objetivo de reproduzir as premissas do modelo SIR com um
modelo estocástico de interações entre indivíduos. Consequentemente o MBI converge,
em média, para o comportamento do modelo SIR. Algumas premissas epidemiológicas
são adotadas aqui. Os parâmetros N , µ, β e γ têm a mesma interpretação e os mes-
mos valores que no modelo SIR. O número de indivíduos é constante. Cada indivíduo
assume, em um instante de tempo, um único estado relacionado com sua característica
de saúde. A perda da imunidade, a recuperação e a vacinação são eventos que ocorrem
com distribuição uniforme em cada intervalo de tempo discreto. Em cada instante de
tempo, cada indivíduo pode mudar de categoria de saúde de acordo com as seguintes
regras: (a) R → S, ou seja, um indivíduo recuperado eventualmente se torna nova-
mente susceptível; (b) S → I, ou seja, um indivíduo susceptível pode se infectar em
decorrência do contato com um indivíduo infectado; (c) I → R, ou seja, um indivíduo
infectado irá se recuperar; (d) S→ R, ou seja, um indivíduo susceptível pode se tornar
diretamente recuperado, caso seja vacinado.

4.3.2 Problema de Otimização

Os valores dos parâmetros aqui utilizados simulam uma doença hipotética para a qual
existe uma vacina efetiva. Supõe-se que o tempo médio para recuperação seja de 15

u.t., o que significa que γ = 1/15 (u.t.)−1. O tamanho considerado para a população
seria de N = 1000 indivíduos. Um indivíduo recuperado iria perder sua imunidade em
média após um período de 200 u.t., o que implica µ = 1/200 (u.t.)−1. Considera-se
β = 1,5 (u.t.)−1.
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O problema utilizado neste exemplo é uma simplificação daquele considerado em
da Cruz et al. [2017], fazendo uso de valores predeterminados para os instantes de
aplicação das campanhas de vacinação na fase transitória, que são assumidos iguais
a: ∆t ∈ {0, 7, 7, 7, 14, 14, 14, 14, 14}. Depois disso, haverá uma ação periódica a cada
21 u.t., sendo considerado um horizonte de tempo total de tf = 720 u.t.. Um vetor
de dez variáveis de decisão x = {x1, . . . , x10}, contém a informação, nas variáveis x1 a
x9, das proporções de indivíduos susceptíveis a serem vacinados em cada campanha de
vacinação, durante a fase transitória, e a variável x10 contém a proporção de vacinação
a ser empregada no regime permanente.

Com o objetivo de manter o problema aqui abordado no âmbito da otimização
mono-objetivo, a função-objetivo c(x) a ser minimizada, conforme Equação 4.5, é agora
formulada como uma função afim do número de infectados ao longo do tempo de análise
i(x) e do número de vacinas aplicadas v(x).

c(x) = 1,5i(x) + v(x) (4.5)

O problema de otimização aqui tratado é então representado pela Equação (4.6).

min
x

c(x)

sujeito a:



[
St, It, Rt

]
= MBI(S0, I0, R0, t0, tf ,x, No, βo, γo) ∀t ∈ {t0, . . . , tf}

i(x) =

tf∑

t0

I(t)dt

v(x) =

tf∑

t=0

10∑

i=1

xi(t)

0,05 ≤ xi(t) ≤ 0,95 ∀t ∈ {t0, . . . , tf}
(4.6)

Neste modelo, a função MBI(S0, I0, R0, t0, tf ,x, No, βo, γo) retorna os vetores St,
It e Rt, que respectivamente representam os números de susceptíveis, infectados em re-
cuperados em cada instante de tempo. A variável tempo t ∈ {t0, . . . , tf} é uma variável
discreta, com intervalo de discretização igual a 1 u.t., e as variáveis de decisão xi(t)
são iguais a zero em instantes de tempo distintos daqueles em que estão programadas
campanhas de vacinação.
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Figura 4.6: Beanplot para o log(f(x) + 1) do custo das melhores políticas de vacinação
retornados pelos algoritmos.

4.3.3 Comparação de Algoritmos

Os algoritmos ES-BS, ES-QN, ES-AP, ES-CC e ES-APCC são agora comparados sobre
o problema de otimização (4.6). Cada algoritmo conta com um orçamento de 1000
avaliações de função-objetivo em cada execução, sendo executado 30 vezes. Desta
maneira, são obtidos 30 conjuntos independentes de taxas de vacinação otimizadas para
cada estratégia. De modo a se extrair uma amostra considerável para a comparação
das heurísticas, cada solução retornada será simulada 10 vezes no Modelo Baseado em
Indivíduo com diferentes sementes aleatórias. Essa reamostragem do valor da função-
objetivo é realizada para permitir a análise da variabilidade de cada solução encontrada
diante da variação das diferentes realizações do processo estocástico subjacente ao
problema em questão.

As 300 amostras dos valores de função-objetivo das soluções obtidas com as es-
tratégias ES-BS, ES-QN, ES-AP e ES-APCC são apresentadas na Figura 4.1. Este
beanplot sugere, para este problema particular, a superioridade das heurísticas basea-
das em comparação alicerçada em confiança estatística, que são o ES-CC e o ES-APCC.
Destaca-se, dentre os dois, o método ES-APCC que, apesar de não retornar o menor
valor avaliado de função-objetivo, obteve uma amostra mais robusta e com menores va-
lores da função-objetivo ruidosa para a maioria dos quantis representados na figura. No
caso, a interação entre a busca local baseada na otimização de aproximações lineares-
quadráticas juntamente com o operador de comparação proporcionou tal desempenho.
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Tabela 4.10: Estatísticas para o log(f(x) + 1) dos valores de função-objetivo das me-
lhores políticas de vacinação retornadas pelos algoritmos.

Estatística BS QN AP CC APCC
Mínimo 9,9431 10,3160 9,9988 10,2694 10,3679
1o Quartil 10,7201 10,6684 10,6390 10,5979 10,6035
Mediana 10,8541 10,7938 10,7946 10,7458 10,7182
3o Quartil 11,1831 10,8921 11,0346 10,8580 10,8135
Máximo 11,3272 11,1996 11,3117 11,2022 11,0356

Tabela 4.11: Valores-p geral e das comparações pareadas entre os algoritmos pelo teste
de Quade em relação ao logaritmo do valor de função-objetivo das melhores políticas
de vacinação encontradas.

BS QN AP CC
QN 0,000000 – – –
AP 0,002135 0,136966 – –
CC 0,000000 0,322130 0,014181 –
APCC 0,000000 0,014181 0,000006 0,136966
Valor-p do Teste: 0,000000

A Tabela 4.10 mostra as estatísticas sobre o logaritmo dos valores de função-
objetivo retornados em relação ao valor mínimo, primeiro, segundo e terceiro quartis,
além do valor máximo.

A Tabela 4.11 mostra o resultado do teste de Quade. Essa tabela indica a exis-
tência de diferença significativa entre as medianas de melhores custos do ES-APCC e
todas as outras estratégias evolutivas, com exceção do ES-CC. O ES-CC por sua vez
não apresentou diferença significativa em relação à ES-QN, que por sua vez não diferiu
estatisticamente do ES-AP. Na última posição de eficiência se encontra o ES-BS.

O ranking obtido para o ordenamento das medianas do valor da função-objetivo
é mostrado na Tabela 4.12. O primeiro lugar nesse ranking é compartilhado entre a
heurística ES-APCC e ES-CC. Os conjuntos de soluções para o problema de controle
de epidemia gerados pelas estratégias evolutivas são mostrados nas Tabelas B.5, B.6,
B.7, B.8 e B.9 do Apêndice B.

Por fim, cabe estudar o comportamento dos algoritmos em relação ao tempo gasto
para encontrar a melhor solução deste problema, dado o orçamento de 1000 avaliações
de função-objetivo em cada uma das 30 execuções. São apresentados o beanplot da
Figura 4.7, que indica a distribuição do tempo gasto em segundos por cada heurística,
a Tabela 4.13, com as estatísticas a respeito do tempo de execução, e a Tabela 4.14,
com o resultado do teste de Quade ao comparar as estratégias de forma pareada. As
medianas indicam que o ES-APCC corresponde à implementação mais rápida, seguida



64 Capítulo 4. Resultados

Tabela 4.12: Ranking da mediana do valor da função-objetivo para as diferentes heu-
rísticas. Considera-se empate o caso de diferença não-significativa, para significância
de 0,05. Por convenção, se ocorre empate de duas ou mais heurísticas em determinado
ranking, uma heurística situada logo abaixo recebe ranking um a mais se ficar em-
patada com uma das anteriores, ou ranking igual ao número de heurísticas anteriores
mais um se for significativamente diferente das anteriores.
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Figura 4.7: Beanplot para o tempo de execução dos algoritmos, em segundos.

Tabela 4.13: Estatísticas para o tempo de execução dos algoritmos, em segundos.

Estatística BS QN AP CC APCC
Mínimo 470,2310 512,4290 513,5540 510,3730 497,7220
1o Quartil 722,3967 696,6223 699,5065 696,1682 645,1875
Mediana 773,6085 746,5455 799,1470 734,2930 725,8165
3o Quartil 863,2360 801,7025 924,4945 761,0880 753,2140
Máximo 1029,5520 886,7300 1059,5110 961,4720 819,0880

pelo ES-CC, ES-QN, ES-BS e ES-AP. No entanto, somente foi detectada diferença
significativa no tempo de execução entre o ES-APCC e o ES-AP.

Vale comentar que não se verificou um puro e simples aumento sistemático do
tempo de execução dos algoritmos relacionado a um possível overhead dos procedimen-
tos de aproximação de funções ou de reamostragem. Pelo contrário, neste exemplo foi
revelado um padrão complexo de interação entre as distintas componentes dos algorit-
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Tabela 4.14: Valores-p geral e das comparações pareadas entre os tempos de execução
dos algoritmos, em segundos, pelo teste de Quade para determinar as melhores políticas
de vacinação.

BS QN AP CC
QN 0,977771 – – –
AP 0,977771 0,977771 – –
CC 0,543551 0,825250 0,120408 –
APCC 0,043095 0,092245 0,004909 0,977771
Valor-p do Teste: 0,003562

mos, que parecem levar o algoritmo ES-AP aos maiores tempos na maioria dos quantis,
mas também sugerem que o algoritmo ES-APCC apresente os menores tempos para a
maioria dos quantis.

De maneira geral, o resultado obtido deste terceiro experimento guarda consistên-
cia com aqueles do segundo experimento, que indicava a superioridade dos algoritmos
ES-AP e ES-APCC no contexto da otimização de funções-objetivo ruidosas, sugerindo
a conveniência da adoção de um algoritmo dotado de busca local por aproximação
quadrática. Neste terceiro experimento, aparece uma indicação de superioridade dos
algoritmos ES-APCC e ES-CC no contexto da otimização de um problema ruidoso
específico de otimização da política de vacinação para controle de uma epidemia. Essa
indicação sugere a conveniência da utilização de um mecanismo de reamostragem dos
valores da função-objetivo ruidosa, visando o aumento da confiança na tomada de de-
cisão dentro do algoritmo de busca. Em comum aos dois experimentos, parece emergir
a indicação do uso da heurística ES-APCC como primeira alternativa para abordar
problemas ruidosos, na falta de conhecimento mais específico sobre o comportamento
dos diferentes algoritmos no problema a ser tratado. Soma-se a isso o aspecto do tempo
computacional requerido para a convergência, que também reforça a indicação da heu-
rística ES-APCC. Deve-se pontuar, entretanto, que a confirmação de tal indicação
ainda requer a realização de testes mais exaustivos, utilizando classes mais diversifica-
das de problemas ruidosos, o que é deixado aqui como uma proposta de trabalho a ser
realizado no futuro.
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Conclusões

Esta tese enfocou, como tema central de investigação, a questão da otimização de
funções ruidosas por algoritmos evolutivos. A otimização de tal classe de funções por
meio de algoritmos evolutivos tem sido abordada já há alguns anos. Alguns trabalhos
procuraram examinar a capacidade intrínseca desses algoritmos para tratar funções
dessa classe. A maioria dos trabalhos mais recentes, no entanto, procura estudar a
aplicação de técnicas de reamostragem do valor de função-objetivo, visando aumentar
a confiança nos processos de tomada de decisão internos do algoritmo, desta forma
mitigando o efeito do ruído.

Este trabalho de tese delimitou, como hipótese a ser investigada, a possibilidade
de que a utilização de funções de aproximação na construção de mecanismos de busca
local pudesse também ter um papel de reduzir os efeitos do ruído, em virtude de uma
filtragem que seria realizada implicitamente pelo processo de construção da função de
aproximação.

Para o estudo da questão proposta para investigação, foram considerados os se-
guintes algoritmos:

• Foi escolhida uma classe de algoritmos evolutivos bastante simples, a classe das
Estratégias Evolutivas, para servir de base para experimentos numéricos. Tal es-
colha foi feita procurando evitar que interações complexas entre diferentes com-
ponentes de um algoritmo mais elaborado dificultassem a análise do efeito dos
mecanismos a serem estudados. O algoritmo básico pertencente a essa classe foi
denominado ES-BS.

• A esse algoritmo ES-BS foi acrescido um mecanismo clássico de busca local ba-
seado em direção de busca, conduzindo ao algoritmo denominado ES-QN.
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• Um outro algoritmo foi formulado como modificação do ES-BS, agora com o
acréscimo de um mecanismo de reamostragem da função-objetivo, de maneira a
constituir um algoritmo representativo da abordagem atualmente predominante
no tratamento de funções ruidosas por algoritmos evolutivos. Esse algoritmo foi
denominado ES-CC.

• Um algoritmo foi então formulado também a partir do ES-BS de forma a incluir
um mecanismo de busca local baseada em aproximações quadráticas e lineares.
Esse algoritmo, denominado ES-AP, permitiria a análise do efeito da inclusão
do mecanismo proposto nesta tese dentre os operadores do algoritmo evolutivo
básico.

• Por fim, foi formulado um algoritmo que, além de incluir o operador de busca
local baseada em aproximações de função, também incluía o operador de reamos-
tragem, assim combinando a nova estratégia aqui proposta com a estratégia hoje
predominante no tratamento de funções ruidosas. Esse algoritmo foi denominado
ES-APCC.

Esse conjunto de cinco algoritmos permitiu estabelecer uma série de bases de
comparação para fundamentar o estudo aqui proposto. Os algoritmos ES-BS, ES-QN
e ES-CC serviriam de base de comparação representativas das principais alternativas
hoje disponíveis: um algoritmo evolutivo básico, um outro evolutivo dotado de busca
local baseada no algoritmo Quasi-Newton e um algoritmo evolutivo dotado de técnica
de reamostragem. O algoritmo ES-AP constituiria, por sua vez, o protótipo da pura
aplicação do mecanismo de busca aqui proposto como operador evolutivo adicional.
Por fim, o algoritmo ES-APCC permitiria a análise da interação das duas formas para
tratamento de ruído: o procedimento aqui proposto, baseado na filtragem por meio
de uma função de aproximação, e a abordagem hoje predominante de tratamento de
ruído, baseada em reamostragem do valor de função-objetivo.

Um problema metodológico importante se apresentou, precedendo a realização de
experimentos numéricos para comparar os algoritmos assim construídos. O problema
era: como assegurar uma comparação justa entre os diferentes algoritmos, uma vez que
cada algoritmo possui um conjunto de parâmetros, de cujo ajuste depende o seu desem-
penho? Deve-se notar que não seria possível, no contexto do problema aqui delimitado,
recorrer a ajustes padronizados de parâmetros para os algoritmos que serviriam de base
de comparação, uma vez que: (i) dois dos algoritmos a serem utilizados como base de
comparação, o ES-QN e o ES-CC, não seriam exatamente análogos a outros algoritmos
estudados na literatura, o que impediria o reaproveitamento de ajustes de parâmetros
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obtidos anteriormente; (ii) mesmo o algoritmo clássico ES-BS não dispõe de ajustes de
parâmetros padronizados para o caso de funções ruidosas; e (iii) mesmo que existissem
ajustes previamente conhecidos para os parâmetros dos três algoritmos que serviriam
de base de comparação, ainda assim persistiria a objeção quanto à possibilidade de que
os algoritmos propostos, ES-AP e ES-APCC, tivessem seus parâmetros ajustados de
maneira a especificamente favorecer a otimização do conjunto particular de funções de
teste a ser empregado neste estudo.

Por todos esses motivos, foi desenvolvido nesta tese um mecanismo automático de
ajuste de parâmetros para algoritmos estocásticos de otimização. Para sanar as dificul-
dades apontadas acima, bastaria: (i) que tal mecanismo de ajuste fosse “razoável”, no
sentido de que pudesse extrair um bom desempenho dos algoritmos cujos parâmetros
fossem sintonizados, ou seja, evitando deixar que os algoritmos fossem sintonizados
para operar com desempenho muito abaixo de seu potencial, o que prejudicaria a com-
paração entre algoritmos pelo fato de que cada algoritmo poderia estar a uma distância
diferente de seu melhor desempenho possível; e (ii) que tal mecanismo fosse empregado
exatamente nas mesmas condições para todos os algoritmos a serem comparados. No
entanto, para além desses requisitos mínimos necessários para o estabelecimento de
condições para a comparação de algoritmos, o mecanismo de ajuste aqui proposto foi
comparado com diversos mecanismos de ajuste hoje disponíveis na literatura, tendo
se mostrado superior a todos estes. Espera-se, portanto, que os algoritmos a serem
analisados neste trabalho de tese tenham sido sintonizados de maneira a apresentarem
desempenho próximo àquele que podem idealmente atingir.

Com os algoritmos devidamente sintonizados, três experimentos numéricos foram
conduzidos. Primeiro, foram realizados testes sobre funções de benchmark que vêm
sendo utilizadas como referência para o estudo de algoritmos evolutivos. Essas fun-
ções são dotadas de características distintas que incluem: bom-condicionamento ou
mal-condicionamento, convexidade ou não-convexidade, unimodalidade ou multimoda-
lidade, estrutura deceptiva ou dotada de tendência global, e outras. Todas as funções,
entretanto, são isentas de ruído. Neste conjunto de testes, portanto, não poderiam
ser avaliados os algoritmos ES-CC e ES-APCC, os quais incluem uma etapa de rea-
mostragem de soluções. A comparação se restringia aos algoritmos ES-BS, ES-QN e
ES-AP, e tinha por objetivo avaliar a influência do operador proposto de busca local
por aproximação de funções nas propriedades de convergência do algoritmo em circuns-
tâncias nas quais os fatores determinantes do comportamento de algoritmos evolutivos
são relativamente bem conhecidos.

Seria de se esperar que, nesta etapa, o algoritmo ES-AP apresentasse compor-
tamento essencialmente equivalente ao ES-QN e um pouco superior ao ES-BS, o que
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estaria de acordo com o padrão usualmente verificado que indica que a utilização de
buscas locais tende a melhorar o desempenho de algoritmos evolutivos. No entanto,
os resultados alcançados nos testes sugerem que o algoritmo ES-AP tenha obtido de-
sempenho superior ao ES-QN – ressalvando-se a necessidade de testes mais exaustivos
para dar suporte a uma avaliação mais conclusiva. Conjectura-se que a formulação
explícita de funções de aproximação que representem o conjunto de amostras já ava-
liadas da função-objetivo, conforme feito no ES-AP, permita codificar a informação a
respeito de tendências de longa distância presentes nas funções de uma maneira mais
útil que a codificação implícita presente na formulação Quasi-Newton do ES-QN, sendo
ambas por sua vez melhores que a ausência de mecanismos de modelagem de função
do ES-BS. Cabe projetar testes mais específicos que permitam examinar esta ou outras
conjecturas.

A seguir, foram realizados testes sobre as mesmas funções de benchmark empre-
gadas na etapa anterior, agora transformadas em funções ruidosas pelo acréscimo de
ruído Gaussiano aditivo no momento de sua avaliação. Desta vez, todos os algoritmos
considerados nesta tese são avaliados: ES-BS, ES-QN, ES-AP, ES-CC e ES-APCC. Os
novos algoritmos agora acrescentados, ES-CC e ES-APCC, contam com um operador
de reamostragem de funções que é utilizado no contexto das tomadas de decisão no in-
terior do algoritmo, sendo nos demais aspectos semelhantes respectivamente ao ES-BS
e ao ES-AP.

Seria de se esperar que, nessas condições, o algoritmo ES-CC tivesse desempenho
melhor que o ES-BS. Isso não aconteceu, sendo que os resultados não foram conclusivos
no que diz respeito à comparação entre esses algoritmos. Também seria de se espe-
rar que o algoritmo ES-APCC tivesse desempenho superior ao ES-AP. Também esse
resultado não foi obtido, tendo sido verificado precisamente o contrário: o ES-AP foi
superior ao ES-APCC nesse conjunto de testes. Isso sugere que ou existe redundância
entre os efeitos da reamostragem e da filtragem implícita por função de aproximação, o
que poderia significar que existiria um desperdício do orçamento de avaliações de fun-
ção disponível no caso da realização das duas operações, ou então que o operador de
reamostragem não produz efeito relevante que compense o dispêndio de avaliações em
sua execução. Seria de se esperar ainda que o algoritmo ES-QN tivesse seu desempe-
nho mais degradado nesse novo cenário, em comparação com o cenário do experimento
anterior, do que os algoritmos ES-BS e ES-AP, dada a reconhecida fragilidade da ope-
ração de cálculo de gradiente diante da presença de ruído. Essa previsão se confirmou,
com o algoritmo ES-QN saindo de uma posição de aparente melhor desempenho em
relação ao ES-BS no experimento anterior para uma posição de desempenho aparen-
temente pior que este no segundo experimento. O algoritmo ES-AP, por outro lado,
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passou a se destacar mais claramente dos outros dois, no novo cenário.
A principal pergunta a ser respondida por este experimento dizia respeito à ques-

tão de qual procedimento seria mais efetivo para o tratamento de ruídos, se a reamos-
tragem de soluções ou a filtragem implícita por uma aproximação de funções, expressa
na comparação entre o ES-CC e o ES-AP. No contexto do conjunto de funções que
foi considerado, o resultado foi claramente favorável ao algoritmo ES-AP, o que daria
suporte à principal hipótese considerada neste trabalho de tese: tais evidências sugeri-
riam que a filtragem implícita por meio de funções de aproximação seria mais efetiva
que o procedimento de reamostragem. Outra questão conexa dizia respeito à possível
interação entre os operadores de reamostragem e de aproximação de funções, que es-
tava implementada no algoritmo ES-APCC. Embora, como comentado anteriormente,
a análise do conjunto dos dados sugira que na maioria dos casos bastaria o operador de
aproximação de funções, como no algoritmo ES-AP, um detalhe nos resultados chama
a atenção: nas poucas situações em que o algoritmo ES-AP não ficou posicionado em
primeiro lugar nos testes, o algoritmo que assumiu a primeira posição foi o ES-APCC.
Isso sugere que em determinadas situações a interação entre os dois efeitos possa ser
vantajosa.

Por fim, foi realizado um conjunto de testes sobre um problema com motivação
prática – o projeto de campanhas de vacinação para o controle de epidemias. Esse
problema, conforme formulado nesta tese, trata-se de um problema que tem estrutura
fundamentalmente ruidosa, sendo um representante real da classe de problemas para
a qual os métodos aqui desenvolvidos foram concebidos. Novamente foram analisados
os desempenhos de todos os algoritmos aqui considerados, ES-BS, ES-QN, ES-AP, ES-
CC e ES-APCC. Neste cenário, os resultados obtidos sugerem conclusões um pouco
diferentes daquelas extraídas do segundo experimento. Desta vez, o algoritmo ES-
APCC exibiu o melhor desempenho entre todos, superando o ES-AP. Esse resultado
não necessariamente conflita com os resultados do experimento 2, uma vez que também
nesse experimento ocorreram casos de funções para as quais o algoritmo de melhor
desempenho foi o ES-APCC. Um padrão diferente do observado no experimento 2, no
entanto, diz respeito ao algoritmo ES-CC, que no experimento 3 não exibiu desempenho
significativamente pior que o algoritmo ES-APCC, situando-se também em primeira
colocação. No experimento 2, não havia sido observada nenhuma situação em que tal
algoritmo superava o ES-AP. Esses resultados sugerem que a operação de reamostragem
possa desempenhar papel de destacada relevância em determinadas circunstâncias,
em problemas de otimização de funções ruidosas. Deve-se notar que essa observação
ocorreu precisamente no caso de um problema que é estruturalmente nativo do contexto
ruidoso, diferentemente da observação que contraria essa conclusão, extraída de um
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contexto de funções que são tornadas ruidosas de maneira artificial.
Não obstante algumas indicações contraditórias extraídas dos diversos experimen-

tos, uma análise do conjunto dos resultados obtidos nesta tese sugere que o operador
de aproximação linear-quadrática de funções possa constituir importante componente
para a montagem de algoritmos evolutivos orientados para o tratamento de funções
ruidosas. Nos três experimentos realizados, o algoritmo posicionado em primeiro lu-
gar sempre fez uso desse operador. Faltam certamente análises mais detalhadas das
circunstâncias que tornam necessária ou dispensável a utilização de um operador de
reamostragem.

5.1 Trabalhos Futuros

A própria discussão conduzida na seção anterior indica um conjunto de questões que
foram deixadas em aberto por este trabalho de tese. Os seguintes estudos parecem
prioritários:

• Seria interessante investigar a construção de problemas benchmark para proble-
mas ruidosos, de tal forma que características existentes em problemas reais do
tipo ruidoso pudessem ser artificialmente introduzidas nos problemas benchmark,
de maneira controlada.

• Na mesma linha, seria importante investigar quais características de problemas
ruidosos interferem de maneira mais significativa nas propriedades de conver-
gência de algoritmos empregados para sua otimização. Essa investigação, em
princípio, ocorreria junto com a pesquisa a respeito da construção de problemas
benchmark, com a colocação dessa questão que é complementar à anterior.

• Completando o conjunto de questões a respeito do ambiente de testes que se faz
necessário para viabilizar a pesquisa sobre otimização de funções ruidosas, seria
ainda importante identificar, catalogar, estudar e produzir implementações pa-
drão de uma variedade de problemas ruidosos reais com características distintas,
de tal forma a possibilitar procedimentos de validação de novos algoritmos para
otimização desta classe de funções.

• Sabe-se que seria possível realizar procedimentos de reamostragem de maneiras
diversas. Da mesma forma, seria possível construir operadores de aproximação
de função que constituíssem diferentes variações de um procedimento geral. Seria
importante produzir análises que considerassem uma maior variedade de opera-
dores de reamostragem, bem como uma maior variedade de operadores de busca
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local por aproximação de função, de maneira a permitir um panorama mais de-
talhado de análises sobre os mecanismos subjacentes aos efeitos observados.

• Na presente tese, o mecanismo de busca local por aproximação de função foi justa-
posto ao mecanismo de reamostragem, para a construção do algoritmo ES-APCC.
Seria importante investigar a possibilidade de articulação dos dois mecanismos
segundo processos mais complexos que a sua simples justaposição, explorando
possibilidades de uma efetiva hibridização de operadores. Um exemplo de possi-
bilidade de tal hibridização seria a possível utilização da informação proveniente
da função aproximada (que corresponde a uma filtragem implícita da função)
para a tomada de decisão no interior do operador de reamostragem.

• A seguir, deve-se mencionar a necessidade de estudos que avaliem a transposição
das técnicas aqui propostas para algoritmos evolutivos de tipos diferentes das
Estratégias Evolutivas. Seria importante a realização de testes envolvendo as
principais famílias de algoritmos evolutivos para problemas contínuos, tais como
os algoritmos de Evolução Diferencial, os Algoritmos Imunológicos, as diferen-
tes modalidades de Algoritmos Genéticos, algoritmos do tipo GRASP (Greedy
Randomized Adaptive Search Procedure) e ILS (Iterated Local Search), dentre
outros.

• Por fim, como questão prospectiva, deve-se mencionar a necessidade de se inves-
tigar a possibilidade de transposição do procedimento de aproximação de funções
para o contexto de otimização combinatória.
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Apêndice A

Sintonização dos Parâmetros de
Algoritmos

A.1 Apresentação

O processo de ajuste dos parâmetros de um algoritmo de otimização, que busca otimizar
um critério de qualidade (função de utilidade) desse algoritmo é aqui denominado
sintonização de parâmetros. Para maiores informações sobre a temática da sintonização
de parâmetros, pode-se consultar as referências [Hutter et al., 2009; Birattari et al.,
2010; Eiben & Smit, 2011; Montero et al., 2014].

Neste apêndice, é apresentada uma heurística de sintonização de parâmetros que
foi desenvolvida no âmbito deste trabalho de tese, denominada Robust Parameter Se-
archer (RPS), que visa determinar um conjunto fixo de parâmetros que corresponde
a um ajuste adequado do algoritmo para que este otimize de maneira eficiente uma
base de problemas que se considera representativa de uma classe de problemas de inte-
resse. Um exemplo de aplicação da heurística RPS é apresentado, considerando o caso
do ajuste de parâmetros de algoritmos da classe da Evolução Diferencial (DE). Nesse
exemplo, é também realizada a comparação dos resultados obtidos pela heurística RPS
com os resultados oriundos da aplicação de vários outros procedimentos de sintoniza-
ção de parâmetros descritos na literatura. Os resultados dessa comparação sugerem a
superioridade da heurística aqui proposta.

No contexto desta tese, a heurística de sintonização de parâmetros RPS é empre-
gada para obter os conjuntos de parâmetros a serem empregados nos algoritmos ES-BS,
ES-QN, ES-AP, ES-CC e ES-APCC considerando a base dos problemas apresentados
na Tabela 4.1 em ambientes sem e com ruído na avaliação. Ajustes de parâmetros
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distintos foram considerados para o caso com ruído e para o caso sem ruído, de forma a
permitir o estudo dos algoritmos nas condições de sua melhor performance. Sem uma
heurística do tipo RPS, o estudo desenvolvido no Capítulo 4 desta tese não teria sido
possível.

A.2 Definição do Problema de Sintonização de

Parâmetros

Seja A um algoritmo e Λ(π, f, ζ, κ) uma instância de A para a qual π =

(π1, π2, . . . , πm) ∈ Π representa o vetor de m parâmetros de Λ que constitui o conjunto
de variáveis de decisão do problema de sintonização de parâmetros, sendo Π a região
factível para busca desses parâmetros. f : Rn → R, f ∈ F , é uma função-objetivo
que deve ser minimizada por Λ, que visa encontrar a solução ótima x = x∗ na região
factível S ⊆ Rn do espaço de variáveis de decisão de f(x), e F representa a classe de
funções de interesse, para a qual deseja-se sintonizar os parâmetros de A. ζ ∈ N é um
número natural que representa a semente para o gerador de números aleatórios de Λ (o
que significa que duas execuções de Λ com o mesmo conjunto de entradas (π, f, ζ, κ)

conduzirão ao mesmo resultado). κ ∈ N∗ é um orçamento computacional, medido aqui
em número de avaliações de função-objetivo disponível para uma execução de Λ sobre
f(x). Considere-se o espaço Ω ⊆ Π× F × N× N∗ de todas as possíveis entradas para
Λ. Para cada ω ∈ Ω, uma execução de Λ(ω) determina um único melhor valor de
função-objetivo encontrado γ = f(xb) associado à melhor solução encontrada xb ∈ S.

No problema de sintonização de parâmetros aqui definido, deseja-se obter os me-
lhores parâmetros π ∈ Π do algoritmo A para um dado conjunto de t funções-objetivo
de treinamento f : Rn → R ∈ F = {f1, f2, . . . , ft}, considerando um orçamento compu-
tacional fixo κ para cada execução de Λ e uma determinada função de utilidade ν. Neste
apêndice, as menções a funções-objetivo, ou simplesmente objetivos, se referirão sempre
a funções-objetivo dos algoritmos cujos parâmetros estão sendo sintonizados, enquanto
as menções a funções de utilidade se referirão às funções consideradas pela heurística
cuja tarefa é a de sintonizar os parâmetros dos algoritmos de otimização. Deve-se notar
que, como simplificação do problema mais geral de sintonização dos parâmetros de A,
não se discute aqui a questão de como escolher um conjunto {f1, f2, . . . , ft} que seja
representativo da classe de funções de interesse F , sendo adotada a simplificação de
supor que F = {f1, f2, . . . , ft}.

Seja um objetivo fi, i ∈ {1, . . . ,t}, e seja ζj ∈ {ζ1, . . . ,ζei} para um inteiro ei.
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Define-se:
γi,j(π) = Λ(π, fi, ζj, κ) (A.1)

A função γi,j(π) representa o resultado da execução do algoritmo A, instanciado em
Λ(π, fi, ζj, κ), considerando o conjunto de parâmetros π, o objetivo fi e a semente
do gerador de números aleatórios ζj, sendo o valor de κ considerado um parâmetro
constante cujo valor é preestabelecido. Define-se a estatística:

γ̂i =
1

ei

ei∑

j=1

γi,j (A.2)

que corresponde a um estimador da esperança de γi,j(π) sobre todos os possíveis valores
de ζj.

Considerando todas as t funções-objetivo, define-se a Mean Best Fitness (MBF):

ν(γ̂1, γ̂2, . . . , γ̂t) =

∑t
i=1 γ̂i
t

(A.3)

A Equação (A.4) apresenta a formalização do problema de sintonização de parâ-
metros que resulta no melhor parâmetro π para uma instância Λ do algoritmo A ao
otimizar o conjunto de funções F com um orçamento de κ avaliações em cada execução
de Λ com distintas sementes aleatórias ζ.

π∗ = arg min
π

ν(γ̂1, γ̂2, . . . , γ̂t) (A.4)

Sobre o problema apresentado pela Equação (A.4), pode-se notar que trata-se de
problema computacionalmente caro, uma vez que cada avaliação da função de utilidade
ν envolve, por sua vez, um número κ de avaliações de cada uma das funções-objetivo
fi. Essa função de utilidade trata-se de função intrinsicamente ruidosa, em virtude da
execução de avaliações de função-objetivo ser realizada sempre com distintas semen-
tes para o gerador de números aleatórios. Além disso, pode-se esperar que ν possa ser
multimodal. Desta forma, conclui-se que uma heurística de sintonização de parâmetros
deva ser, pelo menos, capaz de lidar com funções de utilidade ruidosas e que consiga
retornar boas soluções para o problema de sintonização de parâmetros dispondo, glo-
balmente, de um orçamento relativamente limitado de avaliações de função-objetivo.
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A.3 Robust Parameter Searcher

Foi aqui desenvolvida a heurística denominada Robust Parameter Searcher, ou simples-
mente RPS, que é baseada no algoritmo Nelder Mead Simplex [Nelder & Mead, 1965;
Chang, 2012] com restrições de limite de variáveis, um operador de comparação baseado
em confiança, e reavaliação de soluções do simplex, com número máximo que cresce
linearmente (até um limite) com a quantidade de avaliações de função globalmente
realizadas.

O RPS, descrito na Figura A.1, possui sete parâmetros configuráveis: δe ∈
[1,1; 3,0] é o coeficiente de expansão; δc ∈ [0,1; 0,9] é o coeficiente de contração;
δs ∈ [0,1; 0,9] é o coeficiente de encolhimento do simplex; fp ∈ [0,001; 0,100] é a fra-
ção para determinar o raio inicial, para cada variável que representa um parâmetro,
de acordo com os respectivos limites inferior e superior; ε ∈ [1,0; 0,001] é a distância
Euclidiana limiar permitida entre a melhor e a pior solução, usada no critério de rei-
nicialização do simplex; emax ∈ {2; . . . ; 10} é o número máximo de reavaliações de uma
solução no final da execução da heurística; pα ∈ [0,05; 0,5] é o nível de significância para
comparar pares de soluções em uma comparação baseada em confiança estatística. Há
também, implicitamente, um parâmetro que o usuário deve configurar previamente,
que é o número de casas decimais que a representação das variáveis pode conter. Desta
forma, cada operador que gera ou altera soluções faz um arredondamento conside-
rando esta quantidade de casas decimais. No caso de parâmetros discretos, estes são
arredondados para baixo.

Qualquer solução é caracterizada por um vetor de parâmetros π, um vetor de
avaliações de função de utilidade u, e uma variável binária b que indica factibilidade
em relação às restrições de limite, analisada no momento da criação do vetor de variáveis
de decisão. Note-se que uma avaliação da função utilidade ν implica em t×κ avaliações
das funções-objetivo fi.

Em qualquer iteração, uma solução (um vetor π) pode ter sua função utilidade
avaliada no máximo e vezes. Tal número cresce linearmente de acordo com a quantidade
corrente de avaliações e, conforme Equação (A.5), em que E é o máximo de avaliações
de função utilidade permitidas. Inicialmente, são permitidas duas repetições e, ao final,
o limite é emax.

e = 1 + (emax − 1)

⌊
e + 0,5

E

⌋
(A.5)

Na comparação entre um par de soluções, consideram-se as seguintes regras:
(i) Vetores infactíveis não são avaliados, de modo que quando ambos são infactíveis,
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Entrada: δe, δc, δs, fp, ε, emax, pα
Dados: A,Π,F , ζ, κ,E

1 início
2 m← NumMetaParametros(Π);
3 [iw, ic, ir, ie, ioc, iic]← [m+ 1,m+ 2,m+ 3,m+ 4,m+ 4,m+ 5];
4 e← 1 ;
5 [S, e, e]← CriaAvalSimplex(Π, fp,F , ζ, κ, e, emax);
6 enquanto e ≤ E faça
7 se ‖S[1].π − S[m+ 1].π‖ ≤ ε então
8 [S, e, e]← ReiniciaAvalSimplex(S,Π, fp, e,E,F , ζ, κ, e, emax);
9 fim

10 [S, e, e]← OrdenaSimplex(S,m, e, emax, pα);
11 se e ≥ E então saia do enquanto;
12 S[ic]← CriaCentroide(S) ;
13 [S[ir], e, e]← CriaAvalRefleccao(S, e,E,F , ζ, κ, e, emax) ;

14 se S[1]
pα
≤ S[ir]

pα
< S[m] então S[iw]← S[ir]; continue;

15 se S[ir]
pα
< S[1] então

16 [S[ie], e, e]← CriaAvalExpansao(S, δe, e,E,F , ζ, κ, e, emax);
17 se S[ie]

pα
< S[ir] então S[iw]← S[ie]; senão S[iw]← S[ir] ;

18 continue;
19 fim
20 shrink ← falso;

21 se S[m]
pα
≤ S[ir]

pα
< S[iw] então

22 [S[ioc], e, e]← CriaAvalContExterna(S, δc, e,E,F , ζ, κ, e, emax);
23 se S[ioc]

pα
≤ S[ir] então S[iw]← S[ioc]; continue;

24 senão
25 shrink ← verdadeiro;
26 fim
27 se ¬shrink então

28 se S[ir]
pα
≥ S[iw] então

29 [S[iic], e, e]← CriaAvalContInterna(S, δc, e,E,F , ζ, κ, e, emax);
30 se S[iic]

pα
< S[iw] então S[iw]← S[iic]; continue;

31 fim
32 fim
33 [S, e, e]← ContraiAvalSimplex(S,m, δe, e,E,F , ζ, κ, e, emax);
34 fim
35 π ← S [1] .π;
36 Fu ←MBF (S [1] .u);
37 fim
38 retorna [π, Fu]

Figura A.1: Algoritmo Robust Parameter Searcher (RPS) para sintonização de parâ-
metros de algoritmos de otimização.
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compara-se o somatório dos níveis de violação. É considerado melhor aquele que infrin-
giu menos as restrições. (ii) Quando uma solução é factível e a outra não, considera-se
melhor a primeira. (iii) Quando ambas são factíveis, o vetor de avaliações é testado
de acordo com um teste-t em um nível de significância pα. Se foi observada diferença
significativa, então a comparação é concluída. Senão, avalia-se aquela com maior desvio
padrão amostral que não tenha atingido o limite e. Se tal limitação desta solução já
foi atingida e a da outra não, então avalia-se a segunda. Tal processo se repete até seja
observada diferença significativa ou o limite de avaliações para ambas seja atingido.
Caso o número total de reavaliações para ambas tenha atingido o máximo, a compa-
ração é realizada via média amostral. Este operador é representado por um símbolo
de comparação relacional indicativo com um pα sobrescrito. A atualização de e e e foi
deixada implícita por questão de espaço. Embora não sejam garantidas as premissas
para o uso do teste-t [Montgomery, 2012], a heurística de comparação proposta pode
melhorar a qualidade da tomada decisão na presença de ruído.

Inicialmente, no RPS, extrai-se o número de parâmetros, m, da definição de
região de busca Π. Em seguida, são definidos para melhorar a legibilidade os índices que
armazenarão a pior solução do simplex (iw), a solução centroide (ic), a solução refletida
(ir), a expandida (ie), a contraída externamente (ioc) e a contraída internamente (iic).

A função CriaAvalSimplex gera e avalia o primeiro simplex comm+1 vetores de
parâmetros. Utilizando um ponto inicial escolhido aleatoriamente com probabilidade
uniforme dentro de Π e uma base vetorial qualquer, aplica-se a transformação de Hou-
seholder [Householder, 1958] para se criar uma base ortonormal. Assim, pondera-se
cada variável deste conjunto com m + 1 soluções contidas no simplex pelo raio inicial
r0[i], conforme Equação (A.6). Nesta, LΠ[i] e UΠ[i] são os limites inferior e superior
para a i-ésima variável do vetor π. Em seguida, avaliam-se estas primeiras m+ 1 solu-
ções em S, considerando F , ζ e κ. O vetor S e o número corrente de avaliações e são
retornados.

r0[i] = fp · (UΠ[i]− LΠ[i]) , i = 1, 2, . . . ,m. (A.6)

Em seguida, inicia-se o laço de repetição que termina quando o número máximo
de avaliações é atingido. Primeiro, é verificado se a distância entre a melhor e a pior
solução do simplex está abaixo do limiar ε. Caso verdadeiro, considera-se que houve
estagnação e uma reinicialização é executada de modo que se mantém a melhor solução
e outras m novas soluções são geradas via transformação de Householder, sendo cada
variável ponderada por r�[i], ∀i ∈ {1, 2, . . . ,m}.

O valor de r�[i] é igual a r0[i] no caso de a melhor solução corrente ser distinta da
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melhor no instante da última reinicialização do simplex. Sempre que a melhor solução
corrente não se altera, r�[i] acumula o valor de r0[i]. Tal mecanismo, além de criar
novas soluções ortogonais, permite que o raio cresça de modo a escapar de ótimos
locais. Após sua geração, tais m novos vetores são avaliados.

O próximo passo é ordenar crescentemente as m + 1 soluções de acordo com a
função de utilidade, através do operador

pα
<, que possibilita reavaliações. A seguir, é

verificado se a quantidade de avaliações atingiu o limite. Em caso positivo, o fluxo
de execução sai do laço de repetição e o melhor vetor encontrado é retornado. Caso
contrário, a iteração prossegue.

Na função CriaCentroide, cria-se a solução centróide usando as primeiras m
soluções, de acordo com a Equação (A.7), que não será avaliada, mas usada na criação
de outros vetores. Logo após, usando a Equação (A.8), a solução refletida no oposto
da pior é criada e posteriormente avaliada em CriaAvalRefleccao. Se esta for melhor
que a m-ésima e não preferível em relação à melhor corrente, então ela assume o lugar
da pior do simplex, e o fluxo retorna para o início do laço de repetição. Em seguida,
se a solução refletida é mais vantajosa do que a melhor solução corrente, então uma
solução expandida é criada, via Equação (A.9), e avaliada em CriaAvalExpansao. No
caso de esta nova solução ser melhor do que a solução refletida, ela será aceita no lugar
da pior solução corrente; em caso contrário a solução refletida entrará no simplex. A
seguir, o laço de repetição é retomado do início.

S[ic].π =
1

m

m∑

j=1

S[j].π (A.7)

S[ir].π = S[ic].π + (S[ic].π − S[iw].π) (A.8)

S[ie].π = S[ic].π + δe · (S[ir].π − S[ic].π) (A.9)

A seguir, verifica-se se a reflexão é melhor que a (m + 1)-ésima solução, não
sendo entretanto melhor que a m-ésima solução. Em caso negativo, a próxima ação
do algoritmo será encolher o simplex. Em caso positivo, uma contração externa é
criada, via Equação (A.10), e avaliada em CriaAvalContExterna. Se esta contração
for melhor que a refletida, ela será aceita no lugar da pior solução no simplex.

S[ioc].π = S[ic].π + δc · (S[ir].π − S[ic].π) (A.10)

Na sequência, se não foi sinalizado que o simplex deva ser encolhido e a reflexão
não é melhor que a pior solução, então a função CriaAvalContInterna cria um vetor
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contraído internamente, usando a Equação (A.11), e o avalia. Caso esta contração seja
melhor que a pior solução corrente, então ocorre a substituição e prossegue-se para
uma nova iteração.

S[iic].π = S[ic].π − δc · (S[ir].π − S[ic].π) (A.11)

Se nenhuma das tentativas anteriores foi aceita, então a função
ContraiAvalSimplex é executada. Nesta, os m novos vetores são encolhidos
em torno da melhor solução corrente, utilizando a Equação (A.12), e avaliados em
seguida. Ao final do algoritmo, fora do laço de repetição, o melhor vetor, com a
respectiva MBF encontrados, são retornados.

S[j].π = S[1].π + δs · (S[j].π − S[1].π) , j = 2, . . . ,m+ 1. (A.12)

A.4 Comparações com Outras Heurísticas de

Sintonização

Apresenta-se agora nesta seção o planejamento, execução e análise de uma bateria
de experimentos computacionais que comparam o RPS com outras cinco heurísticas
de sintonização de parâmetros de algoritmos, que são: Random Search (RS), Para-
meter Iterated Local Search (ParamILS) [Hutter et al., 2007, 2009], Algoritmo Gené-
tico (mGA), Relevance Estimation and Value Calibration (Revac) [Nannen & Eiben,
2007b,a] e Bounded Nelder Mead (bNM). Da mesma forma que o RPS, a implementação
desses métodos arredonda as variáveis para uma precisão previamente estabelecida. No
estudo de caso apresentado, será considerada a busca de parâmetros reais com precisão
de 6 casas decimais. Entretanto, diferentemente do algoritmo proposto, tais heurísticas
comparativas avaliam apenas uma vez cada vetor e fazem comparação pareada usando
o operador relacional “menor que” sobre tais únicos valores de utilidade.

A.4.1 Algoritmos Comparados

A estratégia RS, usada como base de comparação, não possui parâmetro de entrada e
executa uma busca aleatória para determinar o melhor conjunto de parâmetros possível
para uma heurística. Inicialmente, gera-se uma solução dentro do espaço de busca, que
é avaliada. Ulteriormente, enquanto o número de avaliações total não é alcançado,
sorteia-se aleatoriamente de maneira uniforme um novo vetor sobre a região de busca,
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que é avaliado e comparado com a melhor solução até então encontrada. Caso seja
melhor, esta assumirá o posto de melhor vetor.

O ParamILS [Hutter et al., 2007] é uma busca local iterativa que possui três
parâmetros, que são ils1 ∈ [0,01; 0,5], o percentual em relação ao total de avaliações
dedicado a uma busca aleatória inicial; ils2 ∈ {1; . . . .100}, o número total de perturba-
ções na solução corrente no início do laço evolutivo, considerando todas as variáveis; e
ils3 ∈ [0,001; 0,1], a probabilidade de reinicializar a solução corrente na região de busca.
Primeiramente, gasta-se o percentual ils1 do total de avaliações para se determinar o
vetor corrente inicial usando o algoritmo RS. Depois, sobre este é executado o iterative
first improvement, que visita e avalia todos os vizinhos (diferem em uma variável pela
precisão originalmente dada), retornando a melhor solução como solução corrente. No
laço de repetição, que finda ao avaliar um total de conjunto de parâmetros, ocorrem
as seguintes etapas: (i) Geração aleatória e consecutiva de ils2 vizinhos a partir da
solução corrente, sendo o tamanho do passo dado pela precisão dada; (ii) Sobre o vetor
final gerado realiza-se o iterative first improvement, sendo que caso a solução desta ope-
ração seja melhor que a corrente, a primeira assume o posto de solução corrente; (iii)
A seguir, com probabilidade ils3, gera-se aleatoriamente uma nova solução corrente.
Durante todo este processo evolutivo pratica-se o elitismo, sendo armazenada a melhor
solução encontrada.

O mGA é uma heurística de sintonização baseada em algoritmo genético com
os parâmetros mga1 ∈ {4; . . . ; 300}, o tamanho da população de soluções; mga2 ∈
[0,05; 0,95], a taxa de elitismo usada no processo seletivo para a passagem de geração;
mga3 ∈ [0,01; 0,50], a probabilidade de mutação; e mga4 ∈ [0,01; 0,90], a probabilidade
de cada variável ser mutada quando a ocorre a mutação. No começo, gera-se e avalia-se
a primeira população de mga1 pais. Dentro do laço de repetição evolutivo ocorre: (i)
A seleção via roleta, cuja aptidão linear é dada pela ordenação dos valores da função
de utilidade; (ii) A geração de novos mga1 filhos dentro da hipercaixa determinada
por cada par de pais selecionado, através do cruzamento, e mutação a uma taxa mga3

alterando cada variável a uma probabilidade de mga4, sorteando um valor dentro da
região de busca; (iii) A avaliação dos filhos; e (iv) A seleção dos novos vetores pais para
a próxima geração é feita a partir do conjunto união das populações de pais e filhos,
sendo selecionandas as bmga1 ·mga2c melhores soluções de tal conjunto, e depois então
escolhidas as mga1 − bmga1 · mga2c restantes de forma aleatória. Este processo se
repete enquanto o total de avaliações da função de utilidade não é atingido.

O Revac [Nannen & Eiben, 2007b,a] é uma heurística baseada em algoritmo de
estimação de distribuição com quatro parâmetros, sendo eles revac1 ∈ {4; . . . ; 300},
a quantidade de vetores na população; revac2 ∈ [0,1; 0,9] é o percentual, em relação
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a revac1, de soluções antigas a serem substituídas na população; revac3 ∈ [0,05; 0,50]

é o percentual de melhores soluções a serem selecionadas e usadas no cruzamento; e
revac4 ∈ [0,01; 0,50] é o fator de distância a ser usado para selecionar vetores durante
o processo de mutação. Preliminarmente, define-se o número de trocas de soluções
por iteração (trvc = brevac1 · revac2c), a quantidade de vetores usada no cruzamento
(qrvc = brevac1 · revac3c) e o limiar de distância a ser usado no processo de mutação
(lrvc = brevac1 · revac4c). Assim como no mGA, a população inicial é criada aleato-
riamente e avaliada. Posteriormente, no laço que se repete até atingir o máximo de
avaliações da função de utilidade, os passos a seguir são executados: (i) Seleção dos
qrvc melhores vetores e uso dos mesmos para gerar trvc novos vetores, em um cruza-
mento multiparental com pesos aleatórios uniformes e convexos; (ii) Mutação dos novos
vetores; (iii) Avaliação dos novos parâmetros; e (iv) Substituição das novas soluções
pelas mais antigas. O delineamento da mutação segue os seguintes passos: (a) Cópia
das soluções para uma matriz auxiliar (cada linha representa uma variável); (b) Orde-
nação crescente de cada linha desta matriz; (c) Para cada variável dos novos vetores
é atribuído uma valor aleatório uniforme cujos limites inferior e superior são dados
pelos lrvc-ésimos valores à esquerda e direita na linha da coluna da matriz a partir
do valor obtido no cruzamento. Ao final, retorna-se o melhor conjunto de parâmetros
encontrado durante todo o processo.

O bNM é uma implementação da heurística Nelder Mead Simplex [Nelder &
Mead, 1965; Chang, 2012] com tratamento de restrições para limitar os valores das
variáveis dentro da região de busca. Os parâmetros considerados são bnm1 ∈ [1,1; 3,0],
o coeficiente de expansão; bnm2 ∈ [0,1; 0,9], o coeficiente de contração; bnm3 ∈ [0,1; 0,9]

o fator de encolhimento do simplex; bnm4 ∈ [0,001; 0,1], a fração para determinar o
raio inicial, para cada variável, em relação aos limites da região de busca; e bnm5 ∈
[0,001; 0,1], a distância Euclidiana mínima entre a melhor e a pior solução no simplex
para reinicializá-lo. O bNM se diferencia do RPS pelo fato de não reavaliar um vetor,
ou seja, permite-se apenas uma avaliação de utilidade para cada solução, que é usada
na comparação da qualidade das soluções. Parâmetros infactíveis não são avaliados
e recebem um valor que representa o nível de infactibilidade, dado pelo somatório
das diferenças violadas ao quadrado por variável. Uma solução é considerada melhor
que a outra se (i) ambas são infactíveis, mas a primeira possui um menor nível de
infactibilidade; (ii) a primeira é factível e a outra não; ou (iii) ambas são factíveis
e a primeira possui melhor valor de função de utilidade. Inicialmente, no bNM é
criado um simplex inicial com vetores aleatórios, perpendiculares (via transformação
de Holsehoulder [Householder, 1958]) e ponderados usando bnm3, que é posteriormente
avaliado. No laço de repetição, que finda quando as avaliações atingirem um limite
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dado, é testado se a diferença entre a melhor e a pior solução do simplex distam menos
que bnm4. Em caso positivo, o simplex é reinicializado da mesma forma que no RPS.
Em seguida, as operações usuais do Nelder Mead são realizadas, como a ordenação
do simplex, criação e avaliação (quando adequado) dos vetores centróide, refletido,
expandido, contraído externamente e internamente, e redução do simplex.

A.4.2 Estudo de Caso

Para comparar a eficiência do RPS em relação às estratégias RS, ParamILS, mGA,
Revac e bNM, uma bateria de 5 experimentos computacionais foram planejados para
ajustar os parâmetros de instâncias da Evolução Diferencial (DE) [Storn & Price, 1995;
Das & Suganthan, 2011] que devem otimizar as 12 funções-objetivo sem ruído do
conjunto F apresentado pela Tabela 4.1, na dimensão 10, com 1000 avaliações por
execução. Cada experimento se diferencia dos demais pelo orçamento de avaliações de
função utilidade, sendo consideradas 500, 2000, 3000, 5000 e 10000 avaliações.

Antes da bateria de testes, para definir um conjunto de parâmetros para o Para-
mILS, mGA, Revac, bNM e RPS sob um mesmo ambiente ruidoso, um pré-experimento
também foi concebido. Este procedimento, embora recomendado pela literatura espe-
cializada [Eiben & Smit, 2011], nunca foi realizado para se comparar heurísticas de
sintonização de parâmetros. Nas principais referências conhecidas, foram utilizados pa-
râmetros configurados manualmente, como nos trabalhos de Nannen & Eiben [2007a]
e de Hutter et al. [2009].

Para o treinamento das heurísticas de sintonização de parâmetros, estas são sin-
tonizadas considerando a função de utilidade MBF, ν, construída de maneira arti-
ficial, considerando o subconjunto Fmt = {Elliptic, Rosenbrock, Rastrigin} ⊂ F de
funções avaliadas e somadas a um ruído Gaussiano com média 0 e desvio padrão
3 como se estas fossem representações dos algoritmos a serem sintonizados. Para
o cômputo da ν, apenas uma execução para cada objetivo em Fmt é realizada. A
tarefa do ajuste dos parâmetros das heurísticas de sintonização, assim enquadradas
como heurísticas de otimização de tais funções, é realizada por uma instância do
mGA com parâmetros (mga1;mga2;mga3;mga4) = (50; 0,2; 0,1; 0,5) que soluciona
a Equação (A.4), com κ = 5000 avaliações, e encontra o respectivo πA para cada
A ∈ {ParamILS, mGA, Revac, bNM, RPS}, com um orçamento de κA = 500 avalia-
ções por objetivo em cada execução.

Para cada algoritmo A, o mGA é executado 100 vezes na configuração exposta
pelo parágrafo anterior. A precisão adotada foi de 6 casas decimais. Parâmetros
discretos são arredondados para baixo. Assim, obtém-se 100 candidatos a parâmetros
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Tabela A.1: Conjunto de parâmetros ajustados paras as heurísticas ParamILS, mGA,
Revac, bNM e RPS.

πParamILS = (0,472171; 70; 0,009071)
πmGA = (39; 0,890494; 0,392209; 0,399264)
πRevac = (85; 0,610822; 0,077699; 0,445252)
πbNM = (2,498700; 0,601812; 0,527752; 0,084575; 0,081973)
πRPS = (2,667890; 0,687594; 0,522558; 0,097288; 0,091461; 9; 0,870956)

que serão ordenados, sendo deles extraídos os 20 melhores, de acordo com a melhor
MBF retornada. Cada uma dessas 20 instâncias, representada pelo respectivo conjunto
de parâmetros, será simulada novamente 100 vezes. Daí, cada conjunto candidato
de parâmetros será representado por 100 amostras de melhores MBF retornadas, em
relação a Fmt. Na seleção do conjunto de parâmetros final, realiza-se o teste de Quade,
com 95% de confiança e procedimento de Holm para ajustar o nível de significância
na comparação pareada [Conover, 1999; García et al., 2010], para testar a hipótese
sobre a igualdade das medianas de MBF para cada conjunto de parâmetros candidatos.
Havendo empate na primeira colocação (não ocorrência de diferença significativa entre
os primeiros colocados), aquele conjunto com menor mediana amostral é escolhido.

Após a execução dessa etapa preliminar, são obtidos os conjuntos de parâmetros
πParamILS, πmGA, πRevac, πbNM e πRPS apresentados na Tabela A.1. Os gráficos
beanplot e tabelas sobre estatísticas e teste de Quade foram omitidos por questão de
espaço. Tais conjuntos serão utilizados na bateria de 5 experimentos realizados para
testar a eficácia das heurísticas de sintonização de parâmetros de algoritmos.

O objetivo dos 5 experimentos realizados na etapa seguinte é extrair e compa-
rar dados sobre a eficiência de cada uma das 6 heurísticas de sintonização de pa-
râmetros de algoritmos, com distintos orçamentos de avaliação da função de utili-
dade. O algoritmo de otimização cujos parâmetros serão sintonizados, nesses ex-
perimentos, é um algoritmo da classe da Evolução Diferencial (DE), com quatro
parâmetros que são: de1 ∈ {4; . . . ; 200}, o tamanho da população de soluções;
de2 ∈ [0; 2], o fator de mutação; de3 ∈ [0,1; 0,9], a taxa de cruzamento; e de4 ∈
{Rand/1/Bin, Best/1/Bin, Mean/1/Bin, Rand/1/Exp, Best/1/Exp, Mean/1/Exp}, a
estratégia de mutação adotada. No caso do parâmetro discreto de4, os valores foram
mapeados de 0 a 5. Basicamente, a DE inicializa a população de soluções com de1

vetores na região de busca e depois os avalia de acordo com a função-objetivo. No laço
de repetição, que dura até findar o total de avaliações, ocorrem as seguintes ações: (i)
Seleciona-se a estratégia de4; (ii) Gera-se uma nova população usando de2 e de3; e (iii)
Determina-se a próxima população de pais. Tais ações ocorrem até findar o orçamento
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πΛ,Fmt, ζΛ, κΛ

Λ

F , ζDE, κDE

ΛDE Amostras
πDE

fb1,1

fb2,1

...

fb12,1

fb1,2

...

fb12,100

Figura A.2: Processo de extração da amostra de melhores objetivos induzido pelo
parâmetro πDE, obtido pela heurística Amt, e 100 execuções da DE para cada função-
objetivo.

de objetivos a serem computados.
Para um experimento qualquer, a Figura A.2 esquematiza o processo de extração

das amostras de melhores objetivos induzido por uma única sintonização da DE por
uma heurística. Dada uma instância Λ com entradas πΛ, Fmt, ζΛ e κΛ, determina-
se o conjunto de parâmetros πDE para a DE. Desta forma, com a instância da DE
ΛDE com parâmetros fixos πDE, otimiza-se cada um dos objetivos de F , 100 vezes,
com κDE avaliações, considerando diferentes sementes ζDE para o gerador de números
aleatórios. Ou seja, um πDE gera uma amostra com os melhores 1200 objetivos retor-
nados fij, para cada função-objetivo i ∈ {1 − Elliptic, . . . , 12 − HGBat} e execução
j ∈ {1, . . . , 100}. Para cada heurística de sintonização este processo é repetido 50 vezes
e, portanto, um conjunto de 60000 amostras com melhores objetivos, retornados pelas
respectivas DE ajustadas, a representará no processo de análise comparativa.

Foram realizados 5 experimentos, com orçamentos de avaliações de função uti-
lidade de 500, 2000, 3000, 5000 e 10000 avaliações, respectivamente. Foi testada a
hipótese nula, com confiança de 0,95, que afirma a igualdade das medianas de melhores
objetivos retornados pela DE, induzidas pela aplicação das heurísticas RS, ParamILS,
mGA, Revac, bNM e RPS. Tal verificação é realizada pelo teste de Quade com o proce-
dimento de Holm que ajusta o nível de significância na comparação pareada [Conover,
1999; García et al., 2010].

A codificação desta etapa do projeto foi elaborada em C++11 [Stroustrup, 2013]
com as bibliotecas Eigen 3 [Guennebaud et al., 2010], GNU Scientific Library [Gough,
2009] e ALGLIB [Bochkanov, 2016], e compilador g++ 5.4.1 com otimização O3. Os
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Figura A.3: Beanplot para o log(f(x) + 1) dos melhores valores de objetivo retorna-
dos pela DE, induzidos pelos conjuntos de parâmetros ajustados pelas heurísticas de
sintonização de parâmetros com 500 avaliações.

gráficos e análise dos dados foram gerados no R-project [Matloff, 2011]. Os experi-
mentos foram executados em um computador com processador Intel Core I7, 16 GB de
RAM, VGA 4 GB DDR 3 GFORCE GT 630 no Ubuntu 16.04, sem Internet e dedicado
aos testes. Foram necessárias aproximadamente duas semanas para completar os testes
descritos a seguir. Isto indica o alto custo computacional de problemas desta natureza.

Como resultados, para cada experimento apresentam-se o beanplot das amostras
de melhores objetivos retornados e tabelas com estatísticas usuais, além daquela com
o resultado do teste estatístico de Quade. Ao final, apresenta-se um gráfico com a
evolução da mediana de melhor objetivo com o crescimento no número de avaliações
da função de utilidade. Para o experimento com 500 avaliações são apresentados os
resultados indicados nas Figura A.3 e Tabelas A.2 e A.3. Para o experimento com
orçamento de 2000 avaliações da função de utilidade apresentam-se a Figura A.4 e as
Tabelas A.4 e A.5. Para o experimento com orçamento de 3000 avaliações de MBF
apresentam-se a Figura A.5 e as Tabelas A.6 e A.7. Para o experimento com orçamento
de 5000 avaliações de função utilidade, apresentam-se a Figura A.6 e as Tabelas A.8 e
A.9. Para o último experimento, com orçamento de 10000 avaliações, apresentam-se a
Figura A.7 e as Tabelas A.10 e A.11. A Figura A.8 ilustra como se comporta a mediana
amostral de melhor objetivo, retornado pela DE, pelo número de avaliações da função
utilidade pela heurística que fez a sintonia de cada conjunto de parâmetros.
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Tabela A.2: Estatísticas para o log(f(x) + 1) dos melhores valores de objetivo retorna-
dos pela DE, induzidos pelos conjuntos de parâmetros ajustados pelas heurísticas de
sintonização de parâmetros com 500 avaliações.

Estatística RS ParamILS mGA Revac bNM RPS
Mínimo 0,0525 0,0542 0,0859 0,0664 0,0391 0,0469
1o Quartil 1,1862 1,5352 1,4102 1,2333 1,2640 1,2499
Mediana 3,1219 3,4668 3,5863 3,3082 3,4358 3,4389
3o Quartil 7,5122 7,6058 7,6085 7,5649 7,5419 7,5515
Máximo 24,1011 23,9249 23,6441 23,5626 23,6939 23,4321

Tabela A.3: Valores-p geral e das comparações pareadas entre os algoritmos pelo teste
de Quade em relação aos melhores valores de objetivo retornados pela DE, induzidos
pelos conjuntos de parâmetros ajustados pelas heurísticas de sintonização de parâme-
tros com 500 avaliações.

RS ParamILS mGA Revac bNM
ParamILS 0,000000 – – – –
mGA 0,000000 0,284832 – – –
Revac 0,001182 0,000000 0,000000 – –
bNM 0,000058 0,000000 0,000000 0,453717 –
RPS 0,000000 0,000000 0,000000 0,005450 0,042473
Valor-p do Teste: 0,000000

Figura A.4: Beanplot para o log(f(x) + 1) dos melhores valores de objetivo retorna-
dos pela DE, induzidos pelos conjuntos de parâmetros ajustados pelas heurísticas de
sintonização de parâmetros com 2000 avaliações.
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Tabela A.4: Estatísticas para o log(f(x) + 1) dos melhores valores de objetivo retorna-
dos pela DE, induzidos pelos conjuntos de parâmetros ajustados pelas heurísticas de
sintonização de parâmetros com 2000 avaliações.

Estatística RS ParamILS mGA Revac bNM RPS
Mínimo 0,0895 0,0101 0,0690 0,0233 0,0306 0,0072
1o Quartil 1,2841 1,4643 1,2869 1,1411 1,1906 1,0713
Mediana 3,2985 3,3912 3,3387 3,0846 3,1852 3,1374
3o Quartil 7,5921 7,6143 7,5811 7,5574 7,4790 7,5235
Máximo 24,0375 24,7112 23,1487 22,7412 23,9821 23,5301

Tabela A.5: Valores-p geral e das comparações pareadas entre os algoritmos pelo teste
de Quade em relação aos melhores valores de objetivo retornados pela DE, induzidos
pelos conjuntos de parâmetros ajustados pelas heurísticas de sintonização de parâme-
tros com 2000 avaliações.

RS ParamILS mGA Revac bNM
ParamILS 0,000000 – – – –
mGA 0,583943 0,000000 – – –
Revac 0,000000 0,000000 0,000000 – –
bNM 0,000000 0,000000 0,000000 0,000833 –
RPS 0,000000 0,000000 0,000000 0,000042 0,000000
Valor-p do Teste: 0,000000

Figura A.5: Beanplot para o log(f(x) + 1) dos melhores valores de objetivo retorna-
dos pela DE, induzidos pelos conjuntos de parâmetros ajustados pelas heurísticas de
sintonização de parâmetros com 3000 avaliações.
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Tabela A.6: Estatísticas para o log(f(x) + 1) dos melhores valores de objetivo retorna-
dos pela DE, induzidos pelos conjuntos de parâmetros ajustados pelas heurísticas de
sintonização de parâmetros com 3000 avaliações.

Estatística RS ParamILS mGA Revac bNM RPS
Mínimo 0,0302 0,0186 0,0730 0,0134 0,0364 0,0221
1o Quartil 1,3092 1,4283 1,3925 1,1824 1,3301 1,0815
Mediana 3,2889 3,3413 3,3472 3,1385 3,3410 3,1318
3o Quartil 7,6016 7,6704 7,5564 7,5869 7,4845 7,5434
Máximo 24,3977 23,9069 22,8206 23,0040 24,0531 23,5500

Tabela A.7: Valores-p geral e das comparações pareadas entre os algoritmos pelo teste
de Quade em relação aos melhores valores de objetivo retornados pela DE, induzidos
pelos conjuntos de parâmetros ajustados pelas heurísticas de sintonização de parâme-
tros com 3000 avaliações.

RS ParamILS mGA Revac bNM
ParamILS 0,000000 – – – –
mGA 0,001178 0,000000 – – –
Revac 0,000000 0,000000 0,000000 – –
bNM 0,000000 0,000000 0,000000 0,001178 –
RPS 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000
Valor-p do Teste: 0,000000

Figura A.6: Beanplot para o log(f(x) + 1) dos valores de objetivo objetivos retorna-
dos pela DE, induzidos pelos conjuntos de parâmetros ajustados pelas heurísticas de
sintonização de parâmetros com 5000 avaliações.
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Tabela A.8: Estatísticas para o log(f(x) + 1) dos valores de objetivo objetivos retorna-
dos pela DE, induzidos pelos conjuntos de parâmetros ajustados pelas heurísticas de
sintonização de parâmetros com 5000 avaliações.

Estatística RS ParamILS mGA Revac bNM RPS
Mínimo 0,0618 0,0218 0,0137 0,0486 0,0436 0,0180
1o Quartil 1,3280 1,4207 1,3615 1,1435 1,3059 1,0936
Mediana 3,3138 3,3927 3,3336 3,1772 3,3115 3,0877
3o Quartil 7,5153 7,4779 7,5594 7,5773 7,4838 7,4995
Máximo 24,4259 23,8751 23,2131 23,4544 23,7194 23,0285

Tabela A.9: Valores-p geral e das comparações pareadas entre os algoritmos pelo teste
de Quade em relação aos melhores valores de objetivo retornados pela DE, induzidos
pelos conjuntos de parâmetros ajustados pelas heurísticas de sintonização de parâme-
tros com 5000 avaliações.

RS ParamILS mGA Revac bNM
ParamILS 0,000000 – – – –
mGA 0,000000 0,000427 – – –
Revac 0,000427 0,000000 0,000000 – –
bNM 0,053744 0,000004 0,000000 0,000000 –
RPS 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000
Valor-p do Teste: 0,000000

Figura A.7: Beanplot para o log(f(x) + 1) dos melhores valores de objetivo retorna-
dos pela DE, induzidos pelos conjuntos de parâmetros ajustados pelas heurísticas de
sintonização de parâmetros com 10000 avaliações.
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Tabela A.10: Estatísticas para o log(f(x) + 1) dos melhores valores de objetivo retor-
nados pela DE, induzidos pelos conjuntos de parâmetros ajustados pelas heurísticas de
sintonização de parâmetros com 10000 avaliações.

Estatística RS ParamILS mGA Revac bNM RPS
Mínimo 0,0459 0,0622 0,0821 0,0336 0,0183 0,0286
1o Quartil 1,2617 1,5212 1,4059 1,0945 1,3245 1,0404
Mediana 3,3073 3,4053 3,3657 3,0904 3,2741 3,0843
3o Quartil 7,5976 7,5244 7,5462 7,5509 7,4653 7,5444
Máximo 23,5934 23,8075 23,4828 22,8276 23,9309 22,8703

Tabela A.11: Valores-p geral e das comparações pareadas entre os algoritmos pelo
teste de Quade em relação aos melhores valores de objetivo retornados pela DE, in-
duzidos pelos conjuntos de parâmetros ajustados pelas heurísticas de sintonização de
parâmetros com 10000 avaliações.

RS ParamILS mGA Revac bNM
ParamILS 0,000000 – – – –
mGA 0,000000 0,000336 – – –
Revac 0,000000 0,000000 0,000000 – –
bNM 0,000241 0,000000 0,000000 0,000000 –
RPS 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000
Valor-p do Teste: 0,000000
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Figura A.8: Evolução das medianas do log(f(x)+1) para o melhor valor de objetivo re-
tornados pela DE, induzidos pelos conjuntos de parâmetros ajustados pelas heurísticas
de sintonização de parâmetros para 500, 2000, 3000, 5000 e 10000 avaliações.
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De um modo geral, esses resultados sugerem as seguintes conclusões:

• Para 500 avaliações da função de utilidade, a busca aleatória RS parece ser mais
vantajosa, sendo recomendada para quando se dispõe de pequeno orçamento de
avaliações destinadas à sintonização de parâmetros. Isso pode ser observado nas
três quatro primeiras estatísticas extraídas e no teste de Quade. Uma possível
explicação para isso é que, para tão pequeno orçamento de avaliações de função
utilidade, as demais heurísticas teriam feito um investimento na extração de
informações do problema que não seria recompensado, uma vez que não teria
havido tempo para utilizar a informação adquirida.

• Para 2000 avaliações da função de utilidade, o Revac obteve melhor resultado
em relação a mediana, conforme se pode observar no beanplot e nas tabelas
com as estatísticas e teste de Quade. Por outro lado, a heurística de sintonização
proposta, RPS, obteve um mínimo e primeiro quartil consideravelmente melhores
do que todas as demais heurísticas.

• Para orçamentos de 3000 até 10000 avaliações de função de utilidade, o RPS as-
sumiu a melhor colocação no que diz respeito à mediana, de maneira significativa,
em relação às demais heurísticas de sintonização.

A.5 Definição dos Parâmetros dos Algoritmos

Finalmente, tendo sido estabelecida a adequação do uso da heurística de sintonização
de parâmetros RPS, aqui proposta, esta é empregada para a definição dos parâmetros
a serem utilizados nos algoritmos ES-BS, ES-QN, ES-AP, ES-CC e ES-APCC. São
necessárias duas sintonizações distintas, uma vez que esses algoritmos serão empregados
em dois contextos diferentes: funções não ruidosas e funções ruidosas.

Dois procedimentos de sintonização foram então realizados. O primeiro, para
determinar os parâmetros a serem utilizados pelas três primeiras estratégias (ES-BS,
ES-QN e ES-AP) em um ambiente sem ruído na função-objetivo. O segundo para
determinar os parâmetros a serem utilizados pelos cinco algoritmos em ambientes com
funcionais ruidosos.

Nos dois procedimentos, os valores dos sete parâmetros para o RPS foram escolhi-
dos de forma ad hoc, ou seja, da forma como é realizada nos trabalhos sobre heurísticas
de sintonização citados no trabalho [Eiben & Smit, 2011]. Assim sendo, foram utiliza-
dos δe = 1,2, δc = 0,9, δs = 0,8, fp = 0,05, ε = 0,01, emax = 3 e pα = 0,9 em todos os
procedimentos relatados nesta seção.
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Em ambos os procedimentos, executou-se o RPS 20 vezes para cada algoritmo,
sendo feita a minimização da função de utilidade, considerando as funções-objetivo
Elliptic, Rosenbrock e Rastrigin, que foram avaliadas 500 vezes pelo algoritmo a ser
sintonizado, com limites entre−100 e 100 para as variáveis, na dimensão 10. Tal escolha
de funções para comporem o conjunto F no processo de sintonização de parâmetros
se justifica pela diversidade de características das mesmas, visando a adaptação dos
algoritmos a serem sintonizados para uma aptidão generalista. Para o treinamento
ruidoso, adotou-se o valor de desvio igual a 0,01. Em cada execução do RPS foram
avaliadas exatamente 300 funções de utilidade.

Para cada estratégia evolutiva, os 20 candidatos a parâmetros foram ordenados
de forma crescente pelos valores da função utilidade, sendo os 5 primeiros selecionados
para uma etapa final. Nesta etapa, para cada um dos cinco candidatos, extraiu-se uma
amostra de 100 valores de função utilidade. Essas cinco amostras foram analisadas
pela mediana utilizando o teste de Quade com comparações pareadas em um nível de
confiança de 95%. Em caso de empate no primeiro lugar, foi utilizada como critério de
desempate a menor mediana amostral encontrada.

Os resultados para cada estratégia evolutiva considerada, no contexto de função-
objetivo não ruidosa, são apresentados nos seguintes itens:

• ES-BS: Tabela A.12, Figura A.9, Tabela A.13 e Tabela A.14. Conjunto de parâ-
metros selecionado Par2: (pu, ps, pc) = (0,856; 9,035; 0,674).

• ES-QN: Tabela A.15, Figura A.10, Tabela A.13 e Tabela A.17. Conjunto de
parâmetros selecionado Par3: (pu, ps, pc, pl, pε) = (1,038; 14,506; 0,712; 0,129;
0,068).

• ES-AP: Tabela A.18, Figura A.11, Tabela A.19 e Tabela A.20. Conjunto de
parâmetros selecionado Par1: (pu, ps, pc, pl, pε, pdb, psp) = (0,885; 14,080; 0,888;
0,271; 0,009; 2,511; 1,475).

Os resultados para cada estratégia evolutiva, para o caso de funções ruidosas, são
apresentados nos seguintes itens:

• ES-BS: Tabela A.21, Figura A.12, Tabela A.22 e Tabela A.23. Conjunto de
parâmetros selecionado Par1: (pu, ps, pc) = (0,926; 7,531; 0,757).

• ES-QN: Tabela A.24, Figura A.13, Tabela A.22 e Tabela A.26. Conjunto de
parâmetros selecionado Par1: (pu, ps, pc, pl, pε) = (0,841; 12,860; 0,505; 0,444;
0,345).
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Tabela A.12: Candidatos a conjunto de parâmetros para o algoritmo ES-BS em obje-
tivos não ruidosos.

Parâmetros
Conjunto pu ps pc

Par1 0,858 10,973 0,828
Par2 0,856 9,035 0,674
Par3 1,077 8,580 0,758
Par4 1,162 12,865 0,795
Par5 0,944 13,973 0,856

Metaotimização da BS

Lo
g 

da
 M

el
ho

r 
M

B
F

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

Par1 Par2 Par3 Par4 Par5

Figura A.9: Beanplot para o log(ν+1) dos melhores valores de MBF, relativo ao mínimo
231859,8154, retornados pelos conjuntos de candidatos a parâmetros do algoritmo ES-
BS em objetivos não ruidosos.

• ES-AP: Tabela A.27, Figura A.14, Tabela A.28 e Tabela A.29. Conjunto de
parâmetros selecionado Par4: (pu, ps, pc, pl, pε, pdb, psp) = (1,143; 14,508; 0,659;
0,114; 0,009; 2,973; 1,817).

• ES-CC: Tabela A.30, Figura A.15, Tabela A.31 e Tabela A.32. Conjunto de
parâmetros selecionado Par4: (pu, ps, pc, pE, pα) = (0,805; 6,231; 0,899; 2;
0,727).

• ES-APCC: Tabela A.33, Figura A.16, Tabela A.34 e Tabela A.35. Conjunto de
parâmetros selecionado Par1: (pu, ps, pc, pE, pα, pl, pε, pdb, psp) = (0,806; 5,786;
0,563; 2; 0,856; 0,368; 0,338; 2,967; 2,033).
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Tabela A.13: Estatísticas para o log(ν + 1) dos melhores valores de MBF, relativo
ao mínimo 231859,8154, retornadas pelos conjuntos de candidatos a parâmetros do
algoritmo ES-BS em objetivos não ruidosos.

Estatística Par1 Par2 Par3 Par4 Par5
Mínimo 11,7387 12,5824 0,0000 13,3913 12,8571
1o Quartil 15,0301 14,6765 14,8727 14,8571 14,8288
Mediana 15,4460 15,2503 15,4552 15,4252 15,3894
3o Quartil 15,9365 16,0054 15,8851 16,0277 15,8906
Máximo 16,4658 16,7713 16,5244 16,9706 16,9511

Tabela A.14: Valores-p geral e das comparações pareadas entre os valores de MBF dos
candidatos a conjunto de parâmetros do algoritmo ES-BS em objetivos não ruidosos.

Par1 Par2 Par3 Par4
Par2 1,000000 – – –
Par3 1,000000 1,000000 – –
Par4 1,000000 1,000000 1,000000 –
Par5 1,000000 1,000000 1,000000 1,000000
Valor-p do Teste: 0,005842

Tabela A.15: Candidatos a conjunto de parâmetros para o algoritmo ES-QN em obje-
tivos não ruidosos.

Parâmetros
Conjunto pu ps pc pl pε

Par1 1,020 7,085 0,938 0,038 0,066
Par2 0,870 10,042 0,978 0,030 0,218
Par3 1,038 14,506 0,712 0,129 0,068
Par4 1,190 5,154 0,576 0,402 0,128
Par5 1,117 5,179 0,741 0,157 0,326

Tabela A.16: Estatísticas para o log(ν + 1) dos melhores valores de MBF, relativo ao
mínimo 8549,8055, retornadas pelos conjuntos de candidatos a parâmetros do algoritmo
ES-QN em objetivos não ruidosos.

Estatística Par1 Par2 Par3 Par4 Par5
Mínimo 0,0000 10,4213 6,3521 9,3816 11,4480
1o Quartil 12,3651 12,9815 12,2706 12,6101 13,6048
Mediana 13,5694 14,4477 13,3916 13,7524 14,3398
3o Quartil 14,5458 15,3978 14,8771 14,8196 15,1833
Máximo 16,0592 16,6106 16,2410 17,7168 17,0967
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Figura A.10: Beanplot para o log(ν + 1) dos melhores valores de MBF, relativo ao
mínimo 8549,8055, retornados pelos conjuntos de candidatos a parâmetros do algoritmo
ES-QN em objetivos não ruidosos.

Tabela A.17: Valores-p geral e das comparações pareadas entre os valores de MBF dos
candidatos a conjunto de parâmetros do algoritmo ES-QN em objetivos não ruidosos.

Par1 Par2 Par3 Par4
Par2 0,942959 – – –
Par3 1,000000 0,599370 – –
Par4 1,000000 1,000000 1,000000 –
Par5 1,000000 1,000000 0,673151 1,000000
Valor-p do Teste: 0,221340

Tabela A.18: Candidatos a conjunto de parâmetros para o algoritmo ES-AP em obje-
tivos não ruidosos.

Parâmetros
Conjunto pu ps pc pl pε pdb psp

Par1 0,885 14,080 0,888 0,271 0,009 2,511 1,475
Par2 1,040 9,473 0,771 0,341 0,001 1,353 1,381
Par3 0,831 5,043 0,890 0,305 0,091 3,878 2,934
Par4 1,168 5,489 0,762 0,365 0,189 1,359 2,712
Par5 0,886 7,834 0,919 0,381 0,203 2,500 1,679
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Figura A.11: Beanplot para o log(ν + 1) dos melhores valores de MBF, relativo ao
mínimo 21,3743, retornados pelos conjuntos de candidatos a parâmetros do algoritmo
ES-AP em objetivos não ruidosos.

Tabela A.19: Estatísticas para o log(ν + 1) dos melhores valores de MBF, relativo ao
mínimo 21,3743, retornadas pelos conjuntos de candidatos a parâmetros do algoritmo
ES-AP em objetivos não ruidosos.

Estatística Par1 Par2 Par3 Par4 Par5
Mínimo 0,9741 0,0000 4,0568 3,6531 4,3258
1o Quartil 3,5872 3,5345 4,7407 4,7369 5,3238
Mediana 3,8198 3,8829 5,2373 5,2592 5,6980
3o Quartil 4,1005 4,0569 5,9253 5,7783 6,0695
Máximo 5,1361 4,3990 8,8945 8,5327 8,0185

Tabela A.20: Valores-p geral e das comparações pareadas entre os valores de MBF dos
candidatos a conjunto de parâmetros do algoritmo ES-AP em objetivos não ruidosos.

Par1 Par2 Par3 Par4
Par2 1,000000 – – –
Par3 0,000000 0,000000 – –
Par4 0,000000 0,000000 1,000000 –
Par5 0,000000 0,000000 1,000000 1,000000
Valor-p do Teste: 0,000000
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Tabela A.21: Candidatos a conjunto de parâmetros para o algoritmo ES-BS em obje-
tivos ruidosos.

Parâmetros
Conjunto pu ps pc

Par1 0,926 7,531 0,757
Par2 0,862 5,483 0,537
Par3 0,915 5,890 0,695
Par4 1,162 11,476 0,637
Par5 1,023 12,359 0,598
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Figura A.12: Beanplot para o log(ν + 1) dos melhores valores de MBF, relativo ao mí-
nimo 252141,1039, retornados pelos conjuntos de candidatos a parâmetros do algoritmo
ES-BS em objetivos ruidosos.

Tabela A.22: Estatísticas para o log(ν + 1) dos melhores valores de MBF, relativo
ao mínimo 252141,1039, retornadas pelos conjuntos de candidatos a parâmetros do
algoritmo ES-BS em objetivos ruidosos.

Estatística Par1 Par2 Par3 Par4 Par5
Mínimo 12,7155 0,0000 11,8311 14,7039 10,5609
1o Quartil 15,0696 15,4777 14,8747 15,4257 14,8967
Mediana 15,4047 16,0180 15,5620 15,9381 15,5748
3o Quartil 15,9296 16,4866 15,9139 16,3627 16,2164
Máximo 17,1472 17,0087 16,5846 16,9370 17,1666
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Tabela A.23: Valores-p geral e das comparações pareadas entre os valores de MBF dos
candidatos a conjunto de parâmetros do algoritmo ES-BS em objetivos ruidosos.

Par1 Par2 Par3 Par4
Par2 0,714086 – – –
Par3 1,000000 0,982105 – –
Par4 0,346626 1,000000 0,634581 –
Par5 1,000000 1,000000 1,000000 0,720451
Valor-p do Teste: 0,142775

Tabela A.24: Candidatos a conjunto de parâmetros para o algoritmo ES-QN em obje-
tivos ruidosos.

Parâmetros
Conjunto pu ps pc pl pε

Par1 0,841 12,860 0,505 0,444 0,345
Par2 1,075 9,827 0,525 0,357 0,188
Par3 0,822 7,024 0,721 0,258 0,151
Par4 1,171 6,117 0,548 0,216 0,405
Par5 1,184 13,309 0,665 0,447 0,484
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Figura A.13: Beanplot para o log(ν + 1) dos melhores valores de MBF, relativo ao mí-
nimo 366736,8967, retornados pelos conjuntos de candidatos a parâmetros do algoritmo
ES-QN em objetivos ruidosos.
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Tabela A.25: Estatísticas para o log(ν + 1) dos melhores valores de MBF, relativo
ao mínimo 366736,8967, retornadas pelos conjuntos de candidatos a parâmetros do
algoritmo ES-QN em objetivos ruidosos.

Estatística Par1 Par2 Par3 Par4 Par5
Mínimo 13,6489 11,5183 0,0000 12,1959 13,2279
1o Quartil 14,4786 14,9527 14,8602 14,6558 14,8716
Mediana 14,9858 15,5870 15,5263 15,6686 15,4179
3o Quartil 15,4787 16,6047 16,0706 16,1263 15,9978
Máximo 18,1648 18,3636 17,7126 18,9462 18,8742

Tabela A.26: Valores-p geral e das comparações pareadas entre os valores de MBF dos
candidatos a conjunto de parâmetros do algoritmo ES-QN em objetivos ruidosos.

Par1 Par2 Par3 Par4
Par2 1,000000 – – –
Par3 1,000000 1,000000 – –
Par4 1,000000 1,000000 1,000000 –
Par5 1,000000 1,000000 1,000000 1,000000
Valor-p do Teste: 0,985973

Tabela A.27: Candidatos a conjunto de parâmetros para o algoritmo ES-AP em obje-
tivos ruidosos.

Parâmetros
Conjunto pu ps pc pl pε pdb psp

Par1 1,158 12,165 0,536 0,421 0,185 2,553 2,539
Par2 1,171 13,658 0,536 0,323 0,592 4,580 1,817
Par3 0,975 10,316 0,527 0,483 0,835 1,881 2,404
Par4 1,143 14,508 0,659 0,114 0,009 2,973 1,817
Par5 1,082 5,468 0,560 0,484 0,064 2,704 1,370

Tabela A.28: Estatísticas para o log(ν + 1) dos melhores valores de MBF, relativo
ao mínimo −45864,5972, retornadas pelos conjuntos de candidatos a parâmetros do
algoritmo ES-AP em objetivos ruidosos.

Estatística Par1 Par2 Par3 Par4 Par5
Mínimo 8,3657 9,4665 9,2276 8,2114 0,0000
1o Quartil 9,7041 9,8523 9,8327 9,7156 9,3630
Mediana 9,8395 9,9901 10,0943 9,8084 9,8563
3o Quartil 9,9902 10,1180 10,2928 10,0210 9,9478
Máximo 10,4329 10,5638 10,6026 10,4540 10,4999
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Figura A.14: Beanplot para o log(ν + 1) dos melhores valores de MBF, relativo ao
mínimo −45864,5972, retornados pelos conjuntos de candidatos a parâmetros do algo-
ritmo ES-AP em objetivos ruidosos.

Tabela A.29: Valores-p geral e das comparações pareadas entre os valores de MBF dos
candidatos a conjunto de parâmetros do algoritmo ES-AP em objetivos ruidosos.

Par1 Par2 Par3 Par4
Par2 0,059889 – – –
Par3 0,017824 1,000000 – –
Par4 1,000000 0,120546 0,038312 –
Par5 1,000000 0,027410 0,005895 1,000000
Valor-p do Teste: 0,000630

Tabela A.30: Candidatos a conjunto de parâmetros para o algoritmo ES-CC em obje-
tivos ruidosos.

Parâmetros
Conjunto pu ps pc pE pα

Par1 0,936 6,817 0,703 2,492 0,834
Par2 0,921 9,290 0,692 4,976 0,779
Par3 1,050 9,594 0,775 4,831 0,876
Par4 0,805 6,231 0,899 2,546 0,727
Par5 0,969 11,604 0,654 2,101 0,619
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Figura A.15: Beanplot para o log(ν + 1) dos melhores valores de MBF, relativo ao mí-
nimo 404031,8039, retornados pelos conjuntos de candidatos a parâmetros do algoritmo
ES-CC em objetivos ruidosos.

Tabela A.31: Estatísticas para o log(ν + 1) dos melhores valores de MBF, relativo
ao mínimo 404031,8039, retornadas pelos conjuntos de candidatos a parâmetros do
algoritmo ES-CC em objetivos ruidosos.

Estatística Par1 Par2 Par3 Par4 Par5
Mínimo 14,8493 13,9195 12,7633 0,0000 14,3651
1o Quartil 15,6199 15,7281 15,2690 15,3186 15,9762
Mediana 16,0049 16,2896 15,9917 15,9069 16,5750
3o Quartil 16,4227 16,7530 16,5618 16,5370 17,3261
Máximo 17,1232 17,4064 17,2712 17,1934 17,8487

Tabela A.32: Valores-p geral e das comparações pareadas entre os valores de MBF dos
candidatos a conjunto de parâmetros do algoritmo ES-CC em objetivos ruidosos.

Par1 Par2 Par3 Par4
Par2 1,000000 – – –
Par3 1,000000 1,000000 – –
Par4 1,000000 0,391128 1,000000 –
Par5 0,169523 1,000000 0,176489 0,028247
Valor-p do Teste: 0,023516
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Tabela A.33: Candidatos a conjunto de parâmetros para o algoritmo ES-APCC em
objetivos ruidosos.

Parâmetros
Conjunto pu ps pc pE pα pl pε pdb psp

Par1 0,806 5,786 0,563 2,942 0,856 0,368 0,338 2,967 2,033
Par2 1,013 12,903 0,626 2,980 0,835 0,212 0,177 1,605 2,958
Par3 1,072 5,443 0,530 2,371 0,624 0,407 0,761 1,478 2,456
Par4 0,862 11,697 0,706 3,595 0,823 0,196 0,592 4,641 1,980
Par5 1,065 14,771 0,670 2,644 0,715 0,327 0,411 1,193 2,876
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Figura A.16: Beanplot para o log(ν + 1) dos melhores valores de MBF, relativo ao
mínimo −24167,0778, retornados pelos conjuntos de candidatos a parâmetros do algo-
ritmo ES-APCC em objetivos ruidosos.

Tabela A.34: Estatísticas para o log(ν + 1) dos melhores valores de MBF, relativo
ao mínimo −24167,0778, retornadas pelos conjuntos de candidatos a parâmetros do
algoritmo ES-APCC em objetivos ruidosos.

Estatística Par1 Par2 Par3 Par4 Par5
Mínimo 6,0652 0,0000 7,8655 8,9315 9,0908
1o Quartil 8,9477 9,4350 9,4354 9,7345 9,8214
Mediana 9,4087 9,6635 10,0191 10,1478 10,0171
3o Quartil 10,0328 9,7720 10,6276 10,3106 10,0906
Máximo 12,4511 10,3921 12,4824 10,7148 10,4087
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Tabela A.35: Valores-p geral e das comparações pareadas entre os valores de MBF dos
candidatos a conjunto de parâmetros do algoritmo ES-APCC em objetivos ruidosos.

Par1 Par2 Par3 Par4
Par2 1,000000 – – –
Par3 0,004689 0,005355 – –
Par4 0,013349 0,014555 1,000000 –
Par5 0,241186 0,241186 0,519625 0,764968
Valor-p do Teste: 0,000280



Apêndice B

Resultados Extras

B.1 Apresentação

Apresenta-se aqui uma miscelânea de figuras e tabelas referentes aos resultados extras
deste trabalho. Gráficos beanplot e da mediana do melhor objetivo pela evolução das
avaliações, juntamente com tabelas de estatísticas e do teste de Quade são apresentados
para cada função-objetivo no experimento sem ruído na avaliação de objetivo; para cada
função-objetivo e todos os níveis de ruído, e para cada função-objetivo com cada nível
de ruído para o experimento com objetivos ruidosos. Para a terceira experimentação,
são listados em tabelas o conjunto de taxas de vacinação encontradas pelas quatro
estratégias evolutivas em trinta execuções.

B.2 Comparações extras entre os Algoritmos

Para o experimento que compara as estratégias evolutivas ES-BS, ES-QN e ES-AP
em um benchmark com 12 funções-objetivo sem ruído, o resultado em separado para
cada uma delas pode ser observado nos beanplots da Figura B.1; na Tabela B.1 com
as estatísticas de mínimo, primeiro, segundo e terceiro quartis, e máximo; pela Tabela
B.2 com os resultados do teste de Quade; e pelos gráficos da Figura B.2 com a evolução
da mediana do melhor valor objetivo pelo número de avaliações.

Para o segundo experimento com objetivos ruidosos, em relação as estratégias
ES-BS, ES-QN, ES-AP e ES-APCC, considerando cada função, entre 12, em todos os
níveis de desvio padrão, a Figura B.3 ilustra os beanplots por função-objetivo; a Tabela
B.3 exibe estatísticas para o logaritmo dos melhores objetivos reais retornados pelas
heurísticas; a Tabela B.4 revela os valores-P do teste de Quade para cada função; e a
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Tabela B.1: Estatísticas para o log(f(x)+1) dos melhores valores de objetivo retornados
pelos algoritmos em relação à cada função-objetivo no experimento sem ruído.

Estatística ES-BS ES-QN ES-AP
Mínimo 13,2983 10,2881 0,0488
1o Quartil 15,5483 12,6258 0,2486
Mediana 15,9245 14,3364 0,4505
3o Quartil 16,5665 16,3159 0,7611
Máximo 17,2193 17,8617 6,3313

(a) Elliptic.

Estatística ES-BS ES-QN ES-AP
Mínimo 1,3296 4,8820 0,4390
1o Quartil 7,1037 6,1450 1,0968
Mediana 8,1124 7,1102 1,5228
3o Quartil 8,5320 7,6387 2,1408
Máximo 9,3744 9,0345 2,7620

(b) Bent Cigar.

Estatística ES-BS ES-QN ES-AP
Mínimo 9,9959 8,8591 0,0404
1o Quartil 10,8928 10,6224 0,0879
Mediana 11,0897 10,9881 0,1507
3o Quartil 11,3875 11,2879 0,2085
Máximo 11,7559 11,5845 10,9260

(c) Discus.

Estatística ES-BS ES-QN ES-AP
Mínimo 0,3867 0,0610 0,1137
1o Quartil 3,2409 3,6256 2,1728
Mediana 3,5934 3,9485 3,5824
3o Quartil 3,6214 4,2768 3,6016
Máximo 4,2224 6,0568 4,2256

(d) Rosenbrock.

Estatística ES-BS ES-QN ES-AP
Mínimo 3,0445 3,0458 3,0442
1o Quartil 3,0445 3,0702 3,0445
Mediana 3,0445 3,0751 3,0445
3o Quartil 3,0445 3,0798 3,0445
Máximo 3,0445 3,0917 3,0445

(e) Ackley.

Estatística ES-BS ES-QN ES-AP
Mínimo 1,9478 2,3772 2,2307
1o Quartil 2,6480 2,6643 2,6338
Mediana 2,8263 2,7840 2,8009
3o Quartil 2,9324 2,8257 2,9382
Máximo 3,1193 3,0047 3,0743

(f) Weierstrass.

Estatística ES-BS ES-QN ES-AP
Mínimo 0,0397 0,2097 0,0000
1o Quartil 0,1140 0,4107 0,0000
Mediana 0,2396 0,5092 0,0000
3o Quartil 0,3422 0,5830 0,0011
Máximo 0,6844 0,8431 0,0176

(g) Griewank.

Estatística ES-BS ES-QN ES-AP
Mínimo 4,0204 3,5364 3,9346
1o Quartil 4,6575 4,3612 4,7045
Mediana 5,0056 4,6892 4,8507
3o Quartil 5,2806 5,0385 5,2938
Máximo 5,5164 5,3728 5,6717

(h) Rastrigin.

Estatística ES-BS ES-QN ES-AP
Mínimo 6,2937 6,7605 5,3857
1o Quartil 7,1946 7,2408 7,2305
Mediana 7,3561 7,3629 7,4238
3o Quartil 7,5617 7,5607 7,5950
Máximo 7,7742 7,9413 7,8505

(i) Schwefel.

Estatística ES-BS ES-QN ES-AP
Mínimo 0,3507 0,6625 0,0987
1o Quartil 0,6301 0,9069 0,4325
Mediana 1,0557 1,1087 0,7234
3o Quartil 1,6349 1,1944 1,2239
Máximo 2,4364 1,4703 1,8806

(j) Katsuura.

Estatística ES-BS ES-QN ES-AP
Mínimo 0,1184 0,1815 0,1939
1o Quartil 0,2249 0,2551 0,2715
Mediana 0,3068 0,3033 0,3670
3o Quartil 0,4349 0,3814 0,5399
Máximo 0,7066 0,5482 0,6723

(k) HappyCat.

Estatística ES-BS ES-QN ES-AP
Mínimo 0,1615 0,2657 0,2512
1o Quartil 0,2546 0,3144 0,3030
Mediana 0,2802 0,3714 0,3623
3o Quartil 0,4521 0,4889 0,4449
Máximo 0,7936 0,6906 0,5845

(l) HGBat.
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Tabela B.2: Valores-p geral e das comparações pareadas entre os algoritmos pelo teste
de Quade em relação à cada função-objetivo no experimento sem ruído.

ES-BS ES-QN
ES-QN 0,011892 –
ES-AP 0,000000 0,000000
Valor-p do Teste: 0,000000

(a) Elliptic.

ES-BS ES-QN
ES-QN 0,000749 –
ES-AP 0,000000 0,000000
Valor-p do Teste: 0,000000

(b) Bent Cigar.

ES-BS ES-QN
ES-QN 0,650248 –
ES-AP 0,000000 0,000000
Valor-p do Teste: 0,000000

(c) Discus.

ES-BS ES-QN
ES-QN 0,001909 –
ES-AP 0,751086 0,001048
Valor-p do Teste: 0,000000

(d) Rosenbrock.

ES-BS ES-QN
ES-QN 0,000000 –
ES-AP 0,920817 0,000000
Valor-p do Teste: 0,000000

(e) Ackley.

ES-BS ES-QN
ES-QN 1,000000 –
ES-AP 1,000000 1,000000
Valor-p do Teste: 0,881501

(f) Weierstrass.

ES-BS ES-QN
ES-QN 0,000156 –
ES-AP 0,000000 0,000000
Valor-p do Teste: 0,000000

(g) Griewank.

ES-BS ES-QN
ES-QN 0,033470 –
ES-AP 0,540618 0,099024
Valor-p do Teste: 0,029175

(h) Rastrigin.

ES-BS ES-QN
ES-QN 1,000000 –
ES-AP 1,000000 1,000000
Valor-p do Teste: 0,835969

(i) Schwefel.

ES-BS ES-QN
ES-QN 0,792934 –
ES-AP 0,072841 0,089900
Valor-p do Teste: 0,047758

(j) Katsuura.

ES-BS ES-QN
ES-QN 0,275763 –
ES-AP 0,275763 0,024755
Valor-p do Teste: 0,029306

(k) HappyCat.

ES-BS ES-QN
ES-QN 0,490733 –
ES-AP 0,788569 0,788569
Valor-p do Teste: 0,370157

(l) HGBat.
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(f) Weierstrass.

Figura B.4 expõe a evolução da mediana do melhor objetivo real dos algoritmos pelo
número de avaliações.

Em relação ao terceiro experimento, as Tabelas B.5, B.6, B.7, B.8 e B.9 apre-
sentam as 30 melhores soluções retornadas, respectivamente, pelas estratégias ES-BS,
ES-QN, ES-AP e ES-APCC. Cada linha representa o melhor conjunto de taxas de
vacinação encontrado em cada execução.
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(l) HGBat.

Figura B.1: Beanplot para o log(f(x) + 1) dos melhores valores de objetivo retornados
pelos algoritmos em relação à cada função-objetivo no experimento sem ruído.
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Tabela B.3: Estatísticas para o log(f(x) + 1) dos melhores valores de objetivo reais
retornados pelos algoritmos em relação à cada função-objetivo ruidosa e todos os níveis
de desvio padrão.

Estatística BS QN AP CC APCC
Mínimo 12,8439 11,7371 0,1890 13,1166 5,5024
1o Quartil 15,4363 14,9943 2,6343 15,8946 8,3519
Mediana 16,0057 15,9714 4,6268 16,4843 9,2713
3o Quartil 16,5511 17,0154 8,0767 17,0643 10,2448
Máximo 18,3034 19,0349 12,8389 18,1859 16,7200

(a) Elliptic.

Estatística BS QN AP CC APCC
Mínimo 3,3908 8,5262 0,1229 6,9609 4,7562
1o Quartil 7,9394 10,8560 2,7560 10,3115 8,2794
Mediana 9,1021 11,4425 4,9276 11,5188 9,5580
3o Quartil 12,1564 12,3441 7,9979 12,9201 11,1349
Máximo 16,2827 17,9164 14,0275 15,9492 13,5140

(b) Bent Cigar.

Estatística BS QN AP CC APCC
Mínimo 9,4077 9,0786 3,1590 9,4543 5,6638
1o Quartil 10,7295 10,6969 6,5421 10,6681 8,3251
Mediana 11,0310 11,0275 9,1985 10,9775 9,4329
3o Quartil 11,3662 11,4033 10,8379 11,3160 10,8283
Máximo 12,5833 12,5037 12,5924 12,6895 12,6197

(c) Discus.

Estatística BS QN AP CC APCC
Mínimo 0,0000 0,1051 0,0000 0,1597 0,4396
1o Quartil 3,5837 3,9411 3,5824 3,5981 3,7639
Mediana 3,6128 4,2890 3,6109 3,6291 4,1016
3o Quartil 3,6532 4,7596 3,7994 3,7604 4,2840
Máximo 4,8878 7,4385 5,4739 4,8323 6,4610

(d) Rosenbrock.

Estatística BS QN AP CC APCC
Mínimo 3,0443 3,0473 3,0340 3,0443 3,0445
1o Quartil 3,0445 3,0654 3,0445 3,0445 3,0449
Mediana 3,0446 3,0706 3,0446 3,0446 3,0461
3o Quartil 3,0516 3,0751 3,0573 3,0500 3,0743
Máximo 3,1314 3,1291 3,1324 3,1290 3,1368

(e) Ackley.

Estatística BS QN AP CC APCC
Mínimo 1,9808 1,9945 1,6102 1,7979 1,8367
1o Quartil 2,6470 2,6165 2,5501 2,6335 2,4231
Mediana 2,8306 2,7114 2,7603 2,7711 2,5766
3o Quartil 2,9318 2,8013 2,9218 2,9027 2,7528
Máximo 3,2099 3,1059 3,2224 3,2983 3,1002

(f) Weierstrass.

Estatística BS QN AP CC APCC
Mínimo 0,0339 0,2963 0,0000 0,0974 0,1634
1o Quartil 0,1040 0,5072 0,0000 0,2522 0,4455
Mediana 0,1859 0,5979 0,0000 0,4082 0,5568
3o Quartil 0,3580 0,7394 0,0442 0,6140 0,7172
Máximo 1,3258 3,5731 0,6459 1,0221 1,4541

(g) Griewank.

Estatística BS QN AP CC APCC
Mínimo 2,9792 3,4305 3,3624 3,3625 2,2195
1o Quartil 4,7349 4,4502 4,6983 4,7136 3,9069
Mediana 5,0544 4,7354 4,9922 5,0056 4,3627
3o Quartil 5,2799 5,0201 5,2213 5,2270 4,6597
Máximo 5,8848 5,7620 5,7633 5,9691 5,6175

(h) Rastrigin.

Estatística BS QN AP CC APCC
Mínimo 5,8385 6,3033 6,3940 5,9351 6,1860
1o Quartil 7,2610 7,2141 7,2551 7,2668 7,1512
Mediana 7,4453 7,4464 7,4714 7,4753 7,3927
3o Quartil 7,6293 7,6114 7,6395 7,6380 7,5505
Máximo 7,9861 8,2156 7,9818 7,9937 7,9547

(i) Schwefel.

Estatística BS QN AP CC APCC
Mínimo 0,1972 0,2821 0,1066 0,0426 0,2256
1o Quartil 0,6334 0,9257 0,6378 0,5099 0,8500
Mediana 0,9375 1,1387 0,9138 0,7837 1,1511
3o Quartil 1,2642 1,3450 1,2264 1,1320 1,4664
Máximo 2,4095 2,2242 2,3258 2,5569 2,7143

(j) Katsuura.

Estatística BS QN AP CC APCC
Mínimo 0,1427 0,0557 0,0476 0,1589 0,0639
1o Quartil 0,3108 0,2682 0,2215 0,3239 0,2656
Mediana 0,4061 0,3698 0,2982 0,4182 0,3767
3o Quartil 0,5050 0,6783 0,4248 0,5204 0,5218
Máximo 3,3584 2,8351 3,0089 2,5066 2,6585

(k) HappyCat.

Estatística BS QN AP CC APCC
Mínimo 0,1105 0,1320 0,1877 0,1098 0,1455
1o Quartil 0,2668 0,3386 0,3777 0,2669 0,3047
Mediana 0,3279 0,3936 0,3973 0,3540 0,3579
3o Quartil 0,6191 0,6139 0,4313 0,6176 0,5464
Máximo 1,6062 5,1274 0,9117 1,0503 4,9014

(l) HGBat.
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Tabela B.4: Valores-p geral e das comparações pareadas entre os algoritmos pelo teste
de Quade em relação à cada função-objetivo ruidosa e todos os níveis de desvio padrão.

BS QN AP CC
QN 0,713104 – – –
AP 0,000000 0,000000 – –
CC 0,000000 0,000001 0,000000 –
APCC 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000
Valor-p do Teste: 0.000000

(a) Elliptic.

BS QN AP CC
QN 0,000000 – – –
AP 0,000000 0,000000 – –
CC 0,000000 0,029035 0,000000 –
APCC 0,087352 0,000000 0,000000 0,000000
Valor-p do Teste: 0,000000

(b) Bent Cigar.

BS QN AP CC
QN 0,768788 – – –
AP 0,000000 0,000000 – –
CC 0,804621 0,768788 0,000000 –
APCC 0,000000 0,000000 0,002769 0,000000
Valor-p do Teste: 0,000000

(c) Discus.

BS QN AP CC
QN 0,000000 – – –
AP 0,237702 0,000000 – –
CC 0,004761 0,000000 0,094656 –
APCC 0,000000 0,000002 0,000000 0,000000
Valor-p do Teste: 0,000000

(d) Rosenbrock.

BS QN AP CC
QN 0,000000 – – –
AP 0,018509 0,000000 – –
CC 0,028128 0,000000 0,000007 –
APCC 0,000000 0,000338 0,000000 0,000000
Valor-p do Teste: 0,000000

(e) Ackley.

BS QN AP CC
QN 0,000043 – – –
AP 0,000552 0,527640 – –
CC 0,145693 0,044990 0,145693 –
APCC 0,000000 0,000001 0,000000 0,000000
Valor-p do Teste: 0,000000

(f) Weierstrass.

BS QN AP CC
QN 0,000000 – – –
AP 0,000000 0,000000 – –
CC 0,000006 0,000000 0,000000 –
APCC 0,000000 0,000049 0,000000 0,000000
Valor-p do Teste: 0,000000

(g) Griewank.

BS QN AP CC
QN 0,000000 – – –
AP 0,389696 0,000003 – –
CC 0,590855 0,000000 0,639216 –
APCC 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000
Valor-p do Teste: 0,000000

(h) Rastrigin.

BS QN AP CC
QN 1,000000 – – –
AP 1,000000 1,000000 – –
CC 1,000000 1,000000 1,000000 –
APCC 0,054653 0,223515 0,057617 0,077037
Valor-p do Teste: 0,026840

(i) Schwefel.

BS QN AP CC
QN 0,000006 – – –
AP 1,000000 0,000001 – –
CC 0,025644 0,000000 0,066237 –
APCC 0,000024 1,000000 0,000004 0,000000
Valor-p do Teste: 0,000000

(j) Katsuura.

BS QN AP CC
QN 0,010313 – – –
AP 0,008076 0,000000 – –
CC 0,699096 0,048755 0,001164 –
APCC 0,699096 0,000440 0,081331 0,409645
Valor-p do Teste: 0,000000

(k) HappyCat.

BS QN AP CC
QN 0,000000 – – –
AP 0,548458 0,000102 – –
CC 1,000000 0,000001 1,000000 –
APCC 1,000000 0,000016 1,000000 1,000000
Valor-p do Teste: 0,000000

(l) HGBat.
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Figura B.2: Evolução da mediana do log(f(x) + 1) para o melhor valor de objetivo
obtido pelos algoritmos pela progressão do número de avaliações, em relação à cada
função-objetivo no experimento sem ruído.
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Figura B.3: Beanplot para o log(f(x) + 1) dos melhores valores de objetivo reais
retornados pelos algoritmos em relação à cada função-objetivo ruidosa e todos os níveis
de desvio padrão.
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Figura B.4: Evolução da mediana do log(f(x)+1) para o melhor valor de objetivo real
obtido pelos algoritmos pela progressão do número de avaliações, em relação à cada
função-objetivo ruidosa e todos os níveis de desvio padrão.
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Tabela B.5: Melhores de taxas de vacinação de suscetíveis retornadas pelo algoritmo
ES-BS nas 30 execuções.

Taxa 1 Taxa 2 Taxa 3 Taxa 4 Taxa 5 Taxa 6 Taxa 7 Taxa 8 Taxa 9 Taxa 10
0,8964 0,8987 0,3523 0,1825 0,7236 0,7567 0,8554 0,2822 0,5604 0,9054
0,9139 0,6088 0,3159 0,2026 0,6510 0,5982 0,9415 0,7166 0,8555 0,9497
0,9411 0,4585 0,6648 0,5577 0,3083 0,8840 0,4471 0,9451 0,9145 0,7884
0,7698 0,6355 0,4175 0,9381 0,9030 0,5202 0,7971 0,1643 0,3230 0,9463
0,9500 0,7616 0,7623 0,5387 0,2014 0,1763 0,9465 0,9492 0,7764 0,8617
0,9286 0,9052 0,1976 0,3530 0,8722 0,8571 0,9363 0,7201 0,1339 0,3216
0,9427 0,0500 0,9461 0,4357 0,0909 0,9401 0,5606 0,8952 0,9450 0,9435
0,9430 0,2567 0,9361 0,1779 0,0990 0,5235 0,1647 0,4521 0,1368 0,9500
0,9500 0,4489 0,3340 0,8413 0,9500 0,8094 0,7158 0,8494 0,4102 0,0523
0,9293 0,1842 0,8437 0,5657 0,8275 0,3838 0,9423 0,6444 0,9134 0,2389
0,8969 0,9359 0,5347 0,0914 0,4749 0,8316 0,6845 0,9349 0,9302 0,9256
0,1128 0,9364 0,9165 0,6517 0,4433 0,7118 0,8844 0,0659 0,9442 0,8957
0,9340 0,9137 0,8752 0,9500 0,9071 0,4135 0,0647 0,0533 0,0519 0,0503
0,9479 0,8637 0,6178 0,3276 0,7597 0,0557 0,9500 0,9326 0,7622 0,8528
0,7883 0,9205 0,1985 0,0993 0,4513 0,1025 0,1156 0,5052 0,7093 0,9340
0,8146 0,8443 0,5591 0,0769 0,5448 0,9200 0,4165 0,1225 0,0521 0,9089
0,1117 0,6151 0,1329 0,3634 0,2661 0,3718 0,9406 0,0515 0,7262 0,9362
0,7229 0,8579 0,9498 0,0616 0,8474 0,2083 0,9138 0,7107 0,2163 0,9494
0,8516 0,1034 0,6215 0,6663 0,6042 0,2032 0,9298 0,3940 0,9427 0,9122
0,9421 0,9208 0,7726 0,8715 0,4821 0,9079 0,9369 0,3783 0,5928 0,8086
0,8983 0,6203 0,9423 0,4448 0,4513 0,9008 0,8976 0,2258 0,7339 0,0556
0,9486 0,4222 0,9303 0,3790 0,8863 0,2314 0,9496 0,8517 0,8558 0,9471
0,9341 0,8846 0,7774 0,8951 0,5722 0,5891 0,1429 0,9351 0,8524 0,1237
0,8473 0,0503 0,7652 0,1713 0,0502 0,2562 0,0809 0,2769 0,9242 0,8569
0,9443 0,9497 0,2091 0,2845 0,5319 0,3387 0,0735 0,4268 0,5783 0,1658
0,9500 0,9329 0,5446 0,9121 0,8307 0,3192 0,7129 0,8281 0,0600 0,2716
0,9056 0,0831 0,2765 0,1135 0,0809 0,0599 0,5907 0,1496 0,6162 0,9382
0,9126 0,9500 0,5886 0,9197 0,7210 0,9208 0,1188 0,2261 0,4027 0,0536
0,9488 0,7578 0,0774 0,6525 0,9008 0,6971 0,5501 0,8615 0,6947 0,9500
0,9462 0,8466 0,1101 0,7996 0,0511 0,0574 0,7483 0,9376 0,9210 0,3829
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Tabela B.6: Melhores de taxas de vacinação de suscetíveis retornadas pelo algoritmo
ES-QN nas 30 execuções.

Taxa 1 Taxa 2 Taxa 3 Taxa 4 Taxa 5 Taxa 6 Taxa 7 Taxa 8 Taxa 9 Taxa 10
0,8960 0,8984 0,8543 0,0849 0,9499 0,5396 0,7132 0,8571 1,2733 0,5898
0,7912 1,2628 0,8364 0,6510 0,9481 0,3860 0,9431 0,7109 0,0509 0,6958
0,8950 0,8352 0,8652 0,3444 0,0671 0,9467 0,9499 0,0634 1,2641 0,3337
1,0721 0,8697 0,6108 0,0809 0,5360 0,9410 0,0578 0,7870 0,1736 0,8915
1,2299 0,2339 0,4875 0,5328 0,4118 0,6158 0,7596 0,1579 0,1406 0,8941
1,0720 0,0540 0,0520 0,8903 0,5715 0,2487 0,7361 0,9433 0,9162 0,8805
1,1777 0,6207 0,1987 0,8266 0,0537 0,4609 0,1352 0,2859 0,7983 0,9462
1,2346 0,8389 0,0717 0,1267 0,3723 0,1349 0,9125 0,8659 0,8729 0,9165
0,9462 0,8369 0,7113 0,0876 0,6093 0,7759 0,5406 0,0612 0,7186 0,9024
0,6362 0,8283 0,9307 0,0509 0,1744 0,1224 0,8627 0,9422 0,2797 1,1530
1,2225 0,5938 0,5646 0,7787 0,1363 0,4590 0,9313 0,8062 0,6590 0,9222
0,9021 0,2969 0,4589 0,5706 0,1358 0,3607 0,2502 0,3125 0,4757 0,9361
0,8979 0,9381 0,7502 0,4563 0,5250 0,0515 0,8854 0,5407 0,2985 0,9483
1,1431 0,5262 0,7285 0,8564 0,3963 0,0984 0,7686 0,7717 0,6896 0,8411
0,9475 0,0548 0,8475 0,3576 0,1284 0,4771 0,8457 0,1062 0,7620 0,9476
1,2089 0,5733 0,4238 0,2988 0,0713 0,6330 0,4623 0,5570 0,1492 0,9225
1,0632 0,8759 0,8108 0,8123 0,7781 0,8876 0,3365 0,9357 0,7885 0,7522
1,2670 0,0777 0,9436 0,7019 0,2373 0,7110 0,4923 0,1402 0,2086 0,9398
0,9774 0,9279 0,3803 0,6595 0,7084 0,1790 0,7485 0,0522 0,1322 0,8437
1,2621 0,2412 0,6559 0,1655 0,9227 0,7566 0,3374 0,0518 0,0545 0,9235
1,1092 0,0957 0,0847 0,7202 0,1816 0,8384 0,6220 0,8904 0,5602 0,8952
0,4547 0,5872 0,1148 0,1976 0,9111 0,7527 0,7758 0,6789 0,5156 0,8907
1,2578 0,9228 0,4101 0,2516 0,3874 0,8833 0,8904 0,4905 0,1567 0,9347
1,2539 0,0616 0,6310 0,3939 0,5986 0,8754 0,5905 0,0558 0,5750 0,9349
0,8874 0,5474 0,8011 0,2547 0,5276 0,8896 0,2890 0,3371 0,2030 0,9349
0,9983 0,0513 0,6537 0,4657 0,7684 0,8986 0,8628 0,4386 0,4698 0,9465
1,1898 0,3817 0,5732 0,7028 0,3451 0,1944 0,8621 0,5933 0,0880 0,4763
1,2529 0,1700 0,7624 0,3289 0,0515 0,5952 0,4450 0,8559 0,8438 0,9407
0,8933 0,7734 0,4307 1,2358 0,8874 0,7934 0,8593 0,0560 0,9221 0,8200
0,9267 0,5285 0,7949 0,1614 1,2238 0,9231 0,0618 0,9013 0,0864 0,6634
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Tabela B.7: Melhores de taxas de vacinação de suscetíveis retornadas pelo algoritmo
ES-AP nas 30 execuções.

Taxa 1 Taxa 2 Taxa 3 Taxa 4 Taxa 5 Taxa 6 Taxa 7 Taxa 8 Taxa 9 Taxa 10
0,7508 0,4810 0,5215 0,9450 0,9314 0,4350 0,6501 0,9273 0,7964 0,9310
0,9494 0,9494 0,4730 0,8987 0,1503 0,0507 0,1037 0,6544 0,9295 0,1142
0,9492 0,4526 0,4152 0,9354 0,5754 0,2164 0,9445 0,7573 0,4623 0,8220
0,9114 0,4309 0,4106 0,8479 0,9432 0,7473 0,3342 0,8876 0,8780 0,1435
0,9478 0,2286 0,8226 0,0527 0,8824 0,2469 0,6776 0,0508 0,9319 0,7665
0,9492 0,9488 0,1315 0,9092 0,4950 0,8880 0,9471 0,8942 0,8157 0,0506
0,9331 0,0586 0,6503 0,1091 0,9385 0,8462 0,4363 0,3913 0,8890 0,9489
0,9500 0,6987 0,9091 0,4316 0,4471 0,7791 0,8968 0,3161 0,8574 0,9500
0,9336 0,9427 0,7636 0,2989 0,9424 0,9227 0,7721 0,5761 0,7644 0,0501
0,9379 0,4851 0,1310 0,9462 0,0904 0,8958 0,0546 0,0739 0,8665 0,9500
0,9175 0,6780 0,9059 0,3851 0,9378 0,7140 0,9463 0,6348 0,7945 0,7261
0,9436 0,8775 0,8536 0,5543 0,6479 0,8571 0,7907 0,8155 0,7904 0,7866
0,9495 0,4546 0,5948 0,9364 0,7623 0,4178 0,6189 0,9186 0,5172 0,2213
0,9490 0,6933 0,8533 0,2413 0,1497 0,3967 0,5086 0,8095 0,0527 0,9500
0,9499 0,8945 0,7167 0,8945 0,9479 0,0666 0,7418 0,1564 0,7199 0,4863
0,9314 0,9497 0,4140 0,8141 0,9202 0,5048 0,7027 0,7980 0,9422 0,3234
0,9498 0,2148 0,7596 0,7689 0,2813 0,9328 0,8314 0,8792 0,7071 0,8491
0,9323 0,0941 0,0726 0,7767 0,7294 0,3494 0,5769 0,3427 0,5266 0,9260
0,8613 0,7424 0,3769 0,6818 0,3090 0,6709 0,5224 0,9496 0,1095 0,6743
0,9499 0,9413 0,2613 0,8986 0,5007 0,6495 0,6508 0,6684 0,9087 0,6751
0,9019 0,2008 0,6124 0,5799 0,9065 0,3500 0,1312 0,0674 0,8877 0,9480
0,9462 0,9498 0,1477 0,8450 0,9434 0,3448 0,0544 0,9444 0,2119 0,0551
0,8775 0,5581 0,9186 0,6636 0,7689 0,2629 0,5267 0,9446 0,1726 0,9354
0,9498 0,8179 0,1896 0,1419 0,1750 0,0543 0,4733 0,5439 0,4950 0,2149
0,9499 0,6994 0,9500 0,6218 0,5496 0,4301 0,4783 0,5038 0,3578 0,9353
0,8950 0,9155 0,3788 0,2876 0,5645 0,8991 0,3572 0,8838 0,4546 0,9099
0,9117 0,8734 0,9482 0,6665 0,8529 0,9349 0,6996 0,6078 0,8606 0,0532
0,9254 0,2298 0,8288 0,9421 0,7509 0,4197 0,7517 0,5177 0,1126 0,7287
0,9209 0,9265 0,5891 0,8634 0,9328 0,8688 0,2484 0,8945 0,6359 0,0525
0,9363 0,3771 0,8638 0,9201 0,4859 0,8074 0,0889 0,5170 0,8677 0,9481
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Tabela B.8: Melhores de taxas de vacinação de suscetíveis retornadas pelo algoritmo
ES-CC nas 30 execuções.

Taxa 1 Taxa 2 Taxa 3 Taxa 4 Taxa 5 Taxa 6 Taxa 7 Taxa 8 Taxa 9 Taxa 10
0,9431 0,7930 0,7245 0,4829 0,8564 0,8090 0,9470 0,9355 0,1854 0,5385
0,9291 0,3787 0,9359 0,6921 0,9453 0,2615 0,6883 0,7339 0,8636 0,9325
0,8420 0,9379 0,4622 0,0527 0,8567 0,0520 0,8806 0,8039 0,9189 0,9489
0,9500 0,9449 0,0730 0,5386 0,5003 0,6848 0,3242 0,4273 0,8247 0,9471
0,8095 0,9498 0,8162 0,9065 0,4686 0,6098 0,8445 0,7328 0,8660 0,4356
0,9201 0,4393 0,5999 0,0500 0,2621 0,5736 0,1197 0,8434 0,3035 0,9487
0,9486 0,0527 0,7385 0,6168 0,9477 0,8807 0,6593 0,6799 0,6642 0,9342
0,9343 0,1865 0,3611 0,3497 0,8621 0,9445 0,9263 0,8188 0,8012 0,9030
0,7691 0,5528 0,7182 0,0777 0,1521 0,9432 0,4266 0,1792 0,1294 0,9499
0,9500 0,8352 0,4806 0,1550 0,8325 0,4583 0,6749 0,9310 0,9258 0,9486
0,9493 0,2822 0,0501 0,7514 0,9260 0,7583 0,0529 0,3115 0,5736 0,9500
0,9477 0,9210 0,7082 0,9423 0,9001 0,9483 0,9103 0,5430 0,8456 0,6102
0,9323 0,2745 0,0636 0,7059 0,4936 0,7996 0,3994 0,7604 0,7042 0,9400
0,9188 0,4118 0,4792 0,6611 0,7955 0,9486 0,1372 0,9066 0,2268 0,9496
0,9226 0,4171 0,1668 0,9497 0,9012 0,8014 0,4981 0,6367 0,5904 0,9499
0,9484 0,9444 0,9474 0,4374 0,6141 0,9491 0,0892 0,8209 0,6724 0,9424
0,9495 0,7673 0,3518 0,8651 0,3122 0,5796 0,0521 0,8993 0,3998 0,9500
0,9360 0,4829 0,9500 0,7043 0,4047 0,9499 0,6800 0,8495 0,7123 0,7855
0,8028 0,7950 0,2546 0,7124 0,4627 0,3202 0,1841 0,7616 0,0572 0,8828
0,9488 0,0894 0,9410 0,8003 0,9361 0,8285 0,8763 0,0526 0,8538 0,8492
0,9494 0,3274 0,2532 0,4453 0,6717 0,5302 0,2670 0,9442 0,8916 0,9500
0,9499 0,6805 0,9252 0,5342 0,7685 0,9457 0,6764 0,8279 0,6750 0,8504
0,9500 0,2513 0,8903 0,3771 0,0523 0,5003 0,9298 0,8998 0,9491 0,9375
0,9467 0,6338 0,3119 0,3544 0,8998 0,8873 0,4897 0,9440 0,9286 0,2848
0,9297 0,8277 0,5373 0,7203 0,9294 0,9175 0,3927 0,9359 0,3544 0,9289
0,9498 0,9120 0,5945 0,9216 0,3698 0,7165 0,9327 0,6663 0,2048 0,8493
0,8307 0,9200 0,5483 0,9467 0,5805 0,9060 0,9244 0,9353 0,8581 0,8204
0,8885 0,7866 0,1682 0,8374 0,9499 0,8769 0,9497 0,9398 0,5028 0,8325
0,9395 0,7966 0,6607 0,1275 0,0962 0,8738 0,2810 0,8003 0,1473 0,9498
0,9500 0,9061 0,2903 0,2312 0,4816 0,8924 0,9226 0,1828 0,6573 0,9385
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Tabela B.9: Melhores de taxas de vacinação de suscetíveis retornadas pelo algoritmo
ES-APCC nas 30 execuções.

Taxa 1 Taxa 2 Taxa 3 Taxa 4 Taxa 5 Taxa 6 Taxa 7 Taxa 8 Taxa 9 Taxa 10
0,9423 0,3157 0,1871 0,6264 0,7577 0,0704 0,1424 0,5481 0,7046 0,9308
0,8852 0,5153 0,8892 0,2077 0,8920 0,1206 0,4321 0,8527 0,1715 0,9315
0,9357 0,8379 0,7910 0,0702 0,9086 0,1027 0,2622 0,2417 0,3960 0,9023
0,9442 0,8841 0,9072 0,4128 0,7539 0,9275 0,7407 0,6345 0,7306 0,8688
0,9349 0,8129 0,9034 0,6156 0,5742 0,9317 0,3804 0,1440 0,5023 0,9142
0,9498 0,5517 0,7469 0,8818 0,0620 0,5822 0,1741 0,7890 0,9500 0,8880
0,9296 0,2193 0,1065 0,8614 0,7078 0,6945 0,8907 0,9060 0,6986 0,9497
0,9358 0,9383 0,0584 0,1757 0,6833 0,9460 0,5098 0,0990 0,8959 0,9500
0,9487 0,4951 0,5616 0,3256 0,9279 0,7831 0,1328 0,7694 0,7392 0,9424
0,7540 0,5390 0,3352 0,9225 0,0714 0,0519 0,0502 0,7680 0,8982 0,9500
0,9355 0,0525 0,9417 0,4900 0,8047 0,3027 0,8738 0,2130 0,0841 0,9444
0,9420 0,2991 0,8836 0,3568 0,4256 0,8166 0,6585 0,8618 0,5723 0,9284
0,9494 0,6104 0,7069 0,8406 0,8518 0,9248 0,9158 0,0672 0,8152 0,7860
0,9230 0,8290 0,8744 0,1265 0,8893 0,0500 0,0913 0,5012 0,7519 0,9444
0,9499 0,0612 0,0509 0,7220 0,2604 0,7715 0,5783 0,5636 0,2191 0,9499
0,9407 0,4356 0,5917 0,7530 0,7816 0,8483 0,6551 0,9415 0,2370 0,9454
0,9407 0,8432 0,3274 0,2364 0,2101 0,6616 0,2555 0,9471 0,7649 0,9244
0,9373 0,8385 0,8695 0,8723 0,8656 0,0556 0,2410 0,6064 0,0871 0,9439
0,4364 0,3745 0,0601 0,7980 0,4740 0,6171 0,8560 0,2122 0,7528 0,9471
0,9456 0,7926 0,2759 0,6686 0,6607 0,5819 0,6952 0,9390 0,9458 0,9494
0,9498 0,5853 0,0897 0,1354 0,3492 0,5234 0,5769 0,4935 0,2720 0,9457
0,8950 0,0841 0,7375 0,4853 0,5873 0,9461 0,0826 0,6592 0,8156 0,9431
0,6470 0,5787 0,7375 0,1089 0,3904 0,1129 0,5828 0,3461 0,2835 0,8988
0,9493 0,9190 0,2239 0,4804 0,6561 0,7847 0,6494 0,3759 0,0917 0,8917
0,8580 0,6517 0,9317 0,9053 0,2048 0,9364 0,1624 0,8232 0,7548 0,9258
0,9289 0,8845 0,0564 0,6743 0,8779 0,3122 0,6937 0,0711 0,8786 0,9487
0,9409 0,8105 0,8774 0,6999 0,7763 0,6717 0,4267 0,8873 0,8818 0,9389
0,9351 0,7578 0,0642 0,6519 0,8885 0,9498 0,5251 0,9033 0,2878 0,9474
0,9294 0,0809 0,8652 0,8976 0,8058 0,8778 0,6477 0,9354 0,4315 0,9448
0,8744 0,9157 0,3299 0,8469 0,6502 0,1725 0,7907 0,0566 0,6288 0,9499
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a  b  s  t  r  a  c  t

This paper  deals  with  the  optimal  planning  of  vaccination  campaigns,  using  an  evolutionary  multiobjec-
tive  optimization  algorithm  and  a  stochastic  simulation  of  the  epidemics  dynamics  in  order  to determine
robust  vaccination  policies.  A  biobjective  model  is  formulated,  considering  the  minimization  of control
costs  and  number  of infected  individuals.  The  decision  variables  include  number  of  campaigns,  percentage
of  vaccination  and  time  interval  between  each  campaign.  A SIR  (Susceptible-Infected-Recovered)  model
and  an  IBM  (Individual-Based  Model) are employed  for  representing  the  epidemics.  A  two-stage  opti-
mization  process  is  proposed:  a  set of nondominated  steady-state  regimes  is  obtained  and  one  of  them is
selected  to  be concatenated  to  the  transient  regime  vaccination  policies.  An  evolutionary  multiobjective
optimization  algorithm  is proposed,  with  a local  search  procedure  based  on  quadratic  approximation
supported  by  a hash  table  information  storage.  The resulting  nondominated  solutions  are  simulated  in
the IBM,  in  order  to detect  and  discard  the  non-robust  solutions.  Final results  show  that  optimal  robust
vaccination  campaigns  with  different  trade-offs  can  be designed,  allowing  policymakers  to choose  the
best strategy  according  to the monetary  cost  and  the  expected  efficacy.

©  2016  Elsevier  B.V.  All  rights  reserved.

1. Introduction

An epidemic is defined as the occurrence of cases of a disease in
excess of what is normally expected in a population. An endemic
is a relatively stable pattern of occurrence of a transmissible dis-
ease in a population group with relatively high prevalence and
incidence. A big challenge in public health is related to the plan-
ning of vaccination campaigns which aim to eradicate a disease,
or to control its spread avoiding large epidemic peaks or signif-
icant endemic states, with the minimum possible cost [24]. This
paper presents a multiobjective framework, considering a compro-
mise between cost and effectiveness, to determine nondominated
and robust policies to control a disease through impulsive vaccina-
tion. A nondominated solution is not worse than any other possible
one in both cost and effectiveness, and a robust solution does not
degrade significantly its performance when different realizations
of the underlying stochastic processes are considered.

∗ Corresponding author.
E-mail address: taka@mat.ufmg.br (R.H.C. Takahashi).

Many works have applied control theory to develop optimal
strategies to control infectious diseases [25,28,26,27]. Most of them
used pulse vaccination, defined as an impulsive control composed
by the repeated application of a fixed vaccination ratio in discrete
instants [2,20,12]. Stochastic programming frameworks and mono-
objective optimization techniques have also been used [31–34].
Different methodologies to the optimization of vaccination cam-
paigns can be found in the literature [29–31,26].

From the modelling perspective, some articles consider generic
epidemic models (such as SIR) [28,25], while other ones use specific
models of some specific epidemics such as influenza [29,31,32]. In
[32], genetic algorithms were applied with specific operators and
stochastic epidemic simulations to find good vaccine distributions
to minimize the number of illnesses or deaths in the population,
considering an influenza pandemic with age-specific illness attack,
given limited quantities of vaccine. More recently, [26] proposed
a mono-objective strategy using a Differential Evolution algorithm
and a SEIR model with age-structure in order to find the optimal
vaccine distribution that minimizes the total number of infected.
The work [27] applied a standard multiobjective genetic algorithm
to control dengue epidemic using insecticide and sterile males,

http://dx.doi.org/10.1016/j.asoc.2016.11.010
1568-4946/© 2016 Elsevier B.V. All rights reserved.
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minimizing both social and economic costs via alternated step-size
control.

The trade-off between the effectiveness of policies to control
the epidemics and the cost of its implementation has been already
recognized in some other works, which already employed multi-
objective optimization approaches for the synthesis of vaccination
policies. This work, developed within this framework, also presents
the following specific methodological contributions:

(i) Every epidemics process will present two rather distinct
dynamic regimes: a transient phase and a steady-state phase.
Whilst the transient phase will require a time-varying control
policy in order to perform an optimal control, the steady-state
phase will be tackled better by a steady-state control, since
its synthesis will become more precise under a smaller num-
ber of degrees of freedom. In this work, the control policy is
built as a concatenation of a transient control sequence fol-
lowed by a time-invariant sequence. This allows an enhanced
efficiency of the control policy, as illustrated in Section 6. The
usual methodology of promoting a single vaccination policy
along all the duration of the epidemic process leads to poli-
cies that can be far from the optimality [24,23,12]. Compared
to the previous works, the approach presented here adds new
degrees of freedom to the problem by allowing different sizes
of pulse control action in different instants and also allowing
the application of pulses at arbitrary time instants in the two
phases. Given a time horizon, a control policy solution is repre-
sented here by the number of vaccination campaigns, the time
instants when each one should be performed as well as the
number of individuals to be immunized in each campaign. The
search space used in this work includes the intervals found in
reference [20], which theoretically guarantee that the infected
population tends to zero over time.

(ii) The synthesis of control policy is performed using a differ-
ential equation based epidemics model, which represents the
average behavior of the epidemics on the population. The sim-
ulation of this model is computationally affordable, which
makes this kind of model suitable for being used inside an opti-
mization algorithm in which the model is run several times.
Although this work considers Susceptible-Infected-Recovered
endemic model (SIR) [15,2,12], it should be noticed that the
general methodology proposed here can be employed using
other differential equation models.

(iii) However, as the actual behavior of the epidemics on a finite-
size population will be endowed with a stochastic variation,
a simulation that takes such effects into account becomes
necessary in order to perform a more realistic evaluation of
the outcome of the application of the vaccination policy. An
Individual-Based Model (IBM) [11] which corresponds in aver-
age to the differential equation model is employed here in
order to evaluate the set of policies that emerge from the multi-
objective optimization, in order to assess the sensitivity of each
policy to the stochasticity. This model is also employed in order
to estimate some stochastic performance measures of the vac-
cination policy, such as the probability of disease eradication.
Such an analysis was not performed in any former work.

In addition to the new methodology, some computational
improvements have been proposed too. The hybrid multiobjec-
tive strategy was improved with the inclusion of a hash table to
avoid re-evaluating of repeated solutions and some modifications
in genetic operators. Finally, an enhanced IBM version is applied
to find a robust nondominated set of polices. The probabilities of
disease control and extinction for each policy are computed now.
The new framework to epidemics control proposed here can be
seen as an evolution of some previous works by the authors. In

[6], a canonical NSGA-II was  used to solve a multiobjective prob-
lem whose solutions were transient-phase vaccination campaigns.
The objectives represented the cost and the efficacy of the con-
trol. Also, a rudimentary IBM version was applied to simulate the
random behavior of the final solutions, re-evaluating the optimal
polices in order to consider just their median values in a classi-
cal nondominated sorting procedure. In [8], the performance of an
NSGA-II algorithm with quadratic local search was  compared with
the performance of its canonical version in order to solve the epi-
demic control problem, still considering only the transient-phase
vaccination campaigns.

This paper is organized as follows: Section 2 describes the
epidemiological models; Section 3 presents the multiobjective
optimization models developed in this work; Section 4 shows the
proposed optimization engine; Section 5 presents the experiment
planning; Section 6 shows the results of the case study; before
finalize this paper, Section 7 indicates that the proposed optimiza-
tion engine is superior than the canonical version in many disease
configurations; and Section 8 concludes the paper.

2. Epidemiological models

The next two subsections explain the SIR model and its stochas-
tic version IBM.

2.1. SIR model

The SIR model describes the dynamics of the susceptible,
infected and recovered individuals in a population during the evo-
lution of the disease, in an average way. It can be used to describe
contagious viruses that can be transmitted among individuals, like
measles and rubella. The virus infects susceptible individuals who
become infectious, and after some time they recover and become
immune. When a vaccine exists and is applied to a susceptible
individual, this also becomes a “recovered” [12].

The SIR model uses the strategy of compartments, related by a
system of three differential equations. The initial value problem is
presented in Eq. (1). The variables S, I and R represent, respectively,
the number of susceptible, infected and recovered individuals. The
term N represents the number of individuals, which is supposed to
be constant, S(t) + I(t) + R(t) = N, ∀ t ≥ 0. The constant parameters are
the transmission rate ˇ, the recovery rate of infected individuals
� , and the birth/mortality rate �. The measurement units of these
parameters are the inverse of time unit. The birth rate and the mor-
tality rate are assumed to be equal, in order to keep the population
size constant. The values 1/�  and 1/� represent the average time of
infection and the average lifetime of an individual, respectively, in
time units (t.u.), w.l.g.. This model is realistic and mathematically
and epidemiologically well-conditioned [12].

dS

dt
= �N − �S − ˇIS

N
, S(0) ≥ 0,

dI

dt
= ˇIS

N
− �I − �I, I(0) ≥ 0,

dR

dt
= �I − �R, R(0) ≥ 0,

(1)

By dividing Eq. (1) by N, considered constant, the system
becomes expressed by the fraction of susceptible, s, and infected, i.
This leads to Eq. (2). Therefore, the recovered fraction is computed
as r(t) = 1 − s(t) − i(t).

ds

dt
= � − �s − ˇis, s(0) ≥ 0,

di

dt
= ˇis − �i − �i, i(0) ≥ 0,

(2)
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The basic reproduction number R0 for the SIR model, defined in
Eq. (3), represents the average number of infections produced by
an infected individual. The SIR system has an asymptotically stable
endemic equilibrium if and only if R0 > 1, which is given by Eq. (4)
[12].

R0 =
ˇ

� + �
(3)

se = 1
R0

, ie = �(R0 − 1)
ˇ

(4)

The parameter values used here simulate a hypothetical dis-
ease, hard to be controlled, for which there exists an effective
vaccine. It is supposed that the mean time for recovery is 7 t.u.,
which means that � = 1/7 (t.u.)−1. The considered population size is
N = 1000 individuals. The “life expectancy” is 70 t.u., which implies
� = 1/70 (t.u.)−1, which may  be interpreted as if a recovered indi-
vidual would lose the immunity after that period. It is considered

 ̌ = 2.36 (t.u.)−1. Using Eq. (3), it comes an R0 = 15, which is the basic
reproduction number observed for the measles outbreak in England
in 1856–1959 [2].

The initial condition is considered as (s0, i0, r0) = (0.99, 0.01, 0).
Using Eq. (4), the endemic equilibrium point is (se, ie, re) ≈ (0.067,
0.085, 0.848) and (Se, Ie, Re) ≈ (66.667, 84.848, 848.485). The num-
ber of infected individuals in the endemic equilibrium point is
unacceptably high. For this reason, an optimal control is neces-
sary to minimize the monetary costs to combat the disease and
to minimize the infected population along time.

The time considered to determine the multiobjective con-
trol is Tcntrl = Ttmp + Tss = 150 t.u., in which the first Ttmp = 50 t.u. are
reserved to the transient control and next Tss = 100 t.u. are reserved
to steady-state control. The steady-state regime is supposed to be
applied indefinitely, but here it will be evaluated just up to the time
horizon Tss.

The main idea of the transient control is to insert an aggressive
set of vaccination campaigns with time intervals between them
not necessarily equal and vaccination coverages also not constant.
This set of interventions should be performed in order to avoid the
big increase of the infected population in the initial stages of the
epidemic process. This control should minimize the costs with the
implementation of the campaigns and should also minimize the
integral of the infected population during the time. It is defined
here as a goal, in the simulations to be presented, that the pro-
portion of infected population by the end of the transient control
becomes less than or equal to 0.01. The aim of the steady-state
control is to define a fixed time interval and a constant vaccina-
tion percentage for each campaign that must be implemented after
the transient control. The values of time intervals between cam-
paigns and vaccination percentages, in the steady-state regime,
are designed in order to guarantee, in a theoretical way, that
the number of infected individuals asymptotically tends to
zero.

2.2. Individual Based Model

The Individual Based Model, or IBM, is known since the work by
[13] and consists of a structure which simulates the relationships
between individuals. A set of rules defines the possible interac-
tions and how the individual characteristics may  change. It allows
the analysis of a system through the observation of the adaptive
behavior properties of the individuals in a population. It is possi-
ble to extract information from IBM about variability among the
individuals, local interactions, complete life cycles, and internal or
external changes in the environment. In addition, it is easy to rep-
resent complex physical or social systems, although a big amount
of data and computation may  be necessary. This can reflect the

heterogeneity of the social interactions, allowing the representa-
tion of dynamic social networks.

This paper uses the IBM that was  developed by [1], which
is an improvement of the model proposed by [17]. This version
was developed in order to reproduce the assumptions of the
SIR model, with a stochastic model of interactions between indi-
viduals. Consequently the IBM converges, in average, to the SIR
behavior.

Some epidemiological assumptions are adopted here. The
parameters N, �,  ̌ and � have the same interpretations and values
given in the SIR model in Section 2.1. The number of individuals is
constant. Each individual assumes, on a time instant, a unique state
related to its health-status. The mortality (and birth, consequently),
recovery and vaccination are events that occur with uniform dis-
tribution in each discrete time interval. The event of “death” can be
interpreted also as the loss of immunity of a recovered individual,
which becomes susceptible again. On each discrete time instant,
each individual can change the health category according to the
following rules: (a) S, I, R → S, an individual dies and another sus-
ceptible one is born; (b) S → I, a susceptible individual gets contact
with an infected individual and contracts the disease; (c) I → R, the
recovery of an infected individual occurs; (d) S → R, the vaccination
of a susceptible individual occurs.

The deterministic SIR model used in the optimization proce-
dures considered here may  be interpreted as a description of a
situation in which a population is so large that the effect of stochas-
tic variations in the events involving each individual becomes
irrelevant in the total population. This paper uses an IBM in order to
examine the behavior of the optimal policies that are synthesized
by the multiobjective optimization procedure, in the stochastic
environment of a finite set of individuals. Such kind of analysis
is rather important in order to aid in the decision-making pro-
cedure that must be performed for choosing a single solution
from the approximated Pareto-optimal set that is delivered from
the multiobjective optimization procedure. The final set of non-
dominated solutions from the optimization process is validated
in a Monte Carlo simulation procedure which is performed using
the IBM, producing the information that is used in an approxi-
mate stochastic nondominated sorting [16]. This step allows the
identification of those solutions that would be sensitive to the
stochastic environment, degenerating in poor performances. As a
by-product, the probability of eradication and the probability of
control of the disease are also obtained from the simulation with
the IBM.

Fig. 1 illustrates the equivalence between the SIR model, based
on a system of deterministic differential equations, and the IBM,
based on stochastic difference equations, after a Monte Carlo
simulation with 30 runs, using the above parameters and initial
condition. The gray curves with different intensities represent the
random behavior of the populations in different executions of the
IBM.

3. Optimization models

In the problem formulation, x ∈ X is the decision vector, X is the
decision variable space, Fx is the feasible set, [f1(x), . . .,  fm(x)]′ is
the vector of objective functions to be minimized and X∗ is the set
of efficient points, or Pareto-optimal set, which consists of all deci-
sion vectors for which the corresponding objective vector cannot
be improved in any dimension without a degradation in another
one. Given two  decision vectors a and b, a is said to dominate b,
(a ≺ b), if and only if, for all j ∈ {1, . . .,  m}  it is true that fj(a) ≤ fj(b)
and there exists a j ∈ {1, . . .,  m} such that fj(a) < fj(b). If it is not true
that a ≺ b or b ≺ a, it is said that a and b are mutually nondomi-
nated solutions. All decision vectors which are not dominated by
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Fig. 1. IBM in 30 runs and the SIR model as the average behavior.

any other feasible decision vector are called nondominated solu-
tions. Consequently, a Pareto-optimal solution is a vector x which
is not dominated by any other vector of the feasible set Fx, and the
set of all Pareto-optimal solutions is the Pareto-optimal set X∗. The
image of the Pareto-optimal set in the objective function space is
called the Pareto-front Y∗.

This paper proposes a multiobjective impulsive control using an
open-loop continuous-variable dynamic optimization procedure
to solve the problem of design of vaccination policies, using the
SIR model as the dynamic system, coupled with a probabilistic
and statistical analysis using the IBM. The main idea of impul-
sive control [22] is to split the continuous-time interval in some
stages, performing impulsive actions of control just in some time
instants. The dynamic system keeps its autonomous dynamics
in the time intervals between the consecutive impulsive control
actions. The problem of synthesis of impulsive control is sought
here in an open-loop framework, using an evolutionary algorithm
as the optimization machinery which allows rather arbitrary objec-
tive function and constraints.

The optimization process must determine the best control poli-
cies, minimizing the cost with vaccination campaigns and the
integral of infected population over time, defining a bi-objective
problem [6]. The optimization process is divided in two steps: the
first one determines a set of nondominated steady-state control
policies, and the second step determines a set of complete control
policies, using a steady-state control policy selected from the set
obtained previously, following a transient control which is deter-
mined in this step.

The multiobjective optimization model of the first step is
described in Eq. (5). This first step intends to find a set of nondomi-
nated steady-state control regimes, X∗ss = {(��ss, vss)j}q1

j=1, described
by q1 solutions to be determined with a fixed time interval between
campaigns, ��ss, and with a fixed fraction of susceptible popula-
tion which must be vaccinated in each campaign, vss. These are the
decision variables. The steady-state regime should begin after the
transient regime finishes, on the time Ttmp, and should be applied
indefinitely, up to the disease eradication.

The multiobjective optimization model of the second step is
described in Eq. (7). The second step must determine a nondom-
inated set of complete control regimes of vaccination. This step
selects transient control policies that precede a steady-state control
regime chosen from the set obtained previously. The set of non-
dominated complete control regimes of vaccination is described
by

X∗ = {(��1, v1, ��2, v2, . . .,  ��Mtmp , vMtmp , ��ss, vss)j
}q2

j=1
,

in which q2 is the number of solutions. Each transient control is
described by Mtmp pairs of value of time interval between cam-
paigns, ��j, and fraction of susceptibles to be vaccinated, vj , j ∈ {1,
2, . . .,  M}.  The pair (��ss, vss) is the selected steady-state regime
that belongs to X∗ss.

The first objective function represents the integral of the
infected population during the analyzed time interval of the
steady-state control. The second objective represents the cost
with the implementation of the campaigns during the steady-
state control in the analyzed time horizon. The term Mss is
the number of campaigns, which is the floor of the ratio
between the steady-state control time and the time interval
value.

In the simulations to be presented here, it is assumed that there
are fixed and variable costs involved in the implementation of
vaccination campaigns. The fixed cost c1 = 10 is assumed for each
campaign. In this way, c1 · Mss is the fixed part of the cost with
the implementation of all campaigns in the steady-state control.
The term c2 · Mss · (1 + vss)

2 describes the variable monetary cost
related to the effort to reach vss percent of the susceptible popula-
tion in all campaigns. In the simulations, it is assumed c2 = 1. The
term c3 ·

∑Mss

k=1vss · S[k] is interpreted as the cost with all vaccines
in all k vaccination campaigns, in which c3 = 1 is assumed to be the
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vaccine unitary cost. The resulting optimization problem for the
steady-state phase, is described by (5).

minXss

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

F1 =
∫ Ttmp+Tss

Ttmp

I(t)dt

F2 = c1 · Mss + c2 · Mss · (1 + vss)
2 + c3 ·

Mss∑

k=1

vss · S[k]

(5)

Subject to: { (6).
This problem has the following constraints, as described by

(6). The system behavior is determined by a SIR model in the
open time intervals when there is no vaccination. The initial
condition is s(0) = (� + �)/  ̌≈ 0.067, which is the infection-free
value of the SIR model under fixed pulse vaccination [20], and
i(0) = 0.01, which is the maximum tolerable relative population
size of infected individuals in the population. The kth campaign
of vaccination occurs on each moment �k = Ttmp + k · ��ss, since
the beginning of the steady-state control. On this moment an
impulse will be provided (vaccination of the susceptibles), updat-
ing the population as described in S(�+

k
), I(�+

k
) and R(�+

k
) equations.

The notation (·)+ denotes the value of the variable just after the
discontinuity caused by the impulse. The fraction of susceptible
population to be vaccinated in each campaign must be in the
interval [vmin, vmax] = [0.40,  0.95]. The time interval between each
campaign must be greater than or equal to a minimum value,

�tmin = min
(

1,
⌊

vmin · �
 ̌ · � · (1−vmin/2−�/ˇ

⌋)
, and less than or equal to

a maximum value, �tmax = max
(

20,
⌈

vmax · �
 ̌ · � · (1−vmax/2−�/ˇ

⌉)
. This

search range only includes values that theoretically guarantee that
the infected population tends to zero [20]. Another constraint states
that the disease should be under control during the steady-state
control, meaning that the infected population should remain below
an acceptable value, itol = 0.01.

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dS

dt
= �N − �S − ˇIS

N
, S(0) = s(0) · N ≥ 0;

dI

dt
= ˇIS

N
− �I − �I, I(0) = i(0) · N ≥ 0;

dR

dt
= �I − �R, R(0) = N − S(0) − R(0) ≥ 0; t ∈ (�k, �k+1);

S(�+
k

) = S[k+] = S[k](1 − vss);

I(�+
k

) = I[k+] = I[k];

R(�+
k

) = R[k+] = R[k] + S[k]vss;

�k = Ttmp + (k − 1) · ��ss; k = 1, . . ., Mss; 0 < vmin ≤ vss ≤ vmax ≤ 1.0;

�tmin = min
(

1,
⌊ vmin · �

 ̌ · � · (1 − vmin/2 − �/ˇ

⌋)
;

�tmax = max
(

20,
⌈ vmax · �

 ̌ · � · (1 − vmax/2 − �/ˇ

⌉)
; 0 < �tmin ≤ ��ss ≤ �tmax ≤ Tss;

Mss∑

k=1

��ss ≤ Tss;

I(t) ≤ itol · N, t ∈ (Ttmp, Ttmp + Tss);

Mss =
⌊

Tss

�tss

⌋
.

(6)

The control policy to be applied during the transient phase, as
described by (7), should be time-variant. The objective functions of
the second step of the design procedure, which perform the design

of that initial transient control, are similar to the ones employed in
the first step, but now considering the whole time horizon.

minX∗

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

F1 =
∫ Ttmp+Tss

0

I(t)dt

F2 = c1 · M + c2 ·

⎛
⎝

Mtmp∑

k=1

(1 + vk)2 + Mss · (1 + vss)
2

⎞
⎠

+c3 ·
M∑

k=1

vk · S[k]

(7)

Subject to: { (8).
The optimization problem in this second step has more con-

straints than in the first step, as described by (8). The system
is still dictated by the SIR model with the same parameters as
before. The initial condition describes a bad situation which must
be controlled. The initial relative sizes of susceptible, infected and
recovered populations are assumed to be s(0) = 0.80, i(0) = 0.20 and
r(0) = 0, respectively, in the simulations presented here. Each cam-
paign k is described by the pair (�k, vk), representing the fraction
of susceptible population to be vaccinated and the time of vac-
cination. In the transient regime, the time interval ��k and the
vaccination coverage, vk, are time-variant. The sum of time inter-
vals obey their limits Ttmp and Tss. The disease must be under control
by the beginning of steady-state control, meaning that the num-
ber infected individuals must be less than or equal to a tolerable
value itol · N. The value itol = 0.01 is assumed in the simulations pre-
sented here. The number of campaigns, Mtmp, in transient control
can vary from �Ttmp/�tmax� and �Ttmp/�tmin�. The number of ana-
lyzed steady-state control stages, Mss is the same as before. The
total number of campaigns is M = Mtmp + Mss.
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⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dS

dt
= �N − �S − ˇIS

N
, S(0) = s(0) · N ≥ 0;

dI

dt
= ˇIS

N
− �I − �I, I(0) = i(0) · N ≥ 0;

dR

dt
= �I − �R, R(0) = N − S(0) − R(0) ≥ 0; t ∈ (�k, �k+1);

S(�+
k

) = S[k+] = S[k](1 − vk);

I(�+
k

) = I[k+] = I[k];

R(�+
k

) = R[k+] = R[k] + S[k]vk;

�k = �k−1 + ��k;

vk =
{

vk, ≤ k ≤ Mtmp,

vss, Mtmp + 1 ≤ k ≤ Mss;

��k =
{

��k, 1 ≤ k ≤ Mtmp,

��ss, Mtmp + 1 ≤ k ≤ Mss;
k = 1, . . ., M;  0 < vmin ≤ vk ≤ vmax ≤ 1.0;

�tmin = min
(

1,
⌊ vmin · �

 ̌ · � · (1 − vmin/2 − �/ˇ

⌋)
;

�tmax = max
(

20,
⌈ vmax · �

 ̌ · � · (1 − vmax/2 − �/ˇ

⌉)
; 0 < �tmin ≤ ��k ≤ �tmax ≤ Tss;

Mtmp∑

k=1

��k ≤ Ttmp;
Mss∑

k=1

��ss ≤ Tss;

I(t) ≤ itol · N, t ∈ (Ttmp, Ttmp + Tss);

Mtmp ∈ {�Ttmp/�tmax�, �Ttmp/�tmax� + 1, �Ttmp/�tmax�
+2, . . .,  �Ttmp/�tmin�};

Mss =
⌊

Tss

�tss

⌋
;

M = Mtmp + Mss.

(8)

Deterministic optimization techniques are not good choices to
solve those types of problems, because they are nonlinear with
many local minima. Moreover, the decision variables can have dif-
ferent feasible ranges depending on the evaluation of the system
states. In this context, a better choice would be the use of stochastic
search algorithms.

The next section explains the optimization engine used in this
work, which is a multiobjective evolutionary algorithm with two
local search mechanisms. One local search procedure is based on
the single-objective optimization of convex quadratic approxima-
tions of the objective functions. The other local search procedure
uses a hash table to store all solutions evaluated so far. This mem-
ory is used in order to avoid the reevaluation of repeated solutions.
When an attempt is made to evaluate a repeated solution, a new
solution which has not been evaluated before is generated in its
neighborhood.

4. Optimization engine: a modified NSGA-II

Evolutionary multiobjective optimization algorithms are com-
putational tools for solving problems with multiple conflicting
objective functions which can deal with difficulties such as dis-
continuity, non-convexity, multimodality, presence of noise and so
forth [10]. This work employs a variation of the Non-Dominated
Sorting Genetic Algorithm II (NSGA-II) presented in [9] to deter-
mine the nondominated solutions.1

1 The NSGA-II performs the fitness assignment according to the dominance level of
each individual. For example, the individuals that are dominated by no other solution
receive the frontier index 1, the ones that are not dominated by any other solution
except by solutions in frontier 1 receive index 2, those that are not dominated by
any  other solution except by solutions in frontiers 1 and 2 receive index 3, and so

4.1. Local search via convex quadratic approximation

Deterministic search methods have fast and precise conver-
gence properties, but they are limited to find only local optima.
The hybridization between evolutionary and deterministic search
methods, in order to enhance local search, has arisen as a promis-
ing idea. This work applies a local search scheme proposed in [7,8]
in order to speed up the convergence and enhance the quality
of solutions. The hybrid method picks up points from the non-
dominated population and determines, via linear programming, a
convex quadratic approximation with diagonal Hessian for each
objective function. Since these quadratic approximations of the
functions and the respective weighted sums are convex, fast deter-
ministic methods can be used in order to generate approximated
Pareto-optimal solutions from the approximated functions.

The hybrid algorithm is constructed taking the basic NSGA-II
algorithm in combination with a local search which is executed
at each 20 generations. The local search performs the following
actions: (1) A set of r points is chosen at random from the cur-
rent nondominated solution set. (2) A set of m new points is
generated randomly, with Gaussian distribution, with standard
deviation equal to 0.01 times the size of the search space for
each dimension, around each point chosen in the former step.
(3) All objective functions are evaluated on the new points. (4) A
convex quadratic approximation is calculated for each objective
function, for each one of the r sets of m + 1 points. (5) The quadratic

forth. An efficient version of this procedure, proposed by [14], is employed in this
work.
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approximation functions are used in order to generate p estimates
of Pareto-optimal points, using a weighted-sum (convex combina-
tion) procedure and a quadratic programming algorithm. (6) The
new r × p points are merged to the current population of solutions
in NSGA-II.

In the experiments conducted here, r = 4 solutions are selected
at random from the current nondominated set, and m = 2s, with
s = 2 · n + 1, in which n is dimension of the problem. The number of
points generated for each set of approximated functions has been
chosen as p = N/2, in which N is the population size of the evolution-
ary algorithm. This means that, in each generation when the local
search is conducted, 2N new points are generated, and the selection
procedure is performed over 4N individuals, with 2N individuals
coming from the usual iteration of NSGA-II and 2N coming from the
local search. The convex combinations are performed using random
positive weights with uniform distribution.

4.2. Local search using hash table

In order to avoid the re-evaluation of solutions, a hash table was
incorporated in the evolutionary algorithm. A hash table is a data
structure which uses a hash function to map  key values to their
associated values. The hash function transforms the key into the
index which locates the position where the corresponding value is
stored. When the number of keys actually stored is small in relation
to the total number of possible keys, hash tables become an effec-
tive alternative to directly addressing an array, since a hash table
typically uses an array of size proportional to the number of keys
actually stored [5]. The average time to search for an element in a
hash table, with a good data structure and a good hash function, is
O(1) [21].

The present work uses a hash table in order to store the solutions
obtained during the evolutionary iterations in the optimization
process. When a new individual is generated by a genetic opera-
tor it is verified whether this is a preexisting solution. If there is a
repetition in the hash table, a random vector with Gaussian distri-
bution, zero-mean and standard deviation equal to 1.0 percent of
the search space dimension is added to the individual coordinates,
generating a new individual. In this way, only new solutions are
evaluated. In the local search phase, when a repeated solution is
generated, just a copy of the objective function is retrieved in order
to generate the quadratic approximation.

As explained in the next subsection, the optimization algorithm
is executed many times and on each run the hash table is updated.
In this way, the database of solutions begins empty and increases
in each execution of the NSGA-II. On the end of all executions,
a nondominated sorting is applied over all stored solutions. The
final result is a set with all nondominated solutions which were
evaluated during the optimization process.

5. Experiment design

The pseudocode which solves the two phases of the optimiza-
tion problem is depicted in Algorithm 1. First, a random population
of solutions, P1, is generated. Then, the solutions are analysed in the
hash table, H, changing the repeated solutions for other ones in their
neighbourhood. The parent population is evaluated and stored in
the hash table. In the next step, all solutions are classified according
to their front level and receive their respective crowding distance
level. In each generation loop, g, selection and recombination are
executed with the parent population, Pg, generating the offspring
population Qg, which may  suffer mutation in the next step. After,
the offspring population is analysed and modified, whether nec-
essary, according to the hash table of solutions. If it is time to run
local search, a subset of solutions is selected at random, beginning

from the first level of nondominated set of the current generation
to execute the procedure, and the returned solutions are added to
the offspring population. The offspring solutions are evaluated and
inserted in the hash table. The parent and offspring populations are
merged and classified according to dominance relation level. The
last step of the iteration selects the best solutions to become the
parents in the next generation.

Algorithm 1. Pseudo-code for NSGA-II with local search and hash
table.
Input: H
Output: H, X

P1← InitialPopulation()
[H, P1] ← AnalyseInsertHashTable(H, P1)
[H, P1] ← EvaluatePopulation(H, P1)
X(1) ← NonDominatedSorting(P1)
X(1) ← CrowdingDistance(X(1))

for g from 1 to ng step 1 do
Qg← SelectionAndRecombination(Pg)
Qg← Mutation(Qg)
[H, Qg] ← AnalyseInsertHashTable(H, Qg)
if  It is desired to execute local search then

L  ← LocalSearch(X(g)
1 , H)

Qg← Qg ∪ L
end if
[H, Qg] ← EvaluatePopulation(H, Qg)
Rg← Pg ∪ Qg

X(g) ← NonDominatedSorting(Rg )
Pg+1 ← FillNondominated(Rg, X(g))

end for

The values of algorithm parameters were chosen after a large
number of computational experiments. The number of generations
was set to 50, the population size to 40, the probability of recombi-
nation to 1, the probability of mutation to 0.2 and the distribution
index for crossover and mutation to 10. For each step of the opti-
mization process the algorithm was run 10 times. Initially, an empty
hash table is defined, being updated along each execution of the
evolutionary algorithm. In the end, a nondominated sorting proce-
dure is executed over all solutions in the hash table.

After the end of the first optimization step, one nondominated
solution among all solutions is selected to represent the steady-
state control policy which will be adopted. The chosen steady-state
regime solution is the nearest one in relation to Utopian (or ideal)
solution according to the Euclidean distance. Using the selected
steady-state regime, the second step of the optimization is executed
in order to determine a set of transient regimes. In the end of all
executions of the evolutionary algorithm, a nondominated sorting
procedure is performed over all solutions in the hash table. The
result is a global nondominated set with complete control policies,
including transient and steady-state stages.

The solutions in the global nondominated set with complete
control policies are evaluated using an IBM. A Monte Carlo pro-
cedure with 1000 runs is performed for each complete vaccination
control policy in order to analyse the behavior of the epidemics in
the presence of stochasticity. The vaccination percentage is now
interpreted as the probability of a susceptible individual being vac-
cinated. In each simulation, the objective functions are evaluated
and stored for an a posteriori analysis.

An approximated stochastic dominance analysis is performed
in the solutions obtained by the optimization process by using the
IBM simulation. This step is performed in order to eliminate the
non-robust solutions, which suffer degradation under the stochas-
tic environment. The new nondominated set is determined using
the quantiles 0.25, 0.50 and 0.75 of the re-evaluated objective func-
tions. Only robust solutions, which remain non-dominated in the
stochastic simulation, are kept.

Using the solutions in the stochastically nondominated set,
the following two  frequencies are computed: the number of real-
izations in which the disease is eradicated, and the number of
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realizations in which the infected population remains below the
tolerable value from the end of the transient control until the end
of the time horizon of the steady-state control.

6. Results

After the execution of the multiobjective optimization algo-
rithm for the first step of the problem, a set of nondominated
steady-state solutions was determined, with 159 solutions. All
those solutions satisfy all constraints. In all runs in this first step,
the evolutionary algorithm evaluated 23645 different solutions.

The image of the feasible solutions are illustrated in Fig. 2. The
black points are the nondominated solutions, the red solutions are
those which were generated at random in the first population of
parents, the green solutions are those generated by genetic oper-
ators of recombination and mutation, the yellow solutions were
generated by the local search operator based on a hash table, the
light blue are solutions generated randomly in order to generate
the convex quadratic approximation, and the blue ones are those
that correspond to optima returned by local search. Observe the
importance of the use of hash table and of the local search to steer
the convergence to the nondominated set.

Fig. 2. Image set of all feasible solutions evaluated in all executions of the evolutionary algorithm, in all runs for the problem presented in Eq. (5).

Fig. 3. Nondominated front of the problem presented in Eq. (7) considering all executions of the evolutionary algorithm.
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Fig. 4. Image set of all feasible solutions evaluated in all executions of the evolutionary algorithm in all runs for the problem presented in Eq. (7).

Fig. 5. Behavior of solution 25, from the stochastically nondominated set presented in Table 1.

Before running the second step, the steady-state control policy
was chosen selecting the Utopian nearest nondominated solu-
tion of the first step. This corresponds to the steady-state policy
��ss = 8.3335 and vss = 0.8752 which was included in Eq. (7).

The Pareto front of the second step of the optimization process
is illustrated in Fig. 3. All those solutions satisfy all constrains. The
diamond suit is the Utopian solution. The final nondominated set of
complete controls has 96 solutions. These solutions are evaluated
using an IBM.

The image of all 127980 solutions evaluated in all execu-
tions of the second step is illustrated in Fig. 4. The colors of the

solutions have the same interpretation as in Fig. 2. The num-
ber of repeated solutions was  not as big as in the first step.
Clearly, the generation of solutions in the neighborhood of the
selected point to apply local search was  important to improve
the solutions. Similarly, the optimization of the sum of the con-
vex quadratic approximations to obtain better solutions on each
local search step was important. Finally, the usage of the hash table
to store and generate/evaluate only new solutions improves the
variability.

As mentioned before, all solutions in the final nondominated
set of complete control policies were simulated 1,000 times in the
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Table  1
Final set of robust solutions determined by stochastic dominance.

# F1 F2 Pc Pe

Q0.25 Q0.50 Q0.75 Q0.25 Q0.50 Q0.75

1 50.5232 53.1987 58.6689 1832.6193 1950.6193 2011.6193 0.7410 0.5910
2  50.7616 53.2781 58.9338 1834.2693 1950.2693 2007.2693 0.7452 0.5910
3  50.9404 53.9272 59.1457 1814.9347 1929.9347 1997.9347 0.7213 0.5790
4  50.9868 54.0596 59.6093 1804.8550 1924.8550 1997.8550 0.7157 0.5540
5  51.0397 53.4503 58.5563 1855.6230 1974.6230 2031.6230 0.7631 0.6230
6  51.0993 53.4238 58.2384 1810.5349 1921.5349 1969.5349 0.7885 0.6360
7  51.2384 53.3046 58.2715 1825.8844 1933.8844 1985.8844 0.7964 0.6410
8  51.2715 54.2450 59.7219 1806.9604 1925.9604 1990.9604 0.7172 0.5590
9  51.2848 53.3444 58.1589 1800.8713 1908.8713 1953.8713 0.8011 0.6330
10  51.5033 53.8477 58.6755 1785.6212 1897.6212 1950.6212 0.7846 0.6360
11  51.7483 54.2384 58.6755 1766.2756 1866.2756 1920.2756 0.7879 0.6320
12  51.7881 53.7417 58.8146 1788.4076 1895.4076 1942.4076 0.7926 0.6460
13  51.7881 54.0331 58.6225 1795.1285 1894.1285 1946.1285 0.7942 0.6460
14  51.8940 54.3907 59.2053 1761.4848 1868.4848 1926.4848 0.7722 0.5990
15  51.9735 54.9404 60.1656 1756.7363 1869.7363 1931.7363 0.7310 0.5650
16  52.0331 54.7219 60.0397 1747.5504 1856.5504 1920.5504 0.7465 0.5850
17  52.4040 55.5099 60.6755 1747.2045 1856.2045 1928.2045 0.7151 0.5590
18  52.4901 55.6026 60.8212 1728.3113 1837.3113 1905.3113 0.7310 0.5670
19  52.7020 55.6954 60.4702 1717.7163 1829.7163 1895.7163 0.7282 0.5600
20  53.2583 57.1258 62.0596 1675.8660 1788.8660 1865.8660 0.6805 0.5200
21  53.4437 56.6755 61.4437 1672.2291 1772.2291 1839.2291 0.7129 0.5450
22  53.5563 57.3907 62.1788 1656.5775 1753.5775 1834.5775 0.6638 0.5010
23  53.6026 57.0066 62.3444 1654.0031 1762.0031 1838.0031 0.6692 0.5130
24  53.6291 57.2252 62.1523 1668.1927 1767.1927 1848.1927 0.6695 0.5060
25  53.6954 57.5099 62.5762 1641.6787 1740.6787 1823.6787 0.6658 0.5110
26  53.7947 57.8212 62.5695 1627.6702 1721.6702 1807.6702 0.6455 0.4890
27  54.3444 59.0596 63.4570 1617.9675 1713.9675 1818.9675 0.5974 0.4410
28  54.9735 59.8742 64.2781 1606.2816 1692.2816 1795.2816 0.5461 0.3970
29  54.9868 59.6026 64.0927 1605.4870 1695.4870 1802.4870 0.5625 0.4130
30  55.2848 59.9735 64.2185 1607.0324 1693.0324 1788.0324 0.5409 0.3960

Fig. 6. Mean number of vaccinations for the solution 25 from the stochastically nondominated set presented in Table 1.

IBM. A stochastic nondominated sorting procedure was executed
using the re-evaluations of the objective functions. The reference
values for defining the stochastic dominance were the quantiles
0.25, 0.50 (the median) and 0.75 of the two objectives. The stochas-
tically nondominated set of robust complete control policies is
presented in Table 1. This table shows the objective function quan-
tiles, the probability, Pc, that the disease is “under control” after

time 50 t.u., defined as the proportion of realizations in which the
number of infected remained under 0.01N, and the probability of
disease eradication, Pe, defined as the proportion of realizations in
which the infected population reaches zero within the simulation
time horizon.

Note that just 30 solutions were found to be robust, from the
96 ones that were in the nondominated set obtained after the
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optimization procedure. The joint variation of F1 and F2 in the
nondominated solutions provide the information about the exist-
ing trade-off between objectives. The values of Pc and Pe indicate,
respectively, good chances to keep under control or to eradicate
this disease.

This stochastically nondominated set is the final outcome deliv-
ered by the procedure proposed here. One control policy must be
chosen by the decision-maker, in order to be applied in practice.
Suppose that the highlighted solution in Fig. 3, presented in Table 1
with index 25, is selected. The stochastic behavior of this solution is
illustrated in Fig. 5. The black curves represent the median behavior

over the time. The mean number of vaccinated in each campaign is
presented in Fig. 6.

Finally, a comparison between the proposed control policy (PCP)
and another strategy is presented. The methodology used for com-
parison is represented by a Steady-State Control (SSC) solution, in
which the vaccination rate and time interval between campaigns
are always constants. In this case, it will be used the steady-state
control with vss = 0.8595 and ��ss = 7.1430 t.u., which was deter-
mined by the first step of the proposed methodology, according to
Eq. (5). The stochastic behavior of SSC is illustrated by Fig. 7 and its
number of vaccinated individuals is shown in Fig. 8.

Fig. 7. Behavior of the steady-state control (SSC) with vaccination rate vss = 0.8595, and time interval ��ss = 7.1430 t.u.

Fig. 8. Mean number of vaccinations for the steady-state control (SSC).
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Table  2
Performances of (PCP) the proposed control policy (the robust solution selected from row 25 of Table 1), and (SSC) the steady-state control.

# F1 F2 Pc Pe

Q0.25 Q0.50 Q0.75 Q0.25 Q0.50 Q0.75

PCP 53.6954 57.5099 62.5762 1641.6787 1740.6787 1823.6787 0.6658 0.5110
SSC  56.1457 59.5232 62.8079 1688.6331 1746.6331 1816.6331 0.5607 0.4840

The performance indices of the proposed control policy (PCP),
corresponding to the control policy indicated in row 25 of Table 1,
and the steady-state control (SSC) policy are presented in Table 2.

The data presented in Table 2 and Figs. 5–8 are observed now, for
the sake of comparison. It becomes clear that the proposed control
is better than the steady-state control in almost all performance
indices, except one (the Q0.75 percentile of function F2), meaning

that it tends to be both financially cheaper and more effective in
the disease control. It is noticeable that the probability of disease
eradication is increased from 48% to 51% (an increase of more than
6%) when the proposed control is employed, which is much more
significant than the median enhancement of nearly 1.6% in F1 and
of nearly 0.1% in F2. This can be explained by the “strategic pol-
icy” that can be synthesized for the transient phase of control in

Fig. 9. Normalized hypervolumes for each experiment, considering different values of  ̌ and � .



46 A.R. da Cruz et al. / Applied Soft Computing 50 (2017) 34–47

Table 3
P-values returned by Wilcoxon paired test for each pair of  ̌ and � .

 ̌ �

1/5 1/7 1/9

1.18 0.0000 0.0000 0.0032
2.36  0.0000 0.0000 0.0436
4.72  0.0000 0.0002 0.0000

the proposed methodology. Notice that the PCP solution provides
a more frequent vaccination control than the SSC control on the
times just after the peak of infection, providing a period of time in
which the number of susceptibles becomes very low and the num-
ber of recovered becomes very high – due to the combined effect
of the vaccination and the previous infection peak. This leads to
an enhanced number of realizations in which the disease is erad-
icated. Such kind of “strategic policy” cannot be synthesized by a
steady-state control.

7. Optimization engine comparison

Additionally to the previous case study, a test was performed
in order to evaluate the effectiveness of the proposed optimiza-
tion engine with local search (LS) in comparison with the canonical
NSGA-II (CAN).

A total of nine computational experiments were planned and
executed considering different disease parameters. For each pair
of � ∈ {1/5, 1/7, 1/9} and  ̌ ∈ {1.18, 2.36, 4.72}, the versions CAN
and LS were run independently 30 times in each phase of the
optimization problem. This was done with the same number of
objective function evaluations, 1000, for each version and optimiza-
tion phase, in order to obtain the respective set of nondominated
complete control policies. The other parameter values were kept as
presented before. For each solution set, the hypervolume indicator
quality metric [35] was calculated using a suitable fixed reference
point. The greater the hypervolume value, the best is the returned
set of solutions.

In this way, for each experiment the 30 hypervolumes were
compared using the nonparametric Wilcoxon paired test [36]. The
null hypothesis, which states that the difference between the two
hypervolume medians are equal, is analyzed with confidence 0.95.
This means that if the statistical test returns a p-value less than 0.05
then the hypervolumes may  be considered different.

The normalized hypervolume data, for each experiment, are
presented in Fig. 9. Statistical differences were detected in all exper-
iments according to the p-values presented in Table 3. Therefore, it
can be concluded that the proposed optimization engine with local
search was superior in all experiments considering diseases with
different dynamical parameters.

8. Conclusion

This paper presented a multiobjective dynamic optimization
methodology for the synthesis of a set of control policies that min-
imize the integral of the infected population and the cost of the
implementation of vaccination campaigns. The synthesis, in both
cases of the transient control and of the steady-state control, is
performed using a SIR model of the epidemics. To solve the synthe-
sis problem, an evolutionary algorithm is designed, which provides
efficient solutions in a reasonable computational time.

Some features of the resulting solutions are:

• The transient regime of the infection, which occurs immediately
after the disease outbreak in population, is tackled via a tran-
sient vaccination policy which considers both the time interval
between vaccination campaigns and the vaccination effort in each

campaign as decision variables. In this way, the usual large peaks
of infection are mitigated at an affordable cost.
• As the infection reaches an endemic stage, the control policy

becomes formulated as a steady-state periodic control, with fixed
time interval between campaigns and fixed vaccination effort in
each campaign. Those parameters are defined in such a way that
the epidemics will be eventually eradicated. This steady-state
control policy is concatenated with the transient control policy,
in this way defining a complete control policy.

A whole set of Pareto-optimal solutions of the complete control
problem is determined via multiobjective algorithm, represent-
ing different trade-offs between monetary cost and effectiveness.
After the set of Pareto-optimal control policies is determined,
the solutions belonging to this set are submitted to Monte Carlo
simulations, in order to evaluate the magnitude of the effect of
stochasticity associated to finite-size populations. A stochastic
dominance analysis is performed, and the dominated solutions are
excluded. As a by-product, the Monte Carlo analysis provides an
estimate of the probability of eradication of the disease within a
given time horizon. In this way  the proposed approach delivers
multiple robust solutions for the problem of vaccination policy
synthesis which can be considered by a decision-maker.

Some limitations of the models employed here consist, for
instance, in lack of age structure, spatial structure and seasona-
lity, both in the SIR model and in the IBM. However, it should be
noticed that the proposed approach of dividing the synthesis prob-
lem in two phases – the steady-state and the transient ones – and
the robustness analysis using a stochastic model and a stochastic
dominance approach can be transposed to other situations, using
models that are more detailed and realistic. Future works will con-
sider real-life applications.
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