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“I was taught at school, when I had done a sum,

to ‘prove my answer’. The proof or verification of my

Christian answer to the cosmic sum is this. When I

accept Theology I may find difficulties, at this point

or that, in harmonising it with some particular truths

which are embedded in the cosmology derived from sci-

ence. But I can get in, or allow for, science as a

whole. Granted that Reason is prior to matter and

that the light of the primal Reason illuminates finite

minds, I can understand how men should come, by ob-

servation and inference, to know a lot about the uni-

verse they live in. (...)

If minds are wholly dependent on brains, and brains

on biochemistry, and biochemistry (in the long run)

on the meaningless flux of the atoms, I cannot un-

derstand how the thought of those minds should have

any more significance than the sound of the wind in

the trees. And this is to me the final test. This is

how I distinguish dreaming and waking. The waking

world is judged more real because it can contain the

dreaming world; the dreaming world is judged less real

because it cannot contain the waking one. Christian

theology can fit in science, art, morality, and the sub-

Christian religions.

I believe in Christianity as I believe that the Sun has

risen, not only because I see it, but because by it I see

everything else.”

Is Theology Poetry?, C. S. Lewis



Resumo

O estudo de fenômenos que emergem da interação entre os elétrons é o principal tema desta tese. (i) Utilizamos

propriedades de informação quântica para a descrição de sistemas de muitos corpos, (ii) analisamos a dinâmica

de sistemas quânticos fechados após a alteração de parâmetros externos e (iii) estudamos caracteŕısticas do

rico diagrama de fase de supercondutores de alta temperatura cŕıtica.

Em um primeiro trabalho relacionado à descrição de sistemas interagentes via propriedades de informação

quântica, investigamos a relação entre medidas de emaranhamento e transições de fase de diferentes ordens.

Considerando cadeias de spins, resolvidas por Grupo de Renormalização da Matriz Densidade (DMRG, na

sigla em inglês), observamos que propriedades operacionais relacionadas a não analiticidades do espectro de

emaranhamento são boas indicadoras de simetrias do sistema, mas não necessariamente de transições de fase.

Em um segundo trabalho, investigamos a conjunção entre efeitos de interação elétron-elétron e desordem

sobre a localização de sistemas f́ısicos. Embora os dois mecanismos, separadamente, tendam a localizar o

sistema, nossos resultados numéricos para sistemas pequenos revelam que a conjunção entre os dois efeitos

pode levar os sistemas a um regime mais delocalizado.

No estudo da dinâmica de sistemas quânticos fechados, consideramos os chamados quenches quânticos,

em que os sistemas evoluem segundo um Hamiltoniano diferente do que define o estado inicial. Isso provoca

alterações que se propagam ao longo do sistema com uma velocidade bem definida, gerando efeitos de “cones

de luz”. Em um primeiro trabalho, observamos a formação de dois cones de luz distintos, relacionados a

diferentes excitações do modelo de spin considerado. Em um segundo trabalho, analisamos a evolução do

sistema após o acoplamento de uma impureza magnética a um banho não magnético, descrito por um metal

interagente. Estudamos, assim, os efeitos da interação elétron-elétron no banho sobre a formação espacial e

temporal do efeito Kondo, responsável pelo estado singleto formado entre a impureza e o banho. Nesses dois

trabalhos, os modelos foram resolvidos via DMRG dependente do tempo.

Finalmente, consideramos supercondutores de alta temperatura cŕıtica, nos quais a fase supercondutora

emerge da dopagem de um isolante de Mott (isolante induzido pela forte repulsão eletrônica). Esses materiais

são assunto de pesquisa intensa principalmente pela existência da competição entre diferentes fases da matéria

e pela ausência de consenso a respeito do mecanismo responsável pela supercondutividade não convencional.

No nosso trabalho, estudamos o modelo de Hubbard bidimensional via extensão cluster da Teoria de Campo

Médio Dinâmico, a fim de contribuir para o entendimento dos mecanismos f́ısicos envolvidos no rico diagrama

de fase desses materiais. Nossos resultados revelam uma coincidência entre a dopagem limite até a qual

observa-se uma fase metálica anômala (pseudo-gap) nas proximidades da fase supercondutora e a dopagem

caracteŕıstica da transição de Lifshitz (isto é, da mudança da superf́ıcie de Fermi do tipo buraco para o tipo

elétron), indicando que há uma relação entre mecanismos de correlação e a topologia da superf́ıcie de Fermi.

Palavras-chave: Interação forte, desordem, supercondutividade, não-equiĺıbrio, informação quântica.
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Abstract

The main goal of this thesis is the study of properties that emerge from the interaction between particles.

(i) We describe many-body systems through quantities related to quantum information, (ii) study the non-

equilibrium dynamics of closed quantum systems after changes in external parameters and (iii) investigate

the rich phase diagram of high-temperature superconductors.

In the first work we investigate the relation between entanglement and quantum phase transitions of

different orders. Studying spin chains via density matrix renormalization group (DMRG), we observe that

operational properties, related to non-analyticities of the entanglement spectrum, are good detectors of

explicit symmetries of the model, but not necessarily of phase transitions. In another work, we investigate

how the interplay between electron-electron interaction and disorder affects transport in many-body systems.

Our numerical results for small chains show that, although interaction and disorder, separately, lead to the

localization of the electronic wave functions, the co-action of both effects can drive the system to a more

delocalized regime.

Concerning the non-equilibrium dynamics, we use a protocol called quantum quench, in which the system

evolves with an Hamiltonian different from the one that defines the initial state. The quench produces local

alterations that propagate throughout the system with a velocity that defines an effective light cone. In one

work, we observe the formation of two distinct light-cones after the quench, each one related to a different

excitation of the spin chain under consideration. In a second work, we investigate the evolution of a system

after the connection of a magnetic impurity to a non-magnetic bath, described by an interacting metal. We

study, in this way, the effects of electron-electron interaction on the bath over the spatial and temporal

development of the Kondo effect, which leads to the formation of a non-local singlet state comprised by the

bath and the impurity spin. In both works the models were solved by time-dependent DMRG.

Finally, we consider high-temperature superconductors, in which the superconducting phase emerges from

doped Mott insulators (insulators induced by electronic repulsion). This class of materials has been attracting

a lot of theoretical and experimental investigation, because their phase diagram comprises different anomalous

phases and also because the mechanism that leads to superconductivity in this case is still unknown. In our

work, we study the two-dimensional Hubbard model via a cluster extension of the dynamical mean field theory

with expectation of contributing to the understanding of such materials. Our results unveil a coincidence

between the limit doping up to which an anomalous (pseudo-gap) metallic phase, which is observed close to

the superconducting phase, is stable and the critical doping of the Lifshitz transition (that is, the transition

from hole- to electron-like Fermi surface), indicating that there is a relation between correlations and the

Fermi surface topology.

Keywords: Strong correlation, disorder, superconductivity, non-equilibrium, quantum information.
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6.14 Observáveis locais no śıtio da impureza e soma das correlações não locais de

spin para U = 4.0, Ud = [2.0, 4.0, 7.0] e diferentes tamanhos e geometrias. . . . 78

7.1 Linha do tempo de supercondutores com respectivas temperaturas cŕıticas . . 84
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D.1 Interação atrativa mediada por fônons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184

D.2 Descrição qualitativa da função de onda BCS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186

D.3 Teoria de Campo Médio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188

Referências . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189

E Método de Lanczos 190

xiii



F A primeira zona de Brillouin e a superf́ıcie de Fermi no caso de simetria

part́ıcula-buraco 194

xiv



Introdução

A f́ısica da matéria condensada é responsável pela descrição de materiais que observamos

no dia-a-dia. A combinação da mecânica quântica com um número muito grande de graus

de liberdade (da ordem de 1023) gera uma variedade de fenômenos interessantes, como a

existência de fases metálicas, isolantes, semicondutoras e supercondutoras, além da possibi-

lidade de diferentes fases magnéticas.

Surpreendentemente, muitos sólidos são bem descritos por uma abordagem de elétrons

independentes, como é o caso da descrição de fases metálicas e isolantes via Teoria de Ban-

das. Há, no entanto, sistemas nos quais é preciso considerar a interação entre as part́ıculas;

nesses casos, novas propriedades emergem dessa interação. P. W. Anderson descreveu esses

fenômenos em seu famoso artigo, “More is different” [1], no qual ele afirma que “o compor-

tamento de grandes e complexos conjuntos de part́ıculas elementares não deve ser entendido

em termos de uma extrapolação simples de propriedades de algumas part́ıculas. Em vez disso,

em cada ńıvel de complexidade, propriedades totalmente novas aparecem, e a compreensão

dos novos comportamentos requer pesquisas que considero tão fundamentais em sua natureza

como qualquer outra”. Supercondutividade, certas propriedades magnéticas e a transição

metal-isolante induzida por interação (transição de Mott) são exemplos de fenômenos emer-

gentes, que não podem ser compreendidos por uma extrapolação trivial do comportamento

de um sistema de part́ıculas independentes.

Em geral, sistemas fortemente interagentes são compostos por elementos de transição,

actińıdeos e terras-raras, que possuem orbitais estreitos (orbitais d ou f) semi-preenchidos,

nos quais a repulsão Coulombiana entre elétrons é mais intensa. A Figura 1 apresenta uma

tabela periódica rearranjada, conhecida como diagrama de Kmetko-Smith [2], na qual as

linhas são organizadas de forma que os elementos mais localizados encontram-se acima, à

direita, enquanto os mais estendidos estão posicionados abaixo, à esquerda. Em ordem de

aumento da localização, orbitais semi-preenchidos podem ser organizados como 5d < 4d <

3d < 5f < 4f .

Metais com orbitais d no canto inferior esquerdo do diagrama apresentado na Figura 1

são fortemente itinerantes e apresentam supercondutividade convencional. Por outro lado,

terras-raras e metais actińıdeos, posicionados no canto superior direito, possuem orbitais

1
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Figura 1: Diagrama de Kmetko-Smith, isto é, tabela periódica rearranjada dos elementos
de transição, actińıdeos e terras-raras (com orbitais d ou f), organizados dos elementos
delocalizados (em azul) para os mais localizados (em vermelho). Figura adaptada de [3].

f fortemente localizados, formando momentos magnéticos locais. Quando átomos desses

elementos são imersos em metais convencionais, observa-se comportamentos anômalos na

resistividade em função da temperatura. Esse fenômeno, que ocorre devido à interação entre

elétrons de condução e momentos magnéticos locais, é denominado efeito Kondo [4].

Materiais compostos por elementos que se encontram em torno da diagonal principal do

diagrama de Kmetko-Smith (região em branco) apresentam propriedades f́ısicas interessantes,

pois há uma competição entre interação forte e caráter itinerante. É o caso do óxido de

vanádio, V2O3 [5, 6], por exemplo, que passa por uma transição metal-isolante induzida

pela interação elétron-elétron (experimentalmente, diminui-se a pressão, o que leva a uma

diminuição da energia cinética dos elétrons ou a um aumento da interação elétron-elétron nos

orbitais 3d do vanádio), conhecida como transição de Mott. Esse é um exemplo de fenômeno

emergente, ou coletivo, resultante da interação entre as part́ıculas.

Outro exemplo de propriedade emergente envolvendo compostos com elementos em torno

da diagonal principal do diagrama de Kmetko-Smith é a supercondutividade não convenci-

onal, observada em cupratos (materiais constitúıdos por camadas de óxido de cobre) e em

alguns compostos baseados em ferro. Nesses materiais, uma fase supercondutora é obser-

vada a partir da dopagem de um isolante de Mott (isolante obtido a partir da transição

metal-isolante de Mott) [7]. Esses compostos apresentam grande potencial para aplicações

tecnológicas, pois a fase supercondutora sobrevive até temperaturas mais elevadas, quando

comparadas às temperaturas cŕıticas de supercondutores convencionais. Há intenso traba-
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lho na área, mas o mecanismo responsável pela supercondutividade nesses materiais é ainda

desconhecido. A teoria de Bardeen, Cooper e Schrieffer (conhecida como teoria BCS), que

descreve a formação de pares de elétrons portadores de super-correntes através do acopla-

mento com vibrações da rede [8], não se aplica a materiais fortemente interagentes; nesses

casos, uma teoria microscópica que descreva a supercondutividade é ainda uma questão em

aberto.

Problemas de muitos corpos, nos quais a interação entre part́ıculas é considerada, são

muito complicados, pois os graus de liberdade aumentam exponencialmente com o número de

part́ıculas. Comumente, descreve-se esses sistemas por meio de Hamiltonianos simplificados,

que retêm os ingredientes fundamentais para a descrição de certos fenômenos f́ısicos. Mesmo

os modelos simplificados não possuem solução trivial, mas podem ser resolvidos por métodos

numéricos [9] como Monte Carlo Quântico, Grupo de Renormalização Numérico, Teoria de

Campo Médio Dinâmico e Grupo de Renormalização da Matriz Densidade.

O Grupo de Renormalização da Matriz Densidade, método considerado “estado da arte”

para a descrição de sistemas interagentes unidimensionais, tem grande relação com pro-

priedades de informação quântica; a precisão do método é garantida pela lei de área [10],

propriedade que descreve um limite superior para o emaranhamento entre subpartes de um

sistema quântico. Assim, nas últimas décadas, temos testemunhado maior interação entre as

comunidades de informação quântica e sistemas de muitos corpos [11]. Medidas de emara-

nhamento, por exemplo, têm sido utilizadas para a caracterização de transições de fase em

sistemas fortemente correlacionados [11–21].

A Teoria de Campo Médio Dinâmico (DMFT, dynamical mean field theory) é outro

método numérico que trouxe grande avanço à descrição de sistemas de elétrons fortemente

correlacionados; ela é complementar ao Grupo de Renormalização da Matriz Densidade, pois

é exata no limite oposto, isto é, no limite em que o número de coordenação da rede (número

de primeiros vizinhos) tende a infinito. Esse método permitiu a descrição da transição metal-

isolante de Mott [22]. Além disso, extensões de cluster da DMFT têm sido usadas para

o estudo de supercondutividade em sistemas fortemente interagentes descritos por modelos

bidimensionais [23–26].

As consequências da interação dependem da dimensionalidade dos sistemas. Em geral,

baixas dimensionalidades potencializam efeitos de muitos corpos. Em uma dimensão, por

exemplo, a teoria de ĺıquido de Fermi (na qual excitações de sistemas interagentes são re-

presentadas por quase-part́ıculas não interagentes com parâmetros renormalizados devido à

interação) é substitúıda pela teoria de ĺıquido de Luttinger, na qual as excitações de baixas

energias são descritas por excitações coletivas, que obedecem a estat́ısticas bosônicas [27].

Assim, o estudo de efeitos de interação tem ganhado destaque à medida em que aumenta-se

a produção de dispositivos em uma e duas dimensões.



INTRODUÇÃO 4

Outro fator que contribui para o aumento do interesse da comunidade cient́ıfica sobre

sistemas interagentes é a realização experimental de modelos de muitos corpos em redes

óticas [28–32]. Nesses experimentos, feixes de lasers contra-propagantes simulam o potencial

periódico de um sólido, enquanto átomos frios (tipicamente 40K ou 6Li) fazem o papel de

elétrons ligados ao potencial.1 Nesses cristais artificiais, os parâmetros do Hamiltoniano

podem ser controlados com grande precisão, o que não ocorre em materiais reais. Esse

cenário experimental altamente controlado é ideal para testar teorias e tem motivado diversos

trabalhos numéricos.

É nesse contexto que se enquadra a presente tese de doutorado. Realizamos diferentes

trabalhos nos quais estudamos fenômenos emergentes em sistemas de muitos corpos a partir

de tratamentos numéricos de Hamiltonianos modelos. Analisamos tanto casos de equiĺıbrio

quanto casos nos quais o equiĺıbrio é perturbado pela alteração de algum parâmetro do

Hamiltoniano.

Utilizamos, para a descrição dos sistemas interagentes, principalmente dois métodos nu-

méricos que são novos no grupo

1. o Grupo de Renormalização da Matriz Densidade (DMRG, density matrix renormali-

zation group);

2. a extensão não local da Teoria de Campo Médio Dinâmico (DMFT, dynamical mean

field theory), conhecida como DMFT Celular (CDMFT ).

DMRG descreve sistemas unidimensionais. O método é baseado em uma truncagem sele-

cionada do espaço de Hilbert, que permite o crescimento da cadeia, sem que haja crescimento

da dimensão das matrizes que são efetivamente diagonalizadas. Uma revisão do método é

apresentada no Apêndice B deste documento. A DMFT, por outro lado, é apropriada para

a descrição de sistemas de dimensões maiores. Nessa teoria, um problema de uma rede de

elétrons interagentes é mapeado em um problema de uma impureza embebida em um banho

de elétrons de condução. Os elétrons podem pular do banho para a impureza e vice-versa;

assim, o método vai além de campo médio clássico, pois inclui flutuações temporais (ou flu-

tuações de energia). O mapeamento de DMFT é exato no limite de coordenação da rede

tendendo a infinito. Para descrever apropriadamente sistemas bidimensionais e incluir in-

terações não locais, recorremos a CDMFT, na qual a rede interagente é mapeada em um

cluster de problemas de uma impureza. Inclúımos, no Caṕıtulo 8, uma breve revisão de

DMFT (uma descrição mais completa pode ser encontrada no Caṕıtulo 2 da minha dis-

sertação de mestrado [33]) e uma introdução a CDMFT.

1Uma revisão do estudo de sistemas de muitos corpos via redes óticas com átomos frios é apresentada no
Apêndice A deste documento.
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A presente tese é composta por um conjunto de trabalhos envolvendo efeitos de muitos

corpos e está organizada conforme descrito a seguir. No primeiro caṕıtulo, apresentamos

uma revisão de transições de fase quânticas, tema que abrange todos os resultados aqui

apresentados. Revisamos, por exemplo, as transições metal-isolante de Mott e Anderson,

cujos mecanismos de localização são interação eletrônica e desordem, respectivamente. Os

caṕıtulos seguintes são dedicados à descrição dos nossos trabalhos, incluindo revisões da

literatura para cada tema estudado.

O documento é dividido em três partes.2

1. Na primeira, composta pelos Caṕıtulos 2 e 3, apresentamos trabalhos que relacionam

sistemas de muitos corpos a propriedades de informação quântica.3

No Caṕıtulo 2, descrevemos um trabalho no qual investigamos diferentes transições de

fase existentes em cadeias de spin. Nos últimos anos, temos observado um aumento

do interesse da comunidade cient́ıfica por quantificadores alternativos de transições de

fases, capazes de descrever transições que não possuem parâmetros de ordem bem de-

finidos e portanto não podem ser descritas por um tratamento tradicional de quebra

de simetria. Esse é o caso, por exemplo, de transições topológicas e de ordem infi-

nita [34, 35]. Por isso, procuramos observar se propriedades de informação quântica,

relacionadas ao emaranhamento entre sub-partes de um sistema, podem ser usadas para

descrever transições de fase de diferentes ordens. Observamos que mudanças na con-

vertibilidade local, propriedade que descreve um protocolo de conversão entre estados

quânticos bipartidos, estão associadas a simetrias do sistema, e não necessariamente a

transições de fase. Utilizamos o Hamiltoniano de Heisenberg XXZ e obtivemos resul-

tados numéricos por DMRG. O trabalho está publicado no Phys. Rev. B [21].

O Caṕıtulo 3 é dedicado à descrição de um trabalho no qual estudamos a competição

entre interação e desordem sobre as propriedades de transporte em sistemas quânticos

fechados. Sabe-se que tanto a interação quanto a desordem levam à localização das

funções de onda eletrônicas, por meio dos mecanismos de Mott [36] e Anderson [37],

respectivamente. A conjunção entre os dois efeitos, no entanto, leva a comportamentos

não triviais. Utilizamos uma análise baseada na localização da dinâmica no espaço de

estados e mostramos que essa abordagem pode ser associada à noção mais tradicional

de localização no espaço real. Por meio dessa análise mostramos que, embora interação

e desordem individualmente gerem localização, a conjunção entre os mecanismos pode

2As partes foram organizadas em ordem cronológica, seguindo a linha de execução durante o doutorado.
Apesar de conectadas entre si, podem ser lidas de forma relativamente independente.

3Os trabalhos apresentados nesta parte foram realizados em colaboração com o Professor Marcelo França
e o ex-aluno de doutorado do departamento de f́ısica da UFMG Eduardo Mascarenhas; essa colaboração
permitiu que começássemos a utilizar propriedades de informação quântica na caracterização de sistemas de
muitos corpos.
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levar a um regime mais delocalizado. O modelo utilizado foi o de férmions interagentes

sem spin, equivalente ao modelo do Caṕıtulo 2 para spin-1/2. Os resultados foram

obtidos por diagonalização exata, para cadeias pequenas. O trabalho foi publicado no

Journal of Physics: Condensed Matter [38].

2. A segunda parte é dedicada à descrição da dinâmica de sistemas de muitos corpos

quando o equiĺıbrio é perturbado por uma variação abrupta do Hamiltoniano. Mais es-

pecificamente, utilizamos um protocolo conhecido como quench [39], no qual o sistema é

preparado em um dado estado inicial (que pode ser, por exemplo, o estado fundamental

de certo Hamiltoniano) e em seguida evolui segundo a dinâmica de um Hamiltoniano

diferente, dado pela alteração de parâmetros do sistema inicial. Esse protocolo pode

ser emulado em redes óticas e permite tanto a investigação de questões fundamentais

a respeito de condições de equilibração do sistema, quanto pode ser explorado para a

construção de novos dispositivos eletrônicos.4

No Caṕıtulo 4 apresentamos uma breve revisão da literatura recente relacionada a quen-

ches quânticos em sistemas fechados de part́ıculas interagentes. Descrevemos também

brevemente um trabalho publicado no Phys. Rev. B [40], no qual tive participação,

em que observamos a formação de dois cones de luz efetivos distintos, relacionados

a diferentes excitações do modelo Heisenberg XXZ de spin-1/2. Os resultados foram

obtidos via DMRG.

Os Caṕıtulos 5 e 6 são dedicado à análise da dinâmica de não-equiĺıbrio do efeito

Kondo. Conforme mencionado anteriormente, nesse efeito de muitos corpos, a presença

da impureza gera uma dependência anômala da resistência do metal em função da tem-

peratura. Os elétrons do metal interagem com o spin da impureza, gerando a chamada

nuvem Kondo, um singleto delocalizado que blinda a magnetização introduzida pela

impureza. O Caṕıtulo 5 é dedicado a uma breve revisão da literatura do efeito. No

Caṕıtulo 6 descrevemos um trabalho em andamento, no qual investigamos a formação

do efeito Kondo após um quench que conecta uma impureza magnética a um metal não

magnético. O modelo utilizado descreve cadeias de Hubbard acopladas a uma impureza

de Anderson e a evolução temporal é estudada via DMRG.

3. Finalmente, na terceira parte nos dedicamos à analise da supercondutividade não con-

vencional observada em cupratos.5 Mais especificamente, estudamos o modelo de Hub-

4Nosso grupo realizou os trabalhos descritos nesta parte da tese em colaboração com o professor Rodrigo
Pereira (International Institute of Physics, Universidade Federal do Rio Grande do Norte), especialista em
sistemas unidimensionais.

5O estudo de supercondutividade em sistemas fortemente interagentes foi posśıvel devido ao estágio
sandúıche de duração de 6 meses, que realizei no Laboratoire de Physique des Solides, Université Paris-Sud,
Orsay, France, sub supervisão do professor Marcello Civelli.
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bard bidimensional, Hamiltoniano capaz de descrever a transição de Mott e a f́ısica

desses materiais, que apresentam a competição entre diversas fases não triviais.

Uma revisão da literatura a respeito de supercondutividade é apresentada no Caṕıtulo 7.

Detalhes da metodologia utilizada para o tratamento do modelo de Hubbard bidimen-

sional, a DMFT Celular, são apresentados no Caṕıtulo 8. Finalizamos a terceira parte

com nossos resultados, descritos no Caṕıtulo 9. Observamos que a solução via ex-

tensão de cluster da Teoria de Campo Médio Dinâmico do modelo de Hubbard bidi-

mensional apresenta a coexistência entre uma fase metálica correlacionada, com pro-

priedades descritas pela teoria de liquido de Fermi, e uma fase pseudo-gap, com um

gap anisotrópico no espaço de momento e comportamento não-ĺıquido de Fermi. Em

semi-preenchimento, o metal convencional é a fase de menor energia, enquanto a fase

pseudo-gap é metaestável; o sistema apresenta uma transição metal-isolante de Mott

em função da interação. Incluindo dopagem, no entanto, a fase metaestável torna-

se o verdadeiro estado fundamental e observamos uma relação entre a intrigante fase

pseudo-gap e a topologia da superf́ıcie de Fermi, explicando resultados experimentais

recentes. Os resultados foram publicados no Physical Review Letters [41].

No fim deste documento, apresentamos breves conclusões gerais, além de apêndices que

auxiliam no entendimento de alguns tópicos abordados ao longo do texto.



Caṕıtulo 1

Transições de fase quânticas

1.1 Introdução

Transições de fase térmicas são induzidas por variação de temperatura. Exemplos t́ıpicos são

as transições entre os estados sólido, ĺıquido e gasoso da matéria e a transição de um metal

convencional para uma fase supercondutora. Transições de fase quânticas, por sua vez, se dão

a temperatura T = 0 (transições entre estados fundamentais) como função de um parâmetro

externo, como por exemplo pressão ou campo magnético.

Em geral, podemos representar um sistema f́ısico por um Hamiltoniano H(g), sendo que

g representa um acoplamento adimensional. A energia do estado fundamental é função de

g e transições de fase quânticas ocorrem em pontos de não analiticidade dessa função [42];

nesses pontos, dizemos que o parâmetro g atingiu o valor cŕıtico, i.e., g = gc. A transição

é usualmente acompanhada por uma mudança qualitativa na natureza das correlações do

estado fundamental.

Transições de fase descont́ınuas e cont́ınuas estão relacionadas a singularidades na primeira

e segunda derivada da energia livre, respectivamente. Tais singularidades marcam o limite

entre duas fases que, em geral, possuem simetrias distintas. Esses tipos de transições podem

ser descritas por parâmetros de ordem locais, que se anulam em uma das fases. Um exemplo

simples é o valor da magnetização em sistemas de spin, que é diferente de zero em fases

ferromagnéticas, por exemplo, mas igual a zero em fases sem ordenamento magnético, como

a fase ĺıquido de Luttinger. Em transições descont́ınuas (de primeira ordem) o parâmetro

adquire abruptamente um valor finito, já em transições cont́ınuas (segunda ordem), ele segue

uma lei de potência.

Mais especificamente, transições de fase quânticas cont́ınuas são transições nas quais a

escala caracteŕıstica de flutuações de energia acima do estado fundamental, ∆, se anula. No

caso de sistemas com gap, ∆ corresponde à diferença de energia entre o estado fundamental e

o primeiro estado excitado. No caso de sistemas sem gap, por outro lado, podemos definir ∆

8
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como a escala na qual há uma mudança qualitativa na natureza do espectro de frequências.

Em ambos os casos, observamos um comportamento do tipo ∆ ∝ |g− gc|zν , sendo z e ν dois

expoentes cŕıticos universais, que dependem de simetrias e da dimensionalidade do sistema,

mas não de detalhes microscópicos do Hamiltoniano. Além de uma escala de energia tendendo

a zero, transições cont́ınuas apresentam também a divergência de um comprimento de escala,

ξ, que pode caracterizar, por exemplo, o decaimento exponencial de correlações no estado

fundamental. Em torno da transição, o comprimento diverge na forma ξ−1 ∝ |g − gc|ν .
Note que a discussão apresentada acima diz respeito ao estado fundamental. Assim, for-

malmente, transições de fase quânticas ocorrem apenas para T = 0, conforme mencionado no

ińıcio do caṕıtulo. Experimentos, no entanto, ocorrem sempre a temperatura finita, ainda que

pequena, por isso é relevante investigar quais as consequências geradas pelas singularidades

presentes em T = 0 sobre as propriedades f́ısicas de sistemas a T > 0.

É importante ressaltar também que há transições de fase que não correspondem a mu-

danças de simetria. Um exemplo é dado pela transição de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless

(BKT), observada em 1972 por John M. Kosterlitz e David J. Thouless em um sistema bi-

dimensional (2D) descrito pelo modelo XY [34,35]. Os autores observaram que, embora não

haja fases com ordenamento de longo alcance em sistemas 2D [43], podem ocorrer transições

entre fases com diferentes topologias. Thouless e Kosterlitz receberam o prêmio Nobel de

F́ısica em 2016, juntamente com D. Haldane, pelo descobrimento teórico de transições de fase

topológicas e fases topológicas da matéria [44, 45].

Transições do tipo BKT são transições de ordem infinita, pois, embora a energia livre

seja não-anaĺıtica, todas as suas derivadas são finitas. Hoje sabe-se que transições deste

tipo podem ser observadas em vários sistemas bidimensionais a temperatura finita, em gases

de átomos frios [46] e também em sistemas unidimensionais, como cadeias de spin [27] e

cadeias Bose-Hubbard realizáveis em redes óticas [47]. A existência desse tipo de transição e o

crescente interesse por fases topológicas em geral, que não podem ser descritas por parâmetros

de ordem locais, têm motivado o estudo de abordagens alternativas para a descrição de

transições de fase. Nesse contexto, ferramentas desenvolvidas pela comunidade de informação

quântica (tipicamente medidas relacionadas a emaranhamento) têm sido investigadas como

posśıveis indicadoras de transições de fase em sistemas de muitos corpos.

Estudamos, ao longo dos trabalhos apresentados nesta tese, diferentes transições de fase

quânticas. Exemplos relevantes para nossos resultados são descritos nas próximas seções.

1.2 Transição Metal-isolante de Mott

A transição metal-isolante de Mott, é um importante exemplo de transição de fase quântica,

induzida pelo aumento da energia de interação elétron-elétron. De maneira geral, a distinção
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entre metais e isolantes pode ser descrita pela Teoria de Bandas [48]: em um metal, o ńıvel

de Fermi (ńıvel de maior energia dos estados ocupados) encontra-se no interior da banda de

condução; já em um isolante, a banda está completamente preenchida e é preciso superar um

gap de energia para que haja transporte elétrico. Há, no entanto, materiais isolantes, como

certos óxidos de metais de transição, que seriam metálicos por uma descrição via Teoria de

Bandas. Esses materiais possuem em comum o fato de apresentarem bandas estreitas de

energia, do tipo d e f , nas quais a interação elétron-elétron é relevante quando comparada à

energia cinética das part́ıculas.

Figura 1.1: Representação esquemática da transição de Mott. A interação elétron-elétron
impede dupla ocupação, gerando um gap de largura U , e portanto localizando o sistema.

N. F. Mott demonstrou que a repulsão Coulombiana entre elétrons é o fator responsável

pela fase isolante mencionada acima [36]. Embora a banda de energia seja semi-preenchida,

a forte interação U entre elétrons que ocupam o mesmo śıtio dificulta a dupla ocupação e

portanto faz com que os elétrons permaneçam localizados. Um esboço desse mecanismo está

representado na Figura 1.1, na qual vemos que, embora o ńıvel de Fermi encontre-se no meio

da banda de condução, a interação elétron-elétron dificulta que elétrons ocupem o mesmo

śıtio da banda; a interação gera assim um gap de energia de largura U .

Um exemplo de material que passa pela transição metal-isolante de Mott pode ser visto

na Figura 1.2, que apresenta o diagrama de fase do V2O3 (esquerda) e uma medida de

resistividade em função da pressão nesse material (direita). Diminuir a pressão, externa ou

qúımica (devido à alterações dos átomos, que altera o raio covalente e portanto o parâmetro

de rede do sistema), leva a uma redução da energia cinética, o que equivale a aumentar

a energia de interação elétron-elétron U . Quando a pressão torna-se superior a um valor

cŕıtico, o sistema vai da fase isolante para a fase metálica, conforme observado por medidas

de resistividade.

O Hamiltoniano de Hubbard [49] [apresentado na equação (3.1)] é o modelo mais simples

capaz de descrever a competição entre energia de interação elétron-elétron e energia cinética e,
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Figura 1.2: (Esquerda) Diagrama de fase para o V2O3 em função da pressão e da dopagem
com Cr e Ti e (direita) resistividade em função da pressão, para uma temperatura espećıfica,
mostrando a transição de um isolante (alta resistividade) para um metal (resistividade ordens
de grandeza menor que no caso isolante). Figuras retiradas de [5] (esquerda) e [6] (direita).

portanto, a transição de Mott. Recentemente esse modelo tem sido realizado em redes óticas

com átomos frios. Nesses casos, a interação pode ser controlada com grande precisão e a

transição pode ser observada com clareza. Uma simulação do modelo de Hubbard fermiônico

em redes óticas pode ser vista na referência [50], mais detalhes a respeito da simulação de

sistemas de muitos corpos em redes óticas são apresentados no Apêndice A.

1.3 Localização de Anderson

Outro importante exemplo de uma transição de fase entre estados estendidos e estados loca-

lizados, induzida por uma variação de parâmetros do sistema, é a transição de localização de

Anderson, descrita na presente seção.

Grande avanço na descrição de localização em sistemas eletrônicos foi obtido a partir de

1958, após um importante trabalho de P. W. Anderson [37], no qual ele observou que elétrons

podem ter seus movimentos limitados por desordens presentes na rede cristalina. Em seu

trabalho, aplicado a sistemas não interagentes, Anderson demonstrou que a interferência

entre múltiplos caminhos associados a espalhamentos coerentes em impurezas aleatórias gera

funções de onda de part́ıcula única com decaimentos exponenciais, causando redução ou

ausência de transporte. Mais especificamente, uma função de onda Ψ(~r) de uma part́ıcula
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de massa m e energia E, solução da equação de Shrödinger

EΨ(~r) = − 1

2m

∂2

∂~r2
Ψ(~r) + V (~r)Ψ(~r) (1.1)

(utilizamos ~ = 1), tem a forma de onda plana no espaço livre (V (~r) = 0 ou periódico),

porém decai exponencialmente na presença de um potencial desordenado, que varia aleato-

riamente de um śıtio para o outro. Dessa forma, cada part́ıcula só pode ser encontrada,

com probabilidade considerável, dentro de um comprimento de localização ξ a partir de um

dado śıtio, conforme representado na Figura 1.3. A Figura 1.4 apresenta um outro esboço

da localização de Anderson, na qual vemos que o desńıvel entre as energias locais de śıtios

vizinhos reduz a mobilidade eletrônica; cada elétron fica localizado em torno de determinado

śıtio da rede, com funções de onda com decaimento exponencial.

Figura 1.3: Função de onda caracteŕıstica de (a) estados estendidos e (b) estados localizados,
com comprimento de localização ξ.

Figura 1.4: Esboço da localização de funções de onda eletrônicas devido à desordem.

Resultados posteriores demonstraram que qualquer desordem arbitrariamente pequena já

é suficiente para localizar sistemas não-interagentes em uma [51, 52] e duas dimensões [53].

Isso significa que, nesses casos, ξ é finito para toda energia E, qualquer que seja o valor de

desordem. Em três dimensões, por outro lado, define-se uma desordem cŕıtica para cada

E, a partir da qual ξ torna-se finito. Quando o sistema atinge a desordem cŕıtica, ocorre a
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chamada localização de Anderson (localização devido à desordem) e o sistema passa por uma

transição metal-isolante.

A localização de Anderson pode ser observada em diferentes trabalhos experimentais.

O comportamento da densidade de estados local na presença de desordem, por exemplo,

pode ser visto na Figura 1.5 para diferentes concentrações de Mn em Ga1−xMnxAs. Para

desordem fraca, há estados estendidos no sistema e a densidade local varia pouco de śıtio para

śıtio; à medida em que a concentração de impurezas aumenta, os estados vão se tornando

localizados e a densidade de estados local passa a variar muito de um śıtio para o outro.

Figura 1.5: Densidade de estados local próximo ao ńıvel de Fermi para diferentes concen-
trações de Mn em Ga1−xMnxAs. Medidas realizadas por microscopia de varredura por
tunelamento (STM, do inglês Scanning Tunneling Microscopy) em amostras de 700 Å por
700 Å de área. Figura retirada de [54].

Outro exemplo de observação experimental da localização de Anderson pode ser visto na

Figura 1.6, retirada da referência [55]. Nesse trabalho, os autores observaram diretamente o

decaimento exponencial das funções de onda de matéria. Mais especificamente, eles observa-

ram a localização de um condensado de Bose-Einstein em um guia de onda unidimensional, na

presença de desordem criada por feixes de lasers. O experimento foi realizado em um regime

no qual a concentração de part́ıculas é pequena o suficiente para que a interação entre elas

seja irrelevante. Por meio de imagens dos perfis de densidade de estados local em função do

tempo, os autores observaram que uma desordem fraca já é suficiente para produzir funções

de onda localizadas exponencialmente. Ajustando o decaimento exponencial, eles estimaram
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o comprimento de localização, que apresentou grande concordância com previsões anaĺıticas

(ver painel da direita da Figura 1.6).

Figura 1.6: Observação experimental da localização de Anderson. Esquerda: esquema expe-
rimental de um condensado de Bose-Einsten em um guia de onda. Um potencial desordenado
gerado por feixes de lasers faz com que o condensado se localize. Uma observação direta da
localização da função de onda de matéria pode ser obtida pela detecção da fluorescência dos
átomos. Direita: Comprimento de localização em função da amplitude do potencial desorde-
nado. Os dados experimentais (ćırculos) concordam bom com previsões teóricas (região em
vermelho). Figura retirada de [55].

A localização de Anderson também pode ser simulada por átomos frios armadilhados em

redes óticas, conforme descrito no Apêndice A.
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Caṕıtulo 2

Não universalidade da

convertibilidade local1

Recentemente, diversos trabalhos têm sugerido que propriedades relacionadas a computação

quântica podem ser usadas como indicadores alternativos de transições de fase. No trabalho

descrito neste caṕıtulo, analisamos medidas de emaranhamento entre estados fundamentais

bipartidos em sistemas unidimensionais que apresentam transições de fase de diferentes or-

dens. Nossos resultados sugerem que a convertibilidade local, propriedade relacionada a não

analiticidades do espectro de emaranhamento, é um bom indicadoras de simetrias expĺıcitas

dos modelos, mas não necessariamente de transições de fase.

2.1 Introdução

Conforme discutido no Caṕıtulo 1, há transições de fase de ordens superiores (transições

BKT) que não podem ser descritas por um protocolo tradicional de quebra de simetria.

Além disso, o interesse por fases topológicas, que não são descritas por um parâmetro de

ordem local, tem crescido nos últimos anos. A escolha da entrega do prêmio Nobel de F́ısica

de 2016 a Thouless, Kosterlitz e Haldane pelo descobrimento teórico de transições de fase

topológicas e fases topológicas da matéria é reflexo da relevância do tema.

A existência desses tipos de transições tem motivado o estudo de abordagens alternati-

vas para a descrição de transições de fase. Ferramentas desenvolvidas pela comunidade de

informação quântica (tipicamente medidas relacionadas a emaranhamento) têm sido investi-

gadas como posśıveis indicadoras de transições de fase em sistemas de muitos corpos.

A caracterização de emaranhamento de um estado quântico pressupõe a separação do

sistema em subpartes. Em especial, em um sistema bipartido (ver Figura 2.1), podemos

1O trabalho apresentado neste caṕıtulo está publicado como Helena Bragança, Eduardo Mascarenhas,
G. I. Luiz, C. Duarte, R. G. Pereira, M. F. Santos, M.C. O. Aguiar, “Non universality of entanglement
convertibility”, Phys. Rev. B 89, 235132 (2014).
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caracterizar o emaranhamento entre as partes A e B de uma cadeia unidimensional por

meio de uma representação espećıfica do estado quântico conhecida como decomposição de

Schmidt [56]. Nesse processo, representamos um estado puro2 de um sistema de muitos

corpos como uma decomposição em duas bases ortonormais nas regiões A e B.

Mais especificamente, consideramos |Ψ〉 ∈ HA ⊗ HB um estado puro de um sistema

bipartido. É posśıvel mostrar [57] que existem bases {|ΦA,i〉} e {|ΦB,i〉} para HA e HB,

respectivamente, tais que

|Ψ〉 =
n∑
i=1

√
ξi|φA,i〉 ⊗ |φB,i〉, (2.1)

sendo n ≤ min{dimHA, dimHB}. {ξi} corresponde ao espectro de emaranhamento (também

conhecido como espectro de Schmidt) e representa o conjunto de autovalores da matriz den-

sidade reduzida, obtida pelo traço parcial de uma das subpartes.

A matriz densidade reduzida da sub-parte A (B) é obtida pelo traço parcial dos graus de

liberdade do sub-espaço B (A):

ρA(B) = TrB(A)|Ψ〉〈Ψ| =
∑
i

ξi|φA(B),i〉〈φA(B),i|. (2.2)

Quando não há emaranhamento, o estado é dado por um produto simples de estados das

duas subpartes: |Ψ〉 = |φA,1〉 ⊗ |φB,1〉. Nesse caso temos ξ1 = 1 e ξi = 0 ∀ i 6= 1. Caso

contrário, temos diferentes autovalores não nulos no espectro de Schmidt, mas que obedecem

à relação
∑

i ξi = 1.

Figura 2.1: Esboço representando uma cadeia finita de spins, separada nas subpartes A e B.

As entropias de Rènyi representam a classe mais geral de medidas de informação. Elas

são definidas a partir da matriz densidade reduzida na forma

Sα =
1

1− α
log Tr

(
ραA (B)

)
=

1

1− α
log

(∑
i

ξαi

)
. (2.3)

2Em mecânica quântica, a descrição mais geral de um estado é dada pela matriz densidade, ρ̂. Esta matriz
é hermitiana e positiva e pode ser, portanto, diagonalizada, apresentando um conjunto de auto-valores {λi}
com 0 ≤ λi ≤ 1 e

∑
i λi = 1. Esses números podem ser interpretados como probabilidades associadas a

estados puros (os auto-vetores). Se apenas um dos auto-valores é diferente de zero, o estado é dito puro.
Assim, um estado puro pode ser representado por um vetor, enquanto estados mistos são misturas estat́ısticas
de estados puros.
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Algumas das entropias de Rènyi têm uma interpretação expĺıcita. S0, por exemplo, correspon-

de ao logaritmo do rank do estado, isto é, do número de autovalores de Schmidt não nulos;

Sα→∞ fornece o logaritmo do maior autovalor da matriz densidade reduzida. Finalmente,

o limite α → 1 equivale à entropia de von Neumann, também conhecida como entropia

de emaranhamento: SA/B = −
∑

i ξilogξi. Ela corresponde à entropia de Shannon [58] do

estado reduzido, isto é, à entropia de configurações, sendo que o conjunto de auto-valores da

matriz densidade reduzida representam uma distribuição de probabilidades de estados puros

das subpartes do sistema. Há, na literatura, intenso debate a respeito das semelhanças e

diferenças entre a entropia de von Neumann, desenvolvida no contexto de mecânica quântica,

e a entropia termodinâmica. Sugerimos a referência [59] para uma discussão detalhada.

Muitos trabalhos recentes estudaram correlações intŕınsecas (entropia de emaranhamento

e espectro de emaranhamento) de estados quânticos [11–19] para descrever transições de fase

de sistemas de muitos corpos.

Na referência [13], por exemplo, Mund, Legeza e Noack utilizaram a entropia de ema-

ranhamento para definir as fronteiras entre diferentes fases do Hamiltoniano de Hubbard

estendido em uma dimensão, que descreve a competição entre energia cinética (proporcional

ao hopping t dos elétrons de um śıtio para outro) e energia de interação entre elétrons que

ocupam o mesmo śıtio da rede e śıtios primeiros vizinhos; a intensidade das interações é

dada por U e V , respectivamente. Diferentes fases são acessadas à medida em que varia-se

a intensidade das interações. Para U > 0 e V pequeno, o sistema encontra-se em uma fase

de onda de densidade de spin (SDW, spin density wave); no limite em que V � U , por

outro lado, há uma fase de onda de densidade de carga (CDW, charge density wave), com

śıtios vazios e ocupados alternados. Para valores intermediários de U e V , há ainda uma fase

conhecida como onda de ordenamento de ligação (BOW, bond-order-wave), caracterizada por

uma quebra espontânea de simetria na qual acoplamentos fortes e fracos se alternam.

Os autores compararam, para o modelo, as fronteiras entre as fases determinadas por

uma abordagem termodinâmica tradicional, calculada via Monte Carlo Quântico (QMC,

Quantum Monte Carlo), e aquelas obtidas por meio de uma análise de emaranhamento. Mais

especificamente, eles identificaram as transições pelos picos da entropia de von Neumann do

sistema bipartido (entropia de blocos, B) e da entropia entre dois śıtios (2s). O diagrama de

fase apresentado na referência [13] está reproduzido na Figura 2.2. Fica claro que os autores

encontraram boa concordância entre os diferentes métodos utilizados.

Mais recentemente, alguns estudos têm analisado também a chamada convertibilidade

local de estados quânticos [60–63], que introduz uma visão operacional relacionada à com-

putação quântica. A convertibilidade local pode ser definida através do protocolo descrito

abaixo: consideremos um sistema quântico descrito por um Hamiltoniano Hλ, tal que λ

representa algum parâmetro variável. O sistema é dividido em duas subpartes, A e B,
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Figura 2.2: Diagrama de fase do modelo de Hubbard estendido, com as fronteiras entre as
fases determinadas por propriedades de emaranhamento, entropia entre dois śıtios (2s) e en-
tropia de blocos (B). U , V e t correspondem, respectivamente, à intensidade da interação
eletrônica local, à intensidade da interação entre elétrons que ocupam śıtios primeiros vizi-
nhos, e à amplitude de hopping na cadeia. Figura retirada de [13].

e procuramos converter o estado fundamental |Ψ(λ)
0 〉AB do Hamiltoniano inicial no estado

|Ψ(λ+ε)
0 〉AB, estado fundamental do Hamiltoniano Hλ+ε, realizando apenas operações locais

em cada uma das partes. O protocolo geral permite ainda o uso de um catalisador, isto é, um

estado auxiliar emaranhado, com o qual cada subparte pode interagir livremente, desde que

o estado saia intacto no final do processo, i.e., |Ψ(λ)
0 〉|C〉 → |Ψ

(λ+ε)
0 〉|C〉. Esse procedimento é

conhecido como conversão cataĺıtica local, ou simplesmente conversão local [64–66].

A condição necessária e suficiente para a conversão local é que nenhuma das entropias

de Rènyi pode aumentar após o processo, isto é, a conversão é posśıvel apenas se Sα(λ) ≥
Sα(λ+ ε) para todo α [65,66]. No limite de conversão adiabática, ε→ 0, essa condição pode

ser analisada por meio do sinal da susceptibilidade cataĺıtica,

χ(α, λ) =
∂Sα(λ)

∂λ
. (2.4)

Ou seja, se χ < 0 para todo α, a conversão é posśıvel de λ para λ+ε; se χ > 0 ∀α, a conversão

é posśıvel apenas na direção contrária. Para χ = 0 conversão é posśıvel nos dois sentidos;

finalmente, se o sinal de χ variar com α, a conversão é imposśıvel em ambas as direções.

Esse critério foi usado na referência [60] para analisar a fronteira entre diferentes fases no

modelo de Ising, dado por HI(g) = −
∑N−1

i=1 (σxi σ
x
i+1 + gσzi ), sendo σk, k = x, y, z, as matrizes

de Pauli. O Hamiltoniano de Ising com campo transverso é um dos modelos mais simples

que apresentam transições de fase, por isso, é comumente usado para testar novas ideias

referentes a transições de fase quânticas. O modelo possui duas fases, apresenta ordenamento

ferromagnético para g < 1 e encontra-se em uma fase paramagnética (〈σx〉 = 0) quando g > 1.
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Os autores de [60] demonstraram que há uma clara diferença entre a possibilidade ou não

de convertibilidade entre ambas as fases. Na fase paramagnética, χα(g) é negativo para todo

α, indicando que a variação do campo magnético transverso pode ser simulada por operações

locais e comunicação clássica em cada subparte do sistema. Na fase ferromagnética, por

outro lado, χα(g) muda de sinal para certos valores de α, então o estado fundamental não

apresenta convertibilidade local e variações no campo magnético produzem efeitos quânticos

fundamentalmente não locais sobre o estado fundamental. Os resultados indicaram ainda que

as conclusões independem da forma como a partição do sistema é realizada para o cálculo

das entropias de Rènyi, conforme representado na Figura 2.3, que apresenta o sinal de χ em

função de α e g para a cadeia particionada em diferentes posições.

Figura 2.3: Sinal da susceptibilidade cataĺıtica para o modelo de Ising com campo transverso
em função da ordem da entropia de Rènyi, α, e do campo, g, para diferentes bipartições.
As figuras (a), (b) e (c) correspondem a uma cadeia de N = 12 śıtios com a partição da
esquerda contendo 6, 5 e 4 śıtios, respectivamente. A região vermelha (cinza escuro) indica
χα(g) > 0, enquanto a região azul (cinza claro) corresponde a χα(g) < 0. A mudança na
convertibilidade ocorre sempre no ponto de transição g = 1, independentemente da partição.
Figura retirada de [60].

Outro exemplo de trabalho no qual a convertibilidade foi associada a transições de fase,

encontra-se na referência [62]. Nesse caso, os autores observaram que estados fundamentais

dentro de uma fase topológica não podem ser conectados entre si através de operações locais

e comunicação clássica entre subpartes de um sistema bipartido. Eles sugeriram, assim, que

a possibilidade ou não de convertibilidade local pode determinar a fronteira entre uma fase

topológica e uma fase convencional.

A possibilidade de conversão entre estados também pode ser analisada na ausência de

um catalisador. Nesse caso, a possibilidade de conversão é dada por meio da majoração de

estados quânticos, definida como [67]

M(j) =
∂

∂λ

j∑
i=1

ξi(λ), (2.5)
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sendo que o espectro de emaranhamento {ξi} é organizado em ordem decrescente. Converti-

bilidade de |Ψ(λ)
0 〉 para |Ψ(λ+ε)

0 〉 na ausência de catalisador é posśıvel se M(j) ≤ 0 para todo

j.

Em geral, ao longo do trabalho, usamos o termo convertibilidade para nos referirmos ao

caso com catalisador, a não ser que o contrário seja especificado.

Além de ser, na literatura, associado a transições de fase em sistemas interagentes, o

conceito de convertibilidade está diretamente relacionado à análise da relevância da com-

putação quântica para a descrição de diferentes sistemas f́ısicos [60]. Mais especificamente,

computação clássica é suficiente para a descrição de sistemas nos quais os efeitos da va-

riação de um parâmetro externo podem ser simulados por operações locais, isto é, em casos

nos quais há convertibilidade local. Computação quântica, por outro lado, tem potencial

de utilidade em casos nos quais variações de parâmetros externos geram efeitos quânticos

não-locais, ou seja, quando há aumento da entropia de emaranhamento. Em resumo, a com-

putação quântica tem potencial para superar a computação clássica apenas em regiões nas

quais não há convertibilidade local.

No trabalho descrito na presente seção, analisamos aspectos operacionais de estados

quânticos utilizando o Grupo de Renormalização da Matriz Densidade (DMRG, density ma-

trix renormalization group). Investigamos o comportamento da convertibilidade local ao

longo das transições de fase presentes no Hamiltoniano de spin XXZ, em uma dimensão,

para os casos de spin-1/2 e spin-1. Nossa análise vai além de outras presentes na literatura,

porque estudamos cadeias maiores e inclúımos uma análise da dependência dos resultados

com o tamanho dos sistemas, o que é essencial para a descrição de transições de fase, defi-

nidas formalmente no limite termodinâmico. Além disso, analisamos transições de fase de

diferentes ordens, incluindo transições cont́ınuas, descont́ınuas e transições BKT.

Nossos resultados mostram que mudanças na convertibilidade local tipicamente corres-

pondem a pontos de simetria do Hamiltoniano, o que pode ou não coincidir com transições

de fase quânticas. Nós também fornecemos um exemplo de uma transição BKT que é desas-

sociada de qualquer simetria preexistente e por isso não produz nenhuma alteração no perfil

de convertibilidade do sistema. Assim, de acordo com nossos resultados, a abordagem ope-

racional baseada na convertibilidade local fornece um bom indicador de simetrias expĺıcitas

do Hamiltoniano, mas não necessariamente de criticalidade.

Os modelos e método utilizados são apresentados na próxima seção, em seguida, descre-

vemos nossos resultados numéricos e finalizamos o caṕıtulo com as conclusões.
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2.2 Modelo e método

Neste trabalho, consideramos o modelo de Heisenberg anisotrópico (também conhecido como

Hamiltoniano XXZ) para spin-1/2 e spin-1 em uma dimensão. A escolha do modelo deve-se

ao fato de ser simples e ainda apresentar transições de fase de diferentes ordens. Em geral,

o Hamiltoniano de Heisenberg pode ser usado para descrever materiais magnéticos reais,

desde que estes apresentem spin bem localizados. EuO, EuS e RbMnF3 são exemplos desses

materiais [68].

O Hamiltoniano XXZ é dado por

H =
L∑
l=1

[Sxl S
x
l+1 + Syl S

y
l+1 + ∆Szl S

z
l+1 +D(Szl )2], (2.6)

sendo que S
(x,y,z)
l são os operadores de spin no śıtio l, ∆ é a intensidade do acoplamento

de troca longitudinal entre primeiros vizinhos e D representa uma anisotropia uniaxial. Na

equação (2.6) e ao longo do trabalho usamos a intensidade do acoplamento de troca transver-

sal como unidade de energia. Note que o parâmetro λ, introduzido na seção anterior, pode

ser identificado com ∆ ou D, dependendo da transição considerada.

Simetrias, fases e transições

Para todos os valores de ∆ e D, o Hamiltoniano tem uma simetria de rotação no plano xy e

uma simetria de inversão de spin ao longo do eixo z. Além disso, o modelo tem uma simetria

expĺıcita em ∆ = 1 e D = 0: em ambos os casos, spin-1/2 e spin-1, há um conjunto de

quatro operadores - Z =
∑

l S
z
l (o spin total na direção z), S2 (spin total), Q−L =

∑
l S
−
l =∑

l(S
x
l − iSyl ) (operador destruição) e Q+

L =
∑

l S
+
l =

∑
l(S

x
l + iSyl ) (operador criação) -

que comutam com o Hamiltoniano em ∆ = 1 e que são constrúıdos a partir da soma de

operadores locais. Essa simetria pertence ao grupo SU(2), em notação de teoria de grupos.3

No caso de spin-1/2, o termo de anisotropia (proporcional a D) é simplesmente uma

constante, já que (Sz)2 = 11/4. O modelo é mapeável em um modelo de férmions sem

spin via transformação de Jordan-Wigner [69] e, em uma dimensão, tem solução exata via

ansatz de Bethe [27]. O sistema tem duas fases com gap: uma fase ferromagnética para

∆ ≤ −1 e uma fase antiferromagnética (fase de Néel) para ∆ > 1, separadas por uma

fase ĺıquido de Luttinger (LL),4 sem gap, para −1 < ∆ ≤ 1. A transição entre as fases

ferromagnética e LL é de primeira ordem, enquanto a transição entre o LL e a fase de Néel

é do tipo BKT. Na transição de ordem infinita, o gap decresce exponencialmente à medida

3O grupo U(N) consiste em um conjunto de matrizes unitárias de ordem N. O caso especial em que as
matrizes tem determinante 1 é conhecido como grupo unitário especial, SU(N). Em particular, o grupo SU(2)
corresponde ao grupo das rotações que podemos efetuar sem alterar o ângulo entre dois vectores.

4Uma breve apresentação da teoria de ĺıquido de Luttinger pode ser encontrada no Apêndice C.
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em que ∆ se aproxima de 1, vindo de valores superiores, o que dificulta a detecção do ponto

cŕıtico [16, 70]. Um esboço das fases presentes no modelo, incluindo os pontos de transição,

pode ser visto na Figura 2.4. É importante ressaltar que transições de fases são bem definidas

no limite termodinâmico. Assim, os valores dos parâmetros para os quais ocorre a transição,

apresentados ao longo do trabalho, correspondem a pontos de fronteira entre duas fases

distintas quando o número de śıtios na cadeia tende a infinito. Em trabalhos numéricos, é

comum a utilização de uma análise de escala a partir de cadeias finitas de diferentes tamanhos

para a extrapolação e determinação do ponto de transição no limite termodinâmico.

Figura 2.4: Esboço das fases e pontos de transição do modelo XXZ com spin 1/2.

O modelo de spin-1 não é integrável, mas o diagrama de fase do estado fundamental é

conhecido [71,72] e pode ser visto na Figura 2.5. Vamos primeiramente focar na linha D = 0.

Nesse caso, há uma fase ferromagnética para ∆ ≤ −1, uma fase LL para −1 < ∆ ≤ 0, uma

fase de Haldane5 para 0 < ∆ . 1.18 e uma fase de Néel para ∆ & 1.18 [74, 75]. A transição

entre as fases LL e Haldane é do tipo BKT e sabe-se que a transição ocorre exatamente

em ∆ = 0 devido a uma simetria SU(2) escondida gerada por operadores não locais [76].

Mais especificamente, nesse caso os operadores QNL que definem a álgebra satisfazem Q+
NL =∑

j(S
+
j )2eiπ

∑
l<j S

z
l , Q−NL =

∑
j(S
−
j )2eiπ

∑
l<j S

z
l e Qz

NL = 1
2
[Q+

NL, Q
−
NL]. Note que, nesse caso,

QNL envolve o produto sobre operadores que atuam em śıtios diferentes, em contraste com

a simetria SU(2) expĺıcita que existe em ∆ = 1.

Ligar a anisotropia D no modelo de spin-1 dá origem a mais uma linha de transição BKT

no diagrama de fase [74]. Enquanto a transição entre LL e Haldane continua ocorrendo para

∆ = 0 devido à simetria escondida, surge ainda uma transição BKT entre as fases LL e

uma fase conhecida como large-D. Essa segunda fase, que surge quando a anisotropia D é

grande, como o próprio nome sugere, é uma fase com gap na qual 〈Sz〉 = 0 para todo śıtio.

A transição entre as fases LL e large-D é completamente desassociada de qualquer ponto de

alta simetria do modelo.

5Em 1983 F. Haldane observou que, enquanto cadeias de Heisenberg isotrópicas (que correspondem ao
caso ∆ = 1 e D = 0 do modelo XXZ) de spin semi-inteiro não apresentam gap entre o estado fundamental e
o primeiro estado exitado, cadeias de spin inteiro apresentam gap [73]. Por isso a fase com gap entre LL e
antiferromagnética no caso de spin-1 é chamada fase de Haldane.
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Figura 2.5: Diagrama de fase do modelo XXZ no caso de spin-1. A linha pontilhada indica
a região de parâmetros analisada na subseção 2.3.3. Figura retirada de [72].

DMRG

Os resultados numéricos foram obtidos por meio do grupo de renormalização da matriz

densidade (DMRG, density matriz renormalization group), método desenvolvido em 1992

por Steven R. White [77, 78] para a descrição de propriedades do estado fundamental de

sistemas interagentes unidimensionais. DMRG é baseada em um processo de truncagem

selecionada do espaço de Hilbert. Inicialmente, uma cadeia pequena é resolvida exatamente,

isto é, por diagonalização exata. Em seguida, crescemos o sistema sem crescer o espaço de

Hilbert. Essa é a ideia por trás do Grupo de Renormalização, introduzido em 1975 por K.

Wilson [79]. Nesse caso, o Hamiltoniano do sistema maior é truncado na base dos auto-estados

de menor energia do sistema anterior. Essa abordagem fornece uma boa descrição para o

modelo Kondo e para o modelo de Anderson de uma impureza, porém não é apropriada

para alguns outros sistemas fortemente correlacionados. Steven R. White percebeu que,

para resolver modelos não descritos por Grupo de Renormalização, é conveniente substituir

a truncagem baseada em energia por uma truncagem baseada nos auto-estados da matriz

densidade reduzida correspondentes aos maiores auto-valores. Uma discussão detalhada a

respeito do método é apresentada no Apêndice B deste documento.

O código utilizado para a obtenção dos resultados foi desenvolvido em uma colaboração
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entre o ex-aluno Eduardo Mascarenhas e nosso grupo.

2.3 Resultados

Nesta seção apresentamos os resultados obtidos para o comportamento da convertibilidade

local para os casos de spin-1/2 e spin-1. Investigamos as alterações nessa propriedade nas

diferentes fases dos modelos, procurando identificar uma relação entre mudanças no perfil de

convertibilidade e transições de fase.

2.3.1 Spin-1/2

Figura 2.6: Sinal da susceptibilidade cataĺıtica χ para diferentes entropias de Rènyi (es-
querda) e majoração M (direita) em função de ∆ para as fases ĺıquido de Luttinger (LL)
e antiferromagnética (AF). Resultados obtidos para cadeias de spin-1/2 de L = 112 śıtios
(acima) e L = 212 śıtios (abaixo). Regiões pretas indicam χ < 0 (ou M < 0) e regiões
brancas correspondem a χ > 0 (ou M > 0). Os dados foram gerados para uma partição
simétrica da cadeia, A = B = L/2, retendo 100 estados no cálculo DMRG, o que mantém o
erro de truncagem abaixo de 10−9.

Para ∆ ≤ −1, o sistema com spin-1/2 está na fase ferromagnética e o estado fundamental,

duplamente degenerado, corresponde a um estado completamente polarizado. Nesse caso a

susceptibilidade cataĺıtica χ [equação (2.4)] é sempre igual a zero para qualquer valor de ∆ e

de α. Assim, a convertibilidade é posśıvel entre quaisquer dois pontos, em ambas as direções.

As outras fases têm perfis de convertibilidade não triviais, que estão representados na

Figura 2.6, na qual apresentamos o sinal da susceptibilidade para diferentes valores de α em

função de ∆, para uma cadeia de spin-1/2 com L = 112 śıtios (painel superior) e L = 212

(painel inferior). Ao contrário da fase ferromagnética, para −1 < ∆ ≤ 1 (que corresponde à
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fase LL no limite termodinâmico), χ < 0 para todo α, o que indica convertibilidade unidire-

cional. Além disso, a direção na qual a convertibilidade é posśıvel muda no ponto isotrópico

∆ = 1. A convertibilidade é então perdida (i.e., o sinal de χ depende de α) à medida em

que ∆ aumenta. Finalmente, a convertibilidade unidirecional é recuperada para ∆ grande,

quando o estado fundamental se aproxima do estado de Néel. O perfil de convertibilidade é

senśıvel ao tamanho da cadeia: quanto maior o número de śıtios, menor o valor de ∆ para o

qual o sistema apresenta convertibilidade caracteŕıstica do comportamento fortemente anti-

ferromagnético.

Os painéis da direita da Figura 2.6 mostram os resultados para a análise de majoração

(convertibilidade na ausência de catalisador). Podemos ver que o uso de catalisador para a

convertibilidade é dispensável apenas no regime antiferromagnético forte, quando o sinal de

M deixa de depender de j.

Ressaltamos que a convertibilidade cataĺıtica muda de direção exatamente no ponto de

Heisenberg, ∆ = 1, independentemente do tamanho do sistema. Esse ponto coincide com um

ponto de simetria SU(2) do modelo. Notamos que a ausência de efeitos de tamanho finito

ocorre mesmo para sistemas pequenos, com N ∼ 10 śıtios, o que sugere que a convertibilidade

está detectando a simetria SU(2) (presente em sistemas de qualquer tamanho), ao invés

da transição de fase, cujos precursores só devem estar presentes em sistemas maiores. É

interessante ressaltar também que a majoração apresenta uma tendência à mudança de sinal

da susceptibilidade exatamente em ∆ = 1, o que reforça que essa quantidade detecta o ponto

de simetria do sistema.
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Figura 2.7: Entropia de emaranhamento no centro de cadeias de Heisenberg com spin-1/2,
para sistemas de diferentes tamanhos L. Um mı́nimo local da entropia coincide com o ponto
de simetria SU(2), ∆ = 1. O inset apresenta a entropia para uma escala maior de ∆, para
uma cadeia de L = 100 śıtios.
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Neste trabalho, focamos na análise de convertibilidade porque esta propriedade tem um

importante significado operacional, conforme discutido na introdução, além de carregar in-

formações de todo o conjunto de entropias de Rènyi. Para completar a análise, apresentamos,

na Figura 2.7, a entropia de emaranhamento (entropia de Rènyi com α = 1) do sistema em

função de ∆, pois essa quantidade é mais comumente analisada na literatura. A mudança do

sinal da susceptibilidade se manifesta, nesse caso, como um mı́nimo na entropia, que acontece

no ponto de simetria ∆ = 1 para qualquer tamanho de sistema.

2.3.2 Spin-1 - caso D = 0

Vamos discutir agora o caso de spin-1 na ausência de anisotropia. Nossos resultados para

o perfil de convertibilidade nesse caso estão representados na Figura 2.8(a). A fase LL

(−1 < ∆ < 0) não apresenta convertibilidade local, pois o sinal de χ depende de α, ao

contrário da fase LL para o modelo de spin-1/2. Observamos então que, apesar das fases

LL nos modelos de spin-1/2 e spin-1 apresentarem a mesma f́ısica de baixas energias, elas

apresentam diferentes comportamentos operacionais.

Figura 2.8: (a) Sinal da susceptibilidade cataĺıtica para diferentes entropias de Rènyi para
um sistema bipartido A = B = L/2 de spin-1 em função de ∆, para D = 0 e L = 106. (b)
Análise de tamanho finito para o ponto de transição entre as fases de Haldane e Néel, definido
pela extrapolação de ponto de mudança de convertibilidade no limite termodinâmico.

Na Figura 2.8(a) vemos também que a transição de LL para a fase de Haldane (que ocorre

para ∆ = 0 no limite termodinâmico) não corresponde a mudanças na convertibilidade. Nesse

ponto o Hamiltoniano apresenta uma simetria SU(2) escondida (relacionada a operadores não

locais), mencionada na seção 2.2 deste trabalho. Essa simetria escondida não é detectada

pela convertibilidade local. No entanto, é importante ressaltar que a derivada da entropia

de amaranhamento (Sα→1) muda de sinal exatamente nesse ponto de simetria; para α < 1,

a susceptibilidade muda de sinal para ∆ < 0, enquanto que para α > 1 a mudança de

sinal acontece para ∆ > 0. A mudança de sinal de χ(α = 1) em ∆ = 0 coincide com um
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cruzamento de ńıveis no espectro de emaranhamento, para qualquer tamanho de sistema,

conforme observado na Figura 2.9(a). Assim, apesar da convertibilidade não detectar a

simetria escondida, ela ainda pode ser identificada pelo espectro de emaranhamento.

Figura 2.9: (a) Espectro de emaranhamento de cadeias de Heisenberg com spin-1 de diferentes
tamanhos L. Para cada tamanho, apresentamos os dez maiores autovalores ξ da matriz den-
sidade reduzida. Mudanças no perfil de convertibilidade (Figura 2.8) correspondem a pontos
de não analiticidade do espectro (cruzamentos de ńıveis e quebras de degenerescência), indi-
cados por linhas pontilhadas). (b) Análise de tamanho finito para o ponto de transição entre
as fases de Haldane e Néel, definido pela extrapolação do ponto de quebra de degenerescência
do espectro no limite termodinâmico.

A Figura 2.8(a) também mostra mudanças no perfil de convertibilidade que ocorrem

dentro da fase de Haldane. Convertibilidade unidirecional é estabelecida aproximadamente

quando a fase é atingida (0 . ∆ . 0.5), mas ela é perdida para 0.5 . ∆ . 0.7. À medida

que ∆ aumenta, ainda na fase de Haldane, a convertibilidade unidirecional é recuperada na

direção oposta. É interessante notar que χ muda de sinal, para todo α, exatamente no ponto

de simetria expĺıcita SU(2), ∆ = 1. Todas essas mudanças acontecem dentro de uma mesma

fase, o que revela que mudanças na convertibilidade local não necessariamente correspondem

a transições de fase.

De fato, trabalhos anteriores mostraram que não analiticidades na entropia de emara-

nhamento não necessariamente correspondem a transições de fase, mas podem, por exemplo,

separar uma fase comensurável de uma fase incomensurável [80]. No presente trabalho mos-

tramos que há uma relação direta entre mudanças na convertibilidade e simetrias geradas

por operadores locais.

A transição entre as fases de Haldane e Néel acontece para ∆ ≈ 1.18 (no limite ter-
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modinâmico) [74, 75] e é de segunda ordem. Nessa transição, ao contrário dos outros casos

analisados, o perfil de convertibilidade é senśıvel a efeitos de tamanho finito. Dessa forma,

mudanças na convertibilidade local podem estar relacionadas à transição. Note que essa

transição pode ser descrita pelo paradigma tradicional de quebra de simetria.

Resultados anteriores presentes na literatura [60, 61] relacionaram mudanças no perfil

de convertibilidade com transições de fase de segunda ordem, como a que ocorre entre as

fases de Haldane e Néel, mas apenas sistemas pequenos foram analisados (até 18 śıtios).

Neste trabalho, consideramos sistemas maiores e realizamos uma extrapolação do ponto de

mudança de convertibilidade (ponto de mudança de sinal da susceptibilidade para α pequeno)

em função do tamanho, representada no painel (b) da Figura 2.8. Estimamos, por esse

processo, uma transição no limite termodinâmico em ∆ ≈ 1.20; esse valor apresenta um

pequeno desvio com relação ao valor conhecido, ∆ ≈ 1.18. A determinação do valor cŕıtico

de ∆ a partir da convertibilidade não é tão precisa porque, nesse caso, as mudanças no

sinal da susceptibilidade correspondem a entropias de Rènyi com α pequeno, que dependem

fortemente dos menores auto-valores da matriz densidade reduzida, intrinsecamente menos

precisos no cálculo numérico via DMRG (o método é baseado em uma truncagem selecionada

do espaço de Hilbert baseada nos auto-vetores da matriz densidade reduzida correspondentes

ao maiores auto-valores, conforme detalhado no Apêndice B).

A convertibilidade local é função do espectro de emaranhamento. Os 10 maiores auto-

valores da matriz densidade reduzida estão apresentados na Figura 2.9(a), para cadeias de

diferentes tamanhos L. Como podemos ver, as mudanças mais abruptas nas propriedades de

convertibilidade acontecem na vizinhança de cruzamento de ńıveis (∆ = 1) ou quebras de

degenerescências (∆ ≈ 1.18), isto é, estão relacionadas a não analiticidades no espectro de

emaranhamento.

O ponto de transição de segunda ordem entre as fases de Haldane e Néel pode ser estimado

por meio de espectro de emaranhamento. A mudança na convertibilidade analisada acima

corresponde a um ponto de divisão de ńıveis no espectro de amaranhamento [linha tracejada

na Figura 2.9(a)]. Essa quebra de degenerescência pode ser associada à transição Haldane-

Néel. O valor de ∆ no qual a degenerescência é levantada também translada com o tamanho

do sistema e uma extrapolação do valor para o limite termodinâmico nos permite encontrar

o valor cŕıtico ∆ ≈ 1.18 [Figura 2.9(b)].

É posśıvel, portanto, detectar o ponto de transição de segunda ordem por uma análise

do espectro de emaranhamento, que é diretamente relacionado à convertibilidade local. Esse

resultado está de acordo com a literatura anterior, que sugere uma correspondência entre

convertibilidade e criticalidade em transições descritas por quebra de simetria; mostramos

que em outros casos, no entanto, a convertibilidade pode ser associada a simetrias expĺıcitas

do Hamiltoniano, mas não a transições de fase.
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2.3.3 Spin-1 - caso D 6= 0

Para fortalecer a ideia de que mudanças no perfil de convertibilidade estão relacionadas a

pontos de simetria, ao invés de transições de fase, estudamos o modelo XXZ para spin-1 na

presença de anisotropia (D 6= 0). O diagrama de fase para ∆ < 0 e D > 0 contém uma

transição BKT entre as fases LL e large-D [72], conforme apresentado na Figura 2.5. Essa

transição não coincide com nenhum ponto de simetria do Hamiltoniano para cadeias finitas.

A Figura 2.10 mostra resultados para algumas das entropias de Rènyi em função de D, para

∆ = −0.5. Observamos que todas as entropias decrescem monotonicamente com D, o que

gera um perfil de convertibilidade uniforme (χ < 0 para todo α e todo D). Sabe-se que

a transição BKT ocorre para D ≈ 0.8 quando ∆ = −0.5 (ver linha pontilhada na Figura

2.5), mas, pela Figura 2.10, vemos que tal transição não é acompanhada por mudanças na

convertibilidade local.
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Figura 2.10: Entropias de Rènyi Sα (α = 0.01; 0.1; 1.01; 10 e 100) para uma cadeia de spin-1
de L = 206 śıtios. ∆ = −0.5 e A = B = L/2. As entropias são sempre monotônicas, o que
significa que não há mudança na direção da convertibilidade.

2.3.4 Determinação da transição BKT através do comportamento

cŕıtico da entropia de emaranhamento

A transição de fase analisada na última seção corresponde a um importante exemplo no

contexto do nosso trabalho, já que não é acompanhada por uma mudança no perfil de con-

vertibilidade local. Trata-se de uma transição de ordem infinita que não apresenta nenhuma

simetria SU(2) pré-existente. Não há, na literatura, muitos trabalhos dedicados à descrição

dessa transição, por isso, na presente seção, procuramos caracterizá-la utilizando a entropia

de emaranhamento (entropia de Rènyi com α = 1).

Na Figura 2.11 apresentamos a entropia de emaranhamento, S(x), em função do tamanho

da partição, isto é, a subparte A é composta pelos x primeiros śıtios, à esquerda, enquanto a
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Figura 2.11: Entropia de emaranhamento em função do tamanho da partição x para N = 106,
∆ = −0.5 e diferentes valores de D. Ajustes dos dados numéricos à equação (2.7) são
representados pela linha tracejada. O inset apresenta a qualidade do ajuste para sistemas
de três tamanhos diferentes (N = 106, 156, 206). Pela qualidade do ajuste em função de D,
estimamos o ponto de transição BKT em D ≈ 0.8.

partição B é composta pelos N − x śıtios restantes da cadeia. No painel principal apresen-

tamos resultados para N = 106, ∆ = −0.5 e diferentes valores de anisotropia D. Fica claro

que o comportamento de S(x) muda qualitativamente com D: a entropia aumenta logarit-

micamente com x para D pequeno, mas satura para valores de D grandes, o que sugere a

presença de uma transição de fase.

A entropia de emaranhamento é especialmente útil nesse caso, pois sabe-se que ela apre-

senta um comportamento universal na fase ĺıquido de Luttinger, descrito por Teoria Conforme

de Campos [81]. Usando essa teoria, Calabrese e Cardy [82] demonstraram que a entropia de

emaranhamento de um sistema finito, com condições abertas de contorno, no regime x,N � 1

e em uma fase sem gap (como é o caso da fase ĺıquido de Luttinger) é dada por

S(x,N) =
c

6
log

[
2N

π
sin
(πx
N

)]
+ s′, (2.7)

sendo s′ uma contante não universal e c a carga central, que, nesse caso, é igual a 1.

Podemos encontrar o ponto de transição BKT ajustando os dados numéricos obtidos para

S(x) à equação (2.7), deixando c e s′ como parâmetros livres, conforme visto na Figura 2.11.

Para D pequeno, os dados numéricos se ajustam bem à equação (2.7), indicando que o sistema

está na fase cŕıtica. À medida que aumentamos D, no entanto, o comportamento de S(x)

começa a desviar da previsão de Teoria Conforme de Campos. Uma análise da qualidade do

ajuste em função de D (inset da Figura 2.11) revela que a equação (2.7) descreve corretamente

a entropia de emaranhamento para D . 0.8, o que nos leva a estimar o ponto de transição
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como D = 0.82±0.07, em concordância com resultados anteriores [72]. Dentro da fase cŕıtica,

os parâmetros livres apresentam o comportamento previsto pela Teoria Conforme de Campos

para a fase ĺıquido de Luttinger, isto é, s′ é independente do tamanho da cadeia e c ≈ 1.

2.4 Conclusão

A convertibilidade local entre estados, um conceito importante em teoria de informação e com-

putação, fornece uma comparação entre o potencial computacional de processos adiabáticos

quânticos versus processos clássicos. Os resultados apresentados neste trabalho sugerem for-

temente que essa propriedade operacional não está necessariamente relacionada a transições

de fase, mas reflete propriedades do espectro de emaranhamento conectadas a simetrias do

modelo. De fato, mostramos explicitamente exemplos de mudanças no perfil de convertibili-

dade que não correspondem a transições de fase e transições de fase que não geram alterações

na convertibilidade local. Além disso, modelos diferentes que correspondem à mesma classe de

universalidade, como ĺıquidos de Luttinger, podem exibir perfis de convertibilidade distintos.

Conclúımos, assim, que a convertibilidade local não é uma propriedade universal.



Caṕıtulo 3

Localização da dinâmica e competição

entre interação e desordem1

Neste caṕıtulo, apresentamos um trabalho no qual estudamos a combinação entre interação

e desordem sobre a localização de um sistema fechado fora de equiĺıbrio. Nossa análise é

baseada na noção de localização da dinâmica no espaço de estados, calculada via Loschmidt

echo, que mede a sobreposição entre o estado evolúıdo e o estado inicial. Embora localização

no espaço de estados e localização no espaço real sejam, em geral, conceitos independentes,

demonstramos que essas perspectivas podem ser associadas entre si por meio de uma escolha

espećıfica de estados inicias. Mais especificamente, selecionamos estados inicias maximamente

localizados (no espaço real) e analisamos a evolução temporal ditada por um Hamiltoniano

contendo interação e desordem. Nossos resultados numéricos revelam que, no caso não inte-

ragente, o Loschmidt echo médio cresce monotonicamente com o aumento da desordem. Esse

resultado concorda com a previsão anaĺıtica de que, no caso de part́ıculas independentes, o

echo é inversamente proporcional ao comprimento de localização. Observamos, no entanto,

que, quando interação e desordem estão presentes simultaneamente, o Loschmidt echo apre-

senta um comportamento não monotônico, o que revela uma combinação não trivial entre

esses dois mecanismos de localização.

3.1 Introdução

Embora a f́ısica de transporte elétrico esteja presente em grande parte das tecnologias atu-

ais, sua descrição em sistemas fora de equiĺıbrio ainda possui diversas questões em aberto.

Em geral, sistemas reais apresentam interação entre as part́ıculas, além de certo grau de

desordem. Isoladamente, tanto interação como desordem podem levar o sistema a passar

1O trabalho apresentado aqui está publicado como Eduardo Mascarenhas, Helena Bragança, R. Drumond,
M. C. O. Aguiar, M. Franca Santos, “Nonequilibrium localization and the interplay between disorder and
interactions”, Journal of Physics: Condensed Matter 28, 195602 (2016).

33
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por transições metal-isolante, por meio dos mecanismos de Mott e Anderson, descritos no

Caṕıtulo 1. Quando combinados, esses ingredientes podem gerar consequências não triviais

sobre as propriedades de transporte do sistema.

A combinação entre os dois efeitos de localização tem sido estudada há décadas2 [84–87],

mas é ainda um assunto desafiador. Há pouco mais de 10 anos, Basko, Aleiner e Altshuler

[88] demonstraram que, embora o isolante de Anderson sobreviva à inclusão de pequena

quantidade de interação, delocalização pode ser induzida pelo aumento da temperatura em

sistemas desordenados e interagentes. Esse trabalho deu origem à investigação da chamada

localização de muitos corpos (MBL, de inglês many-body localization), que é considerada

uma transição dinâmica: ao contrário de uma transição de fase convencional, em MBL,

as propriedades de todo o espectro se alteram na transição. Assim, para descrevê-la, não

é posśıvel restringir a análise da transição ao estado fundamental. A transição MBL tem

também importantes consequências sobre a evolução temporal, mais especificamente sobre a

capacidade do sistema de termalizar, isto é, de agir como reservatório para suas subpartes.

Em geral, sistemas localizados não termalizam, pois perturbações locais não se difundem ao

longo da rede; esses sistemas são chamados não-ergódicos [89, 90].

A competição entre interação e desordem em sistemas unidimensionais fora de equiĺıbrio

tem sido extensivamente estudada na última década, no contexto de MBL [91–98]. Estudos

numéricos demonstraram que a estat́ıstica do espectro de um sistema unidimensional apre-

senta uma forma gaussiana no regime difusivo, com desordem pequena, e uma estat́ıstica

de Poisson no regime localizado, com desordem grande [91]. Além disso, observou-se que a

combinação entre interação e desordem tem forte influência sobre correlações em sistemas

multipartidos [92] e sobre a entropia de emaranhamento [92–98].

Recentemente, D. J. Luitz et al. estudaram uma cadeia de Heisenberg com spin 1/2 na

presença de um campo magnético desordenado [98]. Esse sistema é mapeável em um modelo

de férmions sem spin com interação entre primeiros vizinhos fixa e ńıveis de energia locais

aleatórios. Resolvendo um sistema finito (22 śıtios) por diagonalização exata, os autores

utilizaram diferentes medidas de emaranhamento para definir a fronteira entre um estado

delocalizado (ergótico) e um estado localizado (MBL) em função do ńıvel de desordem do

campo externo. A Figura 3.1 apresenta um diagrama de fase em função da largura da

desordem e da energia dos auto-estados do Hamiltoniano.

Apesar do intenso trabalho experimental e teórico realizado nas última década ter nos

fornecido novas informações a respeito da influência simultânea de interação e desordem sobre

sistemas f́ısicos [84–88, 91–98], a descrição da transição entre estados localizados e estados

estendidos nesse contexto permanece em aberto devido a dificuldades técnicas, como por

exemplo limitações de tamanho em cálculos numéricos.

2A conjunção entre interação e desordem foi o tema do meu trabalho de mestrado [33,83], porém em um
contexto diferente do trabalho apresentado neste caṕıtulo.
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Figura 3.1: Diagrama de desordem (h) em função da energia dos auto-estados do Hamilto-
niano (ε) para a cadeia de Heisenberg desordenada. A fronteira entre estados delocalizados
(ergóticos) e localizados (MBL) foi definida por diferentes medidas de emaranhamento. Fi-
gura retirada de [98].

No trabalho descrito neste caṕıtulo, estudamos a competição entre interação e desordem

em sistemas quânticos fechados em uma dimensão, a partir da perspetiva da localização da

dinâmica no espaço de estados. Descrevemos a conjunção dos dois efeitos de forma bem

definida e acesśıvel em sistemas pequenos. Além disso, mostramos que, dada a escolha de um

Hamiltoniano e de estados iniciais espećıficos, localização da dinâmica no espaço de estados

pode ser diretamente associada à noção mais tradicional de localização no espaço real.

3.2 Modelo e método

O modelo de Hubbard desordenado é o Hamiltoniano mais simples capaz de descrever ambos

os isolantes de Mott e Anderson. O modelo representa uma rede periódica com orbitais

posicionados em ~Ri, que se sobrepõem, permitindo a troca de férmions livres. Além disso,

part́ıculas que ocupam o mesmo śıtio interagem entre si e a energia local varia de um śıtio

da rede para outro:

H = −J
∑
〈ij〉σ

(c†iσcjσ + c†jσciσ) + U
∑
i

ni↑ni↓.+
∑
i

(εi − µ)ni. (3.1)

O primeiro termo representa o hopping das part́ıculas ao longo da rede: J é a amplitude

do hopping, 〈 〉 indica que a soma está restrita a śıtios primeiros vizinhos e c†iσ e ciσ são

os operadores de criação e aniquilação de uma part́ıcula com spin σ no śıtio i. Já o termo

proporcional a U representa a interação entre dois férmions que ocupam o mesmo śıtio e, por

isso, têm spins opostos. niσ = c†iσciσ é o operador número, que conta os férmions com spin σ

no śıtio i, e U é a energia de interação. Finalmente, o último termo representa a desordem,
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sendo εi a energia local no śıtio i e ni = ni↑ + ni↓. µ é o potencial qúımico, que controla a

ocupação da rede.

Por simplicidade, estudamos o caso no qual o modelo é completamente polarizado e,

portanto, perde o grau de liberdade de spin. Assim, reduzimos pela metade a dimensão efetiva

de cada śıtio, facilitando a diagonalização exata de cadeias finitas. Nesse caso, consideramos

a interação V entre primeiros vizinhos, já que um śıtio da rede não pode ser duplamente

ocupado;3 o Hamiltoniano é dado por

H =
∑
〈i,j〉

[
−J(c†icj − cic

†
j) + V (ni − 1/2)(nj − 1/2) + εini

]
, (3.2)

Na equação acima usamos µ = V/2 para garantir que a cadeia possua simetria part́ıcula-

buraco, isto é,
∑

i ni = N/2, sendo N o número de śıtios da rede. Além disso, as energias

locais εi são sorteadas aleatoriamente a partir de uma distribuição uniforme de largura 2W ,

centrada em zero. Ao longo do trabalho adotamos J = 1/2 como unidade de energia. Como

mencionado no caṕıtulo anterior, o Hamiltoniano acima, de férmions sem spin, pode ser

mapeado em um modelo XXZ de spin 1/2 via transformação de Jordan-Wigner [27,99].

Metodologia

Neste trabalho, resolvemos o Hamiltoniano da equação (3.2) por diagonalização exata e es-

tudamos apenas sistemas de N = 10, 12, 14 e 16 śıtios. Assim, não nos propomos a des-

crever transições de fase (definidas no limite termodinâmico), mas apenas tendências de

localização/delocalização, que observamos já estarem bem definidas em sistemas pequenos.

Além disso, recentemente cadeias pequenas têm sido reproduzidas experimentalmente em

redes óticas [28] e sistemas de ı́ons armadilhados [100], o que tem atráıdo a atenção para

a investigação teórica de sistemas finitos. Com o desenvolvimento de nanodispositivos tec-

nológicos, o estudo de sistemas pequenos torna-se cada vez mais relevante.

3.3 Localização da dinâmica no espaço de estados

Para estudarmos a conjunção entre interação e desordem, analisamos primeiramente a lo-

calização da dinâmica no espaço de estados. Mais especificamente, calculamos a taxa de

participação (PR, participation ratio), que fornece uma estimativa da área efetiva do espaço

de Hilbert visitada ao longo da dinâmica [101].

Para introduzirmos essa grandeza, é conveniente revisarmos primeiro alguns conceitos

3Note que o modelo de férmions sem spin não descreve o isolante de Mott. Porém, o estado fundamental
para interação V entre primeiros vizinhos grande também é isolante, mais especificamente um estado de onda
de densidade de carga (CDW, charge density wave), composto de śıtios vazios e ocupados intercalados.
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relacionados a informação quântica. De acordo com o teorema espectral [102], podemos

representar o operador densidade ρ, que descreve um estado arbitrário, como

ρ =
D∑
i=1

λi|i〉〈i|, (3.3)

onde D é a dimensão do espaço de Hilbert do sistema e {λi} e {|i〉} são os auto-valores e

auto-vetores de ρ. Além disso, o conjunto {λi} satisfaz às condições

0 ≤ λi ≤ 1 (3.4)

e
D∑
i=1

λi = 1. (3.5)

Dessas condições, segue que
1

D
≤ Tr

(
ρ2
)
≤ 1. (3.6)

O limite superior é atingido quando ρ representa um estado puro (nesse caso temos λ1 = 1 e

λi = 0 ∀ i 6= 1, logo ρ2 = ρ). Além disso, Tr (ρ2) = 1/D quando

ρ =
1

D
11, (3.7)

isto é, quando o estado é maximamente misto. A quantidade Tr (ρ2) é portanto chamada

pureza do estado quântico ρ.

O inverso da taxa de participação (IPR, inverse participion ratio) é dado pela pureza

do estado médio. Assim, inicialmente calcula-se a média temporal do estado ao longo da

dinâmica

ρ̄ = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

|Ψt〉〈Ψt|dt, (3.8)

sendo |Ψt〉 o estado evolúıdo após um tempo t, a partir de um estado inicial |Ψ0〉. Em seguida,

calcula-se o traço do quadrado da matriz densidade que representa este estado

IPR = tr{ρ̄2}. (3.9)

A IPR pode assumir valores entre 1 e 1/dN , onde d é a dimensão de um śıtio e dN a dimensão

total do espaço de estados (dN = D).

• Se IPR = 1 (PR = 1) a dinâmica é maximamente localizada, isto é, o estado inicial

permanece inalterado ao longo da dinâmica;

• se IPR = 1/dN (PR = dN) a dinâmica é maximamente delocalizada, indicando que o
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estado percorre todo o espaço de estados ao longo da dinâmica. Nesse caso, o estado

médio é a identidade, na qual todos os estados contribuem com a mesma probabilidade.

A pureza do estado médio pode ser calculada por meio da média temporal do Loschmidt

echo4

IPR = L̄ = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

dt L(t), (3.10)

sendo que o Loschmidt echo L(t) = |〈Ψ0|e−iHt|Ψ0〉|2 fornece a fidelidade5 entre o estado

evolúıdo e o estado inicial.

No caso de evoluções temporais via Hamiltonianos não-degenerados, temos

L̄ = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

dt 〈Ψ0|e−iHt|Ψ0〉 〈Ψ0|eiHt|Ψ0〉

= lim
T→∞

1

T

∫ T

0

dt
∑
E,E′

〈Ψ0|e−iHt|E〉〈E|Ψ0〉 〈Ψ0|eiHt|E ′〉〈E ′|Ψ0〉

=
∑
E,E′

〈Ψ0|E〉〈E|Ψ0〉 〈Ψ0|E ′〉〈E ′|Ψ0〉 lim
T→∞

1

T

∫ T

0

dt e−i(E−E
′)t

=
∑
E,E′

〈Ψ0|E〉〈E|Ψ0〉 〈Ψ0|E ′〉〈E ′|Ψ0〉δE,E′

=
∑
E

|〈E|Ψ0〉|4, (3.11)

onde |E〉 representa os auto-estados do Hamiltoniano. Dessa forma, o Loschmidt echo médio

fornece a fidelidade entre o estado inicial e os auto-estados do Hamiltoniano.

Neste trabalho, analisamos a localização da dinâmica no espaço de estados por meio da

equação (3.11). Em resumo, a dinâmica de um estado inicial evoluindo no tempo com um

dado Hamiltoniano é localizada no espaço de estados quando PR = 1/L̄ ≈ 1 e é delocalizada

quando PR = 1/L̄ ≈ dN .

Conexão entre localização no espaço de estados e localização no espaço real

A localização de equiĺıbrio no espaço real, da forma introduzida por Anderson [37], é um

efeito de part́ıculas independentes. A definição de localização no espaço real em sistemas de

muitos corpos é mais sutil; em geral analisamos comprimentos de correlação, ξ, ao invés de

comprimentos de localização.

No nosso trabalho, propomos uma relação entre localização da dinâmica no espaço de

estados com a noção mais tradicional de localização no espaço real. Para isso, utilizamos

uma classe especial de estados iniciais: estados produto em uma cadeia semi-preenchida, i.e.,

4Para uma introdução sobre Loschmidt echo, sugerimos a referência [103].
5A fidelidade corresponde a sobreposição de estados, calculada pelo produto interno. A fidelidade é

máxima para estados iguais e nula para estados ortogonais.
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|Ψ0〉 =
∏N

i=1 |ni〉 e
∑

i ni = N/2, onde |ni〉 = {|0〉, |1〉} representa o auto-vetor do operador

número no śıtio i. Note que esses estados correspondem a elétrons maximamente localizados

no espaço real, com comprimento de localização ξ tendendo a zero. Essa classe de estados

corresponde a auto-estados do Hamiltoniano da equação (3.2) para V → 0 e W grande,

|Ψ0〉 = |Eξ→0〉.
A análise do echo médio com essa escolha de estados iniciais leva a uma comparação

direta entre estados maximamente localizados e os auto-estados do Hamiltoniano, através

de seu produto interno (eq. 3.11). Realizamos uma média de L̄ sobre M estados iniciais e

diferentes distribuições de desordem

〈〈L̄〉〉 =
1

M

∫ ∏
i

dεip(εi)
∑
E′

∑
E

|〈E({ε})|E ′ξ→0〉|4 ≤ 1, (3.12)

onde 〈〈 〉〉 denota a média total.
∫ ∏

i dεip(εi) corresponde à média sobre diferentes rea-

lizações de desordem, {ε} representa o conjunto de energias locais e
∏

i p(εi) = P ({ε}) é a

probabilidade de uma configuração de desordem.
∑

E′ indica a soma sobre diferentes estados

inicias |E ′ξ→0〉.
Em um caso extremo, no qual um dado estado inicial produto |E ′ξ→0〉 evolui no tempo

com um Hamiltoniano cujos auto-estados são localizados no espaço real, |Eξ≈0〉, o estado ini-

cial tem uma alta projeção em um dos auto-estados do Hamiltoniano |〈E ′ξ→0|Eξ≈0〉|2 ≈ δEE′ .

Dessa forma, o estado quase não muda ao longo da dinâmica (localização no espaço de esta-

dos), resultando em PR = 1/〈〈L̄〉〉 ≈ 1. Por outro lado, evoluindo no tempo com um Hamil-

toniano cujos auto-estados são delocalizados no espaço real, |Eξ�1〉, o estado inicial produto

tem projeção pequena em quase todos os auto-estados do Hamiltoniano, |〈E ′ξ→0|Eξ�1〉|2 � 1.

Nesse caso, o estado visita grande parte do espaço de estados durante a dinâmica, o que re-

sulta em alta taxa de participação (regime delocalizado no espaço de estados).

Assim, usando estados iniciais maximamente localizados, relacionamos localização da

dinâmica no espaço de estados com localização dos auto-estados do Hamiltoniano no espaço

real. Em resumo, com essa escolha de estados iniciais, PR = 1
L̄
≈ 1 [localização da dinâmica

no espaço de estados, equação (3.10)] quando 1
M

∫ ∏
i dεip(εi)

∑
E′
∑

E |〈E({ε})|E ′ξ→0〉|4 ≈ 1,

ou seja, quando há localização dos auto-estados no espaço real (auto-estados têm alta projeção

em estados maximamente localizados). Por outro lado, PR = 1
L̄
>> 1 (delocalização da

dinâmica no espaço de estados) quando 1
M

∫ ∏
i dεip(εi)

∑
E′
∑

E |〈E({ε})|E ′ξ→0〉|4 << 1, ou

seja, quando os auto-estados do Hamiltoniano são delocalizados no espaço real (auto-estados

têm baixa projeção em estados maximamente localizados).

Na nossa análise, esperamos que 〈〈L̄〉〉 apresente uma dependência funcional com o com-

primento de correlação, 〈〈L̄〉〉 ∝ f(ξ), com f(ξ) uma função decrescente de ξ. Um exemplo

no qual f(ξ) pode ser obtida explicitamente é o caso de part́ıculas não interagentes em um
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potencial desordenado. Nesse regime, o problema pode ser descrito por meio da análise

de part́ıculas únicas e os estados quânticos podem ser descritos analiticamente. Conforme

discutido na seção 1.3, a presença de centros espalhadores no potencial gera estados com de-

caimento exponencial das funções de onda em torno de posições centrais, representadas por

X, da forma |Eξ(X)〉 =
∫
dx 1√

ξ
e−|x−X|/ξ|x〉. Além disso, os estados iniciais maximamente lo-

calizados, na representação de part́ıculas independentes, são dados por |x′〉 = limξ→0 |Eξ(x
′
)〉.

Assim, nesse caso particular, a dependência do echo médio com o comprimento de localização

é dada por

〈〈L〉〉 ∝ 1

V

∫
dx
′
∫
dX
∣∣∣〈Eξ(X)|x′〉

∣∣∣4 =
1

2ξ
, (3.13)

o que significa que o echo médio é inversamente proporcional ao comprimento de localização

e f(ξ) = 1
ξ
, conforme esperado.

Em casos mais gerais, nos quais consideramos Hamiltonianos interagentes, a relação entre

IPR e comprimento de correlação pode ser analisada por meio da perspectiva de termalização.

Quando a dinâmica a partir de estados inicias localizados no espaço real é localizada também

no espaço de estados, há uma violação da hipótese ergódica, isto é, os estados acesśıveis não

são igualmente prováveis ao longo de um peŕıodo de tempo prolongado; a média temporal

do valor esperado de um observável depende do estado inicial e o sistema não termaliza.6 A

ausência de termalização é usada como indicador de MBL tanto em trabalhos experimentais

[29], quanto em trabalhos teóricos [104].

3.4 Resultados numéricos

Casos mais simples, apenas desordem ou apenas interação

Começamos avaliando a taxa de participação PR = 1/〈〈L̄〉〉 por meio da equação 3.12 nos

dois casos mais simples, isto é, usando um Hamiltoniano desordenado na ausência de interação

e também um Hamiltoniano interagente não-desordenado.

No caso não interagente, o aumento de desordem localiza o sistema. Mais especificamente,

em uma dimensão, qualquer desordem infinitesimal é suficiente para localizar o sistema, no

limite termodinâmico. Na cadeia finita, o aumento da desordem diminuindo progressivamente

o comprimento de localização. Esse resultado é representado na Figura 3.2 pelo decaimento

monotônico da PR à medida em que aumentamos a largura W da distribuição da desordem.

Nesse caso, a redução da PR acompanha a redução de transporte devido à localização de

Anderson.

6Uma demonstração matemática formal da relação entre taxa de participação e termalização é apresentada
em um apêndice do artigo no qual publicamos nosso trabalho (referência [38]). Ela foi desenvolvida em
colaboração com o professor Raphael Drummond, do departamento de matemática, e não é representada
aqui por ser extremamente técnica.
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Figura 3.2: Taxa de participação PR = 1/〈〈L̄〉〉 de estados maximamente localizados evo-

luindo no tempo (ćırculos pretos) com um Hamiltoniano não desordenado, em função da

interação V , e (quadrados laranjas) com um Hamiltoniano não interagente, em função da

desordem W . O inset apresenta um zoom para grandes desordens/interações. Resultados

obtidos para uma cadeia de N = 12 śıtios a partir de uma média sobre M = 103 estados

iniciais e realizações de desordem.

De forma semelhante, em um Hamiltoniano não desordenado, interação localiza o sistema

progressivamente, conforme também observado na Figura 3.2.

Conjunção entre interação e desordem

A competição entre desordem e interação constitui um cenário mais desafiador, mas os efeitos

ainda podem ser estudados pela taxa de participação, conforme apresentado na Figura 3.3.

Apesar de desordem e interação, independentemente, localizarem o sistema, a conjunção

dos dois efeitos gera consequências não triviais. A introdução de interação em um sistema

desordenado [painel (a)] ou de desordem em um sistema interagente [painel (b)] leva o sistema

para um regime mais delocalizado; a conjunção continua até que um dos dois efeitos passa

a dominar. Mais especificamente, para V e W intermediários, da ordem da amplitude de

hopping, J , a combinação de interação e desordem produz uma tendência de delocalização.

Esse resultado gera um comportamento não monotônico na taxa de participação.
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Figura 3.3: Taxa de participação PR = 1/〈〈L̄〉〉 para (a) diferentes valores de desordem

W em função da interação V e (b) diferentes valores de interação em função da desordem.

Resultados obtidos para sistemas de N = 12 śıtios a partir de uma média sobre M = 104

estados iniciais e realizações de desordem.

Efeito de tamanho do sistema

Figura 3.4: Taxa de participação reescalada, 〈〈L̄(V = 0〉〉)/〈〈L̄〉〉, para W = 0.5 (a) em
função da interação e (b) em função do tamanho do sistema. Resultados obtidos com 5000
(N = 10), 2000 (N = 12 e N = 16) e 1000 (N = 14) realizações.

Observamos ainda que a conjunção entre interação e desordem torna-se mais pronunciada

à medida em que aumentamos o tamanho da cadeia. Esse resultado pode ser visto na Figura

3.4. Em 3.4(a) representamos a PR renormalizada, 〈〈L̄(V = 0〉〉)/〈〈L̄〉〉, para W = 0.5 em

função da interação para cadeias de diferentes tamanhos. O comportamento não monotônico
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da taxa de participação é mais pronunciado para cadeias maiores. O crescimento da taxa de

participação renormalizada em função do tamanho N da cadeia pode ser visto claramente no

painel (b) da figura.

Dependência com relação ao estado inicial
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Figura 3.5: PR em função de V para W = 1 obtida a partir de estados inicias espećıficos.
A linha preta corresponde aos dados da Figura 3.3, na qual realizamos uma média sobre
M = 104 estados inicias. Nas demais curvas, começamos o cálculo a partir de um estado
inicial espećıfico e realizamos 103 realizações de desordem.

Conforme descrito na seção 3.3, realizamos uma média sobre estados iniciais produto com

śıtios vazios e ocupados, resultando em uma cadeia semi-preenchida. A média fornece um

bom representativo de estados maximamente localizados em geral. Essa escolha de estados

iniciais é essencial para a obtenção de nossos resultados e garantia de nossas interpretações,

conforme observado na Figura 3.5. Repetindo o mesmo procedimento realizado anterior-

mente, porém substituindo a média sobre estados iniciais por um estado espećıfico, podemos

encontrar resultados diferentes. Usando um estado do tipo onda de densidade de carga (CDW,

|101010...〉) como estado inicial, por exemplo, obtemos um comportamento monotônico para

a PR à medida em que aumentamos a interação em um sistema desordenado. Isso acontece

porque o estado CDW, estado fundamental do sistema fortemente interagente, não representa

um estado maximamente localizado t́ıpico. Ele está contido no subespaço Vm=0 e corresponde

a apenas 2 dos 924 estados produtos posśıveis em uma cadeia semi-preenchida de N = 12

śıtios. A Figura 3.5 mostra ainda que iniciando a análise com um estado que é apenas uma

permutação simples do estado CDW, já recuperamos o comportamento não monotônico.
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Distribuição de gaps do Hamiltoniano

Para completar a análise, mostramos que a conjunção entre interação e desordem também

se manifesta na distribuição de gaps do Hamiltoniano, P (∆), onde ∆ = Ei+1 − Ei e {Ei}
representa o conjunto de auto-valores do Hamiltoniano em ordem crescente. A estat́ıstica

de gap pode ser usada como um indicador de integrabilidade ou caos. Tipicamente, siste-

mas integráveis apresentam uma estat́ıstica de gap Poissoniana, enquanto sistemas caóticos

exibem estat́ıstica de Wigner-Dyson [105]. Além disso, espera-se que sistemas localizados

reproduzam sistemas integráveis e suas estat́ısticas (pois esses sistemas possuem constantes

de movimento locais), enquanto regimes delocalizados devem corresponder a sistemas não

integráveis [106]. Uma diferença importante entre as duas distribuições de gap é que o valor

mais provável se aproxima de zero em distribuições Poissonianas, enquanto se move para

valores positivos em distribuições Wigner-Dyson.
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Figura 3.6: Gap t́ıpico, dado pela posição do máximo da distribuição P (∆), em função de
V (a) e W (b). O inset de (a) mostra distribuições de gap para um sistema com W = 1
e diferentes valores de V , enquanto o inset de (b) mostra distribuições de gap para V = 1
e diferentes valores de desordem. Resultados obtidos para N = 12 com 103 realizações de
desordem.

Na Figura 3.6 acompanhamos o gap t́ıpico, ∆typ, correspondente ao valor máximo da
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distribuição P (∆), em função da interação e da desordem (exemplos de P (∆) para siste-

mas interagentes e desordenados são dados nos insets). Por meio da figura, vemos que a

distribuição de gap de Hamiltonianos interagentes não desordenados e desordenados não in-

teragentes é sempre Poissoniana, pois nesses casos o sistema é integrável. Por outro lado,

a inclusão de desordem em sistemas interagentes ou a inclusão de interação em sistemas

desordenados leva a um comportamento não-monotônico do gap t́ıpico, indicando que a con-

junção entre interação e desordem leva o sistema para um regime mais delocalizado quando

W ≈ V ≈ J . ∆typ move-se para perto de zero quando interação ou desordem aumentam

ainda mais, restaurando o regime localizado. Essa análise concorda com os resultados obtidos

para a taxa de participação a partir do echo médio, isto é, nas duas análises observamos o

comportamento não monotônico da taxa de participação e do gap t́ıpico em função de V e

W para a mesma região de parâmetros.

3.5 Conclusão

No presente trabalho, utilizamos a média temporal do Loschmidt echo de estados maxima-

mente localizados para caracterizar a localização da dinâmica no espaço de estados. Além

disso, relacionamos essa análise à localização, no espaço real, dos auto-estados do Hamiltoni-

ano que rege a dinâmica. Usando essa abordagem observamos que, em um sistema contendo

desordem e interação repulsiva, ambos mecanismos de localização, a conjunção dos dois efei-

tos pode levar a um regime mais delocalizado. Esse comportamento não trivial é observado

também na distribuição de gaps do Hamiltoniano, indicando que o comportamento também

afeta o grau de integrabilidade do sistema. Finalmente, mostramos que os efeitos se tornam

mais pronunciados à medida em que aumentamos o tamanho das cadeias estudadas.
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Quenches quânticos

4.1 Introdução

Conforme discutido no Apêndice A, sistemas quânticos de muitos corpos têm sido constrúıdos

experimentalmente em redes óticas. Avanços recentes em f́ısica atômica, ótica quântica e

nanociência têm permitido a construção de diferentes sistemas artificiais [107–111]; além de

redes óticas, outros exemplos são pontos quânticos e nanofios. A realização experimental

de sistemas de muitos corpos altamente controlados tem permitido a exploração de novas

fronteiras em sistemas fortemente correlacionados, dentre as quais destaca-se o estudo da

dinâmica de não-equiĺıbrio em sistemas quânticos fechados.

Um protocolo simples para estudar um sistema fora de equiĺıbrio é preparar o estado

fundamental de certo Hamiltoniano (H0|Ψ0〉 = E0|Ψ0〉) e deixa-lo evoluir após a alteração de

algum parâmetro do sistema (H0 → Hf ), isto é, seguindo a dinâmica de um Hamiltoniano

diferente (|Ψ(t)〉 = e−iHf t|Ψ0〉). Se o estado inicial não é auto-estado do Hamiltoniano final,

ele seguirá uma dinâmica não trivial. Tal processo é denominado quench quântico [112,113]

e pode ser realizado de forma abrupta ou por variação adiabática de certo parâmetro. Além

disso, quenches podem ser globais, quando alteramos parâmetros de todo o sistema, ou

locais, no caso em que alteramos o parâmetro de um ou poucos śıtios da rede. Recentemente,

diversos trabalhos têm estudado a dinâmica pós-quench em sistemas fermiônicos interagentes,

utilizando redes óticas com átomos frios [114–117] e métodos numéricos [118–120].

O estudo da dinâmica de não-equiĺıbrio em sistemas quânticos fechados permite a análise

de diversas perguntas fundamentais. Investiga-se, por exemplo, se o sistema é capaz de

equilibrar após um quench. Observa-se que, em geral, sistemas de muitos corpos equilibram,

isto é, valores esperados de observáveis locais (que envolvem poucos śıtios da cadeia) atingem

valores estacionários. Isso ocorre porque, apesar do sistema seguir uma evolução unitária, na

maior parte do tempo ele se comporta como se estivesse em um estado de entropia máxima,

47
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dado por [39]

ρ̄ = limT→∞
1

T

∫ T

0

dte−itHfρ0e
itHf , (4.1)

sendo ρ0 o estado inicial. Assim, é posśıvel mostrar que, em certos casos, a distância

|〈A(t)〉 − tr(ρ̄A)|, sendo A um operador local, permanece pequena na maior parte do tempo.

Nesse contexto, é interessante estudar as escalas de tempo após as quais é posśıvel observar

equilibração.

É interessante também comparar os valores de 〈A(t)〉 com valores térmicos (i.e., valores

obtidos por meio do ensemble canônico) [39]. O termo termalização é usado para descre-

ver situações nas quais valores esperados de observáveis locais assumem valores próximos

àqueles que seriam obtidos se avaliados segundo uma função de partição Z =
∑

j e
−βEj , para

alguma temperatura T = 1/βkB, sendo {Ej} o conjunto de auto-valores do sistema. Em ge-

ral, sistemas quânticos integráveis (que possuem contantes de movimento locais) e sistemas

localizados não termalizam.

Outras questões abordadas no contexto da dinâmica de não-equiĺıbrio em sistemas quân-

ticos fechados envolvem a velocidade com que informações se propagam ao longo do sistema

após perturbações locais [121–129]. O trabalho de Lieb e Robinson [130] é de grande re-

levância nesse contexto. Os autores mostraram que há uma velocidade limite para a pro-

pagação de informações em sistemas de muitos corpos com interações de curto alcance. Assim,

apesar de descritos por equações de Schrödinger não-relativ́ısticas, esses sistemas apresentam

cones de luz efetivos. Mais especificamente, Lieb e Robinson demonstraram formalmente que,

se A e B são operadores locais (atuam em poucos śıtios) tais que A atua na “região” x = 0

no tempo t = 0 e B atua em x = x′ no tempo t = t′, então o comutador entre A e B é igual a

zero para todo x′ > vt′, isto é, para B atuando fora do cone de luz de A, sendo v a velocidade

limite do sistema. Isso significa que as medidas de A e B são completamente independen-

tes. Esse efeito foi confirmado em estudos numéricos [124, 131–139] e em experimentos com

átomos frios [140] e ı́ons armadilhados [141].

Um exemplo experimental pode ser visto na Figura 4.1. Nesse caso, descrito na re-

ferência [140], os autores prepararam um sistema de átomos frios bosônicos em uma rede ótica

com forte interação entre part́ıculas que ocupam o mesmo śıtio. Assim, inicialmente, cada

śıtio da rede encontra-se com ocupação simples [Figura 4.1(a)]. Em seguida, eles reduziram

a interação e observaram a formação de quase-part́ıculas, holons e doublon, correspondentes

a śıtios vazios e śıtios duplamente ocupados, respectivamente, conforme apresentado na Fi-

gura 4.1(b). O painel (c) apresenta a evolução da correlação de dois śıtios em função do tempo

e espaço. O código de cores representa a magnitude de Cd(t) = 〈ŝj(t)ŝj+d(t)〉−〈ŝj(t)〉〈ŝj+d(t)〉,
sendo ŝj(t) = eiπ[n̂j(t)−n̄] um operador que mede a paridade do número de ocupação n̂j(t) no

śıtio j e tempo t. Os autores observaram que, após o quench, há a propagação de quase-

part́ıculas de pares com velocidade relativa v, o que resulta em uma correlação positiva entre
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quaisquer dois pares de śıtios separados por uma distância d = vt.

Figura 4.1: Exemplo experimental de cone de luz após um quench. (a)-(b): representação
esquemática de um quench no qual alterou-se a interação local, resultando na formação de
śıtios vazios e śıtios duplamente ocupados. (c): mapa de cores para a correlação de dois śıtios
em função do tempo e espaço. Figura retirada de [140].

4.2 Trabalho em colaboração1

Participei, durante o doutorado, do trabalho publicado na referência [40], que tem como pri-

meiro autor outro estudante do grupo, Alberto Luiz de Paula Jr. Investigamos a dinâmica

de não-equiĺıbrio após um quench local no qual conectamos duas cadeias de spin-1/2 inicial-

mente desacopladas e preparadas no estado fundamental do Hamiltoniano XXZ [Hamiltoni-

ano apresentado na equação (2.6) e descrito na seção 2.2] em duas fases diferentes, uma com

ordenamento ferromagnético, outra na fase cŕıtica (ĺıquido de Luttinger). Uma representação

esquemática do quench pode ser vista na Figura 4.2.

Analisamos a evolução temporal da magnetização local e da entropia de emaranhamento

via Grupo de Renormalização da Matriz Densidade (método descrito no Apêndice B) e ob-

servamos que essas quantidades propagam-se, a partir da junção entre as cadeias, formando

cones de luz.

Trabalhos envolvendo o sistema em equiĺıbrio via ansatz de Bethe indicam que a fase

cŕıtica apresenta excitações elementares de baixa energia, conhecidas como spinons [142,143],

que possuem dispersão εs(k) = vssin(k) e velocidade máxima vs. Além disso, no subespaço

de magnetização nula, há a formação de excitações coletivas (estados ligados) quando −1 <

1O trabalho apresentado brevemente nesta seção está publicado como A. L. de Paula Jr, H. Bragança, R.
G. Pereira, R. C. Drumond, M. C. O. Aguiar, Spinon and bound state excitation light cones in Heisenberg
XXZ Chains, Phys. Rev. B 95, 045125 (2017).
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Figura 4.2: Representação esquemática do quench local. Inicialmente preparamos uma cadeia
na fase ferromagnética, outra na fase cŕıtica. No tempo t = 0 conectamos as duas cadeias
e deixamos o sistema evoluir. ∆ e δ representam os acoplamentos de troca no eixo z e no
plano xy, respectivamente.

∆ < 0, sendo ∆ o termo de troca longitudinal do Hamiltoniano. A velocidade máxima vb do

segundo tipo de excitação excede a velocidade dos spinons quando ∆ < ∆∗ = −0.309.

No nosso trabalho, observamos que o acoplamento da cadeia na fase cŕıtica à outra,

preparada na fase ferromagnética, produz tanto um pulso de magnetização local, 〈Sz〉, quanto

uma variação na entropia de emaranhamento (introduzida na seção 2.1) na primeira cadeia,

que se propagam com velocidades bem definidas. Nossos principais resultados revelam que

as velocidades que limitam os cones de luz são definidas pelas excitações de equiĺıbrio da fase

cŕıtica, spinons e estados ligados, conforme apresentado na Figura 4.3.

Na Figura 4.3(a), o código de cores indica a intensidade da magnetização local, 〈Sz〉,
em função do tempo t e śıtio x da cadeia na fase cŕıtica com ∆ = 0.5. No tempo t = 0,

a cadeia é não magnética, porém há variação da magnetização após o acoplamento com a

cadeia ferromagnética (não apresentada na figura). A velocidade limite de propagação da

magnetização é dada pelo inverso da inclinação do cone de luz; observamos que essa velocidade

coincide com a velocidade vs dos spinons. Nesse caso, ∆ > ∆∗ e há apenas excitações

elementares (spinons), por isso observamos apenas um cone de luz. Na Figura 4.3(b), por

outro lado, observamos a evolução da magnetização para ∆ = −0.75. Nesse caso ∆ < ∆∗ e o

sistema apresenta os dois tipos de excitações, spinons e estados ligados. Por isso, observamos

dois cones de luz, um externo, cuja borda é definida pela velocidade vb, e um interno, com

velocidade vs. Observamos também que velocidades aproximadamente iguais podem ser

obtidas pelos cones de luz da entropia, conforme apresentado no painel (c), que compara as

velocidades obtidas a partir dos cones de luz de magnetização (ćırculos vermelhos) e entropia

(quadrados azuis) com as velocidades de equiĺıbrio (a linha tracejada indica a velocidade dos

spinons e a linha sólida corresponde à velocidade dos estados ligados).

No trabalho, comparamos também a dinâmica de tempos longos com o estado de equiĺıbrio
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(a) (b)

(c)

Estado
ligado
Spinon

Magnetização
Vel. Spinon
Entropia
Vel. estado ligado

Figura 4.3: Magnetização em função do tempo t e śıtio x após um quench local em uma cadeia
na fase cŕıtica, com (a) ∆ = 0.5 e (b) ∆ = −0.75. (c) Comparação entre as velocidades de
equiĺıbrio dos spinons (linha tracejada) e estados ligados (linha sólida) com as velocidades
obtidas a partir dos cones de luz de magnetização (ćırculos vermelhos) e entropia (quadrados
azuis), para diferentes valores de ∆.

(estado fundamental das cadeias acopladas) e observamos que efeitos de tamanho finito têm

consequências relevantes sobre os tempos de equilibração.

Concluindo, observamos que as velocidades das excitações governam a dinâmica após

o quench local, ou seja, propriedades de equiĺıbrio se manifestam também na dinâmica de

não-equiĺıbrio do sistema. Mais interessante, observamos que não apenas observáveis locais

(como a magnetização), mas também medidas de emaranhamento, como a entropia de von

Neumann, definem cones de luz e podem ser usadas para detectar as velocidades de pro-

pagação de informações ao longo da dinâmica de não-equiĺıbrio. Além disso, detectamos, em

nosso trabalho, não apenas a influência de excitações elementares (spinons), mas também

cones de luz relacionados a estados ligados, cuja detecção, por outros métodos, não é trivial.

Os resultados serão apresentados detalhadamente na tese do colega de doutorado Alberto L.

de Paula Jr.
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Efeito Kondo

Um exemplo importante de problema de muitos corpos é dado por um sistema no qual im-

purezas magnéticas são acopladas a metais não magnéticos. Em geral, momentos magnéticos

locais se formam em sistemas com orbitais localizados semi-preenchidos (principalmente or-

bitais f , conforme discutido na introdução desta tese). Em particular, quando há baixa

concentração de átomos magnéticos, podemos considerar que as impurezas não interagem

entre si. Nesse caso, podemos descrever o sistema por um modelo de uma impureza acoplada

a um banho de elétrons de condução. Os elétrons de condução interagem com o spin da

impureza, dando origem a propriedades anômalas no metal, como a presença de um mı́nimo

na resistência em função da temperatura. Esse efeito é conhecido como efeito Kondo e será

revisado no presente caṕıtulo, que trata principalmente de sistemas em equiĺıbrio. No nosso

trabalho, cujos resultados serão apresentados no próximo caṕıtulo, investigamos a dinâmica

de não-equiĺıbrio do efeito Kondo. Mais especificamente, estudamos a formação do efeito a

partir de um quench local que “liga” a hibridização entre uma impureza magnética e elétrons

de condução interagentes.

5.1 Introdução

Observou-se, desde a década de 30, que o acoplamento de átomos magnéticos (ferro, cromo,

manganês, etc) a metais não magnéticos (cobre, ouro, zinco, dentre outros) altera o com-

portamento da resistência em função da temperatura nos metais [144]. Em metais tradici-

onais, a resistência diminui monotonicamente com a temperatura. A inclusão de impurezas

magnéticas, no entanto, faz com que a resistência apresente um mı́nimo a baixas tempe-

raturas; diminuindo a temperatura ainda mais, a resistência aumenta e finalmente satura,

conforme representado na Figura 5.1.

Em metais não magnéticos a baixas temperaturas, espalhamentos elétron-fônon geram

uma dependência da resistividade ρ com a temperatura T na forma ρ ∼ T 5 [145] (representada

52
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Figura 5.1: Comportamento da resistência em função da temperatura em metais tradicionais
(curva pontilhada) e em metais na presença de impurezas magnéticas (curva cont́ınua).

pela linha pontilhada da Figura 5.1). Além disso, sabe-se que espalhamentos elétron-elétron

geram um comportamento do tipo T 2, e espalhamentos em impurezas não magnéticas geram

um termo contante, em função da temperatura. Nenhum desses fatores explica o aumento

logaŕıtmico da resistividade observado quando há a presença de impurezas magnéticas (linha

cont́ınua da Figura 5.1). O fenômeno começou a ser compreendido em 1964, quando Jun

Kondo [146] observou que o mı́nimo na resistência podia ser descrito por teoria de perturbação

até segunda ordem. A presença de impurezas magnéticas provoca espalhamentos inelásticos

dos elétrons de condução, o que faz com que o termo de segunda ordem no espalhamento

(∼ lnT ) seja mais relevante do que o primeiro (termo de Bloch, ∼ T 5). Segundo a descrição

de Kondo, no entanto, a resistência passaria por um mı́nimo e aumentaria indefinidamente.

Assim, a teoria de perturbação não é suficiente para descrever a saturação da resistência

a temperaturas muito baixas. De fato, a explicação de Kondo falha abaixo de uma dada

temperatura, conhecida como temperatura Kondo, TK .

Mais informações a respeito do efeito Kondo foram obtidas pela análise do modelo pro-

posto por Anderson para a descrição de momentos magnéticos locais acoplados a metais não

magnéticos1 [148]

H =
∑
σ

εdnd,σ + Udnd,↑nd,↓ +
∑
k,σ

εkc
†
k,σck,σ +

∑
k,σ

(Vkd
†
σck,σ + V ∗k c

†
k,σdσ). (5.1)

O Hamiltoniano de Anderson de uma impureza descreve um ńıvel de energia da impureza

1As contribuições de Anderson para o entendimento de sistemas magnéticos e também de sistemas de-
sordenados foram reconhecidas no prêmio Nobel em F́ısica de 1977, entregue a P. W. Anderson, N. F. Mott
e J. Hasbrouck van Vleck pela investigação fundamental da estrutura eletrônica de sistemas magnéticos e
desordenados [147].
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hibridizando com elétrons de condução, além de um termo de interação local na impureza.

c†k,σ e d†σ são operadores de criação de elétrons delocalizados com momento k e localizados

no śıtio da impureza, respectivamente, com spin σ. εk e εd correspondem à dispersão dos

elétrons de condução e à energia local na impureza. niσ = c†iσciσ e ndσ = d†σdσ são os

operadores número no śıtio i e na impureza e n =
∑

σ nσ. Vk corresponde ao potencial de

hibridização entre os elétrons de condução e os elétrons da impureza e Ud é a intensidade da

interação local entre elétrons localizados, do tipo d.

Para entender o modelo e sua relação com o efeito Kondo, consideramos o caso mais

simples: orbitais d não degenerados, que podem ter, no máximo, ocupação dupla com elétrons

de spins opostos. Se desligarmos a hibridização Vk, isto é, desacoplarmos a impureza dos

demais elétrons, o problema apresenta solução trivial e há três opções de configuração para

a impureza: (i) ela pode estar vazia, com energia E0 = 0, (ii) pode estar ocupada com um

único elétron de spin σ e energia εd ou (iii) pode estar ocupada com dois elétrons de spins

opostos, apresentando uma energia total 2εd+U . O estado de ocupação simples é duplamente

degenerado, devido ao spin, e possui momento magnético não nulo; as demais configurações

não apresentam momento magnético local. Devemos então analisar como o limite atômico

é modificado pela hibridização Vk 6= 0, entendendo, assim, as condições para a formação de

momentos magnéticos locais.

Figura 5.2: Diferentes regimes do modelo de Anderson de uma impureza. Os casos (i) e
(v) são não-magnéticos, a impureza está duplamente ocupada e vazia, respectivamente; os
casos (ii) e (iv) representam o regime de valência mista; finalmente, (iii) representa o regime
magnético.

Friedel e Blandin [149, 150] observaram que a presença de um potencial atrativo2 gerado

2Em 1958 Friedel introduziu um modelo fenomenológico para descrever momentos magnéticos locais [149],
no qual o efeito da impureza sobre os elétrons do metal é descrito como um núcleo com interação coulombiana
somado a uma barreira de potencial dependente do momento angular l, proporcional a l(l+ 1)/r2, sendo r a
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pela impureza faz com que elétrons de condução tenham uma tendência um pouco maior

de permanecerem localizados em torno da impureza. Há a formação de um espalhamento

ressonante no śıtio da impureza, que gera um pico estreito na densidade de estados em

torno do ńıvel de Fermi, conhecido como ressonância de estados virtualmente ligados. Nesses

estados, os elétrons passam um tempo relativamente maior na região da impureza, mas não

formam estados ligados, pois a função de onda se torna uma função de Bloch em regiões

mais distantes. Dentro da abordagem de Anderson, a largura da ressonância é dada por

∆(ε) = π|Vk|2δ(ε − εk). Considerando a largura da ressonância próxima o ńıvel de Fermi,

∆(εF ) = ∆, podemos definir um regime de parâmetros

εd + U � εF e εd � εF , com |εd + U − εF |, |εF − εd| � ∆, (5.2)

onde εF é a energia de Fermi, no qual a impureza tem um momento magnético local e uma

interação de troca antiferromagnética com os elétrons de condução.

Diferentes regimes podem ser vistos na Figura 5.2. Os casos (i) e (v) são não magnéticos,

pois εd+U < εF ou εd > εF , e a impureza encontra-se duplamente ocupada ou vazia. Quando

um dos ńıveis εd ou εd+U se aproxima do ńıvel de Fermi, de forma que εd− εF ou εd+U − εF
se tornam comparáveis à largura da ressonância ∆, flutuações de carga no śıtio da impureza

tornam-se importantes e o sistema encontra-se em um regime conhecido como estado de

valência mista (mixed valence state) [casos (ii) e (iv) da Figura 5.2]. Finalmente, o regime

magnético, representado na Figura 5.2(iii), corresponde ao descrito pela equação (5.2).

Utilizando o modelo descrito acima, P. W. Anderson [148] observou que abaixo de TK os

elétrons de condução interagem com o spin localizado (da impureza) formando um singleto,

o que provoca uma blindagem da magnetização da impureza (nuvem Kondo). A interação

entre os elétrons de condução e o spin da impureza introduz uma Lorentziana na densidade

de estados dos elétrons da impureza exatamente no ńıvel de Fermi (ressonância Kondo),

conforme representado esquematicamente na Figura 5.3. A presença do pico Kondo justifica

as alterações observadas na resistência a baixas temperaturas.

5.2 Revisão da literatura no contexto do nosso trabalho

O efeito Kondo, no caso de equiĺıbrio, é bem entendido e formalmente bem descrito há

décadas. Em 1974 P. Nozieres utilizou o então recém proposto Grupo de Renormalização de

Wilson [79] para descrever propriedades termodinâmicas relacionadas ao efeito Kondo [152].

Na década de 80, o efeito foi descrito exatamente via ansatz de Bethe [153], que forneceu

informações sobre o calor espećıfico e a magnetização do sistema. É posśıvel também tratar

distância com relação ao centro da impureza. Esse potencial suporta estados ligados.
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Figura 5.3: Representação esquemática do pico Kondo, um pico na densidade de estados no
ńıvel de Fermi que surge devido à interação da impureza com os elétrons de condução. O
spin da impureza pode ser alterado por uma interação com os spins dos elétrons de condução
pelo processos virtuais 1 ou 2, que geram uma ressonância em torno do ńıvel de Fermim, Ef .
Figura retirada de [151].

o modelo por técnicas de Teoria Conforme de Campos [154].

Técnicas de Monte Carlo Quântico [155] e extensões do Grupo de Renormalização Numérico

[156] permitiram a análise de correlações não locais no modelo de Anderson, abrindo por-

tas para a investigação da nuvem de blindagem Kondo, que se forma devido à presença do

“singleto” de muitos corpos composto pela impureza e os elétrons de condução [157,158].

Correlações não locais de spin entre a impureza e os elétrons de condução podem ser

definidas como

S(ri) = 〈σzdσz(ri)〉 = 〈(d†↑d↑ − d
†
↓d↓)(c

†
i↑ci↑ − c

†
i↓ci↓)〉 (5.3)

(sendo σzd e σz(ri) matrizes de Pauli de spin-1/2 dos elétrons na impureza e no śıtio ri do

banho, respectivamente) e fornecem informações importantes sobre a nuvem Kondo. Cor-

relações de spin em função da temperatura no modelo de Anderson de uma impureza foram

analisadas na referência [155]. Os autores observaram que, mesmo para uma impureza não

interagente (Ud = 0), há correlações antiferromagnéticas induzidas pela presença de buracos

fermiônicos em ni↑, criados em torno da impureza quando nd↑ é ocupado, devido a con-

tribuições do termo de troca e do prinćıpio de exclusão de Pauli. As correlações de spin

apresentam um comportamento oscilatório ∝ sin2(kF i), sendo kF o módulo do momento no

ńıvel de Fermi, e diminuem, em módulo, à medida em que aumenta-se a distância r a partir

da impureza. Esses resultados podem ser observados na Figura 5.4.
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Figura 5.4: Correlações não locais entre o spin da impureza e os elétrons de condução, em
função da distância, r, para Ud = 0, 1, 2 e 4 e temperatura T = 1

kBβ
, sendo kB a constante

de Boltzmann. Figura retirada de [155].

Os autores da referência [155] também mostraram que a inclusão de interação local no

śıtio da impureza, Ud, não altera o peŕıodo e a fase das oscilações. Para pequenas distâncias,

pequenos valores de Ud fortalecem correlações antiferromagnéticas, mas valores maiores de Ud

reduzem essas correlações (esse comportamento também pode ser observado na Figura 5.4).

O aumento das correlações antiferromagnéticas é um indicador da formação da nuvem Kondo,

e ocorre apenas para baixas temperaturas. Além disso, observa-se que a inclusão de interação

Ud na impureza produz correlações ferromagnéticas em algumas regiões.

Em geral, problemas de uma impureza apresentam uma escala de comprimento ξ relacio-

nada a uma escala de energia emergente; os elétrons de condução que rodeiam a impureza se

comportam de forma diferente para distâncias maiores e menores do que ξ. No contexto do

efeito Kondo, a escala de energia é caracterizada pela temperatura Kondo, TK , e ξK = ~vF
kBTK

corresponde ao comprimento da nuvem de blindagem Kondo [158], sendo vF a velocidade de

Fermi das excitações, kB a constante de Boltzmann e ~ a constante de Planck dividida por

2π. O envelope das correlações não locais de spin apresenta um comportamento do tipo 1/r

para distâncias r < ξK e um decaimento mais rápido 1/r2 para r > ξK , sendo r a distância

com relação à impureza [156]. Quase todas as correlações de spin relevantes estão contidas

dentro da nuvem Kondo [155].

Para valores t́ıpicos da velocidade de Fermi, vF ∼ 105m/s, e da temperatura Kondo, TK ∼
1K, temos ξK ∼ 1µm, o que pode ser maior do que dispositivos mesoscópicos reais. Sistemas

de comprimento L menor do que ξK ainda apresentam correlações antiferromagnéticas não-

locais similares àquelas observadas no limite termodinâmico, no entanto a impureza é apenas
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parcialmente blindada e o sistema pode apresentar alguns efeitos de tamanho finito, isto é, o

comprimento do acoplamento Kondo escala com ξK/L [158].

Dinâmica de não-equiĺıbrio

Enquanto os fundamentos do efeito Kondo em equiĺıbrio são bem estabelecidos, a dinâmica

após uma perturbação do equiĺıbrio nesses sistemas é atualmente tema de ativo debate na

literatura. A realização da f́ısica de Kondo em pontos quânticos [159, 160] e em sistemas

com átomos frios [161] permite grande controle dos parâmetros do sistema. Esse controle

experimental abre portas para a observação direta de respostas dependentes do tempo em

sistemas de uma impureza, o que tem motivado, por exemplo, a realização experimental

de quenches nos quais pontos quânticos são abruptamente acoplados a metais ou semi-

condutores [162, 163]. Esse cenário tem motivado trabalhos teóricos relacionados à f́ısica

de não-equiĺıbrio do efeito Kondo [164–168].

Nesse contexto, a formação da nuvem de blindagem, a partir de um sistema inicialmente

sem a f́ısica de Kondo, foi estudada recentemente usando o Hamiltoniano Kondo3 [170,171],

o modelo de ńıvel ressonante (um limite especial do modelo Kondo) [172] e o modelo de

Anderson de uma impureza [173]. Nesses trabalhos, observou-se que, após um quench local,

correlações locais se propagam balisticamente da impureza ao longo do sistema, com uma

velocidade bem definida, produzindo cones de luz efetivos.

Na referência [173], M. Nuss et al. estudaram a evolução tanto de observáveis locais

quanto de correlações não locais. Mais especificamente, eles preparam um sistema no qual

uma impureza no estado | ↑〉 encontra-se inicialmente desacoplada do estado fundamental

de uma cadeia de elétrons não interagentes. No tempo t = 0, eles ligam a hibridização (via

hopping) entre a impureza e o primeiro śıtio da cadeia e deixam o sistema evoluir. Eles

observam que, após o quench de hibridização, um pulso de spin-↑ se propaga ao longo da

cadeia com a velocidade de Fermi, vF . Esse efeito pode ser visto na Figura 5.5, que apresenta

um mapa de cores para a magnitude da densidade de spin local em função do tempo e espaço.

Em geral, trabalhos relacionados à dinâmica pós-quench em modelos de uma impureza

indicam que correlações não locais evoluem para os valores correspondentes de equiĺıbrio

após tempos longos. Em [172], os autores observaram que, para sistemas suficientemente

grandes, a nuvem Kondo evolui para a estrutura de equiĺıbrio com uma dependência temporal

exponencial.

3O Hamiltoniano Kondo é dado por H =
∑
kσ εkc

†
kσckσ−J ~S(0) ·~s, sendo ~s o operador de spin-1/2 no śıtio

da impureza, J a intensidade do termo de troca e ~S(0) =
∑
k,k′,σ,σ′ c

†
k,σ~σck′σ′ a densidade local de spin do

banho não interagente no śıtio da impureza (~σ representa as matrizes de Pauli). Os Hamiltonianos de Kondo
e Anderson são relacionados por meio de uma transformação de Schrieffer-Wolff [169]. Mais especificamente,
o modelo Kondo é obtido a partir do setor de baixas energias do modelo de Anderson por meio de uma
expansão até segunda ordem na hibridização. O termo de troca, J , do modelo Kondo relaciona-se com os

parâmetros do modelo de Anderson pela relação J =
4V 2

k

Ud
.



Caṕıtulo 5 - Efeito Kondo 59

Figura 5.5: Mapa de cores para a densidade de spin local, 〈Szr (τ)〉, em função do tempo, τ ,
e espaço, r, após um quench. Figura retirada de [173].

Metal interagente

O efeito Kondo é usualmente descrito por meio do modelo Kondo ou do modelo de Anderson

de uma impureza, que consideram interações na impureza, mas não no banho de elétrons de

condução. Para dimensões superiores, essa escolha pode ser justificada pela teoria de ĺıquido

de Fermi de Landau, na qual excitações de um sistema interagente são descritas por quase-

part́ıculas não interagentes com parâmetros renormalizados. Em sistemas unidimensionais,

essa teoria é substitúıda pela teoria de ĺıquido de Luttinger [27]; os efeitos de interações

tornam-se mais relevantes e excitações são, em geral, coletivas. Assim, quando impure-

zas magnéticas são acopladas a sistemas unidimensionais, é interessante considerar cadeias

metálicas interagentes. Sabe-se que, em ĺıquidos de Luttinger, a temperatura Kondo escala

algebricamente com o potencial de troca (TK ∝ J
2/η
eff , sendo η um expoente não universal e

Jeff =
4V 2

k

Ud
o termo de troca efetivo, definido a partir do mapeamento entre o modelo de An-

derson e o modelo Kondo) [174], ao invés do comportamento exponencial (TK ∼ exp(− 1
ρ0Jeff

),

sendo ρ0 = ρ(µ) a densidade de estados no ńıvel de Fermi, que depende o valor da densidade

eletrônica n [175]) observado em ĺıquidos de Fermi. Além disso, observou-se que interações

na cadeia aumentam as correlações antiferromagnéticas não locais de spin, mas preservam

suas oscilações [176].

Um sistema unidimensional no qual cadeias Hubbard [descritas pelo Hamiltoniano da

equação (3.1)] são acopladas a uma impureza magnética foi estudado, no caso de equiĺıbrio,

na referência [177]. Os autores utilizaram DMRG para a descrição do modelo e analisaram

cadeias de até L = 96 śıtios, com a impureza em um dos śıtios centrais. Nessa referência, U

denota a interação nas cadeias Hubbard e Ud corresponde à interação no śıtio da impureza.

Além disso, a hibridização entre a impureza e os lados esquerdo e direito da cadeia ocorre via
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hopping t′ entre o śıtio da impureza e os śıtios primeiros vizinhos, como descrito nas equações

(6.1)-(6.4).

Primeiramente, os autores estudaram a dependência das correlações Kondo [definidas na

equação (5.3)] com a densidade eletrônica, n (n = 1
L

∑L
i=1〈ni〉 = N

L
, sendo N o número de

elétrons e L o numero de śıtios na cadeia), das cadeias no caso em que U = 0, isto é, no

modelo de Anderson de uma impureza. Eles variaram a densidade no intervalo n = [1.0, 0.5]

(entre semi-preenchimento e preenchimento 1/4) e conclúıram que os efeitos de densidade

eletrônica sobre observáveis locais e correlações dependem da interação Ud. Para Ud = 8,

por exemplo, a ocupação 〈n0〉 e 〈(Sz0)2〉 (observável local que descreve o caráter magnético

da impureza) no śıtio da impureza praticamente não variam com a densidade e permanecem

próximos de 〈n0〉 = 1 e 〈(Sz0)2〉 = 1/4. Esses valores de observáveis indicam que o sistema

permanece em um regime Kondo bem definido e que a impureza corresponde a um spin 1/2

perfeito. Para Ud = 2, por outro lado, o sistema não está em um regime Kondo bem definido

em semi-preenchimento (〈n0〉 ≈ 1, porém 〈(Sz0)2〉 ≈ 0.18) e os observáveis apresentam forte

dependência com a densidade. A ocupação da impureza decresce muito e se torna menor do

que n (〈n0〉 ≈ 0.4 para n = 0.5), com isso o sistema entra em um regime de valência mista,4

com 〈(Sz0)2〉 ≈ 1/12. Eles observam, no entanto, que em ambos os regimes o comprimento

da nuvem Kondo, ξ, praticamente não depende de n.

O comprimento ξ é definido pela condição

j=ξ/2∑
j=−ξ/2,j 6=0

S(j) = 0.9S(0), (5.4)

sendo S(j) = 〈Sz0Szj 〉−〈Sz0〉〈Szj 〉 a correlação não local entre o spin da impureza e o spin no śıtio

j, e depende principalmente de dois fatores: (i) é inversamente proporcional ao acoplamento

de troca efetivo Jeff = 4t′2/Ud entre a impureza magnética e os spins de condução e (ii) é

tão maior quanto mais bem definido for o caráter magnético da impureza (〈(Sz0)2〉 ≈ 1/4).

Observou-se, no entanto, que enquanto os observáveis locais na impureza praticamente

não dependem do tamanho da cadeia, a extensão da nuvem Kondo apresenta grandes efeitos

de tamanho finito, principalmente para valores menores de Jeff , e aumenta com o aumento

da cadeia.

Os resultados mais relevantes apresentados na referência [177], no entanto, foram obtidos

a densidade fixa n = 0.5. Nesse caso, os autores investigaram a dependência do efeito

Kondo com a interação U nas cadeias. Mais especificamente, eles analisaram casos em que

U = [1, 2, 4, 8]. Resultados para os observáveis locais no śıtio da impureza em função de U

4Os diferentes regimes de impurezas magnéticas acopladas a banhos de elétrons de condução foram apre-
sentados a Figura 5.2. Os painéis (ii) e (iv) indicam o regime de valência mista, enquanto o caso (iii)
corresponde a uma impureza com momento magnético local bem definido, caracteŕıstica do regime Kondo.
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Figura 5.6: Resultados de equiĺıbrio para uma impureza acoplada a cadeias de Hubbard, com
preenchimento 1/4 (n = 0.5). (a) Ocupação e (b) 〈(Sz0)2〉 no śıtio da impureza em função
da interação U nas cadeias. Ćırculos pretos correspondem a Ud = 8, t′ = 0.5, quadrados
vermelhos representam Ud = 8, t′ = 1.0, losangos azuis indicam resultados para Ud = 4,
t′ = 0.5, finalmente, triângulos verdes representam o caso em que Ud = 2 e t′ = 0.5. (c)
Integral das correlações de spin, S(r) =

∑r
i=1 S(ri), em função da distância com relação à

impureza, para Ud = 8, t′ = 0.5 e U=0, 1, 2, 4 e 8, de cima para baixo. (d) Comprimento da
nuvem Kondo em função da interação. Os śımbolos correspondem aos mesmos parâmetros
utilizados nos painéis (a) e (b). De (a) a (c) os resultados foram obtidos para L = 96; em (d)
os śımbolos abertos correspondem a L = 96, enquanto śımbolos fechados indicam resultados
obtidos com uma cadeia de L = 64 śıtios no total. Figuras retiradas de [177].

para diferentes valores de Ud e t′ podem ser observados na Figura 5.6(a) e (b). Tanto 〈n0〉
quanto 〈(Sz0)2〉 aumentam com o aumento de U e a dependência com a interação é mais forte

no caso de Ud = 2. Isso significa que a interação na cadeia leva o sistema para um regime

Kondo mais bem definido. No painel (c), observa-se que as correlações não locais de spin

tornam-se mais relevantes à medida em que aumentamos U . Finalmente, observamos que o

comprimento ξ diminui com a interação. Nos casos em que ξ > L/2, o sistema apresenta

maior efeito de tamanho finito; quando toda a nuvem Kondo é contida no sistema finito

(casos Ud = 8, t′ = 1.0 e Ud = 2, t′ = 0.5, por exemplo), a dependência de ξ com L é um

pouco menor.

No próximo caṕıtulo, descreveremos nosso trabalho, no qual estudamos a dinâmica de não-

equiĺıbrio de um sistema semelhante ao descrito na referência [177]. Mais especificamente,

estudamos os efeitos da inclusão de interação local no banho de elétrons de condução sobre a

formação da nuvem de blindagem Kondo após um quench de hibridização no qual conectamos

uma impureza magnética a uma cadeia interagente.



Caṕıtulo 6

Resultados: Dinâmica de

não-equiĺıbrio do efeito Kondo

No caṕıtulo anterior, apresentamos uma introdução ao efeito Kondo, incluindo uma breve

revisão da literatura relacionada ao nosso trabalho. O presente caṕıtulo, por sua vez, é

dedicado à descrição de nossos resultados, relacionados à dinâmica de não-equiĺıbrio do efeito

Kondo. A fim de estudar a formação da nuvem Kondo, partimos de um sistema no qual

uma impureza magnética está inicialmente desacoplada de cadeias metálicas interagentes e

realizamos um quench local que conecta a impureza aos sistemas metálicos.1

6.1 Modelo

Estudamos a dinâmica resultante do acoplamento de duas cadeias a uma impureza, segundo

o Hamiltoniano representado abaixo

H = HCE +HI +HCD +HI−C , (6.1)

sendo HCE e HCD os Hamiltonianos das cadeias da esquerda e da direita, respectivamente;

HI representa o Hamiltoniano no śıtio da impureza e HI−C descreve o acoplamento entre a

impureza e as cadeias.

Neste trabalho, as cadeias da esquerda e da direita são descritas pelo modelo de Hubbard,

que captura a competição entre energia cinética e energia de interação entre elétrons que

ocupam o mesmo śıtio (conforme descrito na seção 3.2),

1O trabalho apresentado neste caṕıtulo está sendo realizado em colaboração com o Prof. Rodrigo Pereira
do International Institute of Physics e Departamento de F́ısica Teórica e Experimental da Universidade
Federal do Rio Grande do Norte, Natal, e ainda encontra-se em andamento; discutimos aqui os resultados
que temos até o momento.

62
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HCD/CE = −t
∑
i,σ

(c†iσci+1σ + h.c.) + UE/D
∑
i

ni↑ni↓ − µ
∑
i

ni. (6.2)

Acima usamos uma notação semelhante à utilizada na seção 3.2 deste documento. t é a

amplitude do hopping entre primeiros vizinhos e o termo proporcional a UE/D representa

a interação entre dois férmions que ocupam o mesmo śıtio na cadeia da esquerda/direita.

c†iσ e ciσ são os operadores de criação e aniquilação de uma part́ıcula com spin σ no śıtio i,

niσ = c†iσciσ é o operador número e ni = ni↑ + ni↓. Finalmente, µ é o potencial qúımico, que

controla a ocupação da rede. Na cadeia da esquerda, o ı́ndice de śıtio i varia de −LE a −1,

enquanto na cadeia da direita temos i = [1, LD], sendo LE/D o número de śıtios nas cadeias

da esquerda/direita; a impureza corresponde ao śıtio i = 0.

Em semi-preenchimento, o estado fundamental do modelo de Hubbard unidimensional

é um isolante de Mott para qualquer valor de U 6= 0 [178]. A fim de considerar cadeias

metálicas, alteramos o preenchimento da cadeia por meio do potencial qúımico. Mais es-

pecificamente, ao longo deste trabalho utilizamos nE/D = 1
LE/D

∑LE/D

i 〈ni〉 =
NE/D

LE/D
= 0.5

(preenchimento 1/4), sendo NE/D o número de part́ıculas na cadeia da esquerda/direita

(note que cada cadeia comporta até 2LE/D part́ıculas). A fase metálica obedece à classe de

universalidade ĺıquido de Luttinger, descrita no Apêndice C.

No nosso trabalho, as cadeias descritas pelo modelo de Hubbard são acopladas a uma

impureza interagente, cujo Hamiltoniano é dado por

HI = Udn0↑n0↓ − µn0 + εdn0, (6.3)

sendo que o operador n0 = n0↑ + n0↓ representa a ocupação no śıtio da impureza e Ud

corresponde à interação local neste śıtio. O último termo do Hamiltoniano acima corresponde

à energia local na impureza. Ao longo do trabalho assumimos εd = −Ud/2, de forma que o

śıtio da impureza é deslocado com relação ao ńıvel de Fermi dos elétrons de condução, em

preenchimento 1/4.

O acoplamento entre a impureza e as cadeias da direita e da esquerda é dado por

HI−C = −t′E(c†−1σc0σ + c†0σc−1σ)− t′D(c†1σc0σ + c†0σc1σ), (6.4)

sendo t′E (t′D) o hopping entre a cadeia da esquerda (direita) e a impureza. O sistema completo

é representado esquematicamente na Figura 6.1.

O comportamento de equiĺıbrio deste sistema foi estudado na referência [177]. Os resul-

tados foram discutidos no Caṕıtulo 5 e reproduzidos na Figura 5.6.
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Figura 6.1: Cadeias descritas pelo modelo de Hubbard acopladas a uma impureza. Uj corres-
ponde à repulsão entre elétrons que ocupam o mesmo śıtio, nas cadeias da esquerda (j = E) e
da direita (j = D), enquanto Ud corresponde à interação no śıtio da impureza. Os parâmetros
t e t′E(D) representam a amplitude do hopping nas cadeias e no acoplamento entre elas e a
impureza. Finalmente, o ı́ndice i indica o śıtio no sistema.

6.2 Quench e método

Para o estudo da dinâmica de não-equiĺıbrio, preparamos o estado inicial na forma

|Ψ0〉 = |GSE〉 ⊗ | ↑〉 ⊗ |GSD〉, (6.5)

(sendo |GSE/D〉 o estado fundamental do Hamiltoniano HCE/CD) e em seguida deixamos

o estado evoluir segundo o Hamiltoniano da equação (6.1). Esse processo corresponde a

preparar o estado da impureza com um único elétron com spin no sentido +z e ligar os

acoplamentos t′E e t′D no tempo τ = 0. Investigamos, assim, os efeitos de interações nas

cadeias metálicas sobre a formação espacial e temporal da nuvem Kondo.

Nossos resultados referentes à dinâmica pós-quench nesse sistema foram obtidos por

DMRG dependente do tempo. Nessa metodologia, após a preparação do estado inicial via

DMRG estático, o operador de evolução temporal é aplicado à cadeia com o aux́ılio de uma

decomposição de Suzuki-Trotter de segunda ordem. Os detalhes da metodologia estão des-

critos no Apêndice B.

6.3 Resultados

Conforme discutido na seção anterior, a fim de estudar a formação do efeito Kondo, partimos

de um sistema no qual a impureza e as cadeias estão inicialmente desacopladas e observamos

como o sistema evolui quando ligamos o acoplamento.

O trabalho ainda encontra-se em andamento, mas a presente seção é dedicada à discussão

dos resultados que temos até o momento. Por enquanto, investigamos o comportamento do

sistema com L = 48 śıtios no total, sendo que a cadeia da esquerda contém LE = 23 śıtios, a

cadeia da direita possui LD = 24 śıtios e a impureza ocupa um dos śıtios centrais. O fato de

a cadeia da esquerda possuir um número ı́mpar de śıtios, e a cadeia da direita possuir L par,
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permite que observemos a dependência da dinâmica pós-quench com a paridade da cadeia.

Observamos que a evolução de observáveis locais e correlações é assimétrica, com relação ás

cadeias da direita e da esquerda. Em todos os casos usamos t′E = t′D = 0.5 e ocupação 1/4

nas cadeias, i.e., n = 0.5, e analisamos a dinâmica para diferentes valores de interação na

impureza, Ud, e diferentes valores de interação UD = UE = U nas cadeias. Ao longo de todo

o trabalho o hopping nas cadeias de Hubbard é mantido fixo, t = 1, definindo a unidade de

energia.

Conforme discutido no caṕıtulo anterior, para U = 0 o sistema em equiĺıbrio encontra-se

no regime Kondo (〈n0〉 ≈ 1 e 〈S2
z0
〉 ≈ 1/4) quando Ud = 8. Nesse caso, a impureza é ocupada

com um spin-1/2. À medida em que Ud diminui, no entanto, o sistema aproxima-se de um

regime de valência mista. A inclusão de U sempre leva o sistema para um regime Kondo

mais bem definido. Variando os parâmetros, procuramos investigar o efeito do aumento das

interações Ud e U sobre a dinâmica do sistema.

6.3.1 Observáveis locais na impureza

Inicialmente, analisamos a evolução temporal de observáveis locais no śıtio da impureza. As

Figuras 6.2 e 6.3 apresentam a ocupação n0 = 〈Ψ(τ)|n̂0|Ψ(τ)〉 na impureza e também a

quantidade (Sz0)2 = 〈Ψ(τ)|(Ŝz0)2|Ψ(τ)〉, que define o caráter magnético da impureza, para

diferentes valores de interação na cadeia, U , e na impureza, Ud. Para ambos os observáveis,

plotamos também os valores de equiĺıbrio correspondentes [Figures 6.2(d) and 6.3(d)], isto

é, os valores obtidos a partir do estado fundamental das cadeias conectadas [Equação (6.1)].

Nossos resultados mostram que, para todos os valores de U e Ud, os observáveis se aproximam

rapidamente do equiĺıbrio e oscilam em torno desse valor, com uma frequência que aumenta

à medida em que aumentados Ud. Como ambos os observáveis se aproximam do equiĺıbrio,

confirmamos, em nosso sistema, as conclusões observadas no sistema em equiĺıbrio [177], isto

é, vemos que o aumento de ambos U e Ud levam o sistema para um regime Kondo mais bem

definido, no qual a impureza é caracterizada por n0 ∼ 1 e (Sz0)2 ∼ 1
4
.

O comportamento do spin local, Sz0 = 〈Ψ(τ)|Ŝz0 |Ψ(τ)〉, por outro lado, é consideravelmente

mais complicado, conforme apresentado na Figura 6.4 para (a) Ud = 2.0, (b) Ud = 4.0 e (c)

Ud = 7.0 e diferentes valores de U e também em (d) para U = 4.0 e diferentes valores de

Ud. Em equiĺıbrio, Sz0 é sempre igual a zero devido à simetria de inversão temporal. Em

nosso estudo de não-equiĺıbrio, Sz0 é inicialmente igual a 1
2
, devido ao estado inicial escolhido,

e o valor diminui após o quench, se aproximando do valor de equiĺıbrio. A equilibração, no

entanto, ocorre de foma muito mais lenta do que os observáveis apresentados nas Figuras 6.2

e 6.3. Além disso, observamos diferentes regimes ao longo da dinâmica de não equiĺıbrio,

com dependências não triviais de U e Ud. Mais especificamente, identificamos três regimes

diferentes no comportamento de Sz0 em função do tempo: (i) o decaimento é independente
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Figura 6.2: (a)-(c) Ocupação local no śıtio da impureza em função do tempo τ , para (a)
Ud = 2.0, (b) Ud = 4.0 e (c) Ud = 7.0 e diferentes valores de U : U = [0.0, 2.0, 4.0, 8.0, 10.0]
de baixo para cima. Em todos os casos n0(τ = 0) = 1, pois iniciamos o quench com a
impureza no estado | ↑〉, e esse valor decresce rapidamente e satura, oscilando em torno do
valor de equiĺıbrio. A frequência de oscilação aumenta com Ud. Para comparação com os
resultados da dinâmica, o painel (d) mostra os valores de equiĺıbrio em função de U para
diferentes valores de Ud.

de U para tempos curtos, o que é mais evidente na Figura 6.4(a), obtida para Ud = 2.0 e

diferentes valores de U , mas que também pode ser observado em (b) e (c), para Ud = 4.0 e

Ud = 7.0, respectivamente; (ii) há um regime de tempo intermediário no qual o decaimento

de Sz0 , para Ud fixo, é mais rápido para U menor [conforme indicado pelas setais mais à

esquerda em (a) e (b)]; (iii) finalmente, para tempos longos, Sz0 decresce mais rapidamente

para valores maiores de U [conforme indicado pelas setais mais à direita nos painéis (b) e

(c)].

Além disso, em resultados anteriores, presentes na literatura, observou-se que, para U = 0,

o relaxamento do spin local é governado pela f́ısica de Kondo e exibe um comportamento

para tempo longo que escala com 1/TK , sendo TK a temperatura Kondo [166, 173, 179, 180],

o que implica em um decaimento mais lento à medida em que aumenta-se Ud (um aumento

de Ud gera uma redução do potencial efetivo, Jeff , e consequente aumento da temperatura

Kondo). Nossos resultados parecem estar de acordo com a previsão da literatura. Além

disso, observamos que o decaimento do spin local é mais lento para valores maiores de Ud
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Figura 6.3: (a)-(c) 〈(Sz0)2〉 em função do tempo τ , para (a) Ud = 2.0, (b) Ud = 4.0 e (c)
Ud = 7.0 e diferentes valores de U : U = [0.0, 2.0, 4.0, 8.0, 10.0] de baixo para cima. Em
todos os casos 〈(Sz0)2〉(τ = 0) = 1

4
, pois iniciamos o quench com a impureza no estado | ↑〉,

e esse valor decresce rapidamente e satura, oscilando em torno do valor de equiĺıbrio. Para
comparação com os resultados da dinâmica, o painel (d) mostra os valores de equiĺıbrio em
função de U para diferentes valores de Ud.

também no caso de cadeias interagentes (U 6= 0). Em análises futuras, planejamos investigar

se o decaimento, nesses casos, também escala com a temperatura Kondo.

6.3.2 Cones de luz de observáveis locais

A variação da ocupação e da magnetização na impureza, em função do tempo, gera uma

variação desses parâmetros também nas cadeias. Mais especificamente, após o quench, surgem

pulsos de ocupação e de spin local que se propagam ao longo das cadeias com velocidades

bem definidas, formando os chamados cones de luz, introduzidos no Caṕıtulo 4.

Esse comportamento pode ser visto na Figura 6.5, na qual o código de cores representa

a variação de ocupação, ∆ni(τ) = |ni(τ) − ni(0)| [Fig. 6.5(a), para U = 0.0, Ud = 2.0, e

Fig. 6.5(c), para U = 8.0, Ud = 2.0], e spin local, ∆Szi (τ) = |Szi (τ)−Szi (0)| [Fig. 6.5(b), para

U = 0.0, Ud = 2.0, e Fig. 6.5(d), para U = 8.0, Ud = 2.0], em função do śıtio, i, e tempo, τ .

Nos gráficos, fica evidente que as perturbações geradas pelo quench local produzem variações

nos observáveis que se propagam ao longo das cadeias à esquerda e à direita da impureza,

gerando cones de luz efetivos. Em todos os casos é posśıvel definir velocidades de propagação
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Figura 6.4: Spin local na impureza, calculado na direção z, em função do tempo, τ , para
(a) Ud = 2.0, (b) Ud = 4.0 e (c) Ud = 7.0, para diferentes valores de interação na cadeia
U = [0.0, 2.0, 4.0, 8.0, 10.0], e também para (d) U = 4.0 e diferentes valores de niteração
na impureza Ud = [1.0, 2.0, 3.0, 4.0, 5.0, 7.0, 8.0, 10.0]. O decaimento do spin local apre-
senta um comportamento não trivial em função das interações; as setas indicam as direções
crescentes de U e Ud.

dos observáveis a partir do inverso da inclinação da borda dos cones de luz.

No Caṕıtulo 4, descrevemos um trabalho [40] no qual conclúımos que as velocidades, na

dinâmica de não equiĺıbrio, são governadas pelas excitações de equiĺıbrio do modelo envolvido

no quench. Por isso, é conveniente introduzirmos as excitações de baixas energias presentes

no modelo de Hubbard e compararmos com o comportamento observado em nossos cones

de luz. Soluções exatas do modelo de Hubbard em uma dimensão via ansatz de Bethe [181]

indicam que, quando U = 0, elétrons são a única excitação e eles carregam carga e spin

simultaneamente. No caso interagente com simetria part́ıcula-buraco, elétrons desaparecem

do espectro e surgem, no lugar, spinons, que carregam spins, e holons e anti-holons, que car-

regam carga [182]. Para U > 0, a curva de dispersão de energia de spinons é linear, indicando

excitações sem gap, enquanto holons e antiholons têm dispersão quadrática e apresentam gap.

Para preenchimentos inferiores, isto é, fora de simetria part́ıcula-buraco, a situação é mais

complicada, pois há a presença de várias excitações. Ainda assim, há a separação entre as

velocidades de propagação de excitações de spin e carga. No limite U → ∞, a função de

onda do estado fundamental pode ser expressa como um produto de determinantes de Slater

de férmions sem spin e funções de onda de spin do modelo de Heisenberg de spin-1/2 unidi-
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Figura 6.5: Variação de observáveis locais em função do śıtio, i, e tempo, τ , após o quench
de hibridização. Os códigos de cores representam as variações na (a) e (c) ocupação local,
∆ni(τ), e (b) e (d) spin local, ∆Szi (τ). Todos os resultados foram obtidos para Ud = 2.0,
painéis (a)-(b) correspondem a U = 0.0, enquanto (c)-(d) foram obtidos para U = 8.0. O
significado das linhas pontilhadas e cont́ınuas estão discutidos no texto.

mensional [183]. Nesse limite, acontece uma separação spin-carga exata no ńıvel da função

de onda; podemos definir uma dispersão de holons como ε(k) = −2tcos(k), que fornece

uma velocidade máxima de excitações de carga vc = ∂ε(k)
∂k

= 2tsin(k), enquanto velocidades

máximas das excitações de spin são proporcionais à intensidade de superexchange, isto é,

vs ∝ t2/U [184]. Finalmente. para interações intermediárias e preenchimento arbitrário, as

velocidades de carga e spin das excitações de equiĺıbrio podem ser estimadas pela descrição

de ĺıquido de Luttinger do modelo de Hubbard [27, 185]. Os valores dos parâmetros de Lut-

tinger vLutt.s e vLutt.c obtidos para U = 8.0 e n = 0.5 foram usados para definir as linhas pretas

cont́ınuas apresentadas na Figura 6.5(c) e (d), para comparação com nossos resultados de

não-equiĺıbrio [as linhas pretas em Fig.6.5(a) e (b) correspondem à velocidade máxima de

equiĺıbrio do sistema não interagente vc = vs = 2.0].

Conforme mencionado, as velocidades, no caso de não equiĺıbrio, podem ser obtidas pelas

análises dos cones de luz. Mais especificamente, para cada tempo τ , identificamos o śıtio

no qual a variação do observável local torna-se consideravelmente não nula (consideramos

os pontos nos quais ∆ni e ∆Szi > 0.005 e confirmamos que os resultados praticamente não
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dependem da escolha da variação de corte, desde que esta seja suficientemente pequena);

esses pontos são indicados pelas linhas vermelhas tracejadas na Figura 6.5. Dessa forma,

constrúımos funções i(τ) que seguem as bordas dos pulsos de variação de ocupação local e

magnetização criados pelo quench.

As velocidades estimadas pela variação de ocupação local nas cadeias da esquerda e da

direita podem ser vistas na Figura 6.6(b) em função de U , para diferentes valores de Ud. As

linhas sólidas indicam os parâmetros de Luttinger vLutt.c , para comparação. Nossos resultados

indicam que a ocupação local se propaga nas cadeias da direita e da direita com a mesma

velocidade v ∼ 2.0, que corresponde a velocidade máxima das excitações de carga, holons.

Essa velocidade excede a velocidade de Fermi, que, para n = 0.5, corresponde a vF =
√

2

(kF = π
4
). Os resultados praticamente não dependem das interações U e Ud.

 

v

0.5

1.0

1.5

2.0

U
0 2 4 6 8

(a), vs (b), vc

 

U
0 2 4 6 8

velocidades eq.
Resultados numéricos:
esquerda  direira

        Ud=2.0
        Ud=4.0
        Ud=7.0

Figura 6.6: Velocidades de propagação de observáveis locais (a) ∆Szi (τ) e (b) ∆ni(τ) em
função de U e diferentes valores de Ud, nas cadeias da direita (śımbolos fechados) e da
esquerda (śımbolos abertos). Linhas cont́ınuas pretas indicam as velocidades de Luttinger de
equiĺıbrio vLutt.c e vLutt.s .

Resultados para a velocidade de propagação de spin local podem ser vistos na Figura 6.6(a).

Nesse caso, observamos que na cadeia da direita a dinâmica de não equiĺıbrio é governada

pelas velocidades de excitações de equiĺıbrio, vLutt.s , indicadas pela linha sólida. As veloci-

dades não dependem da interação na impureza Ud, mas apenas dos parâmetros das cadeias

nais quais os observáveis se propagam. Na cadeia da esquerda, por outro lado, a velocidade

de spin é próxima da velocidade de carga nos casos U = 4.0, Ud = 2 e U = 8.0, Ud = 2.0, o

que sugere que a separação spin-carga pode depender da paridade da cadeia (lembramos que

a cadeia da esquerda tem LE = 23 śıtios, enquanto a cadeia da direita tem LD = 24 śıtios).

Entender essa dependência é uma questão ainda em aberto em nosso trabalho.
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Figura 6.7: (a) Entropia de emaranhamento para uma partição que separa a cadeia completa
ao meio, isto é, o lado A é composto pela cadeia da esquerda e a impureza, e o lado B é
composto pela cadeia da direita. Linhas sólidas correspondem à evolução temporal, enquanto
linhas pontilhadas indicam valores de equiĺıbrio. (b) Entropia de emaranhamento em função
da posição da partição para o caso de equiĺıbrio (estado fundamental do sistema completo,
isto é, cadeias acopladas à impureza). São apresentados resultados para diferentes valores
de U e Ud. Usamos os mesmos códigos de cores, definidos na legenda de (b), em ambos os
painéis.

6.3.3 Entropia de emaranhamento

É interessante observar também como a entropia de von Neumann, ou entropia de emaranha-

mento (EE), introduzida na seção 2.1, evolui após o quench. A EE fornece uma medida do

emaranhamento entre duas subpartes, A eB, de um sistema f́ısico: EE = −
∑

i ξi log ξi, sendo

{ξi} o conjunto de autovalores da matriz densidade reduzida, ρ̂A/B(τ) = TrB/A|Ψ(τ)〉〈Ψ(τ)|.
Na Figura 6.7(a), apresentamos a evolução da EE em função do tempo para o sistema partici-

onado entre a impureza e a cadeia da direita, de forma que ambas as subpartes, A e B, contêm

24 śıtios. Esses valores são comparados com os valores de equiĺıbrio (linhas pontilhadas). Ao

contrário do caso de observáveis locais, a entropia não tende, ao longo da dinâmica, para

o valor de equiĺıbrio, mas evolui para valores maiores. O crescimento da entropia depende

mais de Ud do que de U e é maior para maiores interações Ud na impureza. A Figura 6.7(b)

apresenta, para comparação, os valores da entropia do sistema em equiĺıbrio (estado funda-

mental do Hamiltoniano 6.1) em função da posição da partição; a partição i = 0 corresponde

à apresentada em (a).

A aparente contradição entre a equilibração das quantidades da impureza e o crescimento

da entropia se deve ao fato de que as primeiras são quantidades locais, enquanto o emaranha-

mento entre as subpartes é função do sistema como um todo. Acreditamos que a presença
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Figura 6.8: Variação da entropia de amaranhamento, ∆EEi = |EEi(τ) − EEi(τ = 0)|, em
função da partição, i, e tempo, τ , para diferentes conjuntos de parâmetros.

dos pulsos de spins e de part́ıculas que se propagam ao longo do sistema (Figura 6.5) justifica

o crescimento da entropia.

Finalmente, a Figura 6.8 apresenta um mapa de cores para a variação da entropia,

∆EEi = |EEi(τ) − EEi(τ = 0)|, em função da partição, i e do tempo, τ . Observarmos

claramente a formação de cones de luz com velocidades que não dependem fortemente da

interação U na cadeia ou da interação Ud na impureza. Fica evidente também que o cresci-

mento da entropia é mais intenso para Ud = 2 [painéis (a) a (c)] do que para Ud = 8 [painéis

(d) a (f)].

6.3.4 Correlações não locais

Conforme discutido anteriormente, no efeito Kondo, o spin da impureza interage com os spins

dos elétrons de condução, formando um singleto delocalizado que blinda a magnetização da

impureza. Com isso, há a intensificação de correlações não locais de spin, predominantemente

antiferromagnéticas. As correlações entre a impureza e os elétrons de condução podem ser
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Figura 6.9: (a)-(c) Correlações não locais entre o spin da impureza e os spins dos elétrons
de condução, S(i) = 〈Sz0Szi 〉 − 〈Sz0〉〈Szi 〉, em função do śıtio i, para diferentes valores de
interação nas cadeias, U e na impureza, Ud. (d)-(f) Soma parcial das correlações Σj =∑j

i=1 S(−i) +
∑j

i=1 S(i). As linhas horizontais indicam os valores de 0.9S(0) para cada
conjunto de parâmetros. Todos os resultados foram obtidos no caso de equiĺıbrio, isto é, para
o estado fundamental das cadeias acopladas à impureza.

caracterizadas pela grandeza

S(i) = 〈Sz0Szi 〉 − 〈Sz0〉〈Szi 〉, (6.6)

sendo que o ı́ndice i indica o śıtio da cadeia e i = 0 corresponde à impureza, conforme definido

na seção 6.1.

Nas Figuras 6.9(a)-(c) apresentamos as correlações, em função de i, para o caso de

equiĺıbrio. Em concordância com resultados anteriores [155] (apresentados na Figura 5.4,

por exemplo), observamos a presença de correlações antiferromagnéticas com um compor-

tamento oscilatório proporcional a sin2(kF i), sendo kF o momento no ńıvel de Fermi, que,

no caso de preenchimento 1/4, é igual a π/4. Observamos também que as correlações anti-
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Figura 6.10: Correlações não locais de spin em equiĺıbrio. (a) Soma total das correlações e
(b) comprimento da nuvem Kondo em função de Ud, para diferentes valores de U .

ferromagnéticas ficam mais intensas com o aumento da interação U nas cadeias; correlações

ferromagnéticas para alguns valores de i também surgem e se intensificam com o aumento de

U .

Na equação (5.4), retirada da referência [177], o comprimento ξ da nuvem Kondo, ca-

racterizada pelo singleto delocalizado, é definido como a extensão das correlações suficientes

para uma blindagem considerável da magnetização gerada pela impureza. Esse comprimento

pode ser estimado por meio dos gráficos apresentados nos painéis (d) a (f) da Figura 6.9. Os

śımbolos indicam

Σj =

j∑
i=1

S(−i) +

j∑
i=1

S(i), (6.7)

isto é, uma soma parcial das correlações entre a impureza e os j primeiros śıtios das cadeias

à esquerda e à direita.2 As linhas horizontais pontilhadas na Figura 6.9, nos painéis (d) a

(f), indicam o valor de 0.9S(0) = 0.9 (〈(Sz0)2〉 − 〈Sz0〉2). Assim, o ponto j = j∗ no qual ocorre

o cruzamento entre a linha pontilhada e os śımbolos da cor correspondente fornece uma

estimativa do comprimento da nuvem Kondo, isto é, j∗ = ξ/2. Nossos resultados indicam

que ξ diminui com o aumento de U . Isso significa que o aumento das interações na cadeia

intensifica as correlações antiferromagnéticas em torno da impureza, reduzindo a extensão da

nuvem Kondo. Esses resultados, obtidos em equiĺıbrio, concordam com aqueles apresentados

na Figura 5.6, retirados da referência [177].

A Figura 6.10(a) apresenta o comprimento da nuvem Kondo, ξ, em função de Ud para

2Lembramos que, conforme definido na seção 6.1, ı́ndices negativos correspondem à cadeia da esquerda,
enquanto śıtios positivos correspondem à cadeia da direita.
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Figura 6.11: Mapa de cores para as correlações não locais de spin S(i) em função dos śıtios,
i, e tempo, τ , para diferentes conjuntos de parâmetros.

diferentes valores de U , também para o sistema em equiĺıbrio. Observamos que, embora para

um valor fixo de interação na impureza, o aumento da interação na cadeia gere uma redução

de ξ, o aumento de Ud, para U fixo, leva a um aumento de ξ. Esse resultado indica que um

aumento de Ud faz com elétrons mais distantes da impureza sejam envolvidos na blindagem

do spin da impureza. Esse efeito ocorre porque aumentar Ud equivale a reduzir a interação

de troca Jeff ∝ t2/Ud; isso diminui a temperatura Kondo, TK , a aumenta ξ.

Finalmente, no painel (b) da Figura 6.10, apresentamos a soma total das correlações ao

longo das cadeias em função de Ud, para diferentes valores de U . Observamos que a in-

tensidade das correlações antiferromagnéticas aumenta monotonicamente com Ud para todo

U . Além disso, para um valor fixo de interação na impureza, a soma das correlações au-

menta, em módulo, à medida em que aumentamos a interação U nas cadeias. Esse efeito

é uma consequência do fato de que o aumento de ambas as interações Ud e U privilegia o

regime Kondo, no qual a impureza tem momento magnético local bem definido e a soma das

correlações tende a formação de um single completo.

Até o momento, analisamos apenas o comportamento de equiĺıbrio das correlações. Re-

sultados para a evolução das correlações na dinâmica, isto é, para a formação da nuvem
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Figura 6.12: Correlações não locais entre o spin da impureza e os spins dos elétrons de
condução, S(i, τ). Comparação entre os valores de equiĺıbrio e os valores obtidos na dinâmica,
após um tempo τ = 10.

Kondo após o quench de hibridização entre a impureza e as cadeias, estão apresentados na

Figura 6.11, na qual apresentamos mapas de cores para S(i, τ) em função do śıtio, i, e tempo,

τ . As correlações são nulas em τ = 0, porque a impureza está inicialmente desacoplada das ca-

deias. Após o acoplamento, correlações se desenvolvem ao longo das cadeias, a partir do śıtio

de interseção com a impureza. Na figura, fica claro que a inclusão de interação U nas cadeias

intensifica as correlações antiferromagnéticas e também gera correlações ferromagnéticas em

algumas regiões. Além disso, observamos efeitos de cones de luz também para as correlações

não locais, similares aos cones de luz de entropia e observáveis locais.

Na Figura 6.12, apresentamos as correlações ao longo da cadeia para um tempo fixo,

τ = 10, para diferentes conjuntos de parâmetros. Em todos os casos, apresentamos também

os valores das correlações em equiĺıbrio, para comparação. Observamos que, no tempo con-

siderado, S(i, τ = 10) é mais próximo do equiĺıbrio para os casos de Ud = 2 do que para

Ud = 8, para todos os valores de U .

O fato de as correlações serem mais próximas do equiĺıbrio para o caso de Ud menor pode
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Figura 6.13: Soma das correlações não locais em função do tempo, ΣL(τ) =
∑LE

i=1 S(−i, τ) +∑LD

i=1 S(i, τ). As linhas pontilhadas correspondem ao valor de ΣL no equiĺıbrio.

ser melhor compreendido por meio da análise dos dados da Figura 6.13, que apresenta a

evolução temporal da soma de todas as correlações não locais entre o spin da impureza e os

spins dos elétrons de condução das cadeias da direita e da esquerda. Fica claro que, embora

as correlações em equiĺıbrio sejam mais intensas para maiores valores de interação Ud na

impureza, na dinâmica, elas se formam mais lentamente à medida em que em aumentamos Ud.

Nos tempos considerados e em sistemas de L = 48 śıtios no total, observamos a equilibração

das correlações para Ud = 2, e, em alguns casos (maiores valores de U) para Ud = 4, mas não

para Ud = 8.

6.3.5 Efeitos de geometria e tamanho finito

Todos os resultados apresentados até o momento foram obtidos com L = 48 śıtios no total,

com a impureza no meio, entre as cadeias da direita e da esquerda. Confirmamos que para

a mesma configuração (isto é, impureza no meio do sistema) os resultados praticamente

não dependem so tamanho do sistema. Esse comportamento pode ser visto por meio da

comparação entre as linhas tracejadas e os śımbolos na Figura 6.14, que apresenta resultados

para a evolução temporal de observáveis locais na impureza [painéis (a) a (c)] e também para

a soma de correlações não locais de spin [painel (d)] para os casos nos quais L = 48 (LE = 23

e LD = 24) e L = 80 (LE = 39 e LD = 40). Todos os resultados foram obtidos para U = 4.0,

mas checamos que as mesmas conclusões se aplicam a outros valores de U .

Os resultados são diferentes, no entanto, quando comparamos sistemas organizados em

configurações diferentes. A Figure 6.14 também apresenta resultados para o caso em que

o sistema completo possui L = 48, mas a impureza encontra-se na borda esquerda (isto é,

LE = 0, LD = 47). Nesse caso, observamos a mesma dependência qualitativa dos resultados

em função de U e Ud, mas os valores quantitativos são diferentes.

Observamos, portanto, que a dependência da evolução de observáveis locais e correlações
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Figura 6.14: Observáveis locais no śıtio da impureza e soma das correlações não locais de
spin para U = 4.0, Ud = [2.0, 4.0, 7.0] e diferentes tamanhos e geometrias.

com as interações do sistema não depende significativamente de efeitos de tamanho ou ge-

ometria. De fato, não observamos efeitos de tamanho finito relevantes para os parâmetros

e tamanhos considerados. Além disso, a posição da impureza no sistema produz apenas

alterações quantitativas, mas não qualitativas.

6.4 Conclusões e próximas etapas do trabalho

Estudamos a dinâmica de não equiĺıbrio resultante de um quench de hibridização no qual

conectamos cadeias metálicas interagentes a uma impureza magnética. Analisamos tanto

a evolução temporal de observáveis locais no śıtio da impureza quanto a evolução de cor-

relações não locais de spin entre a impureza e os elétrons de condução. Enquanto estudos

envolvendo cadeias não-interagentes concentram-se em sistemas semi-preenchidos, em nossos

resultados, variamos o potencial qúımico a fim de analisar cadeias metálicas interagentes em

preenchimento 1/4.

Observamos que o sistema tende a evoluir para o estado de equiĺıbrio (estado fundamen-

tal das cadeias conectadas) após o quench. Assim, o aumento da interação U nas cadeias
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metálicas leva o sistema para um regime Kondo mais bem definido, conforme esperado pelos

resultados de equiĺıbrio. Nossos resultados indicam que, para interação U nas cadeias fixa,

valores menores de Ud aceleram a formação de correlações antiferromagnéticas, o que indica

que quanto maior é a interação de troca efetiva, Jeff ∝ t2/Ud, mais rápida é a formação da

nuvem Kondo. Mais importante, também observamos que para interação Ud na impureza

fixa, a nuvem de blindagem Kondo desenvolve-se mais rapidamente para maiores valores da

interação U

Nossos resultados indicam também que a entropia de emaranhamento do sistema bipartido

aumenta ao longo da dinâmica, superando a entropia de equiĺıbrio. Além disso, observamos

a formação de cones de luz após o quench e variações locais de carga e spin se propagam com

velocidades diferentes, devido à separação spin-carga das excitações no modelo de Hubbard.

Conforme mencionado na seção anterior, o presente trabalho encontra-se em andamento.

Para finalizá-lo, planejamos entender melhor os efeitos de assimetria entre cadeias pares e

ı́mpares. Além disso, planejamos avaliar a evolução das correlações e dos observáveis locais de

forma mais quantitativa, a fim de investigar se elas apresentam algum tipo de comportamento

universal, no qual escalas de tempo de decaimento dependem da temperatura Kondo, por

exemplo.
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Caṕıtulo 7

Supercondutividade

O fenômeno de supercondutividade é um exemplo de propriedade emergente em sistemas

de muitos corpos, isto é, não pode ser descrito por uma aproximação de elétrons independen-

tes. Além da presença de correntes sem nenhuma resistência mensurável, propriedade que dá

nome a essa fase da matéria, outra caracteŕıstica importante de supercondutores é a possibi-

lidade de se comportarem como diamagnéticos perfeitos. Isso ocorre porque a aplicação de

um campo magnético externo sobre uma amostra de material supercondutor induz correntes

de superf́ıcie capazes de produzir um campo que anula o campo externo, contanto que este

não seja muito intenso [48]. Isso significa que um campo magnético não consegue penetrar

no interior de um supercondutor. É justamente essa propriedade, conhecida como efeito

Meissner, a responsável pelo fenômeno de levitação magnética, observado nesses materiais.

Dependendo do comportamento do campo magnético no interior dos supercondutores,

podemos separá-los em dois tipos, chamados de I e II. No primeiro, não há nenhuma pe-

netração de campo; no segundo, pode haver um estado misto, com penetração parcial para

campos intermediários.

Outra caracteŕıstica de supercondutores, com importantes implicações em suas proprie-

dades termodinâmicas, é a presença de um gap de energia em torno do ńıvel de Fermi. As

primeiras confirmações experimentais da presença do gap ocorreram por meio de medidas

de calor espećıfico em amostras de vanádio, nióbio e estanho, abaixo de suas temperaturas

cŕıticas [186]. Os autores observaram que o calor espećıfico apresenta um comportamento

proporcional a exp(−ε/kT ), sendo ε a magnitude do gap, k a constante de Boltzmann e T

a temperatura do sistema. Mais tarde, essa propriedade foi prevista pela teoria que des-

creve supercondutores metálicos convencionais, proposta por Bardeen, Cooper e Schrieffer e

conhecida como teoria BCS [8].

A supercondutividade não é observada apenas em alguns materiais. Mais de 20 metais

possuem essa propriedade quando resfriados abaixo de uma dada temperatura cŕıtica; ainda

81
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mais elementos podem apresentar tal propriedade se, além de resfriados, forem submetidos

a altas pressões. Se incluirmos ligas, a lista de materiais que podem apresentar essa fase

da matéria chega aos milhares. Hoje sabe-se também que a supercondutividade não é uma

fase exclusiva de sistemas metálicos convencionais. Já se observou supercondutividade em

sistemas puramente orgânicos [187,188]; há também cupratos (compostos de óxidos de cobre)

supercondutores de alta temperatura cŕıtica [189, 190]; além de compostos com base em

ferro (pnict́ıdeos e calcogênios) [191, 192]. Embora apresentem propriedades em comum em

diferentes tipos de materiais, a supercondutividade tem origens distintas, conforme discutido

mais adiante.

No presente caṕıtulo, faremos uma breve revisão da literatura relacionada a supercondu-

tores. Apresentaremos concisamente o desenvolvimento histórico desse campo de pesquisa,

além de algumas aplicações tecnológicas dos materiais que apresentam essa fase da matéria.

Além disso, enumeraremos as caracteŕısticas comuns de um importante tipo de supercondu-

tor, os cupratos, que apresentam alta temperatura cŕıtica.

7.1 Principais momentos do desenvolvimento histórico

A primeira observação experimental do fenômeno de supercondutividade ocorreu em 1911,

quando H. K. Onnes [193] (prêmio Nobel em f́ısica de 1913 por suas investigações sobre as

propriedades da matéria a baixas temperaturas que levaram, entre outras coias, à produção

de hélio ĺıquido) observou que a resistividade elétrica do mercúrio vai abruptamente a zero

quando este é resfriado abaixo de 4K. O resfriamento só foi posśıvel com o aux́ılio de hélio

ĺıquido, obtido a partir de 1908. Em 1933, Meissner e Ochenfeld observaram que supercon-

dutores possuem a propriedade de “expulsar” campos magnéticos aplicados. A observação de

tal propriedade contribuiu para a classificação de supercondutividade como um novo estado

da matéria.

Os materiais supercondutores ganharam descrições teóricas nos anos seguintes. Em 1934,

F. e H. London [194] propuseram uma teoria baseada na combinação de dois fluidos (nor-

mal e supercondutor); com generalizações das equações de Maxwell, eles foram capazes de

descrever diversas propriedades desses materiais, incluindo o efeito Meissner. O estudo de

supercondutividade ganhou novos elementos com a teoria de Ginzburg e Landau, apresentada

em 1950, que descreve a transição entre a fase normal e a fase supercondutora [195]. Ambas

as contribuições acrescentaram muito para a descrição de supercondutores, mas consistem em

teorias fenomenológicas, portanto não explicam os mecanismos responsáveis pelo fenômeno.

Tal explicação foi fornecida por Bardeen, Cooper e Schrieffer em 1957 (prêmio Nobel em f́ısica

de 1972 “pelo desenvolvimento, realizado em conjunto, da teoria de supercondutividade, usu-

almente conhecida como teoria BCS”) [8]. Eles demonstraram que a condução de corrente
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sem dissipação é realizada por pares de elétrons, denominados pares de Cooper. Tais pares

têm spins e momentos opostos e permanecem ligados devido a interações com as vibrações

da rede (fônons). Uma introdução à teoria BCS é apresentada no Apêndice D.

Em 1962, Josephson observou que pares de Cooper poderiam atravessar uma fina camada

isolante na junção entre dois supercondutores [196,197] (prêmio Nobel em f́ısica de 1973 pela

previsão teórica das propriedades de uma supercorrente através de uma barreira de tunela-

mento, em particular pelos fenômenos conhecidos como efeito Josephson). Essa propriedade,

conhecida como tunelamento Josephson, é utilizada em diferentes dispositivos tecnológicos.

Uma nova “revolução” no estudo de supercondutores ocorreu em 1986, quando K. A.

Muller e J.G. Bednorz [189] observaram que um material constitúıdo por La-Ba-Cu-O pode

se tornar supercondutor a temperaturas em torno de 30K (Bednorz e Muller receberam o

prêmio Nobel de f́ısica em 1987 pelo importante avanço produzido pela descoberta de super-

condutividade em materiais cerâmicos). Em geral, os supercondutores conhecidos até aquele

momento eram bem descritos pela teoria BCS, o que não ocorre no caso do composto no

qual Muller e Bednorz observaram supercondutividade. Trata-se de uma material cerâmico,

isolante a temperatura ambiente e com temperatura cŕıtica superior à observada nos su-

percondutores convencionais conhecidos à época. A partir de então, diversos pesquisadores

observaram supercondutividade em materiais constitúıdos por óxidos de cobre, conhecidos

como cupratos, com recordes de temperatura cŕıtica em torno de 160 K.

Após a descoberta dos cupratos, intensificou-se a busca por compostos supercondutores

de alta temperatura cŕıtica, pois quanto maior a temperatura abaixo da qual a resistividade

do material cessa, mais barata e fácil é a obtenção de supercondutividade em larga escala,

para aplicação em dispositivos tecnológicos. Em 2008, Kamihara et al.. observaram super-

condutividade em um composto baseado em ferro, com temperatura cŕıtica de 26 K [191].

Essa famı́lia de novos supercondutores tem recorde de temperatura cŕıtica em torno de 60

K [192]. A Figura 7.1 apresenta a temperatura cŕıtica de alguns compostos em função do

ano de descobrimento. Diferentes cores e śımbolos representam diferentes famı́lias de super-

condutores. Losangos azuis representam cupratos, estrelas verdes correspondem a compostos

de férmions pesados,1 quadrados laranjas indicam compostos baseados em ferro,2 triângulos

1Férmions pesados são materiais compostos por terras raras ou actińıdeos, com orbitais f semi-preenchidos
(tipicamente 4f e 5f). A forte interação elétron-elétron nesses orbitais faz com que os elétrons de condução
se comportem como se tivessem massa até 1000 vezes maior do que a massa de elétrons livres (isto é, pos-
suem grande massa efetiva, definida na teoria de ĺıquido de Fermi). Esse comportamento foi primeiramente
observado em 1975 por Andres, Graebner e Ott em CeAl3 [198]. Outros exemplos de férmions pesados são
CeCu6, CeCu2Si2, Y bAl3, UBe13 e UPt3. Como tais materiais são caracterizados pela presença de momen-
tos magnéticos locais, acreditava-se que seriam incompat́ıveis com supercondutividade, no entanto, Steglich
et al. observaram, em 1979, que CeCu2Si2 torna-se supercondutor abaixo de Tc = 0.5 K [199]. A supercon-
dutividade nesses compostos é não convencional, provavelmente relacionada a propriedades magnéticas [200].

2Supercondutividade em compostos baseados em ferro foi observada pela primeira vez por Kamihara et
al., em 2008, em La[O1xFx]FeAs (x = 0.05 − 0.12) com Tc = 26 K [191]. Esses supercondutores também
são não convencionais e apresentam algumas semelhanças com cupratos. Em ambos os casos, o material
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representam supercondutores orgânicos e, finalmente, ćırculos verdes simbolizam supercondu-

tores convencionais, descritos pela teoria BCS. É interessante notar que, em 2015, observou-se

um supercondutor convencional com temperatura cŕıtica superior a de cupratos. Trata-se de

um hidreto molecular, H2S, que torna-se supercondutor quando submetido a pressões muito

elevadas (em torno de 155 GPa) e temperaturas inferiores a 190 K [201].

Figura 7.1: Temperaturas cŕıticas de compostos supercondutores em função do tempo. Lo-
sangos azuis representam cupratos, estrelas verdes correspondem a compostos de férmions
pesados, quadrados laranjas indicam compostos baseados em ferro, triângulos representam
supercondutores orgânicos e, finalmente, ćırculos verdes simbolizam supercondutores conven-
cionais. Figura retirada de [202].

7.2 Algumas aplicações

O estudo de materiais supercondutores sempre foi associado à busca por aplicações tec-

nológicas. A ausência de resistividade, com a possibilidade de correntes persistentes, é útil

tanto para a transmissão de correntes sem perda de energia por efeito Joule, quanto para

a fabricação de dispositivos que produzem fortes campos magnéticos. Do ponto de vista de

aplicações, quanto maiores a temperatura e o campo cŕıticos, maior potencial de aplicação o

material apresenta.

Uma aplicação idealizada de supercondutividade é a transmissão de energia elétrica co-

mercial em centros urbanos. Devido à dificuldade de resfriar vários quilômetros de fios abaixo

apresenta uma fase normal (não-supercondutora) não ĺıquido de Fermi e a fase supercondutora emerge a
partir de dopagem de um composto com ordenamento antiferromagnético [192].



Caṕıtulo 7 - Supercondutividade 85

da temperatura cŕıtica, essa aplicação ainda não é viável em larga escala, mas foi testada

em algumas situações. Um exemplo ocorreu em maio de 2001, em Copenhague, Dinamarca,

quando 150000 residências receberam eletricidade através de materiais supercondutores de

alta temperatura cŕıtica (Copenhagen Denmark HTS Triax Project) [203].

Campos magnéticos fortes produzidos por materiais supercondutores são usados em me-

dicina, na obtenção de imagens por ressonância magnética (átomos de hidrogênio do corpo

humano recebem energia do campo e emitem energia em frequências bem definidas, captadas

por um sensor) [204]. Bobinas supercondutoras geradoras de campos fortes também são úteis

em aceleradores, usados no estudo de part́ıculas elementares.

Além disso, supercondutores que podem ser ligados e desligados rapidamente pela aplicação

de campos externos têm potencial para substituir transistores atuais, produzindo dispositivos

mais rápidos e eficientes [205].

Junções Josephson podem ser usadas na produção de dispositivos supercondutores de

interferência quântica (SQUID - Superconducting Quantum Interference Device) [206, 207].

Esses materiais são apropriados para a detecção de pequenos campos magnéticos, pois va-

riações suaves de campo produzem variações mensuráveis de corrente. Esses dispositivos são

úteis em geologia, qúımica e medicina, por exemplo.

7.3 Supercondutores não convencionais

Materiais nos quais a supercondutividade é descrita pela teoria BCS são considerados con-

vencionais. Nesses casos, a “cola”, que mantém os pares portadores de corrente ligados, é a

interação entre os elétrons e os fônons da rede cristalina (conforme discutido no Apêndice D).

Em outros casos, a supercondutividade é denominada não convencional. Exemplos de ma-

teriais que apresentam uma fase supercondutora não convencional são férmions pesados,

cupratos, compostos baseados em ferro, camadas de nitretos e alguns compostos orgânicos

(ver Figura 7.1).

Há intensa investigação na literatura a respeito de quais caracteŕısticas desses materiais

são responsáveis pela presença de uma fase supercondutora. Sabe-se que os portadores de

carga também são pares de elétrons ligados, como no caso convencional, porém, não há con-

senso na literatura a respeito do mecanismo que mantém os pares ligados, nem sabe-se se

há um mecanismo comum a todos os supercondutores não convencionais. Um ponto interes-

sante, no entanto, é que esses materiais apresentam importantes semelhanças entre si, como

a presença de forte interação elétron-elétron e de instabilidades antiferromagnéticas, além de

apresentarem, em geral, estrutura cristalina bidimensional. Semelhanças entre o diagrama

de fase de cupratos e de compostos baseados em ferro podem ser vistas na Figura 7.2. Em

ambos os casos, a fase supercondutora é induzida por dopagem de elétrons ou buracos a
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partir de fases com ordenamento antiferromagnético. Além disso, a temperatura cŕıtica, que

delimita a fase supercondutora, apresenta um comportamento de domo (ou cúpula geodésica)

em função da dopagem.

Figura 7.2: Comparação entre o diagrama de fase de (a) cupratos e (b) de supercondu-
tores baseados em ferro. Em ambos os casos a supercondutividade (SC) é induzida por
dopagem com elétrons ou buracos a partir de fases com ordenamento magnético (fase anti-
ferromagnética, AFM, no caso de cupratos e fase de onda de densidade de spin, SDW, para
compostos de ferro). TN corresponde à temperatura de Néel, que limita as fases magnéticas,
e T ∗ corresponde à temperatura limite da fase pseudo-gap. Figura retirada de [208].

A principal dificuldade na formulação de teorias microscópicas para supercondutores não

convencionais é a presença de forte correlação eletrônica, que impede um tratamento per-

turbativo dos sistemas. Algumas tentativas de formulação de uma teoria comum a esses

materiais envolvem a presença de pontos cŕıticos quânticos dentro da fase supercondutora,

relacionados a ondas de densidade de spin [209], e flutuações antiferromagnéticas [210]. As

teorias não são, no entanto, amplamente aceitas pela comunidade cient́ıfica. Dificuldades

na busca por uma teoria para supercondutores fortemente interagentes, relacionadas à forte

interação Coulombiana local e à presença de acoplamentos de troca consideráveis, são discuti-

das por P. W. Anderson na referência [211], na qual ele afirma que o “segredo” do mecanismo

de pares é ainda desconhecido.

Para uma revisão geral de supercondutores não convencionais, sugerimos a referência [7].

A seguir, focaremos em cupratos, supercondutores de alta temperatura cŕıtica que motivaram

o trabalho apresentado no Caṕıtulo 9.

7.3.1 Cupratos - supercondutores de alta temperatura cŕıtica

Conforme citado anteriormente, supercondutividade em um material cerâmico foi observada

pela primeira vez em 1986 por J. G. Bednorz e K. A. Muller, em um composto contendo
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Tabela 7.1: Tipos de cupratos e respectivas temperaturas cŕıticas. Tabela retirada de [212].
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bário, lantânio, cobre e oxigênio [189]. Desde então, vários outros compostos supercondu-

tores baseados em óxidos de cobre têm sido descobertos e extensivamente estudados. Do

ponto de vista de aplicações, vários trabalhos têm sido realizados com o objetivo de au-

mentar a temperatura cŕıtica [213] e a quantidade de corrente que pode ser transportada

sem dissipação, a fim de construir dispositivos em escala comercial. Por outro lado, grande

esforço teórico e experimental tem sido realizado procurando compreender as bases f́ısicas

dos mecanismos responsáveis pela resistividade nula em tais materiais [214, 215]. Embora

não haja ainda uma teoria que explique os supercondutores não convencionais, equivalente à

teoria BCS, já se sabe muito a respeito das propriedades desses compostos, que apresentam,

além de supercondutividade, a competição entre diferentes fases da matéria com propriedades

peculiares.

Cupratos são associados a supercondutividade de alta temperatura cŕıtica porque apre-

sentam, em geral, supercondutividade a temperaturas superiores a 77.4 K, temperatura de

produção de nitrogênio ĺıquido. A substituição de hélio liquido por nitrogênio ĺıquido torna a

obtenção de supercondutividade mais barata e viável. Ainda assim, pesquisadores continuam

procurando materiais que apresentem supercondutividade a temperatura ambiente.

Na busca por compostos com temperaturas cŕıticas cada vez maiores, trabalhos experi-

mentais revelaram diferentes classes de cupratos. Alguns exemplos de cupratos com dopa-

gem do tipo buraco são La2−xMxCuO4 (LMCO), Y Ba2Cu3O6+x (YBCO) e os tipos Bi−,

T l− e Hg−, todos descritos pela fórmula geral AmM2Can−1CunOx, com A = Bi, T l,Hg e

M = Ba, Sr. O composto baseado em Nd, Nd2−xCexCuO4, é um exemplo de cuprato com

dopagem do tipo elétron. A Tabela 7.1 apresenta exemplos de cupratos com as respectivas

temperaturas cŕıticas. Essa temperatura varia de uma classe para outra; além disso, em um

dado composto, ela depende fortemente da concentração de dopantes. Os valores apresenta-

dos na Tabela 7.1 representam as temperaturas máximas correspondentes à dopagem ótima

a pressão atmosférica.

Embora apresentem diferentes classes, os cupratos possuem diversas propriedades em co-

mum. Eles se organizam em uma estrutura de multicamadas de CuO2 separadas por camadas

de outros átomos, como La, Ba, Y , Sr, Bi, etc (ver Figura 7.3.A). A supercondutividade

nesses compostos é um fenômeno quase bidimensional, que ocorre basicamente nas camadas

de CuO2 (Fig. 7.3.B), enquanto as camadas intermediárias funcionam como reservatórios de

carga.

Logo após a descoberta dos primeiros cupratos, percebeu-se que estes compartilham algu-

mas propriedades com supercondutores descritos pela teoria BCS. Experimentos em um anel

de YBCO submetido a campos magnéticos revelaram um comportamento de quantização de

fluxo, com quantum de h/2e, sendo h a constante de Planck e e a carga do elétron [217]. Esse

resultado indica que os portadores de carga em cupratos são pares de elétrons, semelhantes
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Figura 7.3: Figuras esquemáticas (A) da estrutura cristalina de diferentes cupratos e (B) do
plano de cobre (esferas grandes, em azul) e oxigênio (esferas pequenas, em vermelho). Figura
retirada de [216].

aos portadores descritos por BCS.3

Na mesma época, observou-se também diversas discrepâncias entre resultados experimen-

tais de cupratos e as previsões da teoria formulada por Bardeen, Cooper e Schrieffer. Uma

série de experimentos realizados na década de 90, comparando a fase de supercorrentes de cu-

pratos em diferentes direções do plano, indicou uma defasagem de π no parâmetro de ordem

supercondutor, quando computado em direções perpendiculares. Esse resultado indicou que

o parâmetro ordem da supercondutividade tem a forma ∆(kx, ky) = ∆0[cos(kxa)− cos(kya)],

caracteŕıstica de funções de onda com simetria d [218–220]. Concluiu-se, portanto, que a

parte orbital da função de onda eletrônica nos supercondutores de alta temperatura cŕıtica

apresenta momento orbital l = 2 (função de onda orbital com simetria do tipo d), ao invés

3Para entender esse resultado, devemos lembrar que, segundo o efeito Aharonov–Bohm, a função de onda
de portadores de carga que passam ao redor de um solenoide sofre uma mudança de fase δϕ causada pelo
campo magnético contido dentro do solenoide, dada por

δϕ =
qΦB2π

h
, (7.1)

sendo q a carga e ΦB o fluxo do campo magnético. Como a função de onda supercondutora é coerente em
todo o anel supercondutor, a alteração de fase deve ser dada por δϕ = 2πn, com n inteiro. Além disso,
segundo o experimento realizado por Gough et al. [217], o fluxo ΦB é dado por nh/2e. Substituindo as duas
condições na equação (7.1) temos

2πn =
q(nh/2e)2π

h
, (7.2)

o que indica que os portadores da supercorrente têm carga q = 2e.
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Figura 7.4: Figura esquemática do plano de cobre (vermelho) e oxigênio (azul) em cupratos.
(a) Em semi-preenchimento, os elétrons do orbital d do cobre formam um isolante de Mott
antiferromagnético; (b) o ordenamento é frustrado pelo acréscimo de novos portadores de
carga resultantes da dopagem.

de l = 0 (tipo s) observado em supercondutores convencionais.

Além disso, sabe-se que supercondutores convencionais apresentam o chamado efeito

isótopo, isto é, a temperatura cŕıtica depende da massa dos ı́ons que compõem a rede cris-

talina, pois a ligação entre os pares portadores de carga é mediada por fônons. Esse efeito

praticamente não é observado em supercondutores não convencionais [221], o que sugere que,

nesse caso, há um mecanismo diferente responsável pela formação dos pares.

As diferenças entre cupratos e supercondutores não convencionais não se limita à fase

supercondutora. A teoria BCS prevê uma fase normal metálica, pois a estabilidade da fase

supercondutora depende da existência de uma superf́ıcie de Fermi bem definida para T > Tc.

Isso não ocorre em cupratos. Medidas de resistividade, condutividade ótica, intensidade de

espalhamento Raman e coeficientes Hall, por exemplo, revelaram comportamentos anômalos

(não ĺıquido de Fermi) em cupratos para T > Tc [222]. As diferenças descritas acima sugerem

fortemente que a supercondutividade em compostos de óxido de cobre não podem ser descritos

pela teoria BCS.

Experimentos e trabalhos teóricos investigam as caracteŕısticas comuns aos cupratos a

fim de entender a f́ısica por trás do fenômeno. Tais materiais têm em comum o fato de

apresentarem forte interação elétron-elétron, sendo que a fase supercondutora é obtida por

dopagem de um isolante de Mott. Mais especificamente, os orbitais mais relevantes nas ca-

madas de CuO2 são os orbitais dx2−y2 do cobre e os orbitais pσ do oxigênio. Há, nesse caso,

um elétron desemparelhado em cada orbital d de cobre, formando assim uma rede quadrada

na fase isolante de Mott antiferromagnética, conforme representado esquematicamente na Fi-

gura 7.4(a). Aplicando-se dopagem (x), a fase antiferromagnética é destrúıda pela presença
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Figura 7.5: Figura esquemática do diagrama de fase de temperatura em função da dopagem
com buracos, comum aos cupratos. Há a competição entre diferentes fases da matéria. Figura
retirada de [225].

de novos portadores de carga [Figura 7.4(b)] e observa-se uma fase metálica paramagnética,

com supercondutividade abaixo de uma dada temperatura cŕıtica, Tc. Correlações antifer-

romagnéticas de curto alcance, no entanto, permanecem presentes e parecem relevantes no

mecanismo de supercondutividade.

A Figura 7.5 apresenta um esquema do diagrama de fase comum aos cupratos. Observa-

se que a temperatura cŕıtica apresenta uma forma de “domo” em função da densidade de

portadores. A quantidade de dopagem para a qual a temperatura é máxima é chamada

de dopagem ótima, xopt. Para x < xopt (underdoped region), esses materiais apresentam

propriedades f́ısicas anômalas abaixo de uma temperatura T ∗, com a presença de uma fase

pseudo-gap. Investiga-se ainda a existência de outras fases, como vidros de spin [223] e

ondas de densidade de carga [224]. Essas caracteŕısticas serão exploradas nas subseções

sobre observações experimentais e modelos para cupratos.

Apesar do intenso trabalho realizado pela comunidade cient́ıfica nos últimos 30 anos, ainda

não se sabe exatamente qual o mecanismo responsável pela formação de pares em cupratos.

Alguns autores sugerem que esse mecanismo é relacionado a interações antiferromagnéticas

e flutuações de spin [210,226,227]. Essa ideia se baseia no fato de que cupratos apresentam,

na fase supercondutora, um modo ressonante no espectro de spin, com energia que aumenta

com a dopagem x até a dopagem ótima e em seguida diminui, seguindo o comportamento

de domo de Tc em função de x. Não há, no entanto, um modelo microscópico que descreve

quantitativamente o mecanismo de pareamento. Além disso, a ideia apresenta problemas na
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região x < xopt, pois o estado-normal apresenta um pseudo-gap, enquanto excitações de spin

não possuem gap [228].

Não é apenas o mecanismo responsável pela supercondutividade que intriga os pesquisa-

dores. Mesmo o estado normal (não-supercondutor) desses materiais não é completamente

compreendido. Conforme mencionado anteriormente, há a competição entre diferentes fases

da matéria com propriedades não convencionais; estudos teóricos e experimentais procuram

entender como essas competições influenciam na supercondutividade de alta temperatura

cŕıtica. Em particular, a fase pseudo-gap atrai muita atenção da comunidade cient́ıfica; sua

explicação teórica permanece em aberto e inclui efeitos de correlação eletrônica, parâmetros

de ordem escondidos devido a vários fatores e precursores de pares [229]. Essa fase foi explo-

rada em nosso trabalho, apresentado no Caṕıtulo 9.

A literatura sobre cupratos é extremamente extensa; a seguir, descrevemos alguns tra-

balhos na área. Não nos propomos, no entanto, a fazer uma revisão da literatura, apenas

mencionamos as principais metodologias experimentais e métodos numéricos utilizados para

estudar esses materiais e apresentamos alguns exemplos de resultados importantes.

7.3.2 Observações experimentais

Figura 7.6: Espectro de tunelamento de Bi2Sr2CaCu2O8+x para diferentes temperaturas,
obtido por STM. Figura retirada de [230].

Do ponto de vista experimental, importantes informações sobre a estrutura eletrônica

de cupratos podem ser obtidas por técnicas de espectroscopia e microscopia. Microscopia

de tunelamento (STM, do inglês, scanning tunneling microscope), por exemplo, é capaz de
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detectar a densidade de estados local, ρ(ω), dos materiais, ρ(ω) =
∑

~kA(~k,ω), sendo A(~k, ω)

a função espectral. Experimentos realizados com essa técnica revelaram a presença de gaps

locais a temperaturas superiores à temperatura cŕıtica. Esse resultado era, a prinćıpio, ines-

perado, pois em supercondutores convencionais a fase supercondutora apresenta um gap que

se fecha quando T > Tc, já que a fase normal é um metal tradicional. A persistência do gap

em cupratos indica a presença da fase pseudo-gap no estado normal desses materiais. Isso

pode ser visto, por exemplo, na Figura 7.6, que apresenta o espectro de tunelamento (condu-

tividade obtida a partir da corrente que flui entre a ponta metálica e a amostra, em função da

voltagem aplicada entre elas) para diferentes temperaturas [230]. Nesse exemplo, realizado

em uma amostra de Bi2Sr2CaCu2O8+x na região em que x < xopt, os autores observaram a

persistência do gap para T > Tc = 83 K.

Figura 7.7: Topografia de Ca1.9Na0.1CuO2Cl2 obtida por STM. A Figura mostra um mapa
de condutância ao longo da amostra e revela a presença de ordenamento de carga, com uma
modulação de quatro células unitárias de CuO2. Figura retirada de [231].

Mais recentemente, outros experimentos utilizando STM têm revelado novas caracteŕısticas

da parte normal do diagrama de fase de cupratos, como a presença de ordenamento de

carga do tipo CDW (charge density wave). A Figura 7.7 representa uma topografia de

Ca2−xNaxCuO2Cl2 obtida por STM, com x = 0.1 e baixas temperaturas, e indica a pre-

sença de forte modulação espacial, com correlações espaciais de quatro células unitárias de

CuO2 [231], indicando a presença de ordenamento de carga.

Além de STM, microscopia de fotoemissão resolvida em ângulo (ARPES, angle-resolved

photoemission spectroscopy) é também uma das principais técnicas utilizadas no estudo de

supercondutores não convencionais, pois captura diretamente a função espectral A(~k, ω) do

material em torno do ńıvel de Fermi (ω ≈ 0) com resolução de momento, ~k, fornecendo

importantes informações sobre a competição e cooperação entre diferentes fases da matéria.

Resultados de ARPES [232,233] revelaram, por exemplo, que tanto a fase pseudo-gap quanto

o gap supercondutor apresentam grande anisotropia no espaço de momento. Um exemplo



Caṕıtulo 7 - Supercondutividade 94

de resultado pode ser visto na Figura 7.8, retirada da referência [233], que apresenta a

dependência do gap com relação ao momento (ângulo) em amostras de Bi2Sr2CaCu2O8+δ.

A figura apresenta a magnitude do gap em função do ângulo, ou momento (ver inset para

a correspondência entre ambos), para T = 14 K e três valores de dopagens, que geram

diferentes temperaturas cŕıticas Tc = 10, 83 e 87 K. Os autores observaram a presença de um

gap ao longo da linha M̄Y da zona de Brillouin, que se fecha na direção ΓY . O gap existe

tanto para T < Tc (gap supercondutor) quanto para T > Tc (pseudo-gap).

Figura 7.8: Dependência do gap com relação ao momento para temperatura fixa T = 14
K e três diferentes dopagens, que geram temperaturas cŕıticas Tc = 10, 83 e 87 K. O gap
é proporcional ao chamado leading edge shift, computado via ARPES. O inset apresenta a
correspondência entre ângulo e momento. Figura retirada de [233].

Outra representação da anisotropia do gap no espaço de momento na fase pseudo-gap,

obtida via ARPES, pode ser vista na Figura 7.9(b), que representa a função espectral A(~k, ω)

em função da energia (proporcional à frequência ω) para diferentes valores de momento. Fica

clara a presença de gap na região anti-nodal da zona de Brillouin, e a ausência de gap na

região nodal [ver Figura 7.9(a) para a definição das regiões no espaço de momento].

Resultados semelhantes podem ser vistos na Figura 7.10, que apresenta o peso espectral

em torno do ńıvel de Fermi em função do momento. O código de cores indica a intensidade

de A(~k, ω = 0) em função de kx e ky e observamos que, partindo de um isolante de Mott

(x = 0) e acrescentando dopagem, x, o (pseudo)gap permanece presente na região (π, 0), mas

há a formação de bandas de quase-part́ıculas que cruzam o ńıvel de Fermi na direção nodal

(0, 0)-(π, π). Isso significa que apenas uma parte da superf́ıcie de Fermi sobrevive, como um

arco em torno da região nodal.

Hoje sabe-se que o gap supercondutor segue a simetria de onda-d. O pseudo-gap apresenta

um comportamento ainda mais complicado, deixando regiões sem gap em seções da superf́ıcie
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Figura 7.9: Função espectral em função da energia para diferentes valores de momento ~k.
Medidas de ARPES para LaSrCuO (Tc = 30 K), obtidas a T = 49 K (T > Tc) evidenciam a
anisotropia do gap no espaço de momento. Figura retirada de [234].

de Fermi em torno dos nós, ~k = (±π/2,±π/2) [236]. Mais tarde essas regiões foram cha-

madas de arcos de Fermi e observou-se que o tamanho dos arcos evolui com a variação da

temperatura: é zero abaixo da temperatura cŕıtica e ocupa toda a superf́ıcie de Fermi quando

T > T ∗, sendo T ∗ >> Tc a temperatura abaixo da qual observa-se a fase pseudo-gap [237].

Outros resultados importantes podem ser observados por meio de experimentos de di-

fração de nêutrons, que fornecem medidas da magnetização com resolução local. Com esse

método é posśıvel observar, por exemplo, que, em um composto de La2xSrxCuO4 sem do-

pagem (x = 0), um elétron desemparelhado em cada átomo de cobre dos planos de CuO2 se

orienta com spin oposto aos spins dos elétrons dos átomos vizinhos (o composto encontra-se

na fase isolante de Mott antiferromagnética). À medida que dopa-se o material com Sr,

retira-se elétrons do plano de óxido de cobre (dopagem com buracos) e surgem, quando

T > Tc, estreitas tiras condutoras (stripes) com portadores de carga (buracos) livres que

coexistem com regiões isolantes de Mott [238,239].

É importante mencionar ainda que resultados experimentais recentes sugerem uma relação

entre a fase pseudo-gap e a topologia da superf́ıcie de Fermi. Tais resultados serviram de mo-

tivação direta para nosso trabalho, descrito no Caṕıtulo 9. Mais especificamente, resultados



Caṕıtulo 7 - Supercondutividade 96

Figura 7.10: Peso espectral em função do momento obtido em uma janela de ±10-meV em
torno da energia de Fermi para diferentes valores de dopagem em Ca2−xNaxCuO2Cl2. O
código de cores indica a intensidade de A(~k, ω ≈ 0), sendo que azul (preto, em preto e
branco) indica valores próximos de zero e marrom (branco, em preto e branco) corresponde a
intensidades superiores. Os dados foram obtidos a 15 K (as amostras com x = 0.10 e x = 0.12
possuem Tc = 13 e 22 K, respetivamente. Figura obtida via ARPES, retirada de [235].

de espectroscopia em monocamadas de Bi2Sr2CuO6−δ [240] e bicamadas de Bi2Sr2CaCu2O8+δ

[241,242] revelaram que a fase pseudo-gap termina abruptamente para dopagem p∗ no regime

overdoped (p > popt). Esse valor de dopagem coincide com plt, dopagem na qual ocorre a

transição de Lifshitz, que caracteriza a mudança da topologia da superf́ıcie de Fermi entre

uma superf́ıcie tipo buraco e uma superf́ıcie tipo elétron.4

Ambas as dopagens cŕıticas podem ser vistas na Figura 7.11, obtida por espectroscopia

Raman e retirada da referência [241]. Os ćırculos indicam a razão entre a intensidade Raman

integrada nas geometrias B1g e B2g, que exploram as regiões anti-nodais [em torno de ~k =

(±π, 0) e ~k = (0,±π)] e nodais [em torno de ~k = (±π/2,±π/2)], respectivamente. O pico

na razão entre as intensidades, indicado pela seta vertical, é relacionado a um aumento na

densidade de estados na região antinodal da zona de Brillouin. Os autores associam isso à

dopagem cŕıtica da transição de Lifshitz, plt (na referência [241], resultados experimentais

são comparados a resultados numéricos, que corroboram para a associação entre o pico na

razão B1g/B2g e a mudança na topologia da superf́ıcie de Fermi). As estrelas, por outro

lado, indicam a perda de peso espectral. Quando a perda se anula, o sistema atinge a

dopagem limite da fase pseudo-gap (PG), p∗. A coincidência entre as dopagens cŕıticas pode

ser observada na figura.

A relação entre dopagem limite da fase pseudo-gap e a transição de Lifshitz também

foi analisada na referência [243], na qual os autores utilizaram campos magnéticos a fim

de suprimir a fase supercondutora em diferentes compostos cupratos (LSCO representa

La2−xSrxCuO2, Nd-LSCO é uma abreviação para La1.6xNd0.4SrxCuO4 e finalmente Bi2201

4Mais detalhes sobre a topologia da superf́ıcie de Fermi são discutidos no Caṕıtulo 9. Esboços de superf́ıcie
do tipo elétron e do tipo buraco são representados na Figura 9.4.
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Figura 7.11: Evolução, em função da dopagem, da razão IB1g/IB2g das intensidades Raman
integradas em diferentes geometrias e da perda de peso espectral relacionada à fase pseudo-
gap. O pico na razão IB1g/IB2g coincide com a dopagem cŕıtica p∗ = 0.22 na qual o pseudo-gap
desaparece. O pico é uma consequência da transição de Lifshitz entre superf́ıcies de Fermi do
tipo buraco e do tipo elétron, que ocorre quando o potencial qúımico é tal que a superf́ıcie
de Fermi cruza uma singularidade de van Hove. Figura retirada de [241].

corresponde a Bi2+xSr2yCuO6+δ). Assim, p∗ foi definido por medidas de resistividade, en-

quanto medidas de ARPES forneceram os valores de plt. Embora as dopagens sejam diferen-

tes para diferentes compostos, para cada um deles temos p∗ ∼ plt, conforme indicado pela

figura 7.12.

As razões e implicações desta coincidência são ainda um assunto em aberto e serão dis-

cutidas em nosso trabalho, apresentado no Caṕıtulo 9.

7.3.3 Estudo de modelos para cupratos

No estudo de cupratos, a análise de modelos capazes de descrever a fase supercondutora e

sua relação com as fases isolante de Mott e pseudo-gap é de fundamental importância para

percebermos os ingredientes f́ısicos fundamentais comuns a cupratos supercondutores, nos

aproximando, assim, de uma compreensão mais completa do mecanismo responsável pelo

fenômeno.

Estudos realizados via Teoria do Funcional da Densidade revelam que as caracteŕısticas
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Figura 7.12: Dopagem limite para a fase pseudo-gap, p∗, em função da dopagem caracteŕıstica
da transição de Lifshitz, pFS (= plt) para diferentes compostos cupratos. Figura retirada
de [243].

mais importantes da estrutura eletrônica de cupratos são a grande hibridização entre os

orbitais O2p e Cu3d e uma forte repulsão Coulombiana local nos estados 3d do Cobre [244].

Devido à complexidade da descrição de sistemas de muitos corpos, a solução de modelos

que levam em conta múltiplas bandas é muito complicada. Logo após a descoberta dos

primeiros supercondutores de alta temperatura cŕıtica, P. W. Anderson sugeriu que o modelo

de Hubbard repulsivo de uma única banda com dopagem deveria ser suficiente para descrever

os ingredientes essenciais desses sistemas [245,246]. O Hamiltoniano de Hubbard é o modelo

mais simples capaz de descrever a competição entre a energia cinética e a energia de interação

elétron-elétron.

Apesar da simplicidade do modelo, ele só possui solução exata no caso unidimensional, via

ansatz de Bethe [181], e em dimensão infinita via Teoria de Campo Médio Dinâmico (DMFT,

dynamical mean field theory) [247]. No caso do modelo de Hubbard bidimensional, usado

para descrever os planos de CuO2 em cupratos, trabalhos teóricos recorrem a cálculos via

Monte Carlo Quântico [248–251] e extensões de cluster da DMFT [252,253], dentre as quais

destaca-se a Aproximação Dinâmica de Cluster (DCA, dynamical cluster approximation) e a

Teoria de Campo Médio Dinâmico Celular (CDMFT, cellular dynamical mean field theory),

esses métodos serão descritos no próximo caṕıtulo.

A Figura 7.13 apresenta uma comparação entre resultados obtidos com dois dos principais

métodos numéricos utilizados para descrever o modelo de Hubbard em uma rede quadrada,

Monte Carlo variacional (VMC, variational Monte Carlo) e Aproximação Dinâmica de Clus-

ter (DCA, dynamical cluster approximation, uma extensão de cluster da DMFT formulada



Caṕıtulo 7 - Supercondutividade 99

Figura 7.13: Comparações entre duas metodologias numéricas, Monte Carlo variacional
(VMC, variational Monte Carlo) e Aproximação Dinâmica de Cluster (DCA, dynamical
cluster approximation), para a descrição do modelo de Hubbard em uma rede quadrada. (a)
e (c) Probabilidade de dupla ocupação e (b) e (d) energia do estado fundamental, em função
da interação [(a) e (b)] e da dopagem [(c) e (d)]. Figura retirada de [254].

no espaço de momento). Os apinéis (a) e (b) indicam a probabilidade de dupla ocupação

por śıtio, D, e a energia do estado fundamental, E, em função da interação local, U , para

um sistema próximo de semi-preenchimento (dopagem de 5%). Fica clara a grande con-

cordância entre ambos os métodos, especialmente nos limites de U pequeno e U grande.

Para interação intermediária, há pequena diferença nos resultados entre as duas metodo-

logias, pois a interação cŕıtica, Uc, na qual ocorre a transição metal-isolante de Mott em

semi-preenchimento, é um pouco maior no cálculo via VMC (Uc = 5.8 ± 0.2 [255]) do que

via DCA (4.6± 0.4 [256, 257]). Nos painéis (c) e (d) vemos os mesmos observáveis, mas em

função da ocupação, para U = 7.0. Nesse caso, a concordância entre os métodos é ainda mais

evidente.

Estudos de cluster -DMFT para o modelo de Hubbard bidimensional descrevem apropria-

damente o estado normal dos cupratos, incluindo o isolante de Mott em semi-preenchimento

[258–260] e em função da dopagem [261], além de uma fase pseudo-gap induzida por do-

pagem [262, 263]. A Figura 7.14, por exemplo, apresenta um resultado numérico para a

densidade espectral no ńıvel de Fermi para diferentes valores de dopagem. Na região under-
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doped (dopagem inferior a 16%) é posśıvel observar o pseudo-gap nas regiões anti-nodais e a

presença dos arcos de Fermi, em concordância com resultados de ARPES (ver Figura 7.10);

para dopagens maiores, o sistema se encontra em uma fase metálica ĺıquido de Fermi e a

superf́ıcie de Fermi é definida em toda a zona de Brillouin.

Figura 7.14: Mapa de intensidade da função espectral A(~k, 0) para diferentes ńıveis de dopa-
gem. Resultados obtidos por cluster -DMFT para o modelo de Hubbard atrativo bidimensi-
onal, retirados de [263].

Como não se sabe ao certo o mecanismo f́ısico responsável pela supercondutividade, a des-

crição dessa fase não segue naturalmente de elementos fundamentais do Hamiltoniano; ainda

assim, é posśıvel incluir supercondutividade no modelo de Hubbard acrescentando “artifici-

almente” um termo de correlações de pares elétron-elétron com spins opostos, “emprestado”

do tratamento de campo médio do Hamiltoniano BCS (descrito no Apêndice D), porém com

simetria de onda-d. Mais detalhes sobre a inclusão da supercondutividade no modelo serão

apresentados na seção 8.4. Resultados obtidos com extensões não-locais da DMFT confirmam

que o modelo de Hubbard bidimensional suporta uma fase supercondutora [23–26].

7.3.4 Transição metal-isolante em sistemas bidimensionais

Conforme discutido na seção anterior, explorar modelos para cupratos é fundamental para

entendermos os mecanismos f́ısicos envolvidos no diagrama de fase desses materiais. Nesse

contexto, é relevante, além de incluir dopagem, explorar a transição metal-isolante de Mott

em redes quadradas, representativas dos planos de cobre e oxigênio em cupratos. Assim, na

presente seção, apresentamos contradições encontradas na literatura a respeito da presença

da transição no modelo de Hubbard bidimensional.

Sabe-se que, no caso de semi-preenchimento, o modelo de Hubbard bidimensional é um

isolante antiferromagnético [264, 265] com temperatura de Néel TN = 0 [266]. No caso

teórico, é conveniente impor-se uma solução paramagnética na solução de campo médio.

Dessa forma, é posśıvel analisar separadamente as contribuições de antiferromagnetismo e de

correlações eletrônicas no processo de localização das funções de onda. No contexto da solução

paramagnética do modelo de Hubbard, uma questão relevante é se, para duas dimensões e



Caṕıtulo 7 - Supercondutividade 101

U pequeno, há um gap no sistema, como no caso unidimensional [178] e conforme sugerido

por Anderson [267], ou se o sistema se torna um metal regular para U < Uc (isto é, se ocorre

uma transição isolante-metal de Mott), como no caso de dimensões maiores [247,268].

Essa questão foi abordada por vários grupos por meio de métodos de cluster, mas ainda

não foi completamente esclarecida. Nesses tratamentos, considera-se a solução paramagnética

do modelo de Hubbard, mas correlações antiferromagnéticas provenientes de superexchange

de Anderson5 são inclúıdas na extensão do cluster, via hopping. Enquanto alguns trabalhos

indicam a existência da transição metal-isolante, outros grupos afirmam que o gap persiste

até interações pequenas, de forma que o modelo bidimensional não suportaria uma transição

de Mott.

Dentre os trabalhos que defendem a existência de uma transição metal-isolante para um

valor finito de interação Uc, podemos citar as referências [259, 262], nas quais os autores

observaram que a inclusão de correlações de curto alcance não locais deslocam a transição

de Mott para valores menores de U , em comparação com o caso de single-site DMFT. Além

disso, os resultados indicaram a presença de uma fase intermediária entre um metal ĺıquido

de Fermi e um isolante de Mott, identificada como um metal incoerente [259] ou como uma

fase pseudo-gap [262].

Por outro lado, S. Moukouri e M. Jarrell [270] sugeriram que a inclusão de correlações

antiferromagnéticas de longo alcance podem destruir o comportamento ĺıquido de Fermi.

Mais especificamente, eles realizaram um estudo do modelo de Hubbard bidimensional via

DCA a temperatura finita e observaram que, à medida em que aumenta-se o tamanho do

cluster, a probabilidade de dupla ocupação diminui e um gap se abre na densidade de es-

tados local. Nesse caso, a largura do gap apresenta dois diferentes regimes: é linear com

U para acoplamento forte e exponencial no limite de U pequeno. Mais recentemente, T.

Schafer et al. [271] também observaram, por meio de uma descrição do modelo de Hubbard

bidimensional via dynamical vertex approximation (método diagramático que acessa o limite

termodinâmico), que a inclusão de flutuações antiferromagnéticas leva Uc a zero no regime

de baixas temperaturas.

A contradição entre as afirmações a respeito da existência ou não da transição de Mott

torna-se mais complicada porque a ausência de transição não foi observada apenas no contexto

de clusters extensos, que incluem correlações antiferromagnéticas de longo alcance. Outros

5O fenômeno de superexchange descreve a interação magnética entre elétrons de dois ı́ons magnéticos
quando esses encontram-se separados por um ı́on não magnético, como a interação de spins entre elétrons
de átomos de manganês separados por átomos de oxigênio em moléculas de Mn2O, por exemplo. Esse com-
portamento foi explicado por P. W. Anderson em 1959 [269], por meio de um modelo de elétrons fortemente
interagentes nos quais o hopping entre śıtios vizinhos é descrito por teoria de perturbação. Em um sistema
semi-preenchido com repulsão local forte (isolante de Mott), o hopping quebra a degenerescência de spin do
sistema: devido ao prinćıpio de exclusão de Pauli, “saltos virtuais” de elétrons são permitidos apenas quando
śıtios vizinhos são ocupados por elétrons de spins opostos. Isso gera uma interação de troca antiferromagnética
efetiva, mediada pelo hopping.



Caṕıtulo 7 - Supercondutividade 102

trabalhos que consideram a solução paramagnética do modelo de Hubbard, com flutuações

antiferromagnéticas de curto alcance, inclúıdas apenas na extensão do cluster (de 2 ou 4

śıtios), também relataram a persistência de um gap mesmo para interações muito pequenas.

Tudor D. Stanescu et al. [272], por exemplo, observaram, por meio de um estudo do modelo

de Hubbard via CDMFT, que a fase pseudo-gap é obtida independentemente de ordenamento

antiferromagnético de longo alcance, pois é encontrada mesmo quando impõe-se uma solução

paramagnética para o modelo. Os autores afirmam que, no caso de semi-preenchimento e

sem frustração (isto é, sem hopping entre segundos vizinhos), o modelo de Hubbard bidimen-

sional apresenta um pseudo-gap mesmo para U muito pequeno, sugerindo a ausência de uma

transição metal-isolante para U finito. Em outro trabalho, T. D. Stanescu e P. Phillips [273]

chegaram a uma conclusão semelhante por meio de um método não perturbativo, sugerindo

que o modelo de Hubbard bidimensional tem comportamento semelhante ao caso unidimen-

sional. O. Parcollet et al. [258] também estudaram a solução paramagnética do modelo de

Hubbard bidimensional via CDMFT (com solução do cluster via Monte Carlo Quântico) e só

observaram a presença de transição metal-isolante no caso em que a frustração6 (produzida

pela presença de hopping além de śıtios primeiros vizinhos) é suficientemente grande.

No nosso trabalho, apresentado no Caṕıtulo 9, estudamos o modelo de Hubbard bidimen-

sional por uma extensão de cluster da DMFT e contribúımos para o esclarecimento a respeito

dessas contradições.

6A presença de hopping t′ entre segundos vizinhos, no cluster de 4 śıtios apresentado na Figura 8.3, gera
uma frustração geométrica do ordenamento antiferromagnético dentro do cluster.



Caṕıtulo 8

Metodologia: Teoria de Campo Médio

Dinâmico Celular

O presente caṕıtulo tem como objetivo apresentar uma breve descrição do método numérico

utilizado para tratar sistemas fortemente interagentes, incluindo supercondutores de alta tem-

peratura cŕıtica, a Teoria de Campo Médio Dinâmico Celular (CDMFT, cellular dynamical

mean field theory). Para uma descrição mais detalhada, sugerimos a leitura da tese do pro-

fessor Marcello Civelli [23], supervisor do estágio sandúıche1 durante o qual desenvolvemos o

trabalho descrito nesta parte da tese.

8.1 Ponto de partida: DMFT

Grande progresso na descrição de sistemas fortemente correlacionados foi obtido por meio

da Teoria de Campo Médio Dinâmico (DMFT, dynamical mean field theory), proposta em

1992 por A. Georges e G. Kotliar [247]. Na teoria, um modelo de uma rede de elétrons

interagentes é mapeado em um modelo de uma impureza envolvida por um banho de elétrons

livres, determinado de forma auto-consistente.

A fim de apresentar a teoria, consideremos o modelo de Hubbard [já apresentado na

equação (3.1)] em uma rede d-dimensional:

Hhub = −
∑
ijσ

tij(c
†
iσcjσ + c†jσciσ) + U

∑
i

ni↑ni↓ − µ
∑
iσ

niσ, (8.1)

sendo c†iσ e ciσ operadores de criação e aniquilação de elétrons no śıtio i, com spin σ, e

niσ = c†iσciσ o operador número. tij representa a amplitude de hopping entre os śıtios i e j, µ

corresponde ao potencial qúımico, que controla a ocupação da rede, e U representa a interação

1O estágio foi realizado em Orsay, França, no Laboratoire de Physique des Solides, Université Paris-Sud,
de setembro de 2016 a março de 2017, com recursos da FAPEMIG.
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entre elétrons que ocupam o mesmo śıtio. Esse modelo descreve a competição entre a energia

cinética do sistema, representada pelo termo de hopping, e a energia de interação elétron-

elétron, que desfavorece dupla ocupação e portanto tende a localizar o sistema. Apesar de

sua relativa simplicidade, o modelo de Hubbard só apresenta solução exata no caso d = 1,

via ansatz de Bethe [181]. Em casos de maiores dimensões recorremos à DMFT, que se torna

exata no limite oposto, isto é, numero de primeiros vizinhos na rede tendendo a infinito.

Na solução via DMFT, mapeamos a rede em um modelo de uma única impureza intera-

gente, enquanto o efeito dos demais śıtios é descrito por um banho efetivo de elétrons não

interagentes. A vantagem do mapeamento é que há, na literatura, diversos métodos apropri-

ados para tratar o problema de uma impureza, como Hartree-Fock, bósons escravos, Monte

Carlo quântico, Grupo de Renormalização numérico, teoria de perturbação e diagonalização

exata.

Ao contrário de um campo médio clássico, a DMFT descreve a dependência temporal do

sistema, isto é, considera a troca de part́ıculas entre a impureza e o banho. Os parâmetros

do banho são determinados de forma iterativa por meio de equações auto-consistentes que

relacionam a função de Green da impureza à função de Green local do modelo original. O

mapeamento dinâmico do modelo da rede no problema de uma impureza pode ser visto na

Figura 8.1.

Figura 8.1: Mapeamento e evolução temporal da DMFT. Olhamos para um único śıtio,
que pode ser visto como um átomo ou uma impureza, enquanto os demais śıtios formam
um banho de elétrons livres que interage com o átomo, podendo ganhar ou ceder elétrons.
A interação elétron-elétron está presente quando dois elétrons ocupam a impureza. Figura
retirada de [274].

O problema de uma impureza pode ser descrito pelo modelo de Anderson

HAIM =
∑
~kσ

ε~ka
†
~kσ
a~kσ +

∑
iσ

Vi

(
a†iσcσ + c†σaiσ

)
+ εc

∑
σ

c†σcσ + Uc†↑c↑c
†
↓c↓, (8.2)

sendo que os elétrons tipo c são localizados (elétrons no śıtio da impureza) e os elétrons tipo



Caṕıtulo 8 - Metodologia: Teoria de Campo Médio Dinâmico Celular 105

a são delocalizados (elétrons de condução). O primeiro termo corresponde à energia cinética

dos elétrons de condução; o segundo representa a hibridização entre os dois tipos de estados,

sendo Vi o potencial de hibridização; o terceiro representa a energia dos elétrons localizados

e o último termo representa a interação Coulombiana local entre os elétrons tipo c.

Na análise do modelo de uma impureza, cuja solução será descrita na subseção 8.2.1,

fornecemos um “chute” inicial para a função de Weiss

G0(iωn) = [iωn + µ− ε0 −∆(iωn)]−1, (8.3)

sendo ∆(iωn) =
∑

l
|Vl|2
iωn−ε̃l

a “função banho” (ε̃l representa a transformada de Fourier da

dispersão ε~k e iωn são frequências de Matsubara, definidas no eixo imaginário a partir de

uma “temperatura efetiva” do sistema, conforme descrito mais adiante), e obtemos a função

de Green interagente do problema auxiliar de uma impureza

Gimp(iωn) =
1

G−1
0 (iωn)− Σimp(iωn)

, (8.4)

sendo Σimp(iωn) a auto-energia, proporcional à interação U .

Na DMFT, assumimos que a auto-energia da rede de Hubbard é local (tal aproximação

torna-se exata no limite d → ∞ [275]) e igual à auto-energia do problema auxiliar de uma

impureza, isto é

Σ(~k, iωn) = Σimp(iωn). (8.5)

Assim, podemos calcular a função de Green local da rede,

G(iωn) =
∑
~k

G(~k, iωn) =
∑
~k

1

iωn + µ+ ε0 − ε~k − Σimp(iωn)
. (8.6)

Igualando a função de Green local da rede de Hubbard à função de Green da impureza de

Anderson, G(iω) = Gimp(iωn), podemos reobter o campo de Weiss por meio da equação de

Dyson,

G−1
0 (iωn) = G−1(iωn) + Σimp(iωn). (8.7)

Essa função pode ser usada como novo “chute” para calcular uma nova solução para o pro-

blema de uma impureza. Repetimos o processo até a convergência de G0(iωn).

A DMFT descreve satisfatoriamente várias propriedades de sistemas fortemente correla-

cionados, como por exemplo a transição metal-isolante de Mott.2 O mapeamento da DMFT

mantém as flutuações dinâmicas, mas é um tratamento local, ou seja, não descreve flutuações

espaciais. Fases como supercondutores de onda-d, presentes em cupratos, e transições metal-

2Mais detalhes a respeito da metodologia e de motivações experimentais podem ser encontrados na minha
dissertação de mestrado [33].
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isolante de alguns compostos, como o Ti2O3 [276], não são satisfatoriamente descritas por

DMFT, pois nesses casos efeitos não locais são mais relevantes. É posśıvel estender a DMFT

para incluir correlações não locais, substituindo o mapeamento em um único śıtio por um

mapeamento em um cluster de Nc śıtios com um dado arranjo espacial [252], como descrito

na próxima seção.

8.2 Extensão não local: CDMFT

A extensão de cluster da DMFT pode ser formulada de diferentes maneiras, sendo que as

principais são a Aproximação Dinâmica de Cluster (DCA, do inglês dynamic cluster approxi-

mation) [277] e a Teoria de Campo Médio Dinâmico Celular (CDMFT, cellular DMFT) [278].

No primeiro método, o cluster é constrúıdo no espaço de momento, o que preserva a sime-

tria translacional da rede original, porém produz maior dependência dos resultados com o

tamanho do cluster. No segundo método, por outro lado, o cluster é definido no espaço

real. Isso quebra a simetria translacional da rede, já que os śıtios na extremidade do cluster

possuem condições abertas de contorno, mas permite a avaliação de quantidades internas ao

cluster sem a necessidade de uma média sobre momento, resultando em uma descrição satis-

fatória mesmo com clusters pequenos, com apenas 4 śıtios, por exemplo [279]. Na CDMFT, a

invariância translacional da rede original é recuperada apenas no final do cálculo, após a con-

vergência, por meio de processos de periodização, conforme explicado mais adiante. As duas

formulações citadas acima apresentam resultados semelhantes e possuem vantagens e desvan-

tagens para diferentes regimes. Sugerimos as referências [280,281] para uma discussão acerca

da eficiência das diferentes extensões de cluster da DMFT. No presente trabalho utilizamos

a CDMFT, cujos detalhes estão descritos a seguir.

A principal diferença entre DMFT e CDMFT é que, no segundo caso, a função de Weiss

G0,ijσ(iωn) (i e j indicam coordenadas dentro do cluster) é uma matriz de dimensão Nc×Nc,

que inclui as relações entre os Nc śıtios do cluster.

Ao mapearmos a rede em um cluster de impurezas, substitúımos o modelo de Anderson

de uma impureza [equação (8.2)] por um Hamiltoniano que descreve um conjunto de śıtios

interagentes embebidos em um banho não interagente

Hcluster
AIM =

Nc∑
ij

∑
σ

Eijσc
†
iσcjσ + U

Nc∑
i

c†i↑ci↑c
†
i↓ci↓ +

∑
~k

∑
σ

ε~kσa
†
~kσ
a~kσ

+

Nb∑
l

Nc∑
iσ

(
Vliσa

†
lσciσ + V ∗liσc

†
iσalσ

)
. (8.8)

Acima, usamos a mesma notação da equação (8.2), isto é, c†iσ cria um elétron com spin σ
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no śıtio i do cluster interagente, enquanto o operador a†lσ cria um elétron com mesmo spin,

no śıtio l do banho. A matriz Eijσ contém os parâmetros de hopping e potencial qúımico

do modelo original (no caso do modelo de Hubbard com hopping entre primeiros vizinhos,

Eijσ possui o potencial qúımico na diagonal e -t para |i − j| = 1). A dispersão do banho,

ε~kσ, e a hibridização entre cluster e banho, Vliσ, são determinados de forma auto-consistente.

Uma representação esquemática do mapeamento da rede original em um cluster de impurezas

embebido em um banho determinado de forma auto-consistente pode ser vista na Figura 8.2.

Figura 8.2: Mapeamente entre a rede original e um cluster de impurezas interagentes, re-
alizado em CDMFT. No modelo auxiliar, o cluster é embebido por um banho de elétrons
interagentes determinado por um processo auto-consistente. Figura retirada de [23].

A função de Green e a auto-energia do cluster são agora representadas por matrizes

Nc × Nc. No mapeamento entre a rede e o cluster, usamos a mesma ideia de DMFT, mas

consideramos uma “super-rede”, na qual cada “śıtio” é dado por uma estrutura com a ge-

ometria do cluster considerado. Para encontrarmos a solução, “chutamos” um valor inicial

para G−1
0,jiσ(iωn) e resolvemos o problema do cluster de impurezas, obtendo Σ̂(iωn), como será

descrito adiante. Em seguida, assumimos novamente que a auto-energia da rede é “local”,

isto é, restrita ao cluster (dessa forma levamos em conta interações de curto alcance, dentro

da extensão do cluster). A função de Green “local” da rede é obtida por meio de um so-

matório sobre a zona de Brillouin reduzida (ZBR) pela partição da rede original em clusters

de Nc śıtios

Ĝloc(iωn) =
∑
~K

Ĝ( ~K, iωn) =

∫
ZBR

1

(iωn + µ)11− t̂K − Σ̂(iωn)

dKd

(2π)d/Nc

, (8.9)
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sendo que ~K descreve o vetor momento no espaço rećıproco da “super-rede”. As entradas da

matriz t̂ ~K , tij( ~K) = 1
Nc

∑
~k e

~k+ ~K (̇~ri−~rj)ε~k+ ~K , são funções da dispersão εk da rede quadrada.

A relação de auto-consistência é fechada considerando-se que a função de Green “local”

da rede é igual à função de Green obtida para o cluster ; assim calculamos uma nova função

de Weiss pela relação

G−1
0,jiσ(iωn) = G−1

loc,ijσ(iωn) + Σij(iωn). (8.10)

A função G−1
0,jiσ(iωn) é usada como nova entrada para o problema do cluster de impurezas.

Repetimos o procedimento até a convergência.

8.2.1 Processo iterativo da DMFT com a solução do cluster de

impurezas via diagonalização exata

O modelo de Anderson de uma impureza foi originalmente introduzido para descrever mo-

mentos magnéticos locais gerados por impurezas magnéticas em metais não magnéticos [37];

desde então foi extensivamente estudado na literatura. Alguns métodos utilizados para resol-

ver esse problema são diagonalização exata, grupo de renormalização numérico, Hartree-Fock,

Monte Carlo quântico e teoria de perturbação.

Neste trabalho resolvemos o cluster de impurezas de Anderson, descrito pela equação (8.8),

por diagonalização exata (DE). Dentre as vantagens desse método, podemos citar a precisão

na determinação das propriedades do estado fundamental, a facilidade de acesso a quantidades

tanto no eixo real quanto no eixo imaginário (continuação anaĺıtica trivial) e a possibilidade

de solução do sistema para qualquer regime de interação U (o limite de U grande, por exem-

plo, não é bem descrito por Monte Carlo quântico). A desvantagem do método, no entanto,

é a limitação do tamanho do cluster que pode ser descrito. Além disso, a maior simplificação

da descrição do Hamiltoniano 8.8 via diagonalização exata é que o banho é truncado em um

número finito de orbitais. Na prática, diagonalizamos um sistema finito de Ns = Nc + Nb

śıtios, sendo Nb o número de śıtios no banho. A truncagem do modelo efetivo de Anderson

é uma limitação da solução via diagonalização exata e não implica na truncagem do modelo

original da rede, que permanece no limite termodinâmico.

Em geral, ao longo deste trabalho utilizamos Nc = 4 (a Fig. 8.3 representa um esboço

do cluster utilizado no presente trabalho) e Nb = 8. Esse tamanho de cluster é a escolha

mı́nima capaz de descrever a geometria de supercondutores de onda-d. A escolha de Nb como

um múltiplo inteiro de Nc é conveniente para uma parametrização do banho mais eficiente,

conforme descrito mais adiante. O sistema efetivo de Ns = 12 śıtios é diagonalizado usando

o algoritmo de Lanczos (ver Apêndice E). O processo auto-consistente de DE-CDMFT é

realizado conforme descrito a seguir.

1. Inicialmente, partimos de um chute inicial dos parâmetros εl e Vliσ utilizados para
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Figura 8.3: Esboço do cluster de Nc = 4 śıtios utilizado neste trabalho. Os números indicam
os ı́ndices dos śıtios; t e t′ correspondem às amplitudes de hopping entre primeiros e segundos
vizinhos, respectivamente.

definir a função de Weiss

GNb
0 (iωn) = [iωn + µ− ε0 −

Nb∑
l

|Vliσ|2

iωn − εl
]−1 (8.11)

que a impureza vê. Note que, na solução do problema do cluster via DE, a função de

Weiss é “simplificada”, pois a função banho é projetada em um número finito de śıtios,

Nb.

2. Dado o chute inicial para o banho, obtemos o estado fundamental |gs〉 do Hamiltoniano

efetivo de Anderson via Lanczos (método descrito no Apêndice E). O procedimento

torna-se mais eficiente quando exploramos a simetria do sistema. O espaço de Hilbert

do Hamiltoniano é dado pelo conjunto de estados |n↑1, ...n
↑
Ns
〉|n↓1, ...n

↓
Ns
〉, sendo nσi =

0, 1. Na prática, escrevemos o Hamiltoniano na forma de uma matriz bloco diagonal e

diagonalizamos separadamente cada setor (n↑, n↓), onde nσ =
∑

i n
σ
i .

3. Para o cálculo da função de Green do estado fundamental, utilizamos o processo de

diagonalização via Lanczos uma segunda vez, empregando c†|gs〉 como estado inicial,

sendo |gs〉 o estado fundamental do Hamiltoniano [estado de menor energia entre todos

os setores (n↑, n↓)]. A função de Green é calculada a partir de uma expansão das

excitações de part́ıcula (G>) e de buraco (G<)

G(ω) = G>(ω) +G<(ω), (8.12)

sendo

G>(ω) =
〈gs|cc†|gs〉

ω − a>0 −
b>1

ω−a>1 −
b>2

ω−a>2 −...

(8.13)
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e

G<(ω) =
〈gs|c†c|gs〉

ω − a<0 −
b<1

ω−a<1 −
b<2

ω−a<2 −...

. (8.14)

Os parâmetros aαi e bαi , α =>,<, estão definidos no Apêndice E.

4. De posse da função de Green do cluster, podemos obter a função de Green “local”

do problema original da rede (limite termodinâmico), por meio da equação (8.9), e

encontrar então uma nova função de Weiss, Gnova0 (ωn), pela equação (8.10). A função

de Weiss obtida neste passo é, no entanto, referente a uma rede calculada no limite

termodinâmico e não pode ser diretamente aplicada ao problema auxiliar de uma im-

pureza. É preciso projetá-la novamente no subespaço de Nb śıtios. Este é o passo mais

complicado da implementação do cálculo iterativo CDMFT com solução do problema

de uma impureza via DE. Essa projeção é realizada definindo-se a função distância

f =
∑
n

1

ωn
|GNb

0 (iωn)−1 − Gnova −1
0 (iωn)| (8.15)

e procurando os novos valores de εl e Vliσ que a minimizam [note que a função GNb
0 (iωn)

depende de εl e Vliσ através da equação (8.11)]. Há mais de uma escolha posśıvel para

a definição da distância entre as funções de Weiss. A escolha apresentada acima, usada

ao longo deste trabalho, favorece a descrição de baixas energias [23].

5. Retornamos ao item 2 e repetimos o procedimento até a convergência de Gnova0 (iωn).

Acrescentamos que a análise da função distância para a determinação dos novos parâmetros

do banho ao longo do cálculo iterativo auto-consistente é feita no eixo imaginário, pois a

função de Weiss é mais suave nesse caso. Para isso, introduzimos uma temperatura efetiva

Teff = 1/β para a definição das frequências de Matsubara, ωn = (2n− 1)π/β; essa tempera-

tura define uma frequência mı́nima para o sistema, mas não deve ser interpretada como uma

temperatura f́ısica real; o cálculo é feito a T = 0.

Conforme comentado acima, a determinação dos novos parâmetros do banho é o ponto

mais delicado do cálculo iterativo auto-consistente. É importante encontrar uma boa com-

binação entre convergência CDMFT e um valor pequeno para a função distância. Há o risco,

por exemplo, de ficarmos presos em um mı́nimo local da função f que satisfaz com alguma

precisão as equações da CDMFT, mas não tem significado f́ısico.

A fim de conduzir a solução para parâmetros do banho com significado f́ısico, introduzi-

mos uma parametrização reduzida que explora as simetrias da rede quadrada. Além disso,

reduzindo o número de parâmetros livres no banho, otimizamos a rotina de minimização da

função distância, produzindo resultados mais rápidos e mais fáceis de serem interpretados.

Essa parametrização alternativa é discutida em detalhes a seguir.
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8.2.2 Parametrização reduzida do banho

A prinćıpio, na descrição do problema auxiliar de uma impureza (Hamiltoniano 8.8), o banho

é considerado através da expressão

Nb∑
l

∑
σ

εlσa
†
lσalσ +

Nb∑
l

Nc∑
iσ

(Vliσa
†
lσciσ + V ∗liσc

†
iσalσ), (8.16)

na qual cada śıtio do cluster (i = 1, ..., Nc) pode hibridizar, com diferentes amplitudes Vliσ,

com todos os śıtios do banho, l = 1, ..., Nb, que apresentam diferentes energias εl. Assim,

temos 2 ∗Nc ∗Nb parâmetros livres Vilσ de hibridização e 2 ∗Nb energias locais nos śıtios do

banho (a multiplicação por 2 se deve aos graus de liberdade de spin e pode ser suprimida no

caso de cálculos na fase paramagnética). No caso de Nc = 4 e Nb = 8, por exemplo, temos

que minimizar a distância entre funções de Weiss utilizando 80 parâmetros livres.

Alternativamente, podemos considerar uma parametrização diferente, na qual dividimos

os śıtios do banho em conjuntos com a mesma geometria do cluster. Para o caso de Nb = 8

temos Mb = Nb/Nc = 2 sub-banhos. Considerando simetria de translação dentro de cada

sub-banho, impomos a mesma energia εα para todos os śıtios, sendo que o ı́ndice α = 1, ...,Mb

indica o sub-banho. Além disso, consideramos que um elétron em um śıtio do cluster hibridiza

apenas com o śıtio correspondente em cada sub-banho, com uma amplitude que não depende

do śıtio, mas apenas de α, isto é, Vliσ = δl,iVασ. Além disso, permitimos o hopping entre

śıtios primeiros e segundos vizinhos dentro dos sub-banhos, com amplitudes tα e t′α. Nessa

parametrização alternativa, temos apenas 2 ∗ 4 ∗Mb parâmetros livres (16 parâmetros, no

caso Nc = 4, Nb = 8). Uma representação esquemática de ambas as parametrizações pode

ser vista na Figura 8.4

Na prática, temos o banho descrito por

Mb∑
α=1

∑
σ

(φ†ασÊασφασ + φ†ασV̂ασψσ + ψ†σV̂
†
ασφασ), (8.17)

sendo que introduzimos notações de spinor para o cluster

ψσ = (c1σ, ..., cNcσ) (8.18)

e para cada sub-banho α

φασ = (aα1σ, ..., a
α
Ncσ). (8.19)

No caso mais geral, com parametrização livre, as matrizes Ê e V̂ apresentam as formas
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(a) Parametrização livre

banho =1 banho =2

(b) Parametrização reduzida

banho =1 banho =2

Figura 8.4: (a) Parametrização livre e (b) parametrização alternativa para o banho que
envolve o cluster de impurezas no cálculo CDMFT. Em ambos os casos, o conjunto de śıtios
do meio (em preto) corresponde ao cluster interagente, enquanto os conjuntos da esquerda
e direita (em vermelho) representam os śıtios do bano, sem repulsão eletrônica local. Os
ı́ndices α = a e b indicam os dois diferentes sub-banhos. Figura retirada de [23].
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Êασ =


εα1σ 0 0 0

0 εα2σ 0 0

0 0 εα3σ 0

0 0 0 εα4σ

 (8.20)

e

V̂ασ =


V α

11σ V α
12σ V α

13σ V α
14σ

V α
21σ V α

22σ V α
23σ V α

24σ

V α
31σ V α

32σ V α
33σ V α

34σ

V α
41σ V α

42σ V α
43σ V α

44σ

 , (8.21)

enquanto que na parametrização alternativa temos

Ê ′ασ =


εασ tασ t′ασ tασ

tασ εασ tασ t′ασ

t′ασ tασ εασ tασ

tασ t′ασ tασ εασ

 (8.22)

e

V̂ ′ασ =


V α
σ 0 0 0

0 V α
σ 0 0

0 0 V α
σ 0

0 0 0 V α
σ

 . (8.23)

É importante notar que a função banho,

∆(iω) = V T (iω11− E)−1 V, (8.24)

deve se manter invariante, independentemente da escolha de parametrização. Para passarmos

da parametrização livre para a parametrização alternativa, devemos procurar a transformação

S (SST = 11) que diagonaliza E ′ασ, isto é, Eασ = SE ′ασS
T e Vα,σ = STV ′ασ.

8.3 Sáıdas do cálculo CDMFT

8.3.1 Quantidades “locais”

Após a convergência do cálculo numérico, obtemos quantidades “locais” do problema original,

isto é, restritas a “śıtios” da “super-rede” com a geometria do cluster, conforme discutido

no inicio da seção 8.2. No caso de um cluster de Nc = 4 śıtios (Fig. 8.3), obtemos três
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auto-energias: a auto-energia local, Σ11(ω); a auto-energia entre primeiros vizinhos, Σ12(ω),

e a auto-energia entre segundos vizinhos, Σ13(ω). Alternativamente, podemos considerar a

auto-energia em três pontos de momento no primeiro quadrante da zona de Brillouin

ΣA = Σ11 − Σ13,

ΣB = Σ11 − 2Σ12 + Σ13,

ΣC = Σ11 + Σ13 + Σ13, (8.25)

sendo que A corresponde aos pontos ~k = (0, π) e ~k = (π, 0) (pontos anti-nodais); B corres-

ponde a ~k = (π, π) e C a ~k = (0, 0) no espaço de momento (conforme apresentado na Fig. F.1,

no Apêndice F). Essas funções correspondem aos auto-valores da matriz auto-energia do clus-

ter Σij; nessa representação, Σ respeita causalidade, isto é, a parte imaginária da auto-energia

é sempre negativa. Em geral, as estruturas mais relevantes em baixas energias encontram-se

em torno dos pontos anti-nodais ~k = (0, π) e ~k = (π, 0); é nesse ponto que encontramos,

na fase supercondutora, uma auto-energia anômala não nula, devido à simetria de onda-d,

conforme discutido mais adiante.

Observáveis no eixo real podem ser calculados a partir de quantidades no eixo imaginário

por meio de uma continuação anaĺıtica, na qual substitúımos iωn por ω + iη. Testes sis-

temáticos revelam que os resultados qualitativos não dependem de η, desde que esse seja

suficientemente pequeno. Nos resultados apresentados no Caṕıtulo 9 utilizamos η = 0.05.

8.3.2 Reconstrução de quantidades da rede

Conforme discutido acima, quantidades “locais” (restritas ao cluster) fornecem resultados

para três pontos de alta-simetria no espaço de momento [~k = (0, π), ~k = (π, π) e ~k = (0, 0)].

É interessante, no entanto, recuperarmos a dependência dos observáveis com o momento, ~k,

em toda a zona de Brillouin. Para isso, realizamos uma expansão de Fourier das quantidades

“locais”, isto é,

QR(~k, iωn) =
1

Nc

Nc∑
i,j=1

Qc
ij(iωn)exp[i~k · (~ri − ~rj)], (8.26)

sendo que os ı́ndices R e c indicam quantidades da rede como um todo e quantidades “lo-

cais”, respectivamente, e ~ri e ~rj são coordenadas espaciais internas ao “super-śıtio” com a

geometria do cluster. Diferentes esquemas de periodização, correspondentes a diferentes es-

colhas da quantidade Q, foram propostos, tais como a auto-energia, Σ [24], o cumulante,

M = [iωn + µ− Σ]−1 [272,282], e a função de Green, G [25,283]. Comparações entre resulta-

dos obtidos por meio desses diferentes esquemas de periodização podem ser encontradas na
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referência [23]; sabe-se que a escolha Q = M produz melhores resultados nas proximidades da

transição de Mott, além de apresentar menor dependência com o tamanho do cluster [279];

essa é a periodização que usamos neste trabalho.

No caso Q = M (periodização do cumulante), a função de Green e a auto-energia da rede

podem ser obtidas por meio das expressões abaixo

GR(~k, iωn) =
[
MR(~k, iωn)−1 − ε(~k)

]−1

(8.27)

e

ΣR(~k, iωn) = iωn + µ−MR(~k, iωn)−1. (8.28)

Esse foi o processo realizado para a obtenção dos resultados apresentados na Figura 9.8,

por exemplo.

8.3.3 Energia

Algumas vezes é conveniente calcular, além de quantidades dependentes da frequência e do

momento, a energia do estado fundamental. A energia da rede deve ser obtida a partir

da função de Green do modelo original, calculada pelo método de periodização descrito

anteriormente.

Para o modelo de Hubbard, a energia total E = K + D U do sistema é dada pela

soma da energia potencial de interação elétron-elétron, D U , sendo D = 1
L

∑L
i=1〈ni↑ni↓〉

a probabilidade de dupla ocupação ao longo da rede de L śıtios, e da energia cinética do

sistema, [284]

K =
1

Nkβ

∑
σ,~k,n

ξ~kG(~k, iωn), (8.29)

sendo ξ~k = −2t(cos kx + cos ky)− 4t′ cos kx cos ky−µ a dispersão eletrônica da rede quadrada

com hopping entre primeiros (t) e segundos vizinhos (t′), Nk o número de pontos no espaço

de momento e β o inverso da temperatura efetiva (usada para definir o grid de Masturbara

na implementação DE-CDMFT). No caso de uma solução paramagnética, a soma em spin

corresponde a um fator 2. A soma em frequências de Matsubara, por outro lado, é mais

complicada e deve ser feita cuidadosamente, a fim de considerar corretamente a “cauda” da

função de Green para grandes frequências [285].

8.4 Incluindo supercondutividade

Nas seções anteriores, descrevemos o estudo da fase normal do Hamiltoniano de Hubbard.

Algumas modificações são necessárias para a descrição da fase supercondutora.
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Conforme descrito no Apêndice D, em supercondutores convencionais, descritos pela teoria

BCS, há a formação de pares de elétrons, que permanecem ligados devido às interações com

fônons da rede. A fase supercondutora em materiais fortemente correlacionados apresenta

propriedades diferentes daquelas previstas pela teoria BCS. Também ocorre a formação de

pares nesses materiais, conforme revisado no Caṕıtulo 7, porém a “cola” que mantém os

elétrons ligados não é relacionada a vibrações da rede cristalina.

Como o mecanismo responsável pela supercondutividade em sistemas fortemente corre-

lacionados é ainda uma questão em aberto, os pares não surgem naturalmente de elementos

fundamentais inclúıdos no modelo, mas são acrescentados “artificialmente”. Na extensão

de CDMFT para a descrição de estados supercondutores, inclúımos correlações de pares no

banho e analisamos se elas geram correlações supercondutoras no cluster, e consequente-

mente no modelo original da rede, ao longo das iterações do cálculo auto-consistente. Na

prática, o modelo de Hubbard é mapeado em um cluster interagente acoplado a um banho

contendo correlações supercondutoras. Tais correlações podem ser escritas na forma de pa-

res part́ıcula-part́ıcula ou buraco-buraco “emprestadas” do Hamiltoniano de campo médio

BCS [equação (D.15)]. Assim, o Hamiltoniano auxiliar para o caso supercondutor tem a

forma [286]

Himp =
∑
ijσ

Eijσc
†
iσcjσ +

∑
mσα

εαmσa
†α
mσa

α
mσ

+
∑
miσ

V α
miσ(a†αmσciσ + h.c.) + U

∑
i

c†i↑ci↑c
†
i↓ci↓

+
∑
α

∆α(aα1↑a
α
2↓ − aα2↑aα3↓ + aα3↑a

α
4↓ − aα4↑aα1↓

+ aα2↑a
α
1↓ − aα3↑aα2↓ + aα4↑a

α
3↓ − aα1↑aα4↓ + h.c.). (8.30)

Note a semelhança entre o Hamiltoniano acima e aquele apresentado na equação (8.8). No

caso acima, utilizamos a representação do banho em sub-redes com a mesma geometria do

cluster, conforme descrito na subseção 8.2.2. A principal diferença com relação ao Hamilto-

niano 8.8 é a inclusão de correlações supercondutoras em cada sub-banho, com amplitude ∆α

e geometria de onda-d. Tais correlações são do tipo singleto entre śıtios primeiros vizinhos,

ψij = 〈ai↑aj↓〉, e obedecem à relação ψ = ψ12 = −ψ23 = ψ34 = −Ψ41 (com os ı́ndices nos

sub-banhos organizados como na Figura 8.3). Além disso, consideramos que correlações desse

tipo no mesmo śıtio e em śıtios segundos vizinhos são nulas. Dessa forma, a transformada de

Fourier das correlações, φk = 2ψ(coskx − cosky), apresenta simetria de onda d.3 Nesse caso,

3A nomenclatura “supercondutores do tipo s” (maioria dos supercondutores tradicionais) e “supercon-
dutores do tipo d” (cupratos, por exemplo) se deve ao momento angular orbital da função de onda que
descreve os compostos; no primeiro caso temos l = 0, enquanto no segundo caso temos l = 2. Em geral, os
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além de εα e V α, também devemos determinar ∆α de forma auto-consistente.

Conforme mencionado acima, a presença de correlações supercondutoras no banho é adi-

cionada “artificialmente” e analisamos se elas são capazes de gerar correlações no cluster ao

longo do processo iterativo. Nesse processo, calculamos não apenas a parte normal da função

de Green do cluster, mas também a parte anômala, que é nula no estado normal. Para isso,

é conveniente introduzirmos uma notação de Nambu-spinor:

Ψ† = (c†1↑, ..., c
†
Nc↑, c1↓, ..., cNc↓). (8.31)

Com essa notação, a função de Weiss Ĝ0 é uma matriz de dimensão 2Nc × 2Nc que contém

ambas as partes normal (part́ıcula-buraco) e anômala (part́ıcula-part́ıcula). Fisicamente, isso

corresponde ao cluster embebido em um banho com correlações supercondutoras. Dado um

chute inicial para Ĝ0, calculamos a função de Green do cluster, Ĝc, também uma matriz

2Nc × 2Nc,

Ĝc(τ, τ
′) =

(
Ĝ↑(τ, τ

′) F̂ (τ, τ ′)

F̂ †(τ, τ ′) −Ĝ↓(τ, τ ′)

)
, (8.32)

sendo Ĝσ(τ, τ ′) e F̂ (τ, τ ′) matrizes de dimensão Nc×Nc e elementos Gij,σ = 〈−Tciσ(τ)c†jσ(τ ′)〉
e Fij = 〈−Tci↑(τ)cj↓(τ

′)〉, correspondentes às partes normal e anômala da função de Green,

respectivamente. O cálculo iterativo CDMFT é constrúıdo então da mesma forma que no

caso normal, isto é, computamos a auto-energia do cluster

Σ̂c = Ĝ−1
0 − Ĝ−1

c (8.33)

e a utilizamos para determinar a função de Green da “super-rede”

Ĝ( ~K, iωn) =
[
iωn + i− t̂( ~K)− Σ̂(iωn)

]−1

. (8.34)

Em seguida somamos sobre a zona de Brillouin renormalizada da “super-rede” para obtermos

a função de Green “local” Ĝloc =
∑

~K Ĝ( ~K, iωn), a partir da qual obtemos uma nova função

de Weiss

Ĝnova0 (iωn)−1 = Ĝ−1
loc(iωn)−1 + Σ̂c(iωn). (8.35)

Repetimos o procedimento até a convergência.

Para a descrição do estado supercondutor, utilizamos como entrada a solução convergida

para o estado normal, porém inclúımos correlações de pares, acrescentando um pequeno valor

pares, responsáveis pela supercondutividade, se organizam na forma de um singleto; assim, devemos ter l
par a fim de garantir a antissimetrização da função de onda total. Enquanto supercondutores de onda s têm
simetria esférica e apresentam gap isotrópico, os supercondutores de onda d têm simetria do tipo dx2−y2 e
gap anisotrópico, nulo em quatro linhas nodais diagonais na primeira zona de Brillouin [220].
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de ∆α nos parâmetros que descrevem o “chute” inicial do banho. Sabe-se que, para certas

regiões de parâmetros, a inclusão de correlações de pares no banho gera, ao longo do ciclo

auto-consistente, funções de Green anômalas não-nulas no cluster [23, 25]. Isso significa que

a solução CDMFT do modelo de Hubbard bidimensional suporta um estado supercondutor

de onda-d.

Após a convergência, podemos extrair quantidades dependentes do momento por meio de

um processo de periodização semelhante ao descrito na seção 8.3.2. Quantidades internas ao

“super-śıtio”, no entanto, já fornecem informações importantes sobre o estado supercondutor.

Podemos calcular diretamente, por exemplo, o parâmetro de ordem supercondutor, Φ =

Fi,i+1(τ = 0) =
∫∞
−∞ dωF12(ω), que quantifica a correlação de pares.

Outro resultado importante é a parte anômala da auto-energia. No estado normal, ela é

sempre igual a zero; no estado supercondutor, por outro lado, a parte real da auto-energia

anômala entre primeiros vizinhos, calculada no eixo de Matsubara, é consideravelmente di-

ferente de zero e apresenta uma alternância de sinal caracteŕıstica de onda-d ao longo dos

pares de śıtios do cluster. O parâmetro de ordem Φ pode ser comparado com a parte anômala

da auto-energia entre primeiros vizinhos Σano
12 , o que permite quantificar o comportamento

não-BCS do supercondutor: quando a teoria BCS se aplica, temos Σano
12 (ω = 0) ∼ gΦ, sendo

g um parâmetro que descreve a força da interação de pares [287].



Caṕıtulo 9

Resultados: Estado normal do modelo

de Hubbard bidimensional1

Nos dois caṕıtulos anteriores, apresentamos uma breve revisão da literatura a respeito de

supercondutividade e descrevemos o método numérico utilizado para tratar materiais super-

condutores fortemente interagentes. O presente caṕıtulo é dedicado aos nossos resultados.

Em supercondutores não convencionais, não é apenas a emergência da fase supercondutora

que tem intrigado os f́ısicos teóricos e experimentais nas últimas décadas, mas sim todo

o diagrama de fase desses materiais. Para entendermos a supercondutividade, é preciso

entendermos também a fase normal, que existe para T > Tc. No caso de cupratos, a fase

pseudo-gap (ver o diagrama de fase da Figura 7.5) apresenta tantos ou mais desafios do que

a própria fase supercondutora.

A fim de contribuir para a compreensão de supercondutores não convencionais, realizamos

um estudo do modelo de Hubbard bidimensional via CDMFT. A metodologia foi descrita no

caṕıtulo anterior e o Hamiltoniano em questão é dado por

H = −
∑
~kσ

ξ~k c
†
~kσ
c~kσ + U

∑
i

ni↑ni↓. (9.1)

Acima, usamos a notação padrão de segunda quantização na qual c~kσ = (1/
√
L)
∑

i exp(−i~k ·
~ri) ci,σ destrói um elétron com spin σ e momento ~k e niσ = c†iσciσ é o operador densidade no

śıtio i de uma rede quadrada de L śıtios. A dispersão eletrônica é dada por ξ~k = −2t(cos kx+

cos ky)− 4t′ cos kx cos ky−µ, sendo t (t′) o hopping entre śıtios primeiros (segundos) vizinhos

e µ o potencial qúımico, que controla o ńıvel de dopagem p = 1− (1/L)
∑

i,σ〈niσ〉. Ao longo

1O trabalho apresentado neste caṕıtulo está publicado como Helena Bragança, Shiro Sakai, M.C.O. Aguiar
e Marcello Civelli, “Correlation-Driven Lifshitz Transition at the Emergence of the Pseudogap Phase in the
Two-Dimensional Hubbard Model”, Phys. Rev. Lett. 120, 067002 (2018).

119



Caṕıtulo 9 - Resultados: Estado normal do modelo de Hubbard bidimensional 120

do trabalho utilizamos t = 1 como unidade de energia.

Nossos principais resultados estão relacionados à coexistência de duas soluções distintas:

um metal correlacionado tradicional, descrito pela teoria de ĺıquido de Fermi, que chamamos

de metal de Fermi correlacionado (MFC), e uma fase pseudo-gap (PG). A segunda solução

viola a teoria de ĺıquido de Fermi devido ao desenvolvimento de uma divergência na auto-

energia, que gera gaps anisotrópicos no espaço de momento (resultados experimentais para

a fase pseudo-gap podem ser vistos nas Figuras 7.8 e 7.9).

Nossos resultados lançam luz sobre um debate antigo a respeito da existência ou não

da transição de Mott no modelo de Hubbard bidimensional em semi-preenchimento. Mais

importante, incluindo dopagem, observamos uma relação entre a emergência da fase pseudo-

gap e a mudança de topologia da superf́ıcie de Fermi, em concordância com experimentos

recentes [240–242].

9.1 Transição de Mott no sistema semi-preenchido

Figura 9.1: Diagrama de fase U × t′ para o modelo de Hubbard bidimensional obtido via
DE-CDMFT a temperatura T = 0 e semi-preenchimento (sem dopagem, p = 0). As regiões
em azul, rosa e cinza delimitam as fases isolante de Mott, metal de Fermi correlacionado e
pseudo-gap, respectivamente. A fase metálica tem sempre energia inferior à fase pseudo-gap
(fase metaestável, entre parênteses).

Conforme descrito na seção 7.3.4, há uma contradição na literatura a respeito da presença

ou não de uma fase metálica tradicional no modelo de Hubbard em semi-preenchimento.

Alguns trabalhos [259, 262] indicam a presença de uma interação cŕıtica, Uc, abaixo da qual
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o sistema apresenta comportamento ĺıquido de Fermi, enquanto outras referências [258,270–

273] afirmam que há a persistência do gap mesmo para interações muito pequenas. Em

geral, os autores analisaram o caso com simetria part́ıcula-buraco, isto é, sem hopping entre

segundos vizinhos (t′ = 0). Esse caso é especialmente complicado porque o vetor de nesting

~Q = (π, π) atua em toda a superf́ıcie de Fermi, produzindo susceptibilidades divergentes (ver

Apêndice F). É provável que nesse caso um gap sempre se abra no sistema a T = 0. Assim,

para analisarmos a transição de Mott no sistema bidimensional, consideramos o caso t′ 6= 0.

Nosso principal resultado é que, para interação U menor do que um valor cŕıtico, encontramos

duas soluções, um metal de Fermi correlacionado (MFC) e um pseudo-gap (PG), conforme

observado no diagrama de fase da Figura 9.1, obtido a temperatura T = 0 em função de U e

t′. O PG coexiste com o MFC para uma região considerável de U e t′, desaparecendo apenas

para |t′| grande. Para interações maiores que U ' 5t, recuperamos o isolante de Mott.
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Figura 9.2: (a) Função espectral A~k(ω) próximo ao ńıvel de Fermi para ~k = (0, π) e (b)
parte imaginária da auto-energia ImΣ~k(ω) correspondente para as duas soluções coexistentes,
MFC e PG, em semi-preenchimento, U = 4.0 e t′ = −0.1. Comparação de (c) A(0,π)(ω) e (d)
ImΣ(0,π)(ω) entre o PG e o isolante de Mott para U = 5.0 e t′ = −0.1. O inset apresenta o
gap na função espectral em função de U para o PG (ćırculos) e para o isolante (triângulos).
Em (e) e (f), apresentamos os mesmos dados de (a), porém para dois valores de η, parâmetro
de alargamento da continuação anaĺıtica.

Para mostrar que a solução MFC corresponde a um metal ĺıquido de Fermi, enquanto o PG

apresenta sempre um gap anisotrópico na zona de Brillouin, analisamos em detalhes o caso

no qual t′ = −0.1. Na Figura 9.2, apresentamos a função espectral A(~k, ω) = − 1
π
ImG(~k, ω)
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e a parte imaginária da auto-energia ImΣ(~k, ω), ambas no ponto anti-nodal,2 ~k = (0, π) e

em torno do ńıvel de Fermi (|ω| < 0.8t). O MFC (curva vermelha pontilhada) apresenta

caracteŕısticas t́ıpicas de uma ĺıquido de Fermi: peso espectral finito no ńıvel de Fermi ω = 0

[Fig. 9.2(a)] e um comportamento ∼ ω2 na parte imaginária da auto-energia [Fig. 9.2(b)]. Por

outro lado, o PG (linha preta sólida) apresenta caracteŕısticas claramente distintas: A(~k, ω)

possui um mı́nimo em ω = 0 [Fig. 9.2(a)], apresentando um pequeno gap ∆, que plotamos no

inset da Fig. 9.2(c) (ćırculos) em função de U , juntamente com o gap isolante (triângulos).

Além disso, ImΣ(~k, ω) apresenta uma divergência em torno de ω = 0 [Fig. 9.2(b)], que

é um comportamento não ĺıquido de Fermi. Esse comportamento é semelhante ao que é

observado no isolante de Mott [curva azul pontilhada na Fig. 9.2(d)], no qual o gap é sempre

caracterizado por um polo na auto-energia. A intensidade do polo na fase PG é menor do

que no isolante de Mott e as duas soluções não são continuamente conectadas, apresentando

uma região de coexistência [inset da Fig 9.2(c)].

Conforme discutido no Caṕıtulo 8, o cálculo das quantidades f́ısicas, ao longo dos loops

ED-CDMFT, é realizado no eixo imaginário. Para obter as quantidades no eixo real, apre-

sentadas na Figura 9.2, utilizamos uma continuação anaĺıtica trivial, isto é, substitúımos iωn

por ω + iη, sendo que η é um parâmetro pequeno, que produz um alargamento em funções

delta que surgem na função espectral. Em geral, utilizamos η = 0.05 nas figuras apresentadas

ao longo deste caṕıtulo, pois esse valor de alargamento produz curvas suaves das quantidades

f́ısicas no eixo real, em função da frequência. No entanto, esse valor de η não é suficientemente

pequeno para descrever o estreito gap observado na fase PG [representado pelos ćırculos pre-

tos no inset da Fig. 9.2(c)]. Para calculá-lo, é preciso utilizar um η ainda menor. Nos painéis

(e) e (f) da Fig. 9.2, apresentamos, para comparação, funções espectrais obtidas a partir dos

mesmos dados convergidos, no eixo imaginário, mas utilizando diferentes valores de η para a

continuação anaĺıtica. As curvas vermelha e preta correspondem às apresentadas no painel

(a), enquanto os dados em magenta e cinza correspondem ao caso no qual η = 0.005. Nesse

caso, as funções espectrais não são funções suaves de ω, mas fica evidente a presença de um

gap na solução PG [Fig. 9.2(f)] e a presença de um pico no ńıvel de Fermi na solução MFC

[Fig. 9.2(e)]. Calculamos o valor do gap ∆ da fase PG a partir da distância entre os dois

picos em torno de ω = 0 observados com η pequeno; confirmamos que ∆ independe de η,

desde que este parâmetro seja suficientemente pequeno.

A fim de concluir qual das soluções, o MFC ou o PG, corresponde ao verdadeiro estado

fundamental, calculamos a energia total (E = K + U D) de cada solução, seguindo o proce-

dimento descrito na subseção 8.3.3. Observamos que, para semi-preenchimento e diferentes

valores de t′, o MFC possui sempre menor energia do que o PG, conforme observado na Fi-

gura 9.3(a). É útil também separar as contribuições das energias potencial (U D) e cinética

2Ao longo deste trabalho, apresentamos as quantidades f́ısicas principalmente no ponto anti-nodal da zona
de Brillouin [~k = (0, π)], pois sabe-se que a fase PG apresenta um gap para esse valor de momento.
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cionado, pseudo-gap e isolante. Resultados obtidos em semi-preenchimento (p = 0) para
t′ = −0.1, para a energia total (a), dada pela soma das energias potencial (b) e cinética (c).

(K) sobre a energia total. Nossos resultados indicam que a fase PG possui maior proba-

bilidade de dupla ocupação (D) e, portanto, maior energia potencial, porém menor energia

cinética.

A presença das duas soluções com energias semelhantes no tratamento de campo médio

pode justificar a contradição observada na literatura a respeito da presença da transição indu-

zida por interação (ver Caṕıtulo 7). Nossos resultados indicam que a fase PG é metaestável,

enquanto o MFC é o verdadeiro estado fundamental. Isso nos permite concluir que o modelo

de Hubbard bidimensional apresenta uma transição de Mott, com um comportamento ĺıquido

de Fermi para U < Uc ∼ 5.0t.

Apesar de, em semi-preenchimento, a solução PG apresentar maior energia, ela se torna

a solução estável de menor energia para certos valores de dopagem e interação, conforme

discutido na próxima seção.

9.2 Fase pseudo-gap e topologia da superf́ıcie de Fermi

Conforme discutido no Caṕıtulo 7, o entendimento da fase pseudo-gap presente em cupra-

tos (ver diagrama de fase da Figura 7.5) é fundamental para a compreensão da f́ısica dos

supercondutores fortemente correlacionados.

A existência do pseudo-gap foi inicialmente identificada em respostas espectroscópicas [215]

e em propriedades termodinâmicas e de transporte [289], pela observação da perda de peso

espectral em certas regiões do espaço de momento, produzindo resultados que não podem ser

descritos por uma teoria de ĺıquido de Fermi tradicional. Desde então, uma questão central
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Figura 9.4: Esboço da topologia da superf́ıcie de Fermi e respectivo valor da energia de quase-
part́ıcula renormalizada no ponto anti-nodal ~k = (π, 0) = (0, π). Figura retirada de [288].

que tem intrigado a comunidade cient́ıfica é a definição de por que e em que condições surge

a fase pseudo-gap.

Resultados recentes de espectroscopia em monocamadas de Bi2Sr2CuO6−δ [240] e bicama-

das de Bi2Sr2CaCu2O8+δ [241, 242] revelaram que a fase pseudo-gap termina abruptamente

para dopagem p∗ no regime overdoped. Esse valor de dopagem é próximo de plt, dopagem na

qual ocorre a transição de Lifshitz, que caracteriza a mudança da topologia da superf́ıcie de

Fermi entre uma superf́ıcie tipo buraco e uma superf́ıcie tipo elétron. A observação experi-

mental da coincidência entre as duas dopagens cŕıticas foi discutida no Caṕıtulo 7 e podem

ser vistas nas Figuras 7.11 e 7.12, retiradas das referências [241,243].

Apesar de nossos resultados serem obtidos a partir da dopagem com buracos, a superf́ıcie

de Fermi pode, a prinćıpio, apresentar qualquer uma das topologias, devido à inclusão de

interação U e hopping t′ entre segundos vizinhos. A nomenclatura “superf́ıcie de Fermi do

tipo elétron (buraco)” deve-se à forma que a superf́ıcie de Fermi assume, no caso em que

U = t′ = 0, quando o sistema é dopado com portadores de carga negativos (positivos). Uma

descrição da definição da superf́ıcie de Fermi pode ser encontrada no Apêndice F. A topologia

da superf́ıcie de Fermi é controlada pelo sinal da energia de quase-part́ıcula renormalizada,

dada por ε̃k = ξ~k + ReΣ(~k, ω = 0), que, no ponto anti-nodal, ~k = (0, π), corresponde a

ε̃(0,π) = 4t′ − µ + ReΣ(0,π)(ω = 0). Para valores positivos (negativos) de ε̃(0,π) a superf́ıcie

de Fermi é do tipo elétron (buraco), conforme representado na Figura 9.4 e discutido no

Apêndice F.

A proximidade entre p∗ e plt observada experimentalmente sugere a existência de uma

relação entre a fase pseudo-gap e a topologia da superf́ıcie de Fermi. A investigação da

estabilidade das duas soluções encontradas em nosso trabalho, o MFC e o PG, em função

da dopagem p e da interação U , fornece-nos informações sobre a fase pseudo-gap, bem como
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sobre sua relação com a transição de Lifshitz.

Figura 9.5: Diagrama de fase U × p para T = 0 e t′ = −0.1. A região em rosa indica a fase
MFC, enquanto a região hachurada em cinza delimita a fase PG. A linha vermelha cont́ınua
indica plt, ou seja, marca a transição de Lifshitz, na qual a superf́ıcie de Fermi da fase MFC
muda do tipo buraco (SF-buraco) para o tipo elétron (SF-elétron). A linha preta pontilhada,
por sua vez, define a dopagem limite p∗ abaixo da qual a fase PG apresenta menor energia
do que a fase MFC. A barra azul vertical indica a região onde observamos um isolante de
Mott para p = 0.

Nossos principais resultados para o caso com dopagem podem ser observados na Fi-

gura 9.5, na qual apresentamos um diagrama de fase U × p obtido mantendo-se t′ = −0.1

fixo. Nesse caso, identificamos claramente três diferentes regiões, uma na qual o PG é a

solução estável (I); outra na qual observamos apenas uma solução ĺıquido de Fermi (IV), e

finalmente uma região em que ambas as soluções coexistem (II e III).

Na região de parâmetros para a qual observamos ambas as soluções, o MFC apresenta

menor energia total, conforme observado na Figura 9.6 (casos U = 3.0 e U = 4.0, por

exemplo). Para U > Uc ' 5t, no entanto, a fase PG torna-se estável para pequenas dopagens

(p < p∗), enquanto a fase MFC persiste para valores maiores de p. Em resumo, observamos

que, apesar de em semi-preenchimento a fase PG ser metaestável, ela emerge como solução

estável a partir da dopagem do isolante de Mott, em concordância com resultados anteriores

presentes na literatura [261].

Assim como no caso de semi-preenchimento, as principais propriedades f́ısicas que dife-

renciam as fases MFC e PG também são encontradas no sistema com dopagem. Mais especi-

ficamente, a fase PG sempre viola o comportamento ĺıquido de Fermi, apresentando um pico

na parte imaginária da auto-energia [ver Figura 9.7(a), (c) e (d)], que agora se moveu um
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valores de p. A legenda para śımbolos fechados vale também para śımbolos iguais, porém
abertos.

pouco para frequências positivas. Por outro lado, a fase MFC apresenta um comportamento

ĺıquido de Fermi em todo o diagrama de fase [Figura 9.7(b), (c) e (d)].

Os resultados discutidos acima possuem importantes implicações no contexto da fase

pseudo-gap observada em cupratos e sua relação com a topologia da superf́ıcie de Fermi. A

primeira observação importante é que o polo na auto-energia na fase PG aumenta muito o

espalhamento nas vizinhanças de ~k = (0, π) e ~k = (π, 0), regiões correspondentes aos anti-nós

nos cupratos. Como consequência, o peso espectral na superf́ıcie de Fermi em torno desse

ponto é fortemente reduzido, dando origem à conhecida quebra da superf́ıcie de Fermi em

arcos. Esse efeito pode ser visto na função espectral A(~k, ω = 0) representada na Figura 9.8,

painéis (a) e (c).3 Esses resultados concordam com resultados de CDMFT anteriores [24,263,

290], bem como com resultados experimentais obtidos via ARPES [215]. A solução MFC,

por outro lado, não apresenta arcos de Fermi [Figura 9.8(b) e (d)]; ao contrário, a intensidade

espectral aumenta em torno dos anti-nós.

A segunda observação importante, apresentada nos insets da Figura 9.7, é que a solução

PG sempre apresenta uma superf́ıcie de Fermi do tipo buraco. A solução MFC pode apre-

3Nessa figura observamos quantidades dependentes do momento, obtidas por meio da periodização via
cumulante, descrita na seção 8.3.2.
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Figura 9.7: Comparação da parte imaginária da auto-energia no ponto anti-nodal k = (0, π)
entre as soluções MFC e PG em várias regiões do diagrama de fase U × p: (a) região I, (b)
IV, (c) II e (d) III. Os insets apresentam as superf́ıcies de Fermi correspondentes no primeiro
quadrante da zona de Brillouin (kx, ky ∈ [0, π]).

sentar ambas as topologias, dependendo dos valores de t′ e U .

Mais detalhes a respeito da relação entre correlação e topologia da superf́ıcie de Fermi

podem ser estudados pela investigação dos efeitos da interação U sobre a energia renormali-

zada ε̃~k(ω) = ReΣ~k(ω) − ω + ξ~k. Conforme discutido no Apêndice F, a superf́ıcie de Fermi

é definida a partir dos pontos, no espaço de momento, nos quais ε̃~k(ω = 0) muda de sinal.

Para um dado valor de ~k no espaço de momento, o estado é ocupado quando ε̃~k(0) < 0. Se

consideramos o ponto anti-nodal ~k = (0, π), uma solução metálica tem superf́ıcie de Fermi

do tipo buraco se ε̃(0,π)(0) < 0 e do tipo elétron se ε̃(0,π)(0) > 0 (isto é, se o estado ~k = (0, π)

está vazio), conforme representado na Figura 9.4.

Assim, é interessante compararmos o comportamento de ε̃(0,π)(ω) com ε̃0(0,π)(ω) = −ω +

ξ(0,π), a energia renormalizada do sistema não interagente com a mesma densidade e mesmo

hopping. Os efeitos da interação sobre a energia renormalizada podem ser observados na

Figura 9.9. No painel (a), observamos ε̃(0,π)(ω) para a fase PG com U = 7.0 e pequena

dopagem, p = 0.07, bem como a ε̃0(0,π)(ω) correspondente. Observamos que ε̃0(0,π)(ω = 0) < 0

e a superf́ıcie de Fermi é do tipo buraco. A inclusão de interação leva ε̃(0,π)(ω = 0) para valores

mais negativos, e a superf́ıcie de Fermi tem o caráter de buraco mais acentuado. Na fase
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Figura 9.8: Função espectral A(~k, ω = 0) no primeiro quadrante da zona de Brillouin para
as fases MFC e PG. Com interação fraca, U = 3, e pequena dopagem, p ≈ 0.05 [painéis (c)
e (d)], a superf́ıcie de Fermi é do tipo buraco em ambas as soluções. Nesse caso, o MFC é a
solução estável e não apresenta arcos de Fermi. Com interação forte U = 7.0, o PG apresenta
arcos de Fermi do tipo buraco e é a solução estável com pequena dopagem [(a), p = 0.06],
enquanto o MFC se estabiliza para dopagem maior [(b), p = 0.16] e apresenta uma superf́ıcie
de Fermi do tipo elétron, sem arcos.
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pseudo-gap, o comportamento de singularidade da auto-energia em torno do ńıvel de Fermi

(observado na Figura 9.7, por exemplo) pode ser descrito por Σ(~k, ω) ' V 2

ω−ξ~k(ω=0)
[291,292],

com ξ~k(ω = 0) > 0. A contribuição da auto-energia sobre a energia renormalizada pode ser

interpretada como um aumento no potencial qúımico efetivo e desloca ε̃(0,π)(ω) para valores

mais negativos.
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anti-nodal ~k = (0, π) para t′ = −0.1. Os insets apresentam comparações entre as superf́ıcies
de Fermi interagente (linha cont́ınua) e não interagente (linha pontilhada).

O comportamento é diferente na fase MFC, conforme observado na Figura 9.9(b) para

U = 7.0 e p = 0.16. Nesse caso, a auto-energia não apresenta polos em torno do ńıvel

de Fermi (Figura 9.7) e a interação U praticamente não afeta a topologia da superf́ıcie de

Fermi. Na figura, observamos que, para U = 0 e p = 0.16, a superf́ıcie de Fermi é do tipo

elétron (ε̃0(0,π)(ω = 0) > 0) e a inclusão da interação para esse valor de dopagem não altera o

sinal da energia renormalizada (ε̃(0,π)(ω = 0) > 0). No inset, observamos que, nesse caso, as

superf́ıcies de Fermi são praticamente iguais para U = 0 e U = 7.0.

Em resumo, observamos que, começando por U pequeno, a solução estável é o MFC, que

apresenta superf́ıcie de Fermi do tipo buraco para dopagem pequena e do tipo elétron para

valores maiores de p, com uma transição de Lifshitz em p = plt (linha vermelha cont́ınua no

diagrama de fase da Figura 9.5). Nesse caso, o sistema apresenta comportamento ĺıquido de

Fermi, enquanto a fase PG é instável (maior energia total). Para U ≈ 5.5t, no entanto, a

linha plt coincide com p∗ (linha preta pontilhada). Nesse caso, para p < p∗ o PG torna-se a

solução estável. Essa solução sempre apresenta superf́ıcie de Fermi do tipo buraco. Por outro

lado, para p > p∗ o estado fundamental é um MFC, que nesse caso possui superf́ıcie de Fermi

do tipo elétron. Isso significa que, para U grande, ao aumentar p, a mudança de topologia
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entre superf́ıcie de Fermi do tipo buraco e tipo elétron coincide com a transição PG-MFC

(plt = p∗). Observamos assim uma relação entre interações coulombianas e a transição de

Lifshitz.

9.3 Conclusão

Estudamos o estado normal (não supercondutor) do modelo de Hubbard bidimensional a

temperatura T = 0 para diferentes valores de interação U , frustração t′ e dopagem p. Nosso

principal resultado é a coexistência entre duas soluções, um metal de Fermi correlacionado e

uma fase pseudo-gap, que não apresenta comportamento ĺıquido de Fermi.

Em semi-preenchimento, contribúımos para um debate em aberto a respeito da existência

da transição de Mott no modelo bidimensional, mostrando que a solução ĺıquido de Fermi

é estável e o modelo passa por uma transição metal-isolante com o aumento da interação,

apesar da existência de uma solução pseudo-gap metaestável.

Em seguida mostramos que, para grandes interações e pequenas dopagens, região relevante

para cupratos underdoped, a solução pseudo-gap torna-se estável (menor energia) e apresenta

sempre uma superf́ıcie de Fermi do tipo buraco. Esse resultado demonstra que a transição de

Lifshitz está relacionada a mecanismos de correlação eletrônica, pois o aumento da dopagem

gera uma transição entre uma fase pseudo-gap com superf́ıcie de Fermi do tipo buraco para

um metal ĺıquido de Fermi com superf́ıcie de Fermi do tipo elétron. Isso explica a relação entre

a dopagem limite para a fase pseudo-gap e a transição de Lifshitz, observada em experimentos

recentes [240–242].

Acrescentamos que, em um trabalho teórico recente, realizado em paralelo ao nosso, Wei

Wu, M. Scheurer, S. Chatterjee, S. Sachdev, Antoine Georges e Michel Ferrero [288] também

analisaram a coincidência entre a dopagem limite da fase pseudo-gap e a dopagem cŕıtica

da transição de Lifshitz utilizando soluções de Monte Carlo Quântico e de DCA do modelo

de Hubbard bidimensional. Eles observaram que a fase pseudo-gap existe apenas quando

a superf́ıcie de Fermi é do tipo buraco e que, para um grande conjunto de parâmetros, a

abertura do gap coincide com a mudança de topologia da superf́ıcie de Fermi do tipo buraco

para o tipo elétron, à medida em que a dopagem diminui. Para justificar a relação entre os

valores cŕıticos de dopagem, eles argumentam que o polo presente na auto-energia, associado

à formação da fase pseudo-gap [que observamos em nossos resultados nas Figuras 9.7(c) e (d),

por exemplo], também controla o grau de assimetria part́ıcula-buraco e portanto a transição

de topologia da superf́ıcie de Fermi. Os autores não observam, no entanto, a coincidência

entre a mudança na topologia da superf́ıcie de Fermi e a transição de primeira ordem entre

o metal ĺıquido de Fermi e a fase pseudo-gap, isto é, não comentam sobre o mecanismo de

interação envolvido na transição de Lifshitz.



Conclusões Gerais e Perspectivas

Futuras

Ao longo do doutorado, estudamos problemas diferentes, mas sempre relacionados a fenômenos

que emergem da interação eletrônica. Utilizamos métodos numéricos (Grupo de Renorma-

lização da Matriz Densidade e uma extensão de cluster da Teoria de Campo Médio Dinâmico)

para investigar Hamiltonianos modelos que retêm os ingredientes fundamentais de determi-

nados fenômenos f́ısicos, como o modelo de Hubbard, o modelo de férmions interagentes sem

spin (modelo de Hubbard polarizado) e cadeias de Heisenberg anisotrópicas. Dessa forma,

abordamos problemas como transições de fase de ordem infinita, efeitos de conjunção en-

tre interação e desordem, dinâmica de sistemas interagentes após quenches e fase normal

observada próxima à fase supercondutora em sistemas fortemente interagentes.

No primeiro trabalho, apresentado no Caṕıtulo 2 e publicado no Phys. Rev. B em

2014 [21], investigamos a relação entre propriedades de informação quântica e transições de

fases de diferentes ordens em cadeias de spin. Mais especificamente, analisamos a convertibili-

dade local de estados quânticos de muitos corpos, quantidade relacionada a não analiticidades

do espectro de emaranhamento e que fornece informações sobre o potencial computacional de

processos adiabáticos e protocolos envolvendo operações locais e comunicação clássica. Nos-

sos resultados sugerem fortemente que esta perspectiva operacional de estados quânticos não

está necessariamente relacionada a transições de fase, mas reflete caracteŕısticas do espectro

de emaranhamento que estão intimamente relacionadas a simetrias do modelo microscópico.

Mostramos explicitamente exemplos de mudanças na convertibilidade local que não corres-

pondem a transições de fase e de transições de fase que não são acompanhadas por alterações

no perfil de convertibilidade. Além disso, observamos que modelos diferentes que pertencem

à mesma classe de universalidade podem exibir propriedades de convertibilidade distintas.

No Caṕıtulo 3, apresentamos um trabalho publicado no Journal of Physics: Condensed

Matter [38]. Assim como no caso anterior, utilizamos ferramentas de informação quântica

para a investigação de sistemas fortemente interagentes. Especificamente, analisamos a média

temporal do Loschmidt echo de estados maximamente localizados, que pode ser usada para

caracterizar localização no espaço de estados, pois fornece uma estimativa do inverso da
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taxa de participação. Mostramos que, no caso de part́ıculas não interagentes, o echo médio

é inversamente proporcional ao comprimento de localização, revelando uma relação direta

entre localização da dinâmica no espaço de estados e localização no espaço real. Estendemos

essa ideia para localização em sistemas de muitos corpos e usamos essa abordagem para

analisar modelos contendo interação e desordem. Observamos que, apesar de ambos os

efeitos, isoladamente, gerarem localização das funções de onda no espaço real, a combinação

dos ingredientes pode levar a um regime mais delocalizado. Mostramos também que essa

combinação não trivial se manifesta na distribuição de gaps do Hamiltoniano, indicando uma

relação entre localização e integrabilidade do Hamiltoniano. Finalmente, mostramos que

os efeitos de delocalização tornam-se mais pronunciados à medida em que aumentamos o

tamanho do sistema.

Investigamos também a evolução temporal de sistemas interagentes após a alteração

abrupta de parâmetros do sistema. Nesses casos, mudanças no sistema geram alterações

em observáveis locais, que são transmitidas, ao longo do sistema, com velocidades bem defi-

nidas. É posśıvel observar, portanto, cones de luz efetivos na dinâmica de observáveis locais.

Nesse contexto, participei de um trabalho, publicado no Phys. Rev. B [40], no qual

estudamos um quench local em que conectamos duas cadeias XXZ preparadas em fases dife-

rentes. Mais especificamente, investigamos se uma cadeia preparada na fase ferromagnética

é capaz de gerar magnetização em uma condeia preparada inicialmente na fase ĺıquido de

Luttinger (fase cŕıtica), sem ordenamento magnético. Observamos que a conexão entre as

cadeias gera pulsos de magnetização e entropia, formando cones de luz. As velocidades dos

cones são definidas por excitações de equiĺıbrio, mágnons (na cadeia ferromagnética), spinons

e estados ligados (na cadeia preparada na fase cŕıtica).

Além disso, em um trabalho em andamento, investigamos a formação do efeito Kondo

a partir de um quench de hibridização, no qual conectamos uma cadeia interagente a uma

impureza magnética. Nos resultados analisados até o momento, observamos que, após o

acoplamento de uma impureza a cadeias metálicas de elétrons interagentes, o sistema tende

a evoluir para a condição de equiĺıbrio e a equilibração é mais rápida e evidente nos casos

de impurezas menos interagentes. Observamos também que o aumento da interação U nas

cadeias metálicas fortalece as correlações Kondo, conforme esperado no caso de equiĺıbrio.

Nossos resultados indicam também que a entropia de emaranhamento do sistema bipartido

aumenta ao longo da dinâmica, superando a entropia de equiĺıbrio. Além disso, observamos

a formação de cones de luz após o quench e variações locais de carga e spin se propagam com

velocidades diferentes, devido à separação spin-carga das excitações no modelo de Hubbard.

Nos trabalhos descritos acima, investigamos cadeias unidimensionais. Na Parte III, por

outro lado, investigamos o modelo de Hubbard bidimensional. A motivação para essa análise

foi a investigação de supercondutores fortemente interagentes, como cupratos, nos quais a fase
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supercondutora em planos de CuO2 é induzida por dopagem de isolantes de Mott. Investiga-

mos o estado normal do modelo de Hubbard bidimensional e observamos a existência de duas

soluções, uma fase pseudo-gap e um metal de Fermi correlacionado. Em semi-preenchimento,

a segunda solução apresenta menor energia; assim, o sistema apresenta uma transição entre

um metal ĺıquido de Fermi e um isolante, à medida em que aumentamos a interação. Nossos

resultados contribúıram para o esclarecimento de um debate existente na literatura a res-

peito da existência da transição de Mott no modelo de Hubbard bidimensional. Observamos

também que, ao incluirmos dopagem no caso fortemente interagente, a solução pseudo-gap

torna-se a solução de menor energia, em concordância com resultados conhecidos para cu-

pratos. Além disso, mostramos que a fase pseudo-gap apresenta sempre uma superf́ıcie de

Fermi do tipo buraco. Aumentando-se ainda mais a dopagem, observamos uma transição

para um metal convencional, acompanhada por uma mudança na topologia da superf́ıcie de

Fermi. Nossos resultados revelam, assim, uma relação entre a transição de Lifshitz (mudança

de uma superf́ıcie de Fermi do tipo buraco para uma superf́ıcie de Fermi do tipo elétron) e a

intrigante fase pseudo-gap. A coincidência entre a dopagem limite para estabilidade da fase

pseudo-gap e a dopagem cŕıtica da transição de Lifshitz foi observado em resultados expe-

rimentais recentes, mas ainda não havia sido explicada teoricamente. Os resultados foram

publicados no Phys. Rev. Lett. [41].

Em resumo, durante o doutorado aprendemos novas metodologias numéricas (que não

eram utilizadas anteriormente em nosso grupo), o Grupo de Renormalização da Matriz Den-

sidade e uma extensão de cluster da Teoria de Campo Médio Dinâmico, apropriadas para

descrever sistemas interagentes em uma e duas dimensões, respectivamente. Dessa forma,

abordamos o estudo de diferentes fenômenos emergentes descritos por Hamiltonianos de mui-

tos corpos em baixas dimensionalidades. Estes trabalhos contribuem para a compreensão de

fenômenos relevantes do ponto de vista de f́ısica básica e também de posśıvel aplicação via

novos dispositivos.

Perspectivas futuras incluem a finalização do trabalho envolvendo a dinâmica de não-

equiĺıbrio do efeito Kondo. Além disso, planejamos completar o estudo do Hamiltoniano

de Hubbard bidimensional incluindo supercondutividade. Mais especificamente, planejamos

observar os efeitos da transição de Lifshitz, presente no estado normal, sobre a fase super-

condutora.
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[8] Bardeen, John, Leon N Cooper e J Robert Schrieffer: Microscopic theory of super-

conductivity. Physical Review, 106(1):162, 1957. Citado 3 vezes nas páginas 3, 81,
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Fischer, Ronen Vosk, Ehud Altman, Ulrich Schneider e Immanuel Bloch: Observation of

many-body localization of interacting fermions in a quasirandom optical lattice. Science,

349(6250):842–845, 2015. Citado 2 vezes nas páginas 4 and 40.
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[76] Kitazawa, Atsuhiro, Keigo Hijii e Kiyohide Nomura: An SU (2) symmetry of the

one-dimensional spin-1 XY model. Journal of Physics A: Mathematical and General,

36(23):L351, 2003. Citado na página 23.

[77] White, Steven R: Density matrix formulation for quantum renormalization groups. Phy-

sical review letters, 69(19):2863, 1992. Citado na página 24.

[78] White, Steven R: Density-matrix algorithms for quantum renormalization groups. Phy-

sical Review B, 48(14):10345, 1993. Citado na página 24.

[79] Wilson, Kenneth G: The renormalization group: Critical phenomena and the Kondo

problem. Reviews of Modern Physics, 47(4):773, 1975. Citado 2 vezes nas páginas 24
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[244] Pickett, Warren E: Electronic structure of the high-temperature oxide superconductors.

Reviews of Modern Physics, 61(2):433, 1989. Citado na página 98.

[245] Anderson, PW: The resonating valence bond state in La2CuO4 and superconductivity.

Science, 235(4793):196–1198, 1987. Citado na página 98.

[246] Anderson, PW: A re-examination of concepts in magnetic metals: the ‘nearly antifer-

romagnetic Fermi liquid’. 1997. Citado na página 98.

[247] Georges, Antoine e Gabriel Kotliar: Hubbard model in infinite dimensions. Physical

Review B, 45(12):6479, 1992. Citado 3 vezes nas páginas 98, 101, and 103.
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CONCLUSÕES GERAIS 159

[274] Kotliar, Gabriel e Dieter Volhardt: Strongly Correlated materials: Insights from dyna-

mical mean field theory. Physics Today, 57(3):53–60, 2004. Citado na página 104.

[275] Metzner, Walter e Dieter Vollhardt: Correlated lattice fermions in d= dimensions. Phy-

sical review letters, 62(3):324, 1989. Citado na página 105.

[276] Poteryaev, AI, AI Lichtenstein e G Kotliar: Nonlocal Coulomb Interactions and Metal-

Insulator Transition in T i 2 O 3: A Cluster L D A+ D M F T Approach. Physical

review letters, 93(8):086401, 2004. Citado na página 106.

[277] Hettler, MH, AN Tahvildar-Zadeh, M Jarrell, Th Pruschke e HR Krishnamurthy: Non-

local dynamical correlations of strongly interacting electron systems. Physical Review

B, 58(12):R7475, 1998. Citado na página 106.

[278] Kotliar, Gabriel, Sergej Y Savrasov, Gunnar Pálsson e Giulio Biroli: Cellular dy-

namical mean field approach to strongly correlated systems. Physical review letters,

87(18):186401, 2001. Citado na página 106.

[279] Sakai, Shiro, Giorgio Sangiovanni, Marcello Civelli, Yukitoshi Motome, Karsten Held

e Masatoshi Imada: Cluster-size dependence in cellular dynamical mean-field theory.

Physical Review B, 85(3):035102, 2012. Citado 2 vezes nas páginas 106 and 115.
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Apêndice A

Motivações experimentais

A.1 Átomos frios em redes óticas

Recentemente, temos observado um grande avanço no estudo de sistemas de muitos corpos

devido a trabalhos com átomos frios armadilhados em redes óticas. Esses arranjos experi-

mentais funcionam como “sólidos artificiais”, que simulam sistemas bosônicos ou fermiônicos

com a vantagem de permitirem alto controle dos parâmetros f́ısicos. Enquanto sistemas reais

são extremamente complexos - apresentam diversas complicações, como defeitos, vibrações

da rede, acoplamentos entre múltiplas bandas, etc - redes óticas representam uma versão

idealizada do cristal, contendo apenas os ingredientes fundamentais para a descrição de de-

terminado fenômeno. Podemos considerar que as redes óticas são realizações experimentais

de modelos Hamiltonianos, como os tratados nesta tese. Por isso, faremos uma revisão da

literatura envolvendo átomos frios em redes óticas, como motivação experimental para nossos

trabalhos. Para uma visão mais completa, sugerimos a referência [1].

Conforme descrito anteriormente, o estudo de sistemas de muitos corpos não é nada

trivial; os graus de liberdade crescem exponencialmente com o número de part́ıculas, o que

exige muita memória computacional, limitando os modelos que podem ser descritos por

métodos numéricos. Assim, a simulação de tais materiais em sólidos artificias oferece uma

boa alternativa para a investigação de sistemas de muitos corpos que apresentam importantes

fenômenos emergentes, interessantes tanto na perspectiva de f́ısica básica quanto de f́ısica

aplicada.

O prêmio Nobel de f́ısica de 1997 foi entregue a Steven Chu, Claude Cohen-Tannoudji e

William D. Phillips, pelo desenvolvimento de métodos de resfriamento e armadilhamento de

átomos via lasers [2]. Desde então, a possibilidade de simulação em redes óticas com átomos

frios tem crescido muito, principalmente devido a avanços no controle de gases atômicos e ao

desenvolvimento de novas técnicas de resfriamento e detecção com alta precisão e resolução

atômica.

161
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A capacidade de controlar e detectar cada átomo faz com que as simulações possibilitem

ainda o estudo da dinâmica de não-equiĺıbrio em sistemas de muitos corpos, após a realização

de um quench, por exemplo.

A.1.1 Montagem experimental

Na presente subseção, descreveremos a montagem experimental para a simulação dos sistemas

de muitos corpos artificiais. Inicialmente, resfria-se átomos que farão o papel de elétrons, em

seguida, estes são armadilhados na rede ótica, que faz o papel do cristal.

Átomos frios

A fim de armadilhar átomos em redes óticas, é preciso resfriá-los até temperaturas muito bai-

xas e utilizar pequenas densidades. O resfriamento é feito via lasers ou evaporação. Em geral,

utiliza-se átomos alcalinos, como 87Rb e 23Na para a representação de sistemas bosônicos e
40K e 6Li para sistemas fermiônicos. No segundo caso, os átomos representam elétrons na

rede cristalina. Dois estados hiperfinos diferentes1 fazem o papel de dois spins eletrônicos

opostos. Sugerimos a referência [3] para maiores detalhes sobre o controle e detecção dos

estados hiperfinos dos átomos.

A interação entre as part́ıculas ocorre devido ao fenômeno de ressonância de Feshbach, o

que permite que a força da interação varie ordens de grandeza e seja controlada por um campo

magnético externo. De forma simplificada, a ressonância de Feshbach pode ser entendida por

meio de um modelo básico de dois canais para gases atômicos [4], conforme representado na

Figura A.1. Vbg(R) representa um potencial de fundo (background potential), responsável

pela colisão entre dois átomos livres no gás ultrafrio. Esse potencial corresponde a um canal

energeticamente aberto, do qual os átomos podem escapar. Vc(R), por outro lado, representa

um canal fechado que produz estados moleculares ligados perto do limiar do canal aberto. O

fenômeno de ressonância ocorre quando há dois átomos colidindo com energia E na entrada

do canal aberto e essa energia coincide com a energia Ec do estado ligado criado pelo canal

fechado. Em gases ultrafrios, colisões ocorrem a energias próximas de zero. Nesses casos,

acoplamentos ressonantes podem ser controlados por campos magnéticos externos, capazes

de reduzir o ńıvel Ec para valores pequenos de energia.

Redes óticas

Redes óticas são formadas pela interferência de feixes de lasers contra-propagantes. O perfil

de interferência gera potenciais efetivos capazes de armadilhar átomos neutros, desde que

1A estrutura hiperfina corresponde a um pequeno deslocamento dos ńıveis de energia atômicos devido à
interação do momento magnético do núcleo com os spins dos elétrons.
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Figura A.1: Modelo de dois canais para a ressonância de Feshbach. Figura retirada de [4].

estes estejam suficientemente resfriados. As regiões intercaladas claras e escuras geradas por

interferências de lasers são percebidas pelos átomos como um potencial periódico, devido à

força de dipolo (em geral, momentos superiores, como quadripolos, podem ser negligenciados).

Conforme discutido acima, os átomos frios fazem o papel de elétrons na rede cristalina.

Quando um átomo se encontra em uma região onde há um feixe de laser, o campo

elétrico oscilante E(r, t) = êE(r) exp(−iωt) induz um momento de dipolo atômico p(r, t) =

êp(r) exp(−iωt), sendo E(r) e p(r) as amplitudes do campo e do dipolo e ê o vetor unitário

de polarização. As amplitudes se relacionam por meio da equação p(r) = α(ω)E(r), sendo

α(ω) a polarizabilidade complexa. O potencial de interação entre o campo e o dipolo é dado

por

Vdip(r) = − 1

2ε0c
Re(α)I(r), (A.1)

sendo I = ε0c|E|2 a intensidade do campo.

A forma do potencial indica que átomos são atráıdos por mı́nimos ou máximos da inten-

sidade do campo, dependendo do sinal da parte real da polarizabilidade. Se a intensidade

I(r) é periódica no espaço, haverá uma sequência de máximos e mı́nimos que reproduz o

potencial periódico de sólidos. As frequências dos lasers utilizados devem ser bem diferentes

de frequências de transições atômicas, para evitar excitações e aquecimento dos átomos.

Superpondo lasers em diferentes ângulos, é posśıvel produzir redes de diferentes geome-

trias. A interferência entre dois lasers iguais orientados em direções opostas produz ondas

estacionárias. Pela interferência de mais lasers é posśıvel obter potenciais periódicos em

uma, duas ou três dimensões. Redes cúbicas, por exemplo, são produzidas por três ondas

estacionárias independentes. A estrutura de bandas e a topologia das redes podem ser modi-

ficadas alterando-se a intensidade, frequência ou fase dos lasers. Também é posśıvel modular

as redes com resolução temporal e espacial.

Em geral, o gás de átomos neutros apresenta apenas interações de colisão de curto alcance.
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Isso significa que, quando organizados no potencial gerado pelos lasers, os átomos interagem

apenas quando ocupam o mesmo śıtio. Essa propriedade favorece a simulação do Hamil-

toniano de Hubbard, caracterizado pela interação local U e pelo hopping t. A relação U/t

pode ser controlada experimentalmente por um campo externo (que controla a ressonância

de Feshbach e portanto o valor de U) ou mudando a profundidade do poço ótico (o que altera

t). A Figura A.2 apresenta uma ilustração de um potencial periódico gerado por lasers, com

átomos fazendo o papel de elétrons da rede cristalina.

Figura A.2: Figura esquemática da simulação do modelo de Hubbard em redes óticas com
átomos frios [5].

Imagens com resolução atômica

Em geral, medidas em redes óticas são realizadas por imagens de alta resolução de absorção,

fluorescência [6] e microscopia eletrônica da distribuição de densidade do gás armadilhado.

Após preparar uma fase quântica de muitos corpos com átomos frios em redes óticas, é

posśıvel observar os átomos por meio de aplicação de luz com frequência próxima de res-

sonância, o que faz com que os átomos emitam fluorescência. A fluorescência induzida é

capturada por uma câmera CCD (charge coupled device). Para uma resolução que permita

a distinção entre cada átomo, é preciso que a câmera capture alguns milhares de fótons por

átomo. Para atingir essa resolução sem alterar a posição dos átomos durante o processo

de medida, a profundidade da rede ótica é aumentada 100 vezes. Além disso, processos de

resfriamento via lasers ajudam a manter a temperatura dos átomos durante as medidas [5].

As técnicas recentes de medida permitem obter não apenas a distribuição média do número

de part́ıculas na rede, mas também correlações não locais, por meio da análise de um conjunto

de medidas instantâneas.

A alta resolução espacial é útil não apenas nos processos de detecção, mas também na

preparação dos sistemas. As técnicas permitem, por exemplo, o controle local de spins, por

meio da alteração do ńıvel hiperfino de cada átomo. Além disso, em uma montagem grande,

é posśıvel alterar os parâmetros localmente, explorando várias fases em diferentes regiões de

uma mesma amostra de gás armadilhado.
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A.1.2 Exemplos de simulações de sistemas fermiônicos de muitos

corpos

Apesar de ser uma área recente, há, na literatura, diversos trabalhos nos quais sistemas de

muitos corpos são simulados por átomos frios em redes óticas [7-13]. Na presente seção, sele-

cionamos alguns exemplos que servem de motivação para os estudos numéricos apresentados

nesta tese.

Figura A.3: Perfil de densidade local para śıtios com ocupação simples (primeira coluna)
e dupla (segunda coluna) no modelo de Hubbard 2D realizado em uma rede ótica. Figura
retirada de [8].

Em um trabalho publicado em 2016, Michael Köhl e colaboradores simularam o modelo de

Hubbard bidimensional em uma rede ótica com átomos frios [8]. Primeiramente, os autores

prepararam um gás de átomos de 40K resfriados via evaporação, com quantidades iguais de

átomos nos dois estados hiperfinos |F = 9/2,mF = −9/2〉 e |F = 9/2,mF = −7/2〉 (F e mF

correspondem a números quânticos do estado hiperfino), que representam os spins | ↑〉 e | ↓〉,
respectivamente. Em seguida, o gás foi separado em planos por meio da aplicação de lasers

intensos na direção z. As camadas foram então submetidas a redes óticas quadradas bidi-

mensionais. A interação local U entre dois átomos em diferentes estados hiperfinos ocupando

o mesmo śıtio da rede ótica foi controlada por ressonância de Feshbach. Variando um campo

magnético externo entre 189G e 212G, eles obtiveram interações no intervalo 0 < U/t ≤ 20.

Além disso, algumas medidas foram realizadas em função da temperatura. Nesses casos, o
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gás foi aquecido pela aplicação de lasers com a mesma intensidade dos lasers horizontais da

rede, mas com o dobro da frequência de armadilhamento, em seguida; os autores esperaram

um tempo para que o sistema entre em novo estado de equiĺıbrio e realizaram as medidas.

Por meio de uma combinação entre espectroscopia de radio frequência e imagens de ab-

sorção, Köhl e colaboradores [8] detectaram, com resolução local, śıtios com ocupação simples

e ocupação dupla. As imagens de todo o perfil de densidade em função da temperatura e da

interação forneceram uma caracterização detalhado do modelo bidimensional. Na Figura A.3,

por exemplo, vemos a distribuição de śıtios ocupados com um ou dois átomos para diferentes

interações; é posśıvel distinguir claramente uma fase metálica para U pequeno e uma fase

isolante de Mott, caracterizada pela ausência de śıtios duplamente ocupados, para interação

forte. Os resultados foram ainda comparados com métodos numéricos próprios para tratar

sistemas bidimensionais: dynamical cluster approximation, Monte-Carlo quântico e numeri-

cal linked-cluster expansions ; os autores observaram boas concordâncias quantitativas entre

a simulação e os cálculos numéricos.

Figura A.4: Expansão dos átomos fermiônicos após um quench do potencial de armadilha-
mento. Figura retirada de [10].

Efeitos de dinâmica pós-quench também podem ser estudados em redes óticas. Ulrich Sch-

neider et al., por exemplo, analisaram a dinâmica de não-equiĺıbrio e os efeitos de transporte

em uma simulação do modelo de Hubbard homogêneo em três dimensões [10]. Inicialmente,

os autores prepararam um estado fermiônico de átomos de 40K confinados espacialmente.

Em seguida, eles eliminaram rapidamente os potenciais de confinamento e permitiram que os

átomos se movimentassem na rede ótica. Uma representação esquemática do quench pode ser

vista na Figura A.4. Os resultados do experimento revelaram que, no caso não interagente,

os férmions se propagam balisticamente pela rede, porém, mesmo interações pequenas, são

suficientes para gerar uma expansão bimodal, com grande redução da velocidade. Ainda

mais interessante, os autores observaram que a dinâmica é simétrica para sistemas repulsivos
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e atrativos, isto é, ela depende apenas do módulo da interação, mas não de seu sinal. A

simetria com relação a valores de U positivos e negativos pode ser vista na Figura A.5.

Figura A.5: Medidas da densidade local dos átomos fermiônicos na rede ótica 25 ms após a
retirada do potencial de confinamento, para diferentes valores de interação. Figura retirada
de [10].

Mais um trabalho recente relevante no contexto dos estudos numéricos apresentados nesta

tese encontra-se na referência [14]. Nesse caso, Markus Greiner e colaboradores também es-

tudaram o modelo de Hubbard bidimensional em redes óticas com átomos frios. Utilizando

um microscópio de alta-resolução, os autores foram capazes de acessar temperaturas sufici-

entemente baixas e produzir sistemas com grande homogeneidade na densidade, de tal forma

que foi posśıvel observar antiferromagnetismo de longo alcance. Eles resfriaram o sistema em

semi-preenchimento e em seguida observaram como correlações de spin evoluem com dopa-

gem do sistema. Mais especificamente, os autores exploraram as trajetórias marcadas pelas

setas no diagrama de fase de cupratos apresentado na Figura A.6.a. Maiores avanços na ma-

nipulação de gases atômicos são necessários para a exploração de outras regiões do diagrama,

como a fase supercondutora de onda-d. Esse trabalho, no entanto, constitui um importante

passo na simulação de supercondutores não convencionais via redes óticas.

Para obter temperaturas baixas, o grupo da universidade de Havard utilizou um mi-
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Figura A.6: (a)Diagrama de fase de cupratos. As setas indicam trajetórias exploradas na
simulação com átomos frios em redes óticas. (b) Figura esquemática da montagem experi-
mental. A presença de um reservatório externo à região estudada possibilitou o resfriamento
do sistema, bem como a produção de uma região com densidade homogênea. Figura retirada
de [14].

croscópio e um micro-espelho com resolução atômica para dividir a rede ótica em duas sub-

partes, um disco central contendo aproximadamente 75 átomos de 6Li, envolto por um grande

reservatório [14]. A partição do sistema aumentou a redistribuição de entropia; o disco central

pôde ser resfriado pelo deslocamento de entropia para o reservatório. Um esquema da mon-

tagem experimental pode ser visto na Figura A.6.b. Os resultados do trabalho revelaram que

o resfriamento do sistema leva ao aumento do comprimento de correlação do ordenamento

antiferromagnético. As medidas foram realizadas com um campo que produz uma interação

Coulombiana local de U/t = 7.2(2), valor relevante para o diagrama de fase de cupratos.

A temperatura de cada amostra foi determinada por meio de comparações entre medidas

experimentais e resultados obtidos por Monte Carlo quântico. A temperatura mais baixa

alcançada no experimento foi T/t = 0.25(2). Diminuindo a densidade da amostra, Markus

Greiner et al. observaram que as correlações de spin diminuem com a dopagem com buracos,

em concordância com resultados conhecidos para supercondutores não convencionais.
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Figura A.7: Dependência do comprimento de localização ξ em função da desordem ∆ para
T = 480nK, e em função da temperatura, para ∆ = 480kBnK. Figura retirada de [12].

Outro exemplo de trabalho interessante em redes óticas encontra-se na referência [12],

que descreve não um sistema fermiônico interagente, mas sim desordenado. S. S. Kondov

et al. estudaram a localização devido à desordem (localização de Anderson) em um sistema

tridimensional de átomos frios. Eles utilizaram átomos de 40K resfriados entre 170 e 1500 nK

e armadilhados em um potencial de bipolo. Os spins foram polarizados a fim de eliminar

a interação entre as part́ıculas. O potencial desordenado foi gerado por um laser de 532

nm, aplicado em uma das direções, que passou por um filtro espalhador, gerando regiões

claras e escuras aleatoriamente distribúıdas. A intensidade da desordem, ∆, foi controlada

pela potência do laser. Imagens de absorção permitiram a análise do perfil de densidade e

o estudo da localização. Os autores confirmaram a previsão teórica de que o comprimento

de localização ξ é inversamente proporcional à intensidade da desordem, ∆, e diretamente

proporcional à temperatura, conforme apresentado na Figura A.7.

A.2 Experimentos de pump and probe

Conforme discutido no ińıcio deste caṕıtulo, sistemas de átomos frios podem ser usados para

simular modelos Hamiltonianos, que contêm ingredientes fundamentais de sistemas mais

complexos. Por outro lado, o desenvolvimento de técnicas de espectroscopia resolvida no

tempo permitiu o estudo da f́ısica de não-equiĺıbrio em sólidos reais [15,16].

Mais especificamente, avanços na tecnologia de laser possibilitaram a geração de pulsos

“ultra-curtos”, com duração de femtosegundos [17], aumentando muito a resolução tempo-

ral de medidas experimentais e permitindo, assim, a análise de não-equiĺıbrio em matéria

condensada [18].
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Nesse contexto, experimentos são realizados por um processo conhecido como pump and

probe. Um laser curto (10 a 100 fs) e intenso (pump) é usado para excitar o sistema, levando-o

para uma condição fora do equiĺıbrio. Um segundo pulso (probe) é emitido, após um tempo

de atraso δt, para medir o estado transiente do sistema. Variando-se δt é posśıvel analisar

a evolução do sistema após a excitação. Várias técnicas podem ser usadas para analisar o

sistema, tais como espectroscopia de fotoemissão resolvida no tempo, reflexividade resolvida

no tempo e difração de raio-X resolvida no tempo.

A investigação da relaxação de sistemas de muitos corpos após a excitação com um pulso

ultra-curto permite a análise do papel de diferentes graus de liberdade sobre as propriedades

do sistema, pois o pulso pode excitar os estados eletrônicos sem que haja, simultaneamente,

alteração das propriedades da rede cristalina. Além disso, medidas em diferentes escalas

de tempo permitem a diferenciação entre escalas de energia associadas a diversos graus de

liberdade.

Experimentos pioneiros na área incluem transições isolante-metal induzidas por fótons em

sistemas de Mott correlacionados [19-24], combinação entre dinâmica estrutural e eletrônica

em sistemas com ondas de densidade de carga [25] e dinâmica ultra-rápida induzida em

sistemas ferromagnéticos [26] e antiferromagnéticos [27]. Mais recentemente, experimentos de

pump and probe foram usados também para analisar separadamente contribuições eletrônicas

e de fônons sobre a “cola” que mantém pares de elétrons ligados em supercondutores de alta

temperatura cŕıtica [28].

Referências

[1] Immanuel Bloch, Jean Dalibard e Sylvain Nascimbene, “Quantum simulations with ultra-

cold quantum gases”, Nature Physics 8, 267–276 (2012)

[2] Steven Chu, Claude Cohen-Tannoudji e William D Phillips, “The nobel prize in physics

1997”, (2012).

[3] Sebastian A Will, Jee Woo Park, Zoe Z Yan, Huanqian Loh e Martin W Zwierlein,

“Coherent microwave control of ultracold Na23K40 molecules”, Phys. Rev. Lett., 116, 225306

(2016).

[4] Cheng Chin, Rudolf Grimm, Paul Julienne e Eite Tiesinga, “Feshbach resonances in

ultracold gases”, Rev. Mod. Phys. 82, 1225-1286 (2010).

[5] Jacob F Sherson, Christof Weitenberg, Manuel Endres, Marc Cheneau, Immanuel Bloch

e Stefan Kuhr, “Single-atom resolved fluorescence imaging of an atomic mott insulator”,

Nature 467, 68–72 (2010).

[6] Barbara Goss Levi, “Putting quantum gases under the microscope”, Physics Today 63,

10, 18 (2010).
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Apêndice B

DMRG

B.1 Introdução

Conforme discutido na introdução desta tese, a descrição de sistemas de muitos corpos é

comumente realizada através de métodos numéricos, dentre os quais podemos citar, por

exemplo, Monte Carlo Quântico, Grupo de Renormalização Numérico, Teoria de Campo

Médio Dinâmico e Grupo de Renormalização da Matriz Densidade (DMRG, do inglês density

matrix renormalization group). Esse último método tem sido considerado “estado da arte”

para a descrição de sistemas interagentes unidimensionais.

DMRG foi originalmente desenvolvido por Steven R. White em 1992 [1-2] para a des-

crição de propriedades do estado fundamental de sistemas unidimensionais, e mais tarde

estendido para a descrição de propriedades dinâmicas. O método é baseado em um processo

de truncagem selecionada do espaço de Hilbert. Inicialmente uma cadeia pequena é resolvida

exatamente, isto é, por diagonalização exata. Em seguida, crescemos o sistema sem crescer o

espaço de Hilbert. Essa é a ideia por trás do Grupo de Renormalização, introduzido em 1975

por K. Wilson [3]. Nesse caso, o Hamiltoniano do sistema maior é truncado na base dos auto-

estados de menor energia do sistema anterior. Essa abordagem fornece uma boa descrição

para o modelo Kondo e para o modelo de Anderson de uma impureza, porém não é apropriada

para alguns outros sistemas fortemente correlacionados. Steven R. White percebeu que,

para resolver modelos não descritos por Grupo de Renormalização, é conveniente substituir

a truncagem baseada em energia por uma truncagem baseada nos auto-estados da matriz

densidade reduzida, dando origem ao Grupo de Renormalização da Matriz Densidade.

Neste apêndice, apresentaremos uma breve revisão de DMRG. Sugerimos as referências

[4-6] para uma visão mais completa.
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B.2 Estrutura da cadeia no cálculo DMRG

Antes de apresentar uma revisão do algoritmo de DMRG, é conveniente introduzir certos

elementos fundamentais. A cadeia unidimensional é dividida em dois blocos, com l śıtios

e dimensão do espaço de Hilbert m cada um, e dois śıtios livres entre os blocos, conforme

apresentado na Figura B.1. A junção de um bloco e um śıtio forma um bloco aumentado,

com l+1 śıtios e dimensão m∗d, sendo d a dimensão de um śıtio (d = 2 no caso de uma cadeia

de spin 1/2 e d = 4 no modelo de Hubbard, por exemplo). A junção dos blocos aumentados

da direita e da esquerda forma um super-bloco, que envolve todos os śıtios da cadeia e tem

dimensão (m ∗ d)2.

Figura B.1: Estrutura fundamental do DMRG.

O Hamiltoniano do bloco aumentado é dado por

HBA = HB +HS +HBS, (B.1)

sendo HB o Hamiltoniano do bloco, HS o Hamiltoniano do śıtio livre e HBS o Hamiltoniano

de interação entre o bloco e o śıtio. Caso o sistema seja invariante por translação, podemos

construir apenas o bloco da esquerda e repeti-lo para representar o bloco da direita; caso

contrário, é preciso construir os blocos aumentados da esquerda e da direita separadamente,

representados por HL
BA e HR

BA, respectivamente. O Hamiltoniano do super-bloco é constrúıdo

unindo-se os dois blocos aumentados:

HSupB = HL
BA +HR

BA +HSLSR , (B.2)

sendo HSLSR o hamiltoniano de interação entre os dois śıtios livres.
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B.3 Cálculo do estado fundamental via DMRG

O algoritmo de DMRG começa com um processo conhecido como “parte infinita”, no qual

crescemos o sistema até o tamanho desejado, seguido por uma “parte finita”, que garante a

convergência da energia do estado fundamental.

B.3.1 Parte Infinita

No algoritmo de DMRG, inicialmente constrúımos uma cadeia exata, com os blocos da es-

querda e da direita contendo l śıtios cada e dimensão m = dl; resolvemos o Hamiltoniano

do super-bloco por diagonalização exata ou por um processo de diagonalização iterativa que

forneça o estado fundamental, como o método de Lanczos, por exemplo. Nesse ponto, HSupB

corresponde a uma matriz de dimensão m ∗ d ∗m ∗ d = d2(l+1). Assim, l deve ser pequeno o

suficiente para que uma solução exata seja numericamente viável (em geral, utilizamos bloco

iniciais de aproximadamente l = 7 śıtios).

Dado o estado inicial |GS〉, calculamos a matriz densidade reduzida do bloco aumentado

da esquerda (direita), traçando fora os graus de liberdade dos śıtios da direita (esquerda):

ρL(R) = TrR(L)|GS〉〈GS|. (B.3)

Os m primeiros auto-estados da matriz densidade reduzida da esquerda (direita), correspon-

dentes aos maiores auto-valores, são usados para renormalizar o bloco aumentado da esquerda

(direita). Assim, aproximamos uma matriz de dimensão m ∗ d por uma matriz de dimensão

m, conforme representado na Figura B.2(b).

Figura B.2: Primeiros passos da parte infinita de DMRG.

O bloco aumentado renormalizado corresponde ao novo bloco no próximo passo do cálculo

numérico. Nesse caso, o bloco não é mais exato: possui l + 1 śıtios, mas dimensão m = dl.
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Nesse passo, aumentamos o tamanho da cadeia acrescentando dois novos śıtios livres para unir

os novos blocos (blocos aumentados do passo anterior), conforme representado na Figura B.2

(c). Em seguida, diagonalizamos o Hamiltoniano do novo super-bloco, que contém 2∗(l+1)+2

śıtios, mas dimensão m = d2(l+1) (note que, dessa forma, crescemos o sistema sem crescer o

espaço de Hilbert); usamos os m primeiros auto-estados da matriz densidade reduzida para

renormalizar o bloco aumentado, produzindo o bloco do próximo passo, com l + 2 śıtios e

dimensão m; acrescentamos dois novos śıtios para aumentar o tamanho da cadeia e repetimos

o processo até atingir o tamanho desejado.

Em alguns casos, pode-se continuar crescendo a cadeia até que a energia do estado fun-

damental pare de variar, dentro de uma margem de tolerância determinada. Nesse caso, o

algoritmo simula o limite termodinâmico e o cálculo não precisa ser complementado pela

parte finita. Tal procedimento, no entanto, apresenta muitos erros numéricos e não se aplica

a cadeias com quebra de invariância translacional, como no caso de sistemas desordenados,

por exemplo. O DMRG tem se mostrado mais preciso para a descrição de cadeias finitas: o

algoritmo infinito é utilizado para construir a cadeia do tamanho desejado (podendo chegar

a algumas centenas de śıtios) e a convergência do estado fundamental é garantida pela parte

finita, descrita na próxima subseção.

B.3.2 Parte Finita (sweeps)

No ińıcio da parte finita do algoritmo de DMRG, temos uma cadeia de N śıtios, estruturada

na forma de um bloco de (N−1)/2 śıtios à esquerda e outro com o mesmo número de śıtios à

direita, ambos de dimensão m, ligados por dois śıtios livres no centro da cadeia. Em seguida,

realizamos um processo semelhante ao descrito na subseção anterior, porém sem que haja a

inclusão de novos śıtios à cadeia. Inicialmente, o bloco da esquerda cresce pelo acréscimo de

um śıtio, enquanto o bloco da direita é reduzido por um śıtio. O processo de renormalização é

aplicado apenas ao bloco crescente (nesse caso o bloco da esquerda, com N/2 śıtios), enquanto

o bloco decrescente (da direita com (N−2)/2 śıtios) é representado por uma base armazenada

na memória, que representava o bloco quando este possúıa (N − 2)/2 śıtios. O crescimento

do bloco da esquerda é repetido até que a borda da direita seja atingida. Em seguida, o

bloco da direita passa a crescer e é renormalizado, enquanto o bloco da esquerda é reduzido.

Um ciclo completo, denominado sweep, está representado na Figura B.3 e vai até os dois

śıtios livres estarem novamente no meio da cadeia. O processo é repetido até que ocorra

a convergência da energia do estado fundamental. Usualmente 2 a 3 sweeps são suficientes

para a convergência.
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Figura B.3: Um sweep completo no cálculo DMRG.

B.4 Precisão da truncagem DMRG

A precisão do cálculo DMRG é estimada pelo peso da truncagem, ε, calculado como

ε = 1−
m∑
α=1

λα, (B.4)

sendo {λα} o conjunto de auto-valores da matriz densidade reduzida, organizados em ordem

decrescente. Em geral, para sistemas unidimensionais com interação de curto alcance, grande

precisão (ε ≈ 10−10) é alcançada com um número relativamente pequeno de estados (m <

100). A qualidade da truncagem está relacionada à quantidade de emaranhamento existente

entre os blocos aumentados do sistema, conforme descrito a seguir.

Um estado puro de muitos corpos, |Ψ〉, composto por um sistema de duas subpartes, L

e R, pode ser escrito como uma decomposição em {|ΦL,i〉} e {|ΦR,i〉}, bases ortonormais das

regiões L e R, por meio da decomposição de Schmidt (já mencionada no Caṕıtulo 2):

|Ψ〉 =
∑
i

√
λi|φL,i〉 ⊗ |φR,i〉, (B.5)
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onde λi obedece à relação
∑

i λi = 1 e representa o conjunto de auto-valores da matriz

densidade reduzida,

ρL/R = TrL/R|Ψ〉〈Ψ| =
∑
i

λi|φL/R,i〉〈φL/R,i|. (B.6)

No caso de um estado constitúıdo do produto dos estados de cada subparte, temos que

λ1 = 1 e λi = 0 ∀ i 6= 1 e não há emaranhamento entre as subpartes. À medida que o

emaranhamento entre as subpartes cresce, são necessários mais termos para uma boa repre-

sentação do estado via decomposição de Schmidt e mais autovalores da matriz densidade

reduzida assumem valores consideráveis.

Assim, para que a truncagem do espaço de Hilbert no cálculo DMRG seja eficiente (boa

precisão retendo poucos estados) é preciso que o emaranhamento entre as subpartes seja

pequeno. A qualidade do cálculo DMRG é garantida pela lei de área, que limita o emara-

nhamento de Hamiltonianos “locais” (interação de curto alcance) [7].

A escolha de truncagem por meio dos auto-estados da matriz densidade reduzida faz com

que valores esperados de operadores locais sejam obtidos com erros pequenos, da ordem do

peso de truncagem. A obtenção da função de onda e da entropia de emaranhamento também

são otimizadas [8].

B.5 Evolução temporal via DMRG

A descrição da evolução temporal na mecânica quântica é dada pela solução da equação de

Shrödinger dependente do tempo:

i
∂

∂t
|Ψ(t)〉 = H|Ψ(t)〉 → |Ψ(t)〉 = e−iHt|Ψ(0)〉 (B.7)

(por simplicidade fizemos ~ = 1). Porém, aplicar o operador evolução temporal U = e−iHt a

um estado de muitos corpos não é tarefa trivial.

Há diferentes propostas de inclusão de evolução temporal no cálculo DMRG; aqui, nos

concentraremos no método introduzido por White e Feiguin [9]. Nesse caso, dividimos o

Hamiltoniano em termos locais por meio da decomposição de Suzuki-Trotter. Tal decom-

posição é aplicável apenas a Hamiltonianos contendo interações até primeiros vizinhos, mas

essa classe inclui grande parte dos modelos de interesse em problemas de muitos corpos,

como por exemplo os Hamiltonianos de Heisenberg e Hubbard. Nesse método, é conveniente

dividir o tempo em pequenos intervalos τ = t/Nt e aplicar o operador evolução temporal Nt

vezes, enquanto “seguimos”o estado no espaço de Hilbert, adaptando a base a cada passo,

conforme descrito mais adiante.

A decomposição de Suzuki-Trotter consiste em dividir o Hamiltoniano em termos locais,
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isto é H = H1+H2+...+HN−1, sendo que H1 inclui interações entre os śıtios 1 e 2, H2 contém

interações entre os śıtios 2 e 3 e assim sucessivamente. Dessa forma, o operador e−iHnτ pode

ser aplicado à cadeia quando os śıtios n e n+ 1 forem os śıtios livres.

A dificuldade da decomposição consiste no fato de que

e−iHτ = e−i(H1+H2+H3+...)τ 6= e−iH1τe−iH2τe−iH3τ ..., (B.8)

pois [Hn, Hn+1] 6= 0. Para contornar essa dificuldade, dividimos os Hamiltonianos locais entre

pares e ı́mpares, separando Hamiltonianos que atuam sobre um mesmo śıtio. Dessa forma,

definimos HA = H2 + H4 + H6 + ... e HB = H1 + H3 + H5 + ..., conforme representado na

Figura B.4. Após essa divisão, temos que

e−i(HA+HB)τ = e−iHAτe−iHBτeO(τ2) (B.9)

ou

e−i(HA+HB)τ = e−i
HA
2
τe−iHBτe−i

HA
2
τeO(τ3), (B.10)

que correspondem às decomposições de Suzuki-Trotter de primeira e segunda ordem, respec-

tivamente. Assim, é posśıvel expandir as exponenciais envolvendo HA e HB em produtos de

exponenciais, cada uma atuando em dois śıtios.

Figura B.4: Decomposição do Hamiltoniano em śıtios pares e ı́mpares.

Como a exponencial da equação (B.9) fatora em termos de apenas dois śıtios, o algoritmo

de evolução temporal via Suziki-Trotter fica semelhante ao algoritmo da parte finita, porém,

ao longo dos sweeps, ao invés de diagonalizar o super-bloco, aplica-se o operador de evolução

temporal referente aos śıtios livres. No caso da decomposição de Suzuki-Trotter de primeira

ordem, por exemplo, inicia-se a aplicação da evolução temporal na borda da esquerda e,

enquanto o bloco da esquerda ganha śıtios, aplica-se o operador de evolução de dois śıtios,

e−iHnτ (com Hn ∈ HB), sempre que o śıtio livre da esquerda for ı́mpar. Na volta, enquanto o

bloco da direita cresce, o operador e−iHnτ (Hn ∈ HA) é aplicado sempre que o śıtio livre da

esquerda for par. O processo é repetido Nt vezes.

O algoritmo pode ser resumido conforme apresentado abaixo.

1. Começa-se com um estado inicial, que pode ser o estado fundamental obtido por DMRG

segundo um Hamiltoniano diferente, por exemplo.
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2. Realiza-se sweeps, semelhantes ao cálculo da parte finita, porém, a cada passo aplica-se

o operador e−iHnτ (n e n+ 1 representam os dois śıtios livres em cada passo).

3. Aplica-se uma normalização, semelhante à utilizada no DMRG estático, a partir dos

auto-estados da matriz densidade reduzida do estado evolúıdo. Assim, o espaço de

Hilbert é atualizado durante a evolução temporal.

4. Altera-se a representação do estado, a cada passo, usando um método de predição de

estados introduzido por S. White.1

5. Repete-se os itens 2 a 4 até que o tempo de evolução desejado seja atingido.

Os erros na evolução temporal podem ser reduzidos diminuindo-se o intervalo de tempo,

τ , ou aumentando-se a ordem da decomposição de Suzuki-Trotter utilizada.
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Apêndice C

Ĺıquido de Fermi e ĺıquido de

Luttinger

Excitações de baixa energia em sistemas interagentes de duas e três dimensões podem ser

descritas, em muitos casos, pela teoria de ĺıquido de Fermi (LF) [1]. Em uma dimensão, essa

teoria é substitúıda pela teoria de ĺıquido de Luttinger (LL) [2].

A teoria de LF foi introduzida em 1956 por Landau para descrever o hélio ĺıquido, He3. O

alcance da teoria, no entanto, é muito maior. Ela descreve qualitativamente bem propriedades

de diferentes sistemas de muitos férmions interagentes a baixas temperaturas, especialmente

de elétrons em metais. Pela teoria de LF, excitações próximas ao ńıvel de Fermi em um

sistema de muitos corpos podem ser representadas por quase-part́ıculas de tempo de vida

longo. Assim, as excitações de sistemas interagentes são mapeadas em excitações de sistemas

não interagentes. Desse modo, a inclusão de interação não altera qualitativamente propri-

edades termodinâmicas a baixas temperaturas, mas apenas leva a uma renormalização dos

parâmetros das quase-part́ıculas.

Em sistemas unidimensionais, efeitos de interação são amplificados devido ao reduzido

grau de liberdade espacial das part́ıculas. Nesse caso, a teoria de LF de excitações ele-

mentares é substitúıda pela teoria de LL, na qual excitações de baixa energia de part́ıculas

interagentes são descritas por ondas de densidade de carga e spin (excitações coletivas). Ao

contrário da teoria de LF, em uma dimensão funções de correlação seguem leis de potência

não universais, com expoentes que dependem da interação. Essa dependência do expoente

pode ser descrita por meio dos parâmetros Kρ e Ks, conhecidos como parâmetro de Luttin-

ger de carga e spin, respectivamente. Além dos parâmetros K, a f́ısica de baixas energias do

sistema interagente depende também das velocidades vρ e vs de propagação dos modos de

carga e spin, respectivamente. Em geral, em sistemas descritos pela teoria de LL, vρ 6= vs, o

que dá origem ao fenômeno de separação dos graus de liberdade de carga e spin.
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Apêndice D

Supercondutividade convencional -

Teoria BCS

Supercondutividade é uma fase macroscópica da matéria na qual cargas fluem sem nenhuma

resistência. Além disso, campos magnéticos são blindados por materiais na fase supercon-

dutora (efeito Meissner). Tais propriedades têm diversas aplicações tecnológicas, como por

exemplo dispositivos supercondutores de interferência quântica (SQUID, do inglês supercon-

ducting quantum interference devices), dispositivos eletrônicos baseados no efeito Josephson

e trens super-rápidos baseados em levitação magnética.

Fases supercondutoras convencionais foram observadas a partir do ińıcio do século XX,

quando percebeu-se que a redução da temperatura abaixo de um valor cŕıtico levava certos

metais a conduzirem com resistência nula. Em metais, a resistividade diminui com a dimi-

nuição da temperatura, mas em metais supercondutores ela vai abruptamente a zero para

T < Tc.

Materiais supercondutores considerados convencionais são descritos por uma teoria de

supercondutividade introduzida em 1957 por Bardeen, Cooper e Schrieffer, conhecida como

teoria BCS [1]. Nesse tipo de material, o transporte é realizado pelos chamados pares de

Cooper, elétrons que se unem em pares devido a interações com vibrações da rede cristalina

(fônons). Essa teoria será brevemente revisada neste apêndice. A descrição aqui presente é

baseada principalmente em notas de aula de John Chalker [2]. Para mais informações sobre

a teoria, sugerimos, por exemplo, a referência [3].

D.1 Interação atrativa mediada por fônons

A ideia central da teoria BCS é que a interação elétron-fônon leva a uma interação efetiva

entre elétrons que possuem energias similares. Apesar desta interação ser fraca, a presença

da nuvem eletrônica e o prinćıpio de exclusão garantem que ela seja suficiente para que

184
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os elétrons permaneçam ligados, formando pares de Cooper. O tamanho caracteŕıstico dos

pares - isto é, o comprimento de correlação - é muito maior do que a separação entre eles.

Como cada par interage com muitos outros, podemos tratar o problema por meio de uma

aproximação de campo médio, conforme descrito mais adiante.

Para descrever a interação efetiva, partimos do Hamiltoniano

H =
∑
~k

ε(~k)c†~kc~k + ~ω
∑
~q

a†~qa~q +
∑
~k~q

Mc†~k+~q
c~ka~q + h.c, (D.1)

que descreve as energias dos elétrons e dos fônons, bem como a interação entre eles. Acima

usamos a notação de segunda quantização, sendo que c†~k e c~k são operadores de criação e

aniquilação de elétrons com momento ~k, enquanto a†~q e a~q correspondem a operadores de

fônons com momento ~q. O primeiro termo corresponde à energia cinética dos elétrons, o

segundo à energia dos fônons da rede, enquanto o último descreve a interação entre eles,

sendo M a amplitude do acoplamento elétron-fônon. Na equação acima, omitimos os ı́ndices

de spin por simplicidade; eles serão explicitados mais adiante.

A fim de nos concentrarmos no sistema eletrônico, vamos eliminar a interação elétron-

fônon por meio de uma transformação canônica (transformação de Schrieffer-Wolff). O

mesmo resultado pode ser obtido tratando-se o termo de interação, H1 =
∑

~k~qMc†~k+~q
c~ka~q+h.c

por teoria de perturbação de segunda ordem. Tal procedimento justifica-se porque a ener-

gia de interação é pequena, comparada à energia do Hamiltoniano não perturbado, H0 =∑
~k ε(

~k)c†~kc~k + ~ω
∑

~q a
†
~qa~q.

Na transformação de Schrieffer-Wolff, deduzimos um Hamiltoniano efetivo de baixas ener-

gias a partir de um Hamiltoniano inicial por meio de uma transformação unitária que desa-

copla subespaços de altas e baixas energias.1 Nesse procedimento, o Hamiltoniano efetivo H̃

é dado por

H̃ = e−SHe−S = H + [H,S] +
1

2
[[H,S], S] + ..., (D.2)

sendo que o operador S obedece à condição

H1 + [H0, S] = 0. (D.3)

Substituindo a equação (D.3) em (D.2) e mantendo termos até a segunda ordem em S, temos

H̃ = H0 +
1

2
[H1, S] ≡ H0 +Hint → Hint ≡

1

2
[H1, S]. (D.4)

Multiplicando a equação (D.3) à esquerda por 〈n| e à direita por |m〉, sendo |n〉 e |m〉
1Outro exemplo de contexto no qual a transformação de Schrieffer-Wolff é usada é a dedução do modelo

Kondo a partir do Hamiltoniano de Anderson de uma impureza [4].
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Figura D.1: Representação esquemática da ligação entre elétrons através de vibrações da
rede.

auto-estados de H0, obtemos

〈n|S|m〉 =
〈n|H1|m〉
Em − En

. (D.5)

Finalmente, multiplicando a equação (D.4) à esquerda por 〈i| e à direita por |f〉 e usando o

resultado de (D.5), temos

〈f |Hint|i〉 =
1

2

∑
v

〈f |H1|v〉〈v|H1|i〉
(

1

Ei − Ev
+

1

Ef − Ev

)
. (D.6)

Do elemento de matriz acima, podemos reescrever o Hamiltoniano Hint como

Hint =
1

2

∑
~p~k~q

c†~p+~qc~pc
†
~k−~q

c~k|M |
2

(
1

ε(~k)− ε(~k − ~q)− ~ω
+

1

ε(~p+ ~q)− ε(~p)− ~ω

)
. (D.7)

O termo de interação apresentado acima é atrativo quando a dispersão dos elétrons envolvidos

obedece à relação |ε(~k)− ε(~k − ~q)| < ~ω. Isto significa que o acoplamento com as vibrações

da rede gera uma atração efetiva entre elétrons que possuem uma energia da ordem de ~ω em

torno do ńıvel de Fermi. Essa energia pode ser estimada pela energia de Debye, ~ωD, sendo

que a frequência de Debye, ωD, corresponde à frequência de vibração máxima dos átomos em

um sólido.

Uma intuição a respeito da formação de pares de elétrons ligados por fônons pode ser

obtida a partir do esboço apresentado na Figura D.1. Um elétron se movendo em uma rede

formada por ı́ons positivos pode deslocar alguns ı́ons criando uma região de excesso de cargas

positivas capaz de atrair outro elétron que viaja pela rede. Essa atração é retardada, pois os

ı́ons, mais pesados, se movem mais lentamente que os elétrons. De forma alternativa, pode-se

afirmar que um elétron emite um fônon de energia ~ω, que é absorvido por outro elétron.

D.2 Descrição qualitativa da função de onda BCS

Conforme comentado na seção anterior, a energia de interação atrativa gerada pelos fônons

é pequena e portanto aparentemente insuficiente para manter os pares de elétrons ligados.
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Para entendermos como uma atração fraca é capaz de criar os pares de Cooper, devemos

lembrar que as part́ıculas não se movem no espaço livre, mas sim acima de um mar de Fermi

preenchido. Nesse contexto, o prinćıpio de exclusão de Pauli facilita a ligação dos elétrons

no par.

Na teoria BCS, a função de onda do estado fundamental da fase supercondutora com N

elétrons de condução é dada por um produto de N/2 funções de onda de pares:

Ψ(~r1s1, ..., ~rNsN) = A
n=N/2∏
n=1

φ(~r2n−1s2n−1, ~r2ns2n), (D.8)

com

φ(~r1σ1, ~r2σ2) = (↑1↓2 − ↓1↑2)g(~r1 − ~r2). (D.9)

Na função de onda do par, a parte de spin está no estado singleto, de forma que a parte orbital

g(~r1 − ~r2) deve ser simétrica. Além disso, o fator A indica a antissimetrização do produto,

caracteŕıstica de funções de onda fermiônicas. Se φ representasse estados monoeletrônicos, a

antissimetrização produziria uma função de onda total nula, em concordância com o prinćıpio

de exclusão de Pauli. Isso não ocorre para funções de onda de dois elétrons; assim, temos um

comportamento semelhante a uma condensação de Bose-Einstein para os pares.

A função de onda pode também ser representada no espaço de momentos na notação de

operadores:

|φ〉 =
∑
~k

g~kc
†
~k↑
c†
−~k↓
|0〉 (D.10)

e

|Ψ〉 =

N/2∏
n=1

∑
~kn

g~knc
†
~kn↑
c†
−~kn↓

 |0〉. (D.11)

Nesta representação, fica claro que os pares de Cooper são formados por elétrons com mo-

mentos iguais em módulo, porém sentidos opostos.

Uma análise da função de onda BCS, que consiste em um produto de funções de pares

idênticas, nos permite entender a ausência de dissipação em correntes supercondutoras. Em-

bora uma descrição matemática seja trabalhosa (sugerimos as referências [2] e [3] para uma

dedução anaĺıtica), a ideia intuitiva consiste no fato de que processos de espalhamentos não

podem destruir pares individuais, já que não é posśıvel alterar a função de onda de apenas

um par de Cooper. Enquanto elétrons individuais podem ser espalhados em correntes con-

vencionais, a dissipação em supercondutores só ocorre com a destruição de todo o estado de

emparelhamento, o que exige uma quantidade muito grande de energia.
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D.3 Teoria de Campo Médio

Para entendermos mais caracteŕısticas dos supercondutores dentro da teoria BCS, podemos

recorrer à teoria de campo médio. Após as aproximações descritas entre as equações D.1 e

D.7, temos um Hamiltoniano da forma

H − µN =
∑
~kσ

ε~kc
†
~kσ
c~kσ − U

′∑
~k~q

c†~k↑c
†
−~k↓

c−~q↓c~q↑, (D.12)

sendo que
∑′

~k~q indica a soma em estados de energia ε~k e ε~q entre ~ωD e EF , enquanto U

corresponde à energia potencial de formação de pares.

Vamos agora tratar o termo interagente do Hamiltoniano por campo médio para reduzi-

lo a uma forma quadrática. Nesse procedimento, usamos a relação c†~k↑c
†
−~k↓

= 〈c†~k↑c
†
−~k↓
〉 +

δ(c†~k↑c
†
−~k↓

) para reescrever o termo de interação:

c†~k↑c
†
−~k↓

c−~q↓c~q↑ =
(
〈c†~k↑c

†
−~k↓
〉+ δ(c†~k↑c

†
−~k↓

)
) (
〈c−~q↓c−~q↑〉+ δ(c−~q↓c~q↑)

)
= 〈c†~k↑c

†
−~k↓
〉〈c−~q↓c−~q↑〉+ 〈c†~k↑c

†
−~k↓
〉δ(c−~q↓c~q↑)

+〈c−~q↓c−~q↑〉δ(c
†
~k↑
c†
−~k↓

) + δ(c†~k↑c
†
−~k↓

)δ(c−~q↓c~q↑)

≈ 〈c†~k↑c
†
−~k↓
〉 (c−~q↓c~q↑) + 〈c−~q↓c−~q↑〉

(
c†k↑c

†
−~k↓

)
−〈c†~k↑c

†
−~k↓
〉〈c−~q↓c−~q↑〉. (D.13)

Acima desprezamos flutuações da forma δ(c†~k↑c
†
−~k↓

)δ(c−~q↓c~q↑). Além disso, definimos ∆ como

uma medida das correlações de pares, isto é,

∆ = U
∑
~k′

〈c†~k↑c
†
−~k↓
〉. (D.14)

Com isso, temos

H − µN =
∑
~kσ

ε~kc
†
~kσ
c~kσ −∆

′∑
~k

(
c†~k↑c

†
−~k↓

+ h.c.
)
. (D.15)

O Hamiltoniano de campo médio pode ser diagonalizado por transformação de Bogoliu-

bov. Por simplicidade, não desenvolveremos a solução aqui (para mais informações, ver, por

exemplo, referência [2]). É importante explicitar, no entanto, que a solução do modelo indica

a presença de um gap de excitação, proporcional a ∆, que justifica propriedades térmicas e

magnéticas observadas experimentalmente em supercondutores convencionais.
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Apêndice E

Método de Lanczos

O método de Lanczos corresponde a um cálculo iterativo para a obtenção do estado fun-

damental (e alguns estados excitados) de Hamiltonianos. Nesse método, a matriz a ser

diagonalizada é representada em uma forma tridiagonal.

Conforme explicado mais adiante, a operação mais complicada em Lanczos é o cálculo

de produtos H|v〉 entre matrizes e vetores (o que requer memória O(N), sendo N × N a

dimensão do Hamiltoniano H), que podem ser calculados de forma especialmente eficiente

para matrizes esparsas, como é o caso de Hamiltonianos de sistemas com interações de curto

alcance.

A descrição sucinta do método apresentada aqui é baseada nas notas da escola de inverno

apresentada na referência [1]. A fim de introduzir o método, consideramos um processo

variacional para o cálculo do estado fundamental de um sistema f́ısico.

Para minimizarmos o funcional

E[Ψ] =
〈Ψ|H|Ψ〉
〈Ψ|Ψ〉

,

recorremos ao gradiente
δE[Ψ]

δ〈Ψ|
=
H|Ψ〉 − E[Ψ]|Ψ〉

〈Ψ|Ψ〉
= |Ψa〉,

que aponta na direção crescente de E[Ψ]. Assim, E[Ψ − αΨa] < E[Ψ], para α pequeno e

positivo.

O valor ótimo de α pode ser encontrado por um processo de minimização de E[Ψ−αΨa].

Nesse processo introduzirmos uma base ortonormal no subespaço definido por |Ψ〉 e |Ψa〉, ou,

de forma equivalente, por |Ψ〉 e H|Ψ〉.
O primeiro vetor da base pode ser definido pela normalização de |Ψ〉:

|v0〉 = |Ψ〉/
√
〈Ψ|Ψ〉

190
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e o segundo por uma processo de ortogonalização de H|v0〉 com relação a |v0〉

|ṽ1〉 = H|v0〉 − |v0〉〈v0|H|v0〉 → |v1〉 = |ṽ1〉/
√
〈ṽ1|ṽ1〉.

Definindo an = 〈vn|H|vn〉 e b2
1 = 〈ṽ1|ṽ1〉, temos então

H|v0〉 = b1|v1〉+ a0|v0〉;

multiplicando os dois lados da equação por 〈v1|, vemos que b1 = 〈v1|H|v0〉.
No subespaço ortonormalizado de |Ψ〉 e H|Ψ〉, descrito pela base {|v0〉, |v1〉}, podemos

representar qualquer função de onda normalizada na forma

|v〉 = cos(θ)|v0〉+ sen(θ)|v1〉

e podemos encontrar o estado fundamental minimizando o valor esperado 〈v|H|v〉 com relação

a θ. Alternativamente, podemos diagonalizar a matriz do Hamiltoniano projetado neste

subespaço

H(Ψ,HΨ) =

(
a0 b1

b1 a1

)
.

O estado variacional de menor energia, |Ψ(2)〉 = cos(θmin)|v0〉 + sen(θmin)|v1〉, não cor-

responde ao estado fundamental do Hamiltoniano H, cuja descrição completa depende de

uma base muito maior, da dimensão do espaço de Hilbert do sistema. |Ψ(2)〉 é, no entanto, o

estado mais próximo do estado fundamental no subespaço de dimensão 2.

Após esse processo, podemos usar |Ψ(2)〉 como novo chute inicial para mais um passo de

minimização, desta vez no subespaço definido por |Ψ(2)〉 e H|Ψ(2)〉.
Repetir esse processo sucessivamente fornece estados com energia cada vez menores. Após

L passos, o estado resultante será parte do subespaço KL(H, |v0〉) = (|v0〉, H|v0〉, ..., HL|v0〉),
conhecido como espaço de Krylov de dimensão L+ 1 de H sobre |v0〉.

Ao invés de repetir L vezes o processo de minimização em subespaços de dimensão 2,

podemos encontrar direto o estado de menor energia no subespaço KL(H, |v0〉). Na verdade,

o maior número de graus de liberdade nesse caso leva a convergências mais rápidas.

Na prática, a construção do espaço de Krylov de H sobre |v0〉 é feita conforme apresentado

abaixo

b1|v1〉 = |ṽ1〉 = H|v0〉 − a0|v0〉,

b2|v2〉 = |ṽ2〉 = H|v1〉 −
1∑
i=0

|vi〉〈vi|H|v1〉 = H|v1〉 − a1|v1〉 − b1|v0〉,
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b3|v3〉 = |ṽ3〉 = H|v2〉 −
2∑
i=0

|vi〉〈vi|H|v2〉 = H|v2〉 − a2|v2〉 − b2|v1〉

...

Note que acima usamos 〈v0|H|v2〉 = 0, consequência do fato de que H|v2〉 = b2|v1〉+ a2|v2〉−
b3|v3〉, ou seja, uma combinação linear de vetores que são, por construção, ortogonais a |v0〉.
De fato, 〈vi|H|vj〉 = 0 ∀ |i− j| > 1.

De forma geral, temos

bn+1|vn+1〉 = |ṽn+1〉 = H|vn〉 −
n∑
i=0

|vi〉〈vi|H|vn〉 = H|vn〉 − an|vn〉 − bn|vn−1〉,

sendo an = 〈vn|H|vn〉 e b2
n = 〈ṽn|ṽn〉.

Rearranjando os termos, temos

H|vn〉 = bnvn−1|vn−1〉+ an|vn〉+ bn+1|vn+1〉

e fica claro que H neste subespaço assume uma forma tridiagonal:

HKL(H,|v0〉) =



a0 b1 0 0 0 0

b1 a1 b2 0 0 0

0 b2 a2 b3 · · · 0 0

0 0 b3 a3 0 0
...

. . .
...

0 0 0 0 · · · aL−1 bL

0 0 0 0 · · · bL aL


. (E.1)

Além da facilidade em obter auto-valores extremos em matrizes tridiagonais, a vantagem

do método de Lanczos é que não é preciso construir o Hamiltoniano em todo o espaço de

Hilbert do sistema. Um espaço de Krylov da ordem de poucas centenas já é suficiente para

fornecer uma ótima aproximação para o estado fundamental do sistema.

Em geral, a eficiência do cálculo do estado fundamental via Lanczos depende de dois

fatores: (i) da escolha do estado inicial e (ii) do tamanho do espaço de Krylov considerado.

Quanto ao item (i), a única exigência é que o estado inicial não seja ortogonal ao estado

fundamental. Se não temos nenhum conhecimento a priori sobre o estado de menor energia

do sistema, esse requisito pode ser satisfeito construindo-se um estado inicial com coeficientes

aleatórios na base utilizada. Caso haja algum conhecimento anterior a respeito do estado

fundamental, como o momento total ou o spin, é conveniente iniciar as iterações com um es-

tado que pertença ao subespaço do estado fundamental, mas ainda com coeficientes aleatórios

dentro desse subespaço.
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Uma estimativa formal da qualidade da convergência foi derivada por Kaniel e Paige [2]:

se o estado inicial |v0〉 não é ortogonal ao estado fundamental, convergência é esperada em

uma taxa que cresce com a raiz do gap para o primeiro estado excitado. Se quisermos obter

estados excitados, devemos escolher um estado inicial |v0〉 exatamente ortogonal ao estado

fundamental.
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A primeira zona de Brillouin e a

superf́ıcie de Fermi no caso de

simetria part́ıcula-buraco

A superf́ıcie de Fermi corresponde à superf́ıcie no espaço rećıproco que separa estados ele-

trônicos ocupados de estados vazios a temperatura zero. A forma da superf́ıcie de Fermi na

primeira zona de Brillouin fornece informações importantes sobre as propriedades f́ısicas do

metal. Do ponto de vista experimental, ela pode ser determinada por ARPES (Angle resolved

photoemission spectroscopy). No caso de modelos teóricos, informações sobre a superf́ıcie de

Fermi podem ser obtidas a partir da dispersão da rede, relacionada à estrutura eletrônica do

sistema.

No cálculo numérico, a superf́ıcie de Fermi é definida a partir dos polos da função de

Green G de uma part́ıcula, ou seja, dos pontos, no espaço de momento, nos quais Re 1

G(~k,ω0)

muda de sinal. Essa condição é satisfeita pela relação µeff = εk, sendo µeff = µ−ReΣ(~k, ω0),

µ o potencial qúımico, Σ(~k, ω) a auto-energia, proporcional à interação, e εk a dispersão do

modelo, que, para uma rede quadrada com hopping t entre primeiros vizinhos, é dada por

εk = −2t(coskx + cosky).

Quando a interação U do sistema é nula, temos Σ(~k, ω) = 0. Nesse caso, a condição de

semi-preenchimento é dada por

εk = 0→ coskx = −cosky.

Essa relação define a superf́ıcie de Fermi do sistema não interagente com simetria part́ıcula-

buraco e delimita os estados ocupados do sistema, conforme representado na Figura F.1.

A Figura F.1 apresenta ainda o vetor de nesting Q, que conecta diferentes segmentos

194
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Figura F.1: Esboço da superf́ıcie de Fermi (linha azul) em uma rede quadrada de elétrons não
interagentes. A região azul (cinza em preto e branco) marca os estados ocupados em semi-
preenchimento; note a simetria part́ıcula-buraco. Os pontos A = (0, π) e (π, 0); B = (π, π) e
C = (0, 0) indicam pontos especiais no primeiro quadrante da zone de Brillouin. Q indica o
vetor de nesting, vetor de translação que conecta diferentes partes da superf́ıcie de Fermi.

da superf́ıcie de Fermi. Demarcamos também pontos especiais no primeiro quadrante da

zona de Brillouin, A = (0, π) e (π, 0); B = (π, π) e C = (0, 0), relevantes para a análise

de quantidades calculadas via CDMFT (conforme descrito no Caṕıtulo 8). Nestes pontos,

encontramos os auto-valores da auto-energia do cluster de Nc = 4 śıtios.

Auto-valores da auto-energia do cluster para o modelo de Hubbard apresentam diferentes

comportamentos em diferentes pontos do espaço de momento. Um ponto importante na

análise da transição de Mott corresponde ao ponto A, que está sobre a superf́ıcie de Fermi.

Se neste ponto o sistema apresenta um comportamento do tipo ĺıquido de Fermi, consideramos

que estamos em uma fase metálica convencional; caso contrário, temos uma fase pseudo-gap

ou isolante, pois há a abertura de um gap na superf́ıcie de Fermi.

A inclusão de hopping t′ entre segundos vizinhos altera a dispersão da rede para εk =

−2t(coskx+cosky)−4t′coskxcosky e consequentemente muda a forma da superf́ıcie de Fermi,

conforme representado na Figura F.2, reduzindo o nesting. Não há alteração, no entanto,

na escolha dos pontos principais para análise da transição, isto é, em nossos resultados

apresentados no Caṕıtulo 9, continuamos analisando as quantidades do cluster no ponto A,

apesar da inclusão de t′ 6= 0.

A inclusão de interação U também deforma a superf́ıcie de Fermi, pois altera a forma

da auto-energia Σ. Essas alterações são discutidas no Caṕıtulo 9 e uma comparação entre

superf́ıcies de Fermi interagentes e não-interagentes pode ser vista na Figura 9.9.
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Figura F.2: (a) Rede quadrada contendo hopping entre primeiros e segundos vizinhos; as
amplitudes dos hoppings são dada por t e t′, respectivamente. (b) Deformação da superf́ıcie
de Fermi devido à inclusão de hopping t′ entre segundos vizinhos.
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