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Resumo

Os displays de cristal liquido (LCD) sao dispositivos capazes de manipular propriedades
de um feixe de luz incidente, como amplitude, fase e polarizacdo em funcdo da tensao
aplicada as suas moléculas. Neste trabalho, faremos a caracterizagao experimental do
efeito de um LCD sobre a polarizacao da luz, visando sua utilizacdo como um modulador
espacial de luz (SLM) programével em experimentos de 6tica e informagao quantica. Na
primeira parte, vamos determinar a matriz de Mueller do dispositivo e, a partir dela, suas
propriedades polarimétricas. Mostraremos que o LCD atua apenas de forma aproximada
como uma placa retardadora ideal, uma vez que introduz despolarizacao a luz incidente.
Na segunda parte, investigamos o comportamento do LCD através do formalismo de
operagoes quanticas, tratando sua atuacao como uma operacao sobre estados de um qubit
de polarizacao. Através da tomografia de processos, determinamos a matriz que caracteriza
a operacao do dispositivo e mostramos que ela é ndo unitaria. Em seguida, derivamos uma
expressao geral para a matriz de processo de um SLM, dado pela combinagao do LCD
com placas de onda. Esta expressao nos permitird implementar operagoes programaveis
sobre os estados de polarizacao da luz em funcao da configuragao das placas de onda
e da tensao no LCD. Como aplicagdo, vamos quantificar a fidelidade da operagao real
implementada pelo SLM com uma operac¢ao unitaria ideal de interesse em protocolos de

informagao quéntica.

Palavras-chave: lcd; modulagao de polarizacao; slm; matriz de Mueller; matriz de

processos quanticos.



Abstract

Liquid crystal displays (LCDs) are devices capable of manipulating properties of an incident
light beam, such as amplitude, phase, and polarization, based on the voltage applied to
their molecules. In this work, we will experimentally characterize the effect of an LCD
on light polarization, aiming at its use as a programmable spatial light modulator (SLM)
in optics and quantum information experiments. In the first part, we will determine the
Mueller matrix of the device and, from it, its polarimetric properties. We will show that the
LCD acts only approximately as an ideal retarder plate since it introduces depolarization
to the incident light. In the second part, we investigate the behavior of the LCD through
the formalism of quantum operations, treating its action as an operation on polarization
qubit states. Through process tomography, we determine the matrix characterizing the
device’s operation and show that it is non-unitary. Next, we derive a general expression
for the process matrix of an SLM, given by the combination of the LCD with wave plates.
This expression will allow us to implement programmable operations on the polarization
states of light based on the configuration of the wave plates and the voltage on the LCD.
As an application, we will quantify the fidelity of the actual operation implemented by the

SLM with an ideal unitary operation of interest in quantum information protocols.

Keywords: lcd; polarization modulation; slm; Mueller matrix; quantum process matrix.
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1 Prefacio

Um display de cristal liquido (LCD, sigla do inglés liquid crystal display) é um
dispositivo eletro-6ptico capaz de manipular caracteristicas de um feixe de luz incidente. A
modulagdo de um feixe de luz pelo LCD depende do nivel de cinza configurado no display,
o qual é determinado pelos niveis de tensao aplicados aos seus pixels. Neste trabalho,
vamos caracterizar experimentalmente o efeito de um LCD baseado em cristal liquido
nematico torcido sobre os estados de polarizacao da luz. Isto nos permitird entender
seu potencial e suas limita¢oes como um modulador espacial de luz (SLM) programével
em experimentos de Optica e informacdo quantica. A caracterizagao do LCD se dara
através de dois formalismos distintos. O primeiro é baseado na Optica classica e consiste na
determinacao da matriz de Mueller do dispositivo, através da qual podemos determinar sua
propriedades polarimétricas. O segundo se baseia no formalismo de operagoes quanticas,
em que a atuacao do dispositivo é tratada como uma operacao sobre estados de um qubit

de polarizacao.

Dividiremos a dissertacao em duas partes, onde discutiremos os seguintes tépicos:

e Partel

No capitulo 2, apresentamos o formalismo da matriz de Mueller, que descreve as
transformacoes que um dispositivo 6ptico implementa sobre os estados de polarizacao
da luz. Discutimos as propriedades polarimétricas que podem ser extraidas desta
matriz e como ela pode ser determinada a partir de um conjunto especifico de
intensidades de um feixe de luz que incide sobre o dispositivo. No capitulo 3,
mostramos essas medicoes de intensidade para o LCD e, a partir delas, determinamos
a matriz de Mueller desse dispositivo, em funcao do nivel de cinza, no capitulo 4. De

posse dessa matriz, derivamos e analisamos as propriedades polarimétricas do LCD.

e Parte I1

No capitulo 5, apresentamos uma revisao de elementos fundamentais da mecanica
quéntica para sistemas de dois niveis (qubits), tendo como grau de liberdade a pola-
rizagdo de um féton. Definimos estados puros e mistos e como eles sdo transformados
através de operagoes quanticas. Em seguida, mostramos como essas operagoes podem
ser determinadas através da tomografia de processos. No capitulo 6, nés implemen-
tamos a tomografia de processos para o LCD e obtemos a matriz correspondente
em funcao do nivel de cinza. De posse dessa matriz, derivamos uma expressao geral
para a matriz de processo de um SLM, dispositivo que consiste de um arranjo do

LCD entre placas de onda. Esta expressao nos permitirda implementar operacoes
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programaveis sobre os estados de polarizacao da luz em funcao da configuracao das
placas de onda e da tensao no LCD. Por fim, usamos também esta expressao para
quantificar a fidelidade da operacao real implementada pelo SLM com uma operagao

unitaria ideal de interesse em protocolos de informagao quantica.

No capitulo 7 apresentamos as conclusoes da dissertacao que conta ainda com
dois apéndices onde detalhamos os calculos para determinacao da matriz de Mueller

(apéndice A) e de processos (apéndice B).
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Parte |

Matriz de Mueller de um display

de cristal liquido
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2 Polarizacao da luz

Neste capitulo, faremos uma introdugao a 6ptica de polarizacao da luz que sera
necessaria para a construcao do trabalho. Vamos apresentar os estados de polarizacao
e sua representacao através dos vetores de Jones e Stokes. Finalmente, descreveremos
as transformacgoes sobre esses estados através do formalismo da matriz de Mueller e

mostraremos sua construgao para um elemento optico arbitrario.

2.1 Equacao de onda

As equagoes de Maxwell no vacuo consistem em um conjunto de quatro formulagoes

que caracterizam o comportamento dos campos elétricos e magnéticos. Essas formulagoes

incluem:
V- E(rt) =0, (2.1a)
$ x B(r1) = - 2800 (2.1b)
ot
V- B(r,t) =0, (2.1¢)
OE(r,t)

V x B(r,t) = eopg (2.1d)

ot
onde E(r,t) e B(r,t) sdo os campos elétrico e magnético, respectivamente, na posi¢ao r e
no tempo ¢ e as constantes €, e fp sdo a permissividade elétrica do vacuo e a permeabilidade

magnética no vacuo, respectivamente.

Visando a representacao de uma equagao que descreva a propagacao de uma onda
eletromagnética, aplicaremos inicialmente o rotacional na equacao (2.1b) e utilizando a

equagao (2.1d), obteremos:

O?E(r,t)
o2~

Aplicando a identidade [ﬁ x [V x A] = V[V.A] - VQA} na equagao (2.2) e sabendo que

V-E (r,t) = 0, temos como resultado da equagao diferencial parcial para a componente

V x V x E(r,t) = —€opto (2.2)

elétrica E' que pode ser escrita da seguinte forma,

1 92E(r,t)

onde v = 1/,/€pg. A equagao (2.3) é conhecida como equacao de onda por descrever

V2E(r,t)

uma onda se propagando no espago e no tempo. A constante v é a velocidade de sua

propagacao.
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2.2 Estado de polarizacao da luz

A partir das equagdes de Maxwell aplicadas ao espacgo livre de cargas e correntes,
temos as equagoes de onda para o campo elétrico e magnético, os quais oscilam ortogonal-

mente entre si no espago e no tempo [1]. O campo elétrico (E) de uma onda transversal e

monocromatica se propagando na dire¢ao do eixo z pode ser descrito como [2]:

B(s1) = Ba(e, )i + By (2,003, (2.4
onde

E.(z,t) = Egg cos (T + 0,), (2.5)

E,(z,t) = Ey, cos (T + dy). (2.6)

Ey, e Ey, sao as amplitudes dos campos elétricos nas diregoes x e y, respectivamente,
T = wt — kz é chamado de propagador e ¢, e J, sao as fases. Se o, > 0, Ey estara
retardando em relacao a Ex e reciprocamente. A partir desta construgao poderemos
parametrizar as equagoes para as polarizacoes lineares, circulares e elipticas que serao

descritas detalhadamente a seguir.

Polarizacao linear

A polarizacao linear ocorre quando a diferenca de fase § = J,, — 9, das componentes
do campo elétrico nas equagoes (2.5) e (2.6) for zero ou um multiplo inteiro de £ elas

estdo em fase e, neste caso, a equacao pode ser escrita como
E = (2Eqs + 9Eo,) cos 7. (2.7)

A amplitude resultante da onda ¢ igual a £Ey, + §Eo,, sendo assim, estd linearmente

polarizada.

Consideraremos agora um caso importante em que uma das componentes é igual
a zero, por exemplo, quando FEy, = 0. Com isto, o vetor campo elétrico ird parametrizar

uma curva no plano zy (z = 0) de acordo com

—

E.(0,t) = Egy, cos (1)2 (2.8)

—

E,(0,t) =0. (2.9)

Com auxilio das equagbes (2.8) e (2.9) podemos notar que ocorre a parametrizagao de
um seguimento de reta no eixo x. A cada instante de tempo, o médulo do campo elétrico

E varia na direcao do eixo x, portanto, temos uma polarizacao linear nesta direcao. Se
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A) E B) 'E

Q) E D) E

Figura 1 — A) Polarizagdo vertical, B) Polarizagao horizontal, C) Polarizagdo +45° e D)
Polarizagao —45°.

FEy, = 0, observariamos uma situagao analoga a anteriormente descrita, entretanto, nesta
circunstancia, a polarizacao linear seria ao longo da direcao y. A figura 1A e 1B ilustram
as polarizagoes lineares ao longo do eixo y (vertical) e ao longo do eixo = (horizontal),

respectivamente.

Outro caso importante de se ressaltar ¢ quando as componentes £, e E, nao sao

nulas. Como resultado podemos escrever as equagoes para 0 campo como

—

E.(0,t) = Ey, cos (wt + d,)% (2.10)

—

E,(0,t) = Ey, cos (wt + &,)7. (2.11)

Quando J, = J, as componentes estardo em fase. Com isto, as equagoes (2.10) e (2.11)
parametrizam o vetor campo elétrico no plano z = 0. Ressaltando que em todos os instantes

as componentes sao proporcionais, ou seja,

Ey
Ey(07t) = E .

Oz

E.(0,1). (2.12)

Assim, obtemos a parametrizacao de uma reta que passa pela origem. Nesse contexto, o

angulo de inclinagdo em relagao ao eixo x é dado por § = tan™!(Ey,/FEy,). Dessa forma,
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essa polarizacdo é denominada polarizacao linear na direcao 6. Nas figuras 1C e 1D

podemos ver a representagao da polarizacao 6 = +45° e § = —45°, respectivamente.

Ao longo do trabalho, representaremos as polarizagoes lineares horizontal, vertical,
+45° e —45° como H, V', P e M, respectivamente.
Polarizacao circular

Um caso interessante surge quando ambas as componentes do campo possuem

amplitudes iguais, ou seja, Ey, = Ey, = Ey, e, além disso, apresentam uma diferenca de

fase de § = —m/2 + nm, em que n é um ndmero inteiro. As componentes serao dadas por
Ey(2,t) = Eycos (1 4 0,)& (2.13)
e
E,(z,t) = Eycos (1 + 6,). (2.14)

Supondo uma diferenca de fase de —m/2 podemos usar a seguinte relagao trigonométrica

cos(a — 7/2) = sin a; sendo assim temos
E,(z,t) = Egysin (1 4 6,)7. (2.15)
A onda resultante pode ser descrita como
E = Ey[cos (1 4 0,)& + sin (7 + 6,)7).- (2.16)
Neste caso a amplitude da onda é constante, mas a direcao E varia com o tempo de acordo

com
Eysin (7 + 0,)

Eycos (T + ;)

0(t) = tan* l ] =T+, (2.17)

Considerando que 6 representa o angulo formado entre a direcdo do vetor E e o eixo ,
e por se tratar de uma equagao linear, podemos afirmar que a direcao varia linearmente

com o tempo.

Se considerarmos agora d, = 0, — 3, teremos que ¢ = —7 + J,. Dessa forma,
apresentamos dois conjuntos de equagoes paramétricas para circunferéncias. No primeiro
conjunto, a extremidade do vetor campo elétrico realiza uma rotacao periddica no sentido
horario, conhecida como polarizacao circular a direita. No segundo conjunto, a rotacao
ocorre no sentido anti-horario, conhecida como polarizagao circular a esquerda. A figura
2 ilustra estas polarizacoes que serao representadas ao longo do trabalho como R e L,

respectivamente.
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N A
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Figura 2 — Polarizacao circular a direita e polarizacao circular a esquerda.

my

X

Polarizacao eliptica

A polarizacao circular e a polarizacao linear descritas anteriormente podem ser
consideradas casos especificos da polarizagao eliptica, onde a resultante do campo elétrico,
além de variar a amplitude, rotaciona devido a uma diferenca de fase entre os campos
E, e E,. Em alguns casos o vetor campo elétrico ird tracar uma elipse no plano fixo
perpendicular ao vetor de propagacao k. Podemos entdo visualizar esta descricao a partir
das equagoes (2.5) e (2.6). Os vetores gerados representam uma série de pontos no espaco,
e a curva resultante pode ser derivada deles. No entanto, para realizar esse processo, é

necessario reescrever estas equagoes como

E

Eoic = cos (T + 6,), (2.18)
E
—L = cos (1 + 4,). (2.19)
Ey,
Multiplicando a equagao (2.18) por sind,, a equacao (2.19) por sind, e subtraindo-as,
teremos B B
E—Oi sin g, — E—;; sind, = cos 7sin (4, — d,). (2.20)

Agora, multiplicando a equagao (2.18) por cosd,, a equacao (2.19) por cosd, e subtraindo-

as, analogamente teremos

E
cos 0, — E—z cos 6, = sin7sin (6, — 0z). (2.21)
0
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Figura 3 — Representagao da elipse de polarizagao.

Elevando a equagao (2.20) e (2.21) ao quadrado e somando-as, obtemos

2 2 Ey
in §,—= sin d,
E EOy on sin o, EOy SN 0.+
E? E? E,
—l——cos 0y —i——cos 0y + 2 COS 0y —— Y cosd,
EOJ: EOy EOLB Oy
= cos® 7 sin’ (6, — &,) + sin® 7 sin? (8, — &), (2.22)

que pode ser reescrita, como

B2 E: _E, E
z — 2" "Y cos§ =sin? 4 2.23
B E(Q)y Fos o, coS sin” ¢, ( )

em que 6 = §, — d,. Sendo assim, a equacao (2.23) indica que, para um valor fixo de z, o
campo elétrico forma uma elipse no plano zy. As formas especificas de polarizacao linear e
circular, previamente abordadas, surgem como casos particulares da equacao (2.23), para

distintos valores dos parametros 9, Ey, e Ej,.

A figura 3 representa um estado de polarizacao eliptica, onde o eixo vertical
corresponde & componente y do campo elétrico E, enquanto o eixo horizontal corresponde

a componente x.

Na figura 4, observamos a representagao do vetor campo elétrico E(z,t) resultante
de cada uma das polarizacoes mencionadas anteriormente. Na primeira linha, é apresentada

a variacao do campo elétrico de uma luz polarizada horizontal e verticalmente. Na segunda
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Figura 4 — Representacao da propagacao do vetor campo elétrico de uma luz nas polariza-
¢oes horizontal, vertical (primeira linha), +45°, —45° (segunda linha), circular
a esquerda e a direita (terceira linha), eliptica a esquerda e a direita (quarta
linha).
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linha, sao demonstrados os comportamentos da luz linearmente polarizada com angulos
de 45° e —45°. A terceira linha representa a polarizacao circular, tanto para a esquerda
quanto para a direita. Por fim, a ultima linha exibe a polarizagao eliptica variando para a

esquerda e para a direita.

2.3  \Vetores de Jones

Os estados de polarizacao descritos na secao anterior podem ser representados

como
E,(2,t) = Eyeitke—wt+oz), (2.24)
Ey(2,1) = Ege'*=itow), (2.25)

onde Ey, e Fy, sao quantidades reais. Suprimindo o fator de propagacao kz — wt, o campo

elétrico pode ser representado como componentes de um vetor coluna [3],

E,
E

Y

EO:z: €i5“‘

E()y eiéy

, (2.26)

conhecido como vetor de Jones, que descreve a luz com polarizacao eliptica. Essa represen-
tagao nos permite descrever os estados de polarizagao que serao abordados neste trabalho.
Ao normalizarmos esses estados para uma intensidade unitdria, obtemos os seguintes

vetores de Jones para as polarizagoes {H,V, P, M, R, L}:

1
0

1
—1

1

1
EH: ’ER_\/§|:—Z

7EV:

1 |1
|
(2.27)

0 1 |1 1
J’EP‘AJ’EM‘«@

As matrizes de Jones sao usadas para descrever a mudancga de polarizacao de
um estado que atravessa um dispositivo 6ptico linear. Elas consistem em matrizes 2 x 2
que podem transformar um vetor incidente em outro vetor. Esta transformacao pode ser

expressa Ccomo:

E! Jow  Juy| | B
i = [ Y , (2.28)
E, Jyz  Jyy| [y
ou, equivalentemente, £’ = JFE, onde a matriz de Jones J ¢é definida como
me J$
J= { y] : (2.29)
Jyx Jyy

Com isto podemos representar as matrizes de Jones de rotagao, polarizagao e retardo, que

serao utilizadas posteriormente no trabalho.



2.4. VETORES DE STOKES 23

2.4 \Vetores de Stokes

Na secao 2.2, foi desenvolvida a equacao de uma onda com polarizacao eliptica
se propagando na dire¢do do eixo z. Partiremos da equagao (2.23) para determinar os
parametros de Stokes. Se considerarmos uma luz monocromatica, onde a amplitude e a
fase sdo constantes ao longo do tempo, obtemos

B B0 B B )
Eg, E3, Eor  Eoy

em que Fo,, Fy, e 6 sdo constantes, e I, e I, apresentam dependéncia temporal, conforme

cosd = sin? 4, (2.30)

evidenciado nas equagoes (2.5) e (2.6). Para expressar a equagao (2.30) em termos do
campo elétrico, é necessario realizar uma média ao longo de um intervalo de tempo infinito.
Dada a periodicidade de E, e E,, é suficiente considerar apenas uma média ao longo de
um unico periodo de oscilagao [4]. Essa média temporal é representada pelo simbolo (- - - ).

Agora aplicamos a média temporal na equagao (2.30),

(B2(1))  (EJ(D)  2(E.()E,(t))

§ = sin’0 2.31

i) Egy For Foy cos sin” 0, ( )

onde temos que (F;(t)E;(t)) = T [ E;(t)E;(t)dt. Multiplicando a equagio (2.31) por
4Eg, Eg,, obtemos

4E§y(E§(t)> + 4E§x(E5 (t)) — 8Eou Eoy(E.(t)Ey(t)) cosd = 4E§xE§y sin? 4. (2.32)

Calculando a média temporal dos elementos da equagao (2.32), teremos
1

(B20)) = 5B, (2.33)
1
(Ey(1) = 55, (2.34)
1
(EL(t)Ey(t)) = §E0mE0y Cos 0. (2.35)
Substituindo as equagoes (2.33), (2.34) e (2.35) em (2.32), encontramos
2B Eq, + 2E3 ES ) — (2B, Eoy cos 0)? = (2Eq, Eoy sin 6)°. (2.36)

Somando e subtraindo a quantidade 4Ej, + 4£3, na equagao (2.36), realizando a técnica

de completar quadrados, reescrevemos a equacao como:
(Eg, + Eg,)” — (Eg, — E5,)? — (2E0uEoy cos 0) = (2B, Eoy sin 6)°. (2.37)

As quantidades presentes na equagao (2.37) sdo denominadas pardmetros de Stokes e sdo

representadas como

So = Ej, + Ej,, (2.38a)
S\ = Ej, — Ej,, (2.38b)
Sy = 2Fy, Ey, cos 6, (2.38¢)
Sy = 2FEy, Ey, sin 4. (2.38d)
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Desta forma, podemos representar o vetor de Stokes como:

So
s— |71 (2.39)
Sy

S3

A representacao do estado de polarizacao da luz pelo vetor de Stokes é mais geral que
a representacao de Jones. Esta tultima descreve apenas estados de luz polarizada, enquanto
o formalismo de Stokes permite descrever a luz polarizada, parcialmente polarizada e nao

polarizada.

Utilizando as equagoes (2.38) e (2.39) podemos representar os vetores de Stokes

dos estados de polariza¢ao do conjunto {H,V, P, M, R, L} como

Sp=[110 O:T, (2.40a)
Sy=[1 -1 0 o]T, (2.40b)
Sp=1[1 01 o:T, (2.40¢)
Sw=[10 -1 o]T, (2.40d)
Se=1[1 00 1:T, (2.40e)
Su=1100 —1]T, (2.40f)

onde T denota a operacao de transposicao do vetor. Este conjunto de polarizagoes sera
utilizado ao longo do trabalho, principalmente para a caracterizacao da matriz de Mueller
do LCD.

2.5 Matriz de Mueller

A matriz de Mueller (MM) ¢é a forma mais geral de representar transformagoes
polarimétricas que ocorrem quando um feixe de luz interage com um meio 6ptico. Em
contraponto aos calculos de Jones, a MM é capaz de detectar diversos efeitos causados
pelas transformagoes, tais como diatenuacao, retardancia e despolarizagao [5], que serdo

discutidos mais adiante.

Conforme discutido anteriormente, é possivel descrever o estado de polarizagao de
um feixe de luz utilizando o vetor de Stokes S [veja as equagoes (2.38) e (2.39)]. Quando
este feixe interage com um elemento éptico, ele pode ser transformado e o feixe de saida

serd caracterizado por um novo vetor S’. Esta transformagao é dada por

S' = MS, (2.41)
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onde

miy M2 M3 Mig
Moy1 Mg M2z 1Mog
, (2.42)
mgzy Mgz 7133 1M34

Mg My Mgz M4y
¢ a matriz de Mueller M do elemento 6ptico, caracterizado pelos elementos reais m;;.

Nesta secao, exploraremos a representacao de matrizes de Mueller de dispositivos
opticos lineares: inicialmente consideraremos dispositivos nao despolarizantes e, posterior-
mente, um formalismo geral para obtencao da matriz de Mueller de qualquer dispositivo

optico. Finalmente, discutiremos as propriedades polarimétricas destas matrizes.

2.5.1 Matriz de Mueller de placas de onda e polarizadores

Placas de ondas sao dispositivos construidos com materiais birrefringentes capazes
de modificar o estado de polarizagao da luz incidente. Quando um raio de luz incide
sobre um material birrefringente, ocorre a decomposicao desse raio em dois: o raio no eixo
ordindrio (0) e o no eixo extraordindrio (é). Na esta figura 5 estd representado um feixe
de luz incidente em um material birrefringente que o separa em dois raios, 6 e é. Nesse
contexto, o indice de refracdo n. refere-se ao raio extraordinario, enquanto o indice de

refragdo n, estd associado ao raio ordinario [6].

MATERIAL BIRREFRINGENTE

LUZ NAO POLARIZADA

L1 11
[

L1 11
bbb

RAIO EXTRAORDINARIO

EIXO OPTICO

Figura 5 — Feixe de luz nao polarizada incidindo em um material birrefringente, resultando
na decomposicao do feixe em dois raios distintos: o raio ordinario e o raio
extraordinario.
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Ao considerar uma luz incidente normal ao plano formado pelos eixos ordinario e
extraordinario, a componente de polarizacao ao longo do eixo é propaga-se com velocidade
v = ¢/n., e a componente que se propaga em 0 terd velocidade v = ¢/n,, onde ¢ é a
velocidade da luz. Dependendo da construgao da placa, da espessura utilizada, podemos
gerar uma defasagem entre as componentes equivalente a uma diferenga de caminho éptico

de A\/2 ou A\/4, onde A é o comprimento de onda da luz.

Em meios 6pticos lineares nao despolarizantes, ou seja, meios que preservam o grau
de polarizagao da luz, estabelece-se uma relagao direta entre uma matriz de Mueller real
4 x 4 e uma matriz complexa de Jones 2 x 2, considerando um fator de fase arbitrario.

Podemos representar esta relacao como [7]:
M=T(JoJ)T " (2.43)

O simbolo ® utilizado representa o produto tensorial, e a matriz de transformacao T é

expressa, por !

1 0 0 1
1 0 0 -1
T = (2.44)
01 1 0
0 2 —2 O

Compreendida esta transformacao, torna-se possivel aplica-la as matrizes de Jones
das placas de ondas, viabilizando a reescrita das matrizes de Mueller correspondentes
a tais placas. A matriz de Jones de uma placa de onda ou placa retardadora, pode ser

representada como [§]

e®cos?0 +sin?f (e —1)sinfcosf

(e —1)sinfcosh cos®f + edsin?6 |’

J = (2.45)
em que 6 é o Angulo de rotagao do eixo rapido e 0 é o retardo. Substituindo as equagoes (2.44)
e (2.45) em (2.43), teremos entao

1 0 0 0
0 cos?(20) + sin?(20) cos(6) (1 — cos(d))sin(26) cos(20) — sin(26) sin(9)
0 (1 —cos(d))sin(26)cos(20)  cos*(260) cosd + sin?(26) cos(260) sin(d)
0 sin(26) sin(9) — cos(260) sin(9) cos(0)
(2.46)

Placa de meia onda

Uma placa retardadora que introduz uma fase relativa de 180° (ou 7) entre as

componentes do eixo 6 e do eixo é é chamada de placa de meia onda [9], conhecida pela

1 Note que as linhas desta matriz correspondem & identidade e aos operadores de Pauli em um arranjo

vetorial. Estes operadores estdo definidos na equacao (5.4).
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sigla em inglés HWP (half-wave plate). Se fizermos § = 7 na equagao (2.46), obteremos a

MM para a HWP dependente de 0, conforme apresentado na matriz abaixo:

1 0 0
2 ain? :
My — 0 cos®(260) — sin*(260) 2sin(260) cos(26) 0 . (2.47)
0  2sin(20)cos(20)  — cos?(26) +sin?(20) 0
0 0 0 -1

Placa de quarto de onda

A placa de quarto de onda, conhecida pela sigla em inglés QWP (quarter-wave
plate), é um elemento éptico que introduz uma fase relativa de 90° (ou 7/2) entre as
componentes ortogonais 6 e é [9]. Substituindo § = 7/2 na equagao (2.46), obtemos a MM
para a QWP, que depende de 6:

1 0 0 0

Moy = 0 | cos?(26) sin(?@) cos(20) —sin(26) | (2.48)
0 sin(20) cos(26) sin?(20) cos(26)
0 sin(26) — cos(20) 0

Polarizadores

Um polarizador é um dispositivo 6ptico que transmite ondas em uma direcao
de polarizagao especifica, absorvendo campos elétricos que estejam em outras diregoes.
Apés atravessar um polarizador, a luz nao polarizada emerge polarizada na direcao
correspondente ao alinhamento desse dispositivo, como representado na figura 6. A matriz

de Jones de um polarizador linear é dada por [11]:

cos? (0)  cos(f)sin(f)

JpoL =
cos(f)sin(f)  sin? ()

(2.49)

Ao substituir as equagoes (2.49) e (2.44) na equagao (2.43), conseguimos representar a

matriz de Mueller deste polarizador linear como:

1 cos(26) sin(26) 0

Moo — 1 |cos(20) 0052(29) sin(?@)cos(%) 0 | (2.50)
2 |sin(20) cos(26)sin(20) sin?(20) 0
0

0 0 0

onde # ¢é o seu angulo de orientagao. Se # = 0, o polarizador estara orientado ao longo do
eixo horizontal; se § = /2, estard orientado ao longo do eixo vertical.? Qualquer angulo

no intervalo 0 < § < 7/2 indicard uma orientagao intermediria.

2 A definicdo de vertical e horizontal depende do sistema de coordenadas utilizado no laboratério.
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Linear polarized light % /
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Figura 6 — Representacio da incidéncia de luz nao polarizada em polarizadores verticais e
horizontais resultando na polarizacao da luz de saida na diregdo correspondente
ao dispositivo dptico utilizado. Fonte: Retirado de [10].

2.5.2  Construcao da matriz de Mueller de elementos 6pticos arbitrarios

A matriz de Mueller de um elemento éptico representada pela equagao (2.42) contém
todos os parametros necessarios para expressar as componentes do vetor de Stokes de
saida, S’, como uma combinacao linear das componentes do vetor de entrada S. Utilizando

as equacoes (2.41) e (2.42), teremos

Sy = m11Sy + m12S1 + m13Ss + m14Ss, (2.51a)
S1 = ma1Sy + MaaS1 + Moz Se + Moy Ss, (2.51b)
S5 = m31Sy + m32S1 + m33Ss + M34S3, (2.51¢)
Sy = ma1Sp + Mu2S1 + Mz Ss + MasSs. (2.51d)

Na construgao da MM de um dispositivo 6ptico arbitrario, podemos utilizar o
conjunto de seis vetores de Stokes descritos nas equagoes (2.40) como polarizagoes de
entrada (S;,). Fazendo S,,; = M S, para cada estado de entrada, obteremos um sistema
com 24 equacoes lineares e 16 incognitas {m;;}. Ao resolvé-lo, temos como resultado a
matriz de Mueller do dispositivo. A resolugao deste sistema esta detalhada no apéndice A
e a matriz de Mueller resultante pode ser representada como

HH+HV+VH+VV HH+HV-VH-VV PH+PV-MH-MV RH+RV-LH-LV
1 |\HH-HV+VH-VV HH-HV-VH+VV PH-PV-MH+MV RH-RV—-LH+LV

2 |HP~HM +VP-VM HP—-HM—-VP+VM PP—PM—-MP+MM RP—RM—LP+LM|"
HR—HL+VR—-VL HR—-HL-VR+VL PR—PL—-MR+ML LL—RL—LR+RR
(2.52)

Nesta matriz, os diferentes elementos AB € {H,V, P, M, R, L}, representam a intensidade
do feixe de luz, sendo A a polarizacao do feixe de entrada e B a sua projecao. Por exemplo,

a combinacao HV representa a intensidade quando o feixe de entrada esta polarizado em
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H sendo medido em V. No capitulo 4, utilizaremos esta equacao para obter a matriz de
Mueller de um LCD.

2.5.3 Extraindo propriedades polarimétricas da matriz de Mueller

Quando um feixe de luz interage com uma amostra, seu estado de polarizacao
pode ser modificado de diversas maneiras. Estas modificagoes estao codificadas na matriz
de Mueller desta amostra, em propriedades conhecidas como diatenuacao, polarizancia,
retardancia e despolarizacdo, as quais podem ser quantificadas. Sucintamente, o significado
de cada uma delas estd descrito no quadro abaixo e as suas defini¢bes serao apresentadas

no capitulo 4.

Propriedades identificadas a partir da matriz de Mueller

A MM de um elemento 6ptico possui algumas propriedades que podem ser observadas

a partir dos elementos da matriz; sao eles:

« Diatenuagao: Alteracao na intensidade de uma componente de polarizacao

da luz em relagao a sua contraparte ortogonal.

» Polarizancia: Descreve a capacidade do elemento 6ptico de polarizar a porcao

nao polarizada do feixe de luz de entrada.

« Retardancia: Refere-se a medida da alteragdo na fase da luz polarizada ao

passar por um meio Optico retardante.

e Despolarizagao: Indica a reducao do grau de polarizagao da luz incidente.

Para extrair estas propriedades é conveniente normalizar a matriz de Mueller da
equagao (2.42) dividindo todos os elementos por mq;. Assim, teremos uma nova matriz

com elementos M;; = m;;j/my; € [—1,1], dada por:

My Mg Mz My
My Moy Mss M.

M — 21 22 23 u | (2.53)
Msi Msy Msz Msy

M41 M42 M43 M44

As cores demarcadas nesta matriz indicam a localizagdo dos elementos da MM relacionados
com as caracteristicas descritas no quadro acima 2. A cor cinza refere-se a atenuacao,
os elementos em vermelho sdo analisados para verificar diatenuacao, os elementos em

verde sao correspondentes a polarizancia e os elementos da submatriz 3 x 3 em amarelo

3 A medida de despolarizacio depende de todos os elementos da matriz, sendo assim, ndo esté representa

apenas por uma cor na equacao 2.53. Na secdo 4.2.4 sera analisada a despolarizacao utilizando a matriz
de Mueller do dispositivo de estudo.
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sao elementos de retardancia. Observe que as matrizes de Mueller das placas de meia
onda e quarto de onda [equagoes (2.47) e (2.48)] possuem apenas elementos retardadores,
enquanto a MM de polarizacdo linear [equagao (2.50)] possui elementos de diatenuagao e

polarizancia.
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3 Caracterizacao experimental de um display

de cristal liquido

No capitulo anterior, mostramos a construcao da matriz de Mueller de um disposi-
tivo Optico qualquer a partir da medicao de um conjunto especifico de intensidades de um
feixe de luz que incide sobre este dispositivo. Neste capitulo, apresentamos os resultados
experimentais deste conjunto de medigoes para um display de cristal liquido, o que nos

permitira obter sua matriz de Mueller posteriormente.

3.1 O cristal liquido nematico torcido

Um display de cristal liquido (LCD, sigla do inglés liquid crystal display) é um
dispositivo eletro-6ptico que permite a manipulacdo das caracteristicas fundamentais
de um feixe de luz incidente, como amplitude, fase e polarizagado [12]. Em particular,
vamos caracterizar um LCD de transmissao baseado em um microdisplay de cristal liquido
nemético torcido, com uma resolugao de 1024 x 768 pixels (da empresa HOLOEYE, modelo
LC-2012). As moléculas de cristal liquido nematico torcido apresentam uma tendéncia a
uma orientagao preferencial, a qual é alterada na presenga de um campo elétrico [13]. Em
outras palavras, ao controlarmos a orientagdo das moléculas do cristal liquido, podemos

transforma-lo em ldminas de retardamento, moduladores ou interruptores de luz [14].

Visando criar um elemento 6ptico dindmico, aplica-se uma tensao nas células do
cristal liquido, causando uma alteragdo na orientacao molecular. A figura 7, exemplifica
o comportamento de um display de cristal liquido nemético torcido na presenca de trés
tensoes elétricas diferentes. Na imagem (A), com V4 = 0, as moléculas estdo em sua
condicao inicial, com tor¢ao, porém nao inclinadas. Ao aplicarmos uma tensao Vz maior
que um determinado limite, as moléculas adquirem uma inclinacao associada a tensao
aplicada. Por tltimo, na figura (C), ao aplicarmos uma tensao V¢ muito maior que um
limite determinado, grande parte das moléculas se alinha paralelamente a direcao do

campo elétrico.

3.2 Caracterizacao do LCD

A figura 8 ilustra a montagem experimental para a caracterizagao do LCD. Um
laser de diodo emite um feixe circularmente polarizado de comprimento de onda 687 nm.

Este feixe atravessa um gerador de estados de polarizagao (PSG, sigla do inglés, polarized
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Figura 7 — Célula de cristal liquido com diferentes tensoes aplicadas: V4 = 0 tendo molécu-
las torcidas, mas alinhadas,Vg > V};,, com moléculas inclinadas e parcialmente
alinhadas, Vo > Vj;,, com moléculas alinhadas na regiao central da célula.
Fonte: Retirado de [15].

state generator), o LCD e um analisador de estados de polarizacao (PSA, sigla do inglés
polarized state analyzer, tendo sua intensidade registrada por um medidor de poténcia
ao final. O PSG é constituido pela combinacao Polarizador+HWP+QWP e permite a
preparacao de qualquer estado de luz totalmente polarizada que interagird com o LCD.
Ja o PSA é dado pela combinacao QWP+HWP+Polarizador, e permite a medicao da

polarizacao da luz que emerge do LCD em qualquer direcao.

Seja I4p a intensidade registrada no detector, onde A e B sao os estados de
polarizacao definidos pelo PSG e PSA, respectivamente. Como foi visto no capitulo anterior,
a matriz de Mueller de um dispositivo 6ptico qualquer pode ser obtida a partir de um
conjunto de intensidades em que A, B € {H,V, P, M, R, L} [veja equagao (2.52)]. Portanto,

este método requer a medi¢ao de 36 intensidades. No nosso caso, essas intensidades serao
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Figura 8 — Representacao da montagem experimental para a caracterizacdo do LCD. Um
feixe de laser atravessa um gerador de estados de polarizagdo (PSG), o SLM
e um analisador de estados de polarizagdo (PSA). Ao final, sua intensidade
é registrada por um medidor de poténcia. As setas abaixo das placas QWP
indicam que elas podem ser removidas para alterar as configuragdes do PSG e
PSA. Veja o texto para maiores detalhes.

medidas em funcao dos 256 niveis de cinza do LCD, que correspondem aos niveis de tensao

aplicadas aos pixels do display.

A sequéncia de 36 medigoes estd esquematizada na tabela 1, onde (hq,q) e (ha, ¢2)
correspondem as placas (HWP, QWP) do PSG e PSA, respectivamente. Os dngulos dessas
placas sao referentes a direcao vertical, que é a direcao em que os polarizadores do PSG

“_»

e PSA estao fixos; o simbolo para as placas QWP indica configuragoes em que elas

estao ausentes.

As 36 intensidades foram medidas variando o nivel de cinza do LCD de 0 a 255, ou
seja, para cada combinagao { A, B}, foram realizadas 256 medigoes, que estao representadas
na figura 9. A partir dessas intensidades, podemos obter as probabilidades em que cada
estado de entrada no LCD, A € {H,V,P,M,R, L}, é projetado em cada estado das
bases ortonormais {B, B+} = {H,V},{P,M},{R, L} na saida. Essas probabilidades sdo

definidas como
Iap

T L+ Iapr’

Os resultados obtidos sao mostrados nos graficos da figura 10, onde os estados de entrada

Pig (3.1)

sao indicados no topo dos painéis e as bases de medigao sao indicadas na legenda.

Nos capitulos 4 e 6, utilizaremos estas probabilidades para obter a matriz de Mueller

e a matriz de processo do LCD, respectivamente, em funcao do nivel de cinza. Isso nos



3.2. CARACTERIZACAO DO LCD 34

n PSG PSA hl q1 q2 h2 [ n PSG PSA hl q1 q2 h2

1 1% \% 0° - - 0° 19 R P 0° 135° - 22,5°
2 %4 H 0° - - 45° 20 R M 0° 135° - —22,5°
3 %4 P 0° - - 22,5° 21 L \% 45° 135° - 0°

4 1% M 0° - - —=22/,5° | 22 L H 45° 135° - 45°

5 H \%4 45° - - 0° 23 L P 45° 135° - 22,5°
6 H H 45° - - 45° 24 L M 45° 135° - —22,5°
7 H P 45° - - 22,5° 25 R L 0° 135°  45° 0°

8 H M 45° - - —22,5° | 26 R R 0° 135°  45° 45°

9 P \%4 22,5° - - 0° 27 L L 45° 135°  45° 0°
10 P H 22,5° - - 45° 28 L R 45° 135°  45° 45°
1 P P 22, 5° - - —225° |29 V L 0° ~ 45° 0°
12 P M 22,5° - - —=22,5° | 30 \%4 R 0° - 45° 45°
13 M \%4 —22,5° - - 0° 31 H L 45° - 45° 0°
14 M H —22,5° - - 45° 32 H R 45° - 45° 45°
15 M P —22,5° - - 22,5° 33 P L 22,5° - 45° 0°
16 M M —22,5° - - —=22/5° | 34 P R 22,5° - 45° 45°
17 R 1% 0° 135° - 0° 35 M L —22,5° - 45° 0°
18 R H 0° 135° 45° 36 M R —22,5° - 45° 45°

Tabela 1 — Sequéncia das 36 medigoes de intensidades 145 com as configuragoes das placas
de onda do PSG (hy,q1) e PSA (hs, ¢2), em relacao a dire¢ao vertical.

=
ol

Poténcia (W)
-

0.5

0 50 100 150 200 250
Nivel de cinza

—HH —HV — HP —HM —HL
~— MH MV —MP —MM — ML

HR —VH —VW —VP VM —VL —VR
MR —LH — LV LP —LM —LL —LR

PH—PV —PP —PM  PL—FPR
RH—RV —RP — RM —RL —RR

Figura 9 — Medigoes de poténcia (W) x nivel de cinza do LCD.

permitira investigar sua atuacgao sobre os estados de polarizagao da luz.
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Figura 10 — Probabilidades em funcao do nivel de cinza no SLM em que um estado entrada
A é projetado em no estado B indicado na legenda.
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4 Reconstrucao da matriz de Mueller do dis-

play de cristal liquido

Neste capitulo, determinaremos a matriz de Mueller do LCD em funcao do nivel de
cinza utilizando os resultados mostrados no capitulo anterior. Na sequéncia, vamos derivar

e discutir as propriedades polarimétricas do dispositivo.

4.1 A matriz de Mueller do LCD

Apos realizar as medigoes e obter os resultados das intensidades para cada combina-
¢ao de polarizagoes de entrada e saida, podemos substituir esses valores na equagao (2.52).
Com isto, teremos a matriz de Mueller do LCD para cada um dos 256 niveis de cinza.
Para obter a versao normalizada dessa matriz [equagdo (2.53)] basta fazer m;;/mi;; no
nosso caso, isso corresponde a dividir todos os elementos da MM pela soma de intensidades
%(I un + Igv + vy + Iyy). A representagao gréfica da matriz de Mueller normalizada do
LCD em funcao do nivel de cinza é exibida na figura 11, onde cada grafico corresponde a

um dado elemento M;;.

Para averiguar se as reconstrugdes da matriz de Mueller foram bem sucedidas, vamos
comparar as probabilidades obtidas experimentalmente (figura 10), com as probabilidades
extraidas a partir da MM experimental, Myyp. Para isso, aplicamos Mgy a cada um dos

seis vetores de Stokes dados pelas equagoes (2.40), obtendo
S,,A — MEXPSA7 (41)

onde A € {H,V, P,M, R, L}. Em seguida projetamos S’ em cada uma das bases { B, B} €
{H,V} {P, M}, {R, L}, e calculamos as intensidades como I,z = SLS5’ /2. Com essas

intensidades, obtemos as probabilidades usando a equagao (3.1).

A figura 12 mostra os 36 graficos de probabilidades AB em func¢ao do nivel de
cinza no LCD. As curvas azuis correspondem as probabilidades experimentais, enquanto as
curvas vermelhas correspondem as probabilidades estimadas a partir da MM experimental.
Cada linha corresponde a uma dada polarizacao de entrada (A) e cada coluna ao estado
em que ela é projetada apds passar pelo LCD (B). Os graficos mostram uma excelente
concordéancia entre os resultados. Com isso, podemos agora analisar as propriedades

polarimétricas do dispositivo.
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My Mo M3 My
1 1 1 1
0 0 0 0
1 1 1 1
0 100 200 0 100 200 0 100 200 0 100 200
My My Mo Moy
1 1 1 1
-1 -1 -1 -1
0 100 200 0 100 200 0 100 200 0 100 200
M31 M32 M33 M34
1 1 1 1
1 1 1 1
0 100 200 0 100 200 0 100 200 0 100 200
My My My My
1 1 1 1]
0 0 j 0 ~—~ 0
-1 -1 -1 -1
0 100 200 0 100 200 0 100 200 0 100 200

Figura 11 — Representagao grafica dos 16 elementos ();;) da matriz de Mueller normali-
zada do LCD em funcao do nivel de cinza.

4.2 Propriedades polarimétricas do LCD

Comparando as matrizes de Mueller do LCD na figura 11 com a equagao (2.46), se
tem a impressao que o LCD se comporta exatamente como uma placa retardadora. Porém,
os elementos da primeira linha e primeira coluna (diferentes de M;;) da MM do LCD,
sao, em geral, apenas proximos de 0. Com isso, o LCD sera apenas uma boa aproximagao
de uma placa retardadora perfeita. Nesta secao, nds vamos mostrar isto, quantificando e

analisando as propriedades polarimétricas descritas no quadro da secao 2.5.3.

4.2.1 Diatenuacao

Inicialmente analisaremos o comportamento de diatenuacao da matriz de Mueller.
As componentes consideradas sdo: Mjs, Mi3 e My, (vermelho da equagao (2.53)). A

componente My estd associada & diatenuagao entre as polarizagoes {H,V'}. Em outras



4.2. PROPRIEDADES POLARIMETRICAS DO LCD 38
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Figura 12 — Comparacao entre as probabilidades obtidas experimentalmente (linha azul)
e através da matriz de Mueller reconstruida (linha vermelha). Os elementos
AB € {H,V,P,M,R, L} correspondem as polarizagoes de entrada (A) e o
estado em que é projetada apds passar pelo LCD (B).

palavras, se esta componente for maior que 0, a intensidade do feixe de luz polarizado
em H aumenta, enquanto a do feixe polarizado em V diminui; se o valor for menor que
0, ocorre o oposto. Quanto as componentes Mis e My, a relagao é semelhante, mas M3
refere-se as polarizacgoes { P, M}, enquanto My, esté relacionado as polarizagoes {R, L}.
Nas matrizes da figura 11 estes trés elementos sdo sempre préximos a 0; isto significa que
o LCD, em relacao a diatenuagao, altera minimamente a intensidade do feixe de luz de
entrada. Para uma avaliacao mais precisa da quantidade de diatenuacao em cada base e de
forma total, adotamos um vetor que abrange integralmente as propriedades diatenuadoras,
dada por [11]

DHV
D = |Dyyl , (4.2)
Dy,
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Figura 13 — Diatenuacao x Nivel de cinza. Dyop,,, representa a diatenuacao total, Dy, a
diatenuacao em relagdo a {H,V'}, Dy a diatenuacdo em relagdo a {P, M} e
Dy, a diatenuagido em relagao a {R, L}.

onde Dyy, Dpy € Dy, representam as componentes de diatenuacao para os pares de polari-
zagdo {H,V'}, {P, M} e {R, L}, respectivamente. Em outras palavras, Dy, corresponde a
componente da matriz de Mueller M5, Dy, esta relacionada a M3 e Dy, refere-se a My.

A diatenuacao total é dada pelo médulo do vetor 5, ou seja,

D = /M + M2 + M2, (4.3)

A figura 13 mostra o comportamento da diatenuagao em fungao do nivel de cinza. Observa-

se que as componentes da diatenuacao estao, em geral, abaixo dos 2%, enquanto Doy,
ficou entre 1,5% e 3%.

4.2.2 Polarizancia

A polarizancia representada na matriz de Mueller considera os elementos Mo,

Msy e My (verde na equagao (2.53)) associados as polarizagoes {H,V'}, {P, M} e {R, L},



4.2. PROPRIEDADES POLARIMETRICAS DO LCD 40

0.02

0.015

0.01

0.005

Polarizancia

0 h | H
| \H',J,\‘ ‘\"\‘ \“‘\ “/“ \\ . o~ “\‘ “‘ " ‘ |
\Ve‘ | i A“‘”\A\ /Hr I [T
“‘ b | ‘h‘ ‘\‘ ““‘ ‘ ‘HN‘H | /u“U“ /\n‘“\“”‘ﬂ‘ﬂ‘ \ ‘
‘0005 [ 7POITOTAL ‘\“ ‘\‘ \/‘ “‘ ‘y | ‘/ W\\ ‘\ 7
Pol,,, | Iy ‘u‘ v
Pol,,, '
PolRL
-0.01 I I I I I
0 50 100 150 200 250

Nivel de cinza

Figura 14 — Polarizancia x Nivel de cinza. Pol;., representa a polarizancia total, Polyy, a
polarizdncia em relagdo a {H,V'}, Polyy, a polarizancia em relagao a {P, M }
e Poly, a polarizancia em relagdo a {R, L}.

respectivamente. Portanto, podemos definir um vetor de polarizdncia como [16]

Polyy My,
P — POlpM - M31 3 (4.4)
Poly,, My,

e a polarizancia total serd dada por Polrora, = \]3 |. Para entender o significado da polarizéan-
cia vamos tomar como exemplo a componente Polyy, € [—1, 1]; para um valor Poly, = 1(—1)
a parte nao polarizada da luz incidente se tornara polarizada na diregao H (V'); e para

valores intermedidrios esta parte nao polarizada serd polarizada proporcionalmente.

Na figura 14 podemos ver o comportamento da polarizancia total e das componentes
em funcao do nivel de cinza do LCD. Observa-se que as componentes apresentam valores
muito pequenos que oscilam entre 0,5% e 1,5%, enquanto polarizancia total varia entre
1% e 1,7%.
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4.2.3 Retardancia

A retardancia, que indica como a direcao de polarizagao sera modificada, esta associ-
ada com os elementos em amarelo na equagao (2.53). A diagonal principal (Mag, M33, Myy)
estd relacionada diretamente com as polarizagdes {H,V'}, {P,M} e {R, L}, respectiva-
mente. Se o elemento for igual a 1, isto significa que ndo havera alteracao na polarizacao de
entrada; se o elemento for igual a —1, isto indica que a polarizagao sera rotacionada para
a sua contraparte ortogonal. Se o elemento da diagonal for diferente de +1, isto indica
uma polarizagao cruzada, ou seja, parte da polarizacao incidente ira rotacionar em outras
direcoes. Esta polarizacao cruzada é descrita pelas componentes da linha e coluna deste
elemento da diagonal, que neste caso serao nao nulas. Para visualizar isso, basta observar
como as componentes do vetor de Stokes apds um dispositivo éptico sao transformadas,

conforme mostra as equagoes (2.51).

Ao examinarmos os elementos da MM mostrados na figura 11, notamos que até
préoximo ao nivel de cinza 100 as componentes da diagonal principal da submatriz de
retardancia sdo aproximadamente iguais a 1. Neste caso o LCD nao vai alterar signifi-
cativamente a polarizagdo do feixe de luz de entrada. No entanto, apds ultrapassarmos
esse nivel, observa-se uma grande alteragao, resultando em uma polarizacao cruzada. Com
objetivo de quantificar esta alteragdo na fase do feixe de luz incidente no LCD podemos

utilizar a definigdo do vetor de retardancia proposto por [11]

Ryv M3y — My — b(Msy Moy + My Mis)
R = |Rpy| = | My — Moy — b(Myy My + Moy Miy)
Ry, M3 — M3y — b(May My + M3y Mis)

R

— 4.
2sin R’ (4.5)

onde R é o retardo total da MM, dado por

R=cos™' <21a [Mag + M3z + Myy — b(Moy Mg + Mz Myz + My Miy) — CL]) ; (4.6)
a=+v1-D?e¢b=(1-a)/D? sendo D o médulo da diatenuacdo total, representado
pela equagao (4.3). A partir das equagoes acima podemos quantificar a propriedade de
retardancia do LCD em funcao do nivel de cinza. A figura 15 evidencia o retardo total e das
componentes que o LCD aplica nos estados de polarizacao de entrada, em que Ry, Rpy
e Ry, sdo as retardancias associadas as bases {H,V'},{P, M}, {R, L}, respectivamente.
Confirmando o que foi dito acima, nesta imagem podemos observar que até aproxima-
damente o nivel de cinza 100 nao ha uma alteracao significativa da fase aplicada entre
as componentes de polarizagao. A partir deste nivel todas as componentes apresentam
variagoes, mostrando entao que o LCD atua como um elemento retardador variavel, embora

imperfeito.
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Figura 15 — Retardancia x Nivel de cinza. R, representa a retardancia total, Ry, a
retardancia em relagao a {H,V'}, Rpy a retardancia em relagdo a {P, M} e
Ry, a retardancia em relagao a {R, L}.

4.2.4 Despolarizacao

A despolarizacao representa a reducao do grau de polariza¢ao da luz [17]. Em um
dispositivo 6ptico, cada elemento da sua matriz de Mueller pode ser afetado por ela, ou
seja, esta propriedade nao esta contida apenas em um elemento da MM. Existe um valor
tnico que a quantifica chamado indice de despolarizacao (DI, sigla do inglés despolarization

index) o qual é definido como [5]

(305 M) — M7
D]:$ J 3]\}121 Ly (4.7)

Esta quantidade depende dos 15 elementos normalizados da MM e varia de 0 para um
despolarizador ideal até 1 para um elemento 6ptico nao despolarizante. O grafico superior
da figura 16 representa a evolucao do DI em fungao do nivel de cinza. Observamos que o
LCD apresenta um indice de despolarizacao abaixo de 1, variando entre 0,9680 e 0,9782. O

efeito da despolarizagao é mais evidente para os niveis de cinza acima de 100 que, conforme
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vimos anteriormente, correspondem aos niveis em que o LCD atua mais efetivamente

préoximo a uma placa retardadora.

Como o DI é dado por um tinico valor independente do estado de polarizacao
de entrada, ele nao é capaz de captar como estados diferentes podem ser afetados pela
despolarizacao. Para isto, outra medida importante que avalia o efeito de um dispositivo
sobre o estado de polarizacao da luz é o grau de polarizagao (DoP, sigla do inglés degree of

polarization). Esta quantidade ¢ definida em termos dos parametros de Stokes como [18]

(4.8)

pop — | ST+ 55
S5

Se DoP = 1, o feixe de luz é completamente polarizado; se 0 < DoP < 1, a luz é

parcialmente polarizada; por tultimo, se DoP = 0 temos um feixe de luz nao polarizado.

Para avaliar como o LCD afeta o DoP, aplicaremos a sua matriz de Mueller experi-
mental a cada um dos vetores de entrada { H, V, P, M, R, L} dados pelas equagoes (2.40). A
partir dos vetores de Stokes de saida, calculamos o DoP pela equagao (4.8). Os resultados

obtidos sao mostrados no gréafico inferior da figura 16.

Observa-se claramente que estados de entrada diferentes sao despolarizados de
maneira diferentes pelo LCD. Em particular, os estados de polarizacao circular sao os mais
afetados pela despolarizacao para um nivel de cinza até 100, enquanto os demais comecam
a ser despolarizados a partir deste nivel. Neste grafico, os valores de DoP maiores que
1 sdo gerados por erros nas estimativas dos parametros de Stokes, decorrentes de erros
experimentais. Usualmente, quando isto ocorre considera-se a luz como completamente
polarizada [19]. Neste caso, para se obter uma informagao mais precisa, o ideal é aplicar o
método de maxima verossimilhanca (MLE, sigla do inglés mazimum likelihood estimation)
a matriz de Mueller e realizar os célculos posteriormente [20]. Tentamos aplicar o método,

mas nao obtivemos éxito.
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Figura 16 — Indice de despolarizacdao (DI) da matriz de Mueller do LCD variando em
relagdo ao nivel de cinza (figura superior). Grau de polariza¢ao (Dop) do
estado de saida do LCD em relagao ao estado de entrada representado pela
legenda variando em relagao ao nivel de cinza (figura inferior).
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5 Elementos de mecanica quantica para sis-

temas de dois niveis

Neste capitulo, apresentaremos uma fundamentacao necessaria para a construgao
da segunda parte deste trabalho. Revisaremos alguns elementos fundamentais da mecéanica
quantica para sistemas de dois niveis, os qubits. Primeiramente, dedicaremos uma secao a
definicao do estado de um qubit codificado na polarizacao de um foton e a sua representacao
na esfera de Bloch. Com base nesses conceitos, avangaremos para a constru¢ao da matriz
densidade associada a um estado de um qubit, permitindo-nos introduzir a ideia de
operagoes quanticas unitarias e ndo-unitarias. Concluimos o capitulo, com uma construcao

teodrica da tomografia quantica, uma técnica para caracterizar estados e processos quanticos.

5.1 Qubit codificado na polarizacdo de um féton

Sistemas quénticos de dois niveis, chamados de qubits [21], podem ser representados
pelo spin de um elétron [22], pelos niveis de energia de um atomo [23], pelos caminhos
possiveis de um féton ao atravessar uma fenda dupla [24], etc. Neste trabalho vamos
considerar um qubit codificado na polarizagao de um féton e definiremos a base de
polarizagoes horizontal e vertical, {|H),|V)}, como a base computacional deste sistema.

O estado puro mais geral de um qubit pode ser escrito nessa base como

) = COS<§> |H) + €' sin <§> vy, (5.1)

onde 0 < 6 < 7mel <y <27 Podemos representar este estado como um ponto na
superficie de uma esfera de raio unitério, definido pelos dngulos polar () e azimutal (¢),
conhecida como esfera de Bloch, que é mostrada na figura 17. Nesta esfera, os estados dos
polos norte e sul correspondem a |H) e |V'), respectivamente. Nos eixos z = 1 e y = +1,

temos os estados de polarizagao {|P),|M)} e {|R),|L)}, respectivamente.

A forma mais geral para representar o estado de um qubit é dada pela matriz
densidade [26]

1 3
pP== Zriah (52)
23
onde
ri = Tr{oip}, (5.3)

e 0; sao as matrizes de Pauli e a identidade, que podem ser expressas por:

T T R
0 1 10 ¢ 0 0 -1
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1)

Figura 17 — Esfera de Bloch com a representacao do estado puro de um qubit, |¢), dado
pela equagao (5.1). Fonte: Retirado de [25].

A condigao Tr{p} = 1 implica que 1o = 1 e desta forma podemos reescrever a equacao (5.2)

na forma matricial, como

p=s (5.5)

1 + 73 r — o 2
T+ iTQ 1-— Ts .
Pela condicao de positividade da matriz densidade é necessario e suficiente que det{p} >0

[27]. Assim, temos:
i+ < 1. (5.6)

Para uma andlise geométrica da expressao acima, podemos relacionar os elementos r; as
componentes de um vetor 7 chamado vetor de Bloch, cuja representacao em coordenadas
esféricas é dada por:
rsin(6) cos(p)
7= |rsin(d)sin(p) |, (5.7)
r cos(f)

onde r = |7]. Portanto, o estado dado pela matriz densidade (5.5) é representado por um

ponto na esfera de Bloch localizado pelo vetor de Bloch correspondente.

Dado um estado quantico de um qubit p arbitrario podemos calcular seu grau de

pureza por

P =Tr{p*} = ! ;T- (5.8)

Portanto, se r = 1 o estado é puro (P = 1) e serd um ponto na superficie da esfera; se

0 <7 < 1 teremos um estado misto (1/2 < P < 1) localizado no interior da esfera; se

r = 0 teremos um estado maximamente misto (P = 1/2) localizado no centro da esfera.
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5.2 Evolucao de estados quanticos

As operagoes quanticas sao descritas formalmente como transformagoes lineares que
atuam sobre os estados quanticos. Seja p um estado inicial de um sistema. Uma operagao

quantica & aplicada a este estado ird resultar em um novo estado p’, ou seja,
p=E(p). (5.9)
Um exemplo importante de operacao quantica é a evolugao unitaria, representada por:
E(p) = UpUT, (5.10)

onde U é um operador unitario que satisfaz U'U = UUT = T, e Z é a identidade. Esta
descrigao é particularmente relevante para sistemas quanticos fechados, nos quais a evolugao
¢é deterministica e reversivel. Na transformacao unitaria a pureza é preservada, ou seja,
Tr{p*} = Tr{()*}-

Agora, consideremos dois sistemas quanticos, um de interesse e outro externo.
Suponhamos que o sistema de interesse esteja em um estado inicial qualquer p, mas o
sistema externo comece em um estado puro pen, = |vo)vo|. Inicialmente ambos sistemas
nao possuem correlacao entre si. No entanto, eles interagem evoluindo por meio de uma
transformacao unitaria U. Desta forma, podemos representar a matriz densidade final do

sistema de interesse, como [28]

P = Treau{U (p @ luo)vol) U}, (5.11)

onde Tr.,, representa o trago parcial no sistema externo. Tomando este traco na base
{lv;)}, teremos

=3 (o] U (p® Joouol) U o). (5.12)

J

Definindo o operador E; = (v;| U |vy) e utilizando a equagdo (5.9), podemos escrever a

equagao acima, como
E(p) = E;pEl. (5.13)
J

Os operadores {E;}, conhecidos como operadores de Kraus, atuam no espago do sistema
de interesse e satisfazem a condigao de completeza >, EJT E; = 7. A equagao (5.13) é
conhecida como a representacdo de Kraus de uma operagao quantica £ e descreve de forma
geral a evolugao de estados quanticos. Na secao 5.3.2; utilizaremos esta representacao para
introduzir o método de tomografia de processos, com o qual se pode caracterizar uma

operacao quantica desconhecida.
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5.3 Tomografia quantica em sistemas de um qubit

Nesta secao, descreveremos um método de tomografia quantica de estados e pro-

cessos de aplicado a sistemas de um qubit.

5.3.1 Tomografia de estados de um qubit

A tomografia de estados é um procedimento experimental para determinar um
estado quéntico desconhecido [29]. No caso de um qubit, vimos que um estado arbitréario p é
dado pela equacao (5.5). Para determinar este estado, devemos determinar os elementos {r;}
dados pelos valores esperados dos operadores de Pauli, como mostra a equagao (5.14). No

caso de um qubit fotdnico de polarizagao, podemos escrever esses elementos explicitamente

ri = Tr{owp} = (P[p|P) — (M| p|M), (5.14a)
ro = Tr{oap} = (R[p|R) — (L] p|L), (5.14b)
rs = Tr{osp} = (H|p|H) — (V] p|V), (5.14c¢)

onde (B|p|B) é a probabilidade de se projetar p em |B). Portanto, preparando identica-
mente um ensemble de f6tons e medindo nas bases de polarizacao {|H),|V)}, {|P),|M)},
{IR),|L)}, podemos determinar os valores de r; e, consequentemente, a matriz densidade

que descreve este ensemble.

5.3.2 Tomografia de processos para sistemas de um qubit

A tomografia de processos é um procedimento para se determinar uma operacao
quantica desconhecida [23]. A figura 18 esquematiza como este procedimento é executado:
em linhas gerais, submetemos um estado conhecido p a uma operagao quantica desconhecida
€ representada por uma caixa preta. O estado resultante desta operagao, p’ = E(p), é
entao reconstruido através da tomografia de estados quéanticos (QST). Repetindo este
procedimento para um conjunto completo de estados de entrada, é possivel determinar &,

como vamos mostrar na sequéncia, para sistemas de um qubit.

Como foi visto na secdo anterior, uma opera¢ao quantica qualquer pode ser re-
presentada em termos dos operadores de Kraus {£;} como mostra a equacgao (5.13). Ou
seja, conhecendo esses operadores, conheceremos a operagao em si. Para determinar os
operadores de Kraus desconhecidos, devemos primeiramente expandi-los em uma base
completa de operadores. Para um qubit, consideremos a base dos operadores de Pauli,

com uma pequena modificacdo em o, para simplificar os calculos. Assim, temos:

Eo =0y, El =01, EQ = —Zb‘g, Eg = 03, (515)
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P

P
Figura 18 — Esquematizacao de uma caixa preta representando uma operacao quantica

desconhecida & aplicada a um estado inicial p e resultando em um estado final
/

0.
onde o, é dado pela equacao (5.4). Nesta base teremos, entao
B =" eimEn, (5.16)
onde e;,, sdo coeficientes complexos. Substituindo esta equagao em (5.13), obtemos
E(p) = EnpElxomn, (5.17)

onde Xmn = >_; €imer, sa0 os elementos da chamada matriz de processo y, uma matriz
positiva que descreve completamente a operagao quantica £. Portanto, determinando Y,

determinaremos £.

Para determinar a matriz de processo é necessario escolher um conjunto de opera-
dores que formem uma base para o espaco de operadores. Poderiamos escolher a base de

Pauli, mas uma opcao mais simples é a base candnica, dada por:

10 0 1
0 0 0 0
p3 = 1 of =|VXH|, pa= [o = VXV, (5.18)

Aplicando a operacao &£ sobre uma cada um destes operadores, obtemos

ph = E(H)XHI), (5.19a)
Py = E(VXV), (5.19b)
po = E(IPXP]) —i€(IRXR]) — (1 —i)(ph + £4)/2, (5.19¢)
py = E(IPYP) + i€ (|RXR]) — (1 +1)(p1 + p4) /2. (5.19d)

Observe que £(p;) pode ser obtido, a partir das relagdes acima, preparando os estados de

polarizagao de entrada |H) , |V) ,|P),|R) e realizando QST nos estados de saida. Podemos
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expressar os estados resultantes da tomografia como uma combinacao linear dos operadores

da base canonica [equagdo (5.18)]:
E(pi) =D Ajbr- (5.20)
k

onde \jj sao os coeficientes da expansdo (conhecidos através da QST). Usando a equa-

¢ao (5.17), podemos escrever (5.20) como
Z/\jkpk = ZEijEian- (5.21)
k mn

Isto gera um conjunto de 16 equacoes lineares cujas incognitas sao os elementos x,,, da

matriz de processos. Resolvendo este sistema (veja apéndice B), obtemos

X = (5.22)

A11 + A2z + A3z 4+ Aag A12 + A21 + Azq + Aas A21 — A12 — Azq + Aas A1l — A22 + A3z — g
} A13 + Aag + Az1 + Aa2 A1 + A2z + Az2 + Aax A23 — A1a — Az2 + A1 A13 — A2 + Az1 — Mgz
4 [ A3+ A2a — 31 — Aa2 A4+ A2z — A2 — Aax A23 — A1a + Az2 — A1 A13 — A2g — A31 + a2
A1+ A2z — Azz — Aaa A12 + 21 — Azq — Ags3 A21 — A12 + Azq — Aas3 A1 — A22 — A3z + Ayg

Definindo 3 }
1|Ey FE
A== TH, (5.23)
2 |Ey —Ey
podemos escrever a matriz de processos da equagao (5.22), como:
pl pl
x=A|" "2A (5.24)
Pz Pa-

No proximo capitulo, vamos aplicar o método descrito acima para caracterizar a

operacao quantica realizada pelo LCD sobre o estado de polarizagdo de um féton.
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6 Reconstrucao da matriz de processos do

display de cristal liquido

Neste capitulo, determinaremos a matriz de processo do LCD em fung¢ao do nivel
de cinza. Com isso, vamos derivar uma expressao geral para a matriz de processo de um
modulador espacial de luz (SLM) programével, dispositivo que consiste de um arranjo
do LCD entre placas de onda. Esta expressao nos permitird quantificar a fidelidade da
operacao do SLM com operacoes unitarias de interesse em informagdo quantica e também
fazer previsoes sobre transformagoes dos estados de polarizagao em funcao da configuracao

das placas de onda.

6.1 Tomografia dos estados de polarizacao transformados pelo LCD

Como foi visto na secao 5.3.2, o primeiro passo para realizar uma tomografia
de processos é realizar a tomografia de um conjunto completo de estados conhecidos
apos estes serem transformados pela operacao. Dessa forma, para caracterizar o processo
do LCD, vamos realizar a tomografia do conjunto de seis estados puros de entrada
{|H),|V),|P),|M),|R),|L)} ap6s sua passagem pelo dispositivo, em fungao do nivel de
cinza. As medigdes para implementar a QST foram apresentadas no capitulo 3. Usando as
probabilidades mostradas na figura 10 para cada estado de entrada, obtemos os elementos
do vetor de Bloch r; através das equagoes (5.14). Em seguida, substituindo esses elementos

na equacgao (5.5), teremos o estado de polarizagao apés o display.

A estimativa das probabilidades no experimento tomografico esta sujeita a diversas
fontes de erros, tais como na preparacao do estado de entrada, no aparato de medicao,
flutuacoes de intensidade da fonte, etc. Esses erros fazem com que os operadores obtidos ao
final do processo tenham propriedades nao fisicas, tais como autovalores negativos.! Para
contornar este problema, aplicamos o método de estimativa de maxima verossimilhanca
(MLE, sigla do inglés mazimum likelihood estimation) que, no caso de um qubit, é resumida

no quadro abaixo.

Método de estimativa por méxima verossimilhanca (MLE)

A MLE consiste em gerar uma matriz densidade fisica que satisfaca as propriedades

de normalizagao, hermiticidade e positividade. Sendo assim, esta matriz serd uma

L A matriz densidade é hermitiana, positiva semidefinida (possui autovalores ndo negativos) e tem traco

1.
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funcao de 4 varidveis (1, to,t3,t4), representa por:

T'T
5= 6.1
P~ T{TiTY (6.1)
onde
t 0
T=| " : (6.2)
Ifg ol Zt4 t2

Agora introduzimos uma func¢ao de verossimilhanca que quantifica a “qualidade” da

matriz densidade p em relacao aos dados experimentais, definida como:

,C(tl, ...,t4) — z::l [Tr{puzﬁ%rgpfg{}pup}] 7 (63)

onde p, representam os estados de polarizacao do conjunto {H,V, P, M, R, L}.
Encontrando os parametros {ti,ts,t3,%4} que minimizam a fungdo £, podemos
reescrever a matriz p (equagao (6.1)) em fungao de ¢°"*" e assim teremos uma
matriz densidade fisicamente aceitavel dos estados reconstruidos por QST. Para

uma compreensao mais detalhada da técnica de MLE, recomenda-se consultar a

referéncia [29)].

J

Realizamos entao o processo tomografico descrito acima e aplicamos a MLE. Para
avaliar a positividade dos operadores reconstruidos antes e depois da MLE, nés calculamos
seus autovalores nos dois casos. A figura 19 mostra, para cada estado de entrada, os
autovalores )y (azul) e A; (laranja) em fungdo do nivel de cinza no LCD. As curvas
continuas representam os autovalores antes e os circulos representam os autovalores depois
do MLE. Podemos notar que, antes da MLE, os estados de entrada |H),|V),|P) e |R)
possuiam autovalores negativos em um certo intervalo de niveis de cinza. Apds a aplicacao

da técnica, a positividade dos operadores foi restaurada.

Os resultados que seguem utilizam os estados reconstruidos pela QST apés aplicar
o MLE. A figura 20 mostra a representacao na esfera de Bloch da transformacao de cada
estado de entrada pelo LCD a medida que o nivel de cinza aumenta. Para melhor compre-
ensao dessas transformacoes, dividimos cada par de polarizagoes de entrada ortogonais em
esferas de Bloch independentes e plotamos ao seu lado a pureza de cada estado de saida do
LCD usando a equagao (5.8). Os resultados sao mostrados na figura 21 para as polarizagoes
de entrada {|H),|V)} (primeira linha), {|P),|M)} (segunda linha) e {|R),|L)} (terceira
linha). Em linhas gerais, todos os estados de entrada, de polarizagao linear ou circular, se
transformam em estados de polarizagao eliptica com o aumento do nivel de cinza. Além
disso, a pureza desses estados ¢ afetada de diferentes maneiras, o que evidencia que o LCD

nao implementa uma transformacao unitéria.



6.2. A MATRIZ DE PROCESSOS DO LCD 54

0 100 200 0 100 200

- )\OEXP - )\éwLE — )\JlEXP . )\:]_l\/ILE

Figura 19 — Autovalores do estado do feixe de luz de saida do display antes e depois do
MLE, dado que o estado de entrada é aquele representado na parte superior
de cada figura.

Na préxima secao, utilizaremos os estados reconstruidos por QST para reconstruir

a matriz de processo do LCD.

6.2 A matriz de processos do LCD

Os estados reconstruidos apds a interagdo com o LCD correspondem a E"P(|A) (A|),
onde &P representa a operacao efetuada pelo dispositivo sobre um dado estado de
entrada |A) € {|H),|V),|P),|M),|R),|L)}. Usando os resultados da QST, obtemos

os operadores {p;}j_; dados pela equagao (5.19) e substituindo-os na equacéo (5.24),
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’l:|esfera O inputH O inputvV O inputP inputM O inputL O inputR

Figura 20 — Representacao dos estados de polarizacao de entrada na esfera de Bloch a
medida que o nivel de cinza do LCD aumenta de 0 a 255.

obtemos a matriz de processo do LCD em fung¢do do nivel de cinza, que vamos denotar
como X"P. Os autovalores de x"°° foram calculados e estao representados em azul na
figura 22. E perceptivel que A3 < 0 para todos os niveis de cinza e, portanto, as matrizes
de processos correspondentes nao sao positivas.? Nesta situacao, o ideal ¢ aplicar algum
método numérico de otimizacao (como o MLE) que permita estimar uma matriz positiva.
No entanto, quando os autovalores negativos sao suficientemente pequenos, é possivel
adotar métodos mais simples que nao envolvam otimizacdo. Um destes métodos envolve a
combinagao convexa da matriz obtida experimentalmente com a identidade, de forma que
cada autovalor se torne nao negativo [30]. Aplicando este método no nosso caso, a versao

positiva da matriz de processo do LCD, x"°", sera dada por
1
X = (O + ST (64

onde N = Tr{x"°"} 44| \3| é uma constante de renormalizacao e Z é uma matriz identidade

4 x 4. Os autovalores de x"°" sdo dados pelas curvas laranjas da figura 22, onde podemos

2 Assim como na QST, erros experimentais na tomografia de processos podem gerar uma matriz com

um ou mais autovalores negativos. Neste caso, os erros sao produzidos pela propria estimativa dos
estados via MLE e refletem sobre os operadores p;.
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medida que o nivel de cinza do LCD aumenta de 0 a 255 (primeira coluna);

pureza dos estados transformados pelo LCD (segunda coluna).

Figura 21 — Representacao dos estados de polarizacao de entrada na esfera de Bloch a
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Figura 22 — Autovalores da matriz de processos antes (azul) e ap6s (laranja) a aplicagao
do método de corre¢ao dado pela equagao (6.4).

verificar o autovalor \3 se anulou, e assim a matriz de processo ¢é positiva.

A matriz de processos de uma operacao unitaria tem um autovalor igual a um
e os demais sao nulos. A figura 22 mostra que o maior autovalor de x"“°, A\g, é apenas
aproximadamente 1, de forma que a operacao implementada pelo LCD apenas se aproxima
de uma unitdria. A representacao da parte real e imagindria dos coeficientes ;i de
X" é mostrada na figura 23. Ao contrario da matriz de Mueller, nao é possivel extrair

propriedades fisicas de forma imediata a partir da observacao dos coeficientes.

Apods essa caracterizacao, podemos analisar a “qualidade” da matriz de processo
utilizando a mesma técnica aplicada para qualificar a matriz de Mueller (consulte a figura
12). Em outras palavras, podemos comparar as probabilidades experimentais (figura 10) e

as probabilidades estimadas a partir de x*“". Para isto calculamos
Pap = (B| £ (|AXA]) |B), (6.5)

onde |B) € {|H),|V),|P),|M),|R),|L)}. A figura 24 mostra os 36 graficos de proba-
bilidades P4p em func¢do do nivel de cinza no LCD. As curvas azuis correspondem as
probabilidades experimentais, enquanto as curvas vermelhas correspondem as probabi-

lidades estimadas a partir de x*°". Cada linha corresponde a uma dada polarizacao de
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Figura 23 — Representacao da parte real (vermelho) e da parte imaginaria (preto) dos
elementos da matriz de processo x*“ em fung¢do do nivel de cinza.

entrada (A) e cada coluna ao estado em que ela é projetada apds passar pelo LCD (B).
Novamente, os graficos mostram uma 6tima concordancia entre os resultados. Em com-
paragao com a figura 12, esta concordancia é ligeiramente pior em alguns casos. Isto se
deve, provavelmente, ao método que empregamos para obter a matriz de processo positiva,
o qual fornece apenas uma boa aproximacao para esta matriz em relacao a métodos de

otimizacao mais robustos.

6.3 Operacoes programaveis utilizando o LCD

O LCD transforma a polarizacao da luz em funcao apenas dos niveis de cinza, ou
seja, o dispositivo realizard sempre a mesma operacao, £, sobre o estado incidente. No
entanto, é possivel implementar diferentes transformacgoes de forma controlavel combinando
o LCD com placas de onda. Uma combinagao geral consiste de duas placas HWP e duas
QWP, configuradas como mostrado na figura 25. Chamaremos este arranjo de modulador

espacial de luz (SLM) e denotaremos as operagoes das placas como {H;, H,} para as HWP
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1 HH 1 HV 1 HP 1 HM 1 HR 1 HL
0.5 \\ 0.5 / 0.5 /\ 0.5 \/ 0.5 \\5 0.5 f
0 0 0 0 0 0
0 100 200 0 100 200 0 100 200 0 100 200 0 100 200 0 100 200
1 VH 1 wW 1 VP 1 VM 1 VR 1 VL
0.5 / 0.5 \\ 0.5 \\/ 0.5 /A 0.5 f 0.5 xﬁ
0 0 0 0 0 0
0 100 200 0 100 200 0 100 200 0 100 200 0 100 200 0 100 200
1 PH 1 PV 1 PP 1 PM 1 PR 1 PL
0 0 0 0 0 0
0 100 200 0 100 200 0 100 200 0 100 200 0 100 200 0 100 200
1 MH 1 MV 1 MP 1 MM 1 MR 1 ML
0.5 //\ 0.5 \/ 0.5 / 0.5 \ 0.5 /ﬁ\ 0.5 \/
0 0 0 0 0 0
0 100 200 0 100 200 0 100 200 0 100 200 0 100 200 0 100 200
1 RH 1 RV 1 RP 1 RM 1 i 1 RL
0.5 | 0.5 I 0.5 ™ 05 — 0.5 0.5
T
0 0 0 0 0 0
0 100 200 0 100 200 0 100 200 0 100 200 0 100 200 0 100 200
1 LH 1 LV 1 LP 1 LM 1 LR 1 i
0.5 j 05 —X 0.5 v 05 /\ 05 0.5
T
0 0 0 0 0 0
0 100 200 0 100 200 0 100 200 0 100 200 0 100 200 0 100 200
‘ dados LCD‘

Figura 24 — Comparagao entre as probabilidades obtidas experimentalmente (linha azul)
e através da matriz de processos reconstruida (linha vermelha). Os elementos
AB € {H,V,P,M,R, L} correspondem as polarizagoes de entrada (A) e o
estado em que é projetada apds passar pelo LCD (B).

e {Q2, Q3} para as QWP, onde o indice j refere-se a ordem que a placa aparece e estéd
vinculado também com o seu angulo ¢;. Com o SLM, podemos implementar diferentes
operacoes sobre a polarizacao que serao fungoes tanto do nivel de cinza do LCD quanto
dos angulos fixos das placas de onda. Nesta se¢do, vamos derivar uma expressao geral para
esta operacao que sera denotada como £, Visando simplificar a notacao, omitiremos a

dependéncia das placas de onda com o angulo 6, nesta construcao.
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Figura 25 — Representacao da operacdo quantica realizada pelo SLM descrita pela equa-
cao (6.7).

6.3.1 Matriz de processos do SLM
A operagao realizada pelo LCD sobre um estado p pode ser descrita por
E"(p) = Y Xiow EmpE}, (6.6)

D

onde x"“* é a matriz de processo do LCD e {EJ} ¢ a base de operadores dados pela

equagao (5.15). Agora, a operagao quantica que queremos caracterizar ¢ dada pela seguinte
sequéncia de operacoes:

H1 — QQ — &M Qg — H4. (67)

As placas de onda implementam transformagoes unitarias dadas pela matriz de Jones da
equagao (2.45), onde 6 = 7 para a HWP e 6 = 7/2 para QWP.

Inicialmente, o estado p é transformado pela primeira HWP como
E" (p) = HipH]. (6.8)

Na sequéncia, o estado £" (p) é transformado pela primeira QWP

£% (€™ (p)) = Q> (HipH]) Qb (6.9)

Seguindo este procedimento, o estado resultante sera transformado pelo LCD, e pela
segunda QWP e HWP. Usando a equagao (6.6), podemos escrever a operagao implementada

pelo SLM como

EMMp) = xiw [H4Q3EmQ2Hl} P [HIQEEILQEHH' (6.10)
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Podemos expandir o operador entre [- - -] na base {£;}, obtendo
HiQ3EnQ2Hy = zk: emi B (6.11)
Substituindo em (6.10), teremos
EM(p) = X" ErpEf, (6.12)
kl
onde
Xi™ = D X Cmkns (6.13)

é a matriz de processo do SLM. Com isso, temos agora uma expressao geral para a operacao
implementada pelo SLM que depende da orientacao das placas de onda e do nivel de cinza
do LCD. Dada uma operacao de interesse sobre a polarizagao, caracterizada por uma
matriz de processo x, podemos buscar numericamente uma configuracao de placas tal
que a matriz do SLM y*™ seja o mais proxima possivel. Isto pode ser feito, por exemplo,
buscando a configuracao que maximize a fidelidade média do processo, definida para o

caso de um qubit como [31]
2 TI{XXSLM} _|_ 1

3 ?
Esta quantidade representa a fidelidade entre os estados resultantes da operacgao ideal e

F =

(6.14)

real, tomando a média sobre todos os estados de entrada; a fidelidade maxima, F' = 1,

significa que as operagoes sao idénticas.

6.3.2 Fidelidade entre a operacdo do SLM e uma operacao unitaria de interesse

em informacao quantica

Com os resultados apresentados acima, podemos avaliar a fidelidade entre a operacao
real implementada pelo SLM e uma dada operacao unitaria ideal que gostariamos de

implementar. Para isto, vamos considerar a seguinte unitaria sobre um qubit:
U=aEy—V1—aE,, (6.15)

onde a € [0,1] e Ey e Ej sio dados pela equacio (5.15). Para obter a matriz de processo

correspondente, x¥, primeiramente aplicamos esta operacdo em um estado p:

E%(p) = Upld"
= a’EypEy — aV'1 — a?FEopEy — aV/1 — a2FqypEy — (1 — a?) EypE,. (6.16)

Em seguida, usando a equagao (5.17), pode-se verificar que

a? 0 —av1—a? 0

v |0 0o 0 o0
X —av1l—a? 0 1 —a? 0
0 0 0 0

(6.17)
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Figura 26 — Intensidade normalizada em fun¢ao do nivel de cinza de um feixe verticalmente
polarizado medido na base {|H) ,|V)} apds passar pelo SLM. Dados de [34].

A operagao unitaria em (6.15) é de grande interesse em protocolos de informagao
quantica tais como teleporte quantico [32] e discriminagao de estados [33]. Em experimentos
de discriminacao de estados, ela pode implementar rota¢des do estado de polarizacao de
um féton condicionadas ao seu estado de caminho. Isto cria uma correlagao entres esses

graus de liberdade que permite realizar transformagoes sobre o estado espacial fotonico.

Nas referéncias [34, 35], os autores utilizaram um SLM para implementar uma
operacao que mais se aproximasse de U. Com este proposito, eles encontraram uma
configuracao que utilizava apenas HWPs, ou seja, H; — £*® — H,, onde #; = 28° e
0y = 29° sdo os angulos fixos de cada placa. O controle do pardmetro a é dado pelo nivel
de cinza (nc) do LCD e foi obtido incidindo-se um feixe verticalmente polarizado sobre o
SLM e medindo-se a intensidade do feixe de saida na base {|H),|V)} em funcao de nc.
Os resultados obtidos estdo reproduzidos na figura 26. Fazendo a(nc) = /Iy /(Iy + In),
verificou-se que para nc = 0, ...,255, o parametro a decresce monotonicamente de @ . =
a(0) = 0,9982 a ayin, = a(255) = 0,3536. Isto significa que o SLM s6 poderia implementar

U no intervalo apmin < @ < Umax.

Substituindo os valores de a(nc) na equacao (6.17), obtemos a matriz de processo
desta operacao unitaria ideal em funcao do nivel de cinza. Vamos agora compara-la com a

M usando a equagao (6.13)

operacao real implementada pelo SLM. Para isto, calculamos y
com a configuracio de placas descrita acima e, em seguida, a sua fidelidade com y* usando

a equagao (6.14). Os resultados obtidos sao mostrados na figura 27. Observa-se que até o
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Figura 27 — Fidelidade média do processo [veja equagao (6.14)] entre a operagao unitédria
ideal U e a operagao real implementada pelo SLM £%™ nos experimentos
reportados em [34, 35].

nivel de cinza proximo de 100, as fidelidades ficaram acima de 90%. Como foi visto na
reconstrucao das matrizes de Mueller e de processos (figuras 11 e 23, respectivamente),
até esse nivel o LCD se comporta aproximadamente como uma operacao identidade. Além
disso, como mostra a figura 26, os coeficientes a(nc) sdo muito préximos de 1 até nc =~ 100
e, neste caso, a equagao (6.15) mostra que U =~ Ey = I. Para valores maiores de nc, o LCD
(e, consequentemente, o SLM) atua mais efetivamente como uma placa retardadora. Na
figura 27, observa-se que as fidelidades se reduzem, chegando ao minimo de 0,834 para
nc = 175. Esses resultados mostram que a operacao implementada pelo SLM é apenas

uma boa aproximacao da operagao unitaria ideal U.
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7 Conclusoes

No nosso trabalho tinhamos como objetivo caracterizar um LCD, do ponto de vista
de sua atuacao sobre a polarizacao da luz, visando utiliza-lo como um SLM programéavel em
experimentos de Optica e informacao quantica. Na primeira parte do trabalho, utilizamos
as equagoes de Maxwell para descrever a equacao de onda da luz e dela explorar o
comportamento do campo elétrico de um feixe monocromatico se propagando na direcao z.
A partir disto, descrevemos as polarizagoes do feixe e a sua representacao utilizando os
vetores de Jones e Stokes. Através do formalismo de Mueller construimos uma matriz
4 x 4 que codifica as propriedades polarimétricas de um dispositivo qualquer em seus
elementos. Em seguida determinamos experimentalmente a matriz de Mueller do LCD
em fung¢ao do nivel de cinza e verificamos a consisténcia dos resultados, mostrando que as
previsoes de sua atuacao sobre um conjunto de estados de polarizagao estavam de acordo
com o que foi medido. A partir dos elementos da matriz de Mueller do dispositivo, foi
possivel observar que ele possui niveis de diatenuagao e polarizancia proximos a zero. Em
relacdo a retardancia, observamos que o LCD atua na luz polarizada de entrada gerando
uma polarizagao eliptica na saida. No entanto, verificamos que a atuacao do dispositivo é
compativel a de uma placa retardadora ideal apenas de forma aproximada, uma vez que

ele introduz despolarizacao na luz incidente.

Na segunda parte do trabalho, o objetivo foi caracterizar a atuacdo do LCD sobre a
polarizacao da luz a partir do formalismo de operacoes quanticas. Para isto, descrevemos a
polarizagao como um estado de um qubit cujas transformacoes podem ser feitas através de
operagoes unitarias e nao unitarias. Em seguida, apresentamos o método de reconstrucao
tomografica para operagoes sobre um qubit e o aplicamos para determinar a matriz de
processos do LCD em funcao do nivel de cinza. Analisando a atuacao do LCD sobre os
estados de polarizacdo de entrada e também os autovalores da sua matriz de processos,
verificamos que a operacao implementada pelo dispositivo é apenas aproximadamente
unitaria. De posse da matriz de processos do LCD, derivamos uma expressao geral para a
matriz de processo de um SLM, dispositivo formado por uma combinagao do LCD entre
placas de onda. Com esta expressdao, é possivel buscar numericamente por configuragoes
das placas de onda tal que o SLM implemente operagoes de interesse sobre os estados
de polarizacao da luz em funcao do nivel de cinza no LCD. Como aplica¢ao, usamos a
expressao obtida para quantificar a fidelidade da operagao real implementada pelo SLM
com uma operac¢ao unitaria ideal de interesse em protocolos de informacao quantica, cujos

dados estavam disponiveis na literatura.
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APENDICE A — Determinacio da matriz de

Mueller

Para obter a matriz de Mueller, M, de um dispositivo Optico, vamos considerar

sua atuacdo sobre estados de polarizacdo de entrada dados pelos vetores de Stokes S4,

onde A € {H,V,M, P, R, L}. Denotando os vetores de Stokes de safda como S%',, podemos
escrever SA4. = MS4, e usando as equacdes (2.40) e (2.42), teremos
H
So mi1 M1z M3 Miy 1 mi1 + Mio
gH _ S Moy Moz Moz Moy 1 Ma1 + Mg (A1)
out .
So m31 Mgz MM33 M3y 0 m31 + M3z
Ss Ma1  Mag M43 May 0 M4y + My
So myp MMy MMz Mig 1 miy;p — Mi2
v Si Ma1 Moy Moz Moy -1 Ma1 — Moy
Sout = <A2>
So m31 M3z 133 1M34 ms3; — M32
Ss M4y My 143 Mgy My — My2
So mi11 Mag My3 My 1 mi1 + M3
gP _ S Mo Mgz Ma3 My 0 Moy + M3 (A.3)
out — .
So mgy Mgy M3z M3y 1 mgy + Ms3
S My MMyo 1My3 TNyy 0 Ma1 + Mys
So mi1 Myz Ma3 My 1 mip —Mmas
M Sy Mo1 M Moz TNy 0 Mo — Mag
SM— < (A.4)
2 mg3p Mgz 1MM33 M3q -1 m3; — 33
Ss My Mya 1My3  Tyy 0 My — Mys
So mip Miz M1z Mg 1 myy + My
gR _ S Moy Mgz M2z My 0 Ma1 + Moy (A.5)
out — .
So m31 Mgz M33 M3y 0 m31 + M3y
Ss Ma1 Mg M43 My 1 Mgy + My
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L
So mip a2 M1z Mig 1 mip — Mayg
L Sh |21 Moz Moz Mg 0 | 21 — 2y
Soe = = . = ) (A.6)
So mg31 Mgz M3z M3g 0 ms3; — M34
Sy Mg Mgz Mag Mg -1 My — Mg

Os vetores de Stokes de saida podem ser determinados a partir das intensidades medidas
nas bases {H,V}, {P,M} e {R, L}, como

st a4
$i)| |- 1 i
Sy s -1’ ‘
S5 -1

onde o indice superior indica a polarizagao de entrada A e o inferior indica o estado em
que ela é medida apds o dispositivo. Com isso, podemos resolver o sistema de equacoes
acima e obter os elementos da matriz de Mueller em funcao das intensidades. Por exemplo,

das equagoes (A.1) e (A.2) temos que

Sgl = M1 + M2 (AS)
S(‘]/ =M1 — M3. (Ag)

Resolvendo o sistema para mj; e mjy e usando a equagao (A.7), teremos como solucao

1 1

mi = 580" +50) = 5 (g + 1Y) + (I + Iv)), (A-10)
1 1

mia = (S5 = S9) = 5 (I + V') = (I + I)). (A.11)

Para simplificar a notagdo vamos representar as intensidades como
I} = AB. (A.12)
Dessa forma, as equagoes (A.10) e (A.11) serao reescritas como
my; = ;(HH—FHV—FVH—%—VV), (A.13)

1
my = S(HH + HV —VH = VV). (A.14)

Realizando o mesmo procedimento descrito acima, determinamos os demais ele-
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mentos da matriz de Mueller (m;;)

miy = Yo(PH + PV — MH — MV),
myy = 1/2(RH + RV — LH — LV),
moy =1Y2(HH — HV +VH —-VV),
meg =12(HH — HV —VH +VV),
Moy = Vo(PH — PV — MH + MV),
Moy = Vo(RH — RV — LH + LV,
— 1s(HP — HM + VP — VM),
—1o(HP — HM — VP + VM),
Mg = Yao(PP — PM — MP + MM),
Mgy = Y2(RP — RM — LP + LM),
my =12(HR—HL+VR—-VL),
mys =12(HR— HL—-VR+ VL),
mys = 1/2(PR— PL—- MR+ ML),
mas = 2(LL — RL — LR + RR),

conforme mostrado na equagao (2.52).



73

APENDICE B - Determinacio da matriz de

Processos

Seja p; = £(p;). Usando as equagdes (5.17) e (5.20), temos

E(pj) = Z)‘jkl)k = ZEmijrTLan- (B.1)
A

mn

Expandindo os somatorios da relacao anterior, teremos

Aj1p1tAjapa + Ajsps + Ajaps = (B.2)
= EonEoXn + EOPjElXH + EOPjEZXB + EoﬂjE?,XM—i-
+ EijoXm + Elij1X22 + Elij2X23 + Elij3X24+
+ E2ijOX31 + EszE1X32 + EszE2X33 + E2ij3X34+
+ EngE0X41 + E3ij1X42 + EBPjE2X43 + EanE3X447

onde os termos do lado esquerdo da equacao sao referentes a expansao da tomografia de
estado para determinagdo do operador p; e os do lado direito representam o operador apds
a interacao, mas associado ao processo aplicado. Considerando os 4 operadores da base

candnica dados pela equagao (5.18), teremos

1. Para j =1:
An Az | xart Xuat Xar+Xaa Xi2 — X1+ Xa2 — X43 (B.3)
A3 Auig X21 + X24 + X31 + X34 X22 — X23 + X32 — X33

2. Para j =2
Ao1 Aa2 _ X2 + X13 + X4a2 + Xa3 X11 — X14 + X41 — X44 (B.4)
Aog Ao X22 + X23 + X32 + X33 X21 — X24 + X31 — X34 7

3. Para j = 3:
As1 A2 pe + X24 — X31 — X34 X22 — X23 — X32 T X33 (B.5)
A3z Aza X11 + X14 — X41 — X44 X12 — X13 — X42 T X43 ’

4. Para j = 4:
A1 Ag2 _ | X22 + X23 — X32 — X33 X21 — X24 — X31 T X34 (B.6)
A3 A X12 + X13 — X42 — X43 X11 — X14 — X41 T X44
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Resolvendo o sistema de equacoes, determinamos a matriz de processo y em func¢ao dos

elementos \;, obtidos via QST, que serd dada por

X =
A11 + A22 + A3z + Aaa
l A1z + A2 + Azt + A2
4 | A3+ A2a — A31 — A2
A11 + A2z — A3z — Agg

Definindo A = Eo

A12 + A21 + Azq + Ags
A14 + A23 + Az2 + Aax
A1a + A2z — Az2 — Aqn
A12 + A21 — Azq — Mg

Es
% 7 7 e reescrevendo a equagao anterior de forma mais conveniente
2 —Lo

A21 — A1z — Azq + Mg
A23 — A4 — Az2 + a1
A23 — A1g + Az2 — Aax
A21 — A12 + X34 — Aa3

A11 — A22 + A3z — Ay
A13 — A2 + Az1 — Aa2
A13 — A24 — Az1 + Mgz
A11 — A22 — A3z + Aag

(B.7)

em termos de blocos de matrizes, podemos expressar a matriz de processos da seguinte

maneira:

X:

I
A|TE A
P3Py

(B.8)
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