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RESUMO 

Neste trabalho é proposta uma formulação para caracterização da propagação de onda 

eletromagnética sobre um terreno irregularmente suave utilizando a Equação Integral do Campo 

Elétrico no domínio do tempo (TD-EFIE). É proposta uma formulação para uma onda com 

incidência rasante e polarização vertical. Dado a incidência rasante, o terreno pode ser tratado como 

um condutor magnético perfeito para a polarização considerada e o princípio da equivalência pode 

ser utilizado para encontrar a corrente magnética equivalente na superfície utilizando o Método dos 

Momentos e, a partir da corrente, calcular o campo espalhado pelo terreno. Tendo em vista a 

suavidade do terreno, o retroespalhamento pode ser desprezado e a corrente no terreno pode ser 

calculada recursivamente, diminuindo o custo computacional. Os resultados encontrados através 

da TD-EFIE foram comparados com aqueles obtidos em trabalhos anteriores utilizando a Equação 

Integral do Campo Magnético no domínio do tempo (TD-MFIE) e a Teoria Uniforme da Difração 

no domínio do tempo (TD-UTD). Comparando os três métodos percebe-se que todos apresentam 

resultados muito próximos, com diferença apenas da TD-UTD para casos onde ocorre difração 

dupla e difração em arestas com ângulo interno maior que 180°. Os resultados da TD-EFIE também 

concordaram com os obtidos após a aplicação da transformada inversa de Fourier sobre os 

resultados obtidos da Equação Integral do Campo Elétrico no domínio da frequência (FD-EFIE). 

 

Palavras-chave: Equação integral do campo elétrico, equação integral do campo magnético, 

método dos momentos, equações integrais no domínio do tempo, terreno suavemente irregular, 

transformada inversa de Fourier. 

  



 

 

ABSTRACT 

In this work it is proposed a formulation to predict the propagation of an electromagnetic 

wave over a smoothly irregular terrain using the Electric Field Integral Equation in the time domain 

(TD-EFIE). It is proposed a formulation for near graze incidence of a vertical polarized 

electromagnetic wave. Given the near graze incidence, the terrain can be treated as a perfect 

magnetic conductor for the considered polarization and the equivalence principle can be used to 

find the equivalent magnetic current at the surface using the Method of Moments and the scattered 

field can then be calculated from the currents. With the terrain being smooth, the backscattering 

can be neglected and the current at the surface can be calculated recursively, reducing the 

computational cost. The results found using the TD-EFIE were compared with the ones obtained 

from previous works using the time-domain Magnetic Field Integral Equation (TD-MFIE) and the 

time-domain Uniform Theory of Diffraction (TD-UTD). The three methods showed similar results, 

with only the TD-UTD differing from the others when the problem presents a double diffraction 

and diffraction in edges with an internal angle greater than 180°. The results from the TD-EFIE 

also agreed with the ones obtained after applying the inverse Fourier transform in the results 

obtained from the Electric Field Integral Equation in the frequency domain (FD-EFIE). 

 

Keywords: Electric field integral equation, magnetic field integral equation, method of moments, 

time-domain integral equations, smoothly irregular terrain, inverse Fourier transform. 
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1. INTRODUÇÃO 

1.1. MOTIVAÇÃO 

Os meios de comunicação têm evoluído muito nos últimos anos, principalmente com 

o desenvolvimento dos smartphones. Muitas empresas de tecnologia focam no 

desenvolvimento de dispositivos que possuem conectividade e interatividade. São aparelhos 

de som, fones de ouvido, relógios e televisores que podem conectar-se entre si e com a internet 

com o objetivo de tornar a vida moderna mais prática. Porém, essa conectividade só foi 

possível com o aprimoramento da comunicação sem fio. 

As primeiras tentativas de comunicação sem fio datam o final do século XIX feitas 

por Oliver Lodge em 1894 e Marconi em 1895 [1]. Desde então, diversas pesquisas têm sido 

desenvolvidas para aprimorar esse tipo de comunicação que atualmente vem sendo utilizada, 

em grande parte, para o entretenimento, como transmissão de TV e rádio, ou aplicações 

militares, como radares, principalmente após a Segunda Guerra Mundial [2]. 

A comunicação sem fio é uma alternativa àquela feita por fios, onde ambas 

apresentam vantagens e desvantagens quanto ao custo de implantação, qualidade e velocidade 

de transmissão. A transmissão por cabos tem a vantagem de seu canal ser previsível (fios de 

cobre, cabos coaxiais, fibras ópticas). Embora esse meio apresente custos de implantação e 

manutenção mais elevados, consegue-se uma maior taxa de transmissão. Os canais de rádio, 

por sua vez, não são tão previsíveis, o que torna difícil a sua modelagem. Além disso, há maior 

possibilidade de interferência já que o mesmo meio é utilizado por diversos serviços. Porém, 

seus custos de implantação e manutenção são menores, além de apresentar a grande vantagem 

da mobilidade [3], [4]. 

O funcionamento do canal de comunicação sem fio não depende apenas das antenas 

transmissora e receptora, mas também do meio em que a onda eletromagnética se propaga e 

dos fenômenos de propagação que afetam sua atenuação e trajetória [5]. Na modelagem desses 

canais, deve-se levar em conta o perfil do terreno e as reflexões, difrações e espalhamento que 

ocorrem quando a onda incide em construções, árvores ou qualquer objeto que se interponha 

entre o transmissor e o receptor do sinal [4]. 

O consumo de energia, a taxa de transmissão e o alcance do sinal afetam a qualidade 

da comunicação sem fio e dependem do tipo de serviço oferecido. Alguns serviços requerem 
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baixa taxa de transmissão e baixo alcance, como dispositivos que se conectam utilizando 

bluetooth, por exemplo. Em outros casos, como utilização de internet pelos aparelhos celulares 

ou transmissão de programas de televisão, maiores taxas e alcance são requeridos. Com a 

crescente demanda por maiores taxas de transmissão e pelo melhor aproveitamento do espectro 

eletromagnético, é preciso transmitir sinais de maneira eficiente e que causem pouca 

interferência em sinais com frequências de transmissão próximas. É o que ocorre no caso da 

telefonia celular, onde uma determinada região é dividida em células e o transmissor de uma 

delas deve ter potência suficiente para cobrir a área daquela célula sem interferir nas próximas 

operando na mesma frequência [2]. 

Prever a atenuação de uma onda eletromagnética é de grande importância no 

planejamento do sistema de telecomunicação. É preciso determinar a potência de transmissão 

de maneira que o sinal chegue no receptor com amplitude suficiente para que a comunicação 

ocorra, evitando interferências e ruídos vindos do ambiente e que, fora de sua área de 

cobertura, esse sinal não tenha potência suficiente para interferir em outros sistemas. A 

atenuação pode ser determinada através de métodos empíricos ou determinísticos. Os métodos 

empíricos fazem ajustes de curvas ou expressões para que se assemelhem a resultados obtidos 

a partir de medições locais [4]. Esses métodos levam em consideração, implicitamente, todos 

os fatores de propagação: reflexões, espalhamentos, difrações e sinais de multipercurso.  Sua 

vantagem é a rapidez na realização dos cálculos de previsão. Porém esse método tem a 

desvantagem de retornar valores aproximados de atenuação e de necessitar de validação para 

diferentes ambientes ou frequências, já que os fatores de propagação dependem dessas 

variáveis. Os métodos determinísticos, por sua vez, utilizam-se de aproximações das equações 

de Maxwell para predizer as amplitudes dos sinais. Para a realização do cálculo da atenuação, 

são necessárias informações espaciais e características do ambiente. Embora os resultados 

obtidos por esses métodos sejam mais precisos que os obtidos por métodos empíricos, o tempo 

e memória computacional necessários para realização dos cálculos são altos, motivo pelo qual , 

por muito tempo, eles ganharam menos atenção. Esse cenário, no entanto, vem mudando 

graças ao avanço das tecnologias computacionais, que permitem que cálculos numéricos sejam 

realizados mais rapidamente. Dentre os métodos determinísticos, existem aqueles que utilizam 

aproximações para altas frequências, tratando a onda eletromagnética como raios para a 

realização da predição, como a Óptica Geométrica (Geometrical Optics – GO) [6] e a Teoria 
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Uniforme da Difração (Uniform Theory of Diffraction – UTD) [7], que determinam a trajetória 

dos raios de visada direta, os refletidos e difratados e que são geralmente usados em ambientes 

mais complexos. Existem também aqueles que utilizam a “força bruta” para resolver as 

equações de Maxwell como o Método dos Elementos Finitos (Finite Element Method – FEM) 

[8], o método das Diferenças Finitas no Domínio do Tempo (Finite Difference Time-Domain 

– FDTD) [9] e o Métodos dos Momentos (Method of Moments – MoM) [10]. Estes últimos 

requerem um maior tempo de simulação e memória computacional sendo, por isso, utilizados 

em ambientes menos complexos [2], [11]. 

A previsão de propagação pode ser feita tanto no domínio da frequência quanto no 

domínio do tempo. Os resultados de um domínio podem ser passados para o outro através da 

transformada direta ou inversa de Fourier. A predição realizada no domínio da frequência é 

mais utilizada quando se trabalha com sistemas de faixa estreita, quando a largura de banda 

do sinal transmitido é pequena em relação à frequência da portadora. Neste caso o cálculo é 

geralmente feito para a frequência central da faixa e assume-se que para as outras frequências 

do espectro do sinal o comportamento é o mesmo. A análise de sinais de faixa muito larga 

(Ultra-wideband – UWB) costuma ser feita no domínio do tempo onde, devido à grande 

largura de banda, não se pode assumir que o comportamento é o mesmo para todas as 

frequências. Além disso, faz mais sentido analisar a dispersão temporal de sinal, causado pelos 

múltiplos percursos, no domínio do tempo. [11], [7] 

Os sinais UWB encontram suas aplicações em radares de alta resolução e rádio 

pulsado, motivos pelos quais tem-se aumentado o interesse na análise no domínio do tempo 

[12]. A análise no domínio do tempo pode ser feita de duas maneiras: i) faz-se a análise no 

domínio da frequência para uma quantidade suficiente de frequências contidas no espectro do 

sinal analisado e em seguida aplica-se a transformada inversa de Fourier numericamente; ii) 

faz-se a análise através de formulações desenvolvidas diretamente no domínio do tempo [13]. 

Com a análise feita diretamente no domínio do tempo é possível obter a função de 

transferência, seja da antena ou do canal de rádio analisado, através da resposta ao impulso 

[14]. A análise no domínio da frequência e posterior aplicação da transformada tem a 

necessidade de se conhecer previamente a janela temporal do sinal para evitar que ocorra o 

aliasing e, assim, evitar que se obtenha um resultado diferente do real [11]. Na literatura, 

encontram-se trabalhos desenvolvidos no domínio do tempo para espalhamento de ondas 
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eletromagnéticas a partir de métodos assintóticos, como a Teoria Uniforme da Difração no 

domínio do tempo (Time-Domain Uniform Theory of Diffraction – TD-UTD), a Óptica Física 

no domínio do tempo (Time-Dommain Phisical Optics – TD-PO) e a Teoria Uniforme da 

Difração Assintótica no domínio do tempo (Time-Domain Uniform Asymptotic Theory – TD-

UAT). Alguns desses trabalhos podem ser encontrados em [7], [12], [14] e [15]. Outros 

trabalhos foram desenvolvidos a partir de métodos como o Método dos Momentos  aplicados 

a Equações Integrais no domínio do tempo e Método das Diferenças Finitas no Domínio do 

Tempo (FDTD), encontrados em [13], [16], [9] e [17]. 

As técnicas de análise de espalhamento de ondas eletromagnéticas podem ser 

empregadas na predição de propagação de ondas em ambientes rurais que apresentem 

variações no relevo mais suaves. Devido à pouca existência de construções, esse tipo de 

ambiente é mais facilmente modelado e, assim, pode-se utilizar técnicas mais precisas sem 

exigir um esforço computacional tão grande quanto em ambientes mais complexos.  

Em [18] foi desenvolvido um método de previsão de propagação sobre um terreno 

irregular e suave no domínio da frequência utilizando a Equação Integral do Campo Elétrico 

(EFIE). Esse método foi aplicado para a previsão sobre um perfil de terreno localizado na 

Dinamarca, o perfil de Hjorringvej, e bons resultados foram obtidos quando comparados com 

dados medidos no local. Seguindo essa linha de pesquisa, um método de previsão no domínio 

da frequência utilizando a Equação Integral do Campo Magnético (MFIE) foi desenvolvido 

em [19], onde seus resultados foram comparados com os do EFIE obtidos em [18] e foi 

mostrado que são necessárias mais funções de base para que a EFIE apresente a mesma 

precisão que a MFIE. Em [11] foi desenvolvido um método de aceleração para a EFIE e a 

MFIE apresentadas anteriormente baseado nos trabalhos [20], [21], [22] e [23], onde, nestes 

trabalhos, o terreno é dividido em grupos de segmentos e aproximações de campo distante são 

utilizadas para simplificar o cálculo da corrente a partir do campo irradiado de grupos de 

segmentos mais distantes. Em [11] foi desenvolvida também uma formulação para predição 

de propagação no domínio do tempo utilizando a Equação Integral do Campo Magnético (TD-

MFIE) e bons resultados foram obtidos comparados com a predição feita em [7] utilizando a 

Teoria Uniforme da Difração no domínio do tempo (TD-UTD). 

 



20 

 

1.2. OBJETIVOS 

O presente trabalho se propõe a desenvolver um método de previsão de propagação 

sobre um terreno irregular e suave diretamente no domínio do tempo utilizando a Equação 

Integral do Campo Elétrico (TD-EFIE). Os resultados dessa formulação são comparados com 

os resultados da TD-MFIE [11], da TD-UTD [7] e também com os resultados da EFIE obtidos 

no domínio da frequência (FD-EFIE) [11] e posteriormente transformados para o domínio do 

tempo através de uma transformada inversa de Fourier. 

As formulações são desenvolvidas para um campo eletromagnético polarizado 

verticalmente e supondo uma incidência rasante sobre o terreno. O Método da Fase 

Estacionária é utilizado para redução da integral de superfície que aparece na equação integral 

a uma integral de linha. Partindo da FD-EFIE após aplicado o Método da Fase Estacionária, é 

aplicada a transformada inversa de Fourier para se encontrar a TD-EFIE. O Método dos 

Momentos é utilizado para encontrar a distribuição de corrente sobre a superfície do terreno 

e, a partir dessa corrente é determinado o campo espalhado. A técnica marching-on-in-time é 

utilizada para a resolução da convolução que aparece após a aplicação da transformada inversa 

de Fourier. 

Para ajudar no desenvolvimento da formulação da TD-EFIE, é mostrado o 

desenvolvimento da FD-EFIE e FD-MFIE, onde previsões de propagação utilizando essas 

equações são feitas para se analisar os resultados obtidos no domínio da frequência e observar 

a diferença obtidas por ambas as formulações. 

 

1.3. ORGANIZAÇÃO DA DISSERTAÇÃO 

No Capítulo 2 são apresentadas as formulações no domínio da frequência utilizadas na 

previsão de propagação sobre um terreno suavemente irregular utilizando as equações integrais dos 

campos elétrico e magnético desenvolvidas em [11]. Formulações similares podem ser encontradas 

também para a EFIE em [18] e para a MFIE em [24], com a diferença no tratamento da integral de 

linha, onde, em [11], a fase do integrando foi considerada com variação linear no segmento do 

terreno e em [18] e [24] a fase do integrando foi considerada constante. Na Seção 2.1 são 

apresentadas as equações integrais do campo elétrico e do campo magnético no domínio da 

frequência. Na Seção 2.2 o Método da Fase Estacionária é aplicado nas equações integrais para 
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reduzir as integrais de superfície a integrais de linha. Na Seção 2.3 o Método dos Momentos é 

aplicado para encontrar a corrente equivalente na superfície do terreno e, a partir dessas correntes, 

calcular o campo elétrico espalhado pelo mesmo. Na Seção 2.4 são mostrados os resultados da 

previsão no domínio da frequência, utilizando as formulações apresentadas nas seções anteriores e 

comparadas com os resultados obtidos utilizando a UTD, desenvolvida em [7]. 

No capítulo 3 é apresentada a formulação para a previsão de propagação no domínio do 

tempo em um terreno irregular e com variações suaves utilizando TD-MFIE, desenvolvida em [11], 

e, paralelamente, é desenvolvida a formulação utilizando a TD-EFIE. Na Seção 3.1 é aplicada a 

transformada inversa de Fourier nas equações obtidas no domínio da frequência após a aplicação 

do Método da Fase Estacionária, obtendo assim as respectivas equações no domínio do tempo. Na 

Seção 3.2 o Método dos Momentos é aplicado e, para a resolução das integrais de convolução, é 

utilizado a técnica marching-on-in-time. Na Seção 3.3, após a resolução das integrais de 

convolução, são resolvidas as integrais de linha e é montado um sistema de equações para encontrar 

a corrente equivalente no terreno, para então ser calculado o campo elétrico espalhado pelo terreno 

no domínio do tempo. 

No capítulo 4 são apresentados os resultados da TD-EFIE e comparados com os da TD-

MFIE e TD-UTD [7]. No capítulo 5 são apresentadas as conclusões deste trabalho e, também, 

apresentadas propostas de trabalhos futuros. 

  



22 

 

2. FORMULAÇÃO NO DOMÍNIO DA FREQUÊNCIA 

O problema a ser resolvido neste trabalho consiste em determinar o campo elétrico 

espalhado por um terreno irregular com variações suaves em relação ao comprimento de onda. 

A determinação do campo espalhado pode ser feita com o auxílio do princípio da equivalência, 

onde o terreno pode ser substituído por correntes equivalentes em sua superfície. O princípio 

da equivalência garante que o campo gerado pelas correntes equivalentes superficiais é  igual 

ao campo espalhado pelo terreno [25]. O problema se resume então em encontrar essas 

correntes a partir do campo incidente e, através delas, determinar o campo espalhado em 

qualquer ponto do espaço. 

 

2.1. UTILIZANDO AS EQUAÇÕES INTEGRAIS 

O problema de espalhamento aqui apresentado é resolvido com o auxílio das 

Equações Integrais, onde o campo no espaço é determinado a partir da distribuição de corrente, 

seja ela volumétrica ou superficial. A Equação Integral do Campo Elétrico (EFIE) no domínio 

da frequência é dada por [26]: 

𝐸⃗ (𝑟 )

𝑇
= −∫ [𝑗𝜔𝜇𝐽 (𝑟 ′)𝐺 + 𝑀⃗⃗ (𝑟 ′) × ∇′𝐺 +

∇′ ∙ 𝐽 (𝑟 ′)

𝑗𝜔𝜀
∇′𝐺] 𝑑𝑣′

𝑉′

−∫ [𝑗𝜔𝜇𝐽 𝑠(𝑟 ′)𝐺 + 𝑀⃗⃗ 𝑠(𝑟 ′) × ∇
′𝐺 +

∇′ ∙ 𝐽 𝑠(𝑟 ′)

𝑗𝜔𝜀
∇′𝐺] 𝑑𝑠′,

𝑆′

 

(2.1) 

e a Equação Integral do Campo Magnético (MFIE) por [26]: 

𝐻⃗⃗ (𝑟 )

𝑇
= −∫ [𝑗𝜔𝜀𝑀⃗⃗ (𝑟 ′)𝐺 − 𝐽 (𝑟 ′) × ∇′𝐺 +

∇′ ∙ 𝑀⃗⃗ (𝑟 ′)

𝑗𝜔𝜇
∇′𝐺] 𝑑𝑣′

𝑉′

−∫ [𝑗𝜔𝜀𝑀⃗⃗ 𝑠(𝑟 ′)𝐺 − 𝐽 𝑠(𝑟 ′) × ∇
′𝐺 +

∇′ ∙ 𝑀⃗⃗ 𝑠(𝑟 ′)

𝑗𝜔𝜇
∇′𝐺] 𝑑𝑠′

𝑆′
, 

(2.2) 

onde a primeira integral em (2.1) e (2.2) contabiliza o campo gerado pela distribuição de 

corrente volumétrica e a segunda integral calcula o campo gerado por distribuição de correntes 

superficiais. 𝐽  e 𝑀⃗⃗  são as densidades volumétricas de corrente elétrica e magnética, 

respectivamente, 𝐽 𝑠 e 𝑀⃗⃗ 𝑠 são as respectivas densidades superficiais de corrente elétrica e magnética, 
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𝜀 é a permissividade elétrica do meio de propagação, no caso o ar livre, 𝜇 é a sua permeabilidade 

magnética, 𝜔 = 2𝜋𝑓, em que 𝑓 é a frequência da onda eletromagnética. 𝑇 é definido como 1 caso 

a integral seja avaliada fora da superfície que delimita o volume de interesse e 2 caso ela seja feita 

sobre a superfície. 𝐺 é a função de Green do espaço livre dada por: 

𝐺 =
𝑒−𝑗𝑘|𝑟 −𝑟 ′|

4𝜋|𝑟 − 𝑟 ′|
, (2.3) 

onde 𝑘 = 2𝜋/𝜆, em que 𝜆 é o comprimento da onda, o vetor 𝑟  localiza o observador no espaço 

e 𝑟 ′ localiza as fontes de corrente, como mostrado na Figura 2.1. 

 

Figura 2.1: Localização da fonte e do observador. 

A propagação de ondas eletromagnéticas em que a altura da antena receptora é menor 

do que a distância de propagação pode ser considerada como tendo incidência rasante, onde o 

ângulo de incidência que o raio faz com a normal à superfície é aproximadamente 90°. Os 

coeficientes de reflexão de Fresnel, sobre uma superfície plana, para as polarizações vertical 

e horizontal são dados, respectivamente, por [27]: 

𝛤𝑣 =
−𝜂1 cos(𝜃𝑖) + 𝜂2 cos(𝜃𝑡)

𝜂1 cos(𝜃𝑖) + 𝜂2 cos(𝜃𝑡)
, (2.4) 

Γℎ =
𝜂2 cos(𝜃𝑖) − 𝜂1 cos(𝜃𝑡)

𝜂2 cos(𝜃𝑖) + 𝜂1 cos(𝜃𝑡)
, (2.5) 
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onde 𝜂1 e 𝜂2 são as impedâncias intrínsecas dos meios 1 e 2, respectivamente, θi é o ângulo 

de incidência e θt é o ângulo do raio transmitido, como mostrado na Figura 2.2 para a 

polarização vertical, também denominada polarização paralela, pelo fato de o campo elétrico 

estar paralelo ao plano de incidência (𝑬||). 

 

Figura 2.2: Incidência de uma onda polarizada verticalmente na superfície que separa os meios 1 

e 2. 

Note que, para um ângulo de incidência próximo de 90°, o coeficiente de reflexão é 

aproximadamente 1 para a polarização vertical. Assim, a soma dos campos incidente e 

refletido na superfície que separa os meios 1 e 2 resulta em um campo magnético  paralelo à 

superfície nulo. O campo elétrico resultante terá, por sua vez, apenas componente paralela à 

superfície, com componente perpendicular nula. Essas características, componente paralela do 

campo magnético nula e campo elétrico paralelo à superfície, são equivalentes às condições 

de contorno de uma superfície condutora magnética perfeita [25]. 

Assumindo um campo eletromagnético com polarização vertical e que a incidência 

seja rasante, o terreno pode então ser aproximado por um condutor magnético perfeito (CMP). 

Sendo CMP, apenas correntes magnéticas equivalentes estão presentes na superfície. 

Considerando então apenas correntes magnéticas superficiais equivalentes nas equações (2.1) 

e (2.2) e que o campo gerado pelas correntes volumétricas é o campo incidente radiado pela 

antena transmissora, tem-se: 
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𝐸⃗ (𝑟 ) = 𝑇[𝐸⃗ 𝑖𝑛(𝑟 ) + 𝐿⃗ 2(𝑀⃗⃗ 𝑠)], (2.6) 

𝐻⃗⃗ (𝑟 ) = 𝑇 [𝐻⃗⃗ 𝑖𝑛(𝑟 ) +
1

𝜂
𝐿⃗ 1(𝑀⃗⃗ 𝑠)], (2.7) 

onde 𝐸⃗ 𝑖𝑛 e 𝐻⃗⃗ 𝑖𝑛 são, respectivamente, os campos elétrico e magnético incidentes no observador e 

os operadores 𝐿⃗ 1(𝑀⃗⃗ 𝑠) e 𝐿⃗ 2(𝑀⃗⃗ 𝑠) são definidos como: 

𝐿⃗ 1(𝑀⃗⃗ 𝑠) = −𝑗𝑘∮ [𝑀⃗⃗ 𝑠(𝑟 ′)𝐺 −
1

𝑘2
∇′ ∙ 𝑀⃗⃗ 𝑠(𝑟 ′)∇

′𝐺]𝑑𝑠′

𝑆′
, (2.8) 

𝐿⃗ 2(𝑀⃗⃗ 𝑠) = −∮ [𝑀⃗⃗ 𝑠(𝑟 ′) × ∇
′𝐺]𝑑𝑠′

𝑆′
. (2.9) 

Aplicando as condições de fronteiras sobre um condutor magnético perfeito [25], 

𝑛̂ × 𝐸⃗ (𝑟 ) = −𝑀⃗⃗ 𝑠(𝑟 ), (2.10) 

𝑛̂ × 𝐻⃗⃗ (𝑟 ) = 0, (2.11) 

com 𝑇 = 2, já que a integral é avaliada sobre a superfície, em (2.6) e (2.7), tem-se: 

𝑛̂ × 𝐸⃗ 𝑖𝑛(𝑟 ) = −
𝑀⃗⃗ 𝑠(𝑟 ′)

2
− 𝑛̂ × 𝐿⃗ 2(𝑀⃗⃗ 𝑠), (2.12) 

𝑛̂ × 𝐻⃗⃗ 𝑖𝑛(𝑟 ) = −
1

𝜂
𝑛̂ × 𝐿⃗ 1(𝑀⃗⃗ 𝑠). (2.13) 

Assumindo a antena transmissora como uma fonte pontual, as correntes equivalentes 

sobre a superfície podem ser consideradas como tendo uma distribuição de fase esférica, 

assim: 

𝑀⃗⃗ 𝑠(𝑟 
′) = 𝑀⃗⃗ 𝑎(𝑟 

′)𝑒−𝑗𝑘|𝑟 
′−𝑟 0|, (2.14) 

onde 𝑟 0 localiza a antena transmissora e 𝑀⃗⃗ 𝑎 representa a corrente 𝑀⃗⃗ 𝑠 subtraída da distribuição de 

fase esférica. 

Na Figura 2.3 é definido o sistema de coordenadas ao longo do perfil do terreno, onde 𝑟 ′ 

e 𝑟  definem as localizações da fonte e observador, respectivamente, 𝑛̂′ e 𝑛̂ são seus respectivos 

vetores unitários normais à superfície, 𝑙′ e 𝑙 são os vetores unitários tangentes ao terreno para a 
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fonte e observador, respectivamente. 𝑅⃗ 1 é o vetor que define a posição da corrente equivalente na 

superfície em relação à antena transmissora e 𝑅⃗ 2 define a posição do observador em relação a essa 

mesma corrente. Aqui será usado o termo fonte para se referir às correntes equivalentes na 

superfície do terreno, que funcionam como fontes do campo espalhado. O transmissor será 

posicionado no plano 𝑦 = 𝑦𝑜 = 0, ou seja, no plano de incidência do enlace. 

 

Figura 2.3: Definição do sistema de coordenadas ao longo do perfil. 

 

2.2. APLICAÇÃO DO MÉTODO DA FASE ESTACIONÁRIA 

Com a definição do sistema de coordenadas na Figura 2.3, as integrais de superfície em 

(2.8) e (2.9) podem ser escritas da seguinte forma: 

𝐿⃗ 1(𝑀⃗⃗ 𝑠) = −𝑗𝑘∫ ∫ [𝑀⃗⃗ 𝑠(𝑟 ′)𝐺 −
1

𝑘2
∇′ ∙ 𝑀⃗⃗ 𝑠(𝑟 ′)∇

′𝐺]𝑑𝑦′𝑑𝑙′
∞

−∞𝑙′
, (2.15) 

𝐿⃗ 2(𝑀⃗⃗ 𝑠) = −∫ ∫ [𝑀⃗⃗ 𝑠(𝑟 ′) × ∇
′𝐺]𝑑𝑦′𝑑𝑙′

∞

−∞𝑙′
, (2.16) 

onde 𝑙′ representa o perfil do terreno. Através de (2.3) e (2.14) pode-se definir o gradiente de 𝐺 e 

o divergente de 𝑀⃗⃗ 𝑠 respectivamente como: 

∇′𝐺 =
1

4𝜋
(
𝑗𝑘|𝑟 − 𝑟 ′| + 1

|𝑟 − 𝑟 ′|2
)𝑒−𝑗𝑘|𝑟 −𝑟 

′|
𝑟 − 𝑟 ′

|𝑟 − 𝑟 ′|
, (2.17) 
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∇′ ∙ 𝑀⃗⃗ 𝑠(𝑟 ′) = [−𝑗𝑘𝑀⃗⃗ 𝑎 ∙
𝑟 ′ − 𝑟 0
|𝑟 ′ − 𝑟 0|

+ ∇′ ∙ 𝑀⃗⃗ 𝑎] 𝑒
−𝑗𝑘|𝑟 ′−𝑟 0|. (2.18) 

Substituindo (2.17) e (2.18) em (2.15) e (2.16), as integrais ao longo de 𝑦′ podem ser escritas na 

forma: 

∫ 𝑔(𝑦′)𝑒−𝑗𝑘ℎ(𝑦
′)𝑑𝑦′

∞

−∞

, (2.19) 

onde, para 𝐿⃗ 1, 

𝑔1(𝑦
′) =

𝑀⃗⃗ 𝑎
4𝜋|𝑟 − 𝑟 ′|

−
1

𝑘2
[−𝑗𝑘𝑀⃗⃗ 𝑎 ∙

𝑟 ′ − 𝑟 0
|𝑟 ′ − 𝑟 0|

+ ∇′ ∙ 𝑀⃗⃗ 𝑎] (
𝑗𝑘|𝑟 − 𝑟 ′| + 1

4𝜋|𝑟 − 𝑟 ′|2
)
𝑟 − 𝑟 ′

|𝑟 − 𝑟 ′|
, (2.20) 

para 𝐿⃗ 2, 

𝑔2(𝑦
′) = (𝑀⃗⃗ 𝑎 ×

𝑟 − 𝑟 ′

|𝑟 − 𝑟 ′|
)
𝑗𝑘|𝑟 − 𝑟 ′| + 1

4𝜋|𝑟 − 𝑟 ′|2
, (2.21) 

e, para 𝐿⃗ 1e 𝐿⃗ 2: 

ℎ(𝑦′) = |𝑟 ′ − 𝑟 0| + |𝑟 − 𝑟 
′|. (2.22) 

Considerando o terreno invariante na direção 𝑦 e assumindo que 𝑘 possui um valor muito elevado, 

o Método da Fase Estacionária [28] pode ser utilizado para resolver (2.19), resultando em: 

∫ 𝑔(𝑦′)𝑒−𝑗𝑘ℎ(𝑦
′)𝑑𝑦′

∞

−∞

= 𝑔(𝑦𝑠)∫ 𝑒
−𝑗𝑘(ℎ(𝑦𝑠)+

(𝑦′−𝑦𝑠)
2

2
 
𝜕2ℎ(𝑦𝑠)

𝜕𝑦′2
)

𝑑𝑦′
∞

−∞

, (2.23) 

onde ℎ(𝑦′) foi aproximado pela sua série de Taylor e 𝑦𝑠, chamado de ponto estacionário, é o ponto 

onde a primeira derivada de ℎ é nula. Calculando a primeira derivada de (2.22), encontra-se 𝑦𝑠 =

𝑦𝑜, onde 𝑦𝑜 é a coordenada 𝑦 da antena transmissora, que determina o plano de incidência. Assim, 

a principal contribuição da integral em 𝑦′ vem da região ao longo do plano de incidência. 

Resolvendo a integral em (2.23) para ℎ(𝑦′), tem-se [11]: 

𝑔(𝑦𝑠)∫ 𝑒
−𝑗𝑘(ℎ(𝑦𝑠)+

(𝑦′−𝑦𝑠)
2

2
 
𝜕2ℎ(𝑦𝑠)

𝜕𝑦′2
)

𝑑𝑦′
∞

−∞

= 𝑔(𝑦𝑠)𝑒
−𝑗𝑘(𝑅1+𝑅2)−

𝑗𝜋
4 √

𝜆𝑅1𝑅2
𝑅1 + 𝑅2

, (2.24) 

onde 𝑅1, distância entre a antena transmissora e o ponto fonte, é dada por: 
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𝑅1 = |𝑟 ′ − 𝑟 0|𝑦′=𝑦𝑜 = √(𝑥
′ − 𝑥𝑜)2 + (𝑧′ − 𝑧𝑜)2, (2.25) 

e 𝑅2, distância entre o ponto fonte e o ponto observador, é dada por: 

𝑅2 = |𝑟 − 𝑟 
′|𝑦=𝑦′=𝑦𝑜 = √(𝑥 − 𝑥′)2 + (𝑧 − 𝑧′)2. (2.26) 

Assim, através do resultado em (2.24) e de (2.20)-(2.22), (2.15) e (2.16) podem ser reescritas como: 

𝐿⃗ 1(𝑀⃗⃗ 𝑠) = −𝑗𝑘∫ [
𝑀⃗⃗ 𝑎
4𝜋𝑅2𝑙′

−
𝑗𝑘𝑅2 + 1

4𝜋𝑅2
2 (−𝑗𝑘𝑀⃗⃗ 𝑎 ∙ 𝑅̂1 + ∇

′ ∙ 𝑀⃗⃗ 𝑎)
𝑅̂2
𝑘2
]√

𝜆𝑅1𝑅2
𝑅1 + 𝑅2

𝑒−𝑗𝑘
(𝑅1+𝑅2)−

𝑗𝜋
4 𝑑𝑙′, 

(2.27) 

𝐿⃗ 2(𝑀⃗⃗ 𝑠) = −∫ (𝑀⃗⃗ 𝑎 × 𝑅̂2) (
𝑗𝑘𝑅2 + 1

4𝜋𝑅2
2 )√

𝜆𝑅1𝑅2
𝑅1 + 𝑅2

𝑒−𝑗𝑘
(𝑅1+𝑅2)−

𝑗𝜋
4 𝑑𝑙′

𝑙′
. (2.28) 

Dado que, para um condutor magnético perfeito, o campo elétrico é tangente à superfície, 

no plano de incidência este estará na direção 𝑙 e, assim, através de (2.10), pode-se concluir que a 

corrente equivalente estará na direção 𝑦̂. Com isso, 𝑀⃗⃗ 𝑎 ∙ 𝑅̂1 = 0 no plano de incidência. Como a 

corrente tem apenas componente 𝑦̂ e com sua variação lenta próximo ao ponto de fase estacionária, 

tem-se que ∇′ ∙ 𝑀⃗⃗ 𝑎 ≈ 0. Assim, (2.27) e (2.28) podem ser reescritas da seguinte maneira [11]: 

𝐿⃗ 1(𝑀⃗⃗ 𝑠) = −𝑘∫ 𝑀⃗⃗ 𝑎𝐺1 𝑑𝑙
′

𝑙′
, (2.29) 

𝐿⃗ 2(𝑀⃗⃗ 𝑠) = −𝑘∫ 𝑀⃗⃗ 𝑎 × 𝑅̂2𝐺2 𝑑𝑙
′

𝑙′
, (2.30) 

onde 

𝐺1 =
𝑒−𝑗𝑘

(𝑅1+𝑅2)+
𝑗𝜋
4

4𝜋√(1 +
𝑅2
𝑅1
)
𝑅2
𝜆
 

, (2.31) 

𝐺2 = (1 −
𝑗

𝑘𝑅2
)𝐺1. (2.32) 
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Agora, com as expressões de 𝐿⃗ 1 e 𝐿⃗ 2 simplificadas, (2.12) e (2.13) podem ser escritas 

como: 

𝑛̂ × 𝐸⃗ 𝑖𝑛 = −
𝑀⃗⃗ 𝑎
2
𝑒−𝑗𝑘𝑅1 + 𝑘∫ (𝑛̂ ∙ 𝑅̂2)𝑀⃗⃗ 𝑎𝐺2 𝑑𝑙

′

𝑙′
, (2.33) 

𝑛̂ × 𝐻⃗⃗ 𝑖𝑛 =
𝑘

η
∫ 𝑛̂ × 𝑀⃗⃗ 𝑎𝐺1 𝑑𝑙′
𝑙′

. (2.34) 

 

2.3. APLICAÇÃO DO MÉTODO DOS MOMENTOS 

Resolvendo (2.33) e (2.34) encontra-se a corrente magnética equivalente sobre a 

superfície do terreno e, com ela, calcula-se o campo espalhado. Como se pode ver, ambas as 

equações contêm integrais que apresentam a incógnita no integrando, e isso pode ser resolvido 

utilizando o Método dos Momentos (MoM). Para isso, o terreno é dividido em 𝑁 segmentos onde, 

em cada segmento, a corrente será modelada por uma função de base conhecida 𝑚⃗⃗ 𝑗 ponderada por 

uma constante 𝑀𝑗. Aqui, a função de base considerada é o pulso unitário, assumindo valor igual a 

1 em determinado segmento 𝑗 e igual 0 para os demais segmentos. Assim, a distribuição de corrente 

na superfície pode ser escrita como uma soma das correntes de cada segmento, dada por: 

𝑀⃗⃗ 𝑎 =∑𝑀𝑗𝑚⃗⃗ 𝑗

𝑁

𝑗=1

, (2.35) 

onde a constante 𝑀𝑗 é a amplitude da corrente a ser determinada no centro do segmento j e 𝑚⃗⃗ 𝑗 é a 

função de base. Feita a segmentação do terreno e com o pulso unitário como função de base, é 

preciso então determinar os 𝑁 valores de 𝑀𝑗 e, para isso, precisa-se de 𝑁 equações. Para obter o 

número de equações necessárias aplica-se o produto interno de uma função de teste 𝑤⃗⃗ 𝑖 em (2.33) e 

(2.34) em 𝑁 segmentos observadores ao longo do terreno. A função de teste 𝑤⃗⃗ 𝑖 aqui adotada é a 

função impulso, assim: 



30 

 

∫ 𝑤⃗⃗ 𝑖 ∙ (𝑛̂ × 𝐸⃗ 𝑖𝑛)𝑑𝑙 = −
1

2
∫ (𝑤⃗⃗ 𝑖 ∙ 𝑀⃗⃗ 𝑎)𝑒

−𝑗𝑘𝑅1 𝑑𝑙
𝑙𝑙

+ 𝑘∫ ∫ (𝑤⃗⃗ 𝑖 ∙ 𝑀⃗⃗ 𝑎)(𝑛̂ ∙ 𝑅̂2)𝐺2 𝑑𝑙′𝑑𝑙
𝑙′𝑙

, 

(2.36) 

∫ 𝑤⃗⃗ 𝑖 ∙ (𝑛̂ × 𝐻⃗⃗ 𝑖𝑛)𝑑𝑙 =
𝑘

𝜂
∫ ∫ 𝑤⃗⃗ 𝑖 ∙ (𝑛̂ × 𝑀⃗⃗ 𝑎)𝐺1 𝑑𝑙′𝑑𝑙

𝑙′𝑙𝑙

, (2.37) 

onde 𝑤⃗⃗ 𝑖 tem direção 𝑦̂ para a EFIE e direção 𝑙 para a MFIE. O produto interno calcula o valor do 

integrando no centro do segmento analisado. Assim, substituindo (2.35) em (2.36) e (2.37) e 

resolvendo o produto interno, tem-se: 

[𝑦̂ ∙ (𝑛̂ × 𝐸⃗ 𝑖𝑛)]𝑟 =𝑟 𝑖
= −[

𝑀𝑖

2
𝑒−𝑗𝑘𝑅1]

𝑟 =𝑟 𝑖

+∑[𝑘∫ (𝑛̂ ∙ 𝑅̂2)𝑀𝑗𝐺2 𝑑𝑙
′

𝑙′
]
𝑟 =𝑟 𝑖

𝑁

𝑗=1

, (2.38) 

[𝑙 ∙ (𝑛̂ × 𝐻⃗⃗ 𝑖𝑛)]𝑟 =𝑟 𝑖
= −∑[

𝑘

𝜂
∫ 𝑀𝑗𝐺1 𝑑𝑙

′

𝑙′
]

𝑁

𝑗=1 𝑟 =𝑟 𝑖

. (2.39) 

Escrevendo (2.38) como um sistema linear da forma 

[𝑉𝑖] = [𝑍𝑖𝑗][𝑀𝑗], (2.40) 

encontra-se para a EFIE: 

𝑉𝑖 𝐸𝐹𝐼𝐸 = [𝑦̂ ∙ (𝑛̂ × 𝐸⃗ 𝑖𝑛)]𝑟 =𝑟 𝑖
= [𝐸⃗ 𝑖𝑛 ∙ 𝑙𝑖]𝑟 =𝑟 𝑖

, (2.41) 

𝑍𝑖𝑗 𝐸𝐹𝐼𝐸 = [−
1

2
𝑒−𝑗𝑘𝑅1𝛿𝑖𝑗 + 𝑘∫ (𝑛̂ ∙ 𝑅̂2)𝐺2 𝑑𝑙

′

𝑙′
]
𝑟 =𝑟 𝑖

, (2.42) 

onde 𝛿𝑖𝑗 = 1 se 𝑖 = 𝑗 e 𝛿𝑖𝑗 = 0 se 𝑖 ≠ 𝑗, já que a função de teste é aplicada apenas no segmento 

observador 𝑖 no primeiro termo de (2.38). Analisando o segundo termo de (2.42), percebe-se que 

(𝑛̂ ∙ 𝑅̂2) = 0 quando 𝑖 = 𝑗, já que 𝑅̂2 tende a 0. Assim, apenas o primeiro termo de (2.42) é não 

nulo quando 𝑖 = 𝑗 e quando 𝑖 ≠ 𝑗 apenas o segundo é diferente de zero. 
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Para resolver a integral dos elementos da matriz de impedância em (2.42) assume-se que 

𝑅1 e 𝑅2 são constantes nas amplitudes de 𝐺1 e 𝐺2 e variam linearmente em suas fases da seguinte 

forma [11]: 

𝑅1 ≈ 𝑅1𝑗 + 𝑢′
∆𝑗

2
(𝑅̂1𝑗 ∙ 𝑙′) (2.43) 

𝑅2 ≈ 𝑅2𝑖𝑗 − 𝑢′
∆𝑗

2
(𝑅̂2𝑖𝑗 ∙ 𝑙′) (2.44) 

em que 𝑅1𝑗 é a distância entre o transmissor e o centro do segmento 𝑗, 𝑅2𝑖𝑗 a distância entre o 

centro do segmento fonte 𝑗 e o centro do segmento observador 𝑖, ∆𝑗 o comprimento do segmento 

fonte e 𝑢′ varia de -1 a 1 ao longo do segmento. Levando isso em consideração, a integral da 

exponencial que aparece no termo 𝐺2 de (2.42) é [11]: 

𝑘∫ 𝑒−𝑗𝑘(𝑅1+𝑅2)𝑑𝑙′

𝑙′
= 𝑒−𝑗𝑘(𝑅1𝑗+𝑅2𝑖𝑗)∫ 𝑒−𝑗𝑘𝑢

′∆j
2
[(𝑅̂1𝑗−𝑅̂2𝑖𝑗)∙𝑙

′] 𝑘∆𝑗

2
𝑑𝑢′

1

−1

= 𝑒−𝑗𝑘(𝑅1𝑗+𝑅2𝑖𝑗)𝑘∆𝑗
𝑠𝑒𝑛(𝛼)

𝛼
, 

(2.45) 

𝛼 =
𝑘∆𝑗

2
(𝑅̂1𝑗 − 𝑅̂2𝑖𝑗) ∙ 𝑙

′. (2.46) 

Assim: 

𝑉𝑖 𝐸𝐹𝐼𝐸 = 𝐸⃗ 𝑖𝑛 ∙ 𝑙𝑖, (2.47) 

𝑍𝑖𝑗 𝐸𝐹𝐼𝐸 = (𝑛̂𝑖 ∙ 𝑅̂2)𝐺2𝑘∆𝑗
𝑠𝑒𝑛(𝛼)

𝛼
, 𝑖 ≠ 𝑗, (2.48) 

𝑍𝑖𝑖 𝐸𝐹𝐼𝐸 = −
1

2
𝑒−𝑗𝑘𝑅1 , 𝑖 = 𝑗. (2.49) 

Adotando para a MFIE o mesmo procedimento feito para a EFIE e escrevendo (2.39) na 

forma de um sistema linear como em (2.40), encontra-se: 

𝑉𝑖 𝑀𝐹𝐼𝐸 = 𝜂[𝑙 ∙ (𝑛̂ × 𝐻⃗⃗ 𝑖𝑛)]𝑟 =𝑟 𝑖
= −𝜂[𝐻⃗⃗ 𝑖𝑛 ∙ 𝑦̂]𝑟 =𝑟 𝑖

, (2.50) 
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𝑍𝑖𝑗 𝑀𝐹𝐼𝐸 = −[𝑘∫ 𝐺1 𝑑𝑙
′

𝑙′
]
𝑟 =𝑟 𝑖

. (2.51) 

A integral na matriz de impedância para a MFIE em (2.51) é resolvida da mesma maneira que em 

(2.42), considerando 𝑅1 e 𝑅2 com variação linear na fase de 𝐺1 e constante em sua amplitude. Um 

cuidado, porém, deve ser tomado no cálculo quando 𝑅2 → 0, pois, nesse caso, há uma singularidade 

no integrando. Fazendo 𝑅2 =
∆𝑗

2
|𝑢′| quando esta se aproxima de zero, a integral para 𝑖 = 𝑗 resulta 

em [11]: 

𝑘∫ 𝐺1𝑑𝑙
′

𝑙′
=

𝑒
𝑗𝜋
4

2√2𝜋
𝑒−𝑗𝑘𝑅1∫

𝑒−𝑗𝑘𝑢
′
∆𝑗
2
(𝑅̂1𝑗∙𝑙

′)𝑒−𝑗𝑘|𝑢
′|
∆𝑗
2
𝑘∆𝑗
2

√𝑘
|𝑢′|∆𝑗
2

𝑑𝑢′
1

−1

=
𝑒−𝑗𝑘𝑅1+

𝑗𝜋
4

2

[
 
 
 
 𝐹𝑟𝑒𝑠 (√(1 − 𝑅̂1 ∙ 𝑙𝑗)

𝑘∆𝑗
𝜋  )

√(1 − 𝑅̂1 ∙ 𝑙𝑗) 

+

𝐹𝑟𝑒𝑠 (√(1 + 𝑅̂1 ∙ 𝑙𝑗)
𝑘∆𝑗
𝜋  )

√(1 + 𝑅̂1 ∙ 𝑙𝑗) 
]
 
 
 
 

, 

(2.54) 

onde 

𝐹𝑟𝑒𝑠(𝑥) = ∫ 𝑒−𝑗
𝜋𝑡2

2 𝑑𝑡
𝑥

0

= 𝐶(𝑥) − 𝑗𝑆(𝑥), (2.53) 

𝐶(𝑥) = ∫ cos (
𝜋𝑡2

2
)𝑑𝑡

𝑥

0

, (2.54) 

𝑆(𝑥) = ∫ sen (
𝜋𝑡2

2
)𝑑𝑡

𝑥

0

, (2.55) 

em que (2.54) e (2.55) são as integrais de Fresnel [29]. Assim, após multiplicar as matrizes de 

tensão, [𝑉], e impedância, [𝑍], por -1, tem-se para a MFIE: 

𝑉𝑖 𝑀𝐹𝐼𝐸 = 𝜂(𝐻⃗⃗ 𝑖𝑛 ∙ 𝑦̂), (2.56) 
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𝑍𝑖𝑗 𝑀𝐹𝐼𝐸 = 𝐺1𝑘∆𝑗
𝑠𝑒𝑛(𝛼)

𝛼
, 𝑖 ≠ 𝑗, (2.57) 

𝑍𝑖𝑖 𝑀𝐹𝐼𝐸 =
𝑒−𝑗𝑘𝑅1+

𝑗𝜋
4

2

[
 
 
 
 𝐹𝑟𝑒𝑠 (√(1 − 𝑅̂1 ∙ 𝑙𝑗)

𝑘∆𝑗
𝜋  )

√(1 − 𝑅̂1 ∙ 𝑙𝑗) 

+

𝐹𝑟𝑒𝑠 (√(1 + 𝑅̂1 ∙ 𝑙𝑗)
𝑘∆𝑗
𝜋  )

√(1 + 𝑅̂1 ∙ 𝑙𝑗) 
]
 
 
 
 

,

𝑖 = 𝑗. 

(2.58) 

Com as matrizes de tensão e impedância encontradas pode-se agora resolver o sistema em 

(2.40) para encontrar a matriz das correntes [𝑀]. No entanto, para grandes terrenos, a quantidade 

de elementos que as matrizes contêm aumentam com o número de segmentos em que o terreno for 

dividido e, quanto mais segmentos contiver o terreno, mais preciso é o resultado. Isso resulta em 

um sistema que apresenta um alto custo computacional. Lembrando que o terreno é assumido 

suave, pode-se desprezar o retroespalhamento e, assim, pode-se dizer que apenas os segmentos 

anteriores ao segmento observador contribuem para o cálculo de sua corrente. Assim, a corrente 

pode ser encontrada com um menor custo computacional, sendo calculada recursivamente através 

de [11]: 

𝑀𝑖 =
1

𝑍𝑖𝑖
(𝑉𝑖 −∑𝑍𝑖𝑗𝑀𝑗

𝑖−1

𝑗=1

) , 𝑖 = 1,2, … ,𝑁. (2.59) 

Com os valores da corrente magnética equivalente obtidos, o campo espalhado no espaço 

pode ser então calculado através de (2.6) fazendo 𝑇 = 1, já que agora a integral está sendo avaliada 

fora da superfície. Assim: 

𝐸⃗ (𝑟 ) = 𝐸⃗ 𝑖𝑛(𝑟 ) + 𝐿⃗ 2(𝑀⃗⃗ ), (2.60) 

𝐿⃗ 2(𝑀⃗⃗ ) = −𝑘∫ 𝑀⃗⃗ 𝑎 × 𝑅̂2𝐺2 𝑑𝑙
′

𝑙′
. (2.61) 

Resolvendo a integral em (2.61) como foi feito em (2.45), temos: 

𝐸⃗ (𝑟 ) = 𝐸⃗ 𝑖𝑛(𝑟 ) −∑𝑀𝑗
𝑠𝑒𝑛(𝛼)

𝛼

𝑁

𝑗=1

(𝑦̂ × 𝑅̂2)𝐺2𝑘∆𝑗 (2.62) 
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onde 𝛼 é dado em (2.46), 𝐺2 em (2.31), porém agora sendo 𝑅1 a distância entre a antena 

transmissora e o centro do segmento fonte no terreno, e 𝑅2 a distância entre o centro do segmento 

fonte e a antena receptora, localizada fora da superfície do terreno, como mostrado na Figura 2.4. 

∆𝑗 é o comprimento do segmento j do terreno. 

 

Figura 2.4: Parâmetros para o cálculo do campo espalhado. 

 

2.4. RESULTADOS NO DOMÍNIO DA FREQUÊNCIA 

As formulações apresentadas na Seção 2.3 foram utilizadas para previsão de cobertura 

sobre um terreno em forma de cunha com uma extensão de 5000m e uma altura ℎ de 50m, como 

mostrado na Figura 2.5. O transmissor foi posicionado no início do terreno a uma altura de 10m e 

o receptor posicionado a uma altura ℎ𝑟 de 3m acima do terreno, variando sua distância 𝑑𝑟 de 2500m 

até 5000m. Resultados para 100MHz e 1GHz são apresentados. 

 

Figura 2.5: Perfil do terreno utilizado na simulação. 
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As antenas utilizadas na transmissão e recepção foram dipolos infinitesimais, ambos com 

ganho de 1,5 (eficiência de 100%). A potência radiada considerada na simulação foi de 1W. Foi 

calculado o campo elétrico ao longo do terreno, de 2500m a 5000m, e a componente 𝑧 deste campo 

foi utilizada no cálculo da atenuação através de [30]: 

𝐴𝑑𝐵 = 10 log (
𝑃𝑡
𝑃𝑟
) + 10 log(𝐺𝑡) + 10log (𝐺𝑟) (2.63) 

𝑃𝑟 =
|𝐸𝑧|

2

2𝜂
∙
𝐷𝑟𝜆

4𝜋
 (2.64) 

onde a atenuação 𝐴𝑑𝐵 é dada em decibéis, 𝑃𝑟 é a potência no receptor, calculada através da 

densidade de potência e da área efetiva da antena receptora em (2.64), 𝐺𝑡 e 𝐺𝑟 são os ganhos das 

antenas transmissora e receptora, respectivamente, 𝐸𝑧 é a componente 𝑧 do campo elétrico no 

receptor e 𝐷𝑟 é a diretividade da antena receptora. 

O programa para a predição de cobertura foi desenvolvido em linguagem C. Foram 

realizados cálculos para a antena transmitindo ondas monocromáticas de 100MHz e de 1GHz. Em 

ambos os casos foi feita a previsão com o terreno segmentado em 0,5 e 5 segmentos por 

comprimento de onda. Como pode ser visto nas Figuras 2.6 e 2.7 os resultados da atenuação obtidos 

pela MFIE convergem melhor que os resultados obtidos pela EFIE. Mesmo com o terreno dividido 

com 0,5 segmentos por comprimento de onda, a MFIE apresentou um resultado muito próximo ao 

da UTD, tanto para 100MHz quanto para 1GHz. Já a EFIE apresentou resultados insatisfatórios 

para a frequência de 100MHz mesmo quando o terreno foi dividido em 5 segmentos por 

comprimento de onda. Mas, como pode-se observar na Figura 2.6, o aumento da quantidade de 

segmentos na divisão do terreno fez com que a curva da atenuação começasse a se aproximar da 

obtida pela MFIE e pela UTD. Com o aumento da frequência para 1GHz, como se vê na Figura 

2.7, houve uma diminuição na diferença entre os resultados da EFIE e MFIE para os primeiros 

100m e, com o aumento da divisão do terreno para 5 segmentos por comprimento de onda, a 

atenuação obtida pela EFIE convergiu para as obtidas pela MFIE e UTD. 



36 

 

 

Figura 2.6: Atenuação no terreno para uma frequência de 100MHz. 

 

Figura 2.7: Atenuação no terreno para uma frequência de 1GHz. 
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Com o objetivo de analisar melhor as diferenças entre os resultados da EFIE e da MFIE, 

foi calculada a atenuação em todo o espaço acima da cunha até uma altura de 100m, desde o início 

até o fim da extensão do terreno. Os resultados da EFIE e da MFIE para 100MHz e 1GHz, com o 

terreno dividido em 0,5 e 5 segmentos por comprimento de onda são mostrados nas Figuras 2.8-

2.11. Nelas, percebe-se que os resultados obtidos pela MFIE não se alteram com o aumento da 

segmentação do terreno para ambas as frequências. Já para a EFIE percebe-se que, com o aumento 

da segmentação, os resultados de pontos localizados na região de sombra se alteram e, apenas para 

a frequência de 1GHz, os resultados da região de sombra se aproximam aos obtidos pela MFIE. A 

diferença entre os dois métodos pode ser melhor vista nas Figuras 2.12-2.15, onde o módulo da 

diferença entre a EFIE e a MFIE é mostrado para a região acima do terreno até 100m de altura. 

Nessas figuras percebe-se que, para a região de visada direta, a diferença entre os dois métodos é 

próxima de zero. As maiores diferenças são obtidas nas regiões de sombra e, quanto mais próximo 

à superfície, maior a diferença. A diferença diminui com o aumento da frequência e com o aumento 

do número de segmentos em que o terreno é dividido, quando os resultados da EFIE se aproximam 

dos da MFIE. 

 

Figura 2.8: Atenuação espacial para 100MHz e 0,5 segmentos/λ obtida pela a) EFIE e b) MFIE. 
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Figura 2.9: Atenuação espacial para 100MHz e 5 segmentos/λ obtida pela a) EFIE e b) MFIE. 

 

Figura 2.10: Atenuação espacial para 1GHz e 0,5 segmentos/λ obtida pela a) EFIE e b) MFIE. 
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Figura 2.11: Atenuação espacial para 1GHz e 5 segmentos/λ obtida pela a) EFIE e b) MFIE. 

 

Figura 2.12: Módulo da diferença da atenuação 

obtida pela EFIE e MFIE para 100MHz e 0,5 

segmentos/λ. 

 

Figura 2.13: Módulo da diferença da atenuação 

obtida pela EFIE e MFIE para 100MHz e 5 

segmentos/λ. 
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Figura 2.14: Módulo da diferença da atenuação 

obtida pela EFIE e MFIE para 1GHz e 0,5 

segmentos/λ. 

 

Figura 2.15: Módulo da diferença da atenuação 

obtida pela EFIE e MFIE para 1GHz e 5 

segmentos/λ. 

 

2.5. CONSIDERAÇÕES FINAIS 

Neste capítulo foi mostrado o desenvolvimento da formulação da EFIE e da MFIE, 

utilizadas para prever a propagação de uma onda eletromagnética em um terreno irregular e suave 

no domínio da frequência. Foi possível ver pelos gráficos de atenuação que é necessário que o 

terreno seja dividido em mais segmentos ou que se aumente a frequência da onda para que os 

resultados obtidos pela FD-EFIE se aproximem dos obtidos pela FD-MFIE. 

As formulações apresentadas são importantes no desenvolvimento das respectivas 

formulações que se destinam a prever a propagação de uma onda eletromagnética diretamente no 

domínio do tempo desenvolvidas no Capítulo 3, a TD-MFIE e a TD-EFIE. Além disso, a FD-EFIE 

é utilizada no Capítulo 4 para comparação com resultados obtidos na previsão utilizando a TD-

EFIE. A FD-EFIE é aplicada para o cálculo do campo espalhado para uma quantidade suficiente 

de frequências do espectro eletromagnético do pulso e, após obtido o campo espalhado em cada 

frequência, é aplicada a transformada inversa de Fourier para obter o pulso eletromagnético 

espalhado pelo terreno no domínio do tempo. 
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3. FORMULAÇÃO NO DOMÍNIO DO TEMPO 

A predição de cobertura no domínio da frequência é muito útil em comunicações faixa 

estreita. Nesse caso faz-se a análise para uma frequência e assume-se que em toda a faixa o 

comportamento é o mesmo, já que as frequências são muito próximas. Porém, quando a 

comunicação é feita em banda muito larga, não se pode dizer que o comportamento é o mesmo em 

todo o espectro do sinal, já que os fenômenos eletromagnéticos ocorrem de maneira diferente para 

cada frequência. Em casos assim, se faz necessário então o estudo da propagação para diversas 

frequências ou uma análise direta no domínio do tempo. O estudo no domínio da frequência permite 

uma análise em estado de regime permanente [31]. Em casos onde é importante se conhecer o 

comportamento de um sinal também em regime transiente é necessário o estudo diretamente no 

domínio do tempo. 

O processo de desenvolvimento das formulações no domínio do tempo é como o feito para 

o domínio da frequência. O terreno analisado é considerado irregularmente suave, podendo ser 

desconsiderado o retroespalhamento. É assumida uma incidência rasante com polarização vertical, 

e mais uma vez o terreno é aproximadamente tratado como um condutor magnético perfeito. É 

utilizado o princípio da equivalência e então correntes magnéticas superficiais equivalentes são 

utilizadas para o cálculo do campo espalhado pelo terreno. 

 

3.1. APLICAÇÃO DA TRANSFORMADA INVERSA DE FOURIER 

A transformada inversa de Fourier é definida como [32]: 

ℱ−1{𝐴(𝜔)} = 𝒜(𝑡) =
1

2𝜋
∫ 𝐴(𝜔)𝑒𝑗𝜔𝑡 𝑑𝜔
∞

−∞

 (3.1) 

e pode ser aplicada nas equações integrais no domínio da frequência para encontrar suas respectivas 

formulações no domínio do tempo. Aqui, as letras cursivas são utilizadas para representar as 

grandezas no domínio do tempo enquanto as letras de forma as representam no domínio da 

frequência. Lembrando que, após a aplicação do Método da Fase Estacionária, tem-se que as 

equações integrais do campo magnético e elétrico aplicadas na superfície do terreno são dadas por 

(2.33) e (2.34), respectivamente. Reescrevendo-as aqui, tem-se: 
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𝑛̂ × 𝐻⃗⃗ 𝑖𝑛 =
𝑘

𝜂
∫ 𝑛̂ × 𝑀⃗⃗ 𝑎

𝑒−𝑗𝑘
(𝑅1+𝑅2)+

𝑗𝜋
4

4𝜋√(1 +
𝑅2
𝑅1
)
𝑅2
𝜆
 

𝑑𝑙′

𝑙′
, (3.2) 

𝑛̂ × 𝐸⃗ 𝑖𝑛 = −
𝑀⃗⃗ 𝑎
2
𝑒−𝑗𝑘𝑅1 + 𝑘∫ (𝑛̂ ∙ 𝑅̂2)𝑀⃗⃗ 𝑎 (1 −

𝑗

𝑘𝑅2
)
𝑒−𝑗𝑘

(𝑅1+𝑅2)+
𝑗𝜋
4

4𝜋√(1 +
𝑅2
𝑅1
)
𝑅2
𝜆
 

 𝑑𝑙′

𝑙′
. (3.3) 

Lembrando que 𝑀⃗⃗ (𝑟 ′) = 𝑀𝑎(𝑟 
′)𝑒−𝑗𝑘𝑅1𝑦̂, em que 𝑀⃗⃗ (𝑟 ′) é a corrente magnética superficial 

equivalente e 𝑅1 é a distância entre a antena transmissora e o ponto fonte, (3.2) e (3.3) são reescritas 

como: 

𝑛̂ × 𝐻⃗⃗ 𝑖𝑛 =
𝑗𝑘

𝜂
∫ [𝑛̂ × 𝑀(𝑟 ′)𝑦̂]

𝑒−𝑗𝑘𝑅2−
𝑗𝜋
4

4𝜋√(1 +
𝑅2
𝑅1
)
𝑅2
𝜆
 

𝑑𝑙′

𝑙′

= −
𝑙

𝜂
∫ 𝑗𝑘𝑀(𝑟 ′)

𝑒−𝑗𝑘𝑅2−
𝑗𝜋
4

4𝜋√(1 +
𝑅2
𝑅1
)
𝑅2
𝜆
 

𝑑𝑙′

𝑙′
, 

 

(3.4) 

𝑛̂ × 𝐸⃗ 𝑖𝑛 = −
𝑀(𝑟 ′)𝑦̂

2
+ 𝑗𝑘∫ [(𝑛̂ ∙ 𝑅̂2)𝑀(𝑟 

′)𝑦̂] (1 −
𝑗

𝑘𝑅2
)

𝑒−𝑗𝑘𝑅2−
𝑗𝜋
4

4𝜋√(1 +
𝑅2
𝑅1
)
𝑅2
𝜆
 

 𝑑𝑙′

𝑙′
 

= −
𝑀(𝑟 ′)𝑦̂

2
+ ∫ [(𝑛̂ ∙ 𝑅̂2)𝑦̂] (𝑗𝑘𝑀(𝑟 

′) +
𝑀(𝑟 ′)

𝑅2
)

𝑒−𝑗𝑘𝑅2−
𝑗𝜋
4

4𝜋√(1 +
𝑅2
𝑅1
)
𝑅2
𝜆
 

 𝑑𝑙′

𝑙′
, 

 

(3.5) 

onde 𝑅2 é a distância entre o ponto fonte e o ponto observador sobre a superfície. Como as 

considerações feitas para a aplicação do Método da Fase Estacionária (terreno invariante na direção 

perpendicular ao plano de incidência e valor de 𝑘 muito alto) são invariantes no tempo, a 

transformada inversa de Fourier pode ser aplicada em (3.4) e (3.5) para encontrar as respectivas 

equações integrais do campo magnético e elétrico no domínio do tempo. Assim: 
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𝑛̂ × ℋ⃗⃗ 𝑖𝑛(𝑟 
′, 𝑡) = −

𝑙

𝜂
∫ ℱ−1{𝑗𝑘𝑀(𝑟 ′)} ∗ ℱ−1

{
 

 
𝑒−𝑗𝑘𝑅2−

𝑗𝜋
4

4𝜋√(1 +
𝑅2
𝑅1
)
𝑅2
𝜆
 
}
 

 

𝑑𝑙′

𝑙′
, (3.6) 

𝑛̂ × ℰ 𝑖𝑛(𝑟 
′, 𝑡) = −

ℳ(𝑟 ′, 𝑡)𝑦̂

2
+ 

∫ [(𝑛̂ ∙ 𝑅̂2)𝑦̂] (ℱ
−1{𝑗𝑘𝑀(𝑟 ′)} +

ℳ(𝑟 ′, 𝑡)

𝑅2
) ∗ ℱ−1

{
 

 
𝑒−𝑗𝑘𝑅2−

𝑗𝜋
4

4𝜋√(1 +
𝑅2
𝑅1
)
𝑅2
𝜆
 
}
 

 

 𝑑𝑙′

𝑙′
. 

 

(3.7) 

Aplicando a propriedade da derivada de uma transformada e lembrando que 𝑘 = 𝜔/𝑐, em que 𝑐 é 

a velocidade da luz, tem-se: 

ℱ−1{𝑗𝑘𝑀(𝑟 ′)} = ℱ−1 {
𝑗𝜔

𝑐
𝑀(𝑟 ′)} =

1

𝑐

𝜕ℳ(𝑟 ′, 𝑡)

𝜕𝑡
. (3.8) 

Utilizando a definição da transformada em (3.1), a segunda transformada que aparece nas integrais 

de linha em (3.6) e (3.7) pode ser calculada. Assim [11]: 

ℱ−1

{
 

 
𝑒−𝑗𝑘𝑅2−

𝑗𝜋
4

4𝜋√(1 +
𝑅2
𝑅1
)
𝑅2
𝜆
 
}
 

 

=
√2𝜋𝑐

8𝜋2√𝑅2 (1 +
𝑅2
𝑅1
)

∫
𝑒−𝑗𝑘𝑅2+𝑗𝜔𝑡

√𝑗𝜔
𝑑𝜔

∞

−∞

, (3.9) 

em que a integral em (3.9) é dada por: 

∫
𝑒−𝑗𝑘𝑅2+𝑗𝜔𝑡

√𝑗𝜔
𝑑𝜔

∞

−∞

= √
𝜋

𝑡 −
𝑅2
𝑐

[1 + 𝑆𝑖𝑔𝑛 (𝑡 −
𝑅2
𝑐
)] = 2√

𝜋

𝑡 −
𝑅2
𝑐

, (3.10) 

onde a função 𝑆𝑖𝑔𝑛(𝑥) = 1 se 𝑥 > 0, 𝑆𝑖𝑔𝑛(𝑥) = 0 se 𝑥 = 0 e 𝑆𝑖𝑔𝑛(𝑥) = −1 se 𝑥 < 0. Sendo 𝑡 

o instante de tempo no observador e 𝑡 − 𝑅2/𝑐 o instante de tempo no segmento fonte, a uma 

distância 𝑅2 do observador, 𝑡 − 𝑅2/𝑐 é sempre positivo, já que não faz sentido uma análise em 

instantes de tempo negativo para um problema real, assim 𝑆𝑖𝑔𝑛(𝑡 − 𝑅2/𝑐) = 1. 

A convolução de duas funções é dada por [32]: 

𝒜(𝑡) ∗ ℬ(𝑡) = ∫ 𝒜(𝑡′)ℬ(𝑡 − 𝑡′) 𝑑𝑡′
∞

−∞

. (3.11) 
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Assim, substituindo (3.8) e (3.9) em (3.6) e (3.7) e aplicando a convolução tem-se: 

𝑛̂ × ℋ⃗⃗ 𝑖𝑛(𝑟 , 𝑡) = −
𝑙

4𝜋𝜂
∫ √

2𝑐

𝑅2 (1 +
𝑅2
𝑅1
)
∫

1

𝑐

𝜕ℳ(𝑟 ′, 𝑡′)

𝜕𝑡′
1

√𝜏 − 𝑡′
 

∞

−∞

𝑑𝑡′𝑑𝑙′

𝑙′
, (3.12) 

𝑛̂ × ℰ 𝑖𝑛(𝑟 , 𝑡) = −
ℳ⃗⃗⃗ (𝑟 ′, 𝑡)

2
 

+
1

4𝜋
∫ [(𝑛̂ ∙ 𝑅̂2)𝑦̂]√

2𝑐

𝑅2 (1 +
𝑅2
𝑅1
)
(
1

𝑐

𝜕ℳ(𝑟 ′, 𝑡)

𝜕𝑡
+
ℳ(𝑟 ′, 𝑡)

𝑅2
) ∗

1

√𝑡 −
𝑅2
𝑐

 𝑑𝑙′

𝑙′
 

= −
ℳ⃗⃗⃗ (𝑟 ′, 𝑡)

2
+
1

4𝜋
∫ [(𝑛̂ ∙ 𝑅̂2)𝑦̂]√

2𝑐

𝑅2 (1 +
𝑅2
𝑅1
)
(ℐ1 + ℐ2) 𝑑𝑙

′

𝑙′
, 

 

 

(3.13) 

onde ℐ1 e ℐ2 são as integrais de convolução, dadas por: 

ℐ1 = ∫
1

𝑐

𝜕ℳ(𝑟 ′, 𝑡′)

𝜕𝑡′

1

√𝜏 − 𝑡′
 𝑑𝑡′

∞

−∞

, (3.14) 

ℐ2 = ∫
ℳ(𝑟 ′, 𝑡′)

𝑅2

1

√𝜏 − 𝑡′
 𝑑𝑡′

∞

−∞

, (3.15) 

em que 𝜏 é o retardo de tempo, definido como 𝜏 = 𝑡 − 𝑅2/𝑐. 

 

3.2. APLICAÇÃO DO MÉTODO DOS MOMENTOS E DA TÉCNICA MARCHING-ON-IN-TIME 

Para avaliar (3.12) e (3.13) e encontrar a corrente magnética equivalente, é aplicado o 

MoM como feito para o domínio da frequência, com o pulso unitário sendo a função de base e a 

função impulso sendo a função de teste, sendo esta na direção 𝑙 para a MFIE e na direção 𝑦̂ para a 

EFIE. Assim, após o produto interno definido em (2.35) e (2.36), tem-se: 
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[𝑙 ∙ (𝑛̂ × ℋ⃗⃗ 𝑖𝑛(𝑟 , 𝑡))]
𝑟 =𝑟 𝑖

= −∑

[
 
 
 
 
1

4𝜋𝜂
∫ √

2𝑐

𝑅2 (1 +
𝑅2
𝑅1
)
ℐ1𝑑𝑙

′

𝑙′

]
 
 
 
 

𝑟 =𝑟 𝑖

𝑁

𝑗=1

, (3.16) 

[𝑦̂ ∙ (𝑛̂ × ℰ 𝑖𝑛(𝑟 , 𝑡))]
𝑟 =𝑟 𝑖

= 

−
[ℳ(𝑟 ′, 𝑡)]𝑟 =𝑟 𝑖

2
+∑

[
 
 
 
 
1

4𝜋
∫ (𝑛̂ ∙ 𝑅̂2)√

2𝑐

𝑅2 (1 +
𝑅2
𝑅1
)
(ℐ1 + ℐ2) 𝑑𝑙

′

𝑙′

]
 
 
 
 

𝑟 =𝑟 𝑖

𝑁

𝑗=1

. 

 

(3.17) 

Para que as integrais de convolução em (3.14) e (3.15) sejam resolvidas numericamente, 

é preciso discretizar o tempo e resolvê-las utilizando a técnica marching-on-in-time, onde a 

corrente em determinado instante de tempo é encontrada utilizando a corrente em instantes de 

tempo anteriores [33]. Assim, considere 𝑡𝑖𝑛𝑖 o instante em que a antena transmissora inicia a 

transmissão do sinal e 𝑡𝑓𝑖𝑛 o instante final de transmissão. O intervalo de tempo em que surgem as 

correntes equivalentes em cada segmento do terreno é então determinado pelos instantes inicial e 

final de transmissão e pelo tempo de propagação desse sinal até o segmento analisado. O tempo 

inicial para o surgimento da corrente equivalente é dado pelo instante em que a antena começa a 

transmitir mais o tempo de atraso que o sinal leva para chegar até o segmento correspondente. 

Assim: 

𝑡𝑖𝑛𝑖,𝑖 = 𝑡𝑖𝑛𝑖 +
𝑅1
𝑐

 (3.18) 

onde 𝑡𝑖𝑛𝑖,𝑖 é o instante inicial para o segmento 𝑖 e 𝑅1 é a distância do transmissor até o centro desse 

segmento. Por sua vez, o instante em que a corrente deixa de existir no segmento é dado pelo 

instante final que o segmento anterior deixa de emitir o sinal acrescido do tempo que esse sinal 

leva para chegar ao segmento em análise. Então: 

𝑡𝑓𝑖𝑛,𝑖 = 𝑡𝑓𝑖𝑛 +
𝑅11
𝑐
, 𝑠𝑒 𝑖 = 1, (3.19) 

𝑡𝑓𝑖𝑛,𝑖 = 𝑡𝑓𝑖𝑛,𝑖−1 +
1

𝑐
(
∆𝑖−1 + ∆𝑖

2
) , 𝑠𝑒 𝑖 = 2, 3, … ,𝑁. (3.20) 
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onde (3.19) calcula o instante final para o primeiro segmento do terreno, em que 𝑅11 é a distância 

do transmissor até o centro do mesmo e (3.20) calcula o instante final para o restante dos segmentos, 

em que ∆𝑖 é o comprimento do segmento em análise e ∆𝑖−1 é o comprimento do segmento anterior. 

Tendo então definido o intervalo de tempo para cada segmento, é feita a discretização do tempo 

para cada segmento e para o transmissor em intervalos de tempo ∆𝑡𝑖 e ∆𝑡, respectivamente, onde 

∆𝑡𝑖 ≤ ∆𝑡. Os instantes de tempo 𝑡𝑝 de cada segmento são então dados por: 

𝑡𝑝 = 𝑡𝑖𝑛𝑖,𝑖 + (𝑝 − 1)∆𝑡𝑖, 𝑝 = 1, 2, … ,𝑁𝑡,𝑖, (3.21) 

onde 𝑁𝑡,𝑖 é o número de instantes de tempo do segmento 𝑖. 

Tendo sido feita a discretização temporal, (3.14) e (3.15) podem ser resolvidas para cada 

intervalo de tempo [𝑡𝑝−1, 𝑡𝑝], onde, dentro do intervalo, a variação da corrente com o tempo é 

considerada linear. Assim, para qualquer instante dentro desse intervalo, a corrente é dada por: 

ℳ𝑖(𝑟 
′, 𝑡′) = ℳ𝑖,𝑝

(𝑡′ − 𝑡𝑝 + ∆𝑡𝑖)

∆𝑡𝑖
−ℳ𝑖,𝑝−1

(𝑡′ − 𝑡𝑝)

∆𝑡𝑖
, 𝑡𝑝−1 ≤ 𝑡′ ≤ 𝑡𝑝, (3.22) 

e sua derivada temporal é, consequentemente, dada por: 

𝜕ℳ𝑖(𝑟 
′, 𝑡′)

𝜕𝑡′
=
ℳ𝑖,𝑝 −ℳ𝑖,𝑝−1

∆𝑡𝑖
, (3.23) 

onde ℳ𝑖,𝑝 é a corrente magnética equivalente no instante de tempo 𝑡𝑝 e ℳ𝑖,𝑝−1 é a corrente no 

instante anterior. Com isso, pode-se calcular (3.14) e (3.15) em cada intervalo de duração ∆𝑡𝑖. Tem-

se então: 

ℐ1(𝑟 = 𝑟 𝑖) = ∫
1

𝑐

ℳ𝑖,𝑝 −ℳ𝑖,𝑝−1

∆𝑡𝑖

1

√𝜏 − 𝑡′
 𝑑𝑡′

𝑡𝑝

𝑡𝑝−1 

=
2

𝑐

ℳ𝑖,𝑝 −ℳ𝑖,𝑝−1

∆𝑡𝑖
[√𝜏 − 𝑡𝑝−1 −√𝜏 − 𝑡𝑝], 

(3.24) 
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ℐ2(𝑟 = 𝑟 𝑖) = ∫
1

𝑅2
[ℳ𝑖,𝑝

(𝑡′ − 𝑡𝑝 + ∆𝑡𝑖)

∆𝑡𝑖
−ℳ𝑖,𝑝−1

(𝑡′ − 𝑡𝑝)

∆𝑡𝑖
]

1

√𝜏 − 𝑡′
 𝑑𝑡′

𝑡𝑝

𝑡𝑝−1

=
2

3𝑅2∆𝑡𝑖
[(2𝜏 + 𝑡𝑝−1 − 3𝑡𝑝)√𝜏 − 𝑡𝑝−1 − 2(𝜏 − 𝑡𝑝)√𝜏 − 𝑡𝑝](ℳ𝑖,𝑝

−ℳ𝑖,𝑝−1) +
2ℳ𝑖,𝑝

𝑅2
(√𝜏 − 𝑡𝑝−1 −√𝜏 − 𝑡𝑝). 

(3.25) 

As equações (3.24) e (3.25) são aplicadas para cada intervalo de tempo desde o instante inicial 𝑡𝑖𝑛𝑖,𝑖 

e o menor dos instantes entre 𝑡𝑓𝑖𝑛,𝑖 e 𝜏 = 𝑡 − 𝑅2/𝑐 de cada segmento. 

 

3.3. CÁLCULO DAS CORRENTES E DO CAMPO ESPALHADO 

Calculados ℐ1 e ℐ2, as integrais de linha em (3.12) e (3.13) podem ser calculadas utilizando 

o método dos retângulos, tomando cuidado para o caso singular quando 𝑅2 = 0. Assim, (3.12) e 

(3.13) podem ser reescritas como, respectivamente: 

[𝒱𝑖,𝑝]𝑀𝐹𝐼𝐸 = [𝒵𝑖𝑗,𝑝]𝑀𝐹𝐼𝐸[ℳ𝑖,𝑝 −ℳ𝑖,𝑝−1]𝑀𝐹𝐼𝐸 , (3.26) 

[𝒱𝑖,𝑝]𝐸𝐹𝐼𝐸 = [𝒵𝑖𝑗,𝑝
1 ]

𝐸𝐹𝐼𝐸
[ℳ𝑖,𝑝 −ℳ𝑖,𝑝−1]𝐸𝐹𝐼𝐸 + [𝒵𝑖𝑗,𝑝

2 ]
𝐸𝐹𝐼𝐸

[ℳ𝑖,𝑝]𝐸𝐹𝐼𝐸 . (3.27) 

Para a TD-MFIE, tem-se, lembrando que para 𝑖 = 𝑗, 𝑅2 → 0: 

𝒱𝑖,𝑝 𝑀𝐹𝐼𝐸 = 𝜂 [𝑙𝑖 ∙ (𝑛̂ × ℋ⃗⃗ 𝑖𝑛(𝑟 
′, 𝑡𝑝))]

𝑟 =𝑟 𝑖
= −𝜂[ℋ⃗⃗ 𝑖𝑛(𝑟 = 𝑟 𝑖, 𝑡𝑝) ∙ 𝑦̂], (3.28) 

𝒵𝑖𝑗,𝑝 𝑀𝐹𝐼𝐸 = −
1

2𝜋𝑐 √
2𝑐

𝑅2 (1 +
𝑅2
𝑅1
)

∆𝑗

∆𝑡𝑗
(√𝜏 − 𝑡𝑝−1 −√𝜏 − 𝑡𝑝), 𝑠𝑒 𝑖 ≠ 𝑗, (3.29) 

𝒵𝑖𝑖,𝑝 𝑀𝐹𝐼𝐸 = −
√2𝑐

2𝜋𝑐∆𝑡𝑖
∫

1

√𝑅2
(√𝜏 − 𝑡𝑝−1 −√𝜏 − 𝑡𝑝) 𝑑𝑙

′

𝑙′

= −
√2𝑐

2𝜋𝑐∆𝑡𝑖
(√𝜏 − 𝑡𝑝−1 −√𝜏 − 𝑡𝑝)2√2∆𝑖

= −
2√𝑐∆𝑖
𝜋𝑐∆𝑡𝑖

(√𝜏 − 𝑡𝑝−1 −√𝜏 − 𝑡𝑝), 𝑠𝑒 𝑖 = 𝑗, 

(3.30) 
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onde, em (3.30), 𝑅2 foi considerado constante no cálculo de 𝜏, sendo este retirado para fora da 

integral de linha, restando, então, apenas o termo que apresenta a singularidade 1/√𝑅2, onde foi 

utilizada a mesma aproximação que em (2.52). Desconsiderando o retroespalhamento, o cálculo da 

corrente pode ser feito recursivamente, com a corrente em um segmento em determinado instante 

de tempo calculada em função da corrente em segmentos e instantes de tempo anteriores. Assim, 

para a MFIE: 

𝒱𝑖,𝑝 =∑∑ 𝒵𝑖𝑗,𝑝𝑖(ℳ𝑗,𝑝𝑖
−ℳ𝑗,𝑝𝑖−1

)

𝑝

𝑝𝑖=2

𝑖

𝑗=1

. (3.31) 

Manipulando (3.31) para isolar ℳ𝑖,𝑝: 

𝒱𝑖,𝑝 = ∑ 𝒵𝑖𝑖,𝑝𝑖(ℳ𝑖,𝑝𝑖
−ℳ𝑖,𝑝𝑖−1

)

𝑝

𝑝𝑖=2

+∑∑ 𝒵𝑖𝑗,𝑝𝑖(ℳ𝑗,𝑝𝑖
−ℳ𝑗,𝑝𝑖−1

)

𝑝

𝑝𝑖=2

𝑖−1

𝑗=1

= 𝒵𝑖𝑖,𝑝(ℳ𝑖,𝑝 −ℳ𝑖,𝑝−1) + ∑ 𝒵𝑖𝑖,𝑝𝑖(ℳ𝑖,𝑝𝑖
−ℳ𝑖,𝑝𝑖−1

)

𝑝−1

𝑝𝑖=2

+∑∑ 𝒵𝑖𝑗,𝑝𝑖(ℳ𝑗,𝑝𝑖
−ℳ𝑗,𝑝𝑖−1

)

𝑝

𝑝𝑖=2

𝑖−1

𝑗=1

. 

 

 

(3.32) 

Assim: 

ℳ𝑖,𝑝 =
1

𝒵𝑖𝑖,𝑝
[𝒱𝑖,𝑝 + 𝒵𝑖𝑖,𝑝ℳ𝑖,𝑝−1 − ∑ 𝒵𝑖𝑖,𝑝𝑖(ℳ𝑖,𝑝𝑖

−ℳ𝑖,𝑝𝑖−1
)

𝑝−1

𝑝𝑖=2

−∑∑ 𝒵𝑖𝑗,𝑝𝑖(ℳ𝑗,𝑝𝑖
−ℳ𝑗,𝑝𝑖−1

)

𝑝

𝑝𝑖=2

𝑖−1

𝑗=1

] , 𝑖 = 1, 2, … ,𝑁. 

 

(3.33) 

Fazendo o mesmo para a TD-EFIE encontra-se os valores das matrizes de tensão e 

impedância no sistema (3.27), dados por: 

𝒱𝑖,𝑝 𝐸𝐹𝐼𝐸 = [𝑦̂ ∙ (𝑛̂𝑖 × ℰ 𝑖𝑛(𝑟 , 𝑡𝑝))]
𝑟 =𝑟 𝑖

= ℰ 𝑖𝑛(𝑟 = 𝑟 𝑖, 𝑡𝑝) ∙ 𝑙𝑖, (3.34) 
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𝒵𝑖𝑗,𝑝 𝐸𝐹𝐼𝐸
1 =

1

2𝜋
(𝑛̂𝑖 ∙ 𝑅̂2)√

2𝑐

𝑅2 (1 +
𝑅2
𝑅1
)

∆𝑗

3𝑅2∆𝑡𝑖
[(2𝜏 + 𝑡𝑝−1 − 3𝑡𝑝 + 3

𝑅2
𝑐
)√𝜏 − 𝑡𝑝−1

− (2𝜏 − 2𝑡𝑝 + 3
𝑅2
𝑐
)√𝜏 − 𝑡𝑝] , 𝑠𝑒 𝑖 ≠ 𝑗, 

 

(3.35) 

𝒵𝑖𝑖,𝑝 𝐸𝐹𝐼𝐸
1 = 0, 𝑠𝑒 𝑖 = 𝑗, (3.36) 

𝒵𝑖𝑗,𝑝 𝐸𝐹𝐼𝐸
2 =

1

2𝜋
(𝑛̂𝑖 ∙ 𝑅̂2)√

2𝑐

𝑅2 (1 +
𝑅2
𝑅1
)

∆𝑗

𝑅2
[√𝜏 − 𝑡𝑝−1 −√𝜏 − 𝑡𝑝], 𝑠𝑒 𝑖 ≠ 𝑗, (3.37) 

𝒵𝑖𝑖,𝑝 𝐸𝐹𝐼𝐸
2 = −

1

2
, 𝑠𝑒 𝑖 = 𝑗 𝑒 𝑝𝑖 = 𝑝 (3.38) 

𝒵𝑖𝑖,𝑝 𝐸𝐹𝐼𝐸
2 = 0, 𝑠𝑒 𝑖 = 𝑗 𝑒 𝑝𝑖 ≠ 𝑝 (3.39) 

em que 𝒵1 surge da integral de linha em (3.17) contendo o termo da diferença entre correntes em 

instantes consecutivos, ℳ𝑖,𝑝 −ℳ𝑖,𝑝−1, contabilizando, portanto, a contribuição de todos os 

segmentos do terreno e em todos os instantes de tempo, por conter as integrais de convolução ℐ1 e 

ℐ2. Mas, como na integral em (3.17) aparece o termo 𝑛̂𝑖 ∙ 𝑅̂2, seu resultado é nulo quando 𝑖 = 𝑗, 

pois nesse caso 𝑅̂2 = 0. O termo 𝒵2 surge da integral de linha em (3.17) que contém apenas o valor 

de corrente no instante analisado, ℳ𝑖,𝑝, e também do termo fora da integral. Para 𝑖 ≠ 𝑗, o termo 

fora da integral é nulo porque a função de base é definida apenas para o segmento analisado, 

naquele instante de interesse, restando apenas a contribuição da integral de linha. A integral de 

linha contabiliza a contribuição de todos os segmentos anteriores ao analisado e, por conter a 

integral de convolução, contabiliza para todos os instantes de tempo anteriores ao analisado, 

anulando para 𝑖 = 𝑗, já que 𝑛̂𝑖 ∙ 𝑅̂2 = 0. Para 𝑖 = 𝑗, apenas o termo fora da integral de linha 

contribui para 𝒵2 e, como ele é definido apenas no segmento analisado e naquele instante de tempo 

analisado, ele vale apenas para 𝑝𝑖 = 𝑝. Para 𝑝𝑖 < 𝑝 ele é nulo. Assim, desprezando o 

retroespalhamento, tem-se: 
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𝒱𝑖,𝑝 =∑∑ 𝒵𝑖𝑗,𝑝𝑖
1 (ℳ𝑗,𝑝𝑖

−ℳ𝑗,𝑝𝑖−1
)

𝑝

𝑝𝑖=2

𝑖

𝑗=1

+∑∑ 𝒵𝑖𝑗,𝑝𝑖
2 ℳ𝑗,𝑝𝑖

𝑝

𝑝𝑖=1

𝑖

𝑗=1

. (3.40) 

Tendo em vista as considerações feitas acima, simplificando (3.40): 

𝒱𝑖,𝑝 = ∑ 𝒵𝑖𝑖,𝑝𝑖
1 (ℳ𝑖,𝑝𝑖

−ℳ𝑖,𝑝𝑖−1
)

𝑝

𝑝𝑖=2

+∑∑ 𝒵𝑖𝑗,𝑝𝑖
1 (ℳ𝑗,𝑝𝑖

−ℳ𝑗,𝑝𝑖−1
)

𝑝

𝑝𝑖=2

𝑖−1

𝑗=1

+ ∑ 𝒵𝑖𝑖,𝑝𝑖
2 ℳ𝑖,𝑝𝑖

𝑝

𝑝𝑖=1

+∑∑ 𝒵𝑖𝑗,𝑝𝑖
2 ℳ𝑗,𝑝𝑖

𝑝

𝑝𝑖=1

𝑖−1

𝑗=1

=∑∑ 𝒵𝑖𝑗,𝑝𝑖
1 (ℳ𝑗,𝑝𝑖

−ℳ𝑗,𝑝𝑖−1
)

𝑝

𝑝𝑖=2

𝑖−1

𝑗=1

+ 𝒵𝑖𝑖,𝑝
2 ℳ𝑖,𝑝 + ∑ 𝒵𝑖𝑖,𝑝𝑖

2 ℳ𝑖,𝑝𝑖

𝑝−1

𝑝𝑖=1

+∑∑ 𝒵𝑖𝑗,𝑝𝑖
2 ℳ𝑗,𝑝𝑖

𝑝

𝑝𝑖=1

𝑖−1

𝑗=1

. 

 

 

(3.41) 

Observando que 𝒵𝑖𝑖,𝑝𝑖
2 = 0 para 𝑝𝑖 < 𝑝: 

𝒱𝑖,𝑝 = 𝒵𝑖𝑖,𝑝
2 ℳ𝑖,𝑝 +∑∑ 𝒵𝑖𝑗,𝑝𝑖

1 (ℳ𝑗,𝑝𝑖
−ℳ𝑗,𝑝𝑖−1

)

𝑝

𝑝𝑖=2

𝑖−1

𝑗=1

+∑∑ 𝒵𝑖𝑗,𝑝𝑖
2 ℳ𝑗,𝑝𝑖

𝑝

𝑝𝑖=1

𝑖−1

𝑗=1

. (3.42) 

Isolando ℳ𝑖,𝑝 encontra-se, para a TD-EFIE: 

ℳ𝑖,𝑝 =
1

𝒵𝑖𝑖,𝑝
2 [𝒱𝑖,𝑝 −∑∑ 𝒵𝑖𝑗,𝑝𝑖

1 (ℳ𝑗,𝑝𝑖
−ℳ𝑗,𝑝𝑖−1

)

𝑝

𝑝𝑖=2

𝑖−1

𝑗=1

−∑∑ 𝒵𝑖𝑗,𝑝𝑖
2 ℳ𝑗,𝑝𝑖

𝑝

𝑝𝑖=1

𝑖−1

𝑗=1

] ,

𝑖 = 1, 2, … ,𝑁. 

(3.43) 

Obtida a corrente magnética equivalente na superfície do terreno, pode-se usá-la para 

calcular o campo espalhado no domínio do tempo. Através da equação integral do campo elétrico 

com 𝑇 = 1 no domínio da frequência, (2.60) e (2.61), tem-se: 

𝐸⃗ (𝑟 ) = 𝐸⃗ 𝑖𝑛(𝑟 ) − 𝑘∫ 𝑀⃗⃗ 𝑎 × 𝑅̂2 (1 −
𝑗

𝑘𝑅2
)
𝑒−𝑗𝑘

(𝑅1+𝑅2)+
𝑗𝜋
4

4𝜋√(1 +
𝑅2
𝑅1
)
𝑅2
𝜆
 

 𝑑𝑙′
𝑙′

. (3.44) 

Lembrando que 𝑀⃗⃗ (𝑟 ′) = 𝑀𝑎(𝑟 
′)𝑒−𝑗𝑘𝑅1𝑦̂, (3.44) pode ser escrita da seguinte maneira: 
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𝐸⃗ (𝑟 ) = 𝐸⃗ 𝑖𝑛(𝑟 ) − 𝑗𝑘 ∫ (𝑦̂ × 𝑅̂2)𝑀⃗⃗ (𝑟 
′) (1 −

𝑗

𝑘𝑅2
)

𝑒−𝑗𝑘𝑅2−
𝑗𝜋
4

4𝜋√(1 +
𝑅2
𝑅1
)
𝑅2
𝜆
 

 𝑑𝑙′
𝑙′

. (3.45) 

Aplicando a transformada inversa de Fourier em (3.45) como foi feito em (3.17), encontramos o 

campo espalhado no domínio do tempo, dado por: 

ℰ (𝑟 , 𝑡) = ℰ 𝑖𝑛(𝑟 , 𝑡) −∑∑(𝑦̂ × 𝑅̂2)
1

4𝜋√
2𝑐

𝑅2 (1 +
𝑅2
𝑅1
)
∆𝑖(ℐ1 + ℐ2)

𝑝

𝑝𝑖=2

𝑁

𝑖=1

, (3.46) 

onde 𝑅1 é a distância entre a antena transmissora e o centro do segmento fonte no terreno, 𝑅2 é a 

distância entre o segmento fonte e a antena receptora e ℐ1 e ℐ2 são dados respectivamente por (3.24) 

e (3.25). ℰ 𝑖𝑛(𝑟 , 𝑡) é o campo elétrico incidente na antena receptora gerado diretamente pela antena 

transmissora. 

 

3.4. CONSIDERAÇÕES FINAIS 

Neste capítulo foram desenvolvidas formulações que podem ser utilizadas na previsão de 

propagação de uma onda eletromagnética diretamente no domínio do tempo em terrenos 

irregularmente suaves. Com as aproximações e considerações feitas, foi possível encontrar 

equações para a montagem das matrizes de tensão e de impedância para que, então, se possa 

encontrar as correntes equivalentes na superfície do terreno e, a partir das correntes, encontrar o 

campo espalhado pelo mesmo. 

A precisão dos resultados é maior quanto maior for a discretização do terreno e do intervalo 

de tempo, resultando, porém, em um maior tempo de simulação. A quantidade de cálculos a serem 

realizados também aumenta com o tamanho do terreno e do tamanho da janela temporal de 

interesse, já que, quanto maior o terreno e o intervalo de tempo em análise, maiores são as matrizes. 
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4. RESULTADOS NO DOMÍNIO DO TEMPO 

As formulações apresentadas no Capítulo 3 para a TD-EFIE e TD-MFIE são utilizadas 

aqui na previsão de propagação de um pulso eletromagnético no domínio do tempo e comparadas 

com a TD-UTD desenvolvida em [7]. Além da análise feita diretamente no domínio do tempo 

utilizando a TD-EFIE, é feita também a previsão utilizando a transformada inversa de Fourier 

aplicada numericamente aos resultados obtidos no domínio da frequência pela EFIE para 

comparação com a TD-EFIE. 

O pulso eletromagnético aqui utilizado é definido no domínio do tempo como [34]: 

𝑓(𝑡) =
𝐶0
𝜋
∑

𝐴𝑛𝑇𝑛
(𝑡 − 𝑡0)2 + 𝑇𝑛2

𝑁+1

𝑛=1

, (4.1) 

onde 𝑁 é um número inteiro positivo, 𝐴𝑛 depende de 𝑁 e 𝑇𝑛 depende de 𝑁 e da frequência 𝑓𝑐, que 

é a frequência onde ocorre o maior valor no espectro de 𝑓(𝑡), e 𝑡0 é o retardo temporal que desloca 

o pulso em relação à origem. No domínio da frequência, 𝑓(𝑡) é dada por [34]: 

𝐹(𝜔) = 𝐶0𝑒
−𝑗𝜔𝑡0 ∑𝐴𝑛𝑒

−|𝜔|𝑇𝑛

𝑁+1

𝑛=1

, (4.2) 

onde a constante 𝐶0 é definida de modo que |𝐹(𝜔𝑐)| = 1, em que 𝜔𝑐 = 2𝜋𝑓𝑐. A equação (4.2) 

pode ser também escrita na forma [34]: 

𝐹(𝜔) = 𝐶0(1 − 𝑒
−|𝜔|𝑇)

𝑁
𝑒−𝜔𝑇𝑒−𝑗𝜔𝑡0 , (4.3) 

onde  

𝑇 =
ln(1 + 𝑁)

2𝜋𝑓𝑐
. (4.4) 

Fazendo 𝑁 = 2 e |𝐹(𝜔𝑐)| = 1 em (4.3), encontra-se: 

𝐶0 = (1 + 𝑁) (
1 + 𝑁

𝑁
)
𝑁

= 6,75. (4.5) 

Com 𝑁 = 2 e comparando (4.2) com (4.3), encontra-se 𝐴1 = 1, 𝐴2 = −1, 𝐴3 = 1, 𝑇1 = 𝑇, 𝑇2 =

2𝑇 e 𝑇3 = 3𝑇. Assim: 
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𝑓(𝑡) =
6,75

𝜋
(

𝑇

(𝑡 − 𝑡0)2 + 𝑇2
−

2𝑇

(𝑡 − 𝑡0)2 + (2𝑇)2
+

3𝑇

(𝑡 − 𝑡0)2 + (3𝑇)2
). (4.6) 

Neste trabalho, assim como em [11], é considerado um atraso de tempo 𝑡0 = 4𝑛𝑠 e 𝑓𝑐 = 850𝑀𝐻𝑧. 

Na Figura 4.1 é mostrado o pulso definido em (4.6) no domínio do tempo e em (4.3) no domínio 

da frequência. 

 

Figura 4.1: a) Pulso no domínio do tempo; b) Espectro do pulso. 

Na análise temporal, o tempo foi discretizado adotando uma frequência de amostragem 

de 𝐹𝑠 = 40𝐺𝐻𝑧, resultando em um incremento temporal de ∆𝑡 =
1

𝐹𝑠
= 0,025𝑛𝑠. O terreno foi 

dividido em 0,5 segmentos por comprimento de onda, tomando como referência o comprimento de 

onda da maior frequência significativa do espectro, aproximadamente 7GHz, como percebe-se na 

Figura 4.1-b. O pulso mostrado na Figura 4.1-a é emitido pela antena transmissora durante o 

intervalo de tempo de 𝑡𝑖𝑛𝑖 = 0𝑛𝑠 a 𝑡𝑓𝑖𝑛 = 8𝑛𝑠. 

Na análise no domínio da frequência, o campo elétrico na antena receptora é calculado 

para uma quantidade suficiente de frequências do espectro do pulso transmitido. Posteriormente, é 

calculada numericamente a transformada inversa de Fourier definida em (3.1) para encontrar o 

resultado no domínio do tempo (EFIE+IFT). No cálculo do campo para cada frequência o terreno 

é segmentado com 0,5 segmentos por comprimento de onda. Como a maior frequência significativa 

aqui é adotada como sendo 7GHz, o campo é calculado até essa frequência e de 7GHz até 40GHz 

ele é considerado nulo. O incremento na frequência é calculado a partir da janela temporal do sinal 

recebido. Assim, o incremento ∆𝑓 é determinado por [32]: 
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∆𝑓 =
1

𝑡𝑓𝑖𝑛,𝑟 − 𝑡𝑖𝑛𝑖,𝑟
 (4.7) 

onde 𝑡𝑖𝑛𝑖,𝑟 é o instante inicial do sinal no receptor e 𝑡𝑓𝑖𝑛,𝑟 o instante final. 

4.1. CUNHA SIMPLES 

Aqui, a previsão de propagação é feita sobre uma cunha simples com 200m de extensão e 

2m de altura. A antena transmissora foi posicionada no início do terreno a uma altura de 5m do 

solo enquanto que a antena receptora foi posicionada no final do mesmo em alturas ℎ𝑟 de 5m, 15m, 

30m e 90m, como mostrado na Figura 4.2. 

 

Figura 4.2: Cunha simples utilizada para previsão de propagação no domínio do tempo. 

Os resultados da simulação utilizando a TD-EFIE para a cunha simples são mostrados nas 

Figuras 4.3-4.6, onde, para os casos onde o receptor é posicionado a partir de 15m, é possível 

distinguir dois pulsos, sendo um vindo diretamente do transmissor e o outro devido à reflexão no 

terreno. Para o receptor posicionado a 5m, os dois pulsos, direto e refletido, aparecem sobrepostos 

um ao outro. Nestas figuras percebe-se que os resultados obtidos pela formulação desenvolvida 

neste trabalho, TD-EFIE, são comparáveis aos obtidos pela TD-UTD e TD-MFIE, havendo apenas 

uma pequena diferença na amplitude do pulso refletido obtido pela TD-MFIE comparado com os 

obtidos pela TD-EFIE e TD-UTD, como é melhor observado nas Figuras 4.7-4.9, onde o pulso 

refletido é visto com mais detalhes para os casos em que a antena receptora é posicionada a 15m, 

30m e 90m. 
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Figura 4.3: Pulso eletromagnético no receptor a 5m de altura, calculado pela TD-UTD, TD-MFIE 

e TD-EFIE para a cunha simples. 

 

Figura 4.4: Pulso eletromagnético no receptor a 15m de altura, calculado pela TD-UTD, TD-

MFIE e TD-EFIE para a cunha simples. 
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Figura 4.5: Pulso eletromagnético no receptor a 30m de altura, calculado pela TD-UTD, TD-

MFIE e TD-EFIE para a cunha simples. 

 

Figura 4.6: Pulso eletromagnético no receptor a 90m de altura, calculado pela TD-UTD, TD-

MFIE e TD-EFIE para a cunha simples. 
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Figura 4.7: Zoom no pulso refletido, obtido pela TD-UTD, TD-MFIE e TD-EFIE para o receptor 

a 15m. 

 

Figura 4.8: Zoom no pulso refletido, obtido pela TD-UTD, TD-MFIE e TD-EFIE para o receptor 

a 30m. 
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Figura 4.9: Zoom no pulso refletido, obtido pela TD-UTD, TD-MFIE e TD-EFIE para o receptor 

a 90m. 

Nas Figuras 4.10-4.13 a TD-EFIE é comparada com os resultados obtidos após a aplicação 

da transformada inversa de Fourier nos resultados da EFIE no domínio da frequência (EFIE+IFT). 

Nelas pode-se ver que a EFIE+IFT apresenta resultados semelhantes aos obtidos pela TD-EFIE e 

TD-UTD.  No entanto, enquanto que a EFIE+IFT requer entre 1 e 7 minutos para simular a TD-

EFIE demora cerca de 21 horas. Um dos fatores que explica a diferença no tempo de simulação é 

a segmentação do terreno. No domínio do tempo, o terreno é segmentado em 0,5 segmentos por 

comprimento de onda baseado no comprimento de onda da maior frequência significativa, que foi 

de 7GHz. Já no domínio da frequência o terreno foi dividido em 0,5 segmentos por comprimento 

de onda para cada frequência utilizada no cálculo. Assim, na análise de frequências menores do 

que 7GHz, o terreno terá menos segmentos, diminuindo, assim, o tempo de simulação. Além disso, 

no domínio do tempo, a corrente em cada segmento é calculada para cada instante de tempo e, 

devido à recursividade, é levado em consideração a corrente em segmentos e instantes anteriores, 

aumentando o número de cálculos necessários. Já no domínio da frequência, a corrente em cada 

segmento é calculada apenas uma vez em cada frequência, onde a recursividade aparece levando 

em conta apenas segmentos anteriores, não havendo recursividade temporal. 
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Figura 4.10: Pulso eletromagnético no receptor a 5m de altura, calculado pela TD-UTD, TD-

EFIE e EFIE+IFT para a cunha simples. 

 

Figura 4.11: Pulso eletromagnético no receptor a 15m de altura, calculado pela TD-UTD, TD-

MFIE e EFIE+IFT para a cunha simples. 
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Figura 4.12: Pulso eletromagnético no receptor a 30m de altura, calculado pela TD-UTD, TD-

MFIE e EFIE+IFT para a cunha simples. 

 

Figura 4.13: Pulso eletromagnético no receptor a 90m de altura, calculado pela TD-UTD, TD-

MFIE e EFIE+IFT para a cunha simples. 
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Embora o tempo de simulação diretamente no domínio do tempo tenha sido maior, a 

análise direta nesse domínio permite uma melhor caracterização do canal para bandas muito largas 

e, mesmo não apresentado neste trabalho, pode-se obter a função de transferência do canal a partir 

da resposta ao impulso. 

Como apresentado na Seção 2.4, no domínio da frequência, houveram grandes diferenças 

entre os resultados da EFIE e MFIE para frequências abaixo de 1GHz e para o terreno dividido em 

poucos segmentos. Já no domínio do tempo, os resultados da TD-EFIE e TD-MFIE concordam 

entre si muito bem. Isso pode ser explicado pelo fato de o transmissor e o receptor estarem 

localizados em uma altura maior que a altura da cunha, evitando, assim, que o receptor se localize 

em uma região de sombra e também por este estar localizado mais afastado da superfície, que é 

onde a FD-EFIE e FD-MFIE apresentam uma maior diferença nos seus resultados, como pode ser 

visto nas Figuras 4.14 e 4.15. Nestas figuras é mostrado o módulo da diferença na atenuação entre 

a FD-EFIE e FD-MFIE para a cunha da Figura 4.2 nas frequências de 100MHz e 1GHz, 

respectivamente, com o terreno dividido em 0,5 segmentos por comprimento de onda.

 

Figura 4.14: Módulo da diferença entre os resultados entre a EFIE e MFIE para a cunha simples 

no domínio da frequência para uma frequência de 100MHz e com o terreno segmentado em 0,5 

segmentos por comprimento de onda. 
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Figura 4.15: Módulo da diferença entre os resultados entre a EFIE e MFIE para a cunha simples 

no domínio da frequência para uma frequência de 1GHz e com o terreno segmentado em 0,5 

segmentos por comprimento de onda. 

4.2. CUNHA DUPLA 

Aqui é calculado o campo espalhado por duas cunhas consecutivas, cada uma de 100m de 

extensão e 2m de altura, como mostrado na Figura 4.16. O transmissor, também emitindo o pulso 

definido em (4.6), foi colocado a 5m de altura no início da primeira cunha e o receptor posicionado 

a alturas ℎ𝑟 de 5m, 15m, 30m e 90m, no final da segunda cunha. 

 

Figura 4.16: Cunhas consecutivas utilizadas na simulação. 
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Os resultados obtidos pela TD-EFIE são comparados com os da TD-UTD e da TD-MFIE 

nas Figuras 4.17-4.20. Nelas percebe-se que a TD-EFIE e a TD-MFIE apresentam resultados 

semelhantes para as quatro diferentes alturas do receptor. Porém, ambas divergem um pouco da 

TD-UTD para o receptor localizados a 5m de altura (Figura 4.17), o que pode ser explicado pelo 

fato de a TD-UTD não levar em consideração a difração dupla que ocorre nas cunhas consecutivas 

e também por não considerar a difração em arestas com ângulo interno maior que 180°, como 

ocorre na aresta entre as duas cunhas. Na Figura 4.18 é possível perceber que um pulso de pequena 

amplitude não é detectado pela TD-UTD quando o receptor está posicionado a 15m de altura, fato 

que também pode ser explicado pelas difrações não levadas em conta pela TD-UTD. Para o 

receptor posicionado nas alturas de 30m e 90m, a TD-MFIE e TD-EFIE apresentam resultados 

semelhantes à TD-UTD, já que, para alturas maiores, o receptor está mais longe da região onde os 

campos difratados são mais intensos. Análise semelhante é feita quando os resultados da EFIE+IFT 

são comparados com os da TD-EFIE e TD-UTD, mostrados nas Figuras 4.21-4.24, onde é possível 

ver que a EFIE+IFT apresenta resultados comparáveis à TD-EFIE. Como para o caso da cunha 

simples, o tempo de simulação da TD-EFIE é muito maior quando comparado com o da EFIE+IFT, 

onde este demorou entre 1 e 7 minutos para simular e a TD-EFIE demorou cerca de 21 horas.

 

Figura 4.17: Pulso eletromagnético no receptor a 5m de altura, calculado pela TD-UTD, TD-

MFIE e TD-EFIE para a cunha dupla. 
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Figura 4.18: Pulso eletromagnético no receptor a 15m de altura, calculado pela TD-UTD, TD-

MFIE e TD-EFIE para a cunha dupla. 

 

Figura 4.19: Pulso eletromagnético no receptor a 30m de altura, calculado pela TD-UTD, TD-

MFIE e TD-EFIE para a cunha dupla. 
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Figura 4.20: Pulso eletromagnético no receptor a 90m de altura, calculado pela TD-UTD, TD-

MFIE e TD-EFIE para a cunha dupla. 

 

Figura 4.21: Pulso eletromagnético no receptor a 5m de altura, calculado pela TD-UTD, TD-

MFIE e EFIE+IFT para a cunha dupla. 
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Figura 4.22: Pulso eletromagnético no receptor a 15m de altura, calculado pela TD-UTD, TD-

MFIE e EFIE+IFT para a cunha dupla. 

 

Figura 4.23: Pulso eletromagnético no receptor a 30m de altura, calculado pela TD-UTD, TD-

MFIE e EFIE+IFT para a cunha dupla. 
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Figura 4.24: Pulso eletromagnético no receptor a 90m de altura, calculado pela TD-UTD, TD-

MFIE e EFIE+IFT para a cunha dupla. 

O módulo da diferença entre os resultados obtidos pela FD-EFIE e pela FD-MFIE para a 

cunha dupla (Figura 4.16) são mostradas nas Figuras 4.25 e 4.26 para as frequências de 100MHz e 

1GHz, respectivamente, com o terreno dividido em 0,5 segmentos por comprimento de onda. Como 

pode ser visto nessas figuras, também para o caso da cunha dupla, o aumento da frequência diminui 

a diferença entre os resultados da FD-EFIE e FD-MFIE em regiões próximas à superfície do 

terreno. Observa-se também que a antena receptora foi posicionada a uma altura mais afastada da 

região onde a FD-EFIE e a FD-MFIE apresentaram maiores diferenças para frequências menores 

que 1GHz.
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Figura 4.25: Módulo da diferença entre os resultados entre a EFIE e MFIE para a cunha dupla no 

domínio da frequência para uma frequência de 100MHz e com o terreno segmentado em 0,5 

segmentos por comprimento de onda. 

 

Figura 4.26: Módulo da diferença entre os resultados entre a EFIE e MFIE para a cunha dupla no 

domínio da frequência para uma frequência de 1GHz e com o terreno segmentado em 0,5 

segmentos por comprimento de onda.  
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5. CONCLUSÕES 

Neste trabalho foi desenvolvida uma formulação para previsão de cobertura radioelétrica 

sobre um terreno irregularmente suave no domínio do tempo, utilizando a equação integral do 

campo elétrico. No Capítulo 2 foram apresentadas as formulações no domínio da frequência a partir 

das equações integrais do campo elétrico e do campo magnético desenvolvida em trabalhos 

anteriores e, no Capítulo 3, as formulações no domínio do tempo. Em ambos os domínios foram 

feitas as mesmas considerações: a incidência da onda foi considerada rasante com polarização 

vertical, permitindo que o terreno fosse tratado como um condutor magnético perfeito; o terreno 

foi considerado invariante na direção perpendicular ao plano de incidência, permitindo o uso do 

Método da Fase Estacionária para redução da integral de superfície a uma integral de linha; devido 

à suavidade do terreno, o retroespalhamento pôde ser desprezado, fazendo com que o cálculo das 

correntes equivalentes superficiais pudesse ser feito utilizando o Método dos Momento de maneira 

recursiva, diminuindo o custo computacional do mesmo. 

Os resultados apresentados no Capítulo 2 mostraram que os resultados da MFIE no 

domínio da frequência convergem com menos funções de base que os da EFIE, quando comparados 

com a UTD. Foi possível ver que os resultados da FD-EFIE e FD-MFIE apresentaram maiores 

diferenças em regiões de sombra. Essa diferença entre os resultados tende a diminuir quando o 

receptor se afasta da região de sombra, quando se aumenta a segmentação do terreno ou quando se 

aumenta a frequência. Levando isso em consideração a MFIE seria uma melhor opção a ser 

utilizada no cálculo da atenuação do enlace no domínio da frequência, visto que, sendo necessário 

uma menor segmentação do terreno, os resultados podem ser obtidos com um menor custo 

computacional. 

Os resultados apresentados no domínio do tempo para um pulso de banda ultra larga, 

Capítulo 4, mostraram que tanto a TD-EFIE quanto a TD-MFIE convergem para os resultados 

obtidos pela TD-UTD com o mesmo número de funções de base. Isso ocorreu pelo fato de, na 

análise feita no domínio do tempo, o receptor estar localizado mais afastado da superfície, que é 

onde a EFIE e MFIE apresentaram menores diferenças. Uma diferença entre a TD-UTD e a TD-

EFIE e TD-MFIE foi observada apenas para o espalhamento na cunha dupla, onde a TD-UTD não 

leva em consideração a difração dupla e a difração em arestas com mais de 180° de ângulo interno, 

difrações essas que ocorrem nesse casso. Essas diferenças, no entanto, diminuem para o receptor 
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localizado mais distante da superfície do terreno, que é onde a difração ocorre de maneira menos 

intensa. 

A TD-EFIE foi também comparada com os resultados obtidos após a aplicação da 

transformada inversa de Fourier aos resultados da EFIE no domínio da frequência. As simulações 

mostraram que ambos os métodos apresentaram resultados semelhantes. Porém a EFIE+IFT 

apresentou um custo computacional menor que pode ser explicado devido à segmentação do 

terreno ser dependente da frequência analisada. Assim, para menores frequências no espectro do 

sinal, o terreno terá menos segmentos e um menor tempo de simulação é necessário nos cálculos. 

Além disso, a quantidade de cálculos realizada no domínio do tempo é maior que no domínio da 

frequência, já que naquele domínio o cálculo da corrente em um segmento é feito para vários 

instantes de tempo e é levado em consideração a corrente em segmentos e instantes de tempo 

anteriores, enquanto que no domínio da frequência o cálculo da corrente é feito para cada 

frequência apenas uma vez e a recursividade leva em consideração apenas as correntes em 

segmentos anteriores, não havendo uma recursividade temporal. Mesmo com um maior tempo de 

simulação, a análise diretamente no domínio do tempo permite uma melhor caracterização do canal 

para sinais de banda muito larga. 

Como proposta de continuação deste trabalho, pode ser estudada uma maneira de acelerar 

o cálculo da previsão no domínio do tempo. Aqui foram estudados casos onde o terreno não é muito 

grande e o terreno dividido em poucos segmentos para evitar que o tempo de simulação fosse muito 

grande. Para o tratamento de terrenos maiores e mais complexos seria interessante o 

desenvolvimento de um algoritmo onde os cálculos fossem acelerados. Uma maneira de acelerar a 

simulação no domínio do tempo pode ser obtida seguindo a mesma ideia desenvolvida em [11], 

[20], [21] e [22] para tornar a previsão no domínio da frequência mais rápida, onde o terreno foi 

dividido em grupos de segmentos e foram usadas aproximações no cálculo da influência dos 

segmentos localizados em grupos na região de campo distante, chamada de aproximação de campo 

distante (FAFFA, do inglês Fast Far Field Aproximation). A paralelização também pode ser 

utilizada como uma alternativa para se tentar acelerar a realização dos cálculos. 

É sugerido também um estudo para que se possa ter um melhor entendimento da melhor 

convergência da MFIE sobre a EFIE no domínio da frequência em regiões de sombra. Pode ser 

feita, por exemplo, uma análise das aproximações utilizadas nas simplificações da resolução do 

problema e das integrais para ver se essas aproximações favorecem a MFIE em detrimento da EFIE.  
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