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Resumo

Esta tese consiste em trés partes independentes.

Primeiramente, consideramos uma A—hiperficie orientavel suave propri-
amente imersa nao-totalmente geodésica ¥ C S’i/m x RP que tenha area
com peso finita e satisfaca Ind,Q) < p — 1. Neste caso, obtemos que existe
um numero natural ¢, que satisfaz p — Ind,Q < ¢ < p — 1, e segue que
¥ =3, x R’. Ainda consideramos o problema de classificar as A—hiperficies
f—estaveis completas orientadas propriamente imersas no soliton cilindro
shrinking (S”i/m x R,g, f), com f(p,t) = %, obtendo como resultado
Smx{t}ouS%xR

Na segunda parte consideramos o primeiro autovalor de Dirichlet para
o p—Laplaciano com peso em um dominio 2 de uma variedade com peso
(M",g,¢) que satisfaga Ric, > 1. Obtemos que este autovalor é maior
ou igual que o primeiro autovalor para o mesmo problema definido em um
semi-espaco €2* do espaco de Gauss G", com mesmo volume que §2.

Na terceira parte consideramos um dominio de Killing 2 em uma vari-
edade tridimensional M. Obtemos que uma superficie 3 C €2 de curvatura
média constante com bordo livre imersa estavel orientavel e compacta tem
género 0 ou 1 e no maximo 3 componentes no bordo.

Palavas-Chaves: A—hiperficies f—estdveis, sélitons cilindros shrinking,

variedades com peso, desigualdade de Faber-Krahn, superficies de curvatura



média constante com bordo livre estaveis, grupos de Lie.



Abstract

This thesis is divided into three independent parts.

Firstly, we consider a orientable smooth properly immersed non-totally
geodesic A—hypersurface ¥ C S’i/m x RP that has finite weighted area
and satisfies Ind,QQ < p— 1. In this case, we show that there exists a natural
number ¢, such that p — Ind,Q < i < p—1, and it follows that
Y = Yy x R, We also consider the problem of classifying the f—stable
complete oriented properly immersed A—hypersurfaces in the cylinder sh-
rinking soliton (S”i/m x R,g, f), with f(p,t) = %, obtaining as result
S’i/m x {t} or S% x R.

On the second part, we consider the first eigenvalue with Dirichlet boun-
dary condition for the weighted p—Laplacian on a domain 2 of a smooth
metric measure space (M", g, f) that satisfies Ric, > 1. We show that this
eigenvalue is greater or equal that the first eigenvalue for the same problem
in a half-space Q0* of Gauss space G", with the same volume that €.

On the third part, we consider a Killing domain €2 on a three-dimensional
manifold M. We prove that a constant mean curvature free-boundary ori-
entable compact immersed surface ¥ C {2 has genus 0 or 1 and at most 3
boundary components.

Keywords: f—stable \—hypersurfaces, cylinder shrinking solitons, weigh-

ted manifolds, Faber-Krahn inequality, free-boundary stable constant mean



curvature surfaces, Lie groups.
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Introducao

Esta tese consiste em trés partes, contendo resultados sobre A—hiperficies
em soélitons de Ricci gradiente, uma desigualdade de Faber-Krahn envolvendo
o primeiro autovalor de Dirichlet do p—Laplaciano com peso e sobre su-
perficies de curvatura média constante com bordo livre estaveis em dominios

de Killing.

0.1 Classificacao de A\—hiperficies f—estaveis
em solitons de Ricci gradiente

Uma variedade com peso é uma tripla (M, g,e~/dM), em que M é uma
variedade Riemanniana tal que o elemento de volume dM induzido pela
métrica ¢ é substituido por e=fdM e f é uma funcao suave em M chamada de
funcao peso ou funcao densidade. De forma geral, a pesquisa em variedades
com peso consiste em investigar teoremas classicos da geometria Riemanniana
e da analise, buscando adaptacoes que facam sentido no contexto com peso.
Bakry e Emery [6] estudaram variedades com peso no contexto de operadores

de difusao, definindo o tensor Bakry—Emery Ricci por
Ricy := Ric + V*f.

Wei e Wylie [83] obtiveram um teorema de comparagao do volume a partir
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do tensor Bakry-Emery Ricci. Corwin [32] obteve uma versio generalizada
do Teorema de Gauss-Bonnet para superficies com peso. Variedades com
peso sao importantes também na resolugao de problemas em teorias como
fluxo de curvatura média, fluxo de Ricci e transporte 6timo, algumas destas
aplicagoes podem ser vistas em Espinar [40].

Gromov [48] ao estudar os espagos mm (que tém como caso particular as
variedades com peso), definiu a curvatura média com peso de uma hiperficie
orientével ¥ imersa em (M, g,e~/dM) como sendo H; = H — (Vf,v), em
que v é o campo normal unitario em . Diremos que ¥ é f—minima se
tivermos Hy = 0 e X serd chamada uma A—hiperficie quando Hy = A € R.
Tal notagdo vem dos trabalhos de Cheng e Guoxin [25], que consideraram
A—hiperficies imersas em (R™, 4, f), com f(x) = |z|?/2, mostrando que elas
sao pontos criticos do funcional area com peso para variagoes que preservam
o volume com peso. Bayle [12], interessado no problema isoperimétrico para
os espacos mm, obteve as féormulas de primeira e segunda variacao para a
area e o volume de hiperficies em variedades com peso (veja a Secao 3.4.6
de Bayle [12]). Além disso, mostrou que as A—hiperficies em variedades com
peso fechadas sao solugoes para o problema isoperimétrico considerando o
volume com peso.

No caso sem peso, importantes resultados de classificacao foram obtidos
para hiperficies minimas e de curvatura média constante, por exemplo, é
sabido que nao existem superficies minimas compactas no espaco Euclidi-
ano e uma classificacao das superficies minimas estaveis em variedades tridi-
mensionais com curvatura escalar nao-negativa foi obtida por Fisher-Colbrie
e Schoen [43]. No caso CMC, Lépez e Ros [60] provaram que as unicas
superficies orientaveis de curvatura média constante completas estaveis do

espaco Fuclidiano sao o plano e a esfera e provaram ainda, que as tnicas
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com indice 1 minimas orientaveis completas sao o catendide e a superficie
de Enneper. Para mais resultados sobre subvariedades e classificagao de hi-
perficies minimas, uma étima referéncia é Chen [24]. Faz sentido, entao
tentarmos obter resultados destes tipos para variedades com peso, que € o
objetivo da primeira parte da tese.

Note que estudar hiperficies em uma variedade com peso nao é equivalente
a escalonar a métrica por uma mudanca conforme, pois no caso com peso 0s
elementos de volume e drea em (M™,g) e (X", g) sdo dados, respectivamente
por

e fdM e e~ 1dy,

em que dM e d¥ denotam, respectivamente, os elementos de volume e area
induzidos por g e g. Para obtermos e~/dM, deverfamos considerar em M a,
métrica e n/ g e para termos e~/dY deverfamos considerar e~ mot! g, observe
que g é a métrica induzida em X por g.

McGonagle e Ross [64] estudaram A—hiperficies f—estdveis two-sided
propriamente imersas ¥"~! C R". Considerando R" com medida Gaussi-
ana e~ 17*/ 4d4, eles mostraram que o hiperplano é a tnica solucao para o
problema isoperimétrico com estas caracteristicas.

Vieira e Zhou [79] estudaram hiperficies f—minimas imersas nos sélitons
de Ricci gradiente do tipo S’i/m X RP, usando o spectrum do Laplaciano
com peso eles obtiveram resultados de classificacao. Achamos interessante es-
tudar as A—hiperficies imersas nestes espagos através do indice fraco (Ind,Q)

da segunda variacao do funcional area com peso e inspirados pelo trabalho

de McGonagle e Ross [64], obtivemos o seguinte resultado:

Teorema 0.1. Considere qualquer hiperficie orientada suave propriamente
imersa nao-totalmente geodésica > C S’i/m X RP que tenha drea com peso

finita e satisfaca H = (Vf,v) + X\, A € R. Entao, se Ind,,Q < p — 1, existe



0.1 Classificagcao de A—hiperficies f—estaveis em sélitons de Ricci
gradiente XV

um numero it < p — 1 tal que p — i < Ind,Q, e temos que
¥ =% x R (1)

A demonstracao utiliza o fato que o operador de Jacobi com peso em
é dado por

1 1
Lf = A — §<JJT,V> + ‘A|2 + §

k
2(k—1)
a = (X,v), em que v é o campo normal unitario a 3, satisfaz

Ao tormarmos um campo paralelo X em S x RP temos que a fungao

Lfa = mf(X, V).

Esta observacao, junto com as hipéteses do teorema, nos permitiu construir
um espago de fungoes testes em que a forma quadratica associada a Ly é
negativa definida.

Cheng, Mejia e Zhou [26] e Cheng e Zhou [29] estudaram hiperficies
f—minimas no séliton cilindro shrinking S’i/m x R, classificando as
L ;—estéveis (que sao aquelas em que a segunda variagdo de drea com peso

é ndo-negativa). Obtivemos um resultado de classificacdo para A—hiperficies

propriamente imersas neste espaco que enunciamos a seguir.

Teorema 0.2. Seja X uma \—hiperficie completa orientada propriamente
imersa no cylinder shrinking soliton (S’i/Z(k—_l) x R, g, f), com f(p,t) = %
Y € f—estdvel se, e somente se, ¥ for S’i/m x {t} ou S% x R.

A demonstracao utiliza as técnicas do teorema anterior, a diferenca que
para p = 1, temos uma classificacao das hiperficies totalmente geodésicas,
devida a de der Veken e Vrancken [78] (ver Teorema 2.22). Analisamos estes
casos e verificamos que, nas hipéteses do teorema, estas sao as A—hiperficies

k
2

f—estaveis em (Sm xR,g, f).
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0.2 Desigualdade de Faber-Krahn em varie-
dades com peso

Autovalores do Laplaciano dependem da geometria do dominio e portanto,
¢é natural tentar encontrar desigualdades isoperimétricas envolvendo-os. O
primeiro a considerar um problema deste tipo foi Rayleigh [70], que se per-

guntou:

Fixada a &area, qual o dominio plano tem o menor primeiro auto-valor

para o problema de Dirichlet?

A resposta a este problema foi dada de maneira independente por Faber
[41] e Krahn [55], demonstrando que o primeiro autovalor do Laplaciano com
condicao de Dirichlet em um dominio qualquer é sempre maior ou igual que
no disco de mesma area, e caso haja igualdade o dominio em questao deve
ser um disco. Este resultado ficou conhecido como desigualdade de Faber-
Krahn e a partir de entao foram estudadas diversas generalizagoes, veja por
exemplo, Bhattacharya [16], Ehrhard [39], Betta et al. [15], Bérard e Meyer
[13], Matei [62], Grigor'yan e Saloff-Coste [46], Contador [68], De Carli e
Hudson [35], Abreu e Barbosa [1] etc. Na terceira parte da tese obtivemos
uma desigualdade deste tipo para variedades com peso.

Um exemplo de variedade com peso bastante estudada na teoria das pro-
babilidades é o espaco de Gauss G = (R™,0,¥), em que § é a métrica

canonica do R", e a funcao peso W satisfaz
eV = (1/2m)" 21012,

Dada uma variedade com peso (M", g, f), o Laplaciano com peso é defi-
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nido por

Apu = el div(e ! Vu).

Da mesma forma, o p—Laplaciano com peso é dado por
A, su = el div(e™ |VulP~2Vu).

Normalmente, as demonstracoes das desigualdades de Faber-Krahn se
baseiam em algum processo de simetrizacao do dominio. que nos casos sem
peso sao as simetrizacoes de Steiner e Schwarz e no caso Gaussiano é a
simetrizacao Gaussiana. Tais simetrizacoes nos permitem construir funcoes
definidas em dominios 6timos em relacao a desigualdade isoperimétrica e
que sao correspondentes equimensuraveis as funcoes definidas no dominio
original. Isso constitui uma ferramenta poderosa para relacionar problemas
de autovalor com desigualdades isoperimétricas. Para um aprofundamento no
estudo das simetrizagoes de Schwarz, Steiner e Gaussiana, étimas referéncias

sdo, respectivamente: Kesavan [54], Krantz e Parks [56] e Feo [42].

Teorema 0.3 (Desigualdade de Faber-Krahn). Seja (M", g, f) uma varie-
dade Riemanniana suave completa conexa, com func¢ao peso suave f, volume

unitdrio e tal que o tensor Barky-Emery Ricci satisfaz:
Ric; = Ric+ V2f > 1. (2)
Seja M\ ,(82, f) o primeiro autovalor para o problema de Dirichlet

Apju=NuP?u em  Q,
(3)
u=20 em 011,
em que 2 C M é um dominio e 2 < p < oo. O espago de Gauss € definido

por G" = (R", 4, V), em que § é a métrica canonica do R™, e a fun¢do peso
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U satisfaz eV = (1/27?)"/23—\9“2/2.

Considere o semiespaco

O =H(a) ={(z1,...,2,) € G", x> a},
de forma que o volume com peso de 2 em G™ seja igual ao de 2 em M e
menor que 1, ou seja

V\D(Q*):/e\IleE:Vf(Q):/efdM< 1.
Q

Q
Sendo A1 ,(Q*, V) o primeiro autovalor do p—Laplaciano com peso para o

problema de Dirichlet em QF, vale a sequinte desigualdade,
ALP(Q7 f) 2 )\1,p<Q*, \I})

Nossa demonstracao faz uso da desigualdade isoperimétrica de Levy-
Gromov para variedades com peso (ver Teorema 3.2) e uma adaptagao da
simetrizagao Gaussiana. Consideramos um semiespago no espago de Gauss
de mesmo volume que {2 e, utilizando o Teorema 3.2, podemos comparar os
quocientes de Rayleigh de uma funcao em €2 com sua simetrizada.

No caso da igualdade, uma dificuldade para obtermos a rigidez é que
nao temos informacao sobre a medida do conjunto dos pontos criticos da
primeira autofungao em dominios nao-compactos. Outra obstrugao é o fato
que a aplicacao de simetrizacao pode nao ser continua nos espacos de Sobolev
correspondentes, conforme foi observado por Almgren e Lieb [4] no caso do
R"™.

E interessante observar, que outras técnicas foram usadas para obter esti-
mativas de autovalores para variedades com peso: A partir da generalizacao
da férmula de Reilly para variedades com peso, Ma e Du [61] obtiveram uma
cota inferior para o primeiro autovalor do Laplaciano com peso em uma varie-

dade fechada com tensor Bakry—Emery Ricci limitado inferiormente. Cheng e
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Zhou [30] obtiveram um resultado andlogo para variedades completas. Wang
e Li [82], obtiveram uma férmula de Reilly envolvendo o p—Laplaciano com
peso e a partir dela obtiveram estimativas inferiores para o primeiro autova-
lor do p—Laplaciano com peso em variedades compactas; através da mesma
férmula Wang e Zhu [81] obtiveram uma cota superior. A diferenga entre
estes resultados e o nosso é que consideramos o autovalor de Dirichlet em
dominios nao necessariamente compactos, caso que ainda nao foi conside-

rado por outros autores, mesmo no caso do Laplaciano com peso.

0.3 Swuperficies de curvatura média constante
com bordo livre estaveis em dominios de
Killing estritamente convexos

Ros e Vergasta [72] e Barbosa [8] estudaram hiperficies de curvatura média
constante com bordo livre estaveis em um dominio compacto estritamente
convexo ) de R, Combinando os resultados demonstrados em ambos,
temos que, se {1 é uma bola, entao ¥ é totalmente geodésica ou estrelada.
Para o caso n = 2, estes resultados significam que ¥ deve ser um disco
totalmente geodésico ou uma calota esférica. Este ultimo resultado, para o
caso n = 2, foi primeiramente provado por Nunes [67] usando uma abordagem
diferente. Por outro lado, Li e Xiong [57] provaram que uma hiperficie de
curvatura média constante com bordo livre estavel do tipo Delaunay em
uma bola Euclideana unitaria é um hiperplano totalmente geodésico ou uma
calota esférica. Considerando-se novamente o caso n = 2, e assumindo que
) é apenas um dominio estritamente convexo e compacto, Ros e Vergasta

[72] provaram que, se ¥ é uma hiperficie de curvatura média constante com
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bordo livre estavel, entao tem género 0 ou 1 e no maximo 3 componentes
conexas no bordo.

Souam [74] estudou o mesmo problema no restante das formas espaciais
simplesmente conexas, ou seja, a esfera e o espago hiperbdlico. Obtendo,
entre outros resultados, que se £ ¢ uma bola de raio »r < 7 em S* entéo,
ou X é um disco totalmente umbilico ou tem género 1 no maximo 2 com-
ponentes conexas no bordo. Recentemente, Wang e Xia [80] mostraram que
hiperficies capilares estaveis imersas em bolas geodésicas nas formas espaciais
sao totalmente umbilicas.

Definiremos que um dominio 2 C M ¢é de Killing, se existir um aberto
U C M, com 2 C U e um referéncial ortonormal de Killing definido em U.
Tal definicao é inspirada em D’Atri e Nickerson [34], que mostraram que,
neste caso, U possui curvatura seccional nao-negativa.

Note que R? e S* possuem um referéncial ortonormal global de Killing.
De maneira geral, qualquer grupo de Lie com uma métrica bi-invariante é
paralelizavel por um campo vetorial de Killing. Em particular, qualquer
dominio €2 contido em um grupo de Lie com métrica bi-invariante é um
dominio de Killing.

Usando a existéncia desse referencial ortonormal de Killing e o fato da
curvatura seccional ser nao-negativa e inspirados nas idéias de Nunes [67],

provamos o seguinte teorema.

Teorema 0.4. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana e Q C M um
dominio de Killing compacto estritamente convexo. Se ¥ C Q for uma su-
perficie de curvatura média constante com bordo livre imersa orientdvel e

compacta, entao X tem género 0 ou 1 e no maximo 3 componentes no bordo.

Por um resultado de classificacao (veja a Segao 4.3), nosso teorema aplica-

se aos espagos R3, S3, S! x S! x St S x R?%, S! x S! x R and SO(3).
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Como consequéncia direta da demonstracao do teorema acima, obtemos

o seguinte resultado.

Teorema 0.5. Seja B C S* uma bola geodésica de raio r < 5. 5eXCBé

uma superficie de curvatura média constante com bordo livre estdvel em B,

entao X € um disco totalmente umbilico.



Capitulo 1

Preliminares

O objetivo deste capitulo é estabelecer a notacao e alguns resultados basicos

que serao necessarios ao longo desta tese.

1.1 Curvaturas

Seja M uma variedade Riemanniana, denotaremos o espaco das secoes di-
ferencidveis de T'(M) por I'(M). O Tensor Curvatura é a aplicacio R :
(M) xT'(M) x T'(M) — I'(M) definido por,

R(X,Y)Z = VxVyZ - VyVxZ — VixyZ. (1.1)

Definimos também o Tensor Curvatura de Riemann, como o campo ten-

sorial do tipo (3) dado por:
Rm(X,Y, Z,W) = (R(X,Y)Z, W), (1.2)

denotando Rjjy = Rm(0;, 0;, Ok, 0;), temos que Ryjp = Gim -
Dados p € M e um subespago bi-dimensional, o C T,M, a curvatura

seccional de M em p é o nimero real

K(X Y) — <R(Xv Y)Yv X>
O XPY P - (X Y)Y




1.2 Equacgoes basicas para subvariedades 2

em que {X,Y} é uma base qualquer de o.

A curvatura de Ricci em um ponto p € M é dada por:

Ric(X,Y) = trago Z+— R(Z,X)Y

= trago R(-,X)Y,

com X,Y,Z €T,M.

1.2 Equacoes basicas para subvariedades

Nesta secao sao apresentados resultados de subvariedades. Suporemos sem-

pre a variedade conexa.

Definicao 1.1. Sejam M" e M™ variedades diferencidveis de dimensoes n e
m respectivamente. Uma aplicacio f : M™ — M™ ¢é uma imersao se a sua
derivada df, : T,M — Tf(x)]\7[ é injetiva, Vox € M. Se f for uma imersao e
um homeomorfismo sobre sua imagem, serd chamada de mergulho. E f sera

chamada uma imersao isométrica se
<Xv Y>M = <df:vX> dfacY>M

Vee M eVX)Y € T,M, também pode se dizer que a variedade M tem a

métrica induzida de M através da imersao f.

Seja f : M™ — M™P uma imersao isométrica. Para todo x € M, existe
U C M aberto, tal que f|y é um mergulho sobre f(U), neste caso, identifica-
mos U com f(U), como se a aplicagdo f fosse a identidade. Entao, podemos
considerar o espaco tangente a M em um ponto x como um subespaco ve-
torial do espaco tangente a M no ponto z e escrevemos a seguinte soma
direta:

T.M =T,M P T, M",
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em que T, M+ é o complemento ortogonal de T, M em T, M

Dessa decomposicao, obtemos um fibrado vetorial TM* = Upens LM L
chamado fibrado normal a M. Desta forma, o fibrado vetorial T M| Fov) =
{(XeTM:7m(X)e f(M), em que 7 : TM — M é a projecio} se decompde

na soma de Whitney
TM|tory =TM &w TM*.

Definimos ainda as projecoes tangencial e normal dadas, respectivamente,

por:
() :TM|yon — TM*,
Seja M™P uma variedade Riemanniana com conexio de Levi-Civita V,

e seja f: M™ — M™P uma imersao isométrica. Dados os campos vetorias

X,Y € I'(M), podemos decompor:

VxY = (VxY)" + (VxY)*

Pela unicidade da conexao de Levi-Civita, segue que (V)" é a conexao de

Levi-Civita na variedade M. Entao, obtemos a:

Formula de Gauss

VxY =VxY + II(X,Y), (1.3)

a qual define uma aplicagao I : T'(M) x ['(M) — ['(M)*, chamada se-
gunda forma fundamental, que é bilinear sobre o anel C*°(M) da fungoes

diferenciaveis em M e simétrica. Em particular, para qualquer ponto x € M

e campos vetoriais X, Y € I'(M), a aplicacao Il, : T,M x T,M — T,M*,
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dada por I1,(X,Y) = II(X,Y)(z), depende apenas dos valores de X e Y no
ponto x.

Considerando os campos X € I'(M) e € € I'(M)*, denotamos
AcX = —(Vx6)".
Ja que,
0=X(Y)=(Vx¢,Y) + ({,VxY), VY eT(M),
a férmula de Gauss (1.3) nos da
(A X, Y) = (II(X,Y), §).

A aplicagao A¢ : I'(M) — I'(M) é linear sobre C*(M) e autoadjunta.
Essa aplicacao serd chamada de operador de Weingarten, ou sequnda forma
fundamental na direcdo &.

A componente normal de Vx¢, que denotamos por V&, define uma co-
nexao no fibrado normal TM+. Dizemos que V*+ é a conezdo normal de f,

e obtemos a:

Formula de Weingarten

Vxé=—A:X + Vx& (1.4)

Combinando as féormulas de Weingarten e Gauss obtemos a equacao de
Gauss, cuja demonstragdo pode ser encontrada em Djaczer [33]. Sejam

X,Y,Z € T'(M), vale a seguinte igualdade:

Equacao de Gauss

(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) + (II(X, W), (Y, Z))—(II(X, Z), TI(Y, W)),
(1.5)
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em que R e R, sdo os tensores curvatura em M e M, respectivamente. Em
particular, se K(X,Y) = (R(X,Y)Y, X) e K(X,Y) = (R(X,Y)Y, X), deno-
tam as curvaturas seccionais em M e M em relacdo ao plano gerado pelos

vetores ortonormais X,Y € T, M, a equagao de Gauss fica

K(X,Y) = K(X,Y) + (II(X, X),II(Y,Y)) — |TI(X,Y)[

1.3 Hiperficies

Nesta secao falaremos de hiperficies, ou seja, imersoes isométricas com codi-
mensao 1. Vérios resultados para hiperficies no espago R" sao generalizagoes
dos mesmos resultados no caso de superficies em R3. E conhecido que uma
hiperficie possui um campo normal unitério diferenciavel se, e somente se,
for orientavel. Mas, locamente toda hiperficie é orientavel ao considerarmos
uma vizinhanca parametrizada.

Seja f : M™ — M™! uma imersdo isométrica e consideremos um campo
local n € T'(M)* definido em uma vizinhanga U de = € M, tal que (n,,7n,) =
1, Vy € U. Desta forma, a formula de Gauss (1.3) fica :

VxY =VxY + (4,X,Y)n.
Usando o fato que II(X,Y) = (A4, X,Y)n, a equagdo de Gauss (1.5) fica
R(X,Y)Z = (R(X,Y)Z)" + (A, X NA)Y)Z.
A equagao de Codazzi (77) fica

R(X,Y)Z = (R(X,Y)§)" = (VyA,)X — (VxA,)Y,
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em que, por definicao,
(VxA,))Y =(Vx(4,)Y)—A,VxY.

No caso da variedade M"™*! ter curvatura seccional constante ¢, a equacao

de Gauss se torna

R(X,)Y)=c¢(XANY)+AXNAY.

1.4 Subvariedades minimas e totalmente geodésicas

Dada uma imersao isométrica f : M™ — M"™P o vetor curvatura média

H(z) de f em z € M é definido como
H(z) =Y TI(X;, X;),
j=1

em que {Xi,...,X,} € T,M é uma base ortonormal. Podemos escrever,
p

ainda, H(x) = ) (tragoA,)¢;, para qualquer conjunto de vetores ortonor-
j=1

mais {&,...&} € T,M*. Concluimos entdao que H(z) nao depende do refe-

rencial escolhido.

Definicao 1.2. Uma imersao isométrica f é minima em x € M quando
H(z) =0, e f é dita uma imersao minima quando for minima em todos os

pontos de M.

Definicao 1.3. Uma imersao isométrica f é totalmente geodésica em v € M
quando sua segunda forma fundamental II for identicamente nula em z, e f é
dita uma imersao totalmente geodésica quando for totalmente geodésica em

todos os pontos de M.

No caso de uma imersao totalmente geodésica, as geodésicas de M sao as

geodésicas de M que estao contidas inteiramente em M.
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1.5 Indentidades integrais

Listamos, nesta secao, algumas identidades com integrais, que serao utiliza-

das ao longo da tese.

Teorema 1.4 (Férmulas de Green). Em uma variedade Riemanniana (M, g)

com u,v € C*°(M) temos

(a) Se M for fechada,

/ AudM = 0.
M
(b) Se M for compacta,
ou
/ uAv dM+/ (Vu, VoydM = u— da.
M M om OV

(c) Se M for orientdvel e u ou v tiver suporte compacto,

/ uAvdM—l—/ (Vu, Vo)dM = 0.
M

M

Um resultado importante que sera usado ao longo do texto é a formula de
co-area. Seja (M™1 ¢g) uma variedade Riemanniana e Q C M um dominio
com fecho compacto, e f: Q@ — R € C°(Q) U C>(Q), com f|sg = 0. Vamos
definir

Qy ={x € |f(z)] > t},
V(t) =Vol(Qy) = Vol(f(t, o)),
L(t) ={z € Q; |f(2)| =t}

Quando t for um valor regular de |f|, I'(t) é uma subvariedade de M com
dimensao n e elemento de volume induzido dA;, denotaremos ainda a area
induzida em I'(t) por A;. Com tais defini¢oes, a férmula de co-drea pode ser

escrita na forma do seguinte teorema:
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Teorema 1.5 (Férmula de co-area). A funcao Vy € C™ no conjunto dos

valores requlares de | f| e sua derivada nesse conjunto é dada por

V() =— [ |VfdA,.

Iy

Para toda h € L'(Q) temos

//Qh\Vf]dM:/OOOdt/FthdAt.
//Q|Vf|dM:/OOOAtdt.

Demonstragao. Ver Chavel [22], pdg. 86, teorema 1. ]

Em particular,

Um dos resultados mais importantes e intrigantes da geometria diferencial
é o Teorema de Gauss-Bonnet, que estabelece uma relagao entre a geometria
e a topologia de uma superficie. Usaremos sua versao quando o bordo da
superficie é nao-vazio e suave, considerando k, a curvatura geodésica de OM

e K a curvatura gaussiana de M, temos:

Teorema 1.6. Seja M uma superficie orientdvel, com fecho compacto e

fronteira suave, temos que

/ k;gds—i—/ K dM = 2ry(M).
oM M

Demonstragao. Ver Chavel [23], pdg. 244, teorema V.2.7. ]



Capitulo 2

A—Hiperficies em sdlitons de

Ricci gradiente shrinking

2.1 Variedades com peso

Uma variedade Riemanniana com peso é uma tripla (M, g,e~/dM), em
que M ¢ uma variedade Riemanniana que tem o elemento de volume dM
induzido pela métrica g substituido por e fdM e f é uma funcao suave em M
chamada de funcao peso ou funcao densidade. Objetos geométricos classicos
encontram equivalentes definidos para o contexto com peso, de forma que
faga sentido a adaptacao, bem como a aplicabilidade para a resolucao de
problemas das mais diversas teorias como fluxo de curvatura média, fluxo
de Ricci e transporte 6timo, algumas destas aplicagoes podem ser vistas em
Espinar [40].

Por exemplo, o Laplaciano com peso Ay é definido pela férmula
Apu = Au— (Vf,Vu),

desta forma, o Laplaciano com peso se torna um operador diferencial auto-
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adjunto no espaco de Hilbert das funcoes quadrado integraveis L2(M, e~/dM).

Adaptando o tensor de Ricci para o caso com peso, Bakry e Emery 6],
para estudarem equacoes de difusao, criaram o tensor Bakry—Emery Ricci,
que também foi definido por Lichnerowicz [58], [59] de forma independente
por

Ricy == Ric+ V*f,
onde Ric denota a curvatura de Ricci de M e V2f ¢ o Hessiano da funcao f
em M.

Resultados para variedades com peso generalizam o caso sem peso, pois
ao considerarmos f = 0 obtemos o caso Riemanniano cléssico.

Lembramos que uma variedade Riemanniana (M, g) é dita Einstein, se
seu tensor de Ricci for multiplo da métrica, ou seja, se exite k € R, tal que
Ric = kg. A generalizacao deste conceito para variedades com peso carac-
teriza os sélitons de Ricci, que foram introduzidos por Hamilton [51] e sado
as variedades em que o tensor de Ricci satisfaz Ric + Ly g = kg, para algum
campo diferencidavel V' em M e alguma constante real x, com £ denotando
a derivada de Lie. Se V = V f a equagao se transforma em Ricy = kg, neste
caso, M é dita um séliton de Ricci gradiente. Quando k = 0, o séliton de
Ricci gradiente é chamado steady, para k > 0 shrinking e se k < 0 expanding.

Estes termos vem da aplicagao dos soélitons de Ricci no estudo de singulari-

dades do fluxo de Ricci.

Exemplo 2.1. Exemplos de sdlitons de Ricci gradiente shrinking incluem

n . _ . & »
o R" com funcao peso f(x) = =-, os cilindros <Sm x R ,g,f) com
métrica produto g, e fungao peso f(y,z) = %. Petersen e Wylie [69] mos-

traram que os unicos sélitons de Ricci gradiente shrinking com tensor de

Weyl nulo sao quocientes das variedades S, S x R ou R".
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Em dimensao n = 2, Hamilton descobriu o Séliton cigar ¥ = (R?, g), que
¢ um soliton de Ricci gradiente steady com métrica g dada por

PR dx? + dy? 7
1+ 22+
e funcao peso f(x,y) = —log(1 + 2% + ¢?).
Exemplos de soélitons de Ricci gradiente expanding podem ser o o R™ com
_ e

funcao peso f(z) = —- e produtos destes espacos com variedades Einstein

com constante negativa.

Para um estudo das variedades do tipo Einstein, uma referéncia interes-
sante é o livro do Besse [14]. Para um survey sobre os sélitons de Ricci,
consultar Cao [20]. Para outros exemplos de sélitons de Ricci, além dos jé

citados, consultar Cao [19].

2.1.1 Imersoes em variedades com peso

Seja ¥ uma hiperficie orientdvel isometricamente imersa em (M, g, e~/ dM).
Podemos considerar a curvatura média com peso, que generaliza natural-

mente a curvatura média. Ela foi definida por Gromov em [47], como sendo
Hf=H-<Vfv>,

em que H é a curvatura média de X, ou seja o trago da segunda forma

fundamental, e ¥ é o campo normal unitario a > em M.

Definicao 2.2. Dizemos que uma hiperficie 3, imersa em M, é uma A—hiperficie,

se sua curvatura média com peso satisfaz
Hy =\, (2.1)

em que A € R é uma constante fixada. Quando A = 0 dizemos que > é

f—minima.
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, i ;. . k
Exemplo 2.3. Assuma que X; é uma A—hiperficie imersa em S AT

Entao o produto ¥ = »; x RP é uma A—hiperficie do séliton de Ricci gradi-
ente shrinking (Sk =) x RP g, f) , se, e somente se, Y7 for uma hiperficie
de curvatura média constante em SF T O motivo é que o campo normal
s , , S k
unitario v de ¥ também é o campo normal unitario de ¥; e v € TS AD
Entao, dado um refencial {9,,,...0,,} para RP, temos que (Vf,v) = 0 e
Vo, v = 0. Logo, Hy(¢',x) = H(q',z) = Hx,(¢), (¢,x) € £1 x R Isto im-
plica que Hf = A em X se, e somente se, X; tiver curvatura média constante

em SF

\/2(k=1)

Exemplo 2.4. Qualquer hiperplano imerso no séliton de Ricci gradiente

|z

T métrica

shrinking Gaussiano (R™, g..,, f), com fungao peso f =

canodnica, é uma A—hiperficie, pois (Vf,v) = % ¢ constante e H = 0.

Otimas referéncias para uma introducao ao estudo de variedades com
peso podem ser o capitulo 18 do livro de Frank Morgan [66] e o Capitulo 3
da tese de Bayle [12]. Uma lista de importantes artigos sobre o tema pode
ser consultada no site de Frank Morgan:
http://sites.williams.edu/Morgan/2010/03/16 /manifolds-with-density-fuller-

references/

2.2 Variacoes de area para hiperficies com
peso

Consideremos uma hiperficie ¥ orientavel suave e isometricamente imersa em
uma variedade com peso (M, 7, f). Definimos a drea com peso da hiperficie

Y como sendo

Ap (D) = /Ee_de.
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E o volume com peso de uma regiao {2 C M como

V() = / e fdM.
Q

Assim como as hiperficies de curvatura média constante sao pontos criticos
do funcional area, para variagoes que fixam o volume, as A—hiperficies sao
pontos criticos do funcional area com peso para variacoes que fixam o volume
com peso, este problema foi considerado, de maneira mais geral por Castro e
Rosales [21], que estudaram o caso em que a hiperficie é de bordo livre. As
demonstragoes das féormulas de variacao para a area e volume com peso que
iremos apresentar nesta segao podem ser encontradas em qualquer uma das
referéncias a seguir: Bayle [12] ou Castro e Rosales [21].

Consideramos uma familia a 1—parametro de deformagoes com suporte
compacto dada por ¥, = ®(X,t) C M, com t € (—¢,€), tal que X = ¥y. Seja
X; = d®(£) o campo variacional de X. Quando X, for normal a %, diremos
que a variacao ¢ normal. O elemento de area induzido em ¥; serda denotado
por dX;.

Queremos motivar o que significa dizer que uma variagdo normal ® (3, t)
preserva o volume com peso. Considere o caso em que ¥ é mergulhada e
Y = 09Q. Seja Q; = D(t,2), neste caso, a variagdo preservar o volume com
peso quer dizer que o volume se mantém constante em relagao a variavel t,
ou seja Vi(Q2) = Vy(€). Derivando ambos os lados em relacdo a t, obtemos
que 0 Vs () = [, (X, vye /dy, = 0.

Assim, podemos generalizar o conceito de uma variagado normal ® (3, t)
preservar o volume com peso para uma hiperficie orientavel e isometricamente
imersa Y, definindo que fEt (X, vye=7dY; = 0 para todo t.

Fica claro, entao, que se uma variagao ® (3, t) preserva o volume com peso,
temos que u = (Xj, ) satisfaz fz ue~/dY = 0. Com um argumento baseado

em do Carmo e Barbosa [9], podemos mostrar que reciproca é verdadeira.
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Ou seja, dada uma hiperficie isometricamente imersa e orientavel Y, e uma
funcio u € C§°(X) que satisfaz [, ue™/d¥ = 0 Existe uma variacdo que
preserva o volume com peso ®(X,¢), definida como anteriormente, tal que
u = (Xo, v). Para uma prova deste fato veja Cheng e Guoxin [25], Lema 2.2.

Derivando o funcional area com peso em em relacao a t, e considerando
u(X,t) = (X, v) obtemos a férmula

DAL () = /2 w(H — (Vf,0)) e ds,. (2.2)
¢

Fica claro pela formula de primeira variagao que uma hiperficie ¥ que satisfaz
0Af(u) = 9, Af(54)]i=0 = 0, para qualquer {u € C§°(X) : [Lue dE = 0}
deve ser uma A—hiperficie.

Tomando a segunda derivada do funcional area com peso para uma A—hiperficie
Y. que seja propriamente imersa e tenha area com peso finita obtemos a

formula de segunda variacao da area com peso
2 Ap(u) = O AL (X4) =0 = —/Euque_f dx. (2.3)
Em que o operador Ly em X ¢ definido por
Ly = Ay +|A]* 4 Rics(v,v). (2.4)
Associamos a Ly a forma quadratica Q(u,v) definida em C§°(X) por
Q(u,v) = — /E(uLfv)ef dx. (2.5)

Definicao 2.5. Supondo ¥ uma A—hiperficie, definimos Ind,,() como sendo
a dimensdo méxima do espaco W C {u € C5°(2) : [, ue™ d¥ = 0}, tal que

Q@ ¢é negativa definida em W. Quando Ind,Q = 0, dizemos que X ¢é estavel.
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2.3 Imersoes proprias de A—hiperficies em va-
riedades completas

Uma aplicacao entre espacos topologicos é chamada propria se a imagem
inversa de conjuntos compactos da imagem for um subconjunto compacto
do dominio. Dizemos que a hiperficie X é propriamente imersa em M, se a
aplicagao de imersao de ¥ em M for prépria. Nesta secao, obteremos algumas
condigoes para que a imersao de A—hiperficies completas em uma variedade
com peso completa (M™1 g, f) seja prépria. Cheng e Zhou [28] obtiveram
o seguinte teorema relacionando o fato de um self-shrinker ser propriamente

imersa com limitagoes para o crescimento de seu volume.

Teorema 2.6 (Cheng e Zhou). Para qualquer self-shrinker 3™ propriamente

imerso em R" ' sdo equivalentes,
e X ¢ propriamente imersa;
e X tem crescimento de volume Fuclidiano
e X tem crescimento de volume polinomial

. . ||
e X tem wvolume com peso finito, ou seja, / e 1 d¥ < 400
b

Generalizando este teorema, Cheng, Mejia e Zhou [27] obtiveram que se
(M™,g, f) for um séliton de Ricci gradiente shrinking completo com tensor
Bakry-Emery Ricci satisfazendo Ricy > %, tal que a funcao peso f satis-
faz |[Vf]*> < f, e se ¥ for uma subvariedade completa e f—minima imersa
em M, entao, para X as condigoes de ser propriamente imersa, crescimento
polinomial do volume com peso e volume com peso finito sao equivalentes.

Durante essa secao obteremos resultados semelhantes para A—hiperficies

imersas em uma variedade com peso completa M. O Teorema 2.9 mostra
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que area com peso finita implica em ser propriamente imersa, a reciproca
é verdadeira se supusermos a derivada normal da funcao f limitada, o que

mostraremos no Teorema 2.11.

Definicao 2.7. Seja X uma subvariedade imersa em M. Dizemos que Y tem
crescimento de area polinomial, se existirem um ponto p € X e constantes k

e d tais que para todo r > 1
Area(B,.(p) NY) < krt.
Onde B,(p) denota a bola extrinseca em M de raio r e centrada em p.

Antes de provarmos a proxima proposicao, lembremos uma estimativa

conhecida, advinda do Teorema de comparacao do Hessiano.

Lema 2.8. Seja (M,q, f) uma variedade com peso completa com geome-
tria limitada, ou seja, com curvatura seccional limitada por uma constante
(Ky < k), e raio de injetividade limitado inferiormente por ig > 0. Entao

uma fun¢ao distancia r(x) satisfaz
TV, V) — %|v — (V.| < VR, (2.6)
para r < min{i, \/LE} e qualquer vetor unitdrio V € T,%.
Demonstragao. Veja Colding e Minicozzi [31], Lema 7.1. O
Observe que a equagao (2.6) implica que
TRV V) 4LV~ (V. IR)Tr < VR,
ou seja

1 2 1 _
;W - Vr)? + (V. Vr V2 = VE < VoV, V).
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Como r é fungao distancia, temos |Vr| = 1, assim a desigualdade acima

torna-se:

%\V\? - %(v, V1) —VE < VIV, V). (2.7)

Teorema 2.9. Seja X" uma A\—hiperficie completa nao-compacta e isome-
tricamente imersa em uma variedade com peso completa (M, g, f). Se ¥ tem

drea com peso finita, entao X € propriamente imersa em M.

Demonstracao. Argumentamos por contradicao. Como o argumento é local,
podemos assumir que (M,g) tem geometria limitada. Suponha que ¥ nao
¢ propriamente imersa, e satisfaz Hy = X. Entao existe um ntmero 2R <
min{io, \/LE} e o € M tal que Fﬂg(o) N ¥ ndo é compacta em X, em que
EAR/[(O) denota uma bola extrinseca de raio R centrada em o. Entao, para
qualquer a > 0, existe uma sequéncia {py} de pontos em E%(o) N Y com
dists,(pk, pj) = a > 0, para qualquer k # j. Entao B?(pk) N Bg(pj) = () para
qualquer k # j. Escolha a < 2R. Entao Bg(pk) C B5(0). Se p € B?(pk),
a funcao distancia extrinseca r;(p) = disty(p,p;) de p a p;, pelas equagoes

(2.1) e (2.7), satisfaz as desigualdades:

Ar; = ZV%(@, e;) + H{Vr;,v)
i=1

1 I _
2; - T—|V7"j’2 - n\/E - <ij_, V?”j> - )\<VTj,V>
J )
1
22 — —|Vr* —e, (2.8)
7”]‘ Tj

em que {e;} é um referencial ortonormal de ¥. Observe que na primeira
desigualdade, substituimos na equacéo (2.7) V' = e;, r = r; e somamos em 1,
além de tomarmos ¢ = A + nvVk + SUPBM, (o) IV£|.

Logo, multiplicando ambos os lados da desigualdade (2.8) por r; e usando

o fato que Ar? = |Vr;|* + r;Ar; obtemos

Arjz. > 2n — 2cr;.
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Escolhendo a < {35,2R}, temos que para 0 < p1 <

/ (2n — 2cr;)do g/ Asrido
B (pj) B (pj)
= / <V2r?, vydo pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
83;%: (ps)
</ V>r||v|do
9B} (p;)
< / Vr?|do
0B} (p;)

_ / 20, |[r;|do
OB% (p;)

— 2uA(p), (2.9)

a
2

onde v denota o vetor normal exterior de dB)(p;) e A(u) denota a érea
sem peso de OBE (p;). Observe que na tultima igualdade usamos o fato que
riloBsp,) = 1 e |Vr;| = 1. Aplicando a férmula de co-drea (Teorema 1.5) em

(2.9), obtemos

/Ou(n —cs)A(s)ds < /0“ /dz(p?pj)s(n — er;)do < pA(p). (2.10)

Isso implica que
(n—cp)V(p) < pV'(p),

com V(1) denotando o volume sem peso de B/ (p;). Portanto

=
E

—c (2.11)

. V(s)
Como lim = Wy,
s—0+t s"

V(p) = wype ", (2.12)
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Logo, concluimos que
~f 1 ; ~f ~f gy —
e ldx > / e ’d¥ > inf (e7/) / e 1d¥ = oc.
/2 ; B (p;) B3 (0) ; B (p;)

Isso contradiz a suposicao que o volume com peso de Y é finito. O

No préximo teorema, queremos condigoes que garantam que uma A—hiperficie
propriamente imersa em um soéliton de Ricci gradiente tenha area com peso
finita. Cheng, Mejia e Zhou [27] a provaram no caso f—minimo. A ideia é
encontrar condigoes necessarias para que X C M satisfaga a seguinte pro-

posicao provada por Cheng e Zhou [28]:

Proposigao 2.10 (Cheng e Zhou). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana
nao-compacta. Se f é uma fun¢ao nao-negativa, C* e propria em M que

satisfaz [NV f1? < f em D, = {x € M : 2\/f < r}, para todo r e
Arf+f<k
para alguma constante k, entao M tem volume com peso finito

V(M) :/ e 7dM < +oo
M

V(r) < Cr?,
para r > 1, em que C' € uma constante dependendo apenas de fM e~ fdM.

Teorema 2.11. Seja (M™, g, e=/dM) uma variedade com peso suave com
R_z'cf = kg, em que k € uma constante positiva. Se X" for uma A—hiperficie
completa nao-compacta propriamente imersa e f for uma funcdo convezxa,
com derivada normal f, limitada em X, entao X tem drea com peso finita e

crescimento Fuclidiano do volume (e portanto polinomial).
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Demonstragao. Foi demonstrado por Hamilton [52] que existe uma constante

o tal que a curvatura escalar R de M e f satisfazem
R+|VfP—f=a.

Como (M™*g,e~/dM) é um gradient shrinking Ricci soliton, podemos re-
escalonar a métrica g e tomar uma translacao de f, que ainda denotados por

g e f, de modo que

o 1
R+Af="12
2
R >0.

Observe que a segunda igualdade foi obtida a partir do fato que Ricy = &,
pois, através da normalizacao da métrica, assumimos que k = % e tomamos

o trago em ambos os lados. A partir dessas equacoes, temos que:
Af=|VIP+f=22 e [VIP<S

Foi provado por Cao e Zhou [19] que existe uma constante positiva ¢, tal que
S(r(@) =) < f2) < 5 (r(2) + )%, (2.13)

para qualquer x € M com r(x) = disty(p, x) = ro, em que p é um ponto fixo
de M, c e rqgsao constantes positivas que dependem apenas de n+1 e f(p). Por
(2.13), sabemos que f é uma fungao prépria em M. Como 3 é uma hiperficie
propriamente imersa em M e f é propria em M, f|s é também uma fungao
suave e propria em Y. Observe que escalonando a métrica e transladando
f, ¥ continua sendo uma A—hiperficie. Tomando um referencial ortonormal

{e1,...,en, v} para M temos

Zf:Af+fVV+HfV7



2.4 \—Hiperficies f—estaveis imersas em

Sk x RP. 21
2(k—1)

segue do fato que Hy = A, temos

Af =Af+ fu + VP + Mo
Como consequéncia

Af=IVIP+ f=f = fo = VP =) = VP4 f

:Zf_‘vf|2+f_Afl/—fyu
n+1

<
2

Y (2.14)

Também temos

VIF=IVFTP<IVIP< S

Pela Proposigao 2.10, X tem volume com peso finito e crescimento euclidiano
do volume nos conjuntos de nivel de f com respeito a métrica original e a f.
Mais ainda, pela estimativa (2.13), temos que ¥ tem crescimento Euclideano

do volume. O

2.4 )\—Hiperficies f—estaveis imersas em

Sk x RP.
20i—1)

Nesta secao, consideramos o séliton de Ricci gradiente shrinking

_ =

k p 7 . ~
<S\/m x R ,g,f) com métrica produto g, e fun¢do peso f(y,x) T

k

2T) X RP tem tensor Bakry—Emery—Ricci satisfazendo

Observamos que S

Ric; —Ric+V'f
1 1.,
=29 ey T 200
1
=39 (2.15)
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Em que dz?® = dzi+- - - dz? é a métrica canonica do R?. Lembramos que uma

k

hiperficie > imersa em S x RP é chamada A—hiperficie, se satisfaz

2(k—1)
1
A= Hf =H — —Q,

2
em que o = (x,v), e A é uma constante.
O operador Ly em X é definido por

1 T 5 1
Lf:A—§<x , Vo> +|A] ubt (2.16)

Associamos a Ly a forma quadratica Q(u,v) definida em C§°(X) por

Qu,v) = — /E(uLfv)e_f dx. (2.17)

Nesta secao iremos encontrar uma relacao entre o Ind,( de uma hi-

s’ . k p 7 . . .
perficie ¥ C S o=y x RP e um nimero 7, de forma que ¥ seja uma variedade
produto ¥y x R’. Fato este, que sera provado no Teorema 2.18.

Um resultado importante provado por Cheng, Mejia e Zhou para hi-
perficies f—minimas é a Proposi¢ao 2 de [26]. Usaremos uma versao para

A—hiperficies como segue.

Proposigao 2.12. Seja (M,g,e 7dM) uma variedade com peso e X um
campo paralelo em M, se X € uma A—hiperficie isometricamente imersa em

M, entao a fungao o : 3 — R definida por a = (X, v) satisfaz.
Lya = Ricy(X,v). (2.18)

Observagao 2.13. A demonstragao é a mesma que foi feita por por Cheng,
Mejia e Zhou [26], pois utiliza apenas derivadas da curvatura média com peso,

que sao as mesmas tanto no caso f—minimo, quanto no caso de A—hiperficies.
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Para o préximo lema, iremos considerar > uma A—hiperficie compacta

orientada nao-totalmente geodésica propriamente imersa no séliton de Ricci
. . . k p . .

gradiente shrinking S D) x RP. Definimos o espaco vetorial gerado pelas

fungdes do tipo (v,v), em que v € RP, acrescido das fungoes constantes em

Y. Denotaremos este espago por Span{l, (v,v) : v € RP}.

Lema 2.14. Seja X uma A\—hiperficie compacta orientada nao-totalmente

k X

geodésica propriamente imersa no solitons de Ricci gradiente shrinking S T

RP. Entao Q é negativa definida em Span{l, (v,v) : v € RP}.

Demonstracao. Temos, pela Proposicao 2.12, que () é negativa definida em
Span{(v,v) : v € RP}. E suficiente verificar que Q(1 + u,1 + u) < 0, para

algum v = (v, v) Usando o teorema da divergéncia e o fato que Lju = %u,

1 1
= / ue ldy = /(qu)e_de = / <|A\2 + —) ue~dy. (2.19)
2 Js s = 2

Portanto, [, |A|?ue=/d¥ = 0, e, entdo, u é ortogonal a |A|?. Concluimos que

1 1
Q(l+u,1+u) :—/ <|A|2—|——> e_de—/ue_de— —/u2e_fd2
% 2 P 2 P
1
= — / |Al2e™dY — —/ (u+1)*e/d < 0. (2.20)
2 2 b

]

Observagao 2.15. O lema acima nos garante que se a dimensao do espaco
Span{l,(v,v) : v € RP} for maior ou igual que 2, a hiperficie X, nas
condigoes do enunciado, nao pode ser estavel. De fato, se existisse u = (v, )
que nao fosse constante, com fz ue~/d¥ = a, poderfamos tomar a funcao

U=u— m, que satisfaz [, te™/d¥ =0 e Q(a,a) < 0.

Lema 2.16. Seja ¥ uma A—hiperficie compacta orientada que tenha drea

com peso finita e seja propriamente imersa no soliton de Ricci gradiente
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shrinking Sk x RP. Para quaisquer fungoes ¢ € C(X) e u € C(X)

2(k—1)

temos que

/qﬁu(Lfgbu)e_de:/¢2u(qu)e_de—/ IVo|?u?efdn.  (2.21)
b b b

Em particular, se u = (v,v), v € RP, entao

/¢2|A|2<v,1/)edezQ/gbA(V(b,vT)ede, (2.22)
P %

Demonstracao.

/ pu(Lppu)e ™l de = / (u PN p + = <v¢ Vu?) + ¢2uqu> e fdY
b
:/ (u2¢Af¢ — u2¢Af¢ —u?| V| + ¢2uqu) e~ /dx
b
_ / (Pulu — w?|Vo[2) e/ . (2.23)
b

Observe que, da primeira para a segunda linha usamos a integracao por
partes na forma (c¢) do Teorema 1.4.
Isso demonstra a equagao (2.21).

Vamos, agora, demonstrar a equagao (2.22). De acordo com a Proposigao

2.12, temos Ly(v,v) = 1(v,v), segue que

/my Y = /¢Lfvy ¥,

:/E (5 + |A|2> gb(v,y)e—de—/E(V¢,V(v,u>)e_fd2.
(2.24)

Portanto, temos

/]A|2¢<v,y>e_fd2:/A(V¢,UT)e_fd2.
% %

Substituindo ¢ por ¢?, obtemos (2.22). O



2.4 \—Hiperficies f—estaveis imersas em

Sk x RP. 25
2(k—1)

Lema 2.17. Seja ¥ uma A—hiperficie orientada que tenha drea com peso

finita e seja propriamente imersa no soliton de Ricci gradiente shrinking

k

2T x RP. Considerando o espaco V', definido como um espaco vetorial

sobre 0s niumeros reais por
V = Span{l, (v,v) : v e RP}

Entao, existe ¢ € C§°(X) tal que QQ € negativa definida em ¢V e Dim (V) =
DimV.

Demonstragao. Tome u = a+(v,v), a € R e considere Q(¢u, pu). Da equagao

(2.21) temos que
Qu, du) = — /E (6L ju — w2|Vo]?) et ds
== /E (¢2ua (% + |A|2)) e fdy — /2 (¢2u%<v, V>> e fdn
Vo|*u?) e /dx.
—|—/E(| o|*u?) e
Usando o fato que u = a + (v, v), obtemos
Q(pu, pu) _ L / (¢*u?) e fds — / (¢*A)%a%) e /dx
2 Jx .
—/ (¢*A)a(v,v)) e~ fdS +/ (IVo[u®) e/ dx.
) )

Usando a equagao (2.22), a desigualdade de Cauchy-Schwarz e uma desigual-

dade do tipo 2zy < 2% + 2, obtemos a seguinte desigualdade
/ (¢2|A|2a(v, v)) e 1ds ’ =2 / (pA(Vg,v")a) e /dx ‘
b )

2 —f 2 —f
</2 (¢°|A"a®) e dZ—i—/Z (\V¢]2|UT| )e dx.
(2.25)

Portanto,

Q(ou, pu) < —1/ (¢°u?) ede—i—/ (IVe|*(u® + o' ) e /dE.  (2.26)
2 P %
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Fixando um ponto ¢ € 3, no espago ambiente ¢ é da forma (¢, x). Para

R > 0 grande, definimos a func¢ao de corte ¢ por

1 lz] < R
¢r(z,¢)=41- (1/R)(r—R) R<|z|<2R (2.27)
0 r>=2R

Tomamos a restricao de ¢g|s, que ainda denotaremos por ¢g. Observe que
|\Vor| < 1/R. Também temos que ¢r € C§°(X), pois X é prépria.

Logo, a equagao (2.26) pode ser escrita como

1 |

Qonu,oru) < —3 / (6h?) e~ A+ / k et
> 51{8% sy (57\BRO)

(2.28)

Como a area com peso de Y é finita, temos que / lv[?e™7dY < 400 para
qualquer v € RP. Fixando v, de forma que tenhamog u Z 0, e tomando

R — oo, verificamos que existe R, tal que Q(¢r,, dr,) < 0. Queremos en-
contrar um R que seja independente de v € R'\ {0} C RP\ {0}. Em que
R\ {0} ¢ o conjunto formado pelos vetores v, tais que (v,v) # 0.

Observe que a dimensao de V' nao é necessariamente p. Seja {a; + (v;, V) }
uma base de V, com |a;]?+ |v;|> = 1. Defina S = {d;(a;+ (v;,v)) : Y. d? = 1}
e observe que como DimV < oo, temos que S é um compacto. Isso implica
que existe Ry tal que, para todo u € S temos que (S’i/m X BgO(O)) N{u #
0} # 0; se nao, existiria uma sequencia u; = d; (a;+(v;, v)) € S tal que u; =0
em Si/2(n——1) X B;. Passando a uma subsequéncia e tomando o limite d — de,
terfamos que (d;°(a; + (v, v))) =0 € S o que é uma contradicao. Portanto,

para R > Ry e u € S segue que

/ (¢7u?) e /dE = Mg > 0. (2.29)
Y
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Observe que My, é crescente em R, e que Dim(¢rV') = DimV. Como |v;| < 1,

obtemos /|vz~|26_fd2 < As(X). Logo, a equacdo (2.28) pode ser escrita
>

COmo

M Ar(2

Mr | As )’
2 R?

para todo u € S e R > Ry. Tomando R — oo, podemos encontrar R inde-

Q(¢Ru7¢RU) < -

(2.30)

pendente de u tal que Q(pru, pru) < 0 para todo u € S. Portanto, temos
que DimV = Dim(¢rV') e que Q) é negativa definida em ¢gV. ]

No proximo teorema iremos considerar o espago ¢V do Lema 2.17, e usar
sua dimensao para mostrar que uma limitacao no Ind,(Q) forca ¥ a separar

um espaco linear.

Teorema 2.18. Considere uma hiperficie two-sided suave propriamente imersa
10- 5en k p . .

nao-totalmente geodésica 3 C Sm x RP, que tenha drea com peso finita,

e satisfaca as sequintes condicoes: H = (V f,v)+ X e Ind,,Q < p— 1. Entdo,

existe um numero natural i tal que p — Ind,Q <t <p—1 e temos que
¥ =% x R (2.31)

Demonstracao. Seja V= Span{l, (v,v)}yere. Primeiro vamos avaliar a di-
mensao de V' (DimV'). Considere o caso que as fungoes constantes a €
Span{(v,v) }yere. Temos, pela Proposicao 2.12, que Lsa = %a, mas, como a
também ¢ constante, entdao Lra = (3 + |A|*)a. Portanto |[A?a =0 e como X

¢ nao-totalmente geodésica, temos que a = 0. Logo,
DimV =1+ DimSpan{(v, V) }verr. (2.32)

Pelo Lema 2.17, temos que para alguma ¢ € C3°(X), DimgV = DimV e que
(@ é negativa definida em ¢V.
Como estamos analisando variacoes que preservam volume, nos restrin-

gimos as fungoes {u € C§°(X) : [pue/dE = 0}. Ou seja, precisamos



2.5 A\—Hiperficies f—estaveis imersas em

Sk X R. 28
2(k—1)

considerar o espaco ¢V N 1+, pois cada funcao neste espaco adiciona 1 no

calculo do Ind, Q.

Observe que Dim(¢V N 1+) = DimV ou Dim(¢V N 1+) = DimV —

1, pois considerando uma base {¢u;} para ¢V, se tivermos ¢u; L 1 para
todo i, temos que Dim(¢V N 1+) = Dim(¢V) = DimV. Caso isso nio
ocorra, podemos proceder conforme a observagao 2.15 e encontrar constantes
{a;} € R de forma que as fungoes @; = ¢(u; — a;) satisfacam [ e /d¥ =
0. Portanto, temos que Dim(¢V N 11) > DimSpan{{v,v)},crr. Entao,
DimSpan{(v,v)}yere < Ind,Q.

Considerando o nticleo da transformacao linear R? — C'*°(X) dada por

v — (v, V), temos que

Dim{v : (v,v) =0} = p — DimSpan{(v, V) }serr

> p— Ind,Q. (2.33)
Finalmente, observe que
Y =%y x{v: (v,v) =0} (2.34)

Pois se (v,v) =0, a curva y(t) = tv C X. O que conclui a demonstragao.

O

2.5 A—Hiperficies f—estaveis imersas em

Sk % R.
2(—1)

O objetivo da presente secao ¢ classificar as A—hiperficies f—estaveis, que

tenham drea com peso finita e sejam imersas na variedade produto
t2

S* x R com funcio peso f(p,t) = T

2(k—1)
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Consideraremos SF T x R uma variedade Riemanniana com a métrica

produto

7= de.
g gg'\v/m +

k x R satisfaz

Uma A\— hiperficie ¥ imersa em S ST

t
\=Hp=H~ o,

em que o = (0, V) e A é uma constante. O operador Ly em X é definido por

t 1
Ly=A— §((c‘)t)T,V) - |A|2+§. (2.35)

Associamos a Ly a forma quadratica Q(u,v) definida em C§°(X) por

Q(u,v) = —/E(uLfv)e_de. (2.36)

Lema 2.19. O slice S¥ x {t}, com t € R fizado, € uma A\—hiperficie
V2(k—1)

em S* T x R. Mais ainda, uma A\—hiperficie 3 completa € imersa em um
slice horizontal S Te=Re {t} se, e somente se, ¥ é Sm x {t}.
Demonstracao. O normal unitario v de X satisfaz v = 0; e portanto A, X =

Vv = 0, VX € TX. Portanto ¥ é totalmente geodésica. Como

— t
\Y ==
Vfv) =3,
= t
Hy=H—- <Vfv>= —5 (2.37)
Segue que X é A—hiperficie se, e somente se, t = —2\. Mais ainda, pela

equagao de Gauss (1.5) sabemos que ¥ tem curvatura seccional positiva cons-

k
2(k—1)

7 . _ k

é simplesmente-conexa, ¥ deve ser S oy x {t}. O

tante e, portanto, é fechada. Como X é fechada e tem dimensao k e S
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Lema 2.20. S

k s, ) K —
TR {t} € estdvel para variagoes que preservam volume.

71 k . I

Demonstracao. Temos que S o= x {t} satisfaz Vf = (Vf)' = 0 e por

isso, conforme o Lema 2.19, é uma hiperficie totalmente geodésica. Portanto,

1
Ly=8g ___+5. (2.38)

Conforme Cheng, Mejia e Zhou ([26] Lema 2) os autovalores de Ly sao

B 1
My =Hi— 5
em que ji; = J (2]-(;51)1)7 j=0,1,... 530 os autovalores do laplaciano Asl\c/m .

Usando o Principio do méximo e o Teorema 2 de Cheng, Mejia e Zhou [26],
verificamos que as fungoes associadas ao primeiro autovalor sao as constantes.

Pela Teoria espectral, as préximas auto-fungoes sao ortogonais as fungoes

k
20k—1)
e a norma L? com peso é multipla da norma L? sem peso. O

constantes na norma L? com peso, pois em S a funcao f é constante

Lema 2.21. Seja X uma \—hiperficie compacta orientada ndao-totalmente
geodésica e propriamente imersa no soliton de Ricci cilindro shrinking

(S*
2(k—1)
o = <3t, V>.

x R, g, f). Entao Q € negativa definida em Span{l,a}. Em que

Demonstracao. E suficiente verificar que Q(1 + a,1 4+ a) < 0. Usando o

Teorema da divergéncia e o fato que Ly = %a,

1 1
= / aedy = /(Lfa)e_de = / (|A\2 + —) el dy. (2.39)
2 Js s s 2

Portanto, [, |A]?ae™/dS = 0 se, e somente se, a é ortogonal a |A[%. Entao,

conforme o Lema 2.21 temos
Ql+a,l1+a)= —/ |APe™de — /(a +1)%e77d < 0. (2.40)
b M

]
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Para a demonstragao do proximo teorema, iremos fazer uso do Teorema

3 de Vaken e Vrancken [78], o qual enunciamos abaixo:

Teorema 2.22 ([78]). Seja M™ wma hiperficie totalmente geodésica de
S™ x R. Entao, hd duas opcoes:

(i) M™ é um aberto de S" x {t}, com t € R, ou,
(i) M™ é um aberto de S*™! x R.

Ao aplicar este resultado ao nosso teorema a seguir, temos que o caso
em que Y for um aberto proprio das variedades acima nao ocorrerd, pois,
como suporemos > completa e propriamente imersa, pela Proposicao 2.3 de

do Carmo [36], uma variedade completa é também nao-extensivel.

Teorema 2.23. Seja X2 uma A\—hiperficie completa orientada, com drea com
peso finita propriamente imersa no soliton de Ricci cilindro shrinking

k — ~ sz 7
(S\/m xR, g, f). Entdo X € estdvel se, e somente se, 3 for

k k-1
Smx{t} ouSme.

Demonstracao. Observamos que em Y temos
Vit = (Vt)T = at - <8t, V>l/.
Entao,
IVt =1—(0;,v)* =1-a? (2.41)

Dividiremos a prova em duas partes. Na primeira, supomos > compacta. E

na segunda parte, supomos que Y nao é compacta.

i) Suponha ¥ compacta
Entao, existe um ponto p € ¥ tal que t(p) = mazxst e |Vt|(p) = 0. Pela

equagao (2.41), temos

0=[Vtf(p) =1-a’(p).
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i)

Logo a(p) = £1 e entdo « Z 0. Se a = 1 ou @ = —1, pela equagao

acima temos Vt = 0 e portanto, de acordo com o Lema 2.19, ¥ é um
. . k:

slice horizontal S Wy x {t}.

Se a # 1 entao, pelo Lema 2.21, Ind,@ > 1, e portanto ¥ nao pode

ser estavel. O que conclui o caso compacto.

Suponha que ¥ nao é compacta.

De acordo com a Proposi¢ao 3 de Cheng e Zhou [29], temos o > 0 e
se a nao for constante, entao, de acordo com o Lema 2.17, ¥ nao é

estével.

Sea=a+#0€R, como Lya = (1/2+|A]*)a e Lya = o, temos que

> é totalmente geodésica.

Resta, portanto, analisarmos a situacao em que o = 0. Pela equagao
(2.41), isto implica que 0; € T, X para qualquer ¢ € . Logo, qualquer
reta vertical {¢'} x R passando por 3 deve ser uma curva em Y. Segue

. B k
entao que X = ¥; X R, em que ¥; C Sm.

Pelo Exemplo 2.3, ¥ é uma A—hiperficie se, e somente se, > tiver
curvatura média constante em S"\f/m. Neste caso, o operador de es-

tabilidade se escreve como:
5 1
Lf = Af + |A| + 5
1
=A+(VFf, V) +|As, > + 3

_ 1
= <A21 + | As, |? + Ricgr 2(H)(u, y)) + <a§ + 5&) . (242)

Observe que a primeira parte do lado direito da equagao (2.42) é o
operador de Jacobi Jy, para a hiperficie de curvatura média constante

Y1 em S’i/m. Se o Ind, (s, de ¥; for maior que 1, entao existe uma
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fungdo ¢ com [, ¥d¥; = 0e Qx, (1, ¢) < 0. Escolhendo ¢(g,t) = ¥(q)
com (q,t) € X1 X R temos Q(p,¢) < 0. E portanto, o Ind,Q de X é

pelo menos 1. Logo ¥, ¢ estavel no sentido classico e como também ¢é
uma hiperficie de curvatura média constante em S¥ 2D propriamente
imersa e fechada, entao, pelo Teorema 1.2 de Barbosa, do Carmo e

Eschenburg [10], sabemos que ¥; é uma esfera geodésica.



Capitulo 3

Uma desigualdade de
Faber-Krahn em variedades

com peso

3.1 Introducao

As estimativas para autovalores de operadores diferenciais, parciais, elipticos
sao um velho problema em andlise. Relacionar este autovalor com alguma
desigualdade isoperimétrica gerou muitos teoremas interessantes em analise
e geometria. Um dos mais importantes é a desigualdade de Faber-Krahn,
primeiro conjecturada por Rayleigh [70], foi provada, independentemente,
por Faber [41] e Krahn [55]. A desigualdade de Faber-Krahn afirma que o
disco, entre todos os dominios planos de igual area, tem o menor primeiro
autovalor do Laplaciano para o problema de Dirichlet. E além disso, caso
haja igualdade entre os autovalores o dominio deve ser um disco.

Em 1999, Bhattacharya [16] generalizou este resultado, mostrando que

entre os dominios limitados do R", a bola é o que possui o menor primeiro
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autovalor do p—Laplaciano, 1 < p < oo, para o problema de Dirichlet. E, da

mesma forma, em caso de igualdade o dominio deve ser uma bola.
Desigualdades do tipo Faber-Krahn também foram obtidas em outros

ambientes. Um deles, muito importante na teoria das probabilidades, ¢ o

espaco de Gauss, que definiremos como segue:

Definigao 3.1. O espago de Gauss G" é a variedade com peso (R",§, V), em

que ¢ é a métrica canénica do R", e a funcao peso ¥ satisfaz
eV = (1/2m)"2e 1o/,

Com tal medida, G™ possui volume com peso unitério, ou seja Vg (G") =

fR" e Vdr = 1.

Conforme o Exemplo 2.1, G™ é um sdéliton de Ricci gradiente shrinking,
pois satisfaz Ricy = 0. Na teoria das probabilidades as medidas da forma
(y/2m)"2e7%*2dz, com ~ > 0, também sdo chamadas Gaussianas. Todos os
resultados que provaremos, seguem de forma analoga para tal familia de me-
didas, tomando o cuidado de escalonar sempre que necessario, assumiremos
v =1, a fim de nao carregar a notacao.

Uma desigualdade isoperimétrica para o espago de Gauss foi obtida de
maneira independente por Borel [18] em 1975 e por Sudakov e Tirel’son
[75] em 1978, demonstrando que os semi-espagos sao as regides de menor
perimetro dentre todas as regioes de volume fixado. Em 1982 Ehrhard [39]
deu uma nova demonstracao desta propriedade através do método de sime-
trizacao Gausssiana.

Utilizando esta desigualdade isoperimétrica, junto com a simetrizagao
Gaussiana, Betta, Chiacchio e Ferone [15] obtiveram uma versao da desi-
gualdade de Faber-Krahn para o espaco de Gauss. Eles mostraram que dado

um dominio 2 C R™ com Vy(f2) < 1, o primeiro autovalor do Laplaciano
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com peso com condicao de Dirichlet em €2 é maior ou igual que em Q*. Em
que 2* é um semi-espago de mesmo volume que €2 obtido através do processo
de simetrizacao Gaussiana. Caso haja igualdade entre os autovalores, entao
a menos de uma rotacao 2 = Q*.

Em 1980, Gromov [47] obteve uma desigualdade isoperimétrica, conhe-
cida como desigualdade isoperimétrica de Levy-Gromov. Considerando uma
variedade compacta (M™"! g), com tensor de Ricci satisfazendo Ricys >
Ricgn+1 = n e tomando um dominio V' C M com fronteira suave e B C S**!
uma bola geodésica, de forma que

Vol(V)  Vol(B)
Vol(M) — Vol(Sn+1)’

Entao, segue que
Vol(0V) S Vol(OB)
Vol(M) =~ Vol(Sv+1)’

Tal resultado, junto com a simetrizacao de Schwarz, possibilitou obter

desigualdades de Faber-Krahn, comparando auto-valores do problema de Di-
richlet entre os dominios V' e B.

Mais especificamente, nas mesmas condigoes da desigualdade isoperimétrica
de Levy-Gromov [47], Bérard e Meyer [13] mostraram que o primeiro auto-
valor do Laplaciano, com a condicao de Dirichlet, em uma bola geodésica B
na esfera S™, que tenha mesmo volume que V' C M é sempre menor ou igual
que em V. Se houver igualdade temos rigidez, ou seja, M ¢é isométrica a
esfera. Este resultado foi generalizado por Matei [62], considerando o mesmo
problema com o operador p—Laplaciano, para 1 < p < oo.

Percebemos que seria interessante obter uma desigualdade de Faber-Krahn
entre variedades com peso. Em todos as versoes citadas, um ingrediente fun-
damental foi uma desigualdade isoperimétrica. Uma versao da desigualdade

isoperimétrica de Levy-Gromov para variedades com peso foi obtida em 1980
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por Bakry e Ledoux [7] usando semi-grupos de Markov. Outras abordagens
obtiveram este mesmo resultado: Bayle [12] a partir das formulas de primeira
e segunda variagao de drea e Frank Morgan [65] a partir de uma versao do
Teorema de Heintze-Karcher para variedades com peso. A versao contida

em Morgan [65] é a que segue:

Teorema 3.2 (Levy-Gromov Generalizado). Seja (M™, g, f) uma variedade
Riemanniana suave completa conexa com fungao peso suave f, volume com

peso unitdrio, e curvatura Bakry—E’mery Ricci dada por
Ric; = Ric+ V*f > v > 0.

Entao, o perfil isoperimétrico P(V') (menor perimetro a englobar determi-
nado volume) satisfaz

P> P, (3.1)

em que Pg, € o perfil isoperimétrico do espago de Gauss com peso ¥, de
forma que

e = (y/2m)2e
e Ricy = —V? U =+,
No espaco de Gauss, os minimizadores de perimetro sao hiperplanos. Se
a igualdade valer em (3.1) para algum 0 < V < 1, entdo M € o produto
do espago de Gauss unidimensional com algum espa¢o Euclidiano (n — 1)-

dimensional com peso.

A partir daqui, vamos considerar, (M, g, f) uma variedade com peso com-

pleta e que tenha volume com peso unitario, ou seja

V(M) = / e fdM = 1.
M
Definimos o operador p—Laplaciano com peso por

A, su = el div(e™ |VulP~2Vu), (3.2)
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em que u estd no espaco de Sobolev com peso VVO1 P(Q, f), sendo Q C M um
dominio (ver Defini¢ao 3.4).

Dizemos que um numero A é um autovalor do p—Laplaciano com peso
para o problema de Dirichlet, se existir funcao u € W, ?(Q, f)\{0}, tal que
Apru=AuP"2u em Q

(3.3)
u=>0 em 09,
no sentido das distribuigoes.
Definimos o primeiro autovalor, A; (€2, f), para o problema (3.3) como
sendo o menor autovalor nao-nulo e podemos caracteriza-lo variacionalmente
por

Jo IVulPefdM
Jo lulpe=fdM

Ap(Q, f) = inf{ ue WyP(Q, f), u# O} : (3.4)

O fato que existe uma autofuncao associada ao primeiro autovalor é garantida
pelo Lema 3.1 de Drabek, Kufner e Nicolosi [38] e ainda o Teorema 3.1
de Drabek, Kufner e Nicolosi [38] garante que esta primeira autofungao é
simples.

O objetivo principal deste capitulo é demonstrar o seguinte teorema

Teorema 3.3 (Desigualdade de Faber-Krahn). Seja (M", g, f) uma varie-
dade Riemanniana suave completa conexa, com func¢ao peso suave f, volume

com peso unitario, e tal que seu tensor Barky—Emery Ricci satisfaz:
Ric; = Ric+ V2f > 1. (3.5)
Seja A1 ,(Q2, f) o primeiro autovalor para o problema de Dirichlet

Apju=AuP?u em  Q
! (3.6)
f=0 em 09,
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com 2 < p < oo. Considere o sequinte semi-espagco no espaco de Gauss:
Q' =H(a) ={(z1,...,2,) € G", x> a}.

de forma que o volume com peso de Q0* em G™ seja igual ao de Q em M e

menor que 1, ou seja

Vo () = / e Vdr = V() = / e~ fdM < 1.
Q 0

Sendo A1 ,(2*, V) o primeiro autovalor do p—Laplaciano com peso para o

problema de Dirichlet em Q*, vale a sequinte desigualdade,
)\l,p(Q7 f) 2 )\1,p<Q*7 \Ij)

O capitulo estd organizado da seguinte forma:

Na Secao 3.2 iremos estudar as versoes com peso dos espagos de Sobolev
e dos espacos LP. O resultado mais importante é a compacidade da imersao
de WyP(Q, f) em LP(Q, f).

A Secgao 3.3 é dedicada ao estudo da simetrizagao Gaussiana de fungoes,
iremos obter uma desigualdade do tipo Pélya—Szegé (Proposicao 3.9) e uma
desigualdade de Poincaré em W,* (€, f) (Proposicao 3.11).

Finalmente, na Secao 3.4 iremos demonstrar o Teorema 3.3.

Ao longo do texto iremos considerar 2 < p < oo.

3.2 Espacos de Sobolev em variedades com
peso

Seja (M, g, f) uma variedade com peso e 2 C M um dominio. Considerando

uma funcao u : 2 — R mensuravel com |ulP também mensuravel, definimos

il = ( / |u|pe-fdM)
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LP(Q, f) = {u : Q = R; mensurdvel, com ||u||rq,5) < 00}

Definicao 3.4. [Espaco de Sobolev em variedades com peso| Considere

(M, g, f) uma variedade com peso e 2 C M um dominio. Seja
e, f) = {u € C™(Q); ||lul|Lr,p < 0 e / |VulPe FdM < oo} :
Q

Para u € €P(Q, f), definimos

1 1
o) = ( / |u|pefdM) T ( / \wpefdM) |
Q (9]

Definimos o espaco de Sobolev, WP(€2, f), como o completamento do
espaco €P(), f), em relacdo a norma || - ||wir,s) dada acima. Com tal
definigao, WHP(§, f) é um espago de Bannach uniformemente convexo e,
portanto, reflexivo (ver Teorema 1.3 (i) de Drabek, Kufner e Nicolosi [38]).

Podemos ainda considerar

e, f) = {u € C°(); [|ullzra,py < oce / |VulPe FdM < oo} .
Q

Neste caso denotaremos o completamento deste espago em relacao a norma
| - llwrro,p) POr Wy (Q, f) (Gracas ao Teorema 1.3 (ii) de Drébek, Kufner
e Nicolosi [38], poderfamos também ter definido W,*(Q, f) como o comple-
tamento das funcoes em C§°(€2) em relagao a norma || - [lwir@,r). A fim de
distinguir os espagos, usaremos a notagao || - ||W3,p(97 f) Para a norma, quando

0 espaco que estivermos considerando for I/VO1 P(Q, ).

Lema 3.5. Seja (M, g, f) uma variedade com peso que tenha volume com
peso unitario e Q C M um dominio tal que V() < 1. Se A\p(Q2, f) €
o primeiro autovalor do problema (3.3) e u a autofun¢ao correspondente,

temos que u nao muda de sinal e possui reqularidade CH*($2).
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Esse lema segue dos resultados provados por Tolksdoff [76], que demons-
trou regularidade de solugoes para uma classe de EDP’s que tem como caso
particular o problema (3.3). O fato que u nao troca de sinal pode ser argu-
mentado como no caso classico. De fato, se u é uma autofuncgao relativa a
A1p(8, f) entao, tanto u quanto |u| minimizam (3.4), logo |u| também é uma
autofuncao associada ao primeiro autovalor. Pela desigualdade de Harnack

(ver Trundinger [77]) segue que ou |u| > 0 em € ou |u| =0 em €.

3.2.1 Compacidade da imersao de Sobolev

Lembramos que estamos considerando 2 < p < oo. Bakry e Emery [6]
mostraram que se (M, g, f) satisfaz Ricy > §g, para alguma constante a > 0,
e tem volume com peso finito V¢(M), entdo vale a seguinte desigualdade de

Sobolev logaritmica:

2 4
2] S — _fdMé—/ 2e~fdMm .
/Qu og (fﬂu%fdM e - Q|Vu| e , (3.7)

para um dominio 2 C M e toda funcao u € C§°(2). Para uma demonstragao
desta e de outras desigualdades logaritmicas consultar Guionnet e Zegarlinski
[50].

Considerando apenas as fungoes u € C5°(€2) que satisfazem [, u® e~ /dM =

fM e fdM =1, obtemos
4
/u2 logu?e~fdM < —/ |Vul?edM. (3.8)
Q aJo

Cheng e Zhou [30] mostraram que a desigualdade (3.8) vale para as fungoes
u € C°(R) se, e somente se, vale para as funcoes u € Wy (€, f).

Podemos usar um argumento como em Gross [49], e considerarmos @ =
lulz, com [y @tefdM = [,, e dM = 1. Observe que se u € C§°({2) entédo

u € C}(Q), pois estamos considerando p > 2. Substituindo @ em (3.8),
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obtemos

2
/ ufP log wPe = dM < 2 / P2 Vul2e! dM. (3.9)
Q a Ja

Utilizando a desigualdade de Holder no lado direito da desigualdade (3.9)

obtemos

2 p=2
/|u|p10g|u|pe fan < 22 (/ Ve fdM)p (/ |u|”e‘fdM) '
Q

Utilizando a desigualdade de Young no lado direito da desigualdade acima,

obtemos

4
ul? log ulPe fdM < = YulPe fdM upe Fam
a
Q Q

(3.10)
Por um argumento anélogo ao feito por Cheng e Zhou [30], podemos mostrar
que a desigualdade (3.10) vale para as fungoes u € C§°(€2) se, e somente se,
vale para as funcdes u € Wy (9, f).

Antes de provarmos a compacidade da imersao, vamos recordar alguns
fatos da teoria da medida. Seja (€2, F, i) um espago de medida, com medida
total finita p(2) e LP(u) o espago de Banach das fungoes de valor real em (2,
mensuraveis e cuja p—ésima poténcia é u-integravel.

Um subconjunto K de L'(u) é chamado uniformemente integrével se dado
e > 0, existe um § > 0 tal que sup{ [, |uldp : u € K} < e sempre que
u(E) < 4. Iremos precisar do seguinte lema, cuja demosntragao pode ser

encontrada em Bogachev [17], Teorema 4.5.9.

Lema 3.6 (De La Vallée Poussin). Nas condi¢oes descritas acima, um sub-
conjunto K de L*(u) € uniformemente integrdvel se, e somente se, existe

Q(t)

uma funcao @) convera e nao-negativa, tal que lim; — = oo de forma

sup{/QQ(WI)du e K} <.

que
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Suponha (M, g, f) uma variedade com peso completa e que tenha volume
com peso finito. Considere {2 C M um dominio com ou sem bordo. Podemos
pensar {2 como sendo um espago de medida (2, F, i), em que F é a sigma

dlgebra gerada pela métrica e p ¢ a medida dada por pu(Q) = [, e fdM.

Teorema 3.7. Seja (M, g, f) uma variedade com peso completa e que tenha
volume com peso finito. Considerando 2 C M um dominio que admite uma
desigualdade de Sobolev logaritmica (3.10), entdo a inclusdo Wol’p(Q,f) C

LP(Q2, f) é um mergulho compacto.

Demonstracao. Comparando as normas, vemos que a aplicacao identidade
WyP(, f) — LP(Q, f) é continua e, portanto, um mergulho. Para verificar
a compacidade, basta mostrarmos que qualquer sequéncia {ug 72, limitada
na norma || - ||W01,p(97f)7 possui subsequéncia convergente na norma || - || zr(q,f)-
Da teoria classica de espacos de Sobolev em variedades, sabemos que tal fato
é verdade se €2 for compacto. Entao, assumiremos que {2 nao é compacto.

Seja {€;} uma exaustao compacta de € com fronteira 9¢; de classe C*
para cada i. E conhecido que neste caso, a imersao Wy (Q;, f) < LP(, f)
é compacta (ver Hebey e Robert [53]). Portanto, a sequéncia {u}, res-
trita a €);, possui uma subsequéncia convergindo em LP(€);, f). Pela Teo-
ria da medida, uma sequéncia convergindo na norma L” possui uma sub-
sequéncia convergindo q.t.p. Passando a sequencia diagonal, conseguimos
uma subsequéncia de fungbes {uy}, que ainda denotaremos por {u}, e uma
fungdo u definida em €, tal que {ux} converge q.t.p para u em €);, para
cada 7, e portanto, converge em (). Pelo Lema de Fatou, fﬂ lulPe=7dM <
liminf [, [ug[Pe 7 dM < oo.

Pela desigualdade de Sobolev logaritmica (3.10), temos que toda wuy sa-
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tisfaz
4 2(p—2
/ |lug|P log [ug|PeFdM < — (/ |Vuk|pe_fdM)+M (/ |uk|pe_fdM) :
(3.11)
Como cada uy é limitada na norma || - HW(}“’(SL f)» podemos encontrar uma

constante C', de forma que tenhamos
/ g P log [ug[Pe=TdM < C.
Q

Tomando Q(t) = tlogt —ag > 0,1t € [0,+00), para algum ay > 0.
Temos que Q(t) e {u}} satisfazem as condigoes do Lema 3.6 e, portanto,
{ul} é uniformemente integravel. Pelo Teorema de Ergorov (ver Teorema
7.12 de Bartle [11]) como {uy} converge a {u} q.t.p e 2 tem medida finita,
temos convergéncia em medida. Como a sequéncia {uy} ¢ limitada na norma
|- llw1r(,p), também serd na norma || -{|zr(q,f). Assim, estamos nas condigoes
do Teorema da convergéncia de Vitali (ver Teorema 7.13 de Bartle [11]) e
portanto temos que [, |ux — ufPe”/dM — 0. Ou seja, up — u em LP(S, f).

O que mostra a compacidade do mergulho WP (Q;, f) < LP(Q;, f). H

3.3 Simetrizacao Gaussiana

Seja (M, g, f) uma variedade com peso e 2 C M um dominio. Definimos
mg(£2, f), como sendo o subespago de €4(€2, f) constituido pelas fungdes que
tem pontos criticos nao-degenerados contidos no interior de seu suporte, e
ainda mg (€, f) como sendo o subconjunto de mq(€2, f) formado pelas fungoes

nao-negativas. Temos, pelo Lema 1 de Aubin [5], que my(£2, f) é denso em

WoP (9, ).
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Definigao 3.8 (Simetrizagao Gaussiana de fungoes). Seja u € mg (€, f).
Considerando os conjuntos €; = {z € Q; u(x) > t}, vamos tomar uma
correspondéncia entre {); e uma familia de semi-espagos H (o) C G", de
forma que H(ay) = Qf := {(x1, - ,z,) € R™; z1 > oy} satisfaz Vi () =
Vg (€)f), para qualquer valor de ¢t. Observe que, tomando a funcao real @,

definida por

temos que Vg () = ®(a).

Seja
r: [0,esssup u] — [ag, +00]
t — g,

a correspondéncia entre os parametros, temos que r = ®~H(V;(Q;)) é uma
funcao crescente, continua, e diferenciavel nos mesmos pontos em que u é
diferencidvel (ver Berard e Meyer [13], apéndice B). Por isso, podemos tomar

sua inversa u* = r~1. Se II; é a projecao sobre a primeira coordenada de R”,
uw=u"olly

estd bem definida e

U*laQZ =t.
Chamamos u* de simetrizacao Gaussiana da funcao u.
Proposigao 3.9. Seja u € mJ (9, f), temos que
/ |VulPeFdM > / (Vu*[Pe™Y da. (3.12)
Q %
Demonstracao. Vamos definir

Vi(t) = Vol(Qy) = Vol(u™'(t, o0)),
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A (t) = Vol, 1(0Q) = Vol, 1 (u™'(t)),

Vi (1) = Vol(2) = B(A,) = / N o

Da férmula da co-area (1.5), tomando um valor regular ¢ de u, temos que

esssup u
Vi(t) :/ e_fdM:/ ds/ |Vu|te T dAs,
Q ¢ u=t(s)

Vi(t) = —/ |Vu| e /dA,.
~H(t)

Usando que p > 2, segue da desigualdade de Holder que

1-p
/ |VuP~te /dA, 2(/ 11/pe_fdAt) (/ (|Vu|p_1)11pe_fdAt)
u=1(t) u=1(t) u=1(t)

=(Af<t>)”( / l(t)uwrl)e-fdAt)l_p
_ Aty

:/ (Vu*|Pte ™V da.
(u) =1 ()

Onde a tltima desigualdade segue do Teorema 3.2. Usando a féormula de co-
area 1.5 e o fato de que o conjunto onde u* nao é diferencidvel tem medida

zero, podemos integrar ambos os lados da desigualdade de 0 para esssup u

obtendo (3.12). O
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Proposigao 3.10. Seja u € mJ (2, f), temos que
/|u|pe_fdM: lu*[Pe™Vda. (3.13)
Q R
Com os mesmos argumentos de (3.12),

A A

esssup u
:/ ds / | Vu| te 7 d A,
0 u=1(¢)

esssup u
=— /0 Vi (t)dt

esssup u
=— / P (Vg () dt.
0

:Hu*HI[),p(Q*,q/) (3.14)

Podemos obter uma desigualdade de Poincaré para uma funcao u €

Wy (€, f)-

Proposigao 3.11 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q@ C M um dominio em
M que tenha volume com peso V() menor que 1. Seu € WyP(, f), entdo,
existe uma constante C', dependendo apenas de ) e da dimensao de M, de

Jorma que ||u||ro,p) < C||Vu| Lo, p)

Demonstragdo. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que u € mg (€2, f),

pois |Vu| = |V|ul| q.t.p. Assim, combinando as equagoes (3.12) e (3.13) ob-

+oo d p _ﬁ
Vu*Pe Y dz B /a (d_aﬁlu (331)) ¢ rdn

0

*|p —\I/d - +oo 2
wrlpemtdz / u*(xl)pe*%dxl
[0

0

temos

Jo [VulPe 7dM S Jor
Jo lupe=fdM Jo

(3.15)
O quociente encontrado ¢ limitado por uma constante, de acordo com o
Teorema 1.3.1./2 de Maz’ja [63]. Pela densidade de my(Q, f) em W, 7(Q, f),

concluimos a demonstragao. O]
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3.4 Demonstracao do Teorema 3.3

Demonstracdo. Sejau € Wy (€, f) a primeira autofuncio associada a Ap(S2 ).
Como u é nao-negativa, por densidade existe uma sequéncia {u;} C mg (€, f)
que converge para 1 em VVO1 P(Q, f). Tomando u} como sendo a simetrizagao

Gaussiana de cada uy e combinando as equagoes (3.12) e (3.13) obtemos

Vuj|Pe~Ydz

Jo |VuglPe=fdM S Jo
uy|Pe=Vdx

Jo luglPe=TdM - Joe

> A, (2, 1) (3.16)

para todo k. Fazendo k — oo do lado esquerdo, obtemos a desigualdade. [



Capitulo 4

Superficies de curvatura média
constante com bordo livre
estaveis em dominios de Killing

estritamente convexos

4.1 Introducao

Seja (M™*!, g) uma variedade Riemanniana e 2 um dominio suave e com-
pacto. Denotamos por 0f2 e int ) a fronteira e o interior de €2, respectiva-
mente. Uma hiperficie de curvatura média constante com bordo livre em 2
¢ uma hiperficie imersa que satisfaz int¥ C intQ2, 0¥ C 02 e encontra 0f2
de maneira ortogonal ao longo de 9X. Esse tipo de hiperficie é solucao para
o problema de encontrar pontos criticos do funcional area, entre todas as hi-
perficies compactas ¥ C €2 com 0¥ C 0f2 e intX C intf2, que dividem €2 em
dois subconjuntos de volumes prescritos (ver Secao 4.4 para mais detalhes).

Se uma hiperficie de curvatura média constante com bordo livre, ¥ C €2,
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tem segunda variagao de area nao-negativa para todas as variagoes de area
que preservam o volume, denominamos ¥ como uma hiperficie de curvatura
média constante com bordo livre estavel. Para obter mais detalhes sobre as
hiperficies de curvatura média constante com bordo livre, consulte alguma
das referéncias a seguir: Nunes [67], Ross [73], Ros e Vergasta [72] ou Souam

[74].

Definicao 4.1. Diremos que um dominio suave e compacto 2 C M é es-
tritamente convexo se existir uma constante ¢ > 0 tal que a segunda forma

fundamental T17? da fronteira OS2 satisfaz 119 > c.

Ros e Vergasta [72] e Barbosa [8] estudaram hiperficies de curvatura
média constante com bordo livre estaveis em um dominio compacto estri-
tamente convexo 2 de R""!. Combinando os resultados demonstrados em
ambos, temos que, se ¥ é estavel e (2 é uma bola, entao ¥ é totalmente
geodésica ou estrelada. Para o caso n = 2, estes resultados significam que %
deve ser um disco totalmente geodésico ou uma calota esférica. Este tltimo
resultado, para o caso n = 2, foi primeiramente provado por Nunes [67]
usando uma abordagem diferente. Por outro lado, Li e Xiong [57] prova-
ram que a unica hiperficie de curvatura média constante com bordo livre
estavel do tipo Delaunay em uma bola Fuclideana unitaria é um hiperplano
totalmente geodésico ou um calota esférica. Considerando-se novamente o
caso n = 2, e assumindo que €2 é apenas um dominio estritamente convexo e
compacto, Ros e Vergasta [72] provaram que, se ¥ é uma hiperficie de cur-
vatura média constante com bordo livre estavel, entao tem género 0 ou 1 e
no maximo 3 componentes conexas no bordo.

Souam [74] estudou o mesmo problema no restante das formas espaciais
simplesmente conexas, ou seja, a esfera e o espaco hiperbdlico. Obtendo,

entre outros resultados, que se €2 é uma bola de raio r < m em S* entéo,
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ou X é um disco totalmente umbilico ou tem género 1 no maximo 2 com-

ponentes conexas no bordo. Em [67], Nunes apontou que, no caso de uma

us

bola geodésica em S?, de raio r < %,

a possibilidade de Y ter género 1 nao
acontece. Gostarifamos de dar uma nova demonstracao para este fato.

Definiremos que um dominio 2 C M ¢ de Killing, se existir um aberto
U C M, com 2 CU e um referéncial ortonormal de Killing definido em U.
Tal defini¢ao é inspirada em D’Atri e Nickerson [34], que definiram que uma
variedade Riemanniana M possui a propriedade de Killing se, em alguma
vizinhanga de cada ponto de M, existe um referéncial ortonormal de Killing.
Pela proposicao 3.2 de D’Atri e Nickerson [34], temos que M possui curvatura
seccional nao-negativa.

Note que R? e S? possuem um referéncial ortonormal global de Killing.
De maneira geral, qualquer grupo de Lie com uma métrica bi-invariante é
paralelizdvel por um campo vetorial de Killing. Por exemplo, em R3, um
referencial de Killing ortonormal e global é dado por {e;, €5, e3}. Olhando S?
como subgrupo unitario dos quatérnios, os vetores tangentes {4, j, k} € T}S?
formam uma base ortonormal e sua extensao gera um referencial de Killing
ortonormal. Em particular, qualquer dominio €2 contido em um grupo de Lie
com métrica bi-invariante é um dominio de Killing.

Usando a existéncia deste referencial ortonormal de Killing e o fato da
curvatura seccional ser nao-negativa, podemos, baseando-se nas idéias de

Nunes [67], provar o seguinte resultado.

Teorema 4.2. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e Q C M um dominio
de Killing compacto estritamente convexo. Se ¥ C ) for uma superficie de
curvatura média constante com bordo livre estdvel imersa orientdvel e com-

pacta, entao X tem género 0 ou 1 e no mdximo 3 componentes no bordo.

Observagao 4.3. Por um resultado de classificagdo (veja segao 4.3), nosso
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resultado aplica-se, de fato, aos espacos R?, S?, SI xS xS!, S'xR2?, S! xS! xR

e SO(3).

Como consequéncia direta da demonstracao do teorema acima, obtemos

o seguinte resultado.

Teorema 4.4. Seja B C S* uma bola geodésica de raio r < 5. Se X C B
€ uma superficie de curvatura média constante com bordo livre estdvel em
B, entao ¥ tem género 0. Concluimos entao que ¥ € um disco totalmente

umbilico.

E interessante mencionar que nao podemos esperar melhorar o Teorema
4.2 no sentido de obter que o género ¢ sempre 0 para todos os dominios
em grupos de Lie bi-invariantes. De fato, Ross [73] mostrou que a P su-
perficie minima de Schwarz no tri-toro ctibico R3/Z? é estdvel para variagoes
que preservam volume e em [71], Ros mostrou que se tomarmos um pedago
dessa superficie entre dois planos horizontais consecutivos e simétricos, ob-
temos uma superficie que é ponto critico do funcional area para variagoes
que preservam volume e estavel em T2 x [0,1/2], em que T? ¢ o toro flat
bidimensional gerado por (1,0), (0,1). Esta superficie tem género 1 e duas
componentes no bordo. Abaixo segue uma representacao dessa superficie

feita por Ros [71]:
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4.2 Campos de Killing

Um campo vetorial suave X, em uma variedade Riemanniana (M"*! g) é
dito de Killing, se o fluxo local gerado por X age por isometrias ou, de
maneira equivalente, se a derivada de Lie da métrica em relacao a X ¢é nula,
ou seja Lxg = 0. Campos de Killing desempenharam um papel importante
no estudo de hiperficies em M, veja por exemplo: Fornari e Ripoll [44] e
Espirito-Santo et al. [37]. Considerando ¥ uma hiperficie orientada de M,
N o campo normal unitério de ¥ em M e X um campo de Killing em M,

Fornari e Ripoll [44] mostraram que a fungao f, definida por

f(p) = (N(p),X(p),p€Z,

satisfaz a seguinte equacao
Af = —n(V,VH) - (Ric(N,N) + |AP)/, (4.1)

em que H ¢é a curvatura média de > com respeito a N e VH seu gradiente.

Em particular, se ¥ tem curvatura média constante, entao f satisfaz

Af = —(Ric(N,N) + |A*)f. (4.2)

4.3 Grupos de Lie

Nesta secao, vamos apresentar algumas defini¢oes e resultados basicos sobre
os grupos de Lie. Um grupo de Lie G é ao mesmo tempo um grupo e uma
variedade diferencidvel, de forma que a aplicacao de multiplicacao GxG — G
é suave, como também o é a aplicacao inv : G — G que leva um elemento
do grupo em seu inverso. Uma métrica Riemanniana (-, -) em um grupo de

Lie G ¢ dita invariante a esquerda se a translacao a esquerda L, : G — G é
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uma isometria, isto é,
(u,v)e = ((La)st, (La) ) a,x € G, u,v € T,G.

Analogamente, uma métrica Riemanniana (-, -) é invariante a direita se cada
Ry : G — G é uma isometria, onde R} é a translacao a direita determinada
por b. Uma métrica em G que é invariante a esquerda e a direita é chamada
bi-invariante. Um resultado bem conhecido afirma que cada grupo de Lie
compacto possui uma métrica bi-invariante (para uma demonstragao deste
fato veja a proposi¢ao 2.24 de Alexandrino e Bettiol [3]). Espirito-Santo,
Fornari, Frensel e Ripoll [37] observaram que um grupo de Lie tridimensional
e conexo G, que admite uma métrica bi-invariante, deve ser, necessariamente,
a esfera S?, o espaco projetivo RP? = SO(3) ou um grupo comutativo, ou
seja, o espaco Buclidiano R? ou as variedades produto: T? = S! x St x St,
St xSt xReS!x R2.

Considerando ainda o caso em que G é um grupo Lie com uma métrica
bi-invariante, as curvaturas tem expressoes simplificadas. O tensor curva-
tura, o tensor curvatura de Riemann e a curvatura escalar em G sao dados,

respectivamente, pelas seguintes expressoes

R(X,Y)Z = —i[[X,Y],Z]

(ROX,Y)Z,W) = L ([X,Y],[W,2)
1y
FE e

em que X,Y,Z W € I'(G). Temos também que G é paralelizavel por um
campo vetorial de Killing e, pelo processo de Gram-Schmidt, obtemos uma
referencial ortonormal de Killing global: existem n + 1 campos vetoriais de

Killing Vi, ..., V.41 em G tal que, para cada p € M, {Vi(p), ..., Var1(p)} é uma
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base ortonormal para 7,G. Considerando uma hiperficie imersa e orientada

> C G, se N é um campo normal unitario em 3, temos
N2 2 2
L=|NI"=ui+ ... +uppy,

em que, u; = (N, V;),i=1,...n+ 1.

4.4 Caracterizacao variacional e estabilidade

No que segue (M™1 g) denotard uma variedade Riemanniana e Q@ C M
um dominio compacto. A intencao desta subsecao é caracterizar variacio-
nalmente o problema de encontrar pontos criticos do funcional &rea entre
todas as hiperficies compactas > C 2 com 0¥ C 0f2 que dividem €2 em dois
subconjuntos de volumes prescritos. As solugoes para este problema sao as
hiperficies de curvatura média constante com bordo livre.

Consideramos uma hiperficie compacta com bordo nao vazio ¥ e ¢ : ¥ —
2 uma imersao prépria, o que significa que ¢ envia int ¥ em int{2 e 9% em 0f).
Estamos interessados nas variacoes diferenciaveis da imersao ¢, isto é, uma
familia a 1—parametro de imersoes préprias &, : ¥ — Q, ¢t € (—¢,¢), com
®y = ¢. Isso é suficiente para que ®,(X) seja uma superficie suave. Tomando
o pull-back por ®;, podemos calcular a drea de cada superficie ®;(X), e criar
a fungao drea A : (—e,e) — R que associa a cada nimero t € (—¢,¢), a drea

da hiperficie ®,(X), e é definida por:

A(t) = /Z day,

em que da; é o elemento de volume de ¥ induzido pela métrica induzida por

®,. Como X é um ponto critico do funcional area, devemos ter

A'(0) :/EHde/azu, vy di =0, (4.3)
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Onde v é o campo normal exterior ao longo de 9%, dl o elemento de volume
de 0% induzido por ¢, H é a curvatura média de ¢ , X é o campo vetorial

de variacao de ® definido em €2 por

X@) = 2 )

=0
e f=(X,N) (N é o campo normal a 3) é a componente normal do campo
vetorial de variacao. A condig¢ao imposta ao volume é equivalente a dizer que
o volume entre 3 e ®4(3) em ) é constante, ou seja, a fungao volume com

sinal V : (—¢,¢) — R definida por

V(1) :/ *dV =0
[0,t]x%

é identicamente zero. Onde dV é o elemento de volume de GG. Portanto, sua

derivada em t = 0 é dada por

V'(0) = /Efda = 0. (4.4)

A variagao é chamada normal se X = fN e é dita ser estaciondria se A’(0) =
0 para qualquer variagao prépria que preserve o volume de ¢. Segue de (4.3)
e (4.4) que ¢ ¢é estaciondria se, e somente se, ¢ tem curvatura média constante
e intercepta 0f) ortogonalmente.

Seja A a segunda forma fundamental de ¢ com respeito ao campo normal
unitario fixado N, e seja I19? a segunda forma fundamental de 9Q em G em
relagao vetor normal unitario que aponta para dentro. Tomando a segunda

derivada da fungao de area em ¢t = 0, obtemos

0
A1) = [{FA7+(AP+ RielN,N) Phda+ [ {75) -0 v 2y
b o5
(4.5)
, : e . of :
em que A é o laplaciano na métrica induzida por ¢ e = é a derivada de f

ov

na direc¢do do normal exterior v. Pode-se mostrar (cf. Ros e Vergasta [72]
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e Barbosa e do Carmo [9]) que para cada func¢ao suave f em M com média
zero, isto é fz fda = 0, existe uma variacao normal que preserva volume ¢
com campo vetorial de variacao fN. Dizemos que uma imersao estacionaria
¢ X — Q é estavel, se A”(0) > 0 para todas as variagoes de volume de ¢
normais admissiveis. Seja F = {f € H'(X), [, fda = 0}, em que H'(X) ¢
o primeiro espago de Sobolev de X, definimos a forma indice I de ¢ como a

forma bilinear e simétrica em H'(X), definida por

10.9) = [{(V£.V0) = (AP + Ric(N. X)) fghda — | TO%N,N)f,
(4.6)
em que Vf é o gradiente de f na métrica induzida por ¢. Segue-se do que
precede que a imersao estaciondria ¢ é estavel se, e somente se, I(f, f) > 0

para toda f € F.

4.5 Superficies de curvatura média constante

com bordo livre estaveis em dominios de
Killing

Seja (M, g) uma variedade Riemannaina de dimensao (n+ 1) e Q@ C M um
dominio de Killing compacto estritamente convexo em M. Seja ¥ C §2 uma
hiperficie de curvatura média constante com bordo livre orientavel, com N
denotando o campo vetorial normal unitario de 3 em M. Definimos em Y a

seguinte familia de fungoes:

Yi = <V17N>7 i=1,...,n+1, (47)
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em que V; é um referencial ortonormal de Killing em algum aberto U C M,

com ) C U. Temos que
1= |N|2:¢%+-'-+9031+1
e a partir da equagao (4.2), obtemos
Ap; = —(Ricy(N,N) + |A")p; . (4.8)

Usando a equagao acima podemos nos basear em Nunes [67], para obter-

mos a seguinte proposicao.

Proposicao 4.5. Seja Q C M3 um dominio de Killing compacto e estrita-
mente convexo. Se ¥ C ) € uma superficie propriamente imersa de curvatura

média constante com bordo livre estdvel entao,

Qv.w) = [{V6F — (Riey(N.N) 4 1AP) a2 0 (49
para qualquer funcao ¢ que satisfaz v =0 em O0X.

Demonstracao. Considerando um referencial ortonormal de Killing {V;, V3, V3 }
em um aberto U C M, com §2 C U, definimos ¢;(z) = (V;, N(z)),z € X,
para cada i = 1,2,3. Como V; é campo de Killing, segue da equacao (4.2)

que

em que Lo = Agp — (Ric,(N,N) + |A]*)p é o operador de Jacobi de X.

Portanto, temos que

dp;

Q(%‘,%‘):/ %‘a—gpdl—/ HaQ(N, N)go?da

o v o0
1 0

2 o9 2
== — (3 dl—/ [T7°(N, N)p;da, 4.10
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para todo ¢ = 1,2, 3. Somando ao longo de i = 1,2, 3, obtemos

3 1 PR 3
Q(ei, @i :—/ — s@?dl—/ 7(N, N v; | da

2 Qe =3 | 8V(Zl jai— | TN, N) ;

i=1 i—

= — fm [1%?(N, N)da < 0. (4.11)
Entao, existe ¢ € {1,2,3} tal que Q(y;, ;) < 0. Em particular temos
fz p;da # 0, por causa da estabilidade de . Agora, seja v a primeira auto-
fungao de L com condicao de fronteira de Dirichlet | ou seja, v = 0 em 0X.
Apo6s multiplicar v por uma constante, podemos supor que fz wida = fz vda.
Note que, como v = 0 em 9% e Q(g;, ;) < 0, temos que v — ¢; # 0.
Logo, como ¥ é uma superficie de curvatura média constante com bordo

livre estavel, obtemos que

0<Qv— ;v —y;)
= Q(Uv ’U) - 2Q(”? 90@') + Q(SDZ‘, Qpi)
<Q(v,v). (4.12)

4.6 Prova do Teorema principal

Demonstragao. Utilizando um resultado de Gabard [45], que melhorou um
resultado anterior devido a Alfhors [2], existe um branched cover conforme
e préprio ¥ : ¥ — D?, em que D? C R? é o disco fechado, unitario de grau
no maximo g+ r, onde g é o género de Y e r é o niimero de componentes na
fronteira 9X. Como D? é conformalmente equivalente & semi-esfera S7 C R?
de raio um, podemos assumir que 1 = (¢1,¢2,13) : ¥ — S2. Mais ainda,

usando um difeomorfismo conforme de S2, podemos supor que

/Ewida =0
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parai=1,2 e 3 =0 em 0X. Logo, obtemos

(a)
2 2
(N, N)di Ric,(N, N) + |A|?)p3d Vo, 2d
/82 (N, N) +2/< icy(N, N) + | |>¢1as;/2| #il*da

(b)
/(Ricg(N,N)+|A|2)¢§da§/|qu3]2da.
> >

Denote por K e K, respectivamente a curvatura intrinseca de X e a curvatura
seccional de G avaliada no plano tangente a 3. Pela equagdo de Gauss (1.5)

temos |A|? = 4H? + 2K, — 2K, o que implica (somando (a) e (b)),

/ To¢(N, N)dl+/(Rz’cg(N, N)+4H?+2K,)da < / |V¢\2da+2/Kda
0% ¥ ¥ P

<47T(g+7‘)+47r(2—2g—7")—2/ kydl .
0%

Portanto

/E (Ric,(N, N)+2K,)da+ /

I%(N, N)dl+2 /
ox

k‘gdl+4/ H%da < 47(2—9).
ox >

(4.13)
Uma vez que §2 é estritamente convexo e > é uma superficie de curvatura
média constante com bordo livre, o lado esquerdo da desigualdade acima é
estritamente positivo. Portanto, ou ¢ = 0 ou ¢ = 1. Finalmente, por um
argumento analogo ao usado por Ros e vergasta [72], obtemos que 0% tem

no maximo 3 componentes de fronteira. O
Como consequeéncia direta, vamos a prova do Teorema 4.4.

Demonstragdo. Por Souam [74], o bordo dB?(r) da bola de raio r em S* é
uma esfera totalmente umbilica cuja curvatura média (em relagdo ao normal

unitario exterior) é cot(r) e é estritamente convexa apenas para r < 7/2.
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Pelo lema 1.1 de Souam [74], a segunda forma fundamental de 0¥ em ¥ com
respeito a —v é dada por cot(r)(, ). Portanto, a curvatura geodésica de 0%
em Y em qualquer ponto é dada por cot(r). Como S* é um grupo de Lie
com uma métrica bi-invariante, possui um referencial de Killing. A prova do
teorema 4.2 funciona nesta configuragao e a desigualdade (4.13) torna-se

3 cot(r)L(OX) + 4/(1 + H*)da < 47(2 — g). (4.14)

Observe que as condigcoes deste teorema, satisfazem as hipoteses da pro-
posi¢ao 1.2 de Souam [74] e portanto, temos a seguinte desigualdade isope-
rimétrica

cot(r)L(0%) + /(1 + H*)da > 2. (4.15)

Comparando as desigualdades (4.14) e (4.15), temos que o lado esquerdo da
desigualdade (4.14) é maior ou igual a 67, dai obtemos g < % O que conclui

a demonstracao. O]
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