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Resumo

Seja ' um corpo de caracteristica zero. Considerando que o T-ideal da algebra de ma-
trizes M3(F') ndo é conhecido, alguns autores estudam esta algebra munida de estruturas
adicionais. A maior motivacao desta tese veio a partir dos resultados de La Mattina (em
[16]) sobre as identidades graduadas da superalgebra M, (F) e também dos resultados
de D’Amour e Racine (em [4]) sobre as *-identidades de M3(F’) com involugdo transposta
t. Aqui, nos dedicamos a estudar as chamadas (Zy, x)-identidades da *-superalgebra
(Ms,1(F),t) e determinamos todas tais identidades de grau < 3. Além disso, estuda-
mos a decomposigdo do chamado cocaracter x-graduado de (Ms1(F),t), tendo como
motivagoes os artigos [1], [16] e [2], a respeito das multiplicidades ndo nulas nas decom-
posigoes do Sy,-cocaracter de M;(F'), do cocaracter graduado da superalgebra Ms 1 (F') e do
x-cocaracter da *-algebra (M3(F'),t), respectivamente. Determinamos condi¢oes necessarias
e suficientes para que um caracter irredutivel apareca com multiplicidade nao nula no

n-ésimo cocaracter *-graduado de (M1 (F),1).

Palavras-chave: Involugao graduada, (Zs, *)-identidades, cocaracter *-graduado.



Abstract

Let F' be a field of characteristic zero. Considering that the T-ideal of the algebra of ma-
trices M3(F') is still unknown, some authors study such algebra endowed with additional
structures. This thesis was inspired by the results of La Mattina (in [16]) about the graded
identities of the superalgebra M, ;(F') and also by the results of D’Amour and Racine (in
[4]) about the x-identities of M3(F') with transpose involution ¢. Here, we are devoted to
the study of the so-called (Zs, x)-identities of the *-superalgebra (Ms(F),t) and deter-
mine all such identities of degree up to 3. Furthermore, we study the decomposition of the
so-called x-graded cocharacter of (M, ;(F'),t), motivated by the papers [1], [16] and [2],
with respect to the non-zero multiplicities in the decompositions of the S,,-cocharacter of
M;(F), of the graded cocharacter of the superalgebra M, ;(F') and of the *-cocharacter
of the x-algebra (M;(F'),t), respectively. We present necessary and sufficient conditions

for having non-zero multiplicity of an irreducible character to appear in the nth x-graded
cocharacter of (My;(F),1).

Keywords: Graded involution, (Zs, *)-identities, x-graded cocharacter.
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1 Introducao

Neste trabalho, vamos considerar A uma dlgebra associativa sobre um corpo F' de carac-
teristica zero. Dizemos que um polindmio da dlgebra livre associativa F'(X) gerada por
um conjunto enumeravel X de varidveis nao comutativas é uma identidade polinomial de
A, se 0 mesmo se anula quando avaliado em quaisquer elementos de A. Se A satisfaz uma
identidade nao nula, entao dizemos que A é uma Pl-algebra.

Um dos principais interesses de estudo da PI-teoria consiste na descricao das identida-
des polinomiais satisfeitas por uma determinada algebra A e, assim, um objeto importante
na teoria é o conjunto Id(A) de todas as identidades satisfeitas por A. Este é um ideal
de F(X) que é invariante sob todos os endomorfismos da algebra livre, ou seja, é o que
conhecemos como T-ideal.

Em 1950, Specht conjecturou que, sobre um corpo de caracteristica zero, o T-ideal
Id(A) de uma algebra associativa A é finitamente gerado como um 7T-ideal. Esta conjec-
tura foi provada em 1987 por Kemer (veja [14]). Desta forma, para descrevermos todas as
identidades polinomiais satisfeitas por uma algebra A devemos determinar um conjunto
gerador de Id(A) como um T-ideal.

Obter uma base finita de identidades para uma &lgebra nem sempre é uma tarefa
simples e um dos mais destacados exemplos é a dlgebra de matrizes M, (F'). De fato,
apenas para n = 2 o T-ideal é conhecido (veja [6], [15] ) e para n > 3, os geradores de
Id(M,(F)) sao totalmente desconhecidos.

Paralelamente a situacao em que a algebra esta sendo estudada no caso ordinario, ou
seja, apenas considerando sua estrutura como algebra, também é de interesse o estudo de
algebras com estrututras adicionais. Exemplos de algebras com estruturas adicionais sao
as algebras munidas de uma involugao, também chamadas de x-dlgebras, e as dlgebras
Zo-graduadas, conhecidas como superalgebras.

Ao considerar A uma x-algebra ou uma superalgebra, o conceito de identidade é es-
tendido para os conceitos de x-identidade e identidade graduada, respectivamente. Nestes
casos, também sao estudados os ideais de identidades correspondentes, ditos T™*-ideal e

Tyr-ideal com notagoes respectivas dadas por Id*(A) e 1d®"(A).



Por exemplo, se A = M,,(F), temos que A é uma x-dlgebra com a conhecida involugao
transposta t definida por
t:M,(F) — M,(F)
(ai;)  — (az)

e também com a involucao simplética s, que pode ser definida apenas no caso em que

Y

n = 2m. Neste tltimo caso, escrevemos uma matriz M € M,,,(F') na forma

P Q
M = , onde P,Q,R,S € M,,(F)
R S

e definimos

<P Q) = ( S _Qt> , onde P,Q, R, S € M,,(F).
R S -Rt Pt

Paran =k + [, com k > [ > 0, temos também que A = M, (F') é uma superalgebra

com Zs-graduagao dada por

({1

My (F)y = {(O Q) ‘ Q € My (F); Re Mlxk<F)}

P e My(F); Se€ Mz(F>} ,

R 0
e esta é denotada por My (F).

Como o T-ideal de M, (F') nao é conhecido para n > 3, escolhemos, como objeto prin-
cipal deste trabalho, a dlgebra M;3(F') com a Zs-graduacao nao trivial dada por My (F)
e munida da involucao transposta t. Observamos que a involucao transposta é uma in-
volugdo graduada, ou seja, as componentes M1 (F)g e My (F); da Zs-graduacdo sao
invariantes pela involugao. Assim, (Ms1(F),t) é o que chamamos de uma *-superalgebra.
Obviamente, a involucao simplética nao pode ser tratada neste caso, pois n = 3 é impar,
mas quando n é par, de modo geral a involucao simplética também é uma involucao
graduada na superalgebra M ;(F') se k =1> 0 ouse k é par e [ = 0.

Nossos estudos foram motivados devido principalmente aos seguintes aspectos:

(1) Em [16], a superélgebra M, (F') é considerada e apenas sao conhecidas as identi-
dades graduadas que tém como consequéncia todas as outras de grau < 5.

(2) Os resultados conhecidos para a édlgebra M;3(F) com involugdo transposta sao
apenas sobre o grau minimo de uma *-identidade (veja, por exemplo, [3] e [4]).

Assim, nesta tese, nos dedicamos a estudar as chamadas (Z,,*)-identidades da
s-superalgebra (Ms(F),t) e determinamos um conjunto contendo 12 tais identidades
a partir das quais todas as outras identidades de grau < 3 sao consequéncias destas.

Motivados ainda pelo trabalho [16], estudamos a decomposigao do chamado n-ésimo

cocaracter x-graduado da s-superdlgebra (My1(F),t).



Recordemos que ao considerar uma &algebra A, seu T-ideal é gerado por polindmios

multilineares e assim, consideramos o espago P, NId(A), ou seja, subespago de
P, = spanp{z,1)To2) ** Tom) | 0 € Sp}, n>1,

o espago dos polinomios multilineares de grau n nas variaveis xy, ..., T,.
Existe uma acao natural do grupo simétrico S, sobre P,, permutando as variaveis
T1,..., %, € pelo fato de Id(A) ser invariante sob esta agao, temos que o espago quociente

P,(A) se torna um S,-médulo. O S,-caracter de P,(A) é definido como

n

- P,NId(A)
o n-ésimo cocaracter de A e denotado por x,(A). Este pode ser decomposto como uma
soma de caracteres irredutiveis e para cada um destes consideramos sua multiplicidade.

Em [1], Benanti estabeleceu condigdes necessarias e suficientes para garantir que a mul-
tiplicidade de um caracter irredutivel na decomposicao do n-ésimo cocaracter x,(M;(F'))
¢ nao nula.

A nocao de cocaracter é estendida para algebras com estruturas adicionais e neste caso
a acao é do grupo hiperoctaedral H,, = Z51.5,, sobre o espaco dos polinomios multilineares
graduados, no caso de superdlgebras, e sobre o espaco dos *-polinomios multilineares,
no caso de x-algebras. Nestas situacoes, temos o n-ésimo cocaracter graduado de uma
superdlgebra A, denotado por x8'(A), e o n-ésimo x-cocaracter de uma x-dlgebra A,

denotado por x7(A). Os resultados conhecidos de nosso interesse sao:

(1) Em [16], La Mattina estudou a decomposicao do chamado cocaracter graduado da
superalgebra M, 1 (F'), estabelecendo as multipartigoes dos H,,-caracteres irredutiveis com
multiplicidades nao nulas.

(2) Benanti e Campanella estabeleceram resultados a respeito das multiplicidades nao

nulas na decomposicao de x*(Ms(F),t), em [2].

Acrescentamos que, além disso, em [7], os autores estabeleceram a decomposi¢ao do
x-cocaracter da x-dlgebra My (F') com involugao transposta, que também serd importante
para nossos estudos.

No contexto de *-superélgebras, podemos definir uma agao sobre o espago dos (Zs, *)-
polindmios multilineares, neste caso do grupo H, = (Zy X Z3) 1 S, sobre o espago P9".
Nesta tese, estudamos as multiplicidades dos H,,-caracteres irredutiveis na decomposicao
de x&(My,(F),t), ou seja, do n-ésimo cocaracter x-graduado da superdlgebra My ;(F')
munida da involugao transposta. Estabelecemos uma condicao sob a qual a multiplicidade
é nao nula, garantimos relagoes interessantes entre multiplicidades e determinamos o valor

de muitas delas em diversos casos.
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Agora descrevemos brevemente o contetido deste trabalho que esta dividido em trés
capitulos. O Capitulo 1 é essencialmente preliminar. Neste capitulo vamos tratar de-
finicoes e propriedades elementares da PI-Teoria tais como identidades polinomiais, co-
caracteres e estendemos esses conceitos para algebras com estruturas adicionais sendo
estas superalgebras, x-dlgebras e x-superalgebras. Apresentaremos também um resultado
sobre as multiplicidades do *-cocaracter de (My(F'),t), que aplicaremos no Capitulo 3
para determinar algumas multiplicidades do cocaracter x-graduado de (Ms;(F),t). No
Capitulo 2, exibimos uma lista de 12 (Zs, *)-identidades de (M5 1(F),t) e demonstraremos
que a partir delas podemos obter todas as (Z, *)-identidades de grau < 3. Finalmente
no Capitulo 3 caracterizaremos as multiplicidades nao nulas do cocaracter x-graduado
XU (May 1 (F),t) e enunciaremos os valores de outras multiplicidades. Fechamos o traba-

lho mostrando uma propriedade especial das multiplicidades associadas a multiparticoes

da forma (0, (m), 0, (n)).



11

2 Superalgebras com involugao graduada

O objeto principal deste trabalho é a algebra M3(F') com uma Zsy-graduacao nao trivial,
que denotaremos por Ms;(F), e munida da conhecida involucao transposta ¢t. Como
veremos, esta serd uma involugdo graduada e assim, (M (F'),t) serd o que chamamos de
uma *-superalgebra. Nas secoes deste primeiro capitulo vamos estabelecer a linguagem
necessaria para entender os problemas que queremos tratar a respeito da x-superalgebra

(M2,1(F)7 t)'

2.1 PIl-algebras

Durante toda a tese, trabalharemos com édlgebras associativas sobre um corpo F' de carac-
teristica zero. Vamos apresentar nesta secao os conceitos e resultados basicos da Pl-teoria
que serao importantes para o desenvolvimento das demais secoes e capitulos desta tese
(veja [5]).

Consideramos F'(X) a algebra associativa livre gerada por X = {x,zs,...}, onde X

¢ um conjunto enumeravel de varidaveis. Como exemplos de polinémios em F(X), temos:

(1) O comutador de Lie de peso 2, definido como sendo o polinémio [z1, 3] = z122 —
ZToxq. Indutivamente, o comutador de peso n normado a esquerda é definido por

[1,..., 2] = [[21,...,2Zn1], zn], para todo n > 3.

(2) O polinomio standard de grau k, definido por
Sti(z1,...,x) = Z (sgno) o1y - - To(r),
og€ESy,
onde sgn(o) denota o sinal da permutagao ¢ no grupo simétrico Sy.
Defini¢ao 2.1. Dizemos que um polinomio f = f(z1,...,z,) € F(X) é uma identidade
polinomial de A, se f se anula sempre que avaliado em quaisquer elementos de A, ou seja,

se f(ay,...,a,) =0, para todos ay,...,a, € A. Se A satisfaz uma identidade nao nula,

entao dizemos que A é uma Pl-algebra. A notacao usada é f =0 em A.

Agora, vejamos alguns exemplos de PI-dlgebras.
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Exemplo 2.2. Uma algebra comutativa A é uma PI-dlgebra desde que o polinomio [z, x|
¢ uma identidade de A. Também temos que se A é uma algebra nilpotente com A*¥ = 0,

entao A é uma Pl-dlgebra desde que satisfaz a identidade x1 --- x5 = 0.

Exemplo 2.3. (Veja Teorema 1.5.8 de [12]) Se A é uma algebra com dimensao n, entao

o polinomio standard de grau n + 1 é uma identidade de A.

Como exemplos importantes de PI-dlgebras de dimensao finita, temos M,,(F') e UT, (F),
a algebra das matrizes n X n com entradas no corpo F' e a algebra das matrizes triangu-
lares superiores n X n com entradas em F', respectivamente. A seguir, temos um exemplo

de Pl-algebra de dimensao infinita.

Exemplo 2.4. Consideremos G a algebra de Grassmann unitaria de dimensao infinita, ge-
rada pelos elementos {1, e, es, ...}, satisfazendo a condicao e;e; = —eje;, 4,7 > 1. Segue

que G é uma PI-algebra, pois é possivel verificar que G satisfaz a identidade [z1, 2, 23].

Definicao 2.5. Dada uma algebra A, definimos o conjunto das identidades polinomiais

satisfeitas por A como
Id(A)={fe F(X)| f=0em A}.

Nao é dificil verificar que Id(A) é um T-ideal de F/(X), isto é, é um ideal invariante
sob todos os endomorfismos de F(X). Além disso, é possivel verificar que se I é um T-
ideal de F'(X), entao Id (F(X)/I) = I. Assim, temos que todos os T-ideais de F'(X) sdo,
na verdade, ideais de identidades polinomiais para algebras adequadas. Nos referimos a
Id(A) como sendo o T-ideal de A.

Um T-ideal I é gerado, como T-ideal, por um conjunto S C F(X) se qualquer
elemento de I pode ser escrito como uma combinagao linear de elementos da forma
hif(g1,-..,gn)he, onde os polinémios hy, hs,g1,...,9, € F(X) e f € S. Neste caso,
escrevemos I = (S)r e dizemos que cada elemento de I é consequéncia dos elementos de
S. Em particular, f € F(X) é consequéncia de g1,...,9, € F(X) se f € (g1,---,Gn)7-

Em [14], Kemer mostrou que o T-ideal de uma algebra associativa é finitamente gerado
como um 7T-ideal. Mas, a obtencao de uma base finita de identidades para uma algebra
pode ser uma tarefa dificil e trabalhosa. Por exemplo, para M, (F'), apenas é conhecido o
T-ideal quando n = 2 (veja [6] e [15]):

<[[$17 I2]27 LE3], St4(x17 Xo, T3, x4)>T'

Para n > 3, Id(M,,(F')) nao é conhecido.

Desde que algebras distintas podem satisfazer as mesmas identidades, torna-se in-

teressante considerarmos a classe das algebras que satisfazem todas as identidades de
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uma dada algebra A, chamada de variedade de algebras gerada por A e denotada por
VY = var(A). Quando duas &lgebras A e B satisfazem as mesmas identidades, temos que
var(A) = var(B) e, neste caso, dizemos que A e B sao Pl-equivalentes.

Um método bem estabelecido para o estudo do T-ideal de uma &dlgebra A é através
da andlise de uma sequéncia numérica, chamada de sequéncia de codimensoes de A. Essa
sequencia foi introduzida por Regev e mede, de um certo modo, o crescimento das iden-
tidades polinomiais satisfeitas por A (veja [18]).

A fim de definir esse objeto, introduzimos
P, = spanp{Z,1)To(2) "  Tom) | 0 € S}, n>1,

o espago dos polindmios multilineares de grau m nas varidveis xy,...,z, (isto é, toda

varidvel z; aparece em cada monémio uma tnica vez).

Observacao 2.6. Para verificarmos se um polinomio multilinear é ou nao uma identidade
para uma algebra A basta avalid-lo nos elementos de uma base de A (veja por exemplo, Ob-
servagao 1.3.4 de [12]). Recordemos ainda que um polinémio f = f(x1,...,Zn, Y1, -, Ym)
que ¢ linear nas variaveis zq,...,x, ¢ dito alternados nestas variaveis se, para quaisquer
1 <14,7 <n, o polinémio se torna nulo ao substituir x; por x;. Se f ¢ linear e alternado
nas variaveis xq, ..., r, entao, para elementos linearmente dependentes a4, ..., a, de uma
algebra A e by, ..., b, elementos quaisquer de A, temos f(ay,...,a,,b1,...,b,) =0 (veja
Proposicao 1.5.2 de [12]).

Antes de prosseguirmos com a anélise do espaco P,, recordamos brevemente a definicao
de particao, objeto fortemente associado as representacoes dos grupos que mencionaremos

posteriormente neste texto.

Dizemos que uma sequéncia de niimeros positivos A = (Aq,...,\;) é uma partigao de
neN seA > >N el +---+ X\ =n. Neste caso, escreveremos A - n ou [\ = n.
Os valores A, ..., \; sdo chamados partes da particao A e o nimero de partes h(\) =1t é

chamado altura de .
Retomando o estudo do espago P,, observe que o grupo simétrico S, age sobre P, a

esquerda do seguinte modo:

o f(x1,...,20) = f(To@)s- s Togm))

onde o € S, e f(x1,...,2,) € P,. Logo, o espago P, tem estrutura de S,-médulo.
Como Id(A) é um T-ideal, temos que P, N1d(A) é invariante sob esta a¢do. Assim, o

espago quociente P, (A) também tem estrutura de S,-modulo e considera-

~ P,N1d(A)
mos X, (A) seu S,-caracter, chamado de n-ésimo cocaracter de A.
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Como, em caracteristica zero, existe uma correspondéncia biunivoca entre .S,,-caracteres
irredutiveis e partigoes A F n, podemos decompor y,,(A) em caracteres irredutiveis

Xn(A) = Z MAXA,

AFn
onde y) representa o caracter irredutivel associado a particao A - n e o inteiro my > 0 é

sua multiplicidade (veja [5, p.204,212]).
E importante lembrar também que, para cada particao A = (\1,...,\;) de n, associa-

remos o diagrama D) que consiste de n blocos [ distribuidos da seguinte maneira

— A1 blocos

— Ao blocos
D)\ : .

— \; blocos

e este sera chamado de diagrama de Young do tipo A.

Definicao 2.7. Dado um diagrama de Young D), com A - n, uma tabela de Young do
tipo A é um completamento dos boxes de D, com numeros 1,2,...,n. Dizemos que uma
tabela de Young T do tipo A é standard se os inteiros em cada linha e em cada coluna

de T crescem da esquerda para direita e de cima para baixo, respectivamente.

Exemplo 2.8. Para n =5 as tabelas standard do tipo A = (3,2) sao:

11315 11215 11314 11214 11213
24 " 1314 1215 315 4

E conhecido (veja [5, p.206]) que o grau do caracter irredutivel x, associado & particio
A € igual ao nimero de tabelas standard de Young do tipo A, que pode ser calculado por
meio da férmula de gancho (veja [20, p.124]), dada por

n!

RS 1T
L7
1,]

onde h;\j é a quantidade de blocos [ a direita na mesma linha do bloco que se encontra
na posicao (7, j) do diagrama D, mais a quantidade de blocos abaixo na mesma coluna
desse bloco contando o préprio bloco.

Ressaltamos que para um diagrama D) associado a uma particao A de n, os compri-

mentos de suas colunas formam uma particao de n, que denotamos por

N=(X,...,\), ondeX=>1
Ay >i
dita particao conjugada de A\. Com isso, notamos que h;\] =N—J+ N, —i+1
Como um exemplo, temos que a partigao conjugada de A = (3,2) F 586 X = (22,1) - 5

(isto é o mesmo que N = (2,2, 1), para entradas repetidas, usamos poténcias).
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2.2 Superalgebras e algebras com involucao

Nocoes similares de T-ideais, variedades de algebras, polinomios multilineares e codi-
mensoes tratados no caso ordinario tém sido naturalmente estendidas para o contexto de

algebras munidas de alguma estrutura adicional.

Defini¢ao 2.9. Uma algebra A é dita uma superalgebra (ou uma &lgebra Zs-graduada)

se existem dois subespacos vetoriais Ag e A; tais que:
(i) A= Ay @ A; como soma direta de espagos vetoriais;
(11) A()A() + AlAl Q AO (§ A()Al + AlAO g Al.

Os subespacgos Ag e Ay sao as componentes homogéneas de grau 0 e 1, respectivamente.
Chamamos Ay de componente par e nos referimos aos seus elementos como sendo pares
ou homogéneos de grau 0. Analogamente, chamamos A; de componente impar e nos
referimos aos seus elementos como sendo impares ou homogéneos de grau 1. Usaremos
(Ao, A1) para denotar a graduagao da superédlgebra A = Ay @ A; e observamos que toda
algebra A é uma superélgebra com graduagao trivial que é dada por (A, {0}).

Aqui estamos interessados nas graduagoes sobre a dlgebra de matrizes M, (F) que serao
definidas agora. Recordemos que (veja, por exemplo, Teorema 3.5.3 de [12]), quando F'
é um corpo algebricamente fechado, a menos de isomorfismos, qualquer Z,-graduagao em
M, (F) é dada por

({1

My (F)1 = { (; ?) ‘ Q€ Mp(F); Re Mlxk<F)} ;

PGMk(F), SEM[(F)} e

onde K+l =nek >1[>0. Para cada par de inteiros k,[, com k > [ > 0, temos uma
superélgebra de matrizes com a Zs-graduagao definida acima e serd denotada por My ;(F).
Observamos que se A é uma superalgebra, entdao a aplicacao linear ¢ definida por
o(ag+ a1) = ag — ag, com ag € Ag e a; € A é um automorfismo de ordem no maximo 2,
chamado de automorfismo induzido pela graduagao. Quando a graduagao é a trivial, ¢ é
a identidade.
Reciprocamente, se existe ¢ € Aut(A) de ordem no méximo 2, entdo A é uma su-

perédlgebra com graduagao (Ag, A;), onde
Ay={aecAlpla)=a}e Ay ={ac A|¢(a)=—a},

e dizemos que esta graduacao é induzida pelo automorfismo .

Agora vamos definir o conceito de involugao sobre uma algebra.
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Definigao 2.10. Uma aplicagao linear * : A — A é dita uma involugao se (a*)* = a e
(ab)* = b*a*, para todos a,b € A. Note que, neste caso, * é um antiautomorfismo de A de

ordem no maximo 2.

Se A é uma algebra munida de uma involugao * dizemos que A é uma *-dlgebra. Neste
caso, A pode ser escrita como uma soma direta de subespacos A = AT @ A~, onde AT =
{a € A|a* =a} é o espaco dos elementos simétricos de Ae A~ ={a€ A|a*=—a} éo
espaco dos elementos antissimétricos de A.

E imediato que, para uma algebra comutativa A, a aplicacao identidade é uma involugao
em A chamada de involugao trivial. Reciprocamente, se a identidade é uma involugao em

A, entao A é comutativa.

Ressaltamos, mais uma vez, que nosso interesse é na dlgebra de matrizes M, (F).

Temos que a aplicacao linear transposta

£ My(F) —s M, (F)
(ay) > (az)

¢ uma involucdo em M, (F).
Por outro lado, quando n = 2m é par, note que dada uma matriz M € My, (F)

podemos escreve-la na forma
P Q
M = P onde P,Q,R,S € M,,(F).

Mantendo essa escrita em mente, definimos a chamada involucao simplética, usando a sua

forma explicita, dada pela férmula:

P Q\ (s -
R S) \-r P )

E conhecido que, quando F' é um corpo algebricamente fechado, a involugao transposta ¢
e a involugao simplética s sdo, a menos de isomorfismo, as tnicas involugdes em M,,(F)
(veja, Teorema 3.1.61 de [19]). E importante observar que a involuco simplética esté

definida somente para matrizes de ordem par.

Também no contexto de superdlgebras e x-algebras, podemos estudar as identidades
entre outros conceitos definidos no contexto ordinario. Para estabelecer uma nomencla-
tura comum para superalgebras e x-algebras, definimos -algebras para nos referir a uma
superalgebra ou uma x-algebra. Ou seja, se ¢ ¢ um automorfismo de ordem no maximo 2

estaremos falando de uma superélgebra cuja graduagao é induzida pelo autormosfismo ¢.
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Por outro lado, se ¢ é um antiautomorfismo de ordem no méaximo 2 (involugao) estaremos

nos referindo a uma *-algebra.

Se A é uma ¢-algebra, entdo podemos escrever A = A;j ® A, onde
Al ={acAlp(a)=a}e A, ={ac A|yp(a)=—a}.

Observe que se ¢ é um automorfismo de ordem no maximo 2, A;f =Age A, = Ay
No caso em que ¢ é uma involugao, AT = A" e A7 = A™.

Vamos escrever o conjunto enumeravel X de varidveis como uma uniao disjunta de
dois conjuntos enumeraveis Y = {y1,vs,...} € Z = {21, 22, ...} e considerar a p-algebra
associativa livre gerada por X =Y U Z cujos elementos de F(Y U Z) sdo chamados de

-polinomios.

Dizemos que um ¢-polindémio f(y1, ..., Yn, 21,- -, 2m) € F(Y UZ) é uma ¢-identidade

polinomial de uma p-algebra A se

flay, ..., an,b1,...,bp) =0,

para todos ai,...,a, € AL e by,... by € A7,

O conjunto Id¥(A) de todas as p-identidades de A é um ideal de F(Y U Z) invariante
sob todos os endomorfismos de F(Y U Z) que comutam com ¢, chamado de T¥-ideal de
A. No caso de superalgebras, nos referimos as ¢-identidades como identidades graduadas

e no caso de x-algebras, nos referimos como *-identidades.

Como as identidades da dlgebra de matrizes M3(F') ndo sdo completamente conhecidas,

é natural perguntar sobre o seu T%-ideal. Neste caso, temos as seguintes informacoes.

(1) Considerando a superalgebra My (F'), apenas sdo conhecidas as identidades

graduadas que tém como consequéncia todas as outras de grau < 5 (veja [16]).

(2) Considerando M;5(F') com involugao transposta, os resultados conhecidos sdo apenas
sobre o grau minimo de uma #-identidade (veja, por exemplo, [3] e [8]). Obviamente,

a involucao simplética nao pode ser tratada neste caso, pois n = 3 é impar.

Vamos terminar esta se¢ao definindo o que entendemos pelo n-ésimo p-cocaracter de

uma algebra A. Primeiramente, definimos

P? = spanp{w,q) - Wem) | 0 € Spy, wy =y; ou w; =2, i=1,...,n}
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como o espago de todos os p-polinomios multilineares de grau n nas variaveis
Y1, 21,Y2, 225 - - -3 Yn, Zn-
Vemos que este espago tem uma estrutura natural de H,-moédulo a esquerda, onde

H, = 7S, é o grupo hiperoctaedral de grau n (veja [11]).

A acao natural de H,, sobre P¢ ¢ dada por g-¥; = Yo(i) € § - 2i = Zo@s) OU G * 23 = —Zq(i),
dependendo se a,;) = 1 ou —1, respectivamente, onde g = (a1, ...,a,;0) € H,.
Py
Como P? N1d?(A) é invariante sob esta acdo, temos que PP(A) = ———*—— é um

H,-médulo & esquerda e seu caracter y?(A) é dito o n-ésimo p-cocaracter de A.
Desde que estamos trabalhando em caracteristica zero, o cocaracter x?(A) pode ser

decomposto como
Xi(A) - Z UDWND.OWTE

A p)En
onde a notacao (A, ) - n significa que |A|+|p| = n, e o inteiro my , > 0 é a multiplicidade

do H,-caracter irredutivel x, , associado ao par de partigoes (A, u1).

Quando A é uma superalgebra, o ¢-cocaracter é denotado por x&'(A) e é dito o co-
caracter graduado de A. Por outro lado, quando A é uma x-dlgebra, o p-cocaracter é

denotado por x(A) e é dito o *-cocaracter de A.

Em relagao a isto, em [16], La Mattina estudou a decomposigao do cocaracter graduado
da superdlgebra My (F), estabelecendo as multiparti¢des dos H,-caracteres irredutiveis
com multiplicidades nao nulas. Além disso, em [2], Benanti e Campanella estabelece-
ram condicoes necessarias e suficientes para que um H,-caracter irredutivel apareca com

multiplicidade nao nula na decomposicao de x=(Ms(F),t).

Finalizamos a sec¢ao, destacando que, para os resultados desta tese, veremos que sera
importante conhecer informagoes sobre o *-cocaracter de My(F') munida da involugao
transposta. Antes de mais nada, é importante lembrar que no caso em que A é uma

x-algebra de dimensao finita, o Lema 1.2 de [7], nos diz que

X;:(A) = Z M X

(Asp)kn
R(N)<di, h(p)<ds

onde dim(A™) = d; e dim(A™) = d,.

Com isso, desde que dim(My(F),t)T =3 e dim(My(F),t)~ =1, temos que

X (Ms(F), 1) = Z T XN
A p)Fn
B3, h(p)<1
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Com estas consideracoes, temos o seguinte resultado que foi provado por Drensky e

Giambruno em [7], e que estabelece os valores das multiplicidades neste caso.

Teorema 2.11. Seja ;. (My(F),t) = Z M XA Entao

(A p)n
h(N)<3, h(p)<1

1 se h(A) + h(p) = 1;
A+ 1 se A= (A1) e pu # 0
My = A=A+ 1)) se A= (A1, \o) e = 10;
M —A+1)(A+1) se A= (A, \o) e pu# 0;
[ A=A+ DA — A3 +1)  se A= (A1, A, A3).

2.3 *-Superalgebras

Vamos introduzir as superalgebras munidas de involucao graduada. Certas defini¢oes
e resultados voltados para essa estrutura generalizam o que tem sido feito no contexto de
Pl-algebras, superalgebras e de algebras com involucao. Aqui, vamos considerar as duas

estruturas em uma mesma algebra.

Definicao 2.12. Uma involucao * em uma superalgebra A = Ay & A; que preserva
as componentes homogéneas Ay e Aj, ou seja, (Ag)” = Ag e (4;)" = Ay, é chamada
de involucao graduada. Uma superalgebra A munida com uma involugao graduada * é

chamada de x-superalgebra.

Observamos que o estudo das x-superalgebras generaliza o estudo das algebras com
involugao, uma vez que toda x-algebra é uma x-superalgebra considerada com graduacao
trivial.

Além disso, é claro que para uma superalgebra comutativa A, a aplicacao identidade

é uma involugao graduada em A, chamada de involucao graduada trivial.

Portanto, toda superalgebra comutativa é uma *-superalgebra considerada com in-
volucao graduada trivial. Reciprocamente, se a aplicagao identidade ¢ uma involugao

graduada para uma superalgebra A, entao A é comutativa.

E possivel mostrar que uma superalgebra A munida de uma involugao * é uma

x-superdlgebra se, e somente se, os subespacos A™ e A~ sdo graduados, isto é,

At =A@ Al e A=A, 9 Al
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Com isso, obtemos que qualquer *-superalgebra A pode ser escrita como soma de 4

subespagos
A=Al o AT @ Ay @ A7
Chamaremos os subespacos Af, AT, Ay e A] de componentes simétrica par, simétrica

impar, antissimétrica par e antissimétrica impar de A, respectivamente.

Uma base x-graduada de A é uma base formada pela uniao de bases desses subespagos.

Em [10, Teorema 7.6], Giambruno, dos Santos e Vieira provaram que, quando F' é um
corpo algebricamente fechado, a menos de isomorfismos, as tnicas involugoes graduadas
que podem ser definidas na superalgebra My ;(F') sdo a involugao transposta ¢ e a involucao
simplética s.

Obviamente, a involucao simplética ocorre somente quando k =1 e [ > 0 ou quando

I =0ek épar.

Assim, considerando [ > 0, temos as seguintes *-superalgebras de matrizes com gra-

duacao nao trivial:

e A s-superalgebra (M, (F),t), onde k > [ > 0. Nesse caso, os quatro subespagos de

elementos homogéneos simétricos e antissimétricos obtidos sao os seguintes.

(M), )+:{ . g) S € (M(F), e §' € (01 <F>,t>+},
(Myu(F :{ IO( ;) ‘Ke(Mk(F),t)‘e K'e(M,(F),t)—},
(Mia(F), )] :{ jt ’3) AEkal(F)}a
(M (F), )1:{ » §> AGMM(F)}

e A x-superalgebra (Mj;(F),s), onde k > 0. Nesse caso, os quatro subespacos de

elementos homogéneos simétricos e antissimétricos obtidos sao:

N
(Mkﬁk(F)’S)O o {(0 At)

_ A 0
(Ml = {<0 —At>

AGMk(F)},

AGMk<F)},
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0 K

(Mi(F), s)] = o o) | K€ (My(F),t) e K' € (My(F),t)" ¢,
(Mk,k(F)as)l_ = ;)/ i S e (Mk(F),t)+e Sl € (]\4']€<F‘),lf)+

Agora, vamos descrever as chamadas (Zg, *)-identidades de uma *-superalgebra A.
Consideremos X um conjunto infinito enumerével de variaveis. Escrevendo X como uma
uniao disjunta de quatro conjuntos X = Yy UY; U Zy U Zy, onde Yy = {y1.0,%20, -},
Yi=A{vi1, %21, .-}, Zo = {210, 220,.-.} € Z1 = {211,221, . . .}, definimos a *-superalgebra
livite F = F(X|Zs,*) dando uma superestrutura em F ao determinar que as varidveis
em Yy U Zp sao homogéneas de grau 0 e aquelas em Y; U Z; sao homogéneas de grau
1. Também definimos uma involucao sobre F exigindo que as variaveis em Yy U Y; sao

simétricas e as variaveis em Zy U Z; sao antissimétricas.

Dessa forma, temos que F = Fy @ Fi, onde Fy é o subespaco gerado por todos os
monomios nas variaveis em X que tém um nimero par de variaveis de grau 1 e F; é o
subespaco gerado por todos os monomios nas varidveis em X que tém um nimero impar
de varidveis de grau 1. Assim, F tem estrutura de x-superalgebra, desde que (Fp)* = Fy
e (F1)* = Fi. Os elementos de F sao chamados de (Zs, *)-polindmios.

Iremos nos referir as variaveis em Y, como sendo simétricas pares, as variaveis em Y;
como sendo simétricas impares, as variaveis em Z; como sendo antissimétricas pares e as

variaveis em Z; como sendo antissimétricas impares.
Definigao 2.13. Dizemos que um (Zy, *)-polinémio

f= f(yl,Ow--aym,O,yl,la“-7yn,1a21,0:-‘-azp,Oazl,lw--azq,l)

¢ uma (Zs, x)-identidade, ou uma identidade *-graduada, de uma *-superdlgebra A, e

escrevemos f =0 em A, se

+ + o+ + - - - -\ _
f(aq,o» ey U 0y A gy ey Gy gy Ay gy e e Qg A gy e e 7%,1) =0,
+ + + + + + - - — - - -
para todos ayg, ..., a9 € Ay, ayqyeeeylyy € AT, A10y---,pg € A, €ayy, - 0, € AT

Observe que, neste caso, as avaliagoes em um (Zs, *)-polinémio por elementos de uma
x-superalgebra A respeitam o tipo de variavel em questao, ou seja, em variaveis simétricas
pares substituimos elementos de A pertencentes a componente simétrica par e assim por
diante.

O conjunto das (Zs, *)-identidades de A é o ideal

[d#(A) = {f € F| f=0em A}.
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Temos que I1d#(A) é um Ty-ideal de F, ou seja, é um ideal invariante sob todos os

endomorfismos de F que preservam a graduagao e comutam com a involucao.

Desde que F' é um corpo de caracteristica zero, neste contexto também temos que
Id®"(A) é completamente determinado por seus polinomios multilineares. Dessa forma,

para n > 1, definimos
Pfri = Spanp{Wo(1) " ** Wo(n) | Wi € {Yi0,Yi1s Zi0s Zin}, 1= 1,...,n0 € Sy},
como sendo o espaco dos (Zs, *)-polindmios multilineares de grau n nas varidveis
Y1,05- -y Yn0,Y1,15 - - -y Yn 15, 21,05 - -+ 5 Zn,05 F1,15 -+ - 5 Zm,1-

Ou seja, se f € P8" entao as variaveis ¥;, ¥i1, o € 21 nao podem aparecer simulta-

neamente em um mesmo monomio de f, com ¢ = 1,...,n, mas exatamente uma delas

aparece em cada monomio.

Para n > 1, definimos o espago quociente

gri Pgri
Pn <A> = Py%ri N Idgri<A)

e vamos considerar a acao de um grupo sobre este espaco. Aqui, estaremos interessados
em estudar resultados que dizem respeito ao caracter do espago P (A) como médulo sob

uma agao considerada.

A partir de agora, vamos apresentar os resultados para a investigacao do chamado
n-ésimo cocaracter x-graduado de uma *-superalgebra A. Lembremos que no estudo das
identidades polinomiais ordinarias de uma algebra, o grupo simétrico 5, e o grupo linear
geral GL,, tém um papel fundamental, ja que as teorias de representagoes desses grupos
sao ferramentas poderosas na investigacao do T-ideal e da sequéncia de codimensoes de

uma algebra.

Veremos que, no contexto de x-superdlgebras, um papel andlogo ¢ desempenhado pelo
produto entrelagado (Zy X Zs) 1S, e pelos grupos S, X Sp, X Spy X Sp, € GLy, X GL,, X
GL,, x GL,,. Para um estudo mais detalhado da teoria de S,-representagoes sugerimos
[5] e [13].

Lembramos que o produto entrelagado entre Zy x Zs e .S, é o grupo definido por

Hn: (ZQ XZQ)ZSn: {((gl,hl),...,(gn,hn>;0') ’ (gz,hz) EZQ XZQ,UESn,i: 1,...,71}
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com produto dado por

((glu hl)? R (gm hn);g)((alabl)v T (ambn);T) = ((gh 711)7 T (gn’ﬁn)307)7

onde g; = gias-13;) € h; = hibs-1(;) para todo 1 <1 <mn.
Considerando que Zs = {0,1} (mé6dulo 2) e também Zy = {1, *}, temos que o grupo

H,, age sobre o espaco P8 da seguinte forma:

L. ((glah1)7"' (gmh ) ).yz() (4),0

—Yo(i) 15 S€ Yo(i) = 1

+25(i),0, S€ hg(i) =1

Yo (

+Yo(i)1, S€ o) =0
2. ((glvh1)7"' (gn>hn) ).yzl { @)1 @)
3. ((glahl>,-"7<gn7hn);o-).Zi(]:{

—25(i)0,  S€ ho(i) = *

+Za(i),1; se (ga(i)7 ha(z)) € {(07 1)7 (17 *>}

4. ((g1,h1), -, (g, hn);0) @ 21 = {
—Zo(i),1, S€ (ga(i)7 hU(z)) = {(Oa *)7 (]-a 1)}

Assim, desde que Id®"(A) é invariante pela acdo acima, temos que o espaco P8"(A)
tem estrutura de H,-médulo. O H,-caracter de P&"(A), denotado por x&"(A), é chamado

de n-ésimo cocaracter x-graduado de A.

Para um inteiro n > 1, escrevemos n = n+ns+ns-+ny4 como a soma de quatro inteiros
nao negativos e denotamos por (n) = (ny, ng, n3, ny) uma composigao de n em 4 partes.
Uma multipartigao (A\) = (A(1),...,A(4)) F (n) é tal que A\(7) = (A(2)1, A(i)2,...) F ny,
para ¢ = 1,...,4 e denotamos (\) - n quando (\) F (n), para alguma composigdo
(n) de n. Desde que F' é um corpo de caracteristica zero, é conhecido que existe uma
correspondéncia biunivoca entre os H,-caracteres irredutiveis e as multipartigoes () - n.

Por isso, podemos decompor o n-ésimo cocaracter x-graduado de A como
X&( Z m (2.3.1)

onde x ¢ o H,-caracter irredutivel associado a multiparticao (\) de n e o inteiro m ) > 0
¢ a multiplicidade correspondente.
Para cada (n) = (n1,ng, ng, n4) fixo, definimos P,y como sendo o espaco gerado pelos

monomios de P& que possuem as variaveis

Y1,05 -« yYn1,05 Yni+1,15 -« + 5 Uni4na,15 Eny+na+1,05 - -+ 5 Eng4nodng, 05 Fn—ng+1,15 -+ -5 Zn,1 -
~ TV ~ NV 7\ NV - TV -
n1 varidveis no varidveis ng variaveis ng4 variaveis

Claramente a dimensao de P, é n!.
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Observe que, para cada escolha de (n) = (nj,ng, ng,ng), existem (<Z>) subespacos

n

) denota o coeficiente multinomial. Note que P,
ni,n2z,n3,nqg < )

isomorfos a Py, onde ( <Z>) = (

estd contido em P8 e temos ainda que

Tl ~v n
P (<n>>P<”>'
(n)

Plny
P<n> N Idgrl(A)

Sy X Spy X Sp,, podemos definir uma agao a esquerda de Sy, sobre P, pela per-

Considerando o espaco quociente Py (A) = e 0 grupo Spy = Sp, X
mutagao dos quatro conjuntos de varidveis separadamente. Com isso, temos que P,y ¢ um
Smy-moédulo e desde que T3-ideais sao invariantes sob a agao descrita acima, temos que

Py (A) também herda uma estrutura de Si,)-médulo.

E conhecido que existe uma correspondéncia biunivoca entre os S, -caracteres irre-
dutiveis e as multiparticdes (A) F (n) e que os S,y-caracteres irredutiveis sdo produtos
tensoriais dos caracteres irredutiveis de Sy, , Sy, Sng, Sn,, respectivamente (veja [20, p.44]).

Denotamos por x 1) ® - - - ® Xa) 0 Smy-caracter irredutivel correspondente a (A) cujo

grau ¢ dado por dyq) - - - dy).

Concluimos que, para cada (n) = (nj,ng,ng,ng) fixo, podemos considerar o
Smy-caracter de P, (A), denotado por x(m)(A4) e chamado de (n)-cocaracter de A. Pela
redutibilidade completa, podemos decompor X, (A) em uma soma de S,-caracteres

irredutiveis da seguinte forma

X (A) = D mopxam @ -+ © Xa), (2.3.2)
(M)

onde os inteiros myy > 0 denotam as multiplicidades correspondentes aos S(,)-caracteres

irredutiveis.

O proximo resultado estabelece uma relagao entre o cocaracter x-graduado e o
(n)-cocaracter de uma *-superalgebra A de maneira similar ao que ocorre no caso de

algebras com involugao (veja [7, Teorema 1.3]).

Teorema 2.14. Seja x&(A) o H,-caracter de P&(A) com decomposigao dada como em
(2.3.1) e para cada composicio (n) = (n1,n2,n3,n4) considere Xy (A) o Si,y-caracter
de P,y(A) decomposto como em (2.3.2). Entdo, temos que my = myy, para toda

multiparticao (\) F (n).
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Ao longo dessa tese, devido ao teorema acima, tanto as multiplicidades corresponden-
tes aos S,y-caracteres irredutiveis na decomposicao (2.3.2), quanto as multiplicidades dos
Hi,,-caracteres irredutiveis na decomposicao (2.3.1) serdo denotadas por myyy.

Nesse momento, uma pergunta natural é a respeito do cdlculo das multiplicidades
myyy dos Spy-caracteres irredutiveis que aparecem na decomposi¢ao de ) (A). Para
respondermos tal questao, vamos recorrer a teoria de representacoes do grupo linear geral

GL,,, cujo estudo pode ser aprofundado em [5]. Vamos tratar disto no préximo capitulo.
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3 (Zy,*)-identidades de (M (F),t)

Uma das motivagoes desta tese foi o trabalho feito em [16] sobre as identidades graduadas
da superalgebra M ;(F'). Neste trabalho, La Mattina usou a teoria de representacoes
do grupo linear geral GL,, para determinar um conjunto C formado por 11 polinémios
graduados e mostrou que todas as identidades graduadas de grau < 5 da superdlgebra
M, (F) sdo consequéncias dos polinomios em C. Aqui, vamos estender esta teoria para
estudar as identidades *-graduadas da x-superdlgebra (Ms;(F),t) e também as multipli-
cidades de x&"(My(F),t).

3.1 A agao do grupo GL!

Nos nossos estudos, nos baseamos nos resultados conhecidos para o grupo linear geral

GL,, que podem ser consultados em [5] para usar a teoria de representagoes do grupo

GL: = GL,, x GLy, X GLy X GLy,.
Vamos definir agora um GL? -médulo associado a uma *-superalgebra A com o ob-
jetivo de apresentar uma maneira de calcular as multiplicidades do n-ésimo cocaracter

x-graduado de A.

Sejam m > 1 e F,, o espaco dos (Zs, *)-polindémios nas varidveis

Y1,05- - Ym0, Y115 - - -y Ym,15 21,05 - - -5 #m,05 1,15 - - 5 Fm,l
e consideremos os espagcos vetoriais Uy = spang{yi.0, ..., Ymo}, U2 = spanp{vi1, .., Ym1}
Us = spanp{z10,...,2mo} € Uy =spanp{z11, ..., Zm1}-

O grupo GL(U;y) x GL(Us) x GL(Us) x GL(Uy) &2 GL! age naturalmente a esquerda
sobre o subespaco U; & Uy & Us & U, de F,, e temos que esta acao pode ser estendida
diagonalmente a uma acao sobre F),. Além disso, para qualquer x-superalgebra A, temos
que Fy,, N1d#"(A) é invariante sob essa acao.

Considerando n € N e F' o subespaco dos (Zs, *)-polinémios homogéneos em F,,, de

grau n > m, temos que o grupo GL* age diagonalmente sobre F" e, assim, F" tem
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estrutura de GL? -médulo. Desde que F N Idgri(A) ¢ invariante sob essa acao, segue que

O espaco
P

Fa(A) = —o
Frn1d®(A)
é um GL?* -médulo.

A teoria de representacoes de GGL,, mostra que existe uma correspondéncia biunivoca
entre os GL? -submddulos irredutiveis de F e as multipartigoes (A) = (A(1), A\(2), A(3), A(4))
de n, onde A(7) sdo partigdes com no maximo m partes (veja [5, Teorema 12.4.4]). Assim,
denotamos por W™ o GL% -médulo irredutivel correspondente a multipartigio (\) e Wy
o G L2 -caracter irredutivel de W

Vamos denotar por W& (A) o GL?-caracter de F"(A), que serd chamado de
GL! -cocaracter de A. Este cocaracter serd decomposto como uma soma de G L -caracteres

irredutiveis, cada um deles correspondente a multipartigdo (A) F n, e cada componente

de (\) possui como maximo m partes. Desta maneira, temos que

wer( Z T (3.1.1)

(< >)<m
onde o inteiro My > 0 é a multiplicidade de Wy, e h((\)) = max{h(A(i)) |i=1,...,4}.

Também é conhecido que todo G'L? -submédulo irredutivel de F” isomorfo a W™
¢ gerado por um polindmio nao nulo f(yy chamado vetor de altura maxima associado a
multiparticao (A) (veja [5, Teorema 12.4.12]). Utilizaremos v.a.m. como uma reducdo

para o termo vetor de altura maxima.

Uma multitabela Ty = (Taqy, Th2), Th3), Taqe)) ¢ uma 4-upla formada por tabelas de
Young T)\(;) do tipo A(7), parai = 1,...,4. A multitabela padrao T<,\> = (T,\(l), T/\(g), T,\(3), T,\(4))
é aquela em que os inteiros 1,...,n sao preenchidos, nesta ordem, de cima para baixo,
da esquerda para direita, coluna por coluna, da tabela Ty A1) até a tabela T \4)- O vetor
de altura maxima associado a multitabela padrao é chamado de vetor de altura maxima

padrao e é dado por

H Sth; (@) (Y1,05 - -+ Yny( H Sth;(0@) (Y15 -+ Yy (A@)),1)

/\(4)1
H Sth, @) (210 - - 20,000) 1] Stryovan (zuts - - 2ny0a.0);
=1 j=1

onde h;(A(7)) denota a altura da j-ésima coluna da tabela de Young do tipo (i),

i=1,...,4,e St.(xq,...,x,) é o polinomio standard de grau 7.



28

Para uma multitabela Ty, denotamos por fr,,, o vetor de altura maxima ffma_l,

onde ¢ é o unico elemento de S,, que transforma a multitabela padrao T< » ha multitabela
Ty e a acao a direita de S, sobre F7 ¢ definida pela permutagao lugar, que age per-
mutando os lugares em que as varidveis ocorrem. Dizemos que fr,,, ¢ o vetor de altura
maxima associada a multitabela T}y ou simplesmente fr,, ¢ um vetor de altura maxima

associada a multiparticao (\).

Observacao 3.1. Iremos adotar a convencao que os simbolos ~ e ~, entre outros, indicam

alternancia sobre um dado conjunto de variaveis nas demonstragoes feitas no que segue.

Como um exemplo, a notagao ¥, o7, 0¥4,092,092,07s,0 indica o polinémio

E (Sgnp)(Sgna)yp(l),oya(l),094,0%(2),09;)(2),0%(3),0-
o€S3
pESY

Exemplo 3.2. Seja (\) = ((3,1),(12),0, (1)) uma multiparticao de n = 7.

- 1134 ) , . . .
o Ty = Irat 0,1 7| ] é amultitabela padrao do tipo (\) e

fT<A> = Y1,0Y2,0Y1,0¥1,091,1Y2,171,1 € O V.a.1n. associado a Tyy.

| 7[3]4] [6 o
e Dada a multitabela T}y, = , .0, Do = ¢ a tnica
Dad Ititabela T}y 5 E 0,1 (17)(56)
- ~ . , a()je3)|c(4)| |o(5)
permutagao de Sy que transforma 17y em T}y, isto é, Ty = , L0, o)
a(2) o(6)
fryy = fj’w<>\>0__1 = fz,,(17)(56) = 21172,091,041,092.1 911710 € 0 v.am. associado &

multitabela T7y).

Analogamente ao caso de algebras com involuc¢ao (veja [9, Teorema 3]), é possivel

relacionar o (n)-cocaracter e o GL? -cocaracter de uma *-superdlgebra A.

Teorema 3.3. Se x(,(A4) tem decomposigao como em (2.3.2) e ¥&"(A) tem decomposi¢ao

como em (3.1.1), entdo myy = 1My, para toda multiparticao (A) F (n) tal que h((\)) < m.

Tudo que foi desenvolvido acima nos ajuda a obter um meio de calcular as multipli-
cidades dos S(,,y-caracteres irredutiveis que aparecem em (2.3.2), como pode ser visto na

observagao abaixo.

Observacao 3.4. Observamos que o teorema acima e o Teorema 2.14 nos garante que
a multiplicidade myy do caracter irredutivel x ) na decomposicao do n-ésimo cocaracter
x-graduado de A dada em (2.3.1) é igual a myyy, para toda multiparticdo (\) F (n) tal
que h((A\)) < m.
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Observacao 3.5. [5, Teorema 12.4.12] A multiplicidade 75, # 0 se, e somente se, existe
uma multitabela Tjy tal que fr, ¢ 1d#"(A). Além disso, 1y é igual ao nimero maximo

de vetores fr,,, ¢ Id®"(A) que sdo linearmente independentes em F(A).

Também é importante ressaltar que podemos estender o Proposicao 15 de [16] para

x-superalgebras, ou seja, temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.6. Para cada multipartigao (A\) = (A(1),...,A(4)) de (n), o vetor de altura
méxima fyy pode ser expresso unicamente como uma combinagao linear de vetores fr,,,,
onde Tiny = (Thay, Ta2), Ta@), Tha)) ¢ uma multitabela standard, isto é, cada uma das

tabelas T(;) ¢ standard.

Com isso, considerando o Teorema 2.14, usaremos os resultados acima para determinar
as multiplicidades do n-ésimo cocaracter x-graduado de uma x-superalgebra A.

Também é importante observar que, no caso em que A é uma x-superalgebra de di-
mensao finita, usando uma versao analoga ao Lema 1.2 de [7], podemos provar que temos
uma decomposi¢io particular para o n-ésimo cocaracter *-graduado x&"(A) dado por

X&(A) = >, M X (- (3.1.2)
(A)Fn
h(A(1))<d, h(A(2))<da,
h(A\(3))<ds3, h(\(4))<d4

Particulamente, quando consideramos M, ;(F) para ser a algebra M;(F) com gra-

duagao (M21(F)o, Ma1(F)1), dada por

F F 0 0 0 F
My (F)o:=|F F 0 e My(F)y:==]10 0 F
0 0 F F F 0

e munida da involucao transposta t, explicitamente, temos

z y 0
(]\/[2,1(17),75):)r = y z 0 x,y,z,a € F 3, com base {ejq, €15 + €91, €92, €33}
0 0 a
(3.1.3)
0 0
(M2,1(F),t)(; = —x 0 0 x € F }, com base {e13 — €91} (3.1.4)
0
0
(M2,1(F), t)j = 0 0 y x,y € F 3, com base {e13+ e31,e23 + €32}  (3.1.5)
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0 0 =z
(Mg,l(F),t); = 0 0 gy xz,y € F 3, com base {e13 — e31, €23 — e32}. (3.1.6)
—z —y 0
Assim, temos que
o dim(M,,(F),t)5 =4, o dim(M,,(F),t)f =2,
o dim(Ms,(F),t), =1, o dim(Ms,(F),t); = 2.

Um dos nossos objetivos ¢é estudar a decomposi¢ao do n-ésimo cocaracter *-graduado
de (My1(F),t), o que faremos no Capitulo 3. Usando (3.1.2), temos

X&' (Mo (F),t) = Z MYX (-
(A)Fn

h(A(1))<4, h(A(2 )))

<2,
R(A(3))<1, h(A(4))<2

Pelo que observamos das componentes (Ms(F), ) e (My(F), )0 , a decomposi¢ao
do x-cocaracter de (My(F),t), apresentada no Teorema 2.11, serd importante para o

estudo do cocaracter x-graduado de (M (F),1).

Observacgao 3.7. Vamos agora fazer uma observagao sobre a relagao entre as identidades
x-graduadas da x-superalgebra (My;(F'),t) e as x-identidades da x-dlgebra (My(F),t).

Notemos que valem os seguintes itens:

(1) Como (My(F), ) e (My(F),t) sdo *-superdlgebras com graduagao trivial, as iden-

tidades *-graduadas de cada uma delas sao essencialmente as *-identidades.

(2) Observando as componentes (Ma,; (F), t);r e (Ms(F), t); dadasem (3.1.3) e (3.1.4),

podemos ver (M(F),t) imersa em (M 1(F),t), como -superélgebra.

0

(3) Pelo item (2) acima, temos 1d"(( My, (F), t)o) C I8 (My(F),t).

(4) Em [17], Levchenko exibiu uma base para o T*-ideal da dlgebra de matrizes 2 x 2
munida da involucao transposta. Estendendo este resultado para a x-superdlgebra
(My(F),t), obtemos uma base de Id®" (M, (F),t) com os seguintes geradores:

[21,0, 22,0], [21,022,0, y3,0], W1,2W3 4 — W1 3Wa 4 + W1 4W2 3,

[21,0y2,023,07y4,0] - 21,023,0[y2,07y4,0], Y11, 2115

onde w; ; = [¥i0,Y;0] para 1 < i < j < 4. Claramente cada um destes geradores é
uma (Zs, *)-identidade de (Ma1(F), t)g e assim, 1d®" (M (F), t) C 1d®" (Mo (F), t)o).
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(5) Conclufmos que 1d%" (Mo (F), t),) = 1de" (M, (F), t).

(6) O item (5) acima implica uma relacdo entre as decomposi¢oes dos cocaracteres
correspondentes de (Ma,1(F),t) o © (My(F),t). Usaremos esta relagao para calcular
as multiplicidades associadas as multipartigoes do tipo (\) = (A(1),0, A(3),0) na
decomposicad do cocaracter x-graduado de (My;(F),t) (veja Capitulo 3 Segao 2).

3.2 (Z,,x*)-identidades de grau < 3

Nesta secao, determinaremos algumas (Zs, *)-identidades de (M (F'),t) e mostraremos
que temos um conjunto de 12 tais identidades a partir das quais todas as outras de grau
< 3 s@o consequéncias. Primeiramente, notemos que ndo existe (Zs,*)-identidade de
(M3, (F),t) de grau 1, deste modo comegamos enunciando o seguinte resultado a respeito

das identidades de grau 2.

Proposicao 3.8. Se f é uma (Z,, *)-identidade de (My;(F),t) de grau 2, entao f é

multiplo escalar da (Zs, *)-identidade [21,9, 22,0]-

Demonstragao. Claramente [z, 22| ¢ uma identidade, pois o espaco (My:(F),t), ¢
unidimensional. Agora, assumimos que f é um (Zy, *)-polinémio de grau 2 com varidveis
em

Y1,00 Y2,0, Y1,15 Y2,1, 21,05 2,0, £1,15 22,1~
Como F' é um corpo infinito, todas as componentes multihomogéneas de f sdo (Za, *)-
identidades de (Ms;(F),t) (veja [12, Teorema 1.3.2]). Assim, consideraremos que f é
multihomogéneo e, sem perda de generalidade, podemos assumir que f é um dos seguintes

(Z3, *)-polinémios:

o fi = a1yi0Y2,0 + L1Y2,0¥1.0, o fs = aigz10%20 + Bs22,0%1 0,
o fo =y oY1 + B2y1,191.0, o fo =z 0211+ Boz1,1%1 0,
® f3= a3Y1,021,0 + 5321,0%,07 ® fio= Q1021,122,1 T 51022,121,17
_ _ 2
o fi=auyioz11 + Baz11Y10, o fi1= Q11Y1 0
_ _ 2
o f5=asy1,1¥2.1 + BsY2,191,1, ® fi2=ayi,
_ _ 2
* fo= QgY1,121,0 5621,091,1, o fiz= Q1327 0>
_ _ 2
o f7= QY1121 + 5721,191,17 o fiu= Q1429 1,

onde Oél,...,Oé14,ﬂl,...,ﬁ1()EF.
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Agora provaremos que todos os polinomios listados acima sao nulos, com excecao de
fs. Iniciamos avaliando y; o = €11 € Y20 = €12+ €21 em f; e obtemos a;e12+ fre21, € assim
oy = 1 = 0. Portanto, f; = 0. Em seguida, avaliamos y1 9 = €11 € y11 = €13 + €31 em fo
e obtemos asej3 + faez; = 0, 0 que implica em ay = [ = 0. Logo, fo = 0.

Fazendo avaliagoes adequadas para os outros f;’s, é possivel provar que f; = 0 para
3 <1 < 14, exceto quando 7 = 8. Neste caso, avaliamos z; 9 = €12 — €21 € 229 = €12 — €21

e temos que fg = —(ag + Os)(e11 + €22) =0 = ag = —fs = fs = ag (210220 — 22,021,02'

(.

-~

(Z2,+)—identidade
Finalmente, obtemos que f é multiplo escalar de [z, 22,0]-

]

No proximo resultado, vamos estabelecer uma relagao entre identidades x-graduadas

de (My;(F'),t) em termos de varidveis em Y] e Z;.

Antes de enunciar o resultado, vamos fazer um exemplo. Para um (Z, *)-polinémio
multilinear f = f(Y1,0, -+ Ym0s Yiis -« s Ynly 21,05 - - - s Zp.0s 21,15 - - - s Zq.1), VAMOs considerar
f como o (Zs, *)-polinémio obtido através de f substituindo uma varidvel y; ; no lugar de

uma variavel z;; e também substituindo uma varidvel z;; no lugar de uma varidvel y; ;.

Por exemplo, para f = f(yz,l, 21,0, 23,0) = 21,0Y2,1%3,0, temos = Z1,0%2,1%3,0-

Observe que usando a base x-graduada dada pelos elementos em (3.1.3), (3.1.4), (3.1.5)
e (3.1.6), é facil verificar que f = 21 gy21230 € 1d8" (Mo, (F),t). Também é facil ver que
]7 = 210221230 € Idgri(Mg,l(F),t). De fato, teremos um resultado que garante que ao
trocar as varidveis de Y] e Z; em uma identidade de (Ms1(F),t), obteremos uma nova

identidade de (Ma1(F),t). Vamos estabelecer alguns requisitos para prova-lo agora.
Lema 3.9. Seja ¢ : My (F) — My 1(F) a aplicagao linear definida pela extensao de

€11 F €11, €12 F> €12, €21 F> €21, €22 = €22, €13 = €13,

€23 F €23, €31 > —€31, €32 /> —€32 € €33 — €33.
Valem os seguintes itens:
1. o =1y, (r). Consequentemente ¢ um isomorfismo de espagos vetoriais.

2. ¢ preserva as componentes par e impar de My (F'). Além disso,

Ol(Mar(F), t)5] = (Mag(F), t)gs (Mg (F), t)]] = (M (F), )7
P(M1(F),t)g] = (M2 (F),t)g e @[(Ma1(F),t)7] = (M (F), )7
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3. Se ay,ay € My (F)oU My;(F)y, temos que:

(a) (ar1) = a1, se a; € Moy (F)o.
(b) ¢(araz) = ¢(ar)p(az), se ax € My1(F)o ou as € M1 (F)o.

(c) wlaraz) = —p(a1)p(as), se ar,ay € My (F);.

Demonstracao. Ositens 1, 2 e 3(a) podem ser facilmente demonstrados usando a defini¢ao
de . Para ver o item 3(b), primeiramente observamos que se a; e ap pertencem a
M, 1(F)p, ndo hé nada a fazer. Supomos que a; € My 1(F')g e ag € My;(F');. Neste caso,
vemos que é suficiente provar este resultado para a; € {ejq, €12, €91, €22, €33} que é uma
base de My 1(F)o e ag € {e13, €03, €31, €32} que é uma base de My (F);. Com isso, temos
que @(ejre13) = (e1s) = ez e p(err)p(e1s) = ejrers = er3. De modo andlogo, podemos
verificar que p(e12e23) = @(e12)p(e23), plearers) = p(ean)p(e1s), plexeas) = p(ea)p(e2s),
p(essesr) = p(ess)plesr) e plessess) = p(ess)p(ess).

Analogamente, podemos provar este resultado para a; € (My1(F))1 e as € Mo1(F ).
Finalmente, provaremos o item 3(c), basta mostrar que ¢(ajas) = —p(a;)p(as) para
ay, as € {eys, €23, €31, €32} que é uma base de Ms 1 (F);.

Observe que para 1 < k,j < 2, temos que exses;, eskers € Mo (F)o, pelo item 3(a)
o(erses;) = erj € p(espers) = es3. Além disso, afirmamos que p(exs)p(es;) = —ex; €

o(esr)p(ers) = —ess, concluindo a demonstragao. O

Na préxima observagao, vamos estabelecer uma nomenclatura que serda usada daqui

por diante.

Observagao 3.10. Dado um monoémio m = x;, , - - - T4, s, da dlgebralivre F = F(X|Z, %),
onde x € {y,z} com i; € {1,...,k} e s; € {0, 1}, consideramos que um monémio B € F
¢ um bloco de m se existem monomios (eventualmente constantes) hy, ho € F tais que
m = hyBhy (isto é o mesmo que dizer que B é uma subpalavra da palavra m na algebra

livre F). Vamos usar também esta nomenclatura para nos referir a produtos de elementos

de M271 (F)

Lema 3.11. Sejam ay,...,a, € My1(F)oU M2 1(F); e seja ¢ o nimero de ajs que per-

tencem a My 1 (F')1, entdo

) olay)---p(ay,), seqg=0oug=1 mod 4
-ca oy
g —p(a1)---p(ay), seqg=2ouqg=3 mod 4.

Demonstracao. Se ¢ = 0 a demonstragao segue imediatamente do item 3(a) do Lema 3.9.
Consideraremos ¢ > 0 e iniciamos observando que se p = 1 ou p = 2, o resultado segue

diretamente dos itens 3(b) e 3(c) do Lema 3.9. Além disso, se p = 3, um simples célculo
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e analise de casos com 0 < ¢ < 3, mostra a validade do lema também a partir do Lema
3.9.

Agora, consideremos p > 4 e ¢ = 4k +r > 0, com k£ um inteiro nao negativo e
0 <r < 3. Separamos o elemento a, - - - a, em g blocos By, ..., B, de produtos de elemen-

tos, de modo que cada bloco contenha exatamente um elemento a; € My (F);.

Observe que By, ..., B, € My;(F);. Assim B;B; € My;(F)o com 1 <i,j < g. Por

outro lado, se B; = a;, - - - a;, com i; < iy e utilizando o item 3(b) do Lema 3.9 obtemos

©(B;) = ¢(a;,) - - - p(ai,), por conseguinte, p(By) - - - ¢(By) = ¢(a1) - - - ¢(ap).

Caso 1: Se r = 0, usando os itens 3(b) e 3(c) do Lema 3.9 teremos:

@(B1 -+ By,) = [(B1Ba) - - - (Bag—1Bar)]
@(B1By) -+ - ¢(Buy—1Bux) = (—1)**¢(B1) - - - o(Bux)
@(B1) - o(Bak) = ¢(ar) - - p(ap).

plar---ap)

Caso 2: Se r = 1, usando os itens 3(b), 3(c) do Lema 3.9 e o Caso 1 acima, teremos:
p(ay -~ ap) = p[(By - Bap) Bags1] = @(Bi - B )p(Baet1)
= o(B1) - o(Bar) p(Bars1) = @(a1) -~ p(ap).

Caso 3: Se r = 2, usando os itens 3(b) e 3(c) do Lema 3.9, teremos:

plar---ap) = @[(B1Bz) -+ (Bag+1Bak+2)] = p(B1B2) - - - p(Bag+1Bag+2)
= (="' o(B1) -+ @(Busa) = —p(a1) - - p(ap).

Caso 4: Se r = 3, usando os itens 3(b), 3(c) do Lema 3.9 e o Caso 3 acima, teremos:

p(ay---ap) = p[(By -+ Bagy2)Barys] = p(B1 - - Bagy2)9(Bakys)
= —@(B1) -+ p(Bags2)P(Barys) = —plar) - - p(ap).

]

Seja Fy212 0 subespago da dlgebra livre F dos (Zs, *)-polindmios nas variaveis y o,

y2’07 yg,o, ’y4’0, yLl, y271, ZL(), 21’1, 2271 (§] consideremos
O Fyp10— Fio10 (3.2.1)
o homomorfismo de F-algebras definido pela extensao diagonal da correspondéncia

Y1,0 = Y1,05 Y2,0 7 Y2,0, Y3,0 = Y3,0, Y4,0 = Y4,0, Y1,1 F7 21,1,

Y2,1 F7 22,1, 21,0 =7 21,0, 21,1 F7> Y1,1 € 22,1 F7 Y21-
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Observe que ¢ o ¢ = 1, ,,,. Consequentemente ¢ ¢ um isomorfismo de F-algebras.

O homomorfismo ¢ pode ser estendido para o homomorfismo
o1 F — F, (3.2.2)
onde ¢, é definido pela extensao diagonal da correspondéncia
Yio = Yi05 Yil B Zi1, 20 F 20 € 21 b Y-
Agora, fixamos uma 9-upla
n=(al,as,ai,af, bf b5 a7,b7,05), (3.2.3)

onde afaa;,agjai < (MQ,l(F)>t)8_; bii_ab; S (M2,1(F)7t)—1i_; a; € (M2,1(F)at)5 e b1_7b2_ S
(Ms,1(F),t); e definimos o homomorfismo avaliagdo que denotamos pelo mesmo simbolo

da 9-uplan: Fyo19 — My (F) dado por
n(f) = f(a’ii_7 CL;_, ai—i‘r7 CLI, biﬂ b3_7 a1_7 b1_7 b2_) para tOdO f € F4,2,1,2-

Considerando ¢ : My (F) — My (F') como no Lema 3.9, definimos uma 9-upla

on = (e(ay), plaz), w(ag ), elay), p(b1), w(by ), e(ar), w(b1), ©(b3)), (3.2.4)

que claramente induz um homomorfismo avaliacao com a mesma notacao da 9-upla

©on : Fyp19 — My (F) dado por

on(f) =f(e(a)), wlag ), olag), elay), o(by ), ©(by ), wlay ), o(b]), @(b3)).

Proposicao 3.12. Consideremos 1 e ¢n como definidos acima. Se f € Fjyo12 ¢ um

polinémio multihomogeéneo, entao ¢(n(f)) = en(2(f)) ou p(n(f)) = —en(@(f))-

O sinal da igualdade p(n(f)) = £en(@(f)) depende exclusivamente do nimero de

varidveis impares de algum monomio de f € Fy 2 o.
Demonstracao. Vamos analisar as situagoes possiveis para o polinomio multihomogéneo
f, considerando © = {y1,0, Y20, ¥3,0, 4,0, Y1,1, Y2,1, 21,05 21,1, 22,1 } -

Caso 1: f é um monomio de grau 1, isto é, f = dw, onde d € F e w € ). Neste caso,

sem perda de generalidade, podemos considerar que f é apenas uma das variaveis de 2.

1.1) Se f é uma varidvel par entdao n(f) € (Ma1(F))o, pelas definigoes de @, ¢n, n e pelo
Lema 3.9, temos n(¢(f)) = ¢n(f) = n(f) = ¢0(f))-



36

1.2) Se f ¢ uma varidvel impar entao:

o para f = y;1, temos pn(B(f)) = en(zi1) = (&) = ¢(n(yi1)) = e(n(f));

e para f = z;1, temos ©n(@(f)) = en(yia) = ©(b;) = e(n(zi1)) = e(n(f))-
Caso 2: f é um monomio de grau > 2. Neste caso, sem perda de generalidade, pode-
mos considerar f = wjws - -wp,, p > 2, onde wy, ws, ..., w, € 2 e vamos tomar ¢ como o
nimero de varidveis {mpares em f. Note que n(w;) € {af,as,a3,af, b5, b3, a7,b7,0; },
para 1 < ¢ < p. Como n(f) = n(w)---n(w,), usando o Caso 1 deste lema, e considerando

a aplicacao € : n € NU {0} — F dada por

{ 1, sen=0oun=1 mod4
e(n) =

—1, sen=2oun=3 mod4

podemos usar o Lema 3.11 para concluir que

e(n(f)) =e(@)pn(w1))pn(ws)) - - p(n(w,)) = e(q)en(G(wr)) en(S(wa)) - - - en(P(w,))
=e(q)pn[p(w1) G(wa) - - p(wy)] = e(q)en(@(wy - - - wp)) = e(q)en(P(f))-

Caso geral: Escrevemos f = u; +ug+- - - +u, como soma de monoémios u,s. Como f
¢ multihomogéneo, consideramos que o nimero de variaveis impares de qualquer monomio

u; € q. Segue que

o(n(f)) =p(n(ur)) + p(n(u,)) = e(@)en(@(ur)) + - -+ +e(q)pn(H(ur))
)eon (@ (u )) A+ on(@(ur))] = e(@)enl@(ur) + - - - + (uy)]
Jon[@(ur + -+ u,)] = e(q)en(@(f)).

=¢(q
=¢(q

Finalmente, temos a demonstracao do resultado desejado.
Corolario 3.13. Seja f € Fyo19. Se f € 1d®" (M, (F),t) entdao G(f) € 1d® (M, (F),1).

Demonstragao. Sem perda de generalidade podemos supor que f é um (Zg, *)-polinémio
multihomogéneo. Dado 7y uma avaliagao de @(f), provaremos que no(p(f)) = 0.

Inicialmente, note que podemos escrever 1y, = n para alguma 9-upla 7 como em (3.2.3)
e ¢n como em (3.2.4). Observamos que a avaliacao 7n(f) é nula pois f € Id" (M, (F), ).
Agora, pela Proposicao 3.12, temos 1o(2(f)) = en(@(f)) = £o(n(f)) = 0 e isto mostra
que ¢( f) se anula sob qualquer avaliacao 7y dada. Portanto, ¢(f) é uma (Zy, *)-identidade
de (M3 (F),t). O
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Em resumo, o Coroldrio 3.13 afirma que se substituimos as varidveis y; 1 por z;; e as

variaveis z; 1 por y;1 de uma identidade na algebra F o ; 2, obteremos uma nova identidade.

O interessante de esta propriedade é que pode ser estendida para qualquer identidade em

F =

F(X|Zs, ).

De modo analogo a demonstracao da Proposicao 3.12 e do Corolério 3.13, segue entao

o seguinte resultado:

Corolario 3.14. Considerando o homomorfismo ¢; como definido em (3.2.2). Dada uma

(ZQ, *

)-identidade f entdo @ (f) € 1d&" (Mo, (F),t).

No préximo resultado, usaremos a notacao estabelecida na Observagao 3.1.

Teorema 3.15. Os seguintes (Z, *)-polinémios sao identidades de (M (F),1).

1) [z10, 220); 7) 21,0Y2,1%3,0;
2) [y1,0: 2202305 8) Y1,122,0%3,1;
3) Z1,042,023,0; 9) Y110 [221,231) + Z21Y11Z3.1;
4) z110 Y21, y31] + Y2,1%21,1Y315 10) 21,122,0%23,1 + 23,122,021,1
5) Y1,122,0Y3,1 + Y3.122,001,1; 11) Z11%21%31;
6) ¥11Y21731 12) 21,022,123,0-
Demonstracao.

1)

2)

E ¢bvio, pois (Mo (F),t); é unidimensional.

Observe que se a,b € (My1(F),t), entdao ab pertence ao centro de (My;(F),t)g.

Isto mostra que [y1,9, 22.0230] = 0.

Basta fazer uma substituicdo arbitrria ys0 = azg € (Ma1(F),t)g; 210 = 1w,

23,0 = O3wo € (Ma1(F),t)g em Z1 0Y2,023,0 = 21,042,023,0 — 23,0Y2,0%1,0, onde 6y, 93 € F

€ Wy = €12 — €921. Teremos 51’0y27023’0 = 515311)0&3:0’(00 - 535111}0@;011}0 = 0.

Avaliamos nos elementos das bases, ou seja, y21 = a, y3s1 =be 211 =c,ondeaeb
estdo na base {e13+e31, ea3+e32} de (Ma1(F))T; e c esté na base {e13—e31, 23— €32}
de (Ma,1(F)); -

Se a = b entdo 21,1 © [y2,1,¥31] + Ya121,1731 = 0.

Por outro lado, se a # b sem perda de generalidade supomos que y21 = a = e13+es1,

Ys1 = b= €23 + €32 € 21,1 = C = €43 — €3; COmM 1€ {1,2}
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Primeiro vemos que [y21,Y31] = [ @, b | = e12 — €21. Logo,

21,1 © [y2,17 ys,l] :(613 - €3i)<€12 - 621) + (612 - 621)(61'3 - 631')

= — (ea1€i3 + esi€12) + (e12€53 + €3:€21).
Agora,

Y2,121,1Y31 :y2,1<6i3 - 631')?3,1 = y2,1(€i3 - €3i)y3,1 - y3,1(€i3 - €3i)y2,1
=(—ey; + e31e3) (€23 + €32) — (—ea; + e32e43) (€13 + €31)

=(egie13 + e31€i2) — (€1;€93 + €32€;1).
Finalmente 211 0 [y2.1,y31] + 72121173, € igual

—(ea1€i3 + esie12) + (e2;€13 + €31€:2) +\(6126i3 + e3i€91) — (€15€23 + 63267;1)1 = 0.
TV NV

=0 =0

5) Para verificar que o (Z, *)-polinémio multilinear y; 1290y31 + Ys1220y1,1 € iden-
tidade, basta avaliar em elementos das bases, isto é, substituir 299 = €12 — eg1,

Y11 = €3 + €34, Y31 = €53 + ez com 4,5 € {1,2}.
6) Basta observar que (My(F),t){ é bidimensional e, portanto, St3(y1.1, Y21, y31) = 0.

7) e 8) seguem do mesmo modo que 4) e 5), fazendo avaliagoes em elementos das bases

de (My1(F),t)f, de (My1(F),t)y e de (My1(F),t)7.

Usando o Corolério 3.14 e os itens 4), 5), 6) e 7), obtemos os itens 9), 10), 11) e 12),

respectivamente. ]

Observagao 3.16. No teorema acima, a partir do Corolario 3.14 e da identidade 8)
V112207231, temos também que Z1 129095, ¢ uma identidade de (M1 (F'),t). Esta identi-

dade nao foi listada no Teorema 3.15 pois ela é, de fato, uma consequéncia de 8).

Vamos agora descrever as (Zs, *)-identidades de (My;(F'),t) de grau 3. Para isso,
usaremos a acio do grupo GL3 sobre o espago 1d® (M (F),t) N F3, onde F§ é o espaco

dos (Zs, *)-polinomios homogéneos de grau 3 com varidveis

Y1,0,Y2,0, Y30, Y1,1, Y2,1,Y3.1, 21,0, 22,05, 23,0, 21,15 22,1, 231~

Seja (n) = (n1, ng, ng,ny) uma composicao de 3 em 4 partes, isto é, ny + ng +ng+ny = 3
com 0 < ny,ng,ng,ng < 3. Definimos Wi,y como sendo o subespaco de F3 que consiste

dos (Zs, *)-polinémios homogéneos em Fj de grau 3 tais que:

e o nimero de ocorréncias das varidveis pares simétricas v o, Y2,0, Y30 € 11;
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e o nimero de ocorréncias das varidveis impares simétricas y1 1, %21, Y31 € no;

e o nimero de ocorréncias das varidveis pares antissimétricas z1 g, 22,0, 23,0 ¢ 13;

e o nimero de ocorréncias das varidveis impares antissimétricas 211, 22,1, 23,1 € n4.
A importancia de definir os espacos W, resulta dos seguintes fatos:

1. Wiy € invariante pela acao de GL3;

2. qualquer polinémio multihomogeéneo de grau 3 pertence pelo menos a algum W,;

3. o espago F3 é soma direta dos G'L3-submdédulos Wiy, consequentemente

14 (Ma, (F), 1) 0 B = QDU (Mo (F), 1) N W)
(n)

Devido aos itens anteriores, nos focaremos no estudo da decomposigao do G'Lj-médulo
1d&" (M, (F), 1) N Wiy em submédulos irredutiveis, isto é, queremos determinar a multi-
plicidade 1y, e os submédulos irredutiveis de 1d#" (My 1 (F),t) N Wy, isomorfos a W&

em

1" Moy (F), ) N Wiy & @D mpy W (3.2.5)
(M(n)

Para uma multipartigao fixada (\) F (n), temos que um GLj-submédulo irredutivel de

1d8" (My1 (F),t) N Wi,y isomorfo a W™ é gerado por um polinémio nao nulo fi e de

acordo com a Proposi¢ao 3.6, f(») é combinagao linear de v.a.m. associados a multitabelas

standard do tipo (\).

Para simplificar a notagdo, denotaremos por f</>\>7 f<”)\>, f<’ﬁ\’>, ... os v.aam. diferen-
tes correspondentes a () e, para calcular a multiplicidade myy, precisamos determinar
todos tais vetores que sdo (Zg, *)-identidades de (M (F'),t). Depois, devemos checar a
independeéncia linear destes vetores.

O proéximo teorema exibira todos os valores das multiplicidades 15y e vetores de altura

méxima f,y, f(\, ... da decomposicao (3.2.5) para cada (n).

Observe que o nimero de todas as composicoes (n) de 3 em 4 partes é (41311) = 20.
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Teorema 3.17. As seguintes decomposigoes sao validas

1. 1d# (Mo, (F), )N Wi2,0,1,0) = W (@0.M0): com a seguinte lista completa de v.a.m.’s
fiy = Y1,092,0%1,0 = 21,001,092,0 = (1,0, Y2,0, 21,0]-

2. 1d8" (Mo (F), 1) N Wi 020 = WDHE0 g 3W (D009 com a seguinte lista com-

pleta de v.a.m.’s

— 2 [ . = I/ = "o o_ = =
foy = [?/1,0721,0]7 f(5\> = Y1,0%1,072,05 f<;\> = Z1,0Y1,0%2,0 € f<;\> = 21,072,0Y1,0-

3. Idgri<M271(F>, t) N W(O,l,l,l) = QW(Q’(I)’(I)’(I)); com v.a.m.’s
foy =Tiaz0z11 € [y = [21,0,y11 © 211]-

4. 1A (Mo, (F),t) N Wigoz0) = 2WELCD0 ¢ jy 00070 com a seguinte lista com-
pleta de v.a.m.’s f</>\> = 217022702170, f<”>\> = 21,021’052’0 (& f<:\> = 51’022’023’0.

5. Idgri<M271(F>, t) N W(073,070) &= W(@,(lg),(l),@); com v.a.m. f<)\> = g1,1@2,1y3,1-

6. 1A= (Mo 1 (F),t) N Wi 003 = WL com vam. fiy = 211501531

7. 1d% (Mo (F),t) N Wig2,1,0) = WO@W0) g WO, com a seguinte lista com-
pleta de v.a.m.’s f(A) = Y1,1%71,0Y1,1 € f<,”\> = [yl,la Ya,1, 21,0]-

8. 148" (Mo (F),t) N Wig01.2) 2 WD) g WwOL0).0%): com a seguinte lista com-
pleta de v.a.m.’s fiy = 211210211 € f@) = [211, 22,1, 21,0]-

9. 1d8" (Mo (F),t) N Wig1,20 = WL o 3WO@M0%0): com a seguinte lista com-

pleta de v.a.m.’s

/ R~ ~ " __ = = " __ . =
foy = z10011210, f<;\> = 21,0%22,091,15 f(5\> = Z1,0Y1,1%2,0 € f(5\> = Y1,121,072,0-

10. 1d®' (Mo, (F),t) N Wigp2.1) = WOLEW) g 3W@0.(1%).(1): com a seguinte lista com-
pleta de v.a.m.’s
Jov = 21,021,110, f</5\> = Z1,022,0%1,1, f</1\> = Z1,0%1,1%2,0 € f& = 21,1%1,022,0-
11. Idgri<M271(F>, t) N W(072’071) = W((Z)’(IZ)’@’(I)); com v.a.im.
Joy =200 (Y11, Y2.1] + Y1,1%21,1Y2,1-
12. Idgri<M271(F>, t) N W(071’072) = W((Z),(l),@,(12)); com v.a.m.
foy =110 (21,1, 22,1] + Z11Y11%2,1.
13. 1d®" (Mo, (F), 1) N Wiy = 0 para qualquer (n) no conjunto
{(3,0,0,0), (2,1,0,0), (2,0,0,1), (1,2,0,0), (1,1,1,0), (1,1,0,1), (1,0,1, 1), (1,0,0,2)}.
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Demonstracao. Na demonstragao, vamos fazer somente o primeiro e terceiro item, usando
o argumento explicado anteriormente.
Se (n) = (2,0,1,0), temos duas multipartigoes de (2,0, 1,0):

1.1) (\) =1((2),0,(1),0) possui (2703170)d(2)d@d(1)d@ = 3 multitabelas de Young standard:

(1 2], 0, 3,@),(1 3], 0, 2,®)e<2 3], 0, 1,@),

cujos vetores de altura maxima sao:

f=vl0210, [(23) = yrozioyio e f(123)71 = f(132) = 21047, respectivamente.
S~—— — ~——

w1 w2 w3

1.2) (A) = ((12),0, (1), ) também possui 3 multitabelas de Young standard:

1 1 2
<27®? 3’®>7(37®7 2,@)8(3,@, ]‘7®)7

cujos vetores de altura maxima sao, respectivamente,

9 = V10Y20%1,0, 9(23) =Yy 021,092 € g(12 3)7 ' =g(132) = 21,0Y1,0Y2,0 -
—— S—— ——

w4 ws we

Dada a decomposigio 1d® (Mo (F),t) N Wizo10) & SW @000 o B W ((12),0,(1).0)

calcularemos os valores das multiplicidades 3, e (5.

1.1) Os v.a.m. que geram submédulos irredutiveis de Id#" (Ma 1 (F), ) N Wz,0,1,0) isomor-
fos a W(@2M0 s56 combinagdes lineares de wy, wy e ws (ver a Proposicao 3.6).
Isto é,
foy = aqwy +aows +azws = alyiozl,o+Oé2y1,021,0y1,0+0432’1,0yio € Idgri(Mz,l(F)> t),
para alguns oy, as e ag em F.
Avaliando y19 = €11 € 21,0 = €12 — €1 em f5, obtemos

Joy = arers —azey = 0= a; = a3 = 0.

Avaliando y10 = €12 + €21 € 21,0 = €12 — €1 em f(», obtemos

oy = (a1 —as + ag)(erz —ex) =0=ay =0.

Portanto a; = ay = a3 = 0 = fy = 0, ou seja, nao existe submoédulo irredutivel
de 1d®'(My,1 (F),t) N Wig0.1,0) isomorfo a WMD" assim 8, = 0.
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1.2) Os v.a.m. que geram submédulos irredutiveis de Id® (M, i (F), )N W2,0,1,0) isomor-
fos a W(I0.M0 g50 combinagoes lineares de wy, ws e wg. Isto é,
[y = cqwstasws+asws = uly o Ja021,0 0571 021,092,0T¥621,091,002,0 € identidade,
para alguns ay, as e ag em F.
Avaliando y; 9 = €11, Y20 = €12 + €21 € 210 = €12 — €91 em f<5\> obtemos

f<5\> = —(Oé4 + 046)<€11 + 622) + 2065611 =0= Q5 — 0e Qg + Qg — 0.

Portanto f5, = 4 (Y1,092,071,0 — 21,091,092,0) = @aly1,0, Y2,0, 21,0)-

Observe que [y1,0, Y20, 21,0] ¢ consequéncia da (Zs, x)-identidade [z, 22,0] vista no
Teorema 3.15, o que implica que [y10, Y20, 21,0] ¢ uma identidade. Deste modo,
1A= (Mo, (F), t)NW2,0.1,0) Possui unicamente um submédulo isomorfo a T ((19):0.(1).0),

assim [, = 1.
Finalmente concluimos que
1A= (Ma1 (F), 1) N Wigg1,0) = WEIEOD ¢ foy = W10, Y205 21,0

Agora determinaremos a decomposi¢ao dada no item 3.
Se (n) = (0,1,1,1), temos uma unica multiparticao de (0,1,1,1): (A\) = (0, (1), (1), (1)).
A multiparticao (A\) = (0, (1), (1), (1)) possui (071:?’171)d@d(1)d(1)d(1) = 6 multitabelas de
Young standard:

(@,1,2,3);(@,2,1,3);(@,3,2,1);
((Z),1,3,2);(@,2,3,1>e<®,3,1,2>;

cujos vetores de altura maxima sao:

f = Y1,1%1,0%1,1, f(l 2) = Z1,0Y1,1%1,1, f(l 3) = Z1,1”1,0Y1,1, f(2 3) = Y1,1”1,1%1,0,
S—— —— —— ——

w1 w2 w3 wq

f(123)7 = f(132) = z10y1.1210 € f(132)7" = f(123) = 210211911 respectivamente.
—— S——
ws Wwe
Dada a decomposi¢ao Idgri(MQ,l(F)at) N Woain = AW OMM,M) * caleularemos o
valor da multiplicidade S.
Os v.a.m. que geram submédulos irredutiveis de Idgri(MQ,l(F ), t)NWio,1,1,1) isomorfos

a WOM.(M:M) 530 combinacoes lineares de wy, . .., wg. Isto é,

Joy =qwy + apws + azwsz + auwy + asws + QW
=01Y1,121,0%1,1 T Q221,0Y1,1%1,1 T ¥321,121,0Y1,1 T ¥4Y1,1%1,1%1,0

+ a5211Y1,121,0 + Q621,021,1Y1,1 € Idgri(Mz,l(F)a t),
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para alguns aq, ag, ag, oy, a5, o € F.

Avaliando 9,1 = e13 + €31, 210 = €12 — €21 € 211 = €13 — €31 em f(y, obtemos:
a1(0) + agegr +a3( 0) — agers + asern — agear = (g — ag)ear — (g — as)en = 0,

isto implica que ay = o € ay = 5. Entao finy = aywy +a(wa +ws) +agws +ay(ws+ws).

Avaliando y1,1 = €13+ €31, 210 = €12 — €91 € 21,1 = €33 — €3z em f() obtemos:
a1e33 + (e + e11) + agess + (e + exn) = (a1 + ag)ess + (g + au)(ez + e11) = 0,

isto implica que a; + a3 = as + ay = 0.

Assim fiy = a1(w1 — ws) + aa(wy — wy — ws + wg) e podemos verificar que wy — wy =
T1171,0%1,1 € Wy — Wy — W5 + W = [210, Y11 © 211] 580 (Zg, *)-identidades, pois sdo con-
sequéncias das identidades 8) e 1) listadas no Teorema 3.15, respectivamente. Observe
que {wy — w3, wy — wy — ws + wg} é linearmente independente em F?? e portanto § = 2.

Finalmente concluimos que
Idgri(Mg,l(F),t) N Wioa1,1) =~ QW(Q’(l)’(l)’(l)); Joy =Y11210211 € f<5\> = [21,0, Y11 © 211]-
As demonstragoes dos outros casos seguem de modo analogo aos casos anteriores. [

Agora, estamos prontos para provar o principal resultado desta secao, onde na
demonstragao nos referiremos a numeracao dada as (Zs, x)-identidades do teorema an-

terior.

Teorema 3.18. Seja f € 1d®" (M, (F),t) uma (Zy, *)-identidade de grau < 3. Entdo f

é consequéncia dos (Zs, *)-polinomios listados no Teorema 3.15.

Demonstracao. Se f é (Zo, *)-identidade de grau < 2, usamos a Proposicao 3.8 que garante
que f é consequéncia de [z, 220]. Agora, considere f uma (Z,, *)-identidade de grau 3

com varidveis em

Y1,0,Y2,0,Y3,0, Y1,1, Y2,1, Y31, 21,0, 22,05, 23,05 21,15 22,1, 23,1~

Como F é um corpo infinito, podemos assumir que f é multihomogéneo e com isso
[ € Wi, para alguma composicao (n) de 3 em 4 partes.

Desta forma, f é consequéncia dos vetores de altura maxima obtidos na decomposicao
do GL3-médulo 1d#"(My1(F),t) N Wy,y. Assim, focamos nosso estudo sobre os vetores
de altura maxima listados no Teorema 3.17 e confirmaremos que cada uns deles é con-
sequéncia de alguma (Z,, *)-identidade mencionada no Teorema 3.15.

Iniciamos observando que a multiparti¢ao (n) nao pode tomar os seguintes valores

(3,0,0,0),(2,1,0,0),(2,0,0,1),(1,2,0,0), (1,1,1,0),(1,1,0,1),(1,0,1,1),(1,0,0,2)
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pois nesse caso 1d® (Ma 1 (F),t) N W,y = 0 (item 13 do Teorema 3.17).

Agora, vamos analisar todos os demais v.a.m. seguindo a ordem estabelecida no

Teorema 3.17:

10.

11.

12.

- Ja2).0,0),0 = Y10, Y2,0, 21,0 € consequéncia de 1) [219, 22,0].

. f(l),(Z),(2),Q) = [yLO? Z%,O] é CODSGQUéDCia de 2) [yLo, 22’023’0].

f(’1)7®7(12)’@ = Y1,021,022,0 € f{&’)7®7(12)7@ = Z1,022,0Y1,0 S80 consequéncias de 1); e

f(”1)7®7(12)7@ = Z1,0Y1,022,0 ¢ consequéncia de 3).

Jo,a),1),1) = Yr.1710%1,1 € consequéncia de 8) 7y 1 20,0Z3.15 € fi 1 (1),1) = [21,0, Y1,1021,1]

¢ consequéncia de 1).

! = = " - = = = = = x
fw,(z,l),@ = Z1,022,0%1,0, f@,@7(271)’@ = Z1,0”1,022,0 € fw,(13),® = Z1,0%2,0<3,0 Sa0 CON-

sequéncias de 1).
f@,(13),(2)7® = StS(yl,hyZ,la y3,1) € a identidade 6).
f@,@,@,(ﬁ) = Stg(lel, 22,1, 2371) ¢ a identidade 11)

f@,(2),(1),® =  y11210¥1,1 € consequencia de 5) Y1,1220Y31 T Y31220Y1,1; €

f@7(12)’(1)7@ = [y1,1, Y21, 2170] é consequéncia de ].) [2170, 2270].

fo0.0),2) = Z1,121,021,1 € consequéncia de 10) 211220231 + 231220211 €

f0.0.0),12) = [21,1, 22,1, 21,0] é consequéncia de 1).

_ " = = x A 3 .
Jo.),2.0 = 210911210 € i (1) 129 = Z1,0Y1,172,0 S30 consequeéncias de 7) 21,0¥2,125,0;

fé7(1)7(12)7@ = 71702270?;171 (§ fﬁl)/,/(l),(IQ),(Z) = y17121702270 Sao Consequéncias de 1)

— " — = = = AN e .
f@7@7(2)7(1) = 21,0%1,171,0 € f@,@,(lz),(l) = 21,0<1,1<2,0 Sa0 consequenclas de 12) 21,022,1%3,0;

fQ/),(Z),(IQ),(l) = 71,022702171 € fQ/)/,/(Z),(IQ),(l) = 217131702270 sao CODSun@HCi&S de ].)
f@,(12),@,(1) = 2110 [Y1,1, Y2,1] + Y1,1%1,1Y2,1 é a identidade 4).

Jo,0),0,12) = Y11 © [21,1, 22,1] + Z1,191,1Z2,1 € consequéncia de 9).
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4 Decomposigao de x&"(My;(F),t)

Neste capitulo, estaremos interessados em estabelecer resultados a respeito das multipli-
cidades na decomposi¢ao do n-ésimo cocaracter *-graduado de (M1 (F),t), considerando

multiparti¢oes (A) = (A(1), A(2),A(3),A(4)), onde as alturas das componentes satisfazem

4.1 Multiplicidades nao nulas em Y&'(M,(F),t)

Nesta secao apresentaremos um resultado que nos permitird identificar se a multiplicidade

myy € nula na decomposigao:

XE (Mo, (F), t) = > MoyX (- (4.1.1)

AMEn
h(A(1)

)§<4, h(A(2))<
h(A@))< <

2))<2,
1, h(A(4))<2

A partir de agora, usaremos as notagoes ~ e ~ estabelecidas na Observacao 3.1 para
indicar alternancia das variaveis.

Proposicao 4.1. Considere a decomposigao em (4.1.1) e (A) = (A(1), A(2), A(3), A(4))
uma multiparti¢do de n. Se h(A(1)) < 3 entdo my # 0.

Demonstracao. Usando a Observacao 3.5, basta encontrar um vetor de altura méaxima
associado a uma multitabela do tipo (\) que nao seja (Zo, *)-identidade de (M (F),1).
Denotemos as conjugadas das parti¢oes A(1), A(2), A(3), A(4) respectivamente por

A1) = (37,2, 1), A(2)' = (2, 1°7), A3)' = (1) e A(4) = (2,1°),

onde aq,...,ag > 0.

Logo, o vetor de altura méxima padrao associado a (A) é dado por

Jo = W1.072.003.0)"" [Y1.0, 2.0 Y10 1.1, Y21 PyT T 206210, 221] 7 275

Considere uma permutacao o € S,, tal que

f=foo = (T1.072.003.0)"" [Y1,0, Y2,0] (Y11, Y2,1] " 210 [21,1, 22.1] 9T w1 200
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Note que, f é um v.a.m. associado a uma multitabela do tipo (\) e agora apresentaremos
uma avaliagao que nao anula f.

Consideremos y1 9 = €11, Y20 = €12 + €21, Y30 = €22, Y1,1 = €13 + €31, Y21 = €23 + €32,
21,0 = €12 — €21, 21,1 = €13 — €31 € Z91 = €23 — €32.

Fazendo esta avaliacao, obtemos um elemento
fo=(=1)*(e12 — €a1) T (e11)* (e13 + €31)* (€13 — €31)* € Mo (F)

de modo que, para todos os possiveis valores de aq,...,ag > 0, temos f, diferente de
zero. Portanto, f ¢ 1" (My 1 (F),t).
m

Antes de enunciar o préximo corolario, fazemos uma observagao. Ao tomar os elemen-
tos da base {e11, €12+ €21, €22, €33}, 0 valor da avaliagao em St3(y1,0, Y2,0,Y3.0) = ¥1,092,093.0

serd nulo ou igual a +(ejp — eg91). Por outro lado, temos que St4(y1.0,Y2.0, Y30, Ya0) =

Y1,092,093,004,0 — Y2,091,0U3,054,0 + Y3,091,002,054,0 — Ya,091,0¥2,093,0. Assim, temos que
J1,002,003,0010 € 145 (Ma, (F), ).
Da Proposicao 4.1 e da observacao feita acima, segue o seguinte.
Corolario 4.2. Consideremos a decomposigao em (4.1.1).
1. Se my = 0 entao h(A(1)) = 4.
2. Se n € {2,3} entdo my # 0 para todo (\) - n.
3. Se n =4 entao myy = 0 se, e somente se, (\) = ((1*),0,0,0).
Para provar a proxima proposi¢ao, vamos precisar do seguinte importante lema técnico.

Lema 4.3. Seja g; um monomio de F e consideremos (y, (o, (3, (4 variaveis distintas que

estao no conjunto X =Yy UY; U ZyU Z;. Se
go = 2122532491

é um polinomio de graun > 4 e o € 5, entao podemos reescrever o polinomio g = gyo

como £¢2(;93¢294C595C 496, onde ga, g3, g4, g5 € gs SA0 MoONOMios nas variaveis do monomio

g1.

Demonstracao. Temos que gy = Zsgn(T)CT(l)CT(Q)CT(?,)CT(4)91 e portanto, para o € S,
TESY
um monomio de g = goo é

Sgn(T)[CT(l)CT(Q)CT(g)CT(4)g1]O', para algum T € Sy (4.1.2)
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Considerando 1 < j < 4, no resultado da acao a direita de o sobre as variaveis do
mondmio Cr(1yCr2)Cr(3)Cr(1), temos que a varidvel (.(;) ird ocupar a posi¢ao o~ '(j) do
monomio correspondente em g.

Ordenamos as posigoes das varidveis de acordo com o7 1(iy) < 07 (ip) < 071(i3) <
o7 (iy) e para 1 < k < 4, definimos uma permutacio v € Sy por y(k) = iy, onde
ir € {1,2,3,4}.

Por fim, considerando § = 7y € Sy, temos que O(k) = 7(i;) e assim, (o) ocupa a
posicao 0~ 1(ix) do monoémio correspondente em g. Desta forma, podemos escrever este
monomio como gaCp(1)93Ga(2)94Co(3)95Ca(4)gs, onde cada g, ¢ um monomio nas variaveis do
monomio ¢ .

Agora, como o coeficiente do monémio em (4.1.2) é sgn(7) e sgn(f) = sgn(7)sgn(7),

fazendo o mesmo com todos os monomios de g, ao fim obtemos que

g=">_ sgn(7)sgn(0)g2Co1)95C0(294Co(3)95C0(4)96 = £92C195C294C595C496-
0€Sy

O

Observacao 4.4. O fato mais importante da conclusao do lema anterior é que se o
polinomio inicial gy = (;(5(5¢491 ¢ linear e alternado nas variaveis (i, (2, (3, (4, quando
g1 ¢ multihomogéneo e independe das variaveis (i, (o, (3, (4 entao o polinomio resultante

goo continua sendo linear e alternado nas variaveis (i, (s, (3, (4.

Proposigao 4.5. Consideramos a decomposigao em (4.1.1), se (\) = (A(1),0,(3),0) e
h(A(1)) = 4 entao my = 0.

Demonstragao. O v.a.m. padrao associado a (\) = (A\(1),0, A(3),0) é dado por

Jo(y1,0, ¥2,0, Y30, ¥4,0, 21,0) = (F1.0¥2.0U3.04.0)"" Po

Q4 Q5

onde oy > 1 e hg = ho(y1,0,¥2,05¥3,0, Y4,0, 21,0) = (St3(Y1,0,¥2,0, ¥3,0)) “2[Y1,0, Y2,0]“* Y1 62105

com Quo, (g, Oy, a5 > 0.

Como observado anteriormente, 7, 47, ¥3.04,0 € uma (Zs, *)-identidade de (My1(F'), 1)
e assim, fp também é. Agora, vamos mostrar que, para todo o € S,, temos que
f=foo™! € 1d®(My,(F),t) e isto prova o resultado.

Vamos considerar go = go(¥1,0, ¥2,0, ¥3,0, ¥4,05 ¥5,0, ¥6,0, 7,05 ¥8,0, 21,0) UM novo (Zg, *)-

polinoémio, dado por

90 = (Us.0U6.097.098.0) T1.0U2.073.074.0) " “ho

e para o € S, definimos g := gy 0! e observamos que g é linear e alternado nas varidveis

Y5.0, Y60, Y7,0, Ys,0, de acordo com o Lema 4.3.



48

Note que f = foo~! é consequéncia de ¢ = goo~!. Portanto, se mostrarmos que
0 0 )

g € 1d® (M, (F),t) entdo teremos f € 1d®" (M, (F),t). Vamos considerar substituicoes
Yio=a; € (Ma(F),t)d, para 1l <i<8e z19=0b € (My1(F),t)y em g.

1. Se o conjunto {as,ag,ar,as} é linearmente dependente entdo, pela linearidade e
alternancia de g nas varidveis s, ¥s.0, Y70, Ys,0, de acordo com a Observagao 2.6,
teremos

g(ala ag, a3, a4, s, 4g, a7, Ag, bl) = 0.

2. Se o conjunto {as,ag,ar,as} é linearmente independente, este serd uma base de
(MQJ(F), t)sr Desde que {6117 612+€21, €929, 633} também é uma base de (Mg,l (F), t)g,
escrevendo as, ag, a7, ag como combinacao linear de eqq, €19+ €91, €99, €33 € usando no-

vamente a linearidade e alternancia de g nas variaveis ys o, ¥6.0, Y7,0, Ys,0, teremos
g(a1, az,as, ay, as, ag, ar, ag, by) = 6 g(ay, as, as, as, ey, €12 + €1, €22, €33, b1),

para algum 0 € F.

F F 0
Agora, observamos que [y = | F F 0| el =

0 0 O
Além diSSO, 11[2 = [2[1 = Ilmfg =0e [1+12 = <M271( )775)0 Como 611,612+€21, €y € [1,

€33 € IQ e CL1,CL2,CL3,CL4,b1 c (MQ,I(F)7t)O, vamos obter

o O O

0 0
0 0 | sao ideais de (My1(F),t).
0 F

dg(ay, as, as, ay, €11, €12 + €91, €22, €33,b1) € I1 N Iy = 0.

Concluimos que f = fyo~! é identidade para todo o € S,,. Portanto, m = 0.
N
]

Agora pretendemos conhecer para quais multiparticoes (A) a multiplicidade m ) é nao
nula. Para atingir este objetivo, primeiro apresentaremos dois lemas que serao tteis para
encontrar v.a.m. que nao sejam identidades.

Nos préximos dois resultados, vamos usar a notacao gV, 7?, 7® para indicar algumas
repeticoes de alternancia. Por exemplo, se h = (ygl)yg )yg ))zl @S)yg))(y?yg ))(yg )y:(f’))

entao

h= Y s80(010205) Yoy (1) Yoa(1)Yors(1)) 21 Yers ) Yors (3)) Wora(2)Yera(3)) (Yors (2) Y (3)) -

01,02,03E€S53
Recordemos ainda que uma avaliacao de ¥j0%20¥30 por elementos da base
{e11, €12 + €91, €92, €33} de (Ma1(F'), 1) serd nula ou +(ej2 — €91). Ainda, esta avaliacdo ¢é

nao nula somente quando o elemento e33 nao estiver na substituicao.



1) . = —(1)—
1

Lema 4.6. Seja hy = hi(y1,0,---,Y20,¥1,1) = Ti0° Ui 0V, 1(y 2.0Y :(J,())? 40) "

onde p € N. Entao,
+e31, sep é par,

hi(eiz + €21, €11, €22, €33, €13 + €31) = L
+ess, se p é impar.

Demonstracao. Observe que se p =1 entao h; = yg ())yl 1yg ())yél())yfl ()), ou seja,

hy = 91,091,1@2,053,0@4,0) - 92,0?/1,1@1,0%,0?4,0) + 93,091,1@1,052,0@,0) - 314,01/1,1@1,0%,0@3,0)'

Assim, pelo que sabemos da avaliacao no polinémio standard de grau 3, a avaliacao

hi(ei2 + ea1, €11, €22, €33, €13 + €31) Tesulta em es;.

Se p > 2, hy pode ser escrito como segue

hi = yio(@0 - U0y (50750740 (Ts0d50ms0) - - (5050750
— 00 Ty (TTs 0T TS aT0) - TTS A7)
+ 50T Ty TTs0TA0) T8 0T50) - TETS0T)
— a0 (T Ty (T 0Ts0T50) (T aTsomse) -+ (TeoTsadso)

e assim, pelo que sabemos da avaliagao no polinomio standard de grau 3, temos que os
termos acima iniciados por yi o, Y20 € ¥3,0 se anulam apos a avaliagao por y; o = €12 + €1,
Y2.0 = €11, Y30 = €22, Y40 = €33 € Y11 = €13 +e31. Logo, o resultado obtido nesta avaliacao

em h; é o mesmo que o resultado desta avaliacao em

(1) (p)

—(1)— _(2)—(2)— -
TS T TS0 0) - - G TT ).

—(2 —
g1 = —y4,o(y§,3 e -y%)yl,l(y

. ;. . A . —(2 e A .
Usando o raciocinio acima para a alternancia ygo) no polinémio g1, temos que o resul-

tado da avaliacao em g, serd igual ao resultado da avaliacao em

3 —(1)—(1)—(1 —(3)—(3)—(3 _(p)—(p)—
T )y (T T TS ) 2 (TS TS AT ) - - (T Ty L)

) )

92 = Yio(T
Este processo pode ser repetido e desta maneira, obtemos que o resultado da avaliacao

requerida em h; é o resultado desta avaliacao em

9 = (= 1Py oy1 1 (T 0507 )P

ou seja,

+e3; se p é par,

h1(612 + €21, €11, €22, €33, €13 + 631) = (—1)p€31(€12 - 621)p = L
+ezp se p é impar,

o que completa a demonstracao.



50

. - 1 1)—(1
Lema 4.7. Seja h2(y1,07 sy Y40,Y1,1, y2,1) = yl,l(y( ) y%)?ﬁ 1(95 ())yé 3%(1 3) (ygpgyép())yipg)

onde p € N. Entao,

+(e12 — e21), sep é par,
ha(e12 + €a1, €11, €22, €33, €13 + €31, €23 + €32) = L
+(e1q + €22), se p é impar.

Demonstracao. A demonstracao é andloga a prova do Lema 4.6. O

O seguinte lema afirma que os valores das multiplicidades associadas as multipartigoes
(A1), A(2), A(3),A(4)) e (M(1),A(4),A(3),A(2)) coincidem. Este resultado é realmente
interessante ja que diminuira o calculo de multiplicidades na decomposi¢ao do cocaracter

X&(Ma1(F),t) e é basicamente uma consequéncia do Corolario 3.13.

Lema 4.8. Sejam (\) = (A(1), A(2), A(3), A(4)) e (A) = (A(1), A(4), A(3), A\(2)) duas mul-

tiparticoes como em (4.1.1), entao my = ms5,.

Demonstracao. Seja E((\)) o subespago vetorial de Fyo;2 gerado por todos os veto-

res de altura méxima associados as multitabelas de Young do tipo (), e seja E({)\)) o
E(A)

o E((\) N1d&Y (Mo, (F), t)

e E((\)). Considerando o homomorfismo ¢ : Fyo19 — Fy212 como definido em (3.2.1),

espago quociente . Analogamente definimos os espacos E((\))

podemos verificar que:

L E(A)] = E((N);
2. GIE((\) N1dE (M, (F), )] = E((A\)) N 1A (Ma, (F), t) (pelo Corolério 3.13);

3. myy = dim E((\)) e m sy = dim E((\)) (pela Observacio 3.5).
Note que E((A)) estd imerso em F (M, (F),t), onde (A) - n e m = h(()).

Assim ¢ induz um isomorfismo de espacos vetoriais entre E({)\)) e E({)\)), e portanto

m<)\> = m<;>. O

Proposigao 4.9. Consideramos a decomposigao em (4.1.1) com (A) = (A(1), A(2), A(3), A(4))
e h(A(1)) = 4. Se A(2) # 0 ou A\(4) # 0 entao myy # 0.

Demonstragao. Por hip6tese, temos h(A(1)) = 4 e assim, consideremos A(1) = (r, s, ¢, p),
comr > s >q > p > 1. Consideremos ainda, a; = ¢q—p >0, ag = s—qg > 0e
ag=r—s>0.

Primeiramente, suponhamos que A\(2) # (). Neste caso, como h(A(2)) € {1,2}, vamos
analisar as possiveis situagoes.

Caso 1: Suponhamos A\(2) = (a4) onde ay > 1. Seja

a3, 04 ar

fo = (T1.072.073.074.0)" (U1.002.0U3.0) " [Y1,0, Y2,0) Y1 oy1 1 200 21,1, 221] 0217
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o v.a.m. padrao associado a (\) com as, o, 7 > 0. Podemos encontrar uma permutagao

o1 € S, tal que

f= foor =yt T ha (U 0¥a0¥5.0) ™ W10, 2,0 2 213 211, 22.1] 0TS,

onde hy = hy(y1,0,---,Ya0,Y1.1) ¢ 0 polinémio do enunciado do Lema 4.6.
Para verificar que f nao ¢ identidade de (M1 (F),t), substituimos y; 0 = e12 + €1,

Y20 = €11, Y30 = €22, Y40 = €33, Y11 = €13 + €31, 210 = €12 — €21, 211 = €13 — €31,
Z91 = €3 — €32 € usamos o Lema 4.6. Desta forma, o resultado desta substituicao em hy

é v1 € {£es1, tesp} e assim, o resultado da avaliagdo em f é
+(e1s + e31)™  (e1s — e31) (€12 — €21) M TOETOTU (015 4 €99)* #£ 0.

Por conseguinte my, # 0.

Caso 2: Suponhamos \(2) = (ay + a5, a4) onde ay > 1 e a5 > 0. Seja

Jo = (?71,0?2,0?3,0@4,0)10@1,0?2,053,0)041 (1,0, yz,O]OQyi% Y11, ?/2,1]a4yfslzi% (21,1, 2,271]0472?7%

o v.a.m. padrdo associado a (A) com ag, a7, ag > 0.

Existe uma permutagao oo € S, tal que

g = 90051 = yiﬁzﬁﬁh2(§1’0§270§370)“1 [y1,07 112,0]042 [1/1,17 yz,l]arlzfi%[zl,la 22,1]a7y?,%

onde hy = ha(y1,0,- -, Ya0,Y1.1,Y2.1) ¢ 0 polindmio do enunciado do Lema 4.7.
Verifiquemos que g nao é identidade de (Ms1(F),t), substituindo por y; o = €12 + e,
Y20 = €11, Y30 = €22 , Ya0 = €33, Y1,1 = €13 + €31, Y21 = €23 + €32 210 = €12 — €21,
211 = €13 — €31, Z2,1 = €23 — €32. De fato, usando o Lema 4.7, temos que a avaliacao destes
elementos em hy resultard em o € {£(e12 — €91), (€11 + e22)} e, portanto, o resultado

da avaliagao em g ¢é
t(e13 + e31)* (€13 — e31)**qa(e1n — e9q) 1 TORTHMTIFATT (o)) 4 e91)* £ 0.
Por conseguinte my, # 0.
No caso em que A(2) = () e A\(4) # 0, pelo Lema 4.8 e os pelos resultados obtidos nos
Casos 1 e 2, conclufmos que m\y = m)r4)13),0) 7 0- O

Agora temos as ferramentas suficientes para caracterizar as multiplicidades nao nulas

da decomposicao (4.1.1).
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Teorema 4.10. Considerando (\) = (A(1), A(2), A(3), A(4)) na decomposi¢ao em (4.1.1),
temos que mgy = 0 se, e somente se, (A) = (A(1),0,A(3),0) com h(A(1)) = 4.

Demonstragao. Assumimos que myy = 0, pelo Coroldrio 4.2 e pela Proposicao 4.9, segue
que h(A(1)) =4, A\(2) =0 e A(4) = (). A reciproca é consequéncia imediata da Proposi¢ao
4.5. m

Com isso, concluimos que my # 0 se, e somente se, h(A(1)) < 3 ou A(2) # 0 ou A(4) # 0.

4.2 Multiplicidades do n-cocaracter & (M (F),t)

Em [7], Drensky e Giambruno estudaram a decomposi¢ao do *-cocaracter de My (F') mu-
nida da involucao transposta, conforme enunciamos no Teorema 2.11. Usando a Ob-
servacao 3.7, traduzimos este resultado aqui, obtendo a multiplicidade de multiparticoes
do tipo (A) = (A(1),0,A(3),0) em x& (M, (F),1).

Proposigao 4.11. Se (\) = (A(1),0,X(3),0) e h(A(1)) < 3 entao

;

1 se h(A(1)) + h(A(3)) = 1;
A1), +1 se h(A(1)) =1 e X\(3) # 0;
meyy = (A1) = A(1)g + 1)A(1)s se h(A(1)) =2e A(3) = 0;
D1 - AMDs+ DAM 1) se hAL) =2 ¢ AB) £
A1) = A(D)2+ (A1) = A(1)3+1) se h(A\(1)) =3

\

E claro que se acontece A(A(1)) = A(A(2)) = h(A(3)) = h(A(4)) = 1, entdo
MA1),00,0) = MOA2),0,0) = M@0A3),0) = M0,0,074) = 1.
Agora vamos comecar a estudar outras situagoes e calcular as multiplicidades.
Proposicao 4.12. Se n > 2, entao

1 sen=2;

M(0,(n—1,1),0,0) = T12(0,0,0,(n—1,1)) = { 2 sen>3

Demonstracgao. E facil ver que mg,(1,1),0,0) = M(0,0,0,1,1)) = 1. Suponha que n > 3. Pela
Proposicao 3.6, s6 precisamos trabalhar com os vetores de altura maxima associados
as multitabelas de Young standard do tipo (0, (n — 1,1),0,0). Explicitamente, essas

multitabelas sao

1(2]3]...li=1lit1]...| n
Ti=<@7 i .0, @) para 2 < i < n,
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que induzem n — 1 v.a.m.:

filyias o) = Graiaboayin ' 0<i<n-—2
Notemos que:

o fi — fi1 = yi,1?1,1§2,1yﬁz—i € Idg“(Mg,l(F),t) com 1 < i < n — 3, pois sdao

consequéncias da (Zs, x)-identidade y1 121 0Y1.1;

® fn— fas = 9?52?1,1%,1 ¢ 1d% (Mo (F),t), basta avaliar y1; = ez + ez e

Yo2,1 = €23 1 €32.

Assim, fo= fi= fo=--- = f,_3 mod Idgri(MZl(F),t). Para concluir, mostremos que
{fo, fa_2} é linearmente indenpendente mod Id&" (M, (F),t). Sejam S, B2 € F tais que
Bifo+Bafn =0 mod Id®" (My (F),t); é suficiente avaliar ¢, = ej3+e31 € yo1 = €a3+e30

para obtermos

—B1ea1 + Pa(esa — ea3) se m é par;

— (€93 + Pa(e12 — e21)  se m é fmpar.

0= (B1fo+ Bafuz)(€13 + €31, €23 + €32) = {

Com isso 8, = (B = 0 para qualquer n > 3. Usando a Observacao 3.5, concluimos que
m,m-1,1,00 = 2. A demonstracao de mpgp n-1,1) = 2, para n > 3, segue do Lema
4.8. [

4.2.1 Multiplicidades m(@7(m>7(n)7@) e m(@7@’(n)7(m))

Iniciamos calculando as multiplicidades m g, (1),(1),0), M(0,(2),(1),0) € T(0,(2),(2),0)-

® para (@, (].), (].), @), temos dOiS v.a.m. f1 = yLlZLO € f2 = Zl,Oyl,l- Assim {fl; fg} é
Li.  mod Id® (M, (F),t) e portanto mp, 1) )0 = 2.

® para (®7(2)7(1)7®)7 temos 3 viaa.m. f; = ?/%,121,07f2 = Y11210¥1,1 € f3 = Zl,Oyil'
Notemos que f, é identidade e {fi,fs} é 1i. mod Id®" (M, (F),t), entdo

m,2),1),0) = 2. Analogamente podemos provar que mg,(1),2),0) = 2-

® para (@, (2), (2)7 @)» temos 6 v.a.m. f; = ?J%JZ%,O, fo= Y1,121,0Y1,121,04 J3 = 2’1,09%,121,0,
fo=wya2ioy, f5 = zi0y11210910 € fo = 27 gy7,. Notemos que fa, f5 sdo identida-
des, fi = fo e {f1, f5, f1} é Li. mod 1d®" (M1 (F),t), entdao mg,2),2),0 = 3.

Como acabamos de ver, a maioria dos v.a.m. das multiparticbes antes mencionadas sao
identidades. Além disso, no caso (0, (2), (2),0) vimos que f; = fs. Isto nos leva a enunciar

algumas identidades necessarias:
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® Ui Zi,oym e 21,091,121,0 com ¢ impar, que sao consequencias de y;,121,0Y1,1 € 21,0Y1,121,0

respectivamente.

. [%,1»2{,0] com i e j pares, que ¢ consequéncia de [y1,210%20]. O que implica

yi 2 o=z i, mod Id8(My(F),t) com i e j pares.
1,171,0 1,0Y1,1 :

A seguir veremos como as identidades dadas acima agem sobre os v.a.m. associados a

multiparti¢ao (0, (m), (n),0). Assim temos quatro casos a considerar:

i1 JJ1 02 JJ2 Jr—1_ ip i1 J1 iz, J2 Jr—1 _ir
L. Y1171,0911%10 " %10 Y110 3. 210Y1,1710911 Y11 Ao
i1 J1 02 J2 ir S Jr i, J1 i o d2 L e o Jr
2. Y1,171,091,1%10 * " Y1,1”1,00 4. 210Y1,171091,1 " 1,041,150

onde il,ig, Ce ,ir,j17j2, . ;jr—lajr Z 1.

ir—1

Caso 1 Se [ = yiy21 w1295 -yt 210 'y, entao usando as identidades dadas

acima, afirmamos que:

=0 se algum elemento de {j1,...,Jr-1,%2,...,%-—1} ¢ Impar;
g

f=ylT "oy se todo elemento de {ji,...,jr1,%2,...,%_1} ¢ par.

Analogamente para o caso 2, 3 e 4 obtemos

Caso 2 Se [ = yil,lz{}()y%lz{?o " 'yfﬂ{fm entao
f=0 se algum elemento de {ji,...,j,—1,%2,...,4,} é impar;
f=yl2ty  setodo elemento de {ji, ..., jr—1,%2,...,%,} é par.
Caso 3 Se f = 2yl 220l - - 215 Wit 21, entdo
f=0 se algum elemento de {ji,...,jr—1,%2,...,%,—1} é impar;
f=2g"ymey,  se todo elemento de {ji, ..., jr—1,i2,...,i,_1} ¢ par.
Caso 4 Se [ = Zﬁoyflzfoyfl T Zifoy{rh entao
f=0 se algum elemento de {ji,...,jr—1,%2,...,%,} ¢ impar;
f =210y se todo elemento de {ji, ..., jr—1,%,...,%r} é par.

Temos a seguinte consequéncia imediata.

Lema 4.13. Seja f um v.a.m. associado a multiparticao (0, (m), (n),?). Entao ou f =0

ou f = yﬁ_izfoyiyl, para algum 0 < i < m, ou f = zfajy’fflzio, para algum 0 < 5 < n.

Corolario 4.14. Sejam m e n nimeros pares e f um v.a.m. associado a multiparticao
~ _ _ _ _n—1 _om—1
(0, (m), (n),0). Entao ou f =0ou f =yl 27y ou f = 275y 210 ou f =Yy 2] oY1

Além disso {yI" 2o, 215 yiz10, YT 2oy} € Li. mod Id® (Mo (F), t).
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Demonstra¢ao. A primeira parte decorre diretamente do Lema 4.13. Para provar a se-
gunda parte consideremos a1y 27y + %z%ly{'}lzw + azy’y lzfoym = 0 com
a1, o, a3 € F' e verifiquemos que a; = as = az = 0.
Avaliamos aly{’:‘lzfo+agz’f751yfllszLagnylzfoym emy; = ejz+es; € 210 = €12—E21,
obtemos (—1)("/2)(041611 + agegn + azess) = 0= a1 = ay = a3 = 0.
O

Corolario 4.15. Se m é impar ou n é impar e f é um v.a.m. associado a multiparticao
(@, (m), (n),0), entdo ou f =0 ou f = Y2t f = 2oyt Além disso {y" 27, 27 oyl } ¢
Li. mod Id® (Mo, (F), ).

Demonstra¢ao. A primeira parte decorre diretamente do Lema 4.13. Para provar a se-
gunda parte procedemos de maneira similar a demonstragao do Corolario 4.14. Dada a
combinacao linear o3y 27y + a227oyiy = 0, com oj,ay € [F, e avaliando

m ,n n _,m _ — A .
alyl’lzl’o + a221,0y1,1 €m Y11 = €13 + €31 € 210 = €12 — €21, obtemos trés casos:

(—1){=D/2)(a1e35 — agess) =0 se m e n sdo impares,
(=1 (ares + azers) =0 se m é Impar e n é par,

(=)D (aye19 — agey;) =0 se m é par e n é fmpar.

Em todos os casos temos que a; = ay = 0. Portanto {y{" 27, 20"0y74} é 1Li. mod

1d&™ (Mo (F), t). O
Agora, enunciamos o resultado principal.
Proposicao 4.16. Sejam m e n numeros naturais. Entao

3, sem en sao pares

mM@,(m),(n),0) = M(0,0,(n),(m)) = , -
(0:6m),(m).0) (00 tm.(m)) {2, se m € impar ou n é impar.

Demonstracao. Se m e n sao pares, pelo Corolario 4.14 concluimos que 3 é o ntumero
maximo de v.a.m. linearmente independentes mod Id®(My (F),t), assim
M@, (m),(n)0) = 9. Se m ¢ impar ou n é impar, pelo Corolario 4.15, do mesmo modo
como o caso anterior, 2 é o nimero maximo de v.a.m. linearmente independentes mod

1d® ( My (F),t), assim M0, (m),(n),0) = 2. Finalmente, pelo Lema 4.8 obtemos os valores

de ™y p,(n),(m))- u

4.2.2 Multiplicidades m(@,(n)’gj,(l)) e m(@’(n)ﬂ)’(g))
Proposicao 4.17. Se n € N, entao

2 sen=1;

mmwmmzm@mwm:{3 sen > 2
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Demonstracgao. E facil ver que me1),0,1) = 2 € m@2).e1) = 3. Suponha que
n > 3. Os vetores de altura méaxima associados as multitabelas de Young standard
do tipo (0, (n),0, (1)) sdo da forma f; = y77" 211945, para 1 <i <n+1.
Notemos que:

o fi+ fir1 = YT (i1 0 zia)yiyt € 1% (Mo (F),t) com 2 < i < n — 1, pois sio

consequéncias da (Zs, x)-identidade y1 121 0Y1.1;

o h=—faiz=fu=—fr=---=(—1)"f, mod Idgri(Mm(F),t);

e {f1, fa, fu+1} € linearmente independente mod Idgri(Mg,l(F), t).
Sejam S, B2, B3 € F tais que Bifi + Bofa + Bafurs = 0 mod Id8(My,(F),t); é

suficiente avaliar y; 1 = ea3 + €32 € 211 = €13 — €31 para obtermos

—fBie3z + Pzea3  se n & par;
0= (Bifi+ Bafa+ Bafur1)(€13+ €31, €23 —€32) = -
—[p1e12 + P3ea1  se n é impar.

Por conseguinte 3 = 3 = 0. Como f; nao é identidade, pois fo(e13 + €31, €13 — €31)

¢ nao nula, obtemos que [y = 0.

Portanto mg,n),0,(1)) = 3 e pelo Lema 4.8 mg (1),0,(n)) = 3. o

sy

Usando o Lema 4.8 obteremos o valor de myg,(2),0,n)) calculando somente o valor de
m,(n),0,(2))- Deste modo, nos focaremos na multiparticao (0, (n), 0, (2)).
Inicialmente, observe que todos os v.a.m. associados a multitabelas do tipo (0, (n), 0, (2))

podem ser escritos na forma

. _ i1 j—i—1 n+2—j ; ;
fig=wyi1- 211 210 i1 =Yg 211y, 20y, com 1 <i<j<n+2
i J

Observe que f; ; ndo ¢ identidade, pois f; ;(e13 + €31, €13 — e31) # 0.

Comegamos calculando as multiplicidades m g, (1).0,2)) € mM(0,(2),0,2))-
PI‘OpOSiQéO 4.18. m(@7(1)7@7(2)) = m(@7(2)7@,(1)) =3e m((a,(Q)’@’(Q)) = 5.

Demonstragao. O conjunto {fi9, f13, fo3} de v.a.m. associados a multitabelas do tipo
(0, (1),0,(2)) é linearmente independente mod 1d#" (M, (F),t). Com efeito, se ay fio +
agfis + asfos =0 com aq, a0, a3 € F, basta substituir y;1 = e13 + €31 € 211 = €23 — €32
em oy fio+ aafis+ asfos € Idgri<M271(F), t) entdo —ajeg; —aze;3 =0= a3 = a3 =0
e como fi3 nao é identidade temos que ap = 0. Assim mg (1),0,2)) = 3. Por outro lado,
os v.a.m. f12, fi3, fi4, f23, fou, f34 associados a (0, (2),0, (2)) nao formam um conjunto
Li. mod Idgri(Mz,l(F)7 t), dado que fi9 = fou+ fs4 — fi,3, POis fi2 — fou — fau+ f13 ¢
consequéncia da identidade 8) do Teorema 3.15. Como { fi1 3, f1.4, fo.3, fou, f34} ¢ Li. mod
148" (M1 (F), t), conclufmos que mp,(2)0,2) = 5 O
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A partir de agora consideraremos n > 3 e enunciaremos quatro lemas que nos permi-

tirao determinar o valor de mg (n),0,(2))-
Lema 4.19.

1. Se a € (My1(F),t)] entdo existe § = §(a) € F tal que a®> = da. Consequentemente,

k+2

a¥*t? = §aF, para todo k > 1. Além do mais, a**+? = §+1/2g se k é fmpar.

. n—1 , ~ ’
2. Seja h(y11,211) = z11(211 © yﬁl) — 911 21,1(21,1 0y1,1) com n fmpar, entao i é uma

(Zs, x)-identidade.
Demonstracao.

1. Seja a = a(es + e31) + B(ea3 + e32) para alguns «, 5 € F' entao é simples ver que

a® = da, onde 0 = o + (%

2. Para demonstrar que h é uma identidade, substituiremos y;; por um elemento a
de (Myy(F),t)f e z11 por um elemento b de (Ma(F),t);. Neste caso, existem
al?ﬁlyoéZaﬁQ € I tais que

a=oy(e13 +es1) + Pi(eas + e32) e b= as(ers — es1) + Paeas — esq).

Note que, a® = §1a com §; = a? + 32 e aob = §y(e12 — €91) com dg = —vy B2 + Braa.

Inicialmente provaremos que h € 1d#" (M, (F),t) quando n = 3.

h(a,b) = b(bo a®) — a’b(boa) =b(bo (d1a)) — a®b(bo a)
= 6b(boa) —a’b(boa) = (6,b— a’b)(boa)
= (5113 — aQ)b(b ¢) CL) onde 13 = €11 + €99 + €33

= (0113 — a®)b(Sa(e12 — €21)) = 02[0113 — a?][b(e1a — €21)]

= 0y[Bien + afen — a1 fiers + €21)][faest — anes] = 0.
Prosseguimos com o caso n > 3, lembrar que h = 21 1(21,1097;) —yi}lzl,l(zlyl o0Y11).

h(a,b) = b(boa™) —a™ 'b(boa)
= b(bos\" V%) — 5" 22h(b o q)
= 6" 2 [p(b o §1a) — a®b(bo a)]
= 6" 2 h(bo a®) — a?b(bo a)] = 0.

Vv
caso n=3
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Lema 4.20. Todo v.a.m. f;; é combinacao linear de

fn+1,n+25 fn,n+2> fl,n+2> fn,nJrla fnfl,nJrla f1,3 mod Idgri(MZ,l(F)> t)

Demonstragao. De fato, f;; ¢ igual a um v.a.m. da lista abaixo

1. f1,2; D. fn+1,n+2;

\)

. fijecom3 <5 <n+l1;
6. fijcom2<i<j<n+lej—i>2

w

. f17n+2;

S

. fi,n+2 com 2 S 1 S n; 7. fi,’H—l com 2 S 1 S n.
Mostraremos agora que cada v.a.m. acima é combinagao linear de

fn—i—l,n—i—?a fn,n+2> fl,n+2> fn,n-‘,—la fn—l,n-i—la f173 mod Idgri<M2,1(F)> t)

Nos casos 3 e 5 nao ha nada que fazer, enquanto que no caso 1

fie = —fis+ fant2 + fotinre  sen é par;

fi2 = fonte — fins2 + fantt se n é impar.

Temos que fis + fi3 — fans2 — fotinee = z11(211 0 yl,l)yffl - y?,fl(zl,l oyi1)z €

consequéncia da identidade ¥, 1220231 quando n é par e pelo Lema 4.19

f1,2 - fn,n+2 + fl,n+2 - fn,n+1 = 21,1(21,1 o y’fl) - 3/7115121,1(21,1 o yl,l)

é uma (Zg, *)-identidade quando n é impar.

Por outro lado, se f1; com 3 < j <n+1 (caso 2), afirmamos que

fij = fiz mod Id® (My,(F),t) se j é fmpar;
fij = —fiz mod Id® (My,(F),t) se j é par.

7j -

Pois fi; — fis = ziayalyl s 21lyiy’ ™ é consequéncia da identidade y1a[y? s, 221]y11
quando j é impar, podemos verificar que ylvl[yil, 221]y1,1 € uma identidade fazendo as
substitucoes adequadas e usando o item 1 do Lema 4.19. Por outro lado, fi; + fi3 =

j—3 42 i . . .
21111 (Yl 1" 0 zl,l)yflﬁ ¢ consequencia da identidade y; 3220y1,1 quando j é par.
Nos outros casos, lidamos de maneira semelhante.

4. fingy2 com 2 <7 <n temos que

finto = famiz mod Id¥ (M, (F),t) sen —i é par;
fint2 = —fans2 mod Idgri(Mg,l(F), t) sen—iéimpar.
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Ja que finio — fonie = ¥ii'l211,y07vi1211 6 consequéncia da identidade
2 Ca il n—i
yl,l[yl,lu 2'2,1]%,1 se n—i ¢ par; do mesmo modo fi,n+2+fn,n+2 =Y (21,1021/1,1 )91,121,1

¢ consequencia da identidade y; 129 0y11 quando n — ¢ é impar.
6. ficom2<i<j<n+1lej—1i>2 Entao

fi; = facin+1 mod Idgri(ngl(F), t) sej—i é par;
fij = —foin mod Id® (My,(F),t) sej—i é fmpar.

Inicialmente notemos que:

- -2 25 A . .

o fii—fi—2; =y 11 [21.1, Yl ]y1,1z1,1yﬁr 7 é consequéncia da identidade
2 S )

1/1,1[3/1,17 221)y1,1 quando j — i é par;

—J

i 2 2—j . : :
o fii+ fi—o; = yill(zm oyl )yl,lzl,lyﬁ é consequéncia da identidade

Y1,122,091,1 quando j — i ¢ fmpar;
.33 n+l—j . N . .
® fioj — fainy1 = Y11 [2av11211, 911 Y11 é consequéncia da identidade

Y1,122,0Y1,1-

Desta maneira

fij = fociner = (fij — fiaj) + (fiaj — facins1) € 1B (Mo (F),t) se j — i é par;
fii  factmer = (Fig + fi—25) — (fi—2j — fa—ims1) € 1A (My1(F),t) se j — i é fmpar.

7. fiis1 com 2 < ¢ <n. Entao

fiit1 = fant1 mod Idgri(MQJ(F),t) se n — i é par;

fiit1 = fooin = fovins2 + fant2 — fu—ing1 sen —i é impar.

_i—1r,2 m—i ; At . .

De fato, fiiv1 — fant1 = Y11 (211, Y11 1911 € consequéncia da identidade ;1220911
.y e _i—l2 on—i—1),2 A

quando n — 4 é par; assim como fi 41— fuo1m = Y11 (271, Y11 Y11 € consequéncia

da identidade y;1220y11 quando n — ¢ é impar. Finalmente f,_1, + fo—1n+1 —

n—=2 — _ , N . . —_ _
Jrtime2 = fams2 = Y11 Z11(Y1,1 © 21,1)¥11 € consequeéncia da identidade ¥y ;220211
]

Lema 4.21. Se n é par, o conjunto { fuoi1.n+2, fant2, frnt2, fontts famini1, f1.3} € linear-
mente independente mod Id®" (M, (F), ).

Demonstragao. Se oy fpy1n+2 + 02 fnnto + asfinge + Qafonst + Qs foint1 +agfizg =0
com ay,...,ap € I, entao oy frp1ni2+ o fnniotasfinretaafnni +asfooinii o6 fis

¢ uma identidade. Agora, vamos demonstrar que oy = --- = ag = 0.
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Se substituimos y;1 = e13 + €31 € 211 = €23 — €32 €M 1 frr1nt2 + Q2 funto + 3finte +

Q4 fnnt1 + Q5 fa 101 + @6f13, obtemos
—Q€e33 + 012( 0) — (i3€22 + Q€17 + CY5( 0) + CY(;( 0) =0
—Q1€33 — (\3€90 + (\g€11] = 0= a; = 3 = Qg = 0.

Se substituimos y; 1 = ej3+e31+eaz+es e 211 = e13—e31 em o frpnro+ s fr1 1 +06f13

obtemos

207272(2(eq1 + ea1 + es3)an + (€11 + €12 + €1 + ean + 2e33)5 + 2(en + €12 + €33)a5) = 0
(202 4 a5 + 20a6)e11 + (a5 + 206)e12 + (202 + as)ea + asean + 2(a + a5 + ag)ess = 0
a5 + 206 = 209 + 5 = a5 = 0 = a5 = a9 = ag = 0. Portanto

{fosint2s fams2s fins2, fantts facingrs fig) € Li. mod Idgri(Mz,l(F)at)- u

Lema 4.22. Se n ¢ impar 0 conjunto {fn+17n+27 fn,n+27 fl,n+2>fn,n+1a fn—lm—i—l} ¢ linear-
mente independente mod Idgri(Mg,l(F), t). Além disso, fnni2 — fint2 — fa—int1 + f13 €
1d&" (M, (F), t).

Demonstracao. A demonstragao da primeira parte é andloga a feita no lema anterior.

Para a segunda parte precisamos decompor

Jomso—finro—focins1itfis = (fro—focinii+fis— fant) H(=fiot fonto— finset font1),

onde o primeiro termo

fi2 = facims1 + f13 = famsr = (211(211 0 y171)y’f§2 — yﬁIQ(le o Y1,1)%1,1)Y1,1

¢ consequencia da identidade ¥, 122,0%3,1; como também

—fi2+ fant2 = fimsz + famer = —211(zi1097) + 9?512’1,1(21,1 oY1)

¢ uma identidade (veja Lema 4.19). Por conseguinte fyni2 — fini2 — fa—int1 + fi3 €
uma identidade.
UJ

Proposigao 4.23. Seja n € N, entao
sen=1;

sen =2;
M(0,(n),0,(2)) = 40,(2),0,(n)) =

ot Ot W

se n é fmpar e n > 3;

6 senéparen > 3.
Demonstracao. Nos casos n = 1 e n = 2 as multiplicidades ja foram calculadas na Pro-
posicao 4.18.
Se n > 3 é impar, pelos Lemas 4.20 e 4.22 temos mg,n),0,2)) = 5. Se n > 3 ¢é par, pelos
Lemas 4.20 e 4.21 temos mp,(n),0,(2)) = 6.
m
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4.2.3 Propriedade periédica das multiplicidades de (0, (m), 0, (n))

Veremos uma propriedade singular das multiplicidades das multiparti¢oes (0, (m), 0, (n)).
Deste modo, fixamos n > 1 e definimos o inteiro positivo o, = mg,(m)0,(n))- Mostraremos
que a partir de um my € N, que apenas depende de n, os termos da sequéncia (o, )m

permanecem quase constantes. Em outras palavras

Omo+1 = Omo+3 = Omg+5 = Omo+7 =

Um0+2 - Um0+4 - Um0+6 - Um0+8 _—

e 0s valores 0,41 € 0,42 NAO precisam ser iguais.

Por exemplo, se n = 1, usando Proposicao 4.17 vemos que 0,,, = mp,(m),0,(1)) = 3 para
qualquer m > 2. No entanto, se n = 2, a Proposicao 4.23 afirma que para valores m > 3
temos que

Om = M0,(m),0,(2)) = © Se m & Impar;
Om = Mg,(m)0,2)) =6 sem épar .

Notacoes:
1. Denotamos por Fy;1 a subalgebra de F'(X) gerada pelas variaveis y1 1 € 21 1.

2. Denotamos por E,,, o subespaco vetorial de Fp ;o gerado pelos v.a.m. associados
a multiparticao (0, (m), 0, (n)).
Note que o conjunto dos v.a.m. associados a (0, (m), 0, (n)) forma uma base de
E,,.» e serd denotado por B,,,. Além disso, qualquer elemento de B,,,, é da forma

211y} 19, onde j > 0,7 > 1 e g é um monomio em Fy10,1.

Em,n

i . Observe
Epn NIA® (Mo (F), 1)

3. Denotamos por E,,,, o espaco vetorial quociente

que 1m,(m).0,(n)) = A Epnp.
Nos proximos lemas, vamos considerar m, n inteiros tais que n > 2 e m > n + 3.

Lema 4.24. Consideremos f = z{}lyiflszly’ifl z{lyil um monomio de grau m na
variavel y; ; e de grau n na varidvel z; ;; com s > 2, 71,75 > 0, Jo, ..., Js, 01, ..., 05—1 > L.
Se para algum « € {1,...,s} temos i, > 3, entdo existem j > 0, i > 3 e h um mono6mio
em Fjq01 tais que

f=2 1yl h mod Id® (Ma; (F), ).

Demonstra¢ao. Se i; > 3 nao ha nada a provar. Se i, > 3 para algum «a € {2,...,s},

afirmamos que f' = f — 2],y 2 2y - 2oyt ? - 200yl é uma (2, %)-identidade.
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De fato, tomando a € (My1(F),t){ e b € (M 1(F),t);, usando o Lema 4.19, temos

f'(a,b) =b"a"b2a™ - - b a'  -beab =gt p2a - Weale T Woal
a(ia—2)+2 6ai1
=00 a1 22 - - Wegle 2 L hsgts — Sh A b2a® - - begte T b at = 0.
3 s i1+2 _J2 fa—2 Js 4 i

Com isso, concluimos que f = zl Ly 1) 1y1 X 21 G 2y mod 1d# (M (F), t)
-~ >
h

e o resultado estd provado. O

Nos proximos resultados, usamos a nocao de bloco de um monomio, dada na
Observagao 3.10.

Js 0 A
Lema 4.25. Consideremos f = zl 1y1121 1y11 -+ 2171Y7% um monomio de grau m na
varidvel y;; e de grau m na varidvel z;;; com s > 2, 551 > 0, jo,...,Js > 1,

i1, ,1s—1 € {1,2} e is € {0,1,2}. Entao existe um bloco de f da forma y1,121,1yil-

Demonstragao. Inicialmente, provaremos que existe o € {2,...,s} tal que j, = 1, ou
seja, algum dos expoentes jo, ..., Js de 211 € 1. De fato, se qualquer js, ..., js ¢ maior ou
igual a 2, entao 2s —2 < jo+---+7j5, < n. Além disso, m = i1 +---+15 < 2s. Isto implica
que 2s —2 <n <m—3 < 2s— 3, uma contradicao.

Assim, podemos escrever
— jl i1 iafl 7 js s
= ZiaYia Y 2yt 2y com 2<a<s.

Agora, suponhamos, por absurdo, que f nao contém bloco da forma ?JLIZLI?J%J- Neste
caso, se jr = 1, devemos ter i, = 1, para 2 < k < s — 1. Além disso, observe que j, > i.
S

Seja T'=m — n, ou seja, T'= > (ix — jx). Por hipdtese, T' > 3, mas note que
k=1

s—1
T = (i1 — +Z ik = Ji) + (is = Js) < 2,
<2 (=D

<0

o que é uma contradicao e isto prova o resultado. O

Antes de demonstrar o proximo resultado, vamos estabelecer uma nomenclatura a
respeito de blocos. Se um monomio f estd sob as hipdteses do lema anterior, temos que
f = hl(yl,lzl,lyil)hg, onde h; e hy sao monomios especificos de Fpyi1, nas devidas

digoes. Di bl 2 é simpl hi =1 ; 6mio termi-
condicoes. Diremos que o bloco y; 121 1y7; € simples se Ay = 1 ou é um monoémio termi
nando com a variavel z;; e caso contrario, diremos que y; leyf , € um bloco composto,
ou seja, f = hj(y} 21197 1)ha, onde b} é um bloco inicial de hy (isto é o mesmo que dizer

que hy termina com yi 1).
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Agora, suponhamos que f = h; (y1,121,1y%71)h2 seja um monomio sob as hipéteses do
Lema 4.25, onde yleLlyil ¢ um bloco simples. Definimos o Procedimento #, conside-

rando um novo monomio
2
Ji= hl(?/1,12’1,1y1,1>h2

e dizemos que f; é resultado de aplicar o procedimento # em f.

Observe que
e f) satisfaz as hipdteses do Lema 4.25, isto é, fi = 21 'y, 1 215 vl - 2157 vy com
S 2 2, le, is,l Z 0, jg’l, c. 7js,17 7;1,17 .. ,7;3_171 Z 17 e il,l; c. ,’L.SJ sao menores ou

iguais a 2.
e fi=foufi=—fmodId® (M, (F),1).

Lema 4.26. Se f é um v.a.m. associado a multiparti¢ao (0, (m), 0, (n)), entao existem
Jj > 0,7 >3 e hum monomio em Fj ;9,1 de grau m — ¢ na varidvel y;; e de grau n — j na
variavel z;; tais que

f=2l 1yl h mod Id® (Ma; (F), ).

Demonstragao. Todo v.a.m. f associado a (0, (m), 0, (n)) é de uma das formas
— n m
1. f= 21,1911 ou
g i g2, i s i . . . .
2. f= 21 aY1a21aYi A1y com s > 2, 01,05 2 0€J2,. .y Jss 1y 0y 0s1 2 1

O Caso 1 segue de maneira trivial, pois m > 3. Para o Caso 2, temos duas possibili-
dades

2.1 Algum i4,...,4, é maior ou igual a 3. Neste caso, usamos o Lema 4.24.
2.2 Todos os i1, . ..,1s sa0 menores ou iguais a 2. Pelo Lema 4.25, existe um bloco de f
da forma 91,121,1?&1; ou seja, f = h1(y1,121,1y%1)h2~

Agora prosseguimos de maneira iterativa:

2.2.1) Se f nao possui blocos simples entao definimos ¢ := f.

2.2.2) Se f possui um bloco simples, definimos f; como resultado de aplicar o proce-
dimento # em f.

2.2.3) Se fi n@o possui blocos simples entao definimos ¢ := f;. Caso contrério,

aplicamos o procedimento # em f; para obter um monomio f.

2.2.4) Conferimos se o monémio f, contém ou nao blocos simples e, se necessério,
aplicamos o procedimento # iterativamente até obter um monémio f; que nao

possua blocos simples.
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2.2.5) O monémio f; serd obtido em um numero finito de passos pois temos um
numero finito de variaveis em f e o procedimento # se resume a fazer per-
mutagoes de termos yil e Y11, com o objetivo de obter um monomio com
apenas blocos de um dos tipos: yf712171yi1 Ou Yi121,1Y1,1 OU Y1121,1Y1,1- Ao

final, definimos g := f.
E facil verificar as seguintes afirmacoes

e g 6 um v.am. associado a (0, (m),0,(n)) e cumpre as propriedades do
Caso 2.2;

e g= foug=—f mod Id® (M, (F),1).

Agora, provaremos que g possui um bloco composto, ou seja, um bloco da forma

yilz1,1yil. Suponhamos, por absurdo, que g nao possui blocos de tal forma.

Considerando 9= Zg,llyzlo}lzg,zlyffl e Z(lzflylljjl com s > 27 q1,Ps > 07 q2;---54s, P15+ -+,
Ps—1 > 1; e p1,...,ps < 2. Vemos que se, para algum « € {2,...,s}, temos p, = 2
entao ¢, > 2 pois g nao tem blocos simples ou compostos. Desta forma, p, —qo < 0

para 2 < a < s. Além disso, é claro que p;1 — ¢; < 2.

Com isso,

3§m—n=(p1—ql)+2(pk—%)§2a
N—— N——

<2 k=2

<0
um absurdo e portanto, podemos escrever g = g1(y7,211Y%,)g2, onde g e ga sao

monomios em £4101.

Além disso,

_ 2 2 — 3 : 2 2 3
g= 91(y1,121,1y1,1)92 =— 91(y1,121,1y1,1)92 » POIS Yy 1211Y11 = —Y11711Y11-

(& J/

TV
Caso 2.1

Pelo Caso 2.1 que ja foi visto acima, existem 7 > 0 e ¢ > 3 e um monodmio h € Fj1 0

tais que gl(yilzl,lyl,l)QQ = Z{,Iyi,lh' Portanto, g = _Z{,lyi,lh'

Em conclusao, f =g = _Z{,1y71;,1h ouf=-—g= Z{J?th mod Id&" (M, (F), ).
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Teorema 4.27. Se m,n sao inteiros tais que n > 2 e m > n + 3, entao
(0, (m+2),0,(n)) = T(0,(m),0,(n))-

Demonstracao. Para provar o resultado, vamos mostrar que Fy, 42, = E,,,. Para isso,

vamos considerar ¢y : E,,,, — E,,, 12, a aplicacao linear definida pela extensao de

J oot o it2
2119119 7 A1aY1109

onde zilyilg sao os elementos da base By, ,,, com 7 >0, ¢ >1eg € Fyi10.1.
Agora, definimos a aplicagdo linear ¢ : Ey,,, — Epyy0, por ¢ := 70 ¢ onde 7 é a
projecao natural de E,, o, sobre E'm+2,n.

Afirmamos que:
1. ¢ é sobrejetora e
2. kerp = By, N 1A% (Mo (F), ).

Para provar o item 1, observamos que todo elemento de E,, 15, é da forma m( f ), com
f € E,,12,,. Portanto, escrevendo f' = kak, com 0, € ['e fk € By12n, a0 fixar um
k e aplicar o Lema 4.26, sabemos que existem j > 0,7 > 3 e h € Fj; 1 um monomio de
grau m + 2 — ¢ na variavel y; ; e de grau n — j na variavel z;; tais que fk = zilyilh.

Considerando fj = z{’lyiEQh € B,,.n, observamos que ¢1(f;) = z{’lyilh e portanto

w(fi) = 7(2 Wi 1h) = (1 (fr) = o (fi)-
Assim, para cada f, € Biion existe fi, € E,,, tal que ﬂ(fk) = ¢(fx). Finalmente,

definindo f =), Oifx € En ., temos que p(f) = ( f&), concluindo a demonstracéo.

Vamos agora provar o item 2. Primeiramente, observe que se f € E,, ,, é claro que
f Ekerp & o1(f) € Id® (Mo (F), 1).
Agora, vamos provar que
e1(f) € 1d¥ (Mo (F),t) & f € 1d* (My (F), 1) (4.2.1)

e assim, o item 2 estara demonstrado.
Para um v.a.m. f, = z{',lyiylg € B,,n, vamos usar a notacao f» para ¢1(f,), ou seja,
fr = 2119129 € Byuia, Tomando a € (Mo (F),t){ e b € (M (F),t)7, pelo Lema 4.19,
temos que existe § € F tal que f,(a,b) = & f,(a,b).
Com isso, se f = Z O, fr € By, n onde 0, € F, entao
k

e1()(a,0) = O fila,b) =6 O fula,b) = 6f(a,b). (42.2)
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Com a igualdade acima, j& fica claro que se f € Id®(My,(F),t) entdo
©1(f) € 1d&" (M, (F),t). Além disso, se o1(f) € 1d®"(My(F),t) e a e b sdo elemen-
tos como acima, por (4.2.2), temos 0 f(a,b) = 0.

Agora, é evidente que se 6 # 0 entdo f(a,b) = 0. Por outro lado, se 6 = 0, entdo
a® = 0. Neste caso, considerando um v.a.m. f; em f, usamos o Lema 4.26 e observamos
que existem j > 0, ¢ > 3 e h um monomio em Fp; ;1 de grau m — ¢ na variavel y;; e de

grau n — j na variavel z;; tais que
fi = z{’lyi’lh mod Idgri(MgJ(F),t).

Com isso, fi(a,b) = & _a' h(a,b), pois i > 3. Isto prova que f(a,b) = 0, para
=0
quaisquer valores de a e b escolhidos, ou seja, f € 1d®" (M, (F),t) e terminamos a prova
de (4.2.1).

Por fim, usando o Teorema Fundamental de Homomorfismos, temos

— Em,n

Em,n = i = _m+2,n-
Epn 015 (M, (F), £)
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Consideracoes Finais

A determinagdo das multiplicidades nao nulas da *-superdlgebra (Ms;(F),t) foi estimu-
lada a partir dos resultados satisfatérios obtidos sobre as multiplicidades do n-cocaracter
para o caso da algebra Mj3(F') com estruturas adicionais apresentados por Benanti e
Campanella [2] e La Mattina [16].

Neste trabalho nos restringimos a determinar se a multiplicidades m ), do n-ésimo co-
caracter x&"(Ma1(F),t) é nula ou ndo nula, conhecendo a multiplicidade (\) - n. Também
determinamos algumas multiplicidades m ) para multiparti¢oes (A) com condicoes parti-
culares. Nosso seguinte propdsito ¢ calcular o maior nimero de multiplicidades m ) para
diferentes tipos de multiparti¢des (\) - n.

Em 2004, La Mattina [16] classificou todas as identidades graduadas de grau < 5 da
superélgebra M, 1 (F'). No contexto da *-superalgebra (Ms1(F),t), nesta tese enunciamos
uma lista L3 de 12 (Zy, *)-polinémios e mostramos que qualquer (Zs, x)-identidade de
grau < 3 da s-superélgebra (Ms(F'),t) é consequéncia dos (Zo, *)-polinomios de Ls.

O comentado anteriormente nos leva a pensar se é possivel obter uma lista £4 de
(Z4, *)-identidades tal que qualquer (Z,, *)-identidade de (Ms1(F),t) com grau < 4 seja
consequéncia de elementos de £4. Em particular, existird uma relacao entre a lista L3 e
as (Za, *)-identidades de L£47
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