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Resumo

Esta dissertacao dedica-se ao estudo do Problema de Roteamento de Veiculos Generali-
zado. Dado um conjunto de consumidores particionado em subconjuntos disjuntos, de-
nominados clusters, o problema consiste em encontrar um conjunto de rotas, uma para
cada veiculo, tal que cada rota atenda as seguintes restricoes: toda rota deve comecar
e terminar em um deposito especifico; a demanda total dos consumidores atendidos em
cada rota nao deve exceder uma determinada capacidade; e cada cluster deve ter sua
demanda atendida em exatamente um consumidor. O objetivo é encontrar um conjunto
de rotas — que devem atender as restrigoes citadas — que minimize a soma dos custos de
todas as rotas. Para a resolugao do problema, propusemos uma solucao exata utilizando
um algoritmo branch-cut-and-price que explora a elementariedade parcial da rota durante
o algoritmo de precificacao. A metodologia foi avaliada utilizando instancias da literatura
para o problema, e os resultados foram comparados aos trabalhos ja publicados. Os ex-
perimentos apresentaram resultados satisfatérios, de tal forma que conseguimos resolver
instancias que estavam em aberto e reduzimos significativamente o tempo de solucao da

maior parte delas.

Palavras-chave: Problema de Roteamento de Veiculos Generalizado, Problema de Ro-

teamento de Veiculos, Branch-Cut-And-Price.



Abstract

This work addresses the Generalized Vehicle Routing Problem. Given a set of customers
partitioned into disjoints subsets, defined as clusters, the problem aim to find a set of
routes, one per vehicle, such that each route follows the given constraints: every route
starts and ends at a specific depot; the total customers’ demand satisfied by a route must
not be higher than a predefined capacity; and each cluster must have its own demand
satisfied in exactly one customer. The objective is to find a set of routes — such that
all already defined constraints are satisfied — that minimizes the total routes cost. In
order to solve this problem, we propose an exact solution with a branch-cut-and-price
algorithm that explores partial elementarity of the route during the pricing algorithm.
The methodology of our work is evaluated using instances from the literature and the
results were compared with previous work. Our experiments showed satisfactory results,
such that we were able to solve opened instances from the literature and we reduced

significantly the solution time of most of them.

Keywords: Generalized Vehicle Routing Problem, Vehicle Routing Problem, Branch-
Cut-And-Price.
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Capitulo 2

Introducao

O Problema de Roteamento de Veiculos (PRV) ¢ um dos problemas cléassicos em oti-
mizacdo combinatoria. Ele foi introduzido por [8] e intitulado The Truck Dispatching
Problem. Nesse problema, deve-se determinar o melhor conjunto de rotas a partir de um
deposito central, de tal forma que todas as demandas dos consumidores sejam atendidas
sem exceder a capacidade de cada veiculo que percorre essas rotas.

Passaram-se mais de 50 anos desde o primeiro trabalho publicado sobre o PRV,
e, desde entao, foram diversas contribuigdes cientificas ([41]). Isso deve-se ao fato de o
PRV ser atraente por sua aplicacao prética em diversos problemas de logistica, além de
sua dificuldade consideravel.

Por conta da sua grande relevancia pratica, sao encontradas diversas variagoes do
mesmo problema na literatura que se aproximam de varias aplicagoes. Algumas das mais
relevantes sao: (i) PRV com Restri¢ao de Janela de Tempo ([28]), em que cada consumidor
deve ser visitado dentro de um intervalo (janela) de tempo especifico; (ii) PRV com coleta
e entrega (|38]), em que, além de atender & demanda de cada consumidor, deve-se recolher
as ofertas em cada fornecedor; (iii) PRV com multiplos depositos ([7]), em que rotas podem
ser formadas a partir de diferentes depoésitos em vez de ficarem restritas a um depoésito
central; (iv) e PRV estocastico (|22]), em que os dados do problema sdo estocasticos e
seguem uma determinada distribuicao de probabilidade.

Neste trabalho, foi considerado o Problema de Roteamento de Veiculos Generali-
zado (PRVG). Essa variagao considera consumidores agrupados em clusters, de tal forma
que cada consumidor faz parte de exatamente um cluster, e a demanda de cada cluster
deve ser atendida por um tnico consumidor que faga parte dele. Esse problema apresenta
diversas aplicagoes praticas, como no roteamento de embarcagoes em transporte mari-
timo, na logistica da &rea de satude e na coleta de lixo piblico urbano. Essas e outras
aplicagoes sao discutidas em [1] e [4]. A Figura 2.1 ilustra um exemplo de solugao para o
PRVG.

O PRVG tem recebido pouca aten¢ao na literatura, sendo [17]| o primeiro trabalho
a tratar o problema, e somente em [4] foi proposto o primeiro algoritmo exato que resolve
o problema. E mais comum encontrar trabalhos relacionados a uma variacdo bem similar,

o Problema do Caixeiro Viajante Generalizado (PCVGQ), inicialmente estudado por [23].
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Figura 2.1: Representagao visual de uma solu¢ao do PRVG. A solugao é composta de
sete clusters e trés veiculos. As rotas realizadas pelos veiculos sdo: {10 e 11}, {be 7} e
{2, 14 ¢ 13}.

Os problemas se diferem no nimero de rotas utilizadas na solugao: enquanto o primeiro
aceita utilizar miltiplas rotas, o segundo é restrito a uma tnica rota. Por conta disso, o
PCVG é também nao capacitado, pois somente existe solugao se com um tnico veiculo é
possivel atender as demandas de todos os consumidores.

Recentemente, tivemos contribuicoes importantes para algoritmos de geracao de
colunas que resolvem a relaxagao linear de algumas formulagoes para o PRV, como [35];
[2]; e [30]. No presente trabalho, propomos um algoritmo branch-cut-and-price que resolve
o PRVG baseado em contribuigoes recentes da literatura. O algoritmo proposto neste tra-
balho nao é o primeiro algoritmo branch-cut-and-price apresentado para o PRVG. Em

[34] foi apresentado o primeiro, e tnico até entao, algoritmo branch-cut-and-price que
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resolve o PRVG. A principal diferenca entre esse e o nosso algoritmo esta no algoritmo de
precificagao do método de geracao de colunas. Consideramos gerar rotas nao elementares
utilizando diferentes relaxagoes, enquanto [34| utilizaram somente rotas elementares no
algoritmo de precificagao. Os resultados experimentais, discutidos no Capitulo 5, mos-
tram que a nossa proposta obteve bons resultados para as instancias propostas por [4],
resolvendo duas instdncias em aberto e superando os resultados obtidos em [4] e em [34]
no tempo de solucao.

Como ressaltado, tivemos motivacao dentro da propria literatura combinatoéria
para apresentar uma metodologia para PRVG, considerando tanto o pouco material pu-
blicado quanto os avancos recentes em algoritmos exatos para roteamento de veiculos.
No entanto, a motivacao inicial partiu de um contexto dentro da literatura da robdtica
movel. Nesse contexto, estudamos formas de modelar um problema de roteamento de
veiculos nao-holondmicos com regioes de interesse como uma variagao de um PRV e, com
isso, utilizar os diversos algoritmos exatos disponiveis na literatura como uma alternativa
as solugoes, geralmente heuristicas, dentro da literatura de robotica mével. Modelamos
esse problema como um PRVG por meio de um processo de discretizacao do dominio da
funcao que define o custo da trajetéria dos veiculos, discutido em mais detalhes no Ca-
pitulo 6. No entanto, essa modelagem implica utilizar uma funcao objetivo que consiste
em minimizar o custo total de todas as rotas, porém percebemos que essa abordagem é
pouco utilizada na pratica dentro do contexto robético, no qual a preferéncia é por uma
funcao objetivo que minimize o custo da rota de maior custo. Apesar de isso nao impedir
a aplicacao da nossa proposta, ela se torna menos motivadora, pois perdemos a eficiéncia
de convergéncia de um método de geragao de colunas que terfamos utilizando a fungao
objetivo de um PRV cléassico. Com isso, optamos por abordar como foco principal deste
trabalho o desenvolvimento feito dentro do contexto do PRVG.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: no Capitulo 3, é feita uma revisao
dos algoritmos exatos utilizados para resolver PRVs na literatura nos tultimos anos, além
de um resumo bibliogréafico de trabalhos relacionados ao PRVG. No Capitulo 4, apresen-
tamos formulacoes para o PRVG e discutimos cortes vélidos, algoritmos de geracao de
colunas e branch-cut-and-price. Além disso, discutimos diferentes tipos de relaxacgoes da
elementariedade da rota que é gerada pelo algoritmo de precificagao. No Capitulo 5, apre-
sentamos os experimentos computacionais realizados com os algoritmos propostos neste
trabalho. Para tal, comparamos os limites inferiores obtidos pelos algoritmos da litera-
tura com os nossos. Ademais, discutimos e mostramos os resultados do nosso algoritmo
ao tentar resolver as instancias propostas por [4].

Ja no Capitulo 6, entramos em detalhes a respeito da motivacao inicial deste traba-
lho, discutimos sobre o problema de roteamento de veiculos nao-holonémicos com regioes
de interesse e suas aplicacoes e apresentamos um modelo para o problema baseado no

PRVG através de um processo de discretizacao. No entanto, como explicitado anterior-
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mente, a grande limitagao do PRVG classico para resolver essa aplicagao esta na fungao
objetivo a ser considerada. Com isso, apenas os aspectos de modelagem sao apresentados.

Por fim, a conclusao e as consideracoes finais sao apresentadas no Capitulo 7.
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Capitulo 3

Revisao da Literatura

3.1 Uma breve revisao de algoritmos exatos

Muitos algoritmos exatos foram propostos para resolver o PRV e suas variantes nas
tltimas décadas ([41]). Branch-and-bound é comumente empregado para resolver diversos
problemas de otimizagao combinatoria, o PRV inclusive. Um algoritmo baseado nessa
técnica utiliza uma arvore de enumeracao para gerar todo o espago de solugao do problema
que esté sendo otimizado, tal que cada né da arvore representa uma possivel solucao viavel
do problema. Comecando pelo noé raiz, o problema pode ser dividido em duas ou mais
particoes da regiao viavel de solucoes para o problema. Esse procedimento é chamado
de branching (ou ramificagao). Esse passo geralmente é realizado fixando o valor de uma
variavel ou um conjunto de variaveis. Em cada né é possivel calcular um limite inferior
(ou superior se o problema for de maximizagao) daquele n6 ao resolver alguma relaxacao
do problema. Por exemplo, pode-se conseguir um limite inferior resolvendo a relaxacao
linear da formulagao de uma Programacao Inteira Mista (PIM). A relaxagao linear é
obtida relaxando a integralidade das variaveis inteiras. Esse limite pode ser utilizado
para interromper a pesquisa em um determinado né se nao for possivel encontrar mais
nenhuma solucao melhor do que alguma encontrada. A ideia fundamental do algoritmo
branch-and-bound é de seguramente interromper o branching em um né se o seu limite
garante nao existir solugoes que sejam melhores que a melhor solu¢ao encontrada até o
momento, ou se uma solu¢ao viavel foi obtida. Esse passo é chamado de pruning (ou
podacao). Isso permite descartarmos um grande subconjunto de solugoes.

A maioria dos problemas de combinatoria NP-dificeis é modelada por uma formu-
lagao de uma PIM. Uma forma de melhorar os limites obtidos pela relaxagao linear é por
meio da adicao de planos de cortes a formulagao, e.g., restricoes que sao satisfeitas por
todas as solugoOes inteiras viaveis, mas nao sao satisfeitas por um conjunto de solugoes
fracionarias da relaxacao da formulacao. Suponha que a relaxacao linear seja resolvida.
Logo, se a solucao encontrada for nao inteira e vidvel no problema relaxado, entao existe

alguma restricao que separa essa solucao fracionaria de uma solugao inteira. Qualquer
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restricao que faz essa separacao ¢ considerada uma inequac¢ao violada. Encontrar tais ine-
quagoes é o objetivo dos algoritmos de separagao. Sempre que pelo menos uma inequagao
violada for adicionada & formulacao, havera um corte da regiao convexa do espaco de
solugao do problema e, por conta disso, o problema devera ser reotimizado. Esse processo
pode ser repetido até que uma solucao inteira seja encontrada ou nenhum corte do algo-
ritmo de separacao afete o espaco de solugao do problema. Com a utilizacao de planos
de cortes, o espaco de solugao tende a ser menor, logo, tem-se um limite possivelmente
melhor (ou mais forte) que o limite obtido pela relaxagao linear sem a utiliza¢ao de planos
de cortes. Um algoritmo branch-and-bound que utiliza planos de cortes em cada noé da
arvore de pesquisa é chamado de branch-and-cut.

Atualmente, os melhores resultados para PRVs e suas variantes tém sido utilizando
o método de geracao de colunas. Esse método é aplicado para resolver formulacoes lineares
quando as variaveis nao podem ser explicitamente enumeradas, ou quando a quantidade
de variaveis é muito grande para ser enumerada na pratica. O método foi introduzido por
[14] e posteriormente generalizado para formulagoes lineares por [9]. A formulagao linear
utilizada no método de geracao de colunas corresponde ao Problema Mestre (PM). O
algoritmo comega utilizando somente um subconjunto de variéveis (ou colunas) para oti-
mizar o problema — chamamos esse novo problema de Problema Mestre Restrito (PMR).
Esse subconjunto de colunas deve ser o suficiente para formar uma base viavel para o
problema. Em seguida, o algoritmo tenta gerar novas colunas candidatas a melhorar a
solucao atual do PMR. Gerar tais colunas corresponde a resolver um problema auxi-
liar denominado de problema de precificacao. Se pelo menos uma coluna for gerada pelo
problema de precificagao, entao o PMR ¢ reotimizado. Esse processo iterativo continua
até que nao exista coluna candidata a entrar na base da formulacao PMR. Quando nao
houver nenhuma coluna candidata, entao o valor objetivo da solucao 6tima do PMR ¢é o
mesmo da solugao 6tima do PM. Um algoritmo branch-and-bound que utiliza o método
de geracao de colunas em cada né que for otimizado da arvore de pesquisa é chamado de
branch-and-price.

Por fim, quando se utiliza o método de geracao de colunas e planos de cortes
durante um algoritmo branch-and-bound, temos o algoritmo branch-cut-and-price. Cada
um dos algoritmos discutidos, em sua esséncia, ¢ um algoritmo branch-and-bound tal
que, em cada caso, aplica-se uma estratégia diferente: relaxagao linear simples, planos de

cortes, geracao de colunas etc.
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3.2 Trabalhos relacionados ao PRVG

O PRVG pode ser considerado um Problema de Localiza¢ao-Roteamento (PLR),
uma vez que ele representa um problema de localizagao (escolha do consumidor em cada
cluster) e de roteamento (reduzir o custo da rota pelos consumidores selecionados). Para
o PLR, existem diversos estudos ([24]), diferentemente do PRVG, explicitamente intro-
duzido na literatura ha pouco menos de duas décadas. A seguir, comentamos brevemente

os principais trabalhos sobre o PRVG em ordem cronologica.

1. [17] foram os primeiros autores a estudar o PRVG, além de um caso particular
do PLR. Os autores propuseram uma transformacao do PRVG para o Problema de
Roteamento de Arcos Capacitados (PRAC) e utilizaram um exemplo numeérico para
ilustrar a transformacao. Apesar de nenhum algoritmo exato ter sido apresentado,
esse trabalho foi muito importante para que o PRVG ganhasse um pouco de destaque

na literatura.

2. [20] apresentaram uma formulagdo de tamanho polinomial para o PRVG em um
trabalho nao publicado. Ela é baseada em uma formulagao de atribuicao utilizando
as conhecidas restrigoes de Miller-Tucker-Zemlin (MTZ) (|31]) para o Problema do
Caixeiro Viajante (PCV), porém, adaptadas para o PRV (|21]). Os autores também
demonstraram como é possivel resolver outros problemas conhecidos a partir da
formulacao do PRVG, tais como o PCVG e o classico PRV. Por fim, foi utilizado
um solver' com a formulacao proposta para encontrar a solucao 6tima da tnica

instancia apresentada por [17].

3. [1] discutiram diversas aplicagoes para o PRVG e como o problema pode ser utilizado
sendo um framework para modelar diversos outros problemas de roteamento de

veiculos.

4. [4] propuseram o primeiro algoritmo branch-and-cut que resolve o PRVG. Os au-
tores utilizaram os cortes conhecidos de capacidade para o PRV ([27]) e os cortes
gerados automaticamente pelo CPLEX (e.g., cortes de Gomory, cortes disjuntivos).
Além desses cortes, os autores apresentaram um novo conjunto de cortes para o
PRVG denominados same-vertex inequalities. Esse conjunto de cortes proibe a for-
macao de caminhos disjuntos dentro de cada cluster. Essa formulagao foi provada
ser mais forte do que a formulacao de tamanho polinomial, ou seja, melhorando os

limites inferiores para o PRVG.

Ipacote que resolve formulacdes lineares, geralmente utilizando o algoritmo branch-and-bound.
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Para demonstrar a eficiéncia do algoritmo branch-and-cut, os autores propuseram o
primeiro, e Gnico até entao, conjunto de instancias para o problema. Para crii-lo, foi
utilizado um método similar ao realizado por [13]| ao propor instancias para o PCVG
a partir de instancias do PCV. Dessa vez, foram utilizadas como base as instancias
do PRV da CVRP-library, disponiveis em http://vrp.atd-1lab.inf.puc-rio.br/
2. Dois subconjuntos de instancias foram criados. O primeiro (subconjunto médio)
representa o subconjunto cujas instancias tém nimero de vértices variando entre 16
e 101, e o segundo (subconjunto grande) com quantidade de vértices variando entre
101 e 262. Utilizando o algoritmo branch-and-cut, foi possivel resolver 139 das 148

instancias do subconjunto médio, e 3 das 10 instancias do subconjunto grande.

Por fim, também foi proposta uma heuristica baseada em Large Neighborhood Se-
arch (LNS) para calcular um limite superior inicial do algoritmo branch-and-cut.
Essa heuristica ¢ uma adaptagao de outra, proposta por [40], e similar a utilizada
em [37]|. Ela consiste em modificar uma solugao inicial ao, repetidamente, remover
um conjunto de vértices (destruir uma solugao) e reinserir o mesmo conjunto, ou um
equivalente, formando uma nova solugao (reconstruir a solu¢ao). A heuristica de-
monstrou ser eficiente e de qualidade, e os autores ressaltaram que o limite superior

encontrado pela heuristica foi a solugao 6tima de 136 instancias.

5. [34] apresentaram o primeiro algoritmo branch-cut-and-price que resolve o PRVG.
Os autores aplicaram as metodologias propostas por [35] e |2] para alcancar a ele-
mentariedade da rota no problema de precificagao. Além disso, eles propuseram
um algoritmo dindmico para realizar a expansao de labels por cluster, em vez de

vértices, no problema de precificacao.

Para realizar os experimentos, foram utilizados os mesmos conjuntos de instancias
propostos por [4]. Com o branch-cut-and-price, foi possivel melhorar significativa-
mente os limites inferiores quando comparado ao branch-and-cut proposto por [4].
No entanto, devido ao alto custo computacional do algoritmo de precificagao, o

tempo total para resolver as instancias nao foi necessariamente melhor.

Os autores compararam o algoritmo proposto com o branch-and-cut implementado
em [4] utilizando somente o subconjunto médio de instancias e concluiram que nao
houve dominancia clara entre os dois algoritmos. No entanto, com o branch-cut-and-
price foi possivel resolver algumas instancias que nao foram resolvidas pelo algoritmo
branch-and-cut. Os resultados demonstraram que, com o algoritmo branch-cut-
and-price, foi possivel resolver 141 das 148 instancias do subconjunto médio de
instancias. Os autores nao apresentaram resultados da metodologia utilizando o

conjunto grande de instancias propostas em [4].

2yltimo acesso em 2017.
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Com isso, do conjunto de instancias propostas por [4], tém-se oito instancias (uma
instancia do subconjunto de tamanho médio e sete instancias do subconjunto de
tamanho grande) que nao foram resolvidas pelo algoritmo branch-and-cut proposto
por [4] nem pelo algoritmo branch-cut-and-price proposto por [34]. No trabalho
proposto neste texto, tem-se como proposta apresentar uma metodologia que, uti-
lizando o mesmo conjunto de instancias proposto por [4], consiga resolver todas as
instancias resolvidas em [4] e [34], além de também resolver algumas instancias que

nao tiveram solugao 6tima apresentada em nenhum dos trabalhos.
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Capitulo 4

Metodologia

Neste Capitulo, é discutida a metodologia desenvolvida durante o trabalho para resolver
o PRVG. Na Secao 4.2, discutimos duas formulacoes inteiras e lineares para o PRVG. A
primeira, introduzida por [4], é baseada em fluxo em arcos e tem tamanho polinomial de
restrigoes e variaveis. A segunda é uma variagdo da formulagao proposta por [3], base-
ada em particionamento de conjuntos, com tamanho polinomial de restrigoes e tamanho
exponencial de varidveis. Na Secao 4.3, discutimos como inequagcoes validas para o PRV
podem ser aplicadas para o PRVG em ambas as formulagoes. Na Secao 4.4, explicamos
como geracao de colunas é aplicada a formulacao de particionamento de conjuntos para
resolver a sua relaxacao linear sem explicitamente enumerar todas as variaveis. Na Secao
4.5, abordamos a estratégia de solu¢ao do algoritmo de precificagao do método de geragao
de colunas que explora a relaxacao da elementariedade das rotas geradas. Por fim, o
algoritmo branch-cut-and-price é discutido na Secao 4.6, na qual é detalhado como cada
no6 da arvore de pesquisa é resolvido, além das decisoes relacionadas ao branch-and-bound,

tais como inicializagao, ramificacao e escolha do no.

4.1 Definicao

A defini¢ao formal do PRVG ¢é dada da seguinte forma. Seja G = (V, E') um grafo
nao direcionado, tal que V"= {0,...,n} é¢ o conjunto de vérticese E = {{i,j} | 1,7 € V} ¢
o conjunto de arestas. Entao, os vértices do grafo representam os consumidores, enquanto
as arestas correspondem a um caminho bidirecional entre eles. Entre os vértices, um deles é
utilizado para representar o depoésito. Em algumas formulagoes, o caminho é unidirecional
entre os consumidores, nesse caso, em vez do conjunto F de arestas, ¢ utilizado um
conjunto A de arcos. Neste trabalho, o caminho entre os consumidores é bidirecional e
representado por uma aresta e = {i, j} ou por dois arcos (7,j) e (j,7). Toda vez que um
veiculo percorre uma aresta (ou um arco), é calculado um custo de locomocéao w, (ou w;;

para arcos). O conjunto V' de vértices é particionado em subconjuntos (denominados de
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clusters) nao vazios e disjuntos {Cy, Cy,...,Cy}, em que Cy = {0} é um cluster com um
unico vértice que representa o deposito. Cada cluster C, tem uma demanda associada
d,, tal que d, > 0 para u € {1,...,m} e dy = 0. Existem K veiculos idénticos com
capacidade Q. Toda vez que um veiculo visita um vértice i € V, é consumido d, ;) da sua
capacidade, em que a(i) € M = {0,...,m} corresponde ao indice do cluster do qual o
vértice ¢ pertence, portanto, i € Cy(;) para qualquer i € V.

O PRVG consiste em encontrar um conjunto de rotas, uma para cada veiculo, tal
que cada rota atenda as seguintes restri¢oes: toda rota deve comegar e terminar no vértice
deposito, a demanda total de cada rota nao deve exceder a capacidade () de cada veiculo,
e cada cluster deve ser visitado exatamente uma vez em somente um vértice do cluster. O
objetivo é encontrar um conjunto de rotas que atenda as restri¢oes citadas e que minimize
a soma dos custos de todas as rotas. O custo de cada rota é definido pela soma dos custos

das arestas que compoem aquela rota.

4.2 Formulacoes

Nesta Secao, apresentamos duas formulacoes para o PRVG: uma baseada em fluxo
em arcos, e outra baseada em particionamento de conjuntos. A segunda é utilizada no
método de geracao de colunas para que possamos resolver a sua relaxacao linear sem
explicitamente enumerar todas as suas variaveis. Como notacao adicional para as formu-
lagoes, tem-se: para qualquer subconjunto S C V, §(S) = {(i,j) € A|i€ S,j¢ Soui ¢
S,je St ot(S)={3,j) e A|ieS,j¢S}ed (S)={G,j)eAl|li¢ S jeS}
Por questoes de simplicidade, quando S = {i}, escrevemos (i) em vez de 6({i}). Para o
caso de grafos nao direcionados, a notagao se mantém, exceto que os pares de arcos (i, j)

e (7,1) sao substituidos pela aresta {i,j}.

4.2.1 Formulacao baseada em fluxo em arcos

A seguinte formulagao foi apresentada por [4] e corresponde a uma derivagao da
formulacao de single-commodity' para o PRV proposta por [16]. A formulagao é baseada
em um grafo direcionado e utiliza uma variavel binaria z;; para cada arco (i,j) € A, tal

que se o arco (7, 7) é atravessado por algum veiculo, entao z;; = 1 (ou 0, caso contrario).

1do inglés, mercadoria tnica
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Uma variavel continua f;; > 0 para todo arco (i,j) € A indica o fluxo de ¢ para j, tal
que o fluxo corresponde a quantidade de mercadoria carregada por um veiculo. Como
notagao adicional, tem-se: x(A") =3 o xij e f(A) =3 ea fij, tal que A" C A A

formulacao (J7) é definida da seguinte forma:

(F1) minimize Z Wi Tij (4.1)
(1,5)eA
sujeito a  x(61(C,)) =1 Yue M\ {0}, (4.2)
z(07(Cy)) =1 Yue M\ {0}, (4.3)
£(5*(Co)) = K. (14)
(6T (@) =x(0~(i)) VieV, (4.5)
FE* @) — £ (1)) = b (e(8* () +200°(0) Vi€ V\Co (40
dagi) < fij < (Q — dagy))zyy  V(i,7) € A. (4.7)

Na formulagdo acima, (4.2) e (4.3) correspondem as restrigoes de associagdo para
que cada cluster seja visitado uma tnica vez. A restri¢ao (4.4) garante que exatamente K
veiculos saiam do cluster depodsito. As restrigoes (4.5) garantem a continuidade de cada
rota. Por sua vez, as restrigoes (4.6) impoem que o fluxo da mercadoria em cada vértice
seja o necessario para atender & demanda de cada consumidor, e (4.7) impoem limites
para a quantidade de mercadoria transportada. Por fim, a fungao objetivo (4.1) minimiza
o custo total dos arcos atravessados pelos veiculos.

Em [4], essa formulagao foi utilizada para resolver o PRVG por meio de um algo-
ritmo branch-and-bound, e também por um algoritmo branch-and-cut ao adicionar planos
de cortes. A metodologia utilizada e os resultados obtidos podem ser consultados no proé-
prio artigo dos autores; nao estendemos a discussao da metodologia neste trabalho, pois

utilizamos a formulacao proposta pelos autores somente para um referencial teorico.

4.2.2 Formulacao baseada em particionamento de conjuntos

Na formulacao baseada em particionamento de conjuntos, cada variavel de decisao

representa uma rota viavel para o PRVG, e o conjunto de todas essas varidveis representa
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o conjunto de todas as rotas viaveis. Dessa forma, tem-se um ntmero exponencial de
variaveis. O fato de o modelo ter somente variaveis que representam rotas viaveis faz
com que essa formulacao detenha, normalmente, limites de relaxacao linear melhores que
formulagoes cuja rota é determinada por variaveis de decisao em arcos (ou arestas).

Seja R o conjunto de rotas que comegam no vértice depoésito, visitam uma sequéncia
de vértices com uma demanda total menor ou igual a () e, por fim, retornam ao vértice
deposito. Uma variavel binaria A, indica se a rota r € R pertence ou nao a solucao.
Uma formulagao (&) para o PRVG baseada em particionamento de conjuntos pode ser

definida da seguinte forma:

(F2) minimize Z ArCy (4.8)
reER
sujeito a Z A= K, (4.9)
reR
daph =1 Vue M\ {0}, (4.10)
reR
A €4{0,1} Vr € R. (4.11)

Nessa formulacao, a fun¢do objetivo (4.8) minimiza o custo total das rotas sele-
cionadas na solugao. A restrigdo (4.9) impoe uma solu¢do com K rotas, uma para cada
veiculo. As restrigoes (4.10) garantem que haja somente uma tnica visita em cada cluster
e que seja feita por algum veiculo. Por fim, as restri¢oes (4.11) forgam valores binarios
para as variaveis que definem se uma rota pertence a solucao.

Neste trabalho, relaxamos o conjunto de rotas vidveis R para que também inclua
rotas que violem a condicao de que somente um consumidor dentro de cada cluster possa
ser visitado. As rotas que violam essa condi¢ao sao chamadas de rotas nao elementares,
e isso permite a formagao de ciclos dentro da rota. Essa mudanca é valida para o pro-
blema, pois as restrigoes da formulacao ¥, nao permitem que essas rotas adicionais facam
parte de uma solucao viavel. No entanto, elas podem fazer parte da solucao viavel da
relaxacao linear da formulacao. Isso implica um enfraquecimento do limite inferior da
relaxacao linear da formulacao. Em contrapartida, essa relaxagao permite reduzir signifi-
cativamente o tempo computacional do algoritmo de precificacao do método de geragao de
colunas. Essa relaxagao foi fundamental para que pudéssemos resolver instancias abertas
da literatura, tal como é discutido no Capitulo 5.

O custo ¢, associado a rota r é dado pela soma dos pesos de todas as arestas atra-
vessadas ao longo da rota. Para cada rota r € R e um cluster v € M \ {0}, o coeficiente
a, indica quantas vezes o cluster foi visitado durante a rota. Para rotas nao elementares
(uma rota que visita mais de uma vez um mesmo cluster), os coeficientes a!, podem assu-

mir valores inteiros nao negativos; caso contréario, para rotas elementares, os coeficientes
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assumem valores binarios. E importante ressaltar que a formulacio naturalmente descarta
qualquer solugdo com rotas nao elementares, uma vez que a restri¢ao (4.10) proibe A\, =1
para qualquer rota r com algum coeficiente a;, > 1. Portanto, as restrigoes da definicao

do PRVG sao atendidas mesmo incluindo rotas nao elementares no conjunto R.

4.3 Inequacoes Validas

As formulagoes apresentadas (F; e F2) podem ser reforgadas por meio da adigao
de inequagoes validas (ou cortes). Essas inequagoes removem um conjunto de solugoes
fracionarias e mantém as solugoes inteiras do problema. Como demonstrado por [4],
qualquer inequacgao baseada em arcos para o PRV pode ser transformada para o PRVG,
fazendo com que a variavel que representa o valor fracionéario de cada arco no PRV seja
um somatoério das variaveis que representam o valor fracionario dos arcos entre um par
de clusters no PRVG.

Dessa forma, ¢é possivel adicionar diversos cortes do PRV ja existentes na literatura
ao PRVG. O pacote CVRPSEP (|26]) contém separagoes heuristicas eficientes para as
seguintes familias de cortes: rounded capacities, framed capacities, strengthened combs,
multistars e extended hypertours. Enquanto todas as familias de cortes apresentam um
papel importante em algoritmos branch-and-cut (|27]), somente os cortes de rounded capa-
city e, por um fator significativamente menor, de strengthened combs podem fortalecer de
forma significativa a formula¢do Fy, como observado por [15]. Como ressaltado por [33],
isso acontece devido ao fato de a maioria dos cortes das outras familias ja estar definidos
de forma implicita nas restrigdes (4.9) e (4.10).

Portanto, neste trabalho, foram utilizados somente os cortes de rounded capacity.
Dessa forma, também é possivel comparar os resultados obtidos neste trabalho com os
resultados de [4] e [34], nos quais, de mesmo modo, somente os cortes de rounded capacity
foram adicionados. Em [4], igualmente foram adicionados os cortes de same-vertex ine-
qualities, mas estes sao utilizados somente para garantir que s6 um vértice seja visitado
em cada cluster. A formulacao Fy ja garante, por definicao, que toda rota r € R visite
um tunico vértice em cada cluster, do contrario, a rota nao seria valida.

Os cortes de rounded capacity para o PRVG impoem um ntimero minimo de veiculos
que devem visitar um subconjunto de clusters. Um limite inferior para o nimero de
veiculos que devem visitar um subconjunto de clusters M' C M\ {0} ¢ dado por k(M') =
[q(M")/Q], em que ¢(M') = %" ..y du ¢ a demanda total do subconjunto de clusters.

Dessa forma, as seguintes inequagoes sao validas para a formulacao Fi:
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2(6%(9)) +x(57(9)) = 2k(M"), S = |J Cu, M € M\{0}. (4.12)
ueM’
De forma semelhante, a mesma inequagao (4.12) pode ser adaptada para a formu-

lacao Fy da seguinte maneira:

SN A= 2k(M), S= ] Cu,M < M\A{0} (4.13)

ecd(S) reR ueM’
cujo coeficiente b, indica se a aresta e faz parte da formacao da rota r.
Uma vantagem durante o método de geragao de colunas, discutido na Segao 4.4, é
de que as inequagoes (4.13) sao consideradas robustas, ou seja, o efeito das variaveis duais
dessas inequagoes na formulacao Fy pode ser capturado no grafo de custos reduzidos que

é construido durante o problema de precificacao.

4.4 Geracao de Colunas

O conjunto de variaveis (ou colunas) da formulagdo Fy apresenta tamanho expo-
nencial em relacao a quantidade de vértices ou de clusters. Portanto, até mesmo para
resolver a relaxacao linear da formulacao, nao é pratico gerar todo o conjunto R. Com
isso, faz-se necessério resolver a relaxacao linear de F5 por um outro meio.

Utilizamos o método de geragao de colunas, que consiste em resolver um problema
linear contendo somente um subconjunto de variaveis da formulagao e, de forma iterativa,
adiciona a esse subconjunto variaveis candidatas a melhorar a solugdao. As variaveis can-
didatas sao quaisquer que tenham custo reduzido negativo. Nesse método, o problema
linear é o PM, e o problema linear restrito ¢ o PMR. Além disso, o problema responsével
por adicionar novas colunas ao PMR é denominado de problema de precificacdo. Em geral,
esse método possibilita encontrar a solugao 6tima de uma formulagao linear enumerando
explicitamente uma quantidade bem menor de varidveis se comparado ao conjunto original
de variaveis da formulacao.

No contexto do PRVG, o PM do método de geracao de colunas corresponde a
relaxacao linear da formulacao Fs, que se faz ao relaxar a restrigao (4.11) para A, > 0.
Note que, apesar de nao definirmos de forma explicita um limite superior para as variaveis
na relaxacao linear, em qualquer solucao viavel nenhuma variavel pode assumir valor maior
que 1 devido a restrigao (4.10). Portanto, as variaveis que definem as rotas na relaxagao
linear tém limite superior implicito menor ou igual a 1. O PMR ¢é definido da mesma

forma que o PM, no entanto, utilizando um subconjunto reduzido de rotas R’ C R. Dada
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uma solucao do PMR, o conjunto de rotas candidatas a serem adicionadas & formulagao
do PMR é definido como:

R'={r|reR\R,é <0}, (4.14)

tal que ¢, representa o valor do custo reduzido da rota c¢,. Esse custo reduzido é calculado
utilizando os valores das variaveis duais da formulagao Fy e dos cortes adicionados, da

seguinte forma:

Cr = Cp — Tg — Z ay my, — Z Z blis, (4.15)

ueM\{0} SCV e€é(9)
em que my e m, sao as variaveis duais das restrigoes (4.9) e (4.10), respectivamente. E,
ainda, ug corresponde as variaveis duais dos cortes de rounded capacity (4.13) que foram
adicionados a formulacao. Portanto, qualquer subconjunto nao vazio de R” é suficiente
para que o PMR seja reotimizado e haja mais uma iteragao do método de geracao de
colunas. Caso o conjunto R” seja vazio, entao a solugao 6tima do PMR é equivalente a
solugao 6tima do PM.

Como alternativa, é possivel construir um grafo de custos reduzidos e, entao, resol-
ver um problema de otimizacao sobre esse grafo para encontrar rotas de custo reduzido
negativo. Dessa forma, nao é necessario calcular explicitamente o custo reduzido de cada
rota (4.15). O custo reduzido ¢, pode ser obtido simplesmente somando os custos reduzi-
dos de cada arco atravessado para formar a rota r. O custo reduzido w;; de cada arco do

grafo de custos reduzidos pode ser definido da seguinte forma:

ay =y — (IR0 S v Gabe B ()
SCV{i,j}€8(S)

O problema de otimizacgao utilizado para encontrar colunas candidatas para se-
rem incluidas no PMR é chamado de problema de precificacdo. No caso do PRVG, esse
problema pode ser definido como: dado um grafo cujos arcos tém pesos (positivos ou ne-
gativos), encontre wma ou mais rotas de custo negativo de tal forma que a demanda total
de cada rota nao exceda a capacidade do veiculo. Ainda é possivel deixar o problema mais
restrito, impondo a elementariedade da rota. De qualquer modo, o problema continua

fazendo parte da classe de problemas NP-Dificil.
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4.5 Algoritmo de Precificacao

O problema de precificacao em questao é conhecido como Elementary Shortest Path
Problem With Resource Constraint (ESPPRC)?. Esse é um problema classico da literatura
e aparece como problema de precificagao em diversos algoritmos de geracao de colunas
para variagoes do PRV. O ESPPRC é um problema de caminho minimo em um grafo no
qual os consumidores possuem uma quantidade de recursos que sao consumidos durante
uma visita. Uma restrigao garante que o total de recursos consumidos nao ultrapasse
determinada quantidade. Para o caso em que o caminho encontrado nao precisa ser
elementar, em que um né intermediario pode ser visitado mais de uma vez, o problema é
conhecido como Shortest Path Problem With Resource Constraint (SPPRC)3.

Alguns trabalhos exploram a relacao entre a elementariedade das rotas e a eficiéncia
do algoritmo de precificagao ([11, 35]). Um subproblema de precificagdo que encontra
rotas elementares prové limites inferiores mais fortes, no entanto, o custo computacional
necessario para encontrar essas rotas é maior. No caso de rotas nao elementares, ainda é
possivel obter limites inferiores melhores utilizando uma relaxacao que proibe a formagao
de determinados ciclos. Por exemplo, o algoritmo dindmico desenvolvido por [6] impede
a formagcao de 2-ciclos (ciclos de comprimento menor ou igual a 2). Esse algoritmo tem
complexidade O(n%Q) e as rotas geradas por esse algoritmo sao denominadas q-routes.
[18] generalizaram a ideia da eliminac¢do de 2-ciclos para uma eliminagao de k-ciclos, no
entanto, apesar de o algoritmo ter uma contribuigao teérica interessante, ele nao é muito
pratico, pois a complexidade cresce fatorialmente & medida que se deseja eliminar ciclos
maiores. Recentemente, [2] propuseram uma nova relaxagao utilizando ng-routes para
alcancar elementariedade parcial. Com essa nova relaxacgao, foi possivel melhorar diversos
resultados do estado da arte de PRVs ([306]).

Para o PRVG, exploramos a utilizacao de q-routes e ng-routes no algoritmo de
precificacao para encontrar rotas nao necessariamente elementares. Os trabalhos que in-
troduziram o conceito dessas rotas utilizaram o PRV como uma aplicagao. Neste trabalho,
implementamos a variagao dessas rotas para considerar o agrupamento de consumidores

em clusters.

2do inglés, problema do caminho minimo elementar com restricao de recursos.
3do inglés, problema do caminho minimo com restricdo de recursos.



4.5. Algoritmo de Precificagao 30

4.5.1 A relaxacao gq-route aplicada ao PRVG

O algoritmo proposto por [6] para calcular caminhos de custo minimo sem a for-
macao de 2-ciclos consiste em utilizar duas matrizes bidimensionais de programagao di-
namica. As duas matrizes tém as mesmas dimensoes, e cada entrada (j,p) das matrizes
corresponde a um caminho sem a formacao de 2-ciclos de menor custo possivel entre o
vértice deposito e um vértice j € V' \ Cp, tal que o consumo total de recursos ao longo
do caminho seja p € {0,...,Q}. Além disso, uma restri¢do é imposta as duas matrizes:
dada uma mesma entrada (j,p) em ambas as matrizes, os caminhos correspondentes em
ambas as matrizes devem ter os peniltimos vértices visitados distintos. Para simplificar,
considera-se uma matriz sendo a principal, e a outra como a euxiliar. Além disso, para
uma mesma entrada (j, p), a matriz principal sempre tera um caminho de custo menor ou
igual se comparada com a matriz auxiliar. Com isso, sempre é possivel evitar a formagao
de 2-ciclos, pois pelo menos uma das matrizes permite uma expansao para um vértice
de tal forma que nao ocorrera uma formacao de 2-ciclos. Essa ideia é simples e efetiva,
porque como o custo computacional adicional é o de computar uma segunda matriz, entao
a complexidade assintotica do algoritmo é a mesma com ou sem a proibi¢ao de 2-ciclos.

A aplicagao do algoritmo ao PRVG é bem semelhante a original. A tnica diferenga
esta relacionada na deteccao de 2-ciclos que, no caso do PRVG, é feita verificando se a
formacao do ciclo ocorre no cluster, e nao nos vértices. A seguir, é apresentado o algoritmo
de programagao dindmica para calcular a menor rota sem a formacao de 2-ciclos para o
PRVG.

Sejam H e H' duas matrizes de programagcao dindmica de dimensoes n x (Q + 1),
em que cada entrada H(j,p) e H'(j,p) corresponde ao caminho de menor custo que
comeca no vértice deposito e termina no vértice j sem a formagao de 2-ciclos e com uma
demanda total p consumida. Para cada entrada (j, p) das matrizes, os clusters dos vértices
predecessores imediatos ao vértice j nos caminhos formados por H(j,p) e H'(j,p) devem
ser distintos. Com isso, podemos convencionar H(j,p) < H'(j,p) para todo j € V e
pef0,...,Q}.

As matrizes H e H' sao atualizadas utilizando as seguintes relagoes de recorréncia:

0, se p < da(j)
H(j,p) = { Woj; se p = da(j) (4.17)

min {h(i, j,p — dagiy) + Wi}, se p > da;
e {00 op = da) + 0k, se > dgy
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0, se p < dqa)

H'(j,p) = (4.18)

min h(i, 7,0 — dagi)) + Wi b, se p > dag

S\ Coir ot 6) + Py} 0

em que 7(j,p) corresponde ao vértice predecessor imediato ao vértice j no caminho cal-
culado em H(j,p). Além disso, h(i,7,p) indica o valor minimo para a expansao dos
caminhos H(j,p) ou H'(j,p) a partir do vértice ¢ sem permitir a formagao de 2-ciclos,

sendo calculado da seguinte forma:

i = [ searin) #al) o
7’ H'(i,p), caso contrario . ‘

Com os valores da matriz H, é possivel calcular o menor custo reduzido de uma

rota sem a formagao de 2-ciclos da seguinte forma:

i H(i Do} 4.20
mw%&mé (4,p) + Wi} (4.20)

Portanto, a complexidade assintotica para calcular a rota de menor custo sem a
formacao de 2-ciclos é a mesma de computar todos os valores das matrizes H e H', que é
O(n*Q).

E importante ressaltar que os vértices visitados ao longo do caminho podem ser
recuperados se utilizarmos uma matriz adicional que armazena o vértice predecessor e
que é atualizada toda vez que for calculada alguma entrada na matriz H. Dessa forma, é
possivel retornar a rota de menor custo reduzido.

Se o valor do custo reduzido da rota calculada em (4.20) for ndo negativo, entao
nao existe nenhuma rota candidata a ser adicionada ao PMR. Caso contrario, existe
pelo menos uma rota candidata. Mais rotas também podem ser retornadas calculando
diferentes entradas da matriz H caso elas também tenham custo reduzido negativo.

Esse algoritmo tem a vantagem de apresentar uma complexidade pseudopolinomial
no pior caso, no entanto, garantir a eliminagao somente de ciclos de tamanho dois nao
representa um ganho significativo no limite inferior da relaxagao linear do problema, pois

ciclos maiores ainda sao frequentes.

4.5.2 A relaxacao ng-route aplicada ao PRVG

Recentemente, [2] apresentaram uma ideia simples, porém efetiva, para alcancar

elementariedade parcial da rota. Basicamente, em vez de “memorizar’ todos os vértices
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ja visitados para evitar a formagao de ciclos (como acontece para rotas elementares), so-
mente um subconjunto limitado de vértices é “memorizado”. Esse subconjunto é utilizado
para evitar a formagcao de ciclos, no entanto, sem garantir que nenhum ciclo seja formado.
A vantagem desse algoritmo é o fato de que ciclos que sao mais comuns durante a preci-
ficagdo de rotas nao elementares contém vértices definidos em uma vizinhanga proxima,
portanto, utilizando uma “memorizagao” baseada em proximidade, é possivel evitar pro-
vaveis formacoes de ciclos. Rotas formadas por meio dessa definicao sao chamadas de
ng-routes.

Para cada vértice i é definido um conjunto NG(7) de vértices, tal que os vértices
desse conjunto estao relacionados de alguma forma ao vértice i (incluindo o proprio vértice
i). Uma possivel relagao pode ser a de vizinhanga, e.g., NG(7) contém os vértices mais
proximos de ¢, incluindo . Esses conjuntos sao denominados ng-set e eles contém os
vértices que ¢ consegue “memorizar’. Com isso, durante a construcao de um caminho P,
ao tempo em que o caminho alcanga o vértice ¢, tem-se um conjunto II(P) de vértices
“memorizados”, de tal forma que s6 sera possivel expandir o caminho até i se i ¢ II(P).
E, ao expandir o caminho para ¢, o conjunto de vértices “lembrados” pelo caminho P é
atualizado para “esquecer” os vértices que nao podem ser “lembrados” por 7. Obviamente,
todo vértice que estiver no conjunto II(P) é um candidato para formagao de ciclos. Logo,
o tamanho do conjunto NG(i) é um fator importante para determinar o quao proximo
uma ng-route esta de alcancar a elementariedade, pois quanto maior o conjunto, menor
seré a probabilidade de formagao de ciclos.

Ao aplicar a relaxacao ng-route ao PRVG, nao é suficiente verificar a formacao
de ciclos somente de vértices, pois uma rota que visita somente vértices distintos pode
visitar um mesmo cluster mais de uma vez. Por conta disso, os ng-sets sao construidos
utilizando a mesma ideia proposta por [2], porém considerando clusters como formagao de
ciclos. Nesse caso, temos para cada cluster u € M\{0} um conjunto NG (u) que contém os
clusters “memorizéaveis” por u. Além disso, todo ng-set possui uma cardinalidade limitada
ING(u)| < A, tal que A é um parametro definido a priori. Seja P = (g, t1,...,ts) um
caminho que comega no vértice deposito ¢y = 0, e qualquer vértice ¢, tal que y € {1,..., s}
¢ visitado logo apos o vértice ¢,_1. Por fim, o conjunto II(P) C M \ {0} de clusters

“memorizaveis” para uma expansao imediata do caminho P é definido da seguinte forma:

s

II(P) = < aly) : aly) € ﬂ NG(a(tz)),y=1,...,s =1 U{alw)}. (4.21)

a=y+1

Assumindo que P, ¢ um caminho parcial de P, tal que P, contém os primeiros
y + 1 vértices de P. Entao, é dito que o caminho P é ng-feasible se, e somente se, para
qualquer caminho parcial P, em que y € {1,...,s} temos (i) ¢ II(Py-1)). Dessa
forma, dado um caminho Py que é ng-feasible, entao ¢ possivel calcular o conjunto

II(Py41y) da expansdo imediata do caminho P, para o vértice ty41 como:
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[(Pys1) = (I(Py) O NG (alty:1)) U ()} (4.22)

Os ng-sets sao construidos utilizando a proximidade entre os clusters. Ou seja, o
ng-set de um cluster especifico é determinado pelos clusters mais proximos a ele. Nesse
caso, podemos definir a proximidade entre dois clusters de algumas formas diferentes,
e.g., podemos considerar a distancia entre clusters como a menor distancia entre dois
vértices ou como a média das distdncias entre cada par de vértices entre os clusters.
Neste trabalho, foi considerada a média das distancias entre os pares de vértices, pois
assim levamos em consideracao a distancia relativa entre os vértices dentro de um mesmo

cluster. A proximidade entre os clusters u e v é definida da seguinte forma:

prox(u,v) = Z 5O ﬂeé(Cv)\ _ (4.23)

e€8(Cu)NS(Cy)

Como observado, a qualidade da solugao esta diretamente relacionada com a defini-
¢ao do conjunto NG(u). Neste trabalho, como o tamanho de cada conjunto é limitado por
um parametro unico A, quanto maior definirmos o valor de A menor seré a probabilidade
de formar ciclos. Com isso, fazendo A = m, garantimos que a rota seja elementar.

Ao utilizar ng-routes no algoritmo de precificagdo da geragao de colunas para o
PRVG, o objetivo é encontrar as rotas ng-feasible de menor custo sem que seja necessario
enumerar todas as possiveis rotas ng-feasible. Para isso, utilizamos um algoritmo de
enumeracao de labels que consiste em encontrar um caminho de menor custo a partir da

enumeracao de solugoes utilizando duas operagoes: expansao e dominancia.

4.5.3 Algoritmo de enumeracao de labels

O algoritmo de enumeragao de labels é um algoritmo de programacao dinadmica
cuja ideia principal é enumerar todas as solu¢oes, no entanto, evitando enumerar um
subconjunto de solugoes que podem ser garantidamente descartadas como candidatas a
solugao 6tima.

Cada label corresponde a uma solugao viavel, e duas principais operacgoes podem
ser realizadas na label: expansao e dominancia. A expansao é utilizada para enumerar
outras solucoes a partir de solugoes ja existentes, e a dominancia ¢é utilizada para reduzir
o espago de solugoes enumeradas ao remover labels que sao dominadas por outras labels.

No contexto de ng-routes, cada label corresponde a um caminho ng-feasible do
vértice deposito até um vértice i € V'\ Cy. Uma rota pode ser extraida adicionando uma

aresta que conecta o ultimo vértice do caminho que a label representa ao vértice deposito.
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Além disso, cada label carrega o custo reduzido do caminho, a demanda total e o conjunto
II(P) de vértices memorizados para evitar a formagao de ciclos.

Cada label é definida por uma tupla L; = ((y,14,&1,111), e é associado a ela um
caminho P = (1q,t1,...,Ls), tal que 1o = 0. Na tupla (; = 22:1 w,, ., ¢ o custo reduzido
total do caminho; i = 14 representa o ultimo vértice visitado no caminho; & = ZZ=1 Ao,
é a demanda total consumida durante o caminho; e Il; é o conjunto de clusters proibidos
para expansao imediata, como definido em (4.21). Além disso, as operagdes de expansao
e dominancia sao definidas da seguinte forma:

Expansao. Dada uma label Ly = ((1,4,&1,1L). Se a(j) ¢ I e doy + & < @,
entdo é possivel expandir L; para uma nova label Ly por meio da adi¢do do arco (i,7),

gerando a seguinte label:

Ly = (G + W5, J, &1 + dagy), IL N NG(a()))) U {a(j)}) - (4.24)
Dominéancia. Dadas duas labels L; = ((1,,&1,111) e Ly = ((s,1, &, 1ls), que

possuem o mesmo ultimo vértice visitado, diz-se que L; domina L, se, e somente se,

G <G
&1 <& (4.25)
Hl g H27

e pelo menos uma das condicoes é estrita. A propriedade de dominancia diz que, se L,
domina Lo, entao para qualquer sequéncia de expansoes até um vértice j partindo de Lo
também é possivel expandir até j a partir de Ly, tal que as condigoes (4.25) se mantenham
satisfeitas. Portanto, considerando que se trata de um problema de minimizagao, se L,
domina Ls, entao Ly nao trard nenhum beneficio para encontrar a solugao 6tima e, com
isso, pode ser descartada.

O algoritmo de enumeragao de labels implementado neste trabalho é semelhante
ao proposto por [33]. Nessa implementacao, tem-se, para cada vértice ¢ e uma demanda
p, um bucket F(i,p) que contém todas as labels nas quais o caminho termina no vértice
1 e a demanda total consumida é p. O algoritmo de enumeracgao de labels itera em todos
os buckets e aplica rotinas de expansao e dominancia. Como ressaltado por [33], é mais
eficiente, em termos de tempo de execucao, aplicar regras de dominancia somente em
labels dentro do mesmo bucket. Dessa forma, é possivel que deixemos de remover algumas
labels que sao dominadas, no entanto, esse nao é o caso comum e o custo de verificar a
dominancia em outros buckets nao compensa a reducao de labels dominadas.

A performance geral do algoritmo de enumeragao de labels (Algoritmo 1) estéa di-
retamente relacionada a eficiéncia da propriedade de dominéncia, pois quanto maior for
a quantidade de [abels dominadas menor serda o niimero de expansoes necessarias. Para

as regras de dominancia (4.25), quanto menor for a cardinalidade A dos ng-sets, maiores
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Algoritmo 1: Algoritmo de enumeracao de Labels

inicio
F(i,p) < 0,Yie V,pe{0,...,Q}
F(0,0) « {(0,0,0,0)}
para cada p € {1,...,Q} faga
para cada j € V \ () faga
se p < d,(;) entao
| continue

fim
para cada i € V' \ Cy(;) faca
se {i,j} € FE entao
para cada Ly = ((1,4,p — dogj), IIh) € F(i,p — doj)) faga
se a(j) ¢ II; entao
Ly < (G +wyj, 3, p, (I N NG(5)) U{a(4)})
se Ly nao dominado qualquer em F'(j,p) entao
D+ 0
para cada L € F(j,p) faga

se Ly domina L entao

| D+ DU{L}

fim
fim
F(j,p) < (F'(j,p) \ D) U{Ls}
fim
fim

fim

fim
fim
fim

fim
fim

serao as labels dominadas, e o contrario acontece para A maior. Ou seja, reduzindo o
valor de A, deixamos o algoritmo mais eficiente, no entanto, geramos rotas com maior
probabilidade de terem ciclos e, com isso, reduzimos o limite da relaxacao linear da for-
mulagao do problema. No Capitulo 5, exploramos essa flexibilidade do algoritmo para
encontrar um tradeoff entre a eficiéncia do algoritmo de precificacao e a qualidade do
limite inferior.

Ao final da execugao do algoritmo de expansao de labels (Algoritmo 1), tem-se todos
os buckets com todas as labels expandidas e que nao foram descartadas pela propriedade
de dominancia. Com isso, para encontrar a rota de menor custo reduzido, basta verificar

para cada label Ly = ((1,1,&1,111) em todos os buckets o custo reduzido total da rota

G1 + Wi, (4.26)

e, entao, selecionar a que tem menor custo reduzido total de rota. Se esse valor for
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negativo, entao temos uma rota candidata a fazer parte da base do PMR. Para recuperar
a rota, basta armazenar em cada label qual foi a label que originou a sua expansao durante
o algoritmo de expansao de labels. Dessa forma, é possivel reconstruir o caminho a partir
de qualquer label.

Além disso, da mesma forma como foi mencionado para g-routes, também é pos-
sivel retornar mais rotas com custo reduzido negativo. Basta verificar para cada label

dentro dos buckets se o custo da rota calculado (4.26) é negativo.

4.5.4 Heuristica de Precificagao

O algoritmo de expansao de labels discutido garante encontrar a rota de menor
custo reduzido, se alguma existir. Na geracao de colunas, nao é necessario encontrar
a coluna com o menor custo reduzido, pois qualquer coluna que tenha custo reduzido
negativo é suficiente para reotimizar o PMR. Com isso, é possivel utilizar heuristicas
no problema de precificacao para retornar colunas para o PMR em um tempo menor,
especialmente durante as primeiras iteragoes, quando a quantidade de colunas com custo
reduzido negativo é maior.

Uma simples, porém efetiva heuristica consiste em remover arcos com um alto
custo do grafo de custos reduzidos. Sao realizadas duas etapas de modificacao no grafo de
custos reduzidos: a primeira consiste em remover 75% dos arcos de maior custo, enquanto
na segunda sao removidos 50% dos arcos. Apoés a remogao dos arcos, é entao utilizado
o algoritmo de expansao de labels discutido em §4.5.3. Se durante a primeira etapa
pelo menos uma coluna de custo reduzido negativo for encontrada, entao o problema de
precificagao é interrompido. Caso isso nao acontega, a segunda etapa é iniciada, e, da
mesma forma, se alguma coluna de custo reduzido negativo for encontrada, o problema
é interrompido. Por fim, caso nenhuma das duas etapas retorne alguma coluna de custo
reduzido negativo, entao o grafo original de custos reduzidos é utilizado no problema de

precificacao.

4.6 Algoritmo branch-cut-and-price

Um algoritmo branch-cut-and-price é um algoritmo branch-and-bound em que cada

n6 da arvore de subproblemas é resolvido utilizando o método de geracao de colunas, além
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disso sao adicionados cortes por meio de um algoritmo de separagao para melhorar a qua-
lidade do limite inferior obtido. Nesta Secao, sao discutidos a inicializagao do algoritmo,
como ¢ realizada a ramificacao de cada n6 e como cada né é resolvido.

O limite inferior do problema é calculado considerando o menor valor solugao de
um noé que ainda nao foi ramificado, e o limite superior é sempre a menor solucao inteira
encontrada. O algoritmo termina quando a diferenca entre os limites é menor que um gap
definido a priori. Como todas as instancias utilizadas contém somente valores inteiros,

entao o algoritmo termina quando a diferenca entre os limites for menor que 1.

4.6.1 Inicializacao

A inicializacao do algoritmo é a fase responsavel por gerar o conjunto inicial de
rotas R’ e também por calcular um limite superior para o problema. Apoés a inicializacao,
é gerado o no raiz da arvore de subproblemas utilizando o conjunto inicial de rotas, e a
partir de entao uma série de subproblemas sao resolvidos e particionados em problemas
menores.

A fase de inicializagao é composta por duas etapas. Na primeira, calculamos um
limite superior para o PRVG por meio de uma heuristica. Esse valor é utilizado para
fazer o célculo do gap caso o algoritmo termine sem encontrar nenhuma solucao viavel,
além de ser utilizado para descartar nés da arvore de subproblemas cujo valor da solucao
seja maior que o limite superior inicial. Na segunda etapa, é gerado um conjunto de rotas
que forma uma base viavel para o problema. Esse conjunto é utilizado para inicializar o
conjunto R’ de rotas do PMR no método de geracao de colunas.

A implementacao da heuristica que calcula um limite superior para o PRVG é a
mesma da discutida em [4]. Os autores utilizaram uma heuristica baseada em LNS que
consiste em melhorar uma solucgao inicial ao destruir e reconstruir solugoes repetidas vezes.
Essa heuristica é uma variagao similar do que foi proposto em [37].

O conjunto inicial de rotas do PMR é definido por rotas ficticias. Essas rotas
tém um custo elevado e sao utilizadas somente para inicializar o método de geracao de
colunas satisfazendo as restrigoes (4.9)-(4.11). Em alguns casos, sao utilizadas heuristicas
mais complexas para gerar um conjunto de colunas de baixo custo para tentar reduzir a
quantidade de iteracoes do método de geracao de colunas. No entanto, utilizando tanto
rotas ficticias quanto rotas calculadas por meio de alguma heuristica, nao foi possivel
observar qualquer diferenca expressiva na performance do método de geracao de colunas,
pois a maioria das colunas da base da solucao 6tima foram geradas pelo algoritmo de

precificagao.
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Para definir um conjunto de rotas ficticias e viaveis, é necessario particionar o
conjunto de clusters, tal que a soma total das demandas dos clusters em cada particao
nao exceda a capacidade ) de cada veiculo. Para encontrar tais parti¢goes, resolvemos
um problema de empacotamento de caixas. Cada caixa representa uma rota, portanto
temos K caixas, e a capacidade maxima de cada caixa representa a capacidade @) de
cada veiculo. Os itens que devem ser empacotados sao representados pelos clusters de tal
forma que o peso de cada item é o valor da demanda d, de cada cluster. Note que nao
é necessario saber qual o vértice de cada cluster que foi visitado, pois, como se trata de

uma rota ficticia, o custo de cada rota nao depende de quais vértices foram visitados.

4.6.2 Escolha de um né para resolver

Dado um conjunto de nés da arvore de subproblemas que ainda nao foram resol-
vidos, deve-se escolher um no6 para que seja entao resolvido. Adotamos a estratégia de
best-node first*, ou seja, o nd6 que é o melhor candidato a minimizar o valor da funcao
objetivo é resolvido primeiro. Esse n6 corresponde aquele que tem o menor valor de limite
inferior.

Existem outras estratégias de solucao, como depth first®, dedicado a resolver o
n6é mais profundo da arvore primeiro. Esse caso é geralmente utilizado para encontrar
uma solugao viavel mais rapidamente. No entanto, como ja obtemos um limite superior
de qualidade utilizando a heuristica de LNS, obtivemos resultados melhores escolhendo

sempre 0 n6 com menor limite inferior, ja que conseguimos reduzir o gap mais rapidamente.

4.6.3 Ramificagao

Dado um subproblema que foi resolvido e ainda nao foi ramificado, se a sua solugao
nao satisfizer a integralidade das rotas (4.11), entao é necessario realizar a ramifica¢ao do
n6é em dois ou mais nos.

Seja A o valor solucao da variavel A\, para qualquer r € R/, entao é possivel criar
um grafo de solu¢ao no qual os vértices correspondem aos clusters, e as arestas indicam

o fluxo fracionario da solugao entre os clusters. Os valores das arestas desse grafo sao

4do inglés, melhor nd primeiro
5do inglés, profundidade primeiro
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calculados da seguinte forma:

Ufowy = Z Z ;\sz u,v € M. (4.27)

e€d(Cy)Nd(Cy) TER’

Desse modo, se para qualquer u,v € M tem-se §,3 € {0,1}, entao a solugao é
inteira e nao é necessério ramificagao. Caso contrario, é preciso realizar a ramificacao do
n6 em dois ou mais nos filhos. A estratégia de ramificacao adotada consiste em selecionar a
aresta mais fracionéria e, entao, criar dois subproblemas: um em que a aresta selecionada
¢ imposta na solucao, e outro no qual ela é proibida. A aresta mais fracionaria é definida

COIMo:

argmin {|¢g»} — 0.5/} (4.28)
{u,v}u,veM

Apos selecionada em qual aresta se deve realizar o branching, temos de garantir
que as rotas do conjunto R’ e que novas colunas geradas pelo algoritmo de precificacao
satisfacam as novas condi¢oes de branching. Para o primeiro caso, basta verificar para
cada rota r € R’ se ela viola ou ndo a nova regra de branching adicionada. Caso ela
viole, entao simplesmente aumentamos o custo da rota para um valor muito elevado, pois,
dessa forma, ao reotimizar o PMR, elas serao naturalmente descartadas da solucao. Para
o segundo caso, utilizaremos o grafo de custos reduzidos do algoritmo de precificagao para
evitar a formagao de rotas que violem a nova regra de branching e também as regras de
branching dos nos antecessores. Para isso, aplicaremos os seguintes passos de modificacao
no grafo de custos reduzidos:

1. Para toda aresta {u,v} que for proibida na solugao, basta remover todos os
arcos (i,7) e (j,4) para todo i € C, e j € C, do grafo de custos reduzidos.

2. Para qualquer vértice [ que tiver duas arestas adjacentes impostas na solucao
{l,u} e {l,v}, atualizamos os valores dos arcos que conectam os vértices i € C, e j € C,

no grafo de custos reduzidos da seguinte forma:

0. = min(1o: UL ). 4.2
Wi igg}(wzk + Wy;) (4.29)

E, por fim, removemos todos os vértices i € C, do grafo de custos reduzidos e impomos
a aresta {u,v} na solugdo do problema. Essa transformacao pode ser aplicada enquanto
houver arestas impostas e adjacentes uma a outra. No fim, restard nenhuma ou somente
arestas impostas que nao sao adjacentes entre si. E, entao, o passo seguinte pode ser

executado. A Figura 4.1 ilustra esse tipo de transformacao.



4.6. Algoritmo branch-cut-and-price 40

Figura 4.1: Transformacao do grafo de custos reduzidos quando as arestas {u, [} e {v,{}
sdo impostas na solu¢do. Quando atualizados os custos (4.29 e 4.30), entao o cluster | é
removido do grafo e a aresta {u,v} passa a ser imposta na solugao.

3. Para toda aresta {u,v} que for imposta na solu¢ao e para qualquer vértice [
tal que u # [ e v # [, atualizamos os valores dos arcos do grafo de custos reduzidos da

seguinte forma:

’U_ka = Zfél(ljrj(wm + U_)ij) vk € Cl,Vj e C, (431)
Wi = min(wy; +w;;) Yk e G Vizwe G, (4.32)
J v

Dessa forma, com os custos atualizados, fazemos com que sempre que um vértice i € C,
for visitado, entao algum vértice j € C, é visitado logo em seguida, e vice-versa. A Figura
4.2 ilustra esse tipo de transformacao.

Note que, ao realizar a ramificacao, toda informacao carregada pelo pai é repassada

aos filhos. Isso inclui: o conjunto de rotas R’, as arestas que sofreram ramificagoes etc.
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Figura 4.2: Transformagao do grafo de custos reduzidos quando a aresta {u, v} é imposta
na solugdo. Quando atualizados os custos do grafo reduzido (4.31 e 4.32), entao o custo
de visitar algum vértice em C, é equivalente a ter visitado C, antes, e vice-versa.

4.6.4 Solugao do né

No momento em que um determinado subproblema tiver de ser resolvido, tém-se
as seguintes informagoes: o conjunto de rotas adicionadas ao PMR, o conjunto de cortes
gerados para as inequacgoes de rounded capacity e uma lista de arestas que foram impostas
ou proibidas na solucao para esse subproblema.

A solugao do subproblema constitui-se de trés passos: resolver a formulacao linear
do PMR, adicionar colunas (ou rotas) candidatas ao PMR por meio de um algoritmo de
precificacao e adicionar cortes de rounded capacity resolvendo um algoritmo de separacao.

Esses passos sao repetidos enquanto pelo menos uma coluna ou um corte for adicionado ao
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PMR. Quando nenhum corte ou coluna for adicionado, entao o subproblema foi resolvido.

A formulacao linear do PMR é resolvida por meio de um solver®

. O algoritmo
de separacao utilizado para encontrar cortes de rounded capacity € o mesmo utilizado
na biblioteca de separagao disponibilizada por [26]. Os algoritmos de precificagao foram
discutidos na Secao 4.5 e, no Capitulo 5, analisamos o desempenho do algoritmo branch-
cut-and-price utilizando os diferentes algoritmos de precificagao.

Além disso, adicionamos duas heuristicas durante a solu¢ao do subproblema: limi-
tamos a quantidade de colunas adicionadas pelo algoritmo de precificagao e reduzimos a
quantidade de colunas do PMR a partir de um threshold.

Para a primeira, consideramos adicionar no méaximo 100 colunas ao PMR por ite-
racao do algoritmo de precificacao. Nesse caso, as colunas adicionadas correspondem as
de menor custo reduzido. Estimamos esse valor por meio dos experimentos computacio-
nais, tal que nao houve nenhuma vantagem adicionando-se mais de 100 colunas, e, quando
adicionado menos, o niimero de iteracoes do algoritmo de precificacao tendia a aumentar.

Para a segunda, percebemos que, & medida que mais colunas sao adicionadas ao
PMR, maior é o tempo de solucao da relaxacao linear dele. Por conta disso, gerenciamos
as colunas do PMR de tal forma que colunas que nao sao relevantes para a solugao do sub-
problema possam ser removidas da formulacao do PMR. Para isso, em cada subproblema,
temos um pool de colunas, e toda vez que a quantidade de colunas do PMR ultrapassa um
determinado valor, faz-se um dumping de algumas colunas para o pool. Baseado no ta-
manho das instancias que foram utilizadas nos experimentos computacionais, aplicamos o
dumping quando a quantidade de colunas no PMR for superior a 2000 colunas. Durante o
dumping, todas as colunas que tiverem um custo reduzido acima de um determinado valor

serao adicionadas ao pool. Esse threshold ¢ uma constante definida da seguinte forma:

1.5 o min(w.), (4.33)

eck
tal que o é uma constante que indica a maior quantidade de clusters que podem ser
visitados em uma tunica rota. Essa constante é a mesma aplicada em [10], em que os
autores também utilizaram um pool de colunas para fazer o gerenciamento de colunas
da formulagdo. Note que o valor em (4.33) é positivo e, com isso, somente removemos
colunas que nao fazem parte da base da solucao da formulagao. Esse pool de colunas
¢ mantido, pois nas proximas iteragoes da geracao de colunas pode-se calcular o custo
reduzido dessas colunas e, caso seja negativo, reinseri-las a formulagao sem a necessidade

de executar o algoritmo de precificacao.

Spacote responsavel por resolver formulacoes lineares, geralmente por meio do algoritmo Simplex.
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Capitulo 5

Experimentos Computacionais

Neste Capitulo, sao apresentados os detalhes dos experimentos computacionais realiza-
dos para avaliar a qualidade do algoritmo desenvolvido neste trabalho. Na Secao 5.1,
sao descritos o ambiente computacional e as instancias de testes utilizadas durante os
experimentos. Na Se¢ao 5.2, comparamos limites inferiores para diferentes algoritmos de
precificacao que foram discutidos no Capitulo 4. Por fim, na Sec¢ao 5.3, mostramos uma
visao geral dos resultados obtidos para todas as instancias e uma analise comparativa com

os resultados da literatura.

5.1 Ambiente Computacional

Um dos principais objetivos dos experimentos computacionais realizados é o de
fazer um estudo comparativo com os resultados dos dois principais trabalhos publica-
dos sobre o PRVG até entao: [4] e [34]. Portanto, usamos em nossos experimentos o
mesmo conjunto de instancias utilizado em ambos os trabalhos. Além disso, realizamos

os experimentos em um ambiente computacional com poder de processamento similar.

5.1.1 InstaAncias

As instancias utilizadas durante todos os experimentos computacionais foram pro-
postas por [4] e estdo disponiveis em http://www.personal.soton.ac.uk/tb12v07/
gvrp.html. Elas foram construidas a partir de instancias do PRV usando a mesma téc-
nica de agrupamento de vértices utilizada por [13|. As instancias originais fazem parte da
CVRP-library, disponiveis em http://vrp.atd-lab.inf.puc-rio.br/, e sao elas cinco

grupos de instancias — grupos A, B, P, M e G — tal que os trés primeiros grupos (ins-


http://www.personal.soton.ac.uk/tb12v07/gvrp.html
http://www.personal.soton.ac.uk/tb12v07/gvrp.html
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tancias médias) — A, B e P — possuem quantidade de vértices variando de 16 a 101, e
os dois ultimos grupos (instdncias grandes) — M e G — possuem quantidade de vértices
variando de 101 a 262.

Para qualquer instancia do PRV com n vértices, duas instancias do PRVG foram
construidas com m = [n/@] clusters, tal que 6 € {2,3}. Para a formacao dos clusters, os
m vértices mais distantes entre si sao selecionados para ser o centro dos m clusters. Entao,
cada vértice restante é atribuido ao cluster cujo vértice central estd mais proximo a ele.
A demanda de cada cluster é calculada como d,, = % ZiECu w;, tal que w; é a demanda
do consumidor ¢ na instancia original do PRV. Por fim, um problema de empacotamento
é resolvido para determinar o ntimero de veiculos para cada instancia.

O parametro 6 indica o valor relativo da quantidade de vértices em cada cluster:
quanto maior o valor do pardmetro menor sera a quantidade de clusters e, consequente-
mente, maior o nimero de vértices dentro de cada cluster. Foram utilizados dois valores
distintos para esse parametro, portanto, para cada instancia do PRV sao construidas duas
instancias para o PRVG.

O nome de cada instancia segue o seguinte formato X-nY-kZ-CQ-V®, tal que X
especifica o grupo de instancia (A, B, P, M ou G); Y representa a quantidade de vértices;
Z indica a quantidade de veiculos na instancia original do PRV €2 representa o total de

clusters; e ® indica a quantidade de veiculos para instancia do PRVG.

5.1.2 Caracteristicas Consideradas

O algoritmo discutido neste trabalho foi implementado em linguagem C++11 e
compilado utilizando o compilador GCC, versao 6.2. A plataforma IBM ILOG CPLEX,
versao 12.6, também foi utilizada para resolver a relaxacao linear do PMR durante o
método de geragdo de colunas. Por fim, o pacote CVRPSEP (|26]) foi utilizado para
gerar os cortes de rounded capacity.

Foi permitido somente a utilizagao de um ntucleo do processador durante toda a
execucao de cada instancia. O tempo limite de execugao para as instancias médias — A,
B e P — foi de 7,200 segundos (2 horas), e para as instancias grandes — M e G — foi de
21,600 segundos (6 horas).

A méaquina utilizada para realizar todo o processamento durante os experimentos
tem um Intel Core i7-980 3.33GHz. O poder de processamento dessa CPU é de 3.35
GFLOP/s. Como referéncia, as CPUs utilizadas em [4] e [34] tém poder de processamento
de 4.8 GFLOP/s e 3.49 GFLOP/s, respectivamente.

Os tempos de processamento e outros resultados dos trabalhos comparados sao



5.2. Comparacao dos Limites Inferiores 45

reportados em mnossos experimentos com os mesmos valores reportados pelos proprios

autores. Nao foi implementado algoritmo de terceiros para fins de comparagao.

5.2 Comparacao dos Limites Inferiores

Nesta Se¢ao, comparamos os valores dos limites inferiores de diferentes algoritmos
para o PRVG. Consideramos os algoritmos propostos por [4] e [34] e, também, o algoritmo
discutido neste trabalho considerando rotas nao elementares construidas por meio de q-
routes ou ng-routes.

Para reduzir a quantidade de informacao a ser analisada, consideramos somente
instancias médias cuja quantidade de vértices é de no minimo 45. Além disso, utilizamos
somente o conjunto de instancias construidas quando # = 2. O valor do limite inferior é
obtido ao resolver somente o primeiro né da arvore de enumeragao do algoritmo branch-
and-bound.

A Tabela 5.1 mostra a comparacao dos valores dos limites inferiores para cada
algoritmo. A primeira coluna contém o nome de cada instancia. Da segunda coluna
a nona coluna, tém-se os valores dos limites inferiores para diferentes algoritmos. Por
fim, na décima coluna temos o valor da solugao 6tima de cada instancia como valor de

referéncia comparativa para os limites inferiores.

Tabela 5.1: Comparacao de limites inferiores para instancias médias utilizando 6 = 2.

Instancia BC Vg Ung(4)  Ung(6) Ung(8)  VUng(10)  Vng(12) BCP Vop

A-n45-k6-C23-V4 595,67 602,21 608,14 608,40 608,40 608,40 608,40 608,40 613
A-n45-k7-C23-V4 630,86 656,64 660,46 661,09 661,98 662,20 662,59 663,21 674
A-n46-k7-C23-V4 573,95 589,79 590,39 590,74 590,74 591,58 591,568 591,58 593
A-n48-k7-C24-V4 630,35 642,56 653,89 653,89 654,12 654,12 654,12 654,12 667
A-n53-k7-C27-V4 589,48 602,05 603,00 603,00 603,00 603,00 603,00 603,00 603
A-nb4-k7-C27-V4 665,31 684,83 688,98 689,15 690,00 690,00 690,00 690,00 690
A-n55-k9-C28-V5 668,04 692,82 696,75 698,58 699,00 699,00 699,00 699,00 699
A-n60-k9-C30-V5 750,75 769,00 769,00 769,00 769,00 769,00 769,00 769,00 769
A-n61-k9-C31-V5 621,03 631,79 633,39 634,83 635,00 635,00 63550 63550 638
A-n62-k8-C31-V4 722,34 737,68 739,08 740,00 740,00 740,00 740,00 740,00 740
A-n63-k10-C32-V5 759,56 788,70 791,73 792,25 793,25 794,04 794,04 794,04 801
A-n63-k9-C32-V5 864,77 901,86 905,06 906,50 907,00 907,00 907,00 907,00 912
A-n64-k9-C32-V5 733,94 762,73 763,00 763,00 763,00 763,00 763,00 763,00 763
A-n65-k9-C33-V5 665,09 675,76 679,58 681,10 681,21 681,21 681,22 681,22 682
A-n69-k9-C35-V5 648,02 669,87 670,55 670,87 671,33 671,34 672,33 672,49 680
A-n80-k10-C40-V5 916,09 970,09 978,13 980,11 981,68 981,84 982,02 984,22 997

B-n45-k5-C23-V3 496,62 492,61 497,00 497,00 497,00 497,00 497,00 497,00 497
B-n45-k6-C23-V4 466,72 469,74 473,67 474,15 47450 474,50 474,50 474,50 478
B-n50-k7-C25-V4 446,29 447,25 449,00 449,00 449,00 449,00 449,00 449,00 449
B-n50-k8-C25-V5 890,86 903,48 911,13 912,14 912,14 912,14 912,14 912,14 916
B-n51-k7-C26-V4 650,51 648,82 651,00 651,00 651,00 651,00 651,00 651,00 651
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B-n52-k7-C26-V4 450,00 450,00 450,00 450,00 450,00 450,00 450,00 450,00 450
B-n56-k7-C28-V4 483,44 483,62 484,50 484,70 484,70 486,00 486,00 486,00 486
B-n57-k7-C29-V4 748,43 746,50 751,00 751,00 751,00 751,00 751,00 751,00 751
B-n57-k9-C29-V5 933,43 942,00 942,00 942,00 942,00 942,00 942,00 942,00 942
B-n63-k10-C32-V5 806,70 803,88 809,00 809,00 809,00 809,00 809,00 809,00 816
B-n64-k9-C32-V5 507,80 506,93 509,00 509,00 509,00 509,00 509,00 509,00 509
B-n66-k9-C33-V5 802,43 806,86 808,00 808,00 808,00 808,00 808,00 808,00 808
B-n67-k10-C34-V5 663,37 666,02 667,11 667,11 667,11 667,11 667,11 667,11 673
B-n68-k9-C34-V5 700,92 702,00 704,00 704,00 704,00 704,00 704,00 704,00 704
B-n78-k10-C39-V5 791,44 801,00 802,67 803,00 803,00 803,00 803,00 803,00 803

P-n45-k5-C23-V3 330,84 330,24 336,89 337,00 337,00 337,00 337,00 337,00 337
P-n50-k10-C25-V5 377,97 401,16 405,48 405,75 40575 407,29 407,29 407,36 410
P-n50-k7-C25-V4 337,11 342,75 349,17 350,39 350,49 350,49 350,48 350,49 353
P-n50-k8-C25-V4 342,80 374,54 383,09 385,59 385,71 385,72 385,72 386,00 392
P-n51-k10-C26-V6 405,14 427,00 427,00 427,00 427,00 427,00 427,00 427,00 427
P-n55-k10-C28-V5 387,72 406,95 409,43 411,06 411,94 411,94 411,94 411,94 415
P-n55-k15-C28-V8 508,65 555,00 554,33 555,00 555,00 555,00 555,00 555,00 555
P-n55-k7-C28-V4 342,69 350,17 355,32 355,32 355,44 355,44 355,44 355,44 361
P-n55-k8-C28-V4 347,79 352,50 358,84 359,22 359,22 359,22 359,22 359,22 361
P-n60-k10-C30-V5 406,04 429,40 431,59 434,10 434,44 434091 434,91 434,91 445
P-n60-k15-C30-V8 522,22 560,57 561,24 564,02 564,75 564,75 564,75 564,75 565
P-n65-k10-C33-V5 461,28 482,70 482,45 483,97 484,69 485,08 485,22 485,22 487
P-n70-k10-C35-V5 468,80 484,44 484,64 485,00 48500 485,00 485,00 485,00 485

P-n76-k4-C38-V2 374,86 375,05 375,23 379,60 379,60 379,86 380,00 - 411
P-n76-k5-C38-V3 396,56 395,62 395,48 400,25 400,80 400,80 400,91 - 409
P-n101-k4-C51-V2 442,87 442,11 447,24 449,86 450,22 451,10 451,41 - 455

Nas colunas em que estao representados os limites inferiores, tém-se respectiva-
mente: branch-and-cut (BC) de [4]; branch-cut-and-price utilizando g-routes (v,); branch-
cut-and-price utilizando ng-routes (v,,) com diferentes tamanhos para o ng-set; e branch-
cut-and-price (BCP) utilizando rotas elementares desenvolvido por [34].

Na Tabela 5.2, apresentamos uma analise dos resultados obtidos dos limites infe-
riores. Nela, podemos observar qual foi o ganho de um algoritmo se comparado a outro.
Para isso, consideramos trés informacgoes em cada um deles: a quantidade de instancias
resolvidas sem a necessidade de ramificagao, o maior gap obtido em alguma instancia e
a média dos gaps das instancias. Consideramos os célculos de gap somente para as ins-
tancias nas quais todos os algoritmos conseguiram encontrar um limite inferior. O gap
foi calculado fazendo a relacao do limite inferior (v;) e o valor da solucdo 6tima (v,,) da
instancia da seguinte forma:

Vop — U

(5.1)

Uop

Tabela 5.2: Analise dos resultados de limites inferiores entre diferentes algoritmos para
o PRVG.

Algoritmo Instancias resolvidas na raiz  gap maximo (%) gap médio (%)

[4] 1 12,55 3,60
q-routes 5 4,45 1,20



5.3. Desempenho do Algoritmo Branch-cut-and-price 47

ng-routes (A = 4) 13 3,01 0,65
ng-routes (A = 6) 18 2,45 0,53
ng-routes (A = 8) 20 2,37 0,50
ng-routes (A =10 21 2,27 0,47
ng-routes (A = 12) 21 2,27 0,47
[34] 21 2,27 0,46

Analisando os valores da Tabela 5.2, podemos observar que tanto o gap médio
quanto o gap maximo tiveram uma redugao notavel quando comparamos uma implemen-
tagao de um algoritmo branch-and-cut e de um algoritmo branch-cut-and-price. Quando
comparamos a implementacao do algoritmo branch-cut-and-price utilizando q-routes e
ng-routes, também é observada uma melhora significativa nos valores do gap, porém,
menos expressivas. Ja se compararmos os resultados para diferentes tamanhos do ng-set,
quando utilizado ng-routes, observamos uma redugao gradativa dos gaps. Essa reducao
tende a diminuir cada vez que aumentamos o tamanho do ng-set, de tal forma que, para
ng-set de tamanhos 10 ou 12, a diferenca dos gaps, se comparada com a implementacao
utilizando rotas elementares de [34], ¢ muito pequena.

Além dos experimentos de limites inferiores, verificamos o comportamento das
implementagoes do algoritmo branch-cut-and-price utilizando q-routes e ng-routes para
resolver todas as instancias propostas por [4]. De certa forma, o tempo de solu¢ao das
instancias foi coerente com a analise dos limites inferiores, de tal forma que, com um limite
inferior maior, foi possivel resolver uma maior quantidade de instancias dentro do tempo
limite. No entanto, & medida que as rotas encontradas pelo algoritmo de precificacao
tendem a ficar mais proximas da elementariedade, ou seja, quando aumentamos muito o
valor do ng-set, entao o custo computacional nao supera o ganho de um limite inferior
maior. Isso faz com que o tempo de solugao de instancias maiores aumente ou até mesmo
impeca algumas instancias de serem resolvidas dentro do tempo limite. Durante os nossos
experimentos, observamos que um ng-set de tamanho 10 foi o caso em que obtivemos
melhores resultados, superando um ng-set de tamanho 12 e até mesmo o algoritmo de
[34] que utiliza rotas elementares. Os resultados desse experimento estdo detalhados na
Secao 5.3.

5.3 Desempenho do Algoritmo Branch-cut-and-price

Nesta Segao, discutimos os resultados obtidos ao tentar resolver as instancias mé-
dias — A, B e P — e grandes — M e G — propostas por [4].
Como discutido neste trabalho, a metodologia apresentada envolve algumas vari-

acoes do algoritmo de precificacao, sendo que todas exploram diferentes formas de gerar
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rotas nao elementares. Em nossos experimentos, tentamos resolver todas as instancias
utilizando q-routes ou ng-routes durante o algoritmo de precificagao. Nessa tltima ainda
é possivel variar o tamanho do ng-set. Consideramos os mesmos valores de ng-set utili-
zados nos experimentos de limites inferiores, discutidos na Se¢ao 5.2.

O caso em que obtivemos o melhor resultado, ou seja, o maior nimero de instancias
resolvidas, foi utilizando q-routes com um ng-set de tamanho 10 durante o algoritmo de
precificagao. Os resultados estao detalhados nas tabelas A.1 e A.2, apresentadas na se¢ao
de apéndice. Nessas tabelas, a coluna UB representa o melhor limite superior encontrado
para a instancia; LB corresponde ao limite inferior obtido; BB indica a quantidade de
nos resolvidos durante o branch-and-bound; e CPU representa o tempo total em segundos
para a execuc¢ao completa do algoritmo com aquela instancia. No caso em que utiliza-
mos um ng-set maior, ha uma pequena melhora do limite inferior, no entanto, o tempo
necessario para encontrar rotas validas no algoritmo de precificacao aumenta de forma
mais significativa. Para o caso que reduzimos o valor do ng-set abaixo de 10, foi possivel
encontrar rotas validas em um menor tempo, no entanto, a quantidade de nés a serem re-
solvidos aumentou de tal forma que algumas instancias nao puderam ser resolvidas dentro
do tempo limite. Por fim, utilizando qg-routes, o resultado foi bem inferior se comparado
a quando utilizamos ng-routes, devido ao limite inferior significativamente menor, como

observado na Se¢ao 5.2.

Tabela 5.3: Sumério dos resultados reportados nas tabelas A.1 e A.2.

[4] [34] Metodologia Proposta
Tipo 6 CPU BB NS gap CPU BB NS gap CPU BB NS gap
A 2 861 1.094 2 0,49 347 9 1 0,05 70 33 0 0
B 2 159 400 0 0,00 299 5 0 0 9 4 0 0
P 2 1.414 1.653 4 1,55 955 11 3 - 176 12 0 0
M 2 16.823 3.179 3 2,96 - - - - 16.221 239 3 057
G 2 21.606 1 1 11,87 - - - - 21.600 154 1 1,92
A 3 804 1.291 2 078 32 3 0 0 13 5 0 0
B 3 34 270 0 0,00 55 7 0 0 14 8 0 0
P 3 713 1.772 1 0,48 917 5 3 - 157 10 0 0
M 3 13.058 6.770 2 2,63 - - - - 10.872 120 1 048
G 3 21.602 181 1 15,09 - - - - 21.600 262 1 1,85

Analisando os resultados das tabelas A.1 e A.2, observamos que os resultados
foram significativamente melhores se comparados aos obtidos em [4] e [34]. De tal forma
que, com o nosso algoritmo, foi possivel resolver todas as instancias médias e, com isso,
resolvendo a tnica instancia média — A-n80-k10-C40-V5 — que nao havia sido resolvida
até entao. Além disso, tivemos uma redugao no valor do gap nas instancias grandes.

A Tabela 5.3 sumariza os nossos resultados comparados com os dos autores citados.
Para cada tipo e grupo de instancias, sdo apresentados: o tempo médio (CPU) de execu-
cdo do algoritmo, a quantidade média de nés (BB) resolvidos durante o branch-and-bound,

a quantidade de instancias ndo resolvidas (NS) e o gap médio (gap). E possivel observar
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que em todos os conjuntos de instancias obtivemos gaps menores, tempo médio de solugao
menor e menos instancias nao resolvidas. Vale ressaltar que, para as instancias grandes
— M e G —, uma instancia que nao havia sido resolvida por [4] foi resolvida utilizando o
nosso algoritmo e, além disso, o gap para essas instancias foi reduzido substancialmente.

Por fim, do grupo de insténcias propostas por [4] para o PRVG, restam seis ins-

tancias dos tipos M e G que ainda nao foram resolvidas.
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Capitulo 6

PRVG aplicado a veiculos

nao-holonémaicos

Neste Capitulo, discutimos sobre uma variacao de um PRV presente em um contexto
da literatura robodtica. Nessa variacao, sao utilizados veiculos com caracteristicas nao-
holonoémicas de movimento e visitas em regioes de interesse. Recentemente, esse tipo de
problema teve maior destaque devido aos avancos tecnologicos em veiculos nao tripulados,
sendo eles terrestres, maritimos ou aéreos (veja [32]). Na literatura, encontram-se diversas
propostas de solugoes, em sua maioria heuristicas, que resolvem variagoes similares, a
exemplo de [25], [19] e [29].

Nas secoes seguintes, demonstramos como essa variacao de um PRV e o PRVG
podem se relacionar, sendo, dessa forma, a motivacao inicial para o desenvolvimento
da metodologia sobre o PRVG apresentada neste trabalho. Essa relagao é feita por um
processo de discretizacao utilizado para transformar o problema, originalmente nao linear,
em um problema alternativo, porém linear, e que pode ser modelado como um PRVG.

Por fim, discutimos como, no contexto da literatura robotica, os problemas de
roteamento geralmente utilizam uma fungao objetivo que nao é comum nos problemas mais
classicos de roteamento na literatura combinatéria. Com isso, a proposta de modelagem
por meio de um PRVG torna-se menos atrativa no contexto robotico, mas, ainda assim,
importante do ponto de vista metodologico como uma solugao exata para esse tipo de

problema.

6.1 Veiculos nao-holondémicos e problemas de

roteamento relacionados

A coordenagao de vérios agentes moveis (neste caso, veiculos ou robos) é tema de

grande importancia na Robotica Mével, sendo o foco de diversos trabalhos na literatura.



6.1. Veiculos nao-holonémicos e problemas de roteamento relacionados 51

Figura 6.1: Exemplo de um trajeto de um veiculo nao-holonémico entre duas posicoes
conhecidas, tal que o angulo de orientacao do veiculo é conhecido nas posigoes inicial
e final. A trajetoria do veiculo é definida por uma curva de Dubin ([12]) e leva em
consideragao o raio de curvatura minimo p do veiculo.

Isso se deve ao fato de que miltiplos veiculos sao capazes de executar uma tarefa de
maneira mais eficiente, permitindo delegar fun¢oes a cada um deles. Além disso, o sistema
se torna mais robusto a falhas individuais. E interessante observar que a maioria dos
veiculos presentes em nosso cotidiano (por exemplo, automoéveis, motocicletas, avides e
navios) apresenta determinadas restrigoes associadas aos movimentos que podem realizar.
Veiculos com essa caracteristica sao denominados veiculos nao-holonémicos (Figura 6.1).
Ao utilizar-se desse tipo de veiculo para realizacao de uma tarefa, o custo associado a
execuc¢ao do caminho poderéa ser bem maior do que a simples distancia euclidiana linear
entre as posicoes inicial e final, variando de acordo com as caracteristicas especificas
de cada veiculo. Por exemplo, veiculos maritimos geralmente apresentam um raio de
curvatura maior durante o seu trajeto se comparado a um veiculo terrestre, portanto,
terao um impacto maior no custo total de um trajeto simplificado pelo somatoério das
distancias euclidianas entre os pontos de interesse.

Um veiculo nao-holonémico que realiza um trajeto em velocidade constante entre
duas posigoes conhecidas e com angulos de orientagoes do veiculo definidos nas posicoes
inicial e final tem a sua trajetoria definida pela chamada curva de Dubins (Figura 6.1),
apresentada em [12]. O comprimento de uma curva de Dubins pode ser calculado com

complexidade polinomial ([12]), com isso, veiculos nao-holonémicos podem ser considera-
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Figura 6.2: Ilustracao de um problema de roteamento de veiculos nao-holonémicos com
visita a regioes de interesse (|29]). (a) Disposi¢ao inicial de algumas regides (circulos
tracejados) e do deposito (quadrado azul). (b) Solu¢ao com rotas visitando todas as
regioes de interesse.

dos em problemas de roteamento de veiculos, e as distancias entre os pontos de visita sao
definidas por uma func¢ao de curva de Dubins.

Além disso, em particular na area de roboética, problemas de roteamento de veiculos
nao-holonémicos geralmente sao aplicados quando existem regides de interesses a serem
visitadas, e.g., sensores de redes sem fio ([32]). Nesse tipo de problema, nao existe um
ponto especifico a ser visitado, mas, sim, regides em um espago bidimensional (Figura
6.1). Portanto, nesse tipo de problema, além das restrigoes e do objetivo de um classico
problema de roteamento de veiculos, devem ser considerados: o percurso nao euclidiano

dos trajetos veiculares e os miltiplos possiveis pontos de visita as adreas de interesse.

6.2 Roteamento de veiculos nao-holonémicos na

literatura

Nesta Secao, discutimos brevemente sobre os recentes trabalhos da literatura que
obtiveram destaque em otimizacao de roteamento de veiculos nao-holonémicos. Nesses
trabalhos, sempre é considerada alguma variagao do PCV classico. Esse tipo de variagao
pode ser caracteristica de uma aplicagao especifica ou dentro de um contexto, que, no
caso da robdtica, é bastante utilizado para expressar situagoes que envolvem veiculos

nao-holonomicos, regioes de interesse de visita e multiveiculo.
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[39]. Os autores propuseram um Algoritmo de Alterna¢do que transforma uma
solugao classica do PCV em uma solucao do PCV para veiculos nao-holonémicos. Nesse
algoritmo, dada uma solucao classica do PCV, alterna-se entre a sequéncia de arestas
que compoem o caminho solugao para impor as orientagoes do veiculo nos vértices dessas
arestas. E, por fim, é calculado o comprimento do caminho de Dubins utilizando o mesmo
caminho da solugao inicial, porém considerando as orientacoes impostas.

[25]. Nesse trabalho, os autores apresentaram um algoritmo que retorna uma
solucao subdtima do PCV para veiculos nao-holonémicos por meio de um processo de
discretizacao do angulo de orientacao do veiculo. Com esse processo, é apresentado uma
formulacao linear e inteira baseada em fluxo em arcos para um dado conjunto de angulos
de orientagoes. Como ressaltado pelos autores, utilizar essa formulacao para encontrar
a solucao 6tima do problema demonstrou-se viavel somente para instancias consideradas
pequenas (até 30 vértices e 32 dngulos de orientagdes para cada vértice). Para instancias
maiores, os autores transformaram o problema discretizado em um PCVG e, em seguida,
em um Problema do Caixeiro Viajante Assimétrico (PCVA), que pode ser resolvido com
algoritmos existentes na literatura. O método de discretizacao foi comparado com a
solucao do Algoritmo de Alternacdo e demonstrou um valor do comprimento da rota
de solugao significativamente menor na maioria dos casos, mesmo que para um nimero
relativamente baixo de discretiza¢ao (em torno de 4 dngulos de orientagdes por vértice).

[19]. Nesse trabalho, os autores trabalharam com o PCV para veiculos holon6mi-
cos e com vizinhang¢a. O conceito de vizinhanga define regides de interesse que devem ser
visitadas pelo veiculo, em vez de pontos de visita se comparado ao modelo classico. Os
autores apresentaram uma solugao semelhante ao que foi proposto em [25], no entanto,
o conceito de discretizacao nao foi explicitamente definido, mas, sim, um sample de con-
figuragoes do veiculo que projetam a sua posi¢ao e orientagao nas regioes de interesse.
Além disso, os autores abordam casos em que existe sobreposicao das regioes de interesse
e apresentam estratégias de solucao que consideram esse tipo de situagao.

[29]. Um dos primeiros trabalhos a tratar multiveiculos em um PCV para veiculos
nao-holonoémicos e com vizinhanca. Nesse trabalho, os autores apresentaram dois algo-
ritmos: no primeiro sao utilizadas técnicas ja existentes na literatura, como o Algoritmo
de Alternacao; e no segundo é apresentado um algoritmo memético que resolve o pro-
blema. Quando comparadas as duas propostas, o segundo algoritmo supera o primeiro,

conseguindo rotas em torno de 20% mais curtas.
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6.3 Problemas de roteamento de veiculos

nao-holonémicos apresentados como um PRVG

Como discutido neste Capitulo, um problema de roteamento de veiculos nao-
holonémicos com regioes de interesse ¢ uma variagao de um PRV classico de tal forma
que o custo entre os pontos de interesse passa a nao ser mais definido por uma distancia

euclidiana, e sim por uma funcao

D : (R?[0,27]) x (R?,[0,27]) — RY, (6.1)

que define a menor curva de Dubins de um veiculo nao-holonémico entre duas posicoes
em um plano, considerando as orientagoes inicial e final. Por conta disso, essa variagao
do problema impde uma fungao objetivo definida por uma funcao gradiente nao linear
e, consequentemente, o espaco de solucao deixa de ser obrigatoriamente convexo, im-
possibilitando o uso de métodos exatos geralmente utilizados em modelos lineares para
roteamento de veiculos. Como resultado, roteamento de veiculos nao-holonémicos com
regioes de interesse atrai diversos estudos que utilizam algoritmos heuristicos para encon-
trar uma solugao subdtima para o problema, a exemplo de [5] e [29], uma vez que uma

solugao exata ainda ¢é bastante inviavel na pratica.

6.3.1 Formulacao linear para um problema mais restrito

Como alternativa as metodologias heuristicas para o problema de roteamento de
veiculos nao-holondémicos com regioes de interesse, investigamos uma solugao exata para
esse problema que utiliza a metodologia apresentada neste trabalho para o PRVG. O
método exato que propomos nao garante encontrar a solugao 6tima do problema definido
na secao anterior, mas, sim, a solucao 6tima de um problema cujo espago de solucao é
um subconjunto do espaco de solugao do problema original. Apesar disso, os resultados
obtidos podem ser bastante satisfatorios para fins praticos.

Nessa proposta, restringimos o problema original de tal forma que o novo espago
de solucao seja convexo, no entanto, sem a possibilidade de garantir que a solucao 6tima
do problema original faca parte desse subespago. Ou seja, o que estamos propondo é um
método exato que resolve um problema alternativo e mais restrito.

Para gerar o problema alternativo, que possui um espago de solugao convexo, tor-

namos finito (discretizacao finita) o conjunto que define as possiveis posigoes e orientagoes
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Figura 6.3: Ao lado esquerdo, tem-se uma representacao visual de um exemplo de
discretizagao do conjunto de configuragoes de um veiculo. Representadas pelos circulos
em azul as possiveis posi¢coes de um veiculo dentro da regiao de interesse, e representadas
pelas setas em vermelho as possiveis orientagoes de um veiculo naquela posigdao. Ao
lado direito, tem-se a representacao abstrata dos vértices e do cluster formado para uma
instancia do PRVG.

dos veiculos em cada regiao de interesse, a exemplo do ilustrado na Figura 6.3. Dessa
forma, em cada regiao de interesse temos um nimero finito de configuragoes (posicao e
orientagao) possiveis que um veiculo pode ter em algum momento. Como qualquer uma
dessas configuragoes corresponde a uma regiao de interesse especifica sendo atendida por
um veiculo, entao é possivel modelar o problema utilizando esses conjuntos finitos como
um PRVG, tal que cada regiao de interesse corresponde a um cluster e cada possivel con-
figuragao de uma regiao representa um vértice nesse cluster. Um processo de discretizagao
similar foi apresentada em [25] para o PCV com veiculos nao-holonémicos.

Portanto, nesse PRVG, além das defini¢oes de capacidade dos veiculos e deman-
das a serem atendidas em cada regiao de interesse, tem-se cada cluster representando
uma regiao de interesse e cada vértice representando uma configuracao que pertence a
(R%[0,27]). Por fim, utilizando a equagao (6.1), é possivel construir a matriz de custos

entre os pares de vértices do PRVG.
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6.3.2 Critérios de discretizacao

A transformagao do problema original em problema alternativo restrito impoe um
processo de discretiza¢do do conjunto que define as possiveis configuragoes (posigao e
orientagao) de um veiculo em cada regido de interesse. Esse processo permite definirmos
um critério arbitrario responsavel por definir o subconjunto das possiveis configuragoes
de posigao e orientacao em cada regiao de interesse. Obviamente que, qualquer que seja o
critério utilizado, quanto maior for a quantidade de elementos definidos no subconjunto,
a tendéncia é obter um valor de solu¢ao 6tima do problema restrito mais préximo do valor
de solucao 6tima do problema original. No entanto, quando definimos mais configuragoes
possiveis em cada regiao de interesse, também aumentamos o tamanho da instancia do
PRVG, pois o ntimero de vértices ¢ maior. Ou seja, o critério utilizado influencia no valor
de solucao do problema restrito para uma instancia de mesmo tamanho.

Geralmente, em problemas de roteamento em que existem regidoes com demandas
a serem atendidas, considera-se uma regiao atendida no momento em que um veiculo
tangencia qualquer ponto da regiao. Portanto, é suficiente definir as posi¢oes das possiveis
configuragoes de cada regiao de interesse somente na borda da regiao.

O critério utilizado para definir as configuracoes de cada regiao de interesse é
simples, porém, no geral, atende o caso médio de instancias diversificadas. Define-se uma
distribuicao uniforme das possiveis posi¢oes de um veiculo ao longo da circunferéncia de
cada regidao de interesse (para o caso de regides de interesse circulares) e também uma
distribuigao uniforme das possiveis orientagoes dentro do conjunto [0,27[. A exemplo
da Figura 6.3, tem-se uma distribuicao uniforme de trés pontos de visita e de quatro
orientacoes, nesse caso, totalizando 12 possiveis configuracoes de visita dentro da regiao.
Esse processo possibilita ter configuragoes nas regioes de interesse que atendam a veiculos
vindos de qualquer direcao e sentido, evitando o pior caso.

Além disso, é possivel incluir algoritmos heuristicos simples para obter melhores de-
finicoes de configuragoes em alguns corner cases. Por exemplo, regioes de interesse muito
distantes de outras regioes de interesse podem ter as posigoes e orientacoes definidas de tal
forma que favorecam veiculos vindo de uma especifica dire¢ao e sentido. No entanto, neste

trabalho, limitamo-nos a distribui¢ao uniforme sem a utilizagao de algoritmos heuristicos.
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6.3.3 Limitacoes por uma modelagem PRVG

Geralmente, em problemas de roteamento de veiculos roboticos, o interesse da fun-
¢ao objetivo corresponde a realizar toda a tarefa no menor tempo possivel ou a minimizar
o consumo de combustivel em cada rob6. Ou seja, nesse tipo de funcao objetivo, tem-se
a minimizacao da rota de maior custo, a exemplo de [29]. Em um modelo linear baseado
em geracao de colunas, como apresentado na Secao 4.4, esse tipo de funcao objetivo é
modelado através de inequagoes para cada rota do problema mestre restrito. Ou seja,
para toda coluna r que for gerada para o problema mestre restrito, também deve ser adi-
cionada uma restricao ¢, A\, < T, tal que T" passa a ser a variavel a ser minimizada. Nesse
tipo de modelo, a convergéncia de um método de geracao de colunas perde eficiéncia e
a metodologia apresentada no Capitulo 4 deste trabalho passa a ser pouco eficiente na

pratica.
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Capitulo 7

Conclusao

Neste trabalho, foi abordado o Problema de Roteamento de Veiculos Generalizado (PRVG).
Na literatura, sao encontrados dois trabalhos que apresentam um algoritmo pratico para
resolver o problema. Em [4], é apresentado um algoritmo branch-and-cut; e em [34], é
apresentado um algoritmo branch-cut-and-price. O segundo demonstrou uma grande van-
tagem em relagao ao limite da relaxacao linear do problema, no entanto, o alto custo do
algoritmo de precificacao fez com que, na pratica, o algoritmo nao fosse tao vantajoso
em relagao ao primeiro. A fim de explorar novas estratégias de solu¢ao, propusemos um
novo algoritmo branch-cut-and-price, tal que nossa estratégia corresponde a nao impor a
elementariedade da rota durante o algoritmo de precificacao. Dessa forma, reduzimos o
overhead do algoritmo de precificagao, porém perdemos um pouco a qualidade do limite
inferior.

Em nossa proposta, durante o algoritmo de precificacao, utilizamos os seguintes
tipos de rotas: q-routes e ng-routes. Nesta ultima, escolhemos diferentes tamanhos
limite do conjunto ng-set. Analisando os limites inferiores, observamos que o ganho no
valor do limite inferior foi relevante somente até um ng-set de tamanho 8 ou 10. Apos
isso, o ganho se tornava minimo ou inexistente. Por fim, tentamos resolver todas as
instancias propostas por [4] utilizando tanto g-routes quanto ng-routes. De todos os
casos, observamos melhores ganhos utilizando ng-routes com um ng-set de tamanho 10.
No geral, em nossos experimentos utilizando ng-routes, tivemos limites inferiores e tempos
de solucao melhores se comparados com q-routes.

Comparando com os resultados da literatura, a nossa proposta reduziu significati-
vamente o tempo para resolver as instancias propostas por [4]. Nosso algoritmo resolveu
duas instancias que estavam em aberto, além de reduzir o tempo de solugao da maioria
das instancias que foram resolvidas. Por fim, das 158 instancias do PRVG, [4] ndo resol-
veram 16 delas; [34] ndo resolveram 17; e no nosso trabalho nao resolvemos 6 instancias.
As instancias nao resolvidas fazem parte do conjunto grande de instancias propostas e
permanecem nao resolvidas por nenhum algoritmo ainda proposto.

As instancias que nao puderam ser resolvidas em nenhum trabalho publicado até o
momento seguem como motivagao para trabalhos futuros relacionados ao PRVG. Dentro

do contexto de um algoritmo branch-cut-and-price e a exemplo da metodologia adotada
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neste trabalho, ainda existem diversos resultados na literatura do PRV cléssico que podem
ser estendidos ou aplicados diretamente ao PRVG, a exemplo de [35], e que sao possiveis
potenciais para reduzir o tempo do algoritmo de precificagao para as instancias maiores
que nao foram resolvidas.

Por fim, dentro do contexto robotico que foi discutido no Capitulo 6, apesar de
nao ter sido possivel uma aplicacao direta do PRVG classico, a discretizagao proposta
permite modelar o problema como uma variagao do PRVG que tem uma funcgao objetivo
min-max do comprimento das rotas. Dessa forma, assim como diversas metodologias
propostas originalmente para o PRV e que foram adaptadas para o PRVG, também existe
oportunidade para estender estudos da literatura do PRV min-max para uma variagao

generalizada.
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Apéndice A
Resultados Gerais

Tabela A.1: Resultados computacionais para instancias geradas utilizando 6 = 2.

[4] [34] Metodologia Proposta

Instancia UB LB BB CPU LB BB CPU LB BB CPU
A-n32-k5-C16-V2 519 519.00 1,847 113 519.00 3 39 519.00 3 3
A-n33-k5-C17-V3 451 451.00 38 2 451.00 1 451.00 1 2
A-n33-k6-C17-V4 465 465.00 5 1 465.00 1 1 465.00 1 1
A-n34-k5-C17-V3 489 489.00 5 1 489.00 1 489.00 1 1
A-n36-k5-C18-V2 505 505.00 612 32 505.00 1 21 505.00 3 5
A-n37-k5-C19-V3 432 432.00 1 1 432.00 1 24 432.00 1 2
A-n37-k6-C19-V3 584 584.00 264 28 584.00 1 6 584.00 1 1
A-n38-k5-C19-V3 476 476.00 27 3 476.00 1 6 476.00 1 0
A-n39-k5-C20-V3 557 557.00 544 46 557.00 1 12 557.00 63 38
A-n39-k6-C20-V3 544 544.00 42 5 544.00 1 7 544.00 1 1
A-n44-k6-C22-V3 608 608.00 210 23 608.00 1 7 608.00 1 1
A-n45-k6-C23-V4 613 613.00 112 7 613.00 9 35 613.00 5 7
A-n45-k7-C23-V4 674 674.00 3,184 1,465 674.00 53 141 674.00 105 66
A-n46-k7-C23-V4 593 593.00 43 10 593.00 3 29 593.00 3 5
A-n48-k7-C24-V4 667 667.00 1,829 300 667.00 69 147 667.00 111 7
A-n53-k7-C27-V4 603 603.00 40 16 603.00 1 69 603.00 1 7
A-n54-k7-C27-V4 690 690.00 372 68 690.00 1 36 690.00 1 5
A-nb55-k9-C28-V5 699 699.00 577 83 699.00 1 13 699.00 1 3
A-n60-k9-C30-V5 769 769.00 215 76 769.00 1 48 769.00 1 3
A-n61-k9-C31-V5 638 638.00 243 44 638.00 5 57 638.00 3 8
A-n62-k8-C31-V4 740 740.00 210 123 740.00 1 181 740.00 1 12
A-n63-k10-C32-V5 801 801.00 5,430 4,355 801.00 29 216 801.00 37 42
A-n63-k9-C32-V5 912 900.29 4,749 7,200 912.00 11 275 912.00 9 27
A-n64-k9-C32-V5 763 763.00 1,831 1,204 763.00 1 333 763.00 1 4
A-n65-k9-C33-V5 682 682.00 54 29 682.00 3 83 682.00 1 7
A-n69-k9-C35-V5 680 680.00 2,569 818 680.00 29 364 680.00 47 119
A-n80-k10-C40-V5 997 957.36 4,487 7,200 984.22 1 7,200 997.00 483 1,440
B-n31-k5-C16-V3 441 441.00 0 0 441.00 1 3 441.00 1 4
B-n34-k5-C17-V3 472 472.00 0 0 472.00 1 15 472.00 1 6
B-n35-k5-C18-V3 626 626.00 0 0 626.00 1 33 626.00 1 5
B-n38-k6-C19-V3 451 451.00 3 1 451.00 1 20 451.00 1 1
B-n39-k5-C20-V3 357 357.00 2 0 357.00 1 73 357.00 1 4
B-n41-k6-C21-V3 481 481.00 79 3 481.00 1 14 481.00 1 2
B-n43-k6-C22-V3 483 483.00 82 9 483.00 3 91 483.00 17 12
B-n44-k7-C22-V4 540 540.00 17 3 540.00 1 26 540.00 1 3
B-n45-k5-C23-V3 497 497.00 5 1 497.00 1 183 497.00 1 3
B-n45-k6-C23-V4 478 478.00 717 54 478.00 23 195 478.00 17 16
B-n50-k7-C25-V4 449 449.00 23 1 449.00 1 110 449.00 1 4
B-n50-k8-C25-V5 916 916.00 7,180 3,249 916.00 11 94 916.00 5

B-n51-k7-C26-V4 651 651.00 4 0 651.00

[y

141 651.00 1 5
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B-n52-k7-C26-V4 450 450.00 0 0 450.00 1 277 450.00 1 6
B-n56-k7-C28-V4 486 486.00 18 3 486.00 1 390 486.00 1 27
B-n57-k7-C29-V4 751 751.00 21 2 751.00 1 370 751.00 1 14
B-n57-k9-C29-V5 942 942.00 115 22 942.00 1 54 942.00 1 3
B-n63-k10-C32-V5 816 816.00 75 12 81600 19 635 816.00 13 25
B-n64-k9-C32-V5 509 509.00 3 1 509.00 1 838 509.00 1 6
B-n66-k9-C33-V5 808 808.00 34 14 808.00 1 395 808.00 1 7
B-n67-k10-C34-V5 673 673.00 229 36 673.00 41 791 673.00 15 28
B-n68-k9-C34-V5 704 704.00 27 9 704.00 11,395 704.00 1 9
B-n78-k10-C39-V5 803 803.00 570 248 803.00 1 727 803.00 1 18
P-n16-k8-C8-V5 239 239.00 0 0 239.00 1 0 239.00 1 0
P-n19-k2-C10-V?2 147 147.00 0 0 147.00 1 1 147.00 1 0
P-n20-k2-C10-V?2 154 154.00 0 0 154.00 1 1 154.00 1 0
P-n21-k2-C11-V2 160 160.00 0 0 160.00 1 4 160.00 1 0
P-n22-k2-C11-V2 162 162.00 3 0 162.00 1 4 162.00 1 0
P-n22-k8-C11-V5 314 314.00 0 0 314.00 3 0 314.00 1 0
P-n23-k8-C12-V5 312 312.00 17 1 312.00 1 0 312.00 1 0
P-n40-k5-C20-V3 204 294.00 29 2 294.00 1 31 294.00 1 3
P-n45-k5-C23-V3 337 337.00 16 2 337.00 1 104 337.00 1 5
P-n50-k10-C25-V5 410 41000 2715 1,163 410.00 9 17 41000 11 4
P-n50-k7-C25-V4 353 353.00 387 27 353.00 13 75 353.00 7 13
P-n50-k8-C25-V4 392 37838 9514 7,200 39200 17 101 39200 33 17
P-n51-k10-C26-V6 427 42700 213 39 427.00 1 2 427.00 1 1
P-n55-k10-C28-V5 415 41500 4,623 1,537 41500 13 79 41500 13 10
P-n55-k15-C28-V8 555 54532 4537 7,200 555.00 1 1 555.00 1 0
P-n55-k7-C28-V4 361 361.00 967 125 361.00 21 174 361.00 19 40
P-n55-k8-C28-V4 361 361.00 359 39 361.00 13 135 361.00 5 13
P-n60-k10-C30-V5 443 433.03 7,048 7,200 44300 139 372 443.00 105 73
P-n60-k15-C30-V8 565 553.88 5122 7,200 565.00 3 4 565.00 1 1
P-n65-k10-C33-V5 487 487.00 2,951 1,806 487.00 7 140 487.00 3 10
P-n70-k10-C35-V5 485 48500 405 176 485.00 1 71 485.00 1 5
P-n76-k4-C38-V2 383 383.00 108 26 - 1 7200 383.00 21 437
P-n76-k5-C38-V3 405 405.00 108 16 - 17,200 405.00 21 314
P-n101-k4-C51-V2 455 45500 647 169 - 17,200 455.00 33 3,280
M-n101-k10-C51-V5 542 542.00 4,183 2,492 - - 542.00 7 85
M-n121-k7-C61-V4 719 707.67 5291 21,600 - - - 71640 265 21,600
M-n151-k12-C76-V6 659 629.92 2,637 21,600 - - - 653.68 391 21,600
M-n200-k16-C100-V8 791 744.86 606 21,601 - - - 782.29 201 21,600
G-n262-k25-C131-V12 3,249 2,863.48 0 21,606 - - - 3,186.69 154 21,600
Tabela A.2: Resultados computacionais para instancias geradas utilizando 6 = 3.
[4] [34] Metodologia Proposta
Instancia UB LB BB  CPU LB BB CPU LB BB CPU
A-n32-k5-C11-V2 386 386.00 5 0 386.00 3 1 386.00 5 1
A-n33-k5-C11-V2 315 315.00 7 1 315.00 1 1 315.00 1 0
A-n33-k6-C11-V2 370 370.00 23 1 370.00 1 0 370.00 1 0
A-n34-k5-C12-V2 419 419.00 26 2 419.00 5 2 419.00 3 4
A-n36-k5-C12-V2 396 396.00 81 1 396.00 17 16 396.00 21 102
A-n37-k5-C13-V2 347 347.00 3 1 347.00 1 16 347.00 1 7
A-n37-k6-C13-V2 431 431.00 309 19 431.00 1 1 431.00 1 2
A-n38-k5-C13-V2 367 367.00 3 1 367.00 1 1 367.00 6
A-n39-k5-C13-V2 364 364.00 150 5 364.00 1 4 364.00 41 72
A-n39-k6-C13-V2 403 403.00 5 403.00 1 2 403.00 4
A-n44-k6-C15-V2 503 503.00 2,019 324 503.00 1 2 503.00 0
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A-n45-k6-C15-V3
A-n45-k7-C15-V3
A-n46-k7-C16-V3
A-n48-k7-C16-V3
A-n53-k7-C18-V3
A-n54-k7-C18-V3
A-n55-k9-C19-V3
A-n60-k9-C20-V3
A-n61-k9-C21-V4
A-n62-k8-C21-V3
A-n63-k10-C21-V4
A-n63-k9-C21-V3
A-n64-k9-C22-V3
A-n65-k9-C22-V3
A-n69-k9-C23-V3
A-n80-k10-C27-V4

B-n31-k5-C11-V2
B-n34-k5-C12-V2
B-n35-k5-C12-V2
B-n38-k6-C13-V2
B-n39-k5-C13-V2
B-n41-k6-C14-V2
B-n43-k6-C15-V2
B-n44-k7-C15-V3
B-n45-k5-C15-V2
B-n45-k6-C15-V2
B-n50-k7-C17-V3
B-n50-k8-C17-V3
B-n51-k7-C17-V3
B-n52-k7-C18-V3
B-n56-k7-C19-V3
B-n57-k7-C19-V3
B-n57-k9-C19-V3
B-n63-k10-C21-V3
B-n64-k9-C22-V4
B-n66-k9-C22-V3
B-n67-k10-C23-V4
B-n68-k9-C23-V3
B-n78-k10-C26-V4

P-n16-k8-C6-V4
P-n19-k2-C7-V1
P-n20-k2-C7-V1
P-n21-k2-C7-V1
P-n22-k2-C8-V1
P-n22-k8-C8-V4
P-n23-k8-C8-V3
P-n40-k5-C14-V2
P-n45-k5-C15-V2
P-n50-k10-C17-V4
P-n50-k7-C17-V3
P-n50-k8-C17-V3
P-n51-k10-C17-V4
P-n55-k10-C19-V4
P-n55-k15-C19-V6
P-n55-k7-C19-V3
P-n55-k8-C19-V3
P-n60-k10-C20-V4

474
475
462
451
440
482
473
595
473
596
593
642
536
500
520
710

356
369
501
370
280
407
343
395
410
336
393
598
511
359
356
558
681
599
452
609
558
523
606

170
111
117
117
111
249
174
213
238
292
261
262
309
301
378
271
274
325
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P-n60-k15-C20-V5
P-n65-k10-C22-V4
P-n70-k10-C24-V4
P-n76-k4-C26-V2
P-n76-k5-C26-V2
P-n101-k4-C34-V2
M-n101-k10-C34-V4
M-n121-k7-C41-V3
M-n151-k12-C51-V4
M-n200-k16-C67-V6

G-n262-k25-C88-V9

382
372
385
309
309
370

458
527
483
605

2,476

379.25
372.00
385.00
309.00
309.00
370.00

458.00
527.00
465.59
563.13

2,102.38

11,507
4,237
5,541

840
561
13,879

17,916
4,041
3,402
1,719

181

7,200
1,028
1,468
123
90
6,582

5,238
3,791
21,601
21,600

21,602

382.00
372.00
385.00

26
87
7,200
7,200
7,200

382.00
372.00
385.00
309.00
309.00
370.00

458.00
527.00
483.00
599.24

2,430.01

11

31

41

13

465

262

1

16

9
677
42
2853

101
389
143
21,600

21,600
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