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Resumo

A teoria dos menores de grafos, desenvolvida por Robertson e Seymour, desempenha
um papel fundamental na caracterizacdo estrutural de classes de grafos. Em particular,
a largura em drvore tornou-se uma ferramenta crucial na andlise de grafos planares, por
permitir o desenvolvimento de algoritmos eficientes para problemas classicamente dificeis.
Esta dissertacao tem como objetivo investigar a relacao entre a planaridade e a largura em
arvores, destacando os principais conceitos, propriedades e teoremas que fundamentam a
estrutura de decomposicoes em drvores. Também sao discutidos os teoremas de Kuratowski
e de Robertson-Seymour, bem como a nocao de boa-quase-ordenacao aplicada a drvores.
Através da andlise de propriedades de grafos planares e da construcdo de decomposicoes
especificas, evidenciamos a importancia da largura em arvores como medida de complexidade
estrutural em grafos planares.

Palavras-chave: grafos menores, grafos planares, largura em drvores, boa-quase-ordenagdo.



Abstract

The theory of graph minors, developed by Robertson and Seymour, plays a central role in
the structural characterization of graph classes. In particular, treewidth has become a key tool
for analyzing planar graphs, enabling the design of efficient algorithms for classically hard
problems. This dissertation aims to explore the relationship between planarity and treewidth,
presenting essential concepts, properties, and theorems that underpin tree decompositions.
We discuss Kuratowski's and Robertson-Seymour’s theorems, as well as the notion of well-
quasi-ordering for trees. Through an analysis of planar graph properties and specific tree
decompositions, we highlight the importance of treewidth as a measure of structural complexity
in planar graphs.

Keywords: graph minors, planar graphs, treewidth, well quase ordering
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Introducao

A teoria dos grafos, surgida no século XVIII com o célebre problema das sete pontes de
Konigsberg resolvido por Leonhard Euler, desenvolveu-se ao longo dos séculos como uma
ferramenta na modelagem de estruturas relacionais em diversas areas. Com o tempo, uma
das abordagens da drea passou a ser o estudo de classes de grafos, conjuntos de grafos
que compartilham certas propriedades estruturais, permitindo identificar padrdes e formular
teoremas gerais sobre sua organizacdo e comportamento.

Desde a sua origem, a teoria dos grafos tem buscado classificar e entender a estrutura
dos grafos através de diferentes métodos e conceitos. A medida que os estudos avancaram, a
nocao de classes de grafos se tornou essencial para a andlise de propriedades e comporta-
mentos especificos. As classes de grafos permitem que pesquisadores identifiquem padroes e
desenvolvam teoremas que se aplicam a classes de grafos, facilitando a resolucdo de proble-
mas complexos. A caracterizacao de classes de grafos é uma drea rica na teoria dos grafos,
e varias abordagens tém sido desenvolvidas para identificar e classificar essas classes.

Além da definicao por inclusao, que caracteriza uma classe de grafos com base na pre-
senca de subgrafos particulares, e a definicdo por propriedades, que utiliza caracteristicas
invariantes para descrever as classes. Outro método significativo é o da definicao por equiva-
léncia, que busca relacées entre grafos que podem ser transformados uns nos outros através
de operacdes especificas, como a contracdo ou a adicdo de arestas. Cada um desses métodos
oferece uma perspectiva Unica sobre a estrutura e o comportamento dos grafos, permitindo
que pesquisadores desenvolvam teorias mais robustas e abrangentes sobre a diversidade das
classes de grafos e suas relacoes. Nesse contexto, um método de caracterizacao de classes
de grafos que é amplamente empregado é o da definicdo por proibicao. Este método consiste
em caracterizar uma classe de grafos pela especificacdo do conjunto mais simples de grafos
cujos elementos ndao pertencem como subgrafos ou menores ou na outra forma dos grafos da
classe que se quer caracterizar, e tal que os elementos da classe sdo exatamente aqueles que
ndo contém nenhum elemento do conjunto especificado como subgrafo induzido, ou subgrafo,
ou menor.

O conceito de menor de um grafo foi desenvolvido ao longo do século X X, mas ganhou
destaque com o trabalho de Neil Robertson e Paul Seymour nas décadas de 1980 e 1990,
que estabeleceram o famoso Teorema de Robertson-Seymour, que resolveu a conjectura de
Wagner. Este teorema demonstra que, para classes fechadas por menores, hd um conjunto
finito de grafos que, se excluido, garante que a classe se comporte de maneira bem definida
em relacdo a estrutura e propriedades dos grafos. Um menor de grafo é obtido a partir de um
grafo original por meio de operacoes de contracdao de arestas e remocdo de vértices e remocao
de arestas. A importancia dos menores de grafos é evidente em varias dreas da matematica
e da ciéncia da computacao, especialmente na andlise de grafos planares e grafos em outros
superficies, onde se busca entender quais subestruturas estao presentes em um grafo maior.

Grafos planares sao aqueles que podem ser desenhados no plano de forma que suas
arestas ndo se cruzem, uma propriedade que remonta ao trabalho de Leonhard Euler no



século XVIII, quando ele formulou o problema das sete pontes de Kénigsberg, estabelecendo
as bases da teoria dos grafos. A partir desse contexto, a andlise de grafos planares evo-
luiu, culminando em teoremas importantes, como o Teorema de Kuratowski [7], que fornece
uma caracterizacao dos grafos planares. A largura de drvore, uma métrica introduzida nas
décadas de 1990 por Adnan Aziz e outros, quantifica a complexidade estrutural de um grafo,
indicando o quao semelhante ele é a uma arvore. Essa métrica é crucial, pois grafos com
baixa largura de drvore podem ser processados de maneira mais eficiente por algoritmos que
se beneficlam de estruturas hierdrquicas. A relacdo entre grafos planares e largura de drvore
é especialmente relevante, pois muitos grafos planares possuem largura de drvore limitada,
permitindo a utilizacao de algoritmos polinomiais para resolver problemas que, em grafos
gerais, seriam NP-hard. Compreender essa relacdo é essencial para o desenvolvimento de
técnicas e algoritmos que exploram a planaridade e a largura de arvore, contribuindo para
avancos na teoria dos grafos e em suas aplicagdes prdticas. Este contexto motiva um estudo
mais detalhado dos resultados de grafos planares e largura em arvore.

O objetivo dessa dissertacao é entender como a largura em drvores pode ser usada para
descrever e caracterizar menores de grafos planares.

Para isso, No Capltulo 1, apresentamos os conceitos fundamentais da teoria dos grafos
necessarios ao desenvolvimento do trabalho, incluindo definicoes bésicas, a nocao de menores,
grafos planares e o teorema de Kuratowski. O Capitulo 2 aprofunda o estudo dos menores de
grafos, com destaque para os resultados de Robertson e Seymour, a conjectura de Hadwiger, e
a estrutura de boa-quase-ordenacdo. No Capitulo 3, introduzimos a nocdo de decomposicao
em arvore e a métrica de largura em drvore, discutindo suas propriedades e implicacoes
estruturais. Por fim, o Caplitulo 4 é dedicado a andlise da largura em drvore no contexto de
grafos planares, onde sao apresentados resultados importantes sobre o raio de grafos planares
e a construcao de cilindros, culminando em demonstracdes que conectam essas estruturas com
limites superiores da largura em drvores para essa classe de grafos.
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Capitulo 1

Preliminares

Durante todo o texto, pressupomos familiaridade com os principios da teoria dos grafos e
da matematica discreta. Introduzimos apenas os conceitos essenciais para o desenvolvimento
cont{nuo desta dissertacdo. Para uma introducao a teoria dos grafos, recomenda-se a leitura
de: [2] e [13]

1.1 Definicoes basicas

Definigao 1.1.1. Um grafo simples é um par G = (V, E') de conjuntos satisfazendo £ C (‘2/) =
{{u,v} | u,v € V, u # v}, assim, os elementos de E sdo subconjuntos de dois elementos de
V. Os elementos de V' sao chamados de vértices (ou nds, ou pontos) do grafo G, e os
elementos de E sdo as suas arestas (ou linhas).

C ada aresta e € E' é um subconjunto ndo ordenado de dois elementos distintos de V,
representando uma conexdo entre dois vértices. Nesse modelo, ndo se admitem mdiltiplas
arestas entre o mesmo par de vértices, nem lacos: arestas que conectam um vértice a si
mesmo.

Comumente, utilizam-se as notagoes {u, v} e uv para denotar uma aresta entre os vértices
uew.

Embora a definicdo anterior seja suficiente para tratar de grande parte da teoria elementar
dos grafos, grande parte dos resultados apresentados nessa dissertacdo requere estruturas
mais gerais, como grafos com lagos ou multiplas arestas entre vértices. Para acomodar tais
casos, utilizamos a nocao de grafo geral, frequentemente também chamada de multigrafo, cuja
definicdo se apresenta a sequir.

Definigao 1.1.2. Um grafo geral ou multigrafo é uma tripla G = (V, E, 1)), onde:
e IV é um conjunto de vértices;
e [J é um conjunto de arestas;

o Y: E— VU (‘2/) é uma funcao denominada fungdo de incidéncia, que associa a cada
aresta:

— um vértice u € V, no caso de um lago; ou

— um par ndo ordenado {u,v} € (‘2/) com u # v, no caso de uma aresta comum.
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Essa definicao permite, de forma natural:
- lagos, isto é, arestas que conectam um vértice a st mesmo (¢(e) = u);

- multiplas arestas entre o mesmo par de vértices, uma vez que podem existir e, f € F

distintos com ¥ (e) = ¥ (f).

A partir desse ponto, salvo indicagdo em contrdrio, utilizaremos o termo grafo para nos
referirmos a grafos gerais ou multigarfos.

Defini¢do 1.1.3. Seja G = (V, E) um grafo.

1. Cada aresta e € F possui dois vértices associados, u e v, chamados extremidades de
e. Em grafos simples, podemos identificar e com o par {u,v}.

2. Dois vértices u,v € V' sdo adjacentes se existe uma aresta {u,v} € E.

3. Um vértice v € V' e uma aresta e € E sdao chamados incidentes se e = {u,v} para
algumu € V.

Além dessas nogoes bdsicas, podemos caracterizar um grafo em termos de propriedades
estruturats, como seque.

Definicao 1.1.4. Seja G um grafo. Temos que:

1. G ¢é finito se seu conjunto de vértices e de arestas sdao finitos.

2. Um laco é uma aresta {u,v} onde u = v, e arestas que compartilham os mesmos
vértices sao chamadas paralelas entre u e v.

3. Um grafo é dito trivial se contém apenas um vértice.

Exemplo 1.1.5. Sejam G = (V, E) o grafo onde V(G) = {a,b,c,d} e E(G) = {ey, €2, €3, €4,
es, €6}, llustrado pela Figura 1.1. O grafo G é finito e possui um laco e; e arestas paralelas
€3 € €4.

C

Figura 1.1: Multigrafo G
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Ao longo do texto, todo grafo serd finito, a menos que seja expresso o contrario.
Uma definicdo fundamental na teoria dos grafos é o grau dos vértices, o qual serd ampla-
mente utilizado nesta dissertacao.

Definigao 1.1.6. O grau de um vértice v em G é o numero de arestas que sdo incidentes

a v, sendo denotado por d(v). Os graus minimo e méximo de G, sdo denotados por 6(G) e
A(G), onde

{(5(G) = minyey {d(v)}
A(G) = maxyey{d(v)}

Por convencdo, cada laco contribut com 2 para o grau do vértice, pois ele incide duas
vezes em v. Por exemplo, na Figura 1.1, o grau de a é 4.

Exemplo 1.1.7. No grafo G da Figura (1.2) temos que d(a) = 2, d(b) = 4, d(c) = 2, d(d) = 3,
dle) =4 e d(f) =3 entdo §(G) =2 e A(G) = 4.

a b c

/ e d

Figura 1.2: Grafo G

Defini¢do 1.1.8. Um grafo H = (Vi, Ey, ¥ i) é subgrafo de um grafo G = (V(G), E(G), ¥¢)
se Vg CV(Q), Ex C E(G) e Yu =Yg By

Definicao 1.1.9. Um subgrafo H de G é um subgrafo induzido se contém todas as arestas de
G que tém extremidades em Vy, ou seja, se Ey = {e € E(G) | e conecta vértices em Vi }.

Definicao 1.1.10. Uma trilha em um grafo G' é uma sequéncia alternada

(v1,e1,v9, €9, ..., €5 1,Vk)

de vértices e arestas, onde k£ > 1, comecando em v; e terminando em vy, tal que, para cada
1< k, ee = (’UZ',UH_:[).

Definigao 1.1.11. Um caminho em um grafo G' é uma trilha na qual todos os vértices sdao
distintos, e logo todas as arestas sao também distintas. Um ciclo em G é um caminho no
qual todos os vértices sdo distintos com excecao das extremidades.

Definicao 1.1.12. Um grafo ndo-vazio G é dito conexo se quaisquer dois de seus vértices
estao ligados por um caminho em G.

Definicdo 1.1.13. Se G é um grafo, G\ F’ denota o resultado da exclusdo de F' em G, onde
F pode ser uma aresta ou um conjunto de arestas.
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As definicoes de caminhos e ciclos sdo importantes para entender a conectividade em
grafos. A exclusdo de arestas ou conjuntos de arestas em um grafo, assim como a identificacdo
de separadores, sao ferramentas para analisar e manipular a estrutura de um grafo. O
conceito de separadores desempenha um papel importante em problemas de conectividade,
sendo utilizado para estudar como diferentes regides de um grafo se desconectam quando
certas arestas ou vértices sao removidos.

Definicdo 1.1.14. Sejam V o conjunto de vértices de um grafo G = (V,E), e S C V um
subconjunto de vértices. Definimos:

VNS ={veV]|vé¢Ss}

Definigao 1.1.15. Um conjunto S C V' é um separador de GG se existem dois vértices u,v €
V'\ S tais que u e v sdo conectados em G por uma trilha e desconectados em G[V \ 5];
diz-se ainda que S é um {u,v}-separador em G, e que S é um corte em G. Se nenhum
subconjunto préprio de S é um {u,v}-separador, entdo S é um separador minimal para u e
v.

O seguinte resultado, teorema de Menger [9], estabelece uma relacdo entre a conectividade
de um grafo e o nimero minimo de vértices ou arestas necessarios para desconectar o grafo.

Teorema 1.1.16. Sejam G = (V, E) um grafo e A, B C V. Entdo o nimero minimo de
vértices que separam A de B em G é igual ao nimero mdximo de caminhos disjuntos entre
AeBemG.

Demonstragao: Veja em [2] |

Nessa dissertacdo ha aqueles grafos que se destacam, merecendo um estudo mais deta-
lhado. Dentre eles estdo: arvores e florestas. As drvores, como estruturas matematicas, sdo
objetos de estudo em dreas, como combinatéria, dlgebra e teoria da computagao.

Definicao 1.1.17. Uma Arvore é um grafo simples conexo e sem ciclos.
Equivalentemente, uma floresta com apenas um componente.

Definicao 1.1.18. Dada uma d&rvore T', um vértice v € V(T') é uma folha se seu grau é
dr(v) =1, isto é, v tem exatamente um vizinho.

Definigao 1.1.19. Seja (T, 0) uma arvore, onde T é uma arvore e o € V(T) é um vértice
distinguido. Dizemos que o é a raiz de T Todas as arestas de T sdo orientadas no sentido
que parte de o em direcdo aos demais vértices, definindo assim uma estrutura hierdrquica
com origem em o.

Uma é&rvore com raiz é dita arvore enraizada.

Definicao 1.1.20. Uma Floresta é um grafo simples sem ciclos. Cada componente conexo de
uma floresta é uma arvore.

Exemplo 1.1.21. A Figura 1.3 mostra uma floresta com dois componentes conexos. Cada
componente é uma arvore. No componente da esquerda, o vértice a é a raiz, e os vértices b,
¢ e d sao folhas, pois possuem grau 1.

Definicao 1.1.22. Uma grade k x [ é um grafo G, onde
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a e

Figura 1.3: Floresta com duas drvores: uma enraizada em a, a outra em e.

Figura 1.4: Grade 4 x 4

V(G)={(i,7): 1 <i<k1<j<lijeN}
E(G) ={(0, ), 7) : li =i+ 17— j'| = 1}
Exemplo 1.1.23. Na Figura(1.4) temos a grade 4 x 4.

Definigao 1.1.24. Um grafo completo com n vértices é um grafo simples K,, = (V, E), onde
Vi=ne
v
E={{u,v} CV :iu#v}= (2)

Ou seja, K,, contém exatamente uma aresta entre cada par de vértices distintos. A menos de
isomorfismo, existe um Unico grafo completo com n vértices.

Exemplo 1.1.25. Na Figura (1.5) temos o grafo K4. Um grafo completo com:
V ={a,b,c,d} e FE={{a,b},{a,c},{a,d},{b,c},{b,d},{c,d}}.

Definigao 1.1.26. Um grafo G = (V, F) é dito bipartido se existe uma particdo V' =V, U V5,
com V1NV, = ), tal que toda aresta e € E tem uma extremidade em V; e a outra em V5. Em
outras palavras,

V{u,v} € E, temos (ueViAvely) ou (uelVaAhvel).
Exemplo 1.1.27. Na Figura (1.6) temos o grafo bipartido G = (V, E) com:
V: {a7b7c7d7€7f}7

U={a,b,c}, W=I{de,f},
E={{a,d},{a,e},{a, f},{b,d},{b, [}, {b,eH{c. e} {c, [}, {c,d}}.
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c d

Figura 1.5: Grafo Completo

d € f

Figura 1.6: Grafo Bipartido
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Definigao 1.1.28. Uma separacdo de um grafo G é um par (G1, Gz) de subgrafos induzidos
tal que V(G1) UV(G2) = V(G) e nenhuma aresta de G tem uma extremidade em Gp \ Gs
e a outra em G2 \ G1. O grau de uma separacdo (G1,G2) é |G1 N Ga|. A separacdo é nao
trivial se G1 \ Ga # 0 e Gy \ G1 # 0.

Exemplo 1.1.29. Seja GG o grafo da Figura(1.7), uma separacdo para G é dada por (G1, G2)
com V(Gy) = {a,b,d} e V(Gy) = {b,c,d}.

Figura 1.7: Grafo G

Definicao 1.1.30. Dois caminhos em um grafo sdo internamente disjuntos se eles ndo com-
partilham nenhum vértice interno, ou seja, podem ter o mesmo vértice inicial e o mesmo vértice
final, mas todos os vértices intermedidrios sdo distintos.

O Teorema a sequir é uma variante muito Util do teorema de Menger [9], que estabelece
uma relacdo entre a conectividade de um grafo e o nimero minimo de vértices ou arestas
necessdrios para desconectar o grafo.

Teorema 1.1.31. Sejam G um grafo, & um inteiro positivo, e @, R C V(G). Entao exatamente
uma das sequintes afirmacoes é verdadeira:

1. Existem k caminhos internamente disjuntos, cada um com uma extremidade em @ e a
outra em R;

2. Néo existe nenhum conjunto de separacao de vértices de ordem menor que k separando

Q@ de R.

Demonstracdo: Veja em [2] [

1.2 Nocao de Menores de Grafos

Nesta secao, apresentamos uma nocdo importante chamada de menores de grafos. Os
menores de grafos sdao tratados com mais detalhes no Capitulo 2. Para definir essa nocao,
primeiro definimos algumas operacées em grafos.

Definigdo 1.2.1. Sejam G um grafo, w € V(G) um vértice de G, e e = {u,v} € E(G) uma
aresta. Definimos as seguintes operagoes:

1. A remogdo do vértice w resulta no grafo G\ w, que é o subgrafo de G induzido pelo
conjunto V(G) \ {w}.
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2. A remogdo da aresta e resulta no grafo G\ e = (V(G), E(G) \ {e}).

3. A subdiviséo de e gera o grafo G - e, onde

V(G-e) = V(G)U{w: v & V(G)}
E(G-e) = (E(G)\{e}) U{(u,vo), (v,v0)}

4. A contracdo de e = {u,v} fornece o grafo G oe com o conjunto de vértices V(G oe) =
V(G)\ {v} e arestas E(Goe) = E(G) \ eU{(u,v) : (v,v9) € E(G), vy # u}.

Quando H é uma subdivisdo sucessivas de G, dizemos que H é um TG.
Exemplo 1.2.2. Na Figura (1.8), temos:

1. O grafo H é o grafo resultante das operacdes de eliminacao de vértice e e a eliminacao
da aresta (b, f), isto é, H = (G \ e) \ (b, f).

2. O grafo X é o grafo resultante da operacdo de subdivisdo de arestas (b,c) e (¢,d) de
G, isto é, X =G - (¢,d) - (b, c)

3. O grafo Y é o grafo resultante da operacao de contracdo da aresta (c,d), isto é,
Y =Gol(cd)

a b d
f
H
cd
a b e
f
Y

Figura 1.8: Operacoes em grafos

Definigao 1.2.3. Seja G = (V, E) um grafo. Dizemos que um grafo H é uma inflagdo de G,
denotada por IG, se existe uma familia de subgrafos disjuntos {B, : v € V'}, chamados de
conjuntos de ramificagdo, tal que:
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it cada B, é um subgrafo conexo de H;

il para cada aresta {u,v} € E(G), existe ao menos uma aresta em H ligando algum
vértice de B, a algum vértice de B,;

iit os conjuntos B, e B, sdo disjuntos para u # v.
Para facilitar o entendimento seque um exemplo para a definicdo anterior.

Exemplo 1.2.4. Considere o grafo G formado por trés vértices vy, vy, v3 com arestas (vy, v2)
e (vg,v3), ou seja, um caminho de trés vértices.
Construa o grafo H da seqguinte maneira:

Substitua o vértice vy por um Unico vértice a.
Substitua o vértice vy por dois vértices b e ¢, conectados por uma aresta (b, c).
Substitua o vértice vg por um Unico vértice d.
Conecte aa b, cad.
Assim, os conjuntos de ramificacao ficam:
Bv1 = {a}v Bv2 = {b7 C}7 BU3 = {d}
Veja que:
e B, e B,, sdo vértices conexos isolados;
e B,, é um caminho conexo de dois vértices;
e Ha uma aresta de a para b (correspondendo a aresta (vy,vq) de G);
e Ha uma aresta de ¢ para d (correspondendo a aresta (vq,v3) de G);
e Os conjuntos de ramificacdo sao disjuntos.
Portanto, H é uma inflacdo de G.

Definicao 1.2.5. Um grafo H é um menor topoldgico de um grafo G se existe um subgrafo
de G que é uma subdivisao de H. Isto ¢, G contém uma cépia de algum T'H como subgrafo.

Vamos agora, definir um dos nossos principais objetos de estudo:

Definigao 1.2.6. Um grafo H é um menor de um grafo G, escrevemos H < G, se H pode ser
obtido a partir de um subgrafo de G' por meio de uma sequéncia de contracdes de arestas.
Se H foi derivado de um subgrafo induzido de G, chamamos H de um menor induzido.

Exemplo 1.2.7. Na Figura (1.9) abaixo, o grafo G é um T'X, uma subdivisdo de X. Como
G CY, isso torna X um menor topoldgico de Y:

Exemplo 1.2.8. Conforme ilustrado na Figura 1.10, o grafo H é um menor de G, pois pode
ser obtido a partir deste mediante a aplicacao sucessiva de operacdes de remocao de vértices,
remocao de arestas e contracdo de arestas.
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Operacoes:

Figura 1.10: Exemplo de menor

1.3 Grafos Planares

Grafos planares constituem uma classe de grafos na Teoria dos Grafos, definida por serem
representados geometricamente no plano euclidiano sem cruzamentos entre arestas, exceto
nos vértices que compartitlham.

O estudo de grafos planares é motivado tanto por sua relevancia teérica quanto por sua
aplicabilidade pratica em dreas, como projeto de circuitos integrados, visualizacdo e rotea-
mento em redes computacionais, topologia computacional. Além disso, problemas computa-
cionalmente dificeis (NP-completos) em grafos gerais admitem solucdes eficientes quando
restritos a classe dos grafos planares.

Apresentamos no final desta secao o Teorema de Kuratowski [12] proposto em 1930, o
qual afirma que um grafo é planar se, e somente se, ndo contém um subgrafo homeomorfo a
K5 oua Ks3.

Definigao 1.3.1. Um grafo no plano é um grafo G = (V, E), onde V' é um conjunto finito de
vértices e I/ é um conjunto finito de arestas, que satisfaz as sequintes condicoes:

(1) V C R%
(2) A cada aresta é atribuldo um par de vértices distintos como seus pontos finais.
(3) O interior de uma aresta nao contém nenhum vértice ou ponto de outra aresta.

Em resumo, o item (1) garante que cada vértice v pode ser mapeado para um ponto
(24, Y») no plano. No item (2) temos que uma aresta e pode ser descrita como e = {u,v},
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onde u e v sao vértices distintos em V. No item (3) para quaisquer duas arestas distintas
er = (ug,v1) e ea = (ug,v2), 0s segmentos de linha correspondentes ndo se intersectam,
exceto possivelmente em seus pontos finats.

Dizemos que um grafo GG é planar, se G possui um mergulho planar.

O fato do grafo possuir um mergulho planar, implica que o plano onde ele estd inserido
seja dividido, finitamente, em regides. A partir disso, apresentamos o Teorema de Euler, que
nos trds uma condicdo necessdria para um grafo ser planar:

Teorema 1.3.2. Seja G um grafo planar conexo com v vértices, € arestas e f o nimero de
faces do mergulho planar escolhido. Entao,

v—e+ f=2
Lema 1.3.3. Sejam f o nimero de faces de um grafo conexo planar G e € o nimero de arestas
de GG, onde € > 2. Entéo,
3f < 2e.

Agora dispomos de resultados suficientes para demonstrar que o grafo completo K5 e o
grafo bipartido completo K33 ndo sao planares. Antes disso, contudo, vamos apresentar um
exemplo de cada um desses grafos.

Exemplo 1.3.4. A Figura (1.11) mostra um grafo completo com 5 vértices e o grafo bipartido
completo K 3.

Ks K3

Figura 1.11: Grafos K5 e K33

Teorema 1.3.5. O grafo completo K5 nédo é planar.

Demonstragao: Suponha que K5 é um grafo planar. Pelo Teorema de Euler(1.3.2) temos que
f(Ks5) =1, pois v(K5) =5 e €(K5) = 10, logo:

f=2—v+4+e=T7
Assim, pelo lema(1.3.3) temos 3f =21 < 2e = 20, absurdo. Portanto K5 nao é planar. W

A partir da demonstracdo acima, pode surgir uma questdo sobre se o lema 1.3.3 utilizado
seria um critério eficaz para determinar se um grafo é planar ou nao.

O grafo K33 nao é planar, mas ele satisfaz as desigualdades do lema 1.3.3, como mos-
tramos a sequtr:

Primeiro recordamos que v(K33) = 6, €(K33) = 9. Pela Férmula de Euler, supondo K3 5
planar, f = 5. Assim, 3f = 15 < 2¢ = 18.
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Lema 1.3.6. Sejam f o nimero de faces de um grafo conexo planar GG, que ndo contém um
subgrafo K33, e € 0o nimero de arestas de GG, onde € > 2. Entao,

4f < 2e.
Teorema 1.3.7. O grafo bipartido K33 nao é planar.

Demonstragdo: Suponha que K33 é planar, pela formula de Euler f(K33) =5, v(K33) =6
e €(K33) =9. Logo,

4f =20 < 2e = 18, absurdo.

Portanto K33 ndo é planar. [ |

A existéncia de um menor topoldgico pode ser facilmente mostrada:

Lema 1.3.8. Se H tem grau mdximo no maximo 3, entdo H é um menor de G se e somente
se H é um menor topoldgico de G.

Definicdao 1.3.9. Seja H < G, ou seja, H é um menor de G. Um modelo de H em G é uma
colecdo X = {X, | v € V(H)} de subconjuntos disjuntos de V(G), tal que:

e Para todo v € V(H), o subgrafo G[X,] é conexo (chamado de ramo de v);
e Para toda aresta {u,v} € E(H), existe pelo menos uma aresta entre X,, e X, em G.

Dizemos que esse modelo é minimo se o conjunto UWGV(H) X, tem tamanho minimo entre
todos os modelos de H em G.

Definigao 1.3.10. Seja H um menor de G. Um modelo de H em G consiste em uma colecao
de subconjuntos {V,, C V(G) : x € V(H)}, chamados ramos, tal que:

1. cada V,, induz um subgrafo conexo de G
2. os conjuntos V, sao dois a dois disjuntos;

3. para toda aresta xy € E(H), existe pelo menos uma aresta de G com uma extremidade
em V, e a outra em V,,.

Defini¢do 1.3.11. Um modelo minimo de H em G é um modelo {V,,: x € V(H)} que realiza
H < G e é minimo com relacdo a uma medida natural (por exemplo, o nimero total de vértices

usados, erV(H) [V.|). Em particular, num modelo minimo valem as sequintes propriedades:

1. cada V, induz uma arvore em G,
2. para cada aresta zy € E(H), ha exatamente uma aresta de G unindo V,, a V;

3. nenhum vértice ou aresta de GG pode ser removido do modelo sem destruir a realizacao
de H como menor.

Quais grafos sdo planares? Nosso objetivo nesta secao é apresentar o Teorema cldssico
de Kuratowski: qualquer grafo que ndo possua um menor topoldgico de K5 ou K33 é planar.
Antes de apresentarmos o Teorema de Kuratowski, vamos expor resultados importantes sobre
grafos planares.
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Teorema 1.3.12. Um grafo contém K5 ou K33 como um menor se e somente se contiver K
ou K33 como um menor topoldgico.

Demonstragao: Para provar esse teorema, é suficiente mostrar que todo grafo G' com um
menor K5 contém K5 como um menor topoldgico ou K33 como um menor.

Suponha, entdo, que K5 =X G e deixe K ser um modelo minimo de K5 em G. Nesse
modelo, cada conjunto de ramos de K induz uma arvore em K, e entre quaisquer dois
conjuntos de ramos, K possui exatamente uma aresta.

Se tomarmos a drvore induzida por um conjunto de ramos V, e adicionarmos a ela as
quatro arestas que a conectam a outros conjuntos de ramos, obteremos outra drvore, chamada
T,. Pela minimalidade de K, a drvore T, tem exatamente quatro folhas, que sao os quatro
vizinhos de V,, em outros conjuntos de ramos.

Se cada uma das cinco arvores T, for um T'K 4, entdo K é um T K5, e estamos conclutdos.

Se alguma das T}, nao for um T'K; 4, entdo ela terd exatamente dois vértices de grau
3. Contraindo V,, nesses dois vértices e cada outro conjunto de ramos em um Unico vértice,
obtemos um grafo com seis vértices contendo um K3 3.

Assim, G ndo pode evitar K33 como menor. Portanto, todo grafo com um menorKs contém
K5 como menor topoldgico ou K33 como menor. [
Agora podemos apresentar o teorema de Kuratowski.

Teorema 1.3.13 (Kuratowski). Seja G um grafo. As seguintes afirmacgdes sdo equivalentes:

t G é planar;
it G' ndo contém K5 nem K33 como menor;
iit G ndo contém K5 nem K33 como menor topoldgico.

Demonstragao: Veja em [2] |

Essas equivaléncias fundamentam a caracterizacdo dos grafos planares tanto em termos
de menores quanto de menores topoldgicos.

Exemplo 1.3.14. Vamos mostrar, pelo Teorema de Kuratowski, que o Grafo de Petersen nédo
é planar. Para isto, mostraremos que o grafo K33 é menor do grafo de Petersen.
Na Figura (1.12), fazendo as sequintes operagoes:

1. Eliminacdo das arestas dc e fh;
2. Contracdo das arestas (d, j) e (j,h);
3. Contracdo das arestas (c,i) e (i, f).
Chegamos no grafo K3 3. Portanto, o grafo de Petersen nao é planar.

Além da caracterizacao de grafos planares por meio de menores topoldgicos fornecida pelo
Teorema de Kuratowski, existe uma formulacdao equivalente utilizando menores no sentido de
contragoes. Essa versdo é conhecida como o Teorema de Wagner, o qual afirma que um grafo
é planar se, e somente se, nao contém K5 nem K33 como menores.
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Figura 1.12:  Obtendo K33 como menor do grafo de Petersen.
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A distincao principal entre os dois teoremas estd nas operacdes permitidas: enquanto o
Teorema de Kuratowski utiliza menores topoldgicos, o Teorema de Wagner utiliza menores
no sentido mais geral, definidos por contracoes.

Essa reformulacao levou a proposicdo da chamada Conjectura de Wagner, que sugeria que
qualquer classe de grafos fechada sob a operacao de tomar menores poderia ser caracterizada
por um numero finito de menores proibidos.

Essa conjectura fol posteriormente provada por Robertson e Seymour, como parte de uma
extensa série de artigos sobre a teoria dos menores, culminando no conhecido Teorema dos
Menores de Robertson-Seymour, que serd discutido no Capttulo 2.5.
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Capitulo 2

Menores de Grafos

Este capltulo apresentamos os conceitos centrais sobre menores de grafos. Iniciamos
com definicées basicas e resultados preliminares sobre menores e menores topoldgicos. Em
seguida, exploramos a Conjectura de Hadwiger, que relaciona coloracdo com estrutura de
grafos. A terceira secdo trata da nocdo de boa-quase-ordenacao, importante na organizacao
de classes de grafos. Depois, discutimos o Teorema dos Menores restrito a arvores. Por fim,
a secao sobre a Conjectura de Wagner e o Teorema de Robertson e Seymour, com énfase em
suas implicacoes para caracterizacdo. Para este capitulo, adotamos como referéncia [2] e [3].

2.1 Resultados Preliminares

Lema 2.1.1. Se H é menor topolégico de G, entdo H também é menor de G.

Demonstragao: Suponha que H é um menor topolégico de G, logo existe uma subdivisdo
TH de H tal que TH é subgrafo de G. Equivalente existe uma colecdo de vértices distintos
{v, € V(G) : x € V(H)} (os vértices ramificados) e, para cada aresta zy € FE(H), um
caminho P, em G que liga v, a v, tal que os caminhos {P,, : zy € E(H)} sao dois a
dois internamente disjuntos. O subgrafo TH := | J (i) Pry é entdo uma subdivisao de H
contida em G.

Para obter H como menor de G, procedemos apenas com operacdes permitidas para
menores dentro de G-

zyelE

1. Primeiramente, deletamos todas as arestas e vértices de G que nao pertencem a TH.

2. Para cada aresta zy € E(H), contraimos todas as arestas do caminho P, até transforma-
lo em uma Unica aresta entre os vértices v, e v,,.

Como os caminhos P, sdo internamente disjuntos, essas contragoes podem ser realizadas
sem identificar indevidamente vértices ramificados distintos. O grafo resultante é isomorfo a
H. Logo, H é um menor de G. [

Assim, temos que, todo menor topoldgico é um menor. No entanto, surge uma questao:
Todo menor é também um menor topoldgico?

Ao considerarmos os menores, é interessante notar que, enquanto todos os menores to-
poldgicos sdo de fato menores, nem todos os menores sdo menores topoldgicos. A sequir

apresentamos um exemplo:

Exemplo 2.1.2. Se X é obtido de Y por contracdes de arestas, entdo X pode ser um menor
de Y, mas nao necessariamente um menor topoldgico.
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Note, como ilustrado na Figura (2.1), que o fato de X ser um menor de Y ndo implica
que X seja também um menor topoldgico de Y. A implicacdo contrdria, no entanto, é sempre
verdadeira: todo menor topoldgico €, necessariamente, um menor.

J h J h

Figura 2.1: Grafos X e Y.

Definicao 2.1.3. Seja G = (V(G),E(G)) e H = (V(H), E(H)) dois grafos. Uma funcéo
p: V(H) — V(G) é dita um homomorfismo de grafos de H em G se, para toda aresta
{u,v} € E(H), temos p(u)p(v) € E(G). Em outras palavras, ¢ preserva adjacéncia.

Lema 2.1.4. Existe um homomorfismo de grafos de um grafo H em um grafo GG se, e somente
se, H < G.

Demonstragdo: Veja em [2] |

Proposigdo 2.1.5. Se H é um grafo com A(H) < 3, e um grafo G contém H como um menor,
entdo H é também um menor topoldgico de G.

Demonstragao: Suponha, sem perda de generalidade, que nenhum subgrafo préprio de G
contém H como um menor, e deixe p ser um modelo de H em G.

Ent&o, para cada v € V(H), o subgrafo pu(v) de G é uma drvore tal que toda folha de
p(v) estd incidente a algum vizinho uw € V(H) na Unica aresta de G que une um vértice de
p(v) a um vértice de pu(u). Denotamos tal folha por [y,

Como H tem grau A(H) < 3, segue que existe um vértice =, € V(u(v)) e caminhos de
x, para l,, para cada vizinho u de v, disjuntos exceto por x,,.

Juntando tais caminhos, obtemos uma subdivisao de H que é um subgrafo de G com os
vértices {z, : v € V(H)} correspondendo aos vértices de H. [

Os lemas a sequir nos da definigdes alternativas da nocdo de menor e menor topolégico.

Lema 2.1.6. Um grafo H é menor de G se, e somente se, existe uma aplicacdo f do conjunto
de vértices de H para o conjunto de subconjuntos de vértices de G, tal que:

(i) Para todo u € Vi, o grafo Gf(u) é ndo vazio e conexo.
(it) Para todo w,v € Vg, os conjuntos f(u) e f(v) sdo disjuntos.

(it) Se existe uma aresta {u,v} em H, entdo existe uma aresta (ug,vy) em G tal que

up € f(u) e vy € f(v).
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Demonstragao: Veja em [2] |

Lema 2.1.7. Um grafo H é um menor topoldgico de G se, e somente se, existe um isomorfismo
f de um menor topoldgico de H para um subgrafo de G' que preserva a ordem do grafo de

[V (H)]
Demonstragao: Veja em [2] |

Uma propriedade de grafos ou um invariante de grafos é uma fungao do conjunto de grafos
para um conjunto X tal que grafos isomorfos assumem o mesmo valor. Uma classe de grafos
é o conjunto de grafos que assumem o mesmo valor da funcao. Por exemplo, uma funcdo f
é definida por f(G) = 1 se G contem um tridngulo, e 0 se ndo. Entdo, a classe de grafos
sem triangulos é o conjunto de grafos sem triangulos. Um outro exemplo de um invariante é
o polindmio cromatio de grafos.

Seja H uma familia de grafos. A classe Proibi(H) = {G : H' ¢ GV H' € H} é a
classe dos grafos que nao possui subgrafos de H como menores . Essa classe é fechada com
relacdo a isomorfismo. A classe também pode ser caracterizada pelos grafos em H, sendo
estes conhecidos como menores proibidos.

2.2 A Conjetura de Hadwiger

A Conjectura de Hadwiger propde uma ligagdo entre o nimero cromédtico de um grafo
e a existéncia de menores, oferecendo uma ideia estrutural sobre coloracdo. Nesta secdo,
exploramos os principais resultados relacionados no capitulo 1

Definigao 2.2.1. Seja G = (V, E) um grafo simples.
Uma coloragdo propria dos vértices de G é uma funcgao
c:V—=C,
onde C' é um conjunto de cores, tal que
V{u,v} € E, c(u) # c(v).

O ndmero cromdtico de G, denotado por x(G), é o menor inteiro k£ € N tal que existe uma
coloracao prépria com |C| = k.

Exemplo 2.2.2. Considere o grafo (), ilustrado na Figura 2.2 com:

V= {01702,113,”4}7 E = {{U17U2}, {212,113}, {U3,U4}, {114,111}}-

Este grafo forma um ciclo de quatro vértices (um Cy). Uma coloracao prdpria dos vértices
é dada por:
c(vy) = vermelho, ¢(vg) = azul, ¢(v3) = vermelho, ¢(vy) = azul.

Como usamos apenas duas cores, e nao é pOSS(VQ[ usar apenas uma cor, temos que
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V2

V4
Figura 2.2: Grafo C,4

Definicdo 2.2.3. Seja G = (V, E) um grafo simples e seja r € N um inteiro positivo. Uma
r-coloragdo propria dos vértices de G é uma funcao sobrejetiva

c: V—{12,...,r}

tal que
V{u,v} € E, c(u) # c(v).

Isto é, vértices adjacentes recebem cores distintas escolhidas dentre exatamente r cores
dispontveis.

O grafo G é dito r-colorivel quando admite uma r-coloracao prépria. Consequentemente,
o ndmero cromdtico de G satisfaz

X(G) <r <= G é r-colorivel.
Exemplo 2.2.4. Seja G = Kj, ilustrado na Figura 2.3 com
V: {U17/U27/U3}7 E: {{UIJU2}7{U27U3}7{U37U1}}‘
Definimos a funcao de coloracao

c(v) =1, c(vg) =2, c(vg) = 3.

Como cada aresta de G tem extremidades com cores distintas, ¢ é uma 3-coloracao propria;
logo, G é 3-colorivel e x(G) = 3.

U1

U3 (%

Figura 2.3: Grafo G = K3 com uma 3-coloracao prdpria.

Definigao 2.2.5. Seja G um grafo simples plano, e seja D uma representacao planar de G
(ou seja, um desenho de G no plano onde as arestas nao se cruzam). Dizemos que G é uma
triangulagdo se toda face de D é delimitada por exatamente trés arestas.
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Exemplo 2.2.6. O grafo completo K}, ilustrado na Figura (2.4) quando desenhado no plano
sem cruzamentos, forma uma triangulacdo, pois todas as suas faces sao delimitadas por
exatamente trés arestas.

V ={v,v,v5,0}, E={{v,v}|1<i<j<A4}.

U3

U1 V2

(%

Figura 2.4: Trianqulacao do plano pelo grafo K4

Definicao 2.2.7. Seja G um grafo. Dizemos que um grafo H é um menor isomorfo de G se
existe um menor de G que é isomorfo a H. Ou seja, H pode ser obtido a partir de G por
meio de uma sequéncia finita de operagdes que incluem:

e remocao de vértices;
e remocao de arestas;

e contracao de arestas.

Ao final dessas operacoes, o grafo resultante deve ser isomorfo a H, isto é, ter a mesma
estrutura de adjacéncia de H, podendo diferir apenas na nomeacao dos vértices.

A sequinte conjectura de Hadwiger sugere uma resposta positiva para menores ; a con-
jectura é considerada por muitos como um dos problemas em aberto mais profundos da teoria
dos grafos.

Conjectura 2.2.8. Sejar € N, r > 0, e seja G um grafo simples. Se o nimero cromdtico de
G satisfaz x(G) > r, entdo G contém K, como menor, ou seja,

X(G) > r = G- K,.

A sequir, apresentamos as provas da Conjectura de Hadwiger para os casos r < 4.
Demonstragao:

Casor =1

Todo grafo nao vazio possut pelo menos um vértice, e portanto contém K37 como menor
trivial.

Casor =2
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Se x(G) > 2, entdo o grafo possui ao menos uma aresta. Essa aresta, por si s6, constitui
um menor isomorfo a K.
Casor =3
Qualquer grafo que ndo contém K3 como menor é aciclico (isto é, uma floresta), e portanto
bipartido, com x(G) < 2. Logo, se x(G) > 3, o grafo deve conter um menor Kj.
[

O caso r = 4 fol provado por Dirac em 1952. Demonstraremos o caso r = 4, mas antes
vamos apresentar alguns resultados necessarios.

A Conjectura de Hadwiger é equivalente ao Teorema das Quatro Cores nos casos r = 5
e r =06. Parar > 7, a conjectura permanece um problema em aberto na teoria dos grafos.

O leitor pode ter a sequinte d {uyv}ida: qual é a estrutura tipica dos grafos que ndo pos-
suem um menor K"? Espera-se que qualquer descricao estrutural suficientemente detalhada
desses grafos permita determinar se eles podem ou nao ser (r — 1)-coloridos.

Exemplo 2.2.9. No caso r = 3, os grafos que ndo contém um menor K? sdo exatamente
as florestas, e estas sdo de fato 2—coloriveis. Para r = 4, também existe uma caracte-
rizacao estrutural simples dos grafos que ndo possuem um menor K%, o que garante sua
3—coloribilidade.

Proposicao 2.2.10. Um grafo com pelo menos trés vértices é maximal em arestas sem um
menor K, se, e somente se, ele pode ser construldo recursivamente a partir de triangulos,
colando-os 4 a 4 ao longo de K».

Demonstracao:
Veja em [2] |

Uma consequéncia interessante da Proposicao 2.2.10 é que todos os grafos maximal em
arestas sem um menor K4 possuem a mesma quantidade de arestas, independentemente da
forma como foram construildos. Isso nos leva ao seguinte resultado:

Corolério 2.2.11. Todo grafo G maximal em arestas sem um menor K, possui exatamente
2|G| — 3 arestas.

Demonstragao: A prova é por inducdo no nimero de vértices de G.

Se |G| = 3, entdo, por ser maximal sem um menor K4, o grafo G é um triangulo. De fato,
o numero de arestas é 3 =2-3 — 3, como desejado.

Suponha que todo grafo maximal em arestas sem um menor Ky com n vértices possut
exatamente 2n — 3 arestas.

Seja G um grafo maximal em arestas sem um menor K, com n + 1 vértices. Pela Pro-
posicdo 8.3.1, sabemos que G pode ser obtido colando um tridnqulo a um grafo G’ com n
vértices ao longo de uma aresta (isto é, um Kj).

Como G’ é maximal em arestas sem um menor K4, pela hipdtese de inducao, ele possui
2n — 3 arestas.

Ao colar o novo tridangulo ao longo de uma aresta, adiclonamos apenas um novo vértice
e duas novas arestas (j& que uma aresta é compartilhada com G’). Assim, o nimero total de
arestas em G é:
(2n—3)+2=2(n+1) -3,

como querlamos demonstrar.
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Portanto, por inducdo, todo grafo G maximal em arestas sem um menor K, satisfaz
|E(G)] = 2|G| =3 m

Corolario 2.2.12. A conjectura de Hadwiger é valida para r = 4.

Demonstragao: Vamos provar que todo grafo G maximal em arestas sem um menor K, é
3-colortvel, por indugao no niimero de vértices de G.

Se |G| = 3, entdo G é um tridngulo, que é claramente 3-colorivel.
Suponha que todo grafo maximal em arestas sem menor K, com n vértices é 3-colorivel.

Seja G um grafo com n + 1 vértices, maximal sem menor Kj. Pela Proposicao 2.2.10, G
pode ser constru{do a partir de um grafo G’ com n vértices colando-se um tridngulo ao longo
de uma aresta (isto é, um Kj).

Como G’ é 3-colorivel por hipdtese de inducao, os dois vértices da aresta compartilhada
jé tém cores distintas. O novo vértice do triangulo pode entdo ser colorido com a terceira cor,
completando a coloracao de G com 3 cores.

Portanto, todo grafo maximal em arestas sem menor K4 é 3-colorivel. Como qualquer

grafo sem menor K, é subgrafo de um grafo maximal com essa propriedade, ele também ¢é
3-colorivel. [

Teorema 2.2.13. Seja G um grafo maximal em arestas que ndo contém um menor K;. Se
|G| > 4, entdo G pode ser construido recursivamente, colando-se ao longo de tridngulos e
de cdpias de Ky, a partir de triangulacdes planares e cépias do grafo W

2.3 Boa-Quase-Ordenacao

Nesta secdao, apresentamos os principais conceitos e resultados relacionados a nogao de
boa-quase-ordenacdo. Introduzimos definicoes bdsicas, exemplos e discutimos sua aplicacao
na teoria de menores.

Definicao 2.3.1. Uma quase-ordem sobre um conjunto X é uma relacdo bindria < em X x X
que satisfaz:

1. Reflexividade: para todo x € X, tem-se x < z;

2. Transitividade: para todos z,y,z € X,sex 2 yey =<z entdo xr X z.

A relacdo < ndo exige antissimetria; isto é, é possivel que x <y e y Xz com x # y.

Definicao 2.3.2. Uma quase-ordenacao < em X é uma boa-quase-ordenagdo, e os elementos
de X sdo quase-bem-ordenados por =, se, para toda sequéncia infinita zg, zy,... em X,
existirem {ndices ¢ < j tais que z; < x;. Dizemos que (z;, ;) é um par bom dessa sequéncia.
Uma sequéncia contendo um par bom é uma sequéncia boa; assim, uma quase-ordenacdo em
X é uma boa-quase-ordenacdo se, e somente se, toda sequéncia infinita em X é boa. Uma
sequéncia infinita é ruim se nao for boa.

Exemplo 2.3.3. Considere o conjunto dos néimeros naturais N com a ordem usual <. Dada
qualquer sequéncia infinita xg, 1, 2, ... em N, pelo Principio da Casa dos Pombos, sempre
existem 7 < j tais que x; < x;. Logo, (N, <) é quase-bem-ordenado.
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Exemplo 2.3.4. Considere o conjunto dos inteiros Z com a ordem usual <. A sequéncia
0,—1,-2,-3,... ndo possut nenhum par 7 < j tal que z; < x;, pois é estritamente decres-
cente. Portanto, (Z, <) ndo é quase-bem-ordenado.

Proposicao 2.3.5. Uma relacdo quase-ordenada em X é quase-bem-ordenada se e somente
se X nao contiver nenhum conjunto antissimétrico infinito e nenhuma sequéncia infinita
estritamente decrescente xg > x1 > .. ..

Corolério 2.3.6. Se X é bem-quase-ordenado, entdo toda sequéncia infinita em X possui
uma subsequéncia crescente infinita.

Definigao 2.3.7. Seja =< uma quase-ordem sobre um conjunto X. Para subconjuntos finitos
A, B C X, escrevemos A =< B se existe uma funcao injetora f : A — B tal que a = f(a)
para todo a € A.

Exemplo 2.3.8. Seja X = N com a ordem usual <. Considere os subconjuntos finitos
A={2,5} e B=1{3,6,7}.
Definimos a funcéo injetora f: A — B por:

Note que:

Logo, A X B.

Essa definicdo estende naturalmente a relacdo < para uma quase-ordem sobre o conjunto
[X]=¥, o conjunto de todos os subconjuntos finitos de X.

Teorema 2.3.9. Se X é bem-quase-ordenado por =<, entdo [X|<“ também é bem-quase-
ordenado por <.

Demonstragdo: Suponha que =< seja uma bem-quase-ordem em X, mas nao em [X]<“.
Vamos construir uma sequéncia ruim (A, )nen em [X]<¥, como seque.

Dado n € N, assuma por indugao que A; foi definido para todo i < n, e que existe uma
sequéncia ruim em [X]<“ comecando com Ay, ..., A, 1.

(Isto é claramente verdadeiro para n = 0: por hipdtese, [X]<“ contém uma sequéncia
ruim, e assim a sequéncia vazia é um segmento inicial.)

Escolha A, € [X]|<“ tal que exista uma sequéncia ruim em [X|<“

Ag, ..., Ay, e tal que |A,| seja o menor possivel.

comecando com

Em nenhum momento da construcdo foi introduzido um par A; < A; com ¢ < j. Como essa
propriedade é mantida em cada etapa do processo indutivo, a sequéncia completa (A, )nen
também ndo possut pares bons, ou seja, é uma sequéncia ruim em [X]<¥.

Em particular, A,, # () para todo n. Para cada n, escolha um elemento a,, € A,, e defina
B, = A, \ {a,}.

Pelo Coroldrio 2.3.6, a sequéncia (a,)nen possui uma subsequéncia crescente infinita
(@n,)ien. Pela escolha minima de A, a sequéncia

A07 I ,Ano_]_,Bn(”Bnl)BnQ? R
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é boa; considere um par bom.

Como (A,)nen € uma sequéncia ruim, esse par nao pode ser da forma (A;, A;) nem
(A, B;)), pois B; = Aj. Logo, ele deve ser da forma (B;, B;).

Estendendo a injecdo B; — B; definindo a; — a;, deduzimos que A; < A;, e portanto
(A;, A;) é um par bom, uma contradicao.

Portanto, ndo pode existir tal sequéncia ruim em [X]<“, o que conclui a prova. |

A relacdo menor de G é reflexiva e transitiva, em outras palavras, ela define uma quase-
ordem na classe de grafos finitos G. Para H menor de G, escrevemos H < G. Note que <
é antissimétrica quando nos restringimos a grafos ndo isomdrficos.

Exemplo 2.3.10. Seja G = K, o grafo completo com 4 vértices, e H = K3, o tridnqulo. E
possivel obter H a partir de G por contracdo de uma aresta e remocdo de vértices excedentes.
Logo, H < G.

Por outro lado, K4 A K3, pois ndo é possivel obter um grafo com mais vértices do que o
original usando apenas remocdo e contracdo.

2.4 O Teorema dos Menores de Grafos Restrito a Arvores

Nesta secdo, apresentamos uma versao do teorema dos menores de grafos aplicada a
classe das drvores, originalmente demonstrada por Kruskal [7].

Teorema 2.4.1. A classe de todas as arvores é quase-bem-ordenada pela relacdo menor
topoldgico.

O Teorema 2.4.1 fornece uma perspectiva na compreensao da estrutura de grafos finitos,
ao afirmar que nenhuma sequéncia infinita estritamente decrescente pode existir entre drvores
finitas com respeito a relacao de menor topoldgico.

Como as arvores consideradas nesta dissertacao sdo, em sua maioria, arvores enraizadas,
apresentamos a sequir um lema que trata especificamente desse caso, cuja demonstracao
servird para generalizar o Teorema 2.4.1.

Lema 2.4.2. As drvores enraizadas sao quase-bem-ordenadas pela relagao menor topolégico
<.

Demonstracao: Suponha que as arvores enraizadas ndo sejam quase-bem-ordenadas pela

relacdo <. Vamos construir uma sequéncia ruim (Tn,rn)neN recursivamente.

Dado n € N, suponha indutivamente que (73, 7;) j& fol construido para todo i < n, e que
exista uma sequéncia ruim comecando com (7y, 7o), (T1,71)s -+, (Th-1, Tn-1)

Escolha entdo (7),,7,) com |V(T,)| minimo, de forma que exista uma sequéncia ruim
comecando com

(T(Ja TO)v (le 7’1), R (Tn7 Tn)-
(Para n = 0, essa sequéncia existe, pois < nao é quase-bem-ordenada.)

Observe que |V(T,)| > 1 para todo n € N. Para cada n € N, seja A,, o conjunto das
arvores enraizadas (7,r) tal que T' é um componente conexo de T, — r,, e r é adjacente a
rn, em 1,

Seja A = (J,,eny An. Vamos provar que < é quase-bem-ordenado sobre A.
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Seja ((Ug, sk))ren Uma sequéncia qualquer de drvores enraizadas do conjunto A. Para
cada k € N, escolha n = n(k) tal que Uy € A,, e seja

k* = argmin{n(k) : k € N},

ou seja, n(k*) < n(k) para todo k € N.

Entdo a sequéncia

(W tn)nen = ((To,70), - - -y (Tagry=1, Tnery—1)s (Uprs =)y (U1, Sr 1), - - )

é boa, pois (Ups,sk+) < (Tng+), Tn@e+)). (Caso contrério, tertamos uma contradigdo com a
minimalidade de |V(T,))|.)

Ou seja, existem (ndices ¢ < j tais que (W, t;) < (W, t;).

Observe que: - Nao podemos ter j < n(k*) — 1, pois isso implicaria (7}, 7;) < (1}, 7;); -
Também ndo podemos ter i < n(k*) < j, pois entdo (T;,7;) < (Uj,s5) < (Tugj), ")), Uma
contradicdo.

Logo, n(k*) < 4, e temos (U;, s;) < (Uj, s;), 0 que mostra que a sequéncia (Uy, Sn)nen €
boa.

Portanto, A é quase-bem-ordenado por <. Pelo Teorema 2.3.9, temos que < é quase-
bem-ordem sobre [A]<“.

Em particular, existem {ndices iy < jo tais que A;, < Aj,. A partir da funcao f: A;; —
Aj,, das subdivisoes e isomorfismos que respeitam raiz e testemunham A;, < A;,, seque que:

(Tiovrio> = (Tjovrjo)'

Portanto, as drvores enraizadas sao quase-bem-ordenadas pela relacao <. |

Vale destacar que, é crucial notar que essa ordenacao ndo se estende a todas as classes
de grafos. A classe de todos os grafos, por exemplo, desafia essa propriedade de quase-bem-
ordenacao.

Exemplo 2.4.3. A Figura (2.5) mostra uma classe de grafos que ndo é bem-quase-ordenada
pela relacdo menor topolégico.

Figura 2.5: Sequéncia de grafos
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2.5 O Teorema de Robertson e Seymour

Entre os aspectos mais relevantes na Teoria dos Crafos estdo aqueles que se mantém
preservados ao considerar menores, ou seja, propriedades que, uma vez satisfeitas por um
grafo, continuam validas para todos os seus menores . Um exemplo notdrio é a planaridade.

O teorema de Kuratowski assequra que a planaridade pode ser identificada pela inexis-
téncia dos grafos K5 e K33 como menores . Portanto, a colecdao dos grafos planares consiste
exatamente naqueles que ndo apresentam K5 nem K33 como menor. De modo mais amplo,
sempre que uma propriedade hereditdria puder ser descrita pela inexisténcia de determinados
menores, diz-se que ela admite uma caracterizagdo por menores proibidos.

A familia dos menores proibidos é invaridvel sob isomorfismo e definida integralmente
pelo conjunto H.

Resultados que estabelecem uma caracterizacdo de uma propriedade hereditdria P por
meto de um conjunto H de menores proibidos sao especialmente valorizados em Teoria dos
Grafos. Além disso, para qualquer propriedade de grafos que seja preservada ao tomar
menores, existe sempre um conjunto finito e unico (a menos de isomorfismo) de menores
proibidos capaz de caracterizé-la. Indicando por

Hp = {H | H é minimal em P}

o conjunto dos grafos minimais (em relacdo a relacao de menor) que ndo possuem a proprie-
dade P, temos:

Proposicdo 2.5.1. P = Proibs(Hp), e para qualquer outro conjunto H com P = Proib4(H),
verifica-se que Hp C H.

Segundo o Teorema dos Menores de Grafos (Robertson e Seymour), todo conjunto de
grafos finitos que sao mutuamente incompardveis pela relacao de menor é, necessariamente,
finito. Dessa forma, Hp € sempre finito:

Teorema 2.5.2 (O teorema de Robertson e Seymour (a conjetura de Wagner)). Os grafos
finitos sdo bem-quase-ordenados sob a relacdo de menor <.

A prova deste teorema foi estabelecida por Robertson e Seymour em sua série de vinte e
cinco artigos intitulada Graph Minors I-XXV.
A partir desse teorema, pode-se deduzir o coroldrio:

Corolario 2.5.3. Qualquer propriedade de grafos preservada sob a operacao de tomar menores
pode ser escrita como ProibL(#), para algum conjunto finito .

Como aplicacao, para cada superficie S, existe um conjunto finito de grafos Hy,..., H,
tal que Proibs(Hy, ..., H,) descreve exatamente a classe dos grafos que ndo admitem uma
imersdo em S.

Um aspecto central da teoria dos menores de grafos estd na sua aplicabilidade algoritmica.
Em particular, o Teorema de Robertson-Seymour garante que a classe de todos os grafos
finitos é bem-quase-ordenada pela relacdo de menor. Como consequéncia, qualquer classe
de grafos fechada por menores pode ser caracterizada por um conjunto finito de menores
proibidos. Essa propriedade tem implicacdes computacionais diretas.

Seja C uma classe de grafos finita e fechada por menores. Suponha que C seja caracte-
rizada pela exclusdo de um conjunto finito de menores proibidos {H;, Hs, ..., Hy}. Entdo,
dado um grafo G' com n vértices, podemos decidir se G € C em tempo polinomial em n. Isso
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ocorre porque, para cada grafo fixo H;, o problema de decidir se H; < G (isto é, se H; é
menor de () pode ser resolvido em tempo polinomial.

Um exemplo cldssico é a classe dos grafos planares, caracterizada pela exclusao de K5 e
K3 3. Isso implica que é possivel reconhecer a planaridade de um grafo em tempo polinomial.
Mais ainda, para qualquer superficie compacta e fechada S, o conjunto dos grafos que podem
ser mergulhados em .S também é caracterizado por um conjunto finito de menores proibidos.
Logo, existe um algoritmo polinomial para decidir se um grafo G admite um mergulho em S.

Outra classe notdvel ¢ a dos grafos com mergulho sem elos em R3. Mohar, Robertson e
Seymour mostraram que essa classe é também fechada por menores e possui uma caracteri-
zacdo por um conjunto finito de sete menores proibidos. Assim, decidir se um grafo admite
uma representacao sem elos no espaco tridimensional é também uma tarefa polinomial.

Classe de Grafos Caracterizagao Complexidade de Decisao
Planaridade {K5, K33} Polinomial
Mergulho em superficie S | Finitos menores proibidos Polinomial
imersdes sem arestas / menores proibidos Polinomial

Portanto, sempre que uma classe de grafos for fechada por menores e tiver sua carac-
terizagao explicita por obstrugdes finitas, é possivel verificar a pertinéncia de um grafo G a
classe por meio de algoritmo eficiente. Este é um triunfo da teoria dos menores, que unifica
estrutura e complexidade computacional de maneira profunda.
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Capitulo 3

Decomposicao em Arvore

Neste capitulo, definimos decomposicao em darvore e largura em darvore, apresentamos
propriedades e exemplificamos algumas dessas propriedades para melhor compreensdo do
leitor. Usamos como referéncias [2] [19] e [10]

3.1 Definicoes

As decomposicoes em darvores desempenham um papel muito importante na teoria dos
menores de grafos, pois elas fornecem uma maneira de decompor um grafo em partes menores,
representadas por subarvores, facilitando a caracterizacao de classes de grafos excluindo
menores, bem como o desenvolvimento de algoritmos eficientes para problemas geralmente
intratdveis em grafos gerais.

Definigao 3.1.1. Seja T uma drvore. Para quaisquer tq,t3 € V(T'), denote por P, 4, o nico
caminho simples em T com extremidades t; e t3. Definimos a notacdo

ty € t,Tts
para indicar que to é um vértice de Py 4, isto é, to € V(P 1)

Definigao 3.1.2. Seja G um grafo, T" uma érvore, e V' = (V;);er uma familia de conjuntos
de vértices V; C V(@) indexados pelos vértices t de T. O par (7,V) é chamado de uma
decomposicao em arvore de G se satisfizer as seguintes condicoes:

(C1) V(G) = User Ve

(C2) Para cada aresta e € G, existe um ¢t € T' tal que ambos os extremos de e estdo em V;.
(C3) Vi, Vi, C V4, sempre que ty,1q,t5 € T satisfazem ¢y € t11'¢s.

Exemplo 3.1.3. A Figura (3.1) ilustra uma decomposicao em arvore de um grafo G.

A partir da definicdo, varias decomposicoes podem ser obtidas para o mesmo grafo.

Exemplo 3.1.4. A Figura (3.2) mostra algumas decomposicdes em drvore. estas decomposicoes
varitam de acordo com o tamanho da drvore 71" e dos subconjuntos V;.

Ao se considerar decomposicoes adequadas, o tamanho das partes pode ter um impacto
significativo quando avaliamos a similaridade entre o grafo e uma arvore: quanto menores
forem os tamanhos dos subconjuntos V;, mais o grafo se assemelhard a uma arvore, mas o
tamanho da drvore pode ndo ser tdo decisivo para julgar a estrutura em arvore do grafo.
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V3 Vs

Vi v Vo

G V

Figura 3.1: Exemplo de construcdo de uma decomposicao em arvore de um grafo G.
Definigao 3.1.5. A largura em drvore de uma decomposicao em arvore (7, V) de um grafo
G, denotada por tw, é definida como:

tw(T,V)=max{|V}| -1 : t e V(T)}
onde cada V; é um subconjunto de vértices de G associado ao n6 ¢ da drvore 7.

Definicdo 3.1.6. A largura em arvore de um grafo G é a menor largura entre todas as possiveis
decomposicoes em drvore de G, isto é:

tw(G) = min{tw(T,V) : (T,V) é uma decomposicao em arvore de G'}

Definicao 3.1.7. Um grafo série-paralelo é um grafo construido recursivamente a partir de
uma Unica aresta entre dois vértices distintos, chamados terminais, por meio da aplicacao
repetida das sequintes operagoes:

Extensdo em série: dada uma aresta {u,v}, substitui-la por duas arestas {u,w} e
{w, v}, onde w é um novo vértice (insercao de vértice no meio da aresta).

Extensao em paralelo: adicionar uma nova aresta com as mesmas extremidades de uma
aresta existente.
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Exemplo 3.1.8. A largura em arvore é uma medida que indica o qudo préximo um grafo ndo
direcionado estd de ser uma arvore. Quanto menor esse valor, mais o grafo se assemelha a
uma estrutura de arvore.

Arvores e florestas tém largura em arvore igual a 1.

Grafos mais complexos, como os série-paralelos, ainda mantém uma largura baixa, no
maximo 2.

Os chamados k—darvores sdo grafos que atingem exatamente a largura em drvore k.

Definigao 3.1.9. Um grafo G' é um Buraco se G é um ciclo induzido de tamanho pelo menos
4. Denotamos por Cj um buraco de tamanho k.

Exemplo 3.1.10. Vamos encontrar a largura de algumas decomposicoes possiveis de Cj.

(1) Seja (T,{V; : t € V(T)}) uma decomposicdo em arvore de Cg, onde V(T) = {t1},
E(T)=10,eV, =V(Cs). Essa decomposicdo tem largura |V (Cg)| — 1 = 5.

(i) Seja (T,{V,:t € V(T)}) uma decomposicao em arvore de Cg, onde:

V(T) = {t1,t2, t3,ta, 5},
E(T) = {titiy1 i € {1,2,3,4}},

‘/;51 = {CL, b},

Vie ={a,b, [},
Vig = {a7 b, ¢, f}a
‘/t4 = V(Oﬁ)

Essa decomposicao também tem largura |V (Cg)| — 1 = 5.
(it) Seja (T,{V;:t € V(T)}) uma decomposicao em arvore de Cg, onde:

V(T) = {t1,ta2, t3},
E(T) = {tita, tat3},

Vi ={a,b,c, [},
Vtz = {C7d7€7 f}7
Vi, = {Caf}'

A largura dessa decomposicao é 4 — 1 = 3.

Uma decomposicdo em arvore de um grafo busca organizar suas partes, subconjuntos de
vértices, de forma que essas partes se conectem sequndo a estrutura de uma arvore, ou seja,
sem ciclos e com uma organizacdo hierdrquica. O objetivo é que essa conexdo seja feita
de modo a minimizar o tamanho dos subconjuntos envolvidos, resultando em uma estrutura
simplificada.
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Figura 3.2: Construcoes de decomposicoes em drvore do grafo Cg.

3.2 Propriedades

Nesta secdo, investigamos propriedades da decomposicdo em drvore de um grafo, com
énfase em como a estrutura arbdérea impoe restricoes e separacoes no grafo original. Inici-
almente, demonstramos que a intersecao entre os conjuntos associados aos extremos de uma
aresta da drvore atua como um separador no grafo. Em sequida, provamos que a largura em
arvore de um subgrafo é sempre menor ou igual a largura do grafo original, e que a largura
em arvore de um grafo é determinada pela maior largura entre suas componentes conexas.
Por fim, estabelecemos que a largura em arvore é preservada ou reduzida sob operacoes que
produzem menores, como remogdes e contracoes. Esses resultados sao importantes para a
compreensao do préximo capttulo.

A decomposicao em darvore transfere as propriedades de separacdo de sua arvore para o
grafo decomposto:

Proposicdo 3.2.1. Seja (7,V) uma decomposicao em arvore de um grafo G, com V =
{Vitiev(r). Considere uma aresta e = (t1,13) € E(T), e sejam T} e T, as componentes
conexas da drvore T'— e, contendo t; e t,, respectivamente. Definimos:

U= J v et=J W
) )

teV (T teV (T

Entdo, o conjunto de intersecao
Vi, NV,

atua como um separador entre os conjuntos U; e U, no grafo G. Nao existe caminho em G
entre um vértice de Uy \ (V;, N'V4,) e um vértice de Uy \ (V;, NV4,).

Demonstracdao: Como (t1,t2) é uma aresta da drvore T, ela é uma ponte, ou seja, a sua
remocao desconecta 7. Assim, qualquer caminho na d&rvore que conecte um né t € V(T}) a
um né t' € V(T3) obrigatoriamente passa pela aresta (t1,t).

Pela definicdo de decomposicao em drvore, um vértice do grafo G' que esta presente em
dois conjuntos V; e Vi ao longo de um caminho em 7', deve necessariamente aparecer em
todos os conjuntos associados aos nés desse caminho.

Logo, temos:

UinUs CV, NV,
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Para concluir, precisamos mostrar que *ndo existe nenhuma aresta em G™ que conecte
um vértice u; € Uy \ (Vi N'Vi,) a um vértice ug € Uy \ (Vi, N'V4,). Ou seja, que V,, NV,
separa U; de Us.

Suponha, por contradicdo, que exista uma aresta (u1,us) com u; € Uy e ug € Us. Pela
definicdo de decomposicdo em drvore, existe algum né t € V(T') tal que uy,ug € V.

Mas, como u; € Uy e uy € U,, entdo t deve pertencer simultaneamente a 77 e a T5. Isso
é impossivel, pois T7 e Ty sao componentes disjuntas de 7" — (ty, t2).

Portanto, chegamos a uma contradigao. Assim, o conjunto V;, N'V;, separa U; de Uz no
grafo G.

A Figura 3.3 ilustra essa propriedade. |

Ui

Figura 3.3: Uma aresta (t1,t2) de uma decomposicdo em &rvore como um separador.

Lema 3.2.2. Seja G um grafo com componentes conexas Gy, G, ..., Gy.
Entdo, a largura em drvore de G é igual ao maximo das larguras em drvore de suas
componentes. Isto é:
tw(G) = max{tw(G;) : 1 <i<k}.

O sequinte resultado reflete o fato de que a operagao de remocao de vértices ou arestas,
que gera subgrafos, ndo pode aumentar a complexidade estrutural em termos de decomposicao
em arvore.

Proposicdo 3.2.3. Seja G um grafo e seja H um menor de G. Entdo:
tw(H) < tw(Q).

Demonstragao: Por definicdo, H pode ser obtido de G por uma série de contracées ou
retiradas de arestas, ou eliminacoes de vértices.
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Se apenas as duas Ultimas operacoes foram aplicadas, H é um subgrafo de G, e pela
Propriedade 2, o resultado seque.

Basta entao mostrar que a largura em drvore de um grafo ndo aumenta com a contracao
de arestas.

Seja entdo (7, V') uma decomposicao em arvore de GG. Considere a aresta e = (t1,t2) a
ser contralda como operacao para obtencao de H, e seja w o novo vértice adicionado a &,
o grafo obtido de GG pela contragao de e.

Uma nova decomposicao em darvore (7, V') pode entdo ser definida, onde:

V' ={V\{t1, o} U{w}: VeVt e Viout, e VULV, : V, € Vit1 € Vi ety & Vi)

Assim, como H possui menos vértices que G, tw(H) < tw(G).

Como a desigualdade se aplica a qualquer decomposicao em drvore e a qualquer menor
de G, em particular deve valer também para a decomposicao em arvore minima de G, e logo
segue que:

tw(H) < tw(G),

com H um menor de G. |

Exemplo 3.2.4. Considere o grafo GG formado por um ciclo com 4 vértices, ou seja, G = (.
Sabemos que sua largura em arvore é 2, pois qualquer ciclo C,, com n > 4 tem:

tw(Cp,) = 2.

Agora, considere o subgrafo H obtido de G pela remocdo de uma aresta, digamos (v1, vy).
O grafo resultante H é um caminho com 4 vértices (Fy), cuja largura em drvore é 1, jd que
todo caminho é uma &rvore.

Portanto:
tw(H) =1<tw(G) = 2.

Exemplo 3.2.5. Considere o grafo G = K4, o grafo completo com 4 vértices. Sabemos que a
largura em drvore de K, é 3, pois:

tw(K,) =n—1.

Agora, obtenha H a partir de GG por contracdo de uma aresta, por exemplo, contraindo
a aresta (v1,vz). O vértice resultante substituird v e vy, conectando-se a todos os vizinhos
originais de ambos. O grafo resultante H tem 3 vértices e todas as arestas possiveis, ou seja,
é Kg.

Sabemos que:

Portanto,
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Capitulo 4

Crafos Planares e largura em arvore

Neste caplitulo, abordamos a nocdo de largura em drvore em grafos planares, conforme
desenvolvida por Robertson e Seymour. Apresentamos os conceitos fundamentais de decom-
posicao em arvores e discutimos o resultado central de que, para qualquer grafo planar fixo
H, todo grafo planar com largura em drvore suficientemente grande possui H como menor.
Os resultados encontram-se em [15]

4.1 Raio de Grafos Planares

Nesta secdo, Apresentamos o resultado de um teorema que estabelece que se um grafo
planar G tem raio d, entdo a largura em darvore de G é no maximo 3d + 1.

Definicao 4.1.1. Seja G um grafo planar. Um desenho M de GG é uma representacdo de
G no plano, na qual as arestas sao segmentos de reta ou arcos, que ndo se cruzam. Mais
precisamente, os interiores das curvas associadas as arestas sao dois a dois disjuntos, e suas
extremidades sao os vértices do grafo.

Definicao 4.1.2. Seja G um grafo planar e seja M um desenho de G no plano. Uma regido
de M ¢é definida como uma componente conexa do complementar da imagem do desenho no
plano, ou seja, uma componente conexa de R*\ M(G), onde M(G) representa o conjunto da
imagem dos vértices e arestas de G sob o desenho M.

Definigao 4.1.3. Para cada regidao R de M, definimos d(R) como o menor k tal que existe
uma sequéncia Ry, Ry, Rs, ..., Ry, de regides de M satisfazendo as sequintes condicoes:

1. Ry é uma regiao infinita;
2. R, =R,
3. Para 1 < j <k, existe um vértice v de G que é adjacente a regides R; e Rj.;.

Exemplo 4.1.4. Considere o desenho planar M de um grafo G no qual o plano é dividido
em cinco regides numeradas de Ry a R4. Suponha que:

Ry é a regido infinita;
Os vértices vy, vy, v3,v4 de G estao posicionados de modo que:

vy € adjacente a Ry e Ry;
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vy € adjacente a Ry e Ry;
vs € adjacente a Ry e Rs;

vy € adjacente a R3 e Ry.
Queremos calcular d(Ry). Para isso, consideramos a seguinte sequéncia de regides:
R0—>R1—>R2—>R3—>R4.

Cada par consecutivo de regides na sequéncia compartilha um vértice do grafo, conforme
exigido pela definicdo. Como sdao necessdrios quatro passos desde a regido infinita até Ry,
temos:

d(Ry) = 4.

Definicdo 4.1.5. O raio p(M) de um desenho M de G é o menor valor inteiro d tal que
d(R) < d para todas as regides R de M.

Exemplo 4.1.6. Sejam M e M’ dois desenhos possiveis para um grafo G, ilustradas na
Figura(4.1). O raio do desenho M é p(M) = 1. J& o raio do desenho M’ do mesmo grafo G
é p(M'") =2

M M’

Figura 4.1: Desenhos distintos de um mesmo grafo Planar.

Observe que para um mesmo grafo GG, podem existir diferentes representacdes com raios
distintos. Para resolver essa questdo, temos a seguinte definicdo:

A sequir definiremos o raio de GG, que mede o qudo préximas todas as regiées podem
estar da regido infinita, no melhor desenho possivel do grafo no plano.

Definigao 4.1.7. O raio do grafo G, denotado por p(G), é definido como o menor valor possivel
de p(M), tomado sobre todos os desenhos planos possiveis de G. Isto é,

p(G) =min{p(M) : M é um desenho planar de G}.

O seguinte resultado afirma que todo grafo planar com raio < d é isomorfo a um menor
de um grafo planar simples com raio < d.

Proposicdo 4.1.8. Seja G um grafo planar, ndo simples tal que p(G) < d. Entdo, existe um
grafo planar simples H, com p(H) < d, tal que G é isomorfo a um menor de H.
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Demonstragdo: Seja p = p(G), o menor valor de p(M) considerando todos os desenhos
planos M de G.

Construtmos um grafo H substituindo cada aresta de GG por um caminho de trés arestas,
inserindo dois vértices intermedidrios. Essa transformacao garante que:

H ¢ planar: basta estender o desenho M de G, alongando as arestas sem introduzir
cruzamentos.

H é simples: apds a subdivisao, lacos e arestas multiplas deixam de existir.

G é isomorfo a um menor de H: basta contrair os dois vértices intermedidrios de cada
subdivisao para recuperar a aresta original.

Quanto ao raio:

O desenho M’ de H, construldo a partir de M, tem as mesmas regides e vizinhancas,
logo p(M') < p(M) = p;

Suponha, por absurdo, que p(H) = p(M') > p. Como G é um menor de H, poder{amos
construir um desenho de G com raio menor que p, contradizendo a definicao de p(G)
como m{nimo.

Assim, p(G") = p(G) = p < d, e G é isomorfo a um menor de um grafo planar simples
G’ com raio < d. [ |

Esse resultado assegura que, mesmo que o grafo original possua lagos ou arestas para-
lelas, ainda assim ele pode ser representado como uma contracdo, subgrafo ou simplificacao
de um grafo planar simples, mantendo o controle sobre o raio mdximo em sua decomposicao
planar.

Exemplo 4.1.9. Considere um multigrafo planar G com raio 2. Pela Proposicao (4.1.8),
podemos afirmar que existe um grafo planar simples H tal que G é isomorfo a um menor
de H com raio < 2. A Figura (4.2) ilustra um exemplo de como esse grafo planar simples é
construldo, através da subdivisao de arestas.

Definicdo 4.1.10. Seja M um desenho de um grafo planar G. Chamamos de sequéncia
aninhada de circuitos em M uma sequéncia

ClacQa"'ac’d

de circuitos de GG que satisfaz as sequintes condicoes:

Para todo par de (ndices 1 < j < j" < d, os circuitos C; e Cj ndo possuem vértices
em comum;

Além disso, o circuito C estd contido no interior do circuito C';y no desenho M.

Exemplo 4.1.11. Considere o grafo G, ilustrado na Figura(4.3), desenhado no plano como
trés ciclos simples C, Cy e Ch.
Temos que:
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Figura 4.2: Multigrafo G e um grafo simples H

O circuito C3 forma o ciclo mais externo;
O circuito C5y estd inteiramente contido no interior de Cs;
O circuito (' estd inteiramente contido no interior de Cs;

Nenhum vértice é compartilhado entre dois circuitos distintos.

Nesse caso, a sequéncia

Cl7 027 C3
é uma sequéncia aninhada de circuitos em M, pois:
Os circuitos sdo disjuntos em vértices;

Cada circuito estd aninhado dentro do préximo na ordem da sequéncia, conforme exigido
pela definicao.

Figura 4.3: Sequéncia aninhada.



41. Rato de Crafos Planares 47

Definicao 4.1.12. Seja d um némero inteiro. Definimos uma d—casca de M como a sequéncia
aninhada (4, ..., Cy de circuitos de M tal que:

(P1) Todo vértice de G estd em um dos circuitos V(Cy), ...,V (Cy) ou esta completamente
contido em Cy;

(P2) Para 1 < j <d, toda aresta de G que conecta dois vértices em V(C;) estd em E(C}).
Teorema 4.1.13. Seja G um grafo planar simples de raio < d, onde d > 0 é um niUmero

inteiro. Entdo, existe um grafo planar simples G’ com um menor isomorfo a G e um desenho
M’ de G’ tal que p(M’) < d e M’ possui uma d—casca.

Demonstragao: Para d' = 0,1,...,d, vamos provar por inducdo em d' que existe um grafo
planar simples G’ com um menor isomorfo a G e um desenho M’ de G’ tal que M’ possui
uma d’'-casca e p(M') < d. Isso é verdadeiro quando d' = 0.

Agora, assuma que 0 < d’ < d e assuma a hipdtese indutiva de que existe um grafo planar
G’ com um desenho M’ tal que:

(i) G" é simples, G é isomorfo a um menor de G', e p(M’) < d.

(it) M’ possui uma (d' — 1)-casca C1,...,Cqy_1.

Seja H o grafo obtido a partir de G’ removendo os vértices em V(Cy),...,V(Cy-1) e
as arestas incidentes a eles; e seja N o desenho de H obtido a partir de M’ pela mesma
remocdo. Podemos assumir que:

(iit) Pelo menos trés vértices de H estdo na regido infinita de V.

Se ndo for o caso, podemos adicionar vértices isolados a G’ e a M’ para tornar (iii)
verdadeiro sem invalidar (i) ou (ii). Também podemos assumir que:

(iv) Cada vértice de H é adjacente a, no maximo, um vértice de Cyr_;.

Podemos substituir cada aresta de G’ que conecta V(H) e V(Cy—_1) por duas arestas
em série, tornando assim (iv) verdadeiro sem invalidar (i), (it) ou (iii).

Seja |V(H)| = k. Também podemos assumir que:
(v) |E(H)| é maximo, sujeito a (i)—(iv) e a [V(H)| = k.
Isso é possivel porque G’ é obrigado a ser simples e |V (H)| é fixo.

Seja Cy o subgrafo de H que consiste nos vértices e arestas incidentes a regido infinita
de N.
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(1) Cy é conexo.

Caso contrério, seque-se de (P2) aplicado a Cy_1 que existem vértices vy, vy de Cy
em componentes diferentes de Cy e, portanto, de H, mas incidentes na mesma regido
de M’ Adicionamos uma aresta que os une. O grafo resultante ainda satisfaz (i)—(iv),
contrariando (v).

(2) Cy é um circuito.

Pois Cy tem pelo menos trés vértices por (iii). Se ndo for um circuito, tem um vértice
v tal que Cy \ {v} é desconexo e, portanto, H \ {v} é desconexo. Seja D o conjunto
de vértices de um componente de Cy \ {v}, e seja

D' =V(Cy)— (DU {w}).

Seja v1, €1, Vg, €9, . . ., g, Ugr1(= v1) 0 caminho fechado em H que é o perimetro da regido
infinita de V. Existem 4, j distintos com 1 <1,j <k, tais que v; = v; = v, e v;_1,v;41 € D,
e Vit1,vj—1 € D’ (onde vy é vy; similarmente ey, serd e;, e ey serd e).

Agora, de acordo com (iv), ha no maximo uma aresta de G’ incidente a v que ndo estd em
E(H); e assim, sem perda de generalidade, assumimos que existe uma regido R de M’ para
a qual o caminho v;_1,€;_1,v, e;,v;11 faz parte do perimetro, e para a qual:

(a) se d =1, R é a regido infinita de M";

(b) se & > 1, R é incidente a um vértice em Cy_;.

Adicionamos uma nova aresta e a G’ unindo v;_1 e v;41 e fazemos a extensao correspon-
dente em M’. Assim, R é dividida em duas regides: uma incidente a v;_1, €, v;41, sendo:

(a) a regido infinita se d' = 1;
(b) incidente a um vértice de Cy_y se d' > 1;
e a outra é um triangulo limitado por v;_1,€;_1, 9, €;, Vit1, €.
Afirmamos que esse grafo ampliado satisfaz diretamente (i)—(iv), mas contraria (v).

Substituimos cada aresta de G’ que une dois vértices de V(Cy), mas que ndo esta em
E(Cy), por duas arestas em série. O grafo assim obtido é um grafo planar simples com um
menor isomorfo a G, e o desenho obtido dele possui uma d'-casca e raio < d. [ |

Definicao 4.1.14. Sejar > 0 e s > 0 inteiros. O cilindro r x s é o grafo com r linhas radiais
e s clrculos.

Exemplo 4.1.15. O grafo mostrado na Figura (4.4) é um cilindro 8 x 5, 8 linhas radiais e 5
ctreulos.

Os circuitos circulares sao ditos circulos do cilindro, e 0 mais interno é chamado de circulo
central.
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Figura 4.4

Definicao 4.1.16. Seja A > 1 um ntmero inteiro. Definimos o grafo Y\ como uma drvore
construlda recursivamente, conforme ilustrado na Figura (4.5).

Essa arvore possui, ao final de sua construcao, exatamente:
3 . 2/\—1
vértices finais, correspondentes ao nivel A da ramificagao.

Definicdo 4.1.17. Sejam d, A > 1 inteiros. Consideramos o cilindro 3 - 22~ x d, composto
por d circulos rotulados, em ordem, como:

01,02,...,Cd,

sendo C' o circulo central.

Identificamos os vértices do circulo Cy com os vértices terminais da drvore Y, respeitando
a ordem ciclica fornecida pelo desenho na Figura (4.5).

O grafo obtido dessa construcdo é denominado:

N(d, \).

A notacdo também ¢é estendida para d = 0, definindo:

N(0,)) == Yi.
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Y1 Ys Y3

Figura 4.5:

Veja um exemplo ilustrado na Figura (4.5).

Lema 4.1.18. Toda floresta é isomorfa a um menor de algum grafo Y, para algum A > 1.

Demonstragao: Seja F' uma floresta com componentes conexas 11,715, -+ ,T,. Note que T;
é uma arvore, para cadai=1,2,--- ,n.

Suponha que T; possua vértices com grau > 3. Criaremos a seguinte operacdo de trans-
formacao:

Identificar o conjunto de vértices V/ C V tal que cada vértice v € V' possut d(v) > 3.

Para cada vértice v € V', criar novos vértices vy, vg,- -+ ,vg, onde k = d(v) — 2. Esses
novos veértices irdo receber os vértices adjacentes a v de forma equilibrada.

Criar arestas vvy, vvg, - - - , VU para conectar 0s novos vértices vy, vg, - -+ , U ao vértice
original.

Repetindo a operacao de transformacdo para cada T;, ao final teremos todas as compo-
nentes conexas com o grau de seus vértices igual a 3, exceto os vértices folha.

Agora, adicione um vértice isolado z em F' e crie uma aresta entre cada componente
conexa e x. Caso d(z) > 3, basta repetir a operacao de transformacéo para z.

Feito isso, teremos uma drvore isomorfa a um subgrafo de Y. |

Definicao 4.1.19. Seja M um desenho planar de um grafo G. Uma d-casca de M é uma
sequéncia aninhada de circuitos Cy, Cy, ..., Cy que satisfazem as seguintes condigdes:

(S1) Todo vértice de G estd em algum dos circuitos C; (1 < ¢ < d) ou estd no interior do
circuito mais interno CYy;

(S2) Para todo 1 < j < d, qualquer aresta de G cujos extremos pertencem a V(C;) estd
contida em E(C}).
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Figura 4.6:

Teorema 4.1.20. Seja G um grafo planar simples, com um desenho M tal que p(M) < d e
M possui um d-casca C1,...,Cq. Entdo G é isomorfo a um menor de N(d, A) para algum A
suficitentemente grande.

Demonstragdo: Observamos que o grafo obtido de G ao excluir V(C}),...,V(Cy) é uma
floresta, uma vez que se o desenho correspondente tivesse uma regido finita R, terlamos
d(R) > d em M, o que é impossivel. Mas qualquer floresta é isomorfa a um subgrafo de Y
para A=1,2,..., pelo lema 2.1.1. |

Corolério 4.1.21. Se G é um grafo planar com raio < d, entdo GG é isomorfo a um menor de
N(d, \) para algum X suficientemente grande.

Teorema 4.1.22. Para todo d > 0 e A > 1, o grafo N(d, \) tem largura em arvoremenor ou
igual a 3d + 1.

Demonstracdao: Se d = 0, o resultado é claro, e assumimos d > 0. Construimos uma
decomposicao em arvore de N(d, \) da sequinte forma:

Seja T a 4rvore obtida de N(d, \) excluindo o cilindro 3 -2*~! x d, e seja C o circulo
central do cilindro.

Para cada vértice u de C, seja P, o conjunto de todos os vértices na mesma linha radial
que u. Entdo |P,| = d.
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Seja t um vértice de T'. Agora, t estd precisamente em trés regides Ry, Ry, R3 (tomando
um desenho M de N(d,A) como na Figura ( 4.1)).

Para j = 1,2,3, ha dois vértices u;,v; de C' em R; que sdo adjacentes.
Defina

V,=P, UP,, UP, U{tt},

onde t' =t set é o centro de T, e t' é o vizinho de t mais préximo do centro se ¢ ndo é
o centro de 7"

Verificamos agora que (7', {V; }sev (1)) é uma decomposicdo em é&rvore de largura < 3d+1:

(i) Cada vértice de N(d, \) aparece em algum conjunto V;, pois todo vértice estd contido
em uma linha radial P,, ou pertence a 7', e portanto estd em algum V.

(i) Para toda aresta {u,v} € E(N(d, \)), existe t € V(T') tal que {u,v} C V;: As regides
Ry, Ry, R3 cobrem todos os vértices, e as arestas entre linhas radiais e vértices de T’
sao cobertas pelos conjuntos V; adequados.

(iit) Para cada vértice v € V(N (d, \)), o conjunto {t € V(T') : v € V;} forma uma subdrvore
de T, pois os vértices de cada linha radial aparecem em conjuntos V; consecutivos ao
longo da estrutura de T'.

(iv) O tamanho mdximo de qualquer V; é:
Vil <Py | + | Pop| + [Pug +2 = 3d + 2,

portanto a largura da decomposicdo é (3d +2) — 1 =3d + 1.

Isso completa a prova. |

Corolério 4.1.23. Se G’ é isomorfo a um menor de G, entdo a largura em arvore de G’ nédo
é maior que a largura em arvore de G.

Teorema 4.1.24. Se GG é planar e tem raio menor ou igual a d, entdo sua largura em drvore
é no maximo 3d + 1.

Demonstracao: A demonstracao seque direta dos teoremas (4.1.13), (4.1.20) e (4.1.22). |

Teorema 4.1.25. Seja G um grafo planar com raio maior ou igual a d, e seja M um desenho
de G. Entdo existe uma sequéncia aninhada C, Cs, ..., Cy de circuitos de M.

Demonstragdo: Seja vy € V(G) um vértice central de G, ou seja, um vértice tal que a maior
distancia de vy até qualquer outro vértice de GG é igual ao raio de G.

Como o raio de G é pelo menos d, para cada 1 < ¢ < d existe pelo menos um vértice a
distancia 7 de vyg.

Para cada i = 1,2,...,d, considere o subgrafo induzido pelos vértices a distancia i de
vg. Este conjunto de vértices pode ser conectado no plano por caminhos curtos que respeitam
a planaridade, formando um ciclo ou uma unido de ciclos.
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Como G ¢é planar e esta desenhado no plano (desenho M), podemos construir para cada
camada ¢ um circuito simples C; que separa vy dos vértices a distancia mator que 1.

Usando a planaridade, garantimos que:

Cada circuito C; é um ciclo fechado no desenho M;

O circuito Cj41 estd completamente contido na regido delimitada por C; no plano.

Portanto, obtemos uma sequéncia aninhada de circuitos Cy,Cy, ..., Cy. |

4.2 Unido de Ramos

Nosso objetivo nesta secao é introduzir a Unidao de Ramos de dois grafos Gy e Gy, e
provar que a largura em drvore da unido é o maximo das larqguras das drvores de GGy e Gb.

Definigao 4.2.1. Seja (7,V') uma decomposicao em darvore de G. Para cada t € V(T), as
componentes conexas de T\ ¢ sdo ditas ramos da arvore T' no né t.

Exemplo 4.2.2. Na Figura (4.7), temos (7T, V) uma decomposicao em &rvore de um grafo G.
Note que, ao fazermos 7"\ 4 obtemos 4 ramos da arvore 7" no nd 4.

8 8 15
9 14 15 9 /\ 14
9 10 9 10

Figura 4.7: Arvore T e os ramos de T'\ 4.

Lema 4.2.3. Parat € V(T) e v € V(G), ou v € V;, ou hd um ramo de T em t que contém
todos os t' € V(T') com v € V.

Demonstragao: Seja v € V(G) um vértice qualquer de G. Vamos mostrar que uma das duas
possibilidades deve ser verdadeira:

v € V; para algum t € V(T):
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Suponha que v € V;, e v € V,, para algum t1,t, € V(T'). Como T é uma arvore, existe
um Unico caminho entre t; e ty. Portanto, todo vértice ¢ nesse caminho deve ter v € V;, pois a
propriedade de drvore de decomposicao garante que os conjuntos V; formam um recobrimento
dos vértices de G.

Ha um Unico ramo de T' em t que contém todos os t' € V(T') com v € Vy:

Suponha que v € V;, e v € V,,, mas t; e {3 ndo estdo no mesmo ramo de 7. Entdo,
pela propriedade de drvore de decomposicdo, deve haver um vértice to € V(T') que estd no
caminho Unico entre ¢; e £ tal que v € V4.

Portanto, existe um Gnico ramo de T' que contém todos os vértices ¢’ com v € V. |

Se v ¢ V,, denotamos esse ramo por T;(v).

Lema 4.2.4. Se v,v' € V; e v é adjacente a v' em G, entdo:
Ti(v) = T(v)).

Demonstracdo: Pela condicao (C2) da definicao 3.1.2, existe t' € V(T') tal que v,v" € Vj.
Como t' # t, temos que t’ pertence a algum ramo B da arvore T em t.
Como v € Vy, seque que B = Ty(v). Analogamente, v' € Vi implica que B = T;(v').
Logo,
Tiv) = T(v).

Lema 4.2.5. Sejam v,v" ¢ V; e suponha que v e v’ ndo sdo separados por V; em G. Entdo:
Ty(v) = To(v').

Demonstragao: Sejam vy, vs,...,vr Uuma sequéncia de vértices de G, todos fora de V;, tal
que v; = v, v, = v/, e cada v; é adjacente a v 1.
Pelo lema 4.2.4, cada par adjacente da sequéncia satisfaz:

Ti(v;) = Ti(viy1) para todo 1 < i < k.

Portanto,
Ti(v) = Ti(v1) = Ti(va) = - - - = T(vy) = T,(V').

Teorema 4.2.6. Seja e uma aresta da arvore T' com extremidades t e t'.

Sejam N e N’ os conjuntos de nds dos dois componentes conexos da floresta 7'\ e,
contendo respectivamente ¢ e t'. Entdo, o conjunto de vértices:

ViV

separa o0s conjuntos:

Uv. e U

neN neN’

no grafo G.
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Demonstragao: Suponha, por contradicdao, que V; NV ndo separa os conjuntos

UV" e UV"'

neN neN’

Entdo, existe um par de vértices v € |J,cn Vo € v € U,yens Vv, ambos fora de VNV,
tal que:

ouv =10,
ou v e v’ sdo adjacentes em G.

Pelo item (C2) da definicao 3.1.2, existe um né t” € V(T) tal que v,v" € Vju.
Sem perda de generalidade, podemos supor que t” € N’. Como v € V,, comn € N, e
v € Vi, seque pelo item (C3) que todos os nés entre n e t” em T (inclusive t e t') contém v.
Em particular, temos:
v E VQFWVQu

Mas isso contradiz a suposicdo de que v ¢ V; N V.
Portanto, V; NV separa os conjuntos desejados. |

Teorema 4.2.7. Seja |V(T)| > 2, e para cada t € V(T), seja G um subgrafo conexo de G
tal que:
VX(%)(\V;::Q

Entdo, existem vértices t,t' € V(T'), adjacentes em T, tais que:
ViNVy  separa os conjuntos  V(G;) e V(Gy) emG.
Demonstragdo: Para cada t € V(T'), seja B; um ramo de 7" em ¢t de modo que T3(v) = By

para todo v € V(G)).

Isso é possivel pelo lema 4.25. Usa-se o fato de que |V(T)| > 2 para garantir que T
tem um ramo em ¢.

Seja e; a aresta de T ligando t a um vértice de B;. Agora, T tem menos arestas do que
vértices, e portanto existem vértices distintos ¢,t' € V(T') com e; = ey. Entdo t e t' séo
adjacentes em T'.

Sejam V' e V’ os conjuntos de vértices das duas componentes conexas do grafo 7'\ e,
com:
teV e teV.

Entdo, temos as igualdades:
V=V(B) e V' =V(By),
e as seguintes inclusdes sobre os subgrafos:

V(Gy) C U Vi, V(Gy) C U |75

neV’ nev

O resultado segue do teorema 4.2.6. [ |
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Definigao 4.2.8. Seja G = (V, E)) um grafo, e seja
P=A{P,P,,..., P}

um conjunto de caminhos em G.

Dizemos que P é um conjunto de caminhos vértice-disjuntos se, para quaisquer {ndices
i,j € {1,2,...,k}, com i # j, os conjuntos de vértices dos caminhos P; e P; sdo disjuntos,
isto é:

V(P)YNV(E,) = 0.

Seja S o cilindro r x s, onde r < 2s, e seja (', ..., seus circulos em ordem, onde C}
é o clrculo central.

Teorema 4.2.9. Seja X C V(.S) um subconjunto de vértices, tal que:
X NV(C;)| >2 paratodoje{1,2,...,s}.

Entdo, existem  caminhos em .S, mutuamente vértice-disjuntos, cada um com extremidades
em X e V(Cy).

Demonstragdo: Pelo teorema de Menger (1.1.16), basta mostrar que se Y C V(S) e |Y| <,
existe um caminho de S entre X e V(Cj) que evita Y.

Entdo, seja Y C V(.5), com |Y| < r. Agora, como r < 2s, existe j com 1 < j < s tal que
V(G)nYl <1

Escolha v € V(C}) tal que V(C;) NY C {v}. Entdo V(C;) — {v} ndo contém nenhum
vértice de Y. No entanto, ele contém um vértice de X, uma vez que |V (C;) N X| > 2.

Seja L o conjunto de vértices em uma linha radial de S tal que LNY = (. Isso é possivel,
pois S tem 7 linhas radiais e |Y| < 7.

Entdo, LU (V(C;) —{v}) é um subconjunto de V(S) —Y e induz um subgrafo de S que
contém um caminho de S entre X e C, evitando Y. [ |

Teorema 4.2.10. Seja (7, V) uma decomposicdo em arvore de S, onde V = (V; : t € V(T)).
Entdo existem ty € V(T') e r caminhos disjuntos por vértices de S, cada um entre V;, e Cs.

Demonstragao: Sejam os conjuntos de vértices das linhas radiais de S: Ly,..., L,.
Se algum t € V(T) tem V; N L; # () para todo i (1 < i <), o teorema é verdadeiro.
Supondo entdo que, para cada t € V(T), existe ¢ com 1 <4 <r tal que V; N L; = (.

Pelo teorema 4.2.7, existem t¢,t' € V(T'), adjacentes em T', tais que V; NV} separa L; e
Ly para algum 4,7 com 1 < 4,7 <r, e V,NVy ndo intersecta nem L;, nem L.

Claramente i # 7', e para 1 < j < k, os dois caminhos em C; de L; para L;; se encontram
em V,NVy, eassim [V,NV(C;)| >2(1<j<s).

O resultado segue do teorema 4.2.9. [ |
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Teorema 4.2.11. Com S,C4,...,Cs como antes, seja V(Cs) = {uy,...,u.}. Seja H outro
grafo, disjunto por vértices de S, e sejam vy,...,v, vértices distintos de H. Construa G
fazendo as identificacées uy = vy, ..., u, = v,. Se G tem largura em arvore < w, entdo H
tem uma decomposicao em drvore (7.,V) onde ¥V = (V; : t € V(T)), de larqura < tal que
{v1,...,v,} TV, para algum ty € V(T).

Demonstracdo: Seja (7,V;) uma decomposicdo em d&rvore de G de largura < w, onde
V)= (Y :t e V(T)). Defina

Vo= (Y,NnV(S):teV(T)).

Claramente (T,V,) é uma decomposicdo em arvore de S, e assim pelo teorema 4.2.10 existe
to € V(T') e caminhos disjuntos por vértices Py,..., P, de S, cada um entre Y;, NV (S) e
{uy,...,u.}. Ordene-os de forma que para 1 < i < r, u; seja o vértice terminal de P,. Para
t € V(T), defina

V,=Y,NnV(H)U{v;: 1 <i<r,Y,NV(P) #0}.

eV = (Vi:teV(T)). Afirmamos que (T,V) é uma decomposicao em arvore de H. Pois
suponha que t,t',t" € V(T), e t’ estd no caminho de T entre ¢t e t”, e suponha que v € V;, Vjn.
Devemos mostrar que v € V. Agora se v # vq,...,v, entdo v € Y; NYy C Yy, e assim
vEVy Sewv=uw;,entdo ,NV(P) #0eYNV(P) #0. Mas Yy separa Y; e Y em
G pelo teorema 4.25, e assim Yy NV (P;) # 0 e novamente v € Xy. Portanto (7,V) é uma
decomposicdo em arvore de H. E tem largura < w, e

{v1,..., 0.} TV,
[ |

Se H é um menor de G, entdo cada vértice u de H é formado escolhendo um subconjunto
nao vazio Z, C V(G) e identificando os vértices em Z, por meio de contracdo. Se v € Z,,
escrevemos v — .

Seja (Hy, Hs) uma separacdo de G, r = |V(H;) N V(Hy)| e s o menor inteiro tal que
2s > r. Sejam Sy e Sy grafos, ambos isomorfos ao cilindro X s, e seja o conjunto de vértices
dos circulos centrais de Sy e Sy {us,...,u.} e {u},...,u.}, respectivamente, em ordem.
Suponha que S; é um menor proprio de Hy, onde u; — u; (1 < i <7r), e Sy é um menor
proprio de Hs, onde u; — uj (1 <i<r).

Definigao 4.2.12. Defina G; como sendo o grafo obtido de H; e S} fazendo as identificagoes
w; = u; (1 < i <r), e Gy o grafo obtido de Hy e Sy fazendo as mesmas identificacoes.
Dizemos que G é a unido de manga de Gy e Gb.

O sequinte resultado é imediato da construcdo da definicdo de unido de manga.

Lema 4.2.13. Se G é a unido de manga de G e GGy, entdo (G; e G5 sdo ambos isomorfos a
menores proprios de G.

Teorema 4.2.14. Se GG é a unido de manga de GG; e Go, entdo a largura em drvore mdxima
de G é o maximo das larguras de arvore de G e Go.
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Demonstragao:
Seja w o mdximo das larqguras das arvores de G, G5. Pelo lema 4.2.13 e pelo Coroldrio
4.1.23, a largura em drvore de G é pelo menos w. Devemos provar a desigualdade inversa.

Como G tem largura em arvore < w, entdo, pelo lema 4.2.11, H; possut uma decomposicao
em drvore (711,V,) de largura < w, onde ¥V = (V; : t € V(17)), de modo que

{v1,...,u} CV,, paraalgum t; € V(T1).

Defina Ty, V, ty de forma semelhante para Hs, arranjado de modo que T} e T3 sejam
disjuntos.

Seja T a arvore construlda a partir de 17 e T5, adicionando uma aresta que une t; e ts.
Coloque V = (V; : t € V(T)).

Construido dessa forma, (7,V) é uma decomposicao em arvore para GG de largura < w.
[

4.3 Construcao de Cilindros

Nesta secao mostraremos que para qualquer grafo planar H, existe um nimero w tal que
todos os grafos planos que ndo contém subgrafos isomorfos a H tém uma largura em drvore
que ndo ultrapassa w. Este resultado se encontra no artigo ‘Menores de grafos. Ill. largura
em drvore em grafos planares'de Neil Robertson e Paul Seymour [15].

Definicao 4.3.1. Seja r > 0, s < 1 numeros inteiros, e seja M um desenho de um grafo
planar G. M domina o cilindro r x s se ho {uv}er uma sequéncia aninhada C1,...,Cs de
circuitos de M e caminhos P4, ..., P. vértice-disjunto de G, cada um entre V(C}) e V(Cy),
tal que para1 <i<rel <j<s F,NC;éum caminho.

O sequinte teorema utiliza a definicao anterior para estabelecer uma condicao necessaria
e suficiente que garante que o desenho do grafo G domine o cilindro r x s.

Teorema 4.3.2. Sejar > 0, s > 1 nimeros inteiros, e seja M um desenho de um grafo planar
G. Suponha que exista uma sequéncia aninhada (4, ..., Cs de circuitos de M tal que exista
r caminhos vértice-disjunto de G, cada um entre V(C4) e V(C5). Entdo M domina o cilindro
T X 8.

Demonstragao: Seja G um grafo, e C'y, (s, ..., C,. uma sequéncia aninhada de circuitos em
G. Seja Py, Ps, ..., P; um conjunto de caminhos vértice-disjuntos entre V' (C7) e V(Cs).

Escolhemos C4,...,C,, Py, ..., P, de modo que
|[E(CiU...UCsUPU...UP,)|

seja m{nimo.
Vamos mostrar que para todo 1 <i<rel <j<s F,NC;éum caminho.

Suponhamos que P; N C} ndo é um caminho para algum ¢, digamos ¢ = 1. Seja e a
primeira aresta de P; ndo pertencente a C'y. Entdo existe um subcaminho de P; (digamos P;)
entre 7 e (s que ndo usa a aresta e.



4.3. Construcao de Cilindros 59

Mas entdo e nao pertence a nenhum dos Ci,...,C, P|, Ps, ..., P, contradizendo a mi-
nimalidade de

|[E(ChU...UC,UPU...UP,)|.
Logo, P, N Cj é um caminho para todo ¢ com 1 < ¢ <.

Suponha que existe algum j (1 < j < s) tal que P,NC; ndo é um caminho para algum .
Escolha o menor j possivel com essa propriedade. Sabemos que C; N P; é um caminho para
cadai (1 <7< 7).

Como P, N C; nao é um caminho para algum 4, isso significa que j ndo pode ser o menor
valor, que é 1. Portanto, j > 1.

Além disso, j # s, pois isso contradiz a hipétese de que P; é um caminho entre V(C) e
V(Cs). Assim, 2 < j <s— 1.

Suponha que, para algum i (1 <@ < r), existam dois vértices distintos v e v' de P, N C},
de modo que todas as arestas e todos os vértices interiores do subcaminho de P; entre v e
v’ estejam fora de C;. Seja este subcaminho P.

Nenhum vértice interior de P estd em V(C}/) para qualquer j' com 1 < j" < s; pois todos
estao fora de C}, e nenhum estd em Cj_;, pela minimalidade de j. Sejam os subcaminhos de
C; entre v e v' os caminhos Q1 e Q.

Entdo PU @y e P U @, sdo circuitos vértice-disjuntos de todos os Cj (1 < j' < s,
J' # j). Agora, Cj1; estd dentro de um deles, digamos PU Q. Mas entdo C4,...,Cj_1, PU
Q1,Cj41,...,Cs é uma sequéncia aninhada de circuitos, contrariando a minimalidade de

|E(CLU...UCsUP U...UP,),

pois alguma aresta de (2 ndo estd em nenhum dos Py, ..., P,.
Portanto, ndo existe tal valor de 1.

Isso implica que, para cada vértice v de Cj}, se v € P, com 1 < i < r, entdo existe um
subcaminho de F; entre v e (s que nao usa nenhuma aresta fora de C).

Pela escolha de j, existe algum i (1 < ¢ < r) tal que P, N C; ndo é um caminho; entdo
existem vértices distintos v e v’ de P, N C; tal que todas as arestas e todos os vértices
interiores do subcaminho de P; entre v e v estdo dentro de Cj.

Seja este subcaminho P, e sejam ()1 e ()2 os caminhos de C; entre v e v'. Agora, P;NCj
é um caminho; logo, P nao encontra Ck.

Né&o ha caminho em G entre V(Q1) e V(Q2) que evite V(P) e use apenas arestas dentro
de Cj. A partir desses dois fatos, seque-se que, para um dos (); ou (2, digamos Qy:

Pelo fato de que, para cada vértice v € C}, se v € P; com 1 < ¢ < r, existe um subcaminho
de P; entre v e (s sem usar arestas fora de C}, entdo nenhum vértice de ), esta em qualquer
Prcom 1< <r i #i

Seja P’ o subgrafo de G obtido de P, U@y, eliminando as arestas e vértices interiores de
P. Entao P’ contém um caminho entre Cy e C, digamos P/, e Py,..., Py, P!/, Pi1,..., P,
sao vértice-disjuntos.

Mas isso contradiz a minimalidade de (1), pois a primeira aresta de P ndo estd em nenhum
de (4, ..., Cs. Portanto, a escolha de 7 é impossivel. [ |
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Lema 4.3.3. Sejam r > 0 e s > 1 inteiros, e seja M um desenho do grafo planar G. Sejam
C4,...,C5 uma sequéncia aninhada de circuitos em M. Entdo uma das seguintes afirmacées
é verdadeira:

(i) M domina o cilindro r X s;
(il) existe X C V(G) com | X| < r tal que X separa V(Cy) e V(Cs).

Teorema 4.3.4. Sejam r > 0 um inteiro, e seja r’ =7+ 1 se r é (mpar, e ¥’ =1 se r é par.
Seja s > r’ um inteiro. Seja M um desenho do grafo planar G, e suponha que M majora o
cilindro r x s. Entdo ou M majora o cilindro (r + 1) x (s —17), ou G é exprimivel como a
unido em manga de dois grafos planares.

Demonstragao: Sejam C1,...,Cs uma sequéncia aninhada de circuitos de M, e sejam
Py, ..., P. caminhos vertex-disjuntos de G, cada um entre V(C}) e V(Cy), tais que, para
I<i<rel<j<s P,NC;éum caminho.

Ponha r" = 2d. Agora, Cyy1,...,Cs_4 é uma sequéncia aninhada de s — 7’ circuitos de
M. Por (4.2), ou M majora o cilindro (r 4+ 1) x (s —1’), ou existe X C V(G) com | X| < r
que separa V(Cyy1) e V(Cs_yg).

Suponhamos o Ultimo caso. Para 1 < i <, seja P/ o subcaminho de P; entre V(Cgyy1)
e V(Cs_q), sem vértice interior em V' (Cyy1) ou V(Cs_g).

Entdo X NV (P/) # 0; escolha v; € X NV (P/) para 1 <i <r. Temos {vy,...,v,} C X
e | X| < r, portanto X = {vy,...,v,.}.

Seja (Hy, Hs) uma separagao de G com V(H,) NV (Hy) = X, onde C},...,C44q sdo
circuitos de Hy, e Cy_g, ..., sdo circuitos de Hs.

Agora, Hy tem um menor préprio isomdrfico ao cilindro r x d da maneira requerida para
uniées em manga, e o mesmo é verdadeiro para Hs; portanto, G é expresso como a unido de
manga de dois grafos planares. |

Teorema 4.3.5. Sejam r > 0, s > 1 inteiros, e seja M um desenho do grafo planar G.
Suponha que G ndo seja expresso como uma unido manga de dois grafos planares e que M
ndo majore o cilindro r x s. Entdo o raio de G é < k, em que

1
k::s—l—§r2 se 7 € par,

1
k:s+§(r2—1) se r é {mpar.

Demonstragao: Procedemos por inducao sobre r. Para r = 0, o resultado é valido pelo
teorema 4.1.25. Suponha agora que r > 0. Se r é par, entdo pelo teorema 4.3.4, M nao
contém o cilindro (r — 1) x (s + ) como menor. Aplicando a hipdtese de indugdo, o raio de
G satisfaz:

1 1
raio(G) < s+r+ 5((7“— 1) — 1) — s+ 57027

Se r é {mpar, entdo pelo teorema 4.3.4 o desenho M néo contém o cilindro (r—1) x (s+7)
como menor. Aplicando a hipdtese de inducao ao valor » — 1 (que é par), obtemos que o raio
de G satisfaz

raio(G) < s+r + %((r—l)z—l) = s+%(r2—1),
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Teorema 4.3.6. Sejam r > 0, s > 1 inteiros. Se G é um grafo planar que ndo é expresso
como a unido de manga de dois grafos planares, entdo ou G' tem um menor isomorfo ao
cilindro 7 x s, ou tem largura em drvore no maximo
(r é par)
3(s+=r%) =2

ou

(r é {mpar)

3(s+ %(7"2 —-1))—2

Demonstracao: Tome um desenho M de G. Se M majora o cilindro r x s, entdo G tem um
menor isomorfo ao cilindro r» x s. Caso contrdrio, G tem raio < k, onde

1
k= — . r?
s+2 T

1,
— o (r2 21
s+2 (r )

pelo teorema 4.3.5, e o resultado seque do teorema 4.1.24 [ |

Teorema 4.3.7. Para todo grafo planar H existe um numero r» > 1 tal que o cilindro r x r
tem um menor isomorfo a H.

Lema 4.3.8. Seja r > 1 um inteiro. Se G é planar e nao tem menor isomorfo ao cilindro
r X r, entdo G tem largura em drvore < 3(r? 4 2r) — 2.

Demonstragao: Procedemos por inducdo sobre o tamanho de G (isto é,

V(G +E@G)])

Suponha que G seja expresso como a unido de manga de dois grafos planares Gy, Ga.
Entdo G, Gy sdo isomorfos a menores proprios de G, pelo lema 4.2.13, e portanto cada um
ndo tem menor isomorfo ao cilindro r x r.

Além disso, os tamanhos de Gy, G5 sdo menores que o tamanho de G, e assim, por inducao,
G1, G tém largura em drvore < 3(r% 4 2r) — 2,

Portanto, pelo teorema 4.2.14, G tem largura em &rvore < 2(r? +2r) — 2.

Podemos, portanto, supor que G ndo seja expresso como uma unido manga de dois grafos
planares; mas entdo o resultado seque do teorema 4.3.6.

Isso completa a prova. |

O teorema a sequir, mostra que, para qualquer grafo planar H, existe um valor w tal que
todo grafo planar que nao contém H como menor terd largura em arvore no maximo w.

Teorema 4.3.9. Para todo grafo planar H existe um nimero w tal que todo grafo planar sem
menor isomorfo a H tem largura em drvore < w.

Demonstracao: Pelo teorema 4.3.7, existe um nuimero r > 1 tal que o cilindro 7 x r tem um
menor isomorfo a H.

Seja G qualquer grafo planar sem menor isomorfo a H.
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Entdo G certamente ndo tem menor isomorfo ao cilindro r X r e, assim, pelo lema 4.3.8,
G tem largura em drvore < 3(r? 4 2r) — 2. [

Ao longo desta dissertacdo, desenvolvemos um estudo detalhado sobre a estrutura dos
grafos planares no contexto da teoria das bem-quase-ordenacoes. O objetivo central consistiu
em apresentar e discutir a caracterizacdo da bem-quase-ordenacdo para essa classe especifica
de grafos, ressaltando tanto os fundamentos tedricos que sustentam a nocao de BQO quanto
as técnicas e resultados que possibilitam compreender sua aplicacdo em grafos planares.

A principal contribuicao deste trabalho foi justamente a consolidagao dessa caracterizacao,
que evidencia como a classe dos grafos planares pode ser organizada dentro da estrutura
mais ampla da teoria das bem-quase-ordenacdes. Tal resultado reforca a relevancia desta
nocao na teoria dos grafos e abre espaco para novas investigagdes que possam explorar, por
exemplo, extensdes dessa caracterizacdo para subclasses de grafos planares ou para classes
mais gerais de grafos.
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