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Resumo

Neste trabalho, discutimos sobre como fixar termos arbitrarios e dependentes de regularizacdo em
correcoes quanticas de amplitudes. Em alguns contextos, estas arbitrariedades podem ser fixadas por
simetrias da teoria ou condicOes fisicas, como identidades de Ward ou invaridncia de rétulo. Por outro
lado, em outros exemplos veremos que as simetrias nao sdo suficientes para fixar tais arbitrariedades e,
como consequéncia, a amplitude em questao pode ser arbitraria e dependente de regularizagao, apesar de

ser finita. Exemplos apresentados incluem Modelo Padrao e teorias além do Modelo Padrao.
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Capitulo 1

Introducao

Desde o inicio de seu desenvolvimento a Teoria Quantica de Campos (TQC) parecia ser capaz de
descrever satisfatoriamente a natureza em sua forma mais elementar. Basta citarmos, por exemplo, a
teoria de Fermi do decaimento do néutron e a teoria de Yukawa, capaz de descrever a forca forte a nivel
nuclear. Com o consequente desenvolvimento da Eletrodindmica Quantica (QED) e do Modelo Padrao
(SM), a TQC tornou-se talvez a estrutura teérica de maior sucesso na Fisica. Podemos citar como
exemplos as predigoes tedricas das se¢bes de choque e as acuradas predi¢bes dos momentos magnéticos
andémalos dos elétrons e mions.

Contudo, vimos ao longo desse desenvolvimento que nos deparamos com infinitos, que pareceram a
principio inviabilizar estas teorias. A solucdo exata para TQC’s com campos interagentes nao é conhecida
e, por isso, esta solu¢do é obtida perturbativamente. Quando consideramos correcées para a ordem zero,
ou nivel arvore, quantidades divergentes aparecem neste célculo perturbativo. Elas se manifestam de duas
formas, as divergéncias infra-vermelhas e as ultra-violetas. As primeiras aparecem em teorias nao massivas
e sdo consequéncias de idealizagoes do mundo real, como considerar que o espaco tempo é infinito. Por
outro lado, as divergéncias ultra-violetas sao intrinsecas das TQC’s e um programa de regularizagao e
renormalizacao é necessario para dar significado para estas teorias no limite ultra-violeta.

Uma das primeiras propostas desse programa consistia em considerar um "corte"(cutoff) A nas inte-
grais de Feynman para parametrizar a divergéncia na esperanga de que a dependéncia em A desaparecesse
no processo de renormalizacao. Este procedimento tornou-se, todavia, inviavel em teorias de calibre, que
a propoésito, sdo nada menos que as teorias que descrevem as interagoes fundamentais da natureza. Foi
entao que surgiu, no infcio dos anos 70, a chamada regularizacdo dimensional, método que parametrizava
as divergéncias tornando continua as dimensoes do espago-tempo. Este método teve grande sucesso em
teorias de calibre, pois preservava a simetria de calibre além do nivel arvore. O método foi entdo crucial
na prova da renormalizacdo do Modelo Padrao [1] e da liberdade assintotica e escravidao infra-vermelha

[2], ambos os trabalhos vencedores do prémio Nobel de Fisica.
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Contudo, apés o surgimento de outras teorias, o método de regularizacdo dimensional tornou-se in-
viavel, por exemplo, em teorias super-simétricas e modelos com violagio de simetria de Lorentz e CPT.
Conforme mostra a literatura, cada programa de regularizacao explicito tem uma desvantagem: a regu-
larizacdo por cutoff, por exemplo, quebra a simetria de calibre enquanto a regularizagao na rede (lattice
regularization) quebra a simetria de Lorentz pois discretiza o espago-tempo. A regularizagao dimensional,
por sua vez, quebra super-simetria e causa ambiguidades em teorias com objetos de dimensdo especi-
fica. Estas desvantagens tornam o programa de renormalizacdo mais trabalhoso devido a introdugao de
contra-termos para remover quebras espuirias de simetria.

No final dos anos 90, foi proposto o método de regularizacao implicita [3]. Este método tem a vantagem
de nao quebrar nenhuma simetria da teoria e de ndo avaliar termos dependentes de regularizacao. Ele
parte da dnica premissa de que um regulador implicito A (que ndo dizemos qual é) existe para que faga

sentido manipular o integrando das integrais de Feynman utilizando, por exemplo, a seguinte identidade

A gk 1 B A AL 1 A AL (p2+2p-k:)
/ (2m)* (k + p)? — m? _/ (2@4]{;2_7,12_/ A (2 —mD)[(k + p)2 —m2]’ (1.1)

Com a identidade (1.1) conseguimos extrair parte finita das amplitudes divergentes sem introduzir um

regulador, que geralmente quebra simetrias da teoria. Esta identidade pode ser implementada recursiva-
mente em uma amplitude até que a parte divergente seja separada da parte finita. Podemos observar, o
porqué de isto acontecer no segundo termo de (1.1), que possui grau superficial de divergéncia menor do

que o do primeiro termo. A parte divergente das amplitudes é escrita na forma de integrais divergentes

basicas! I
“ee n 2 _ cte ™
Loy 2" (m) = /k (k2 — m2)2tn (12)
e
kM. H2n
gm0 02 —
Liad (M) = /k: (k2 — m2)Ln (1.3)

que, por sua vez, estao relacionadas aos termos de superficie (TS), que se apresentam na forma de diferenga

de infinitos

Th = N I (m?) — 2(2 — w)[ég(mQ) = V9Nt (1.4)
shve? = plnef L, (m?) — 4(3 — w)(2 — w) I (m?) = Eyuntvn Pl (1.5)

S0 = plwnafpiot o, (m?) — 8(4 — w)(3 — w)(2 — w) 42710 (m?) =
Tun M Pt (1.6)

onde 2w representa o grau de divergéncia, substituimos log e quad por 0 e 2, respectivamente, por conve-
niéncia.

Essas diferencas de integrais infinitas sdo chamadas de termos de superficie porque podem ser escritas

'Utilizamos a notagao [, = [ %.
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na forma de integrais de uma quadri-divergéncia

— _/ 9 o
2wT] - k 3kl, (k2 — m2)2_w7

(1.7)
o 0 2(2 — w)ktkek?
(Sow — U2w)"7{u n f = L 37141, EkQ _ T)n2>3_w ) (1.8)
e
4(3 — 9 _ K0 LB LY 1.0
(o’2w—£2w)77{“l’77a67775} _ i (3 ’LU)( 'I,U)k k*kPEY . (19)

. Ok, (k2 — m2)i-w

Os TS sao dependentes de regularizacao e sfo as vezes responsiveis por quebras de simetria da teoria.
Do ponto de vista mateméatico, estes termos sdo arbitrarios porque o resultado de uma diferenca de
infinitos pode ser qualquer ntimero. Se estes termos sobram na parte finita da amplitude, ela pode ser
arbitraria e dependente de regularizagdo, apesar de ser finita, como veremos ao longo deste trabalho. Uma
vez que a parte finita é mensuravel, ela nao deve ser arbitraria e os TS sao fixados por uma simetria da
teoria (via uma identidade de Ward a ser satisfeita, por exemplo) ou alguma condigao fisica.

Este trabalho esta dividido da seguinte forma: no capitulo 2, apresentaremos o decaimento do Higgs
em dois fétons e o problema da Hierarquia como primeiros exemplos de como fixar arbitrariedades via
simetrias a nivel quantico. No capitulo 3, estudaremos a inducao radiativa de termos do tipo Chern-Simons
e veremos que, neste caso, ndo temos razoes suficientes para fixar todas as arbitrariedades. Neste exemplo,
este termo induzido é indeterminado e conseguimos explicar o porqué dos diferentes resultados encontrados
na literatura para ele. No capitulo 4, veremos outro exemplo como este, onde nao temos condicgoes fisicas
suficientes para fixar as arbitrariedades, no termo [JR da anomalia conforme. No capitulo 5, estudaremos
se a simetria de calibre da QED estendida permanece vélida a nivel quéntico. Para responder esta
questao, precisamos exigir a condigao fisica de invaridncia de rétulo e, diferentemente dos exemplos dos
dois capitulos anteriores, ela é capaz de fixar todos os TS. O exemplo do capitulo 5, em particular, € um
dos resultados centrais deste trabalho, pois com ele conseguimos estabelecer uma relacdo diagraméatica
entre simetria de calibre e invaridncia de rétulo: uma s6 é garantida se e somente se a outra também
for. Esta conclusdo ndo se restringe apenas a QED estendida. No capitulo 6, apresentaremos esta relagao
diagramatica entre calibre e rétulo para teorias de calibre quirais abelianas, realizando a prova desta
relacdo a 1- e a 2- loops e mostrando como estendé-la para ordem arbitraria. Neste mesmo capitulo,
também apresentaremos outro dos resultados centrais deste trabalho que é o fato da anomalia quiral (ou
anomalia ABJ, ou anomalia do tridngulo) poder ser independente de rotulo. Ao contrario do que se ¢
apresentado na literatura, esta anomalia ndo precisa ser calculada para o rétulo especifico que satisfaca
as identidades de Ward da simetria de calibre. Nos capitulos 5 e 6, também apresentaremos exemplos
de como tratar ambiguidades envolvendo o trago de matrizes de Dirac com a matriz 5 em integrais

divergentes. Por iltimo, apresentaremos conclusoes e perspectivas do trabalho no capitulo 7.



Capitulo 2

O Decaimento do Higgs em dois f6tons e o

problema da Hierarquia

2.1 O Decaimento do Higgs em dois fé6tons

O decaimento do Higgs em dois fotons foi um dos canais de decaimento utilizados na recente confirmagao
da existéncia da particula de Higgs. Este fato deu um maior enfoque a predigdo teérica da taxa de
decaimento deste processo e, recentemente, essa predi¢do [4] foi questionada em [5]. A razdo para esta
aparente controvérsia estd relacionada com o tratamento de infinitos em Teorias Quéanticas de Campos.
Uma vez que o Higgs ndo acopla diretamente com o foton, este processo, em ordem mais baixa, ocorre
a um loop (as contribuicdes relevantes correspondem aos loops com bosons W e quark top). Em [5], os
autores usam esse argumento para dizer que nenhum método de regularizacao precisa ser aplicado, 1. e.,
uma vez que nio existe um acoplamento direto entre o Higgs e o f6ton, no existe um termo na lagrangiana
de tal forma para renormalizar uma eventual divergéncia advinda da amplitude. Por isso, esta deve ser
finita e, aparentemente, ndo precisa ser regularizada. Nao obstante, varios trabalhos que vieram apods
[5], calcularam este decaimento em diferentes métodos de regularizagao: regularizacao dimensional [6],
Regularizacdo na Rede 7] € Loop Regularization [8]. Todos estes métodos concordaram com o resultado
previamente conhecido [4]. Por outro lado, o calculo foi também realizado em regularizagao por Cutoff
[9, 10] e este concorda com [5].

Esta aparente controvérsia foi resolvida em [11, 12]. Neste trabalho o calculo do loop foi realizado em
Regularizagao Implicita. Como apresentado antes, a vantagem deste método é que ele ndo avalia termos
dependentes de regularizagdo, responsaveis por essas ambiguidades e por quebras de simetrias do modelo.

Para sermos mais especificos, vamos reapresentar os resultados destes trabalhos neste capitulo.
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Figura 2.1: Diagramas que contribuem para o decaimento do Higgs em dois fétons.

Vamos considerar os diagramas com loops de bosons W+, figura 2.1. Apoés uma simplificacdo, a

amplitude deste decaimento pode ser escrita da seguinte forma:

M = ie’gM,, [M;(f;) + M,L(l,bV) + Ml([;) (e1")*(e2")" + (p1 <> P2, 1 > V), (2.1)
onde
M@__A{ (p1)* ()T + (py - po) ID)
[ 72 M'L% Nuv\P1 b2 af b1 -p2 Y
« (e 2
~(0) (2) 1) = (02)u (1) 12| + 775 [ (P - 22) = (2)uo), | . (2:2)
3(nuk? — dk,ky)
M® :/ b 1 7 2.3
w = | @GR~ ME) (G~ M) (23)
M2
M) = 61 |(pr - p)I5” — ()1 = 21 | + 620010 = () () (24)
2
1(3) 17 ]’*/J 3 ku, kuky (2.5)

ozww—Zkﬁ_Aﬁxﬁ—ﬂﬁXﬁ—N%V

M,, €', e e g s30 a massa dos bosons W=, o vetor de polarizacio dos fotons, a constante de acoplamento
U(1) e SU(2), respectivamente. O momento de integracdo esta definido em ¢; = k + x;, onde y; é um
rétulo qualquer que pode ser calculado via conservacao de momento em cada vértice.

Aplicando a regularizacdo implicita para tratar as integrais divergentes das equacoes (2.2) e (2.3),

obtemos o seguinte resultado!:

M@ — [(p2)p(p1)y — M (p1 - p2)] | i o (2.6)
v M2 1672 P '
!Definimos 7 = % e
arcsin®(y/7) para 7 <1,
f(r) =
v —l lnl—i_l_Tl—iﬂ}2 ara 7> 1
T Y P '
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b . 1
M)+ M) = e

y [37—1 L3 ) f(n)

[(p2)u(pl)l/ - nw/(pl 'pZ)] X

2 2

3r—1
+ M (P1 - p2) o2 o) (2.7)

Podemos identificar nas equagoes (2.6) e (2.7) qual a fonte das contradi¢oes entre os trabalhos citados

anteriormente. Como sabemos, vg é o termo de superficie que corresponde a seguinte equagao:

dik 0 Kkt dk 1 dk kP EY
THY — gy = _— = pt¥ —14 . 2.
== | ) Ok, (K2 — A2 " / ()T (12— M2)2 / et ey 28

Obviamente, o resultado da equagao (2.8) é arbitrario, do ponto de vista matematico, pois ndo podemos

atribuir um tnico valor a uma diferenga de dois infinitos, neste caso, a diferenca entre as duas integrais
logaritmicamente divergentes. Do ponto de vista de regularizacoes, cada método d4 um resultado diferente

para termos desta forma. Em regularizacdo dimensional, vg = 0 e em Cutoff vo = ﬁ (isto faz a
contribuigao (2.6) ser nula, concordando com o resultado de [5]), por exemplo.

Como decidir qual dos resultados ¢ fisico? Em [13], o autor comenta sobre estes termos de superficie
em diferentes contextos em que eles aparecem. A sugestdo do autor é que estes termos arbitrarios sejam
determinados por simetrias do modelo ou fenomenologia. Este ponto de vista é bastante razodvel, uma
vez que o resultado finito da amplitude, medido nos aceleradores, ndo deve ser arbitrario ou depender
da maneira que tratamos os infinitos, ou seja, do método de regularizacao. Contudo, em alguns casos,
essa arbitrariedade nao pode ser fixada, como veremos no exemplo do proximo capitulo. No caso do
decaimento do Higgs em dois fotons, se exigirmos que o resultado seja invariante de calibre, podemos
fixar essa arbitrariedade. Se exigirmos pi'pyM,, = 0 na equagao (2.6), ndo conseguimos fixar o termo
de superficie uma vez que esta parte da amplitude ja ¢ transversa. Contudo, exigindo p}'pyM,, = 0 na
equacao (2.7), vemos que o segundo termo da soma sobra, de forma que vy deve ser nulo para satisfazer
a simetria de calibre. Ou seja, neste caso a diferenca entre infinitos é determinada por uma simetria do

modelo. Esta conclusao corrobora os resultados de [4] e [6]-[8].

2.2 O Decaimento do Higgs em dois fé6tons esta relacionado com o pro-

blema da Hierarquia?

Contradicoes entre resultados obtidos em diferentes métodos de regularizacao podem levar a interpretagoes
fisicas equivocadas. Ainda sobre o decaimento do Higgs em dois f6tons, podemos citar [14]. Uma vez que
acredita-se que o Modelo Padrao nao é uma teoria completa, esses autores usam deste argumento para
defender a ideia de que o decaimento H — v s6 é invariante de calibre quando as contribuicoes de todos
os diagramas possiveis sdo somadas, incluindo os diagramas de um modelo mais completo como o Modelo
Padrao Super Simétrico Minimo (MSSM). Esta justificativa, aparentemente, permite-os dizer que o termo
que viola calibre da secao anterior, vg, que é dependente de regularizagao, seria cancelado se exigissemos
que a soma desses diagramas fosse nula. Esta é uma analogia com anomalia AVV do Modelo Padrao,
onde cada digrama fermionico individual apresenta uma quebra de simetria, mas a soma de todos eles
igualada a zero restringe o conteiido de particulas da teoria.

Em [14], os autores ainda vao além e afirmam que a amplitude H — 7 esta relacionada com diver-

géncias quadraticas, o que traria implicacoes para o problema da Hierarquia. Para entender isto, vamos
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: H
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Figura 2.2: Contribuicdo de loop fermidénico para H — . Existe outro diagrama obtido na troca p <> v
€ q1 < q2-
H H

H H

! f f f
Qiﬁ - wam - Qlﬂﬂp + QWWIMH

Figura 2.3: Representacao digramatica da expressao obtida aplicando a identidade de Ward a contribuicao
fermioénica para H — 7.

considerar o diagrama com loop fermionico do decaimento H — 7, figura 2.2. E possivel mostrar [14]
que a amplitude contraida com os momentos externos esta relacionada com a diferenga de tadpoles, figura
2.3:

— d*p 1 1
iMI glgy = — 2 / Tr [ - -
prd1 42 V2 f (2m)4 ﬁ—mf iﬁ—l—yjl—mf

1 1
‘¢+¢2—mf+¢+gl+¢2—mf]' (29)

Como no caso da secao anterior, o diagrama de loop fermionico também depende do termo indetermi-

nado vg. Utilizando o resultado deste diagrama, a identidade de Ward pode ser escrita como :

- dp 1 1 1
M7 by _ v f 2 T , o
VL :0q1q2 41492 \/ief (27[_)4 r ]é—mf’y ﬁ_mf’yuﬁ_mf—i_lu v,

q1,2
_)\ d4 4 d4
=q\'d NG e (8my) [/ 2m)* (02 — m?@)g / (2m)* (p? — m?)Q] ;

L=\
= 4% ﬁei(Smf)(—nuyvo)- (2.10)

As equagdes (2.9) e (2.10) sugerem que o termo arbitrario esta relacionado com as divergéncias qua-
draticas. Desta forma, os autores propdem que se uma condicdo para o cancelamento da anomalia, que
aparece devido ao termo dependente de regularizacao, for exigida, isto resultaria também no cancelamento
das divergéncias quadréaticas, responsaveis pelo problema da Hierarquia. Contudo, podemos mostrar que a

diferenca de tadpoles da equacao (2.9) e figura 2.3, também resulta no mesmo termo arbitrario e, portanto,
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nao esta relacionada com divergéncias quadréticas.

Para ver isto, vamos considerar a expansao

Flb+ @) = £ + oo () + 2200y 2.11)
N 7 0k, 2! Okqk, ’ ’
Aplicando (2.11) para um integrando "shiftado", temos
1 1 ka a kU
- Qg oy T (2.12)
(k+a)?—m} k?—m} (k% —m3)? POk, (k% — m3)?

Portanto, utilizando as equacoes (2.8) e (2.12), a diferenca de tadpoles da

— = —a“v. )
(/~c+a)2—m?c k2 —m} 0
k k

Consequentemente, podemos mostrar que a equagao (2.9) pode ser reescrita como

A
Ha¥ = (8mp) ZLe2 (g1 - go)vo. 2.14
_p 1tz = Bmy) Z5er(a- a2)vo (2.14)

g f
ZMW
q1,2

Este resultado coincide com o da equagao (2.10). Se exigirmos a simetria de calibre para fixar o termo
arbitrario nesta equacao, como fizemos na secao 2.1, concluimos que ele deve ser nulo. Podemos também
exigir uma outra condi¢do, a invariancia de rétulo, na equagao (2.13) e chegaremos na mesma conclusao.
A invariancia de rétulo assume que uma amplitude deve ser independente do rétulo utilizado para nomear

os momentos do loop, por isso, a equacao (2.13) é nula com essa condigao.

2.3 Proposta de abordagem do problema da Hierarquia

As divergéncias quadréticas responsédveis pelo problema da Hierarquia estao relacionadas com uma outra
arbitrariedade que nao é uma diferenga de divergéncias logaritmicas. Nesta secdo mostraremos como ela
aparece e como podemos fixa-la utilizando uma simetria.

As integrais divergentes basicas obedecem as seguintes relagoes:

8Ilog(m2) B —1
om?2  (4m)2m?’ (2.15)
’ O uad (?)
Louad(m
% = Log(m?). (2.16)

Estas relagoes sao obedecidas por qualquer método de regularizacdo. Isto nos permite escrever uma

parametrizacdo para estas integrais divergentes que depende de uma escala A:

i 2
Liog(m?) = e [m % + cl] , (2.17)

A2
Tyuaa(m?) = W [CQM + (14 c1)m? +m?In mZ] : (2.18)
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onde ¢ e ¢y sdo constantes adimensionais arbitrarias, ou seja, podem assumir qualquer valor pois derivando
(2.17) e (2.18) em relacdo a m?, obtemos (2.15) e (2.16).

A equacdo (2.18) nos diz que a arbitrariedade de um tadpole nao esta relacionada a uma diferenca de
divergéncias logaritmicas, como argumentado em [14], e sim a uma constante multiplicativa arbitraria cs.

Utilizando a eq. (1.4) e uma parametrizagdo para a integral divergente quadratica, I*” (m?), podemos

quad
mostrar que:

TH = 1" vz o [(ez — )A + (e1 — ep)m?), (2.19)

onde ¢| e ¢, sdo constantes adimensionais arbitrarias. Ou seja, a arbitrariedade co estd, de certa forma,
relacionada & diferenca de duas integrais quadraticamente divergentes.

Considerando os digramas do Modelo Padrao que contribuem para a correcdo a um l[oop para o
propagador do Higgs e reduzindo as integrais das amplitudes as integrais divergentes béasicas, podemos

mostrar, considerando as equagoes (2.17) e (2.18), que a massa renormalizada do Higgs é dada por [15]:

3c A
2 2 2 2 2 2 2142
mi(A) =m* — ——[m% +2miy +m* —4dmi A+ O | In— | . 2.20
H( ) 8F2U2[ Z w J m ( )
onde v, my, myz, m e my sdo o valor esperado do vicuo e as massas nivel arvore dos bésons W=+, Z9,
Higgs e quark top, respectivamente.

Para fixar a constante arbitraria co vamos utilizar um argumento de simetria como feito nas secoes

anteriores para fixar o termo de superficie. A lagrangiana do setor de Higgs do Modelo Padrao é dada

por:

Ly(x) = [D'(2))'[Du®(2)] — 1i*®(2) @ (z) — A[@(2) D(2))?, (2.21)
¢+
onde ®(x) = o | €0 campo de Higgs, D), ¢ a derivada co-variante que o acopla aos campos de calibre

e u? < 0 é o parametro real que quebra espontaneamente a simetria de calibre SU(2) x U(1) na simetria
de calibre U(1).
As transformacoes de escala
' =e “x, (2.22)

¢ (z) = e_o‘d¢(e_°‘x), (2.23)

deixam (2.21) invariante para u? = 0, onde o é um parametro de escala e d é a dimensdo de escala do
campo. O termo de massa quebra a lei de conservacao relacionada a esta simetria pois ele é o tnico da
lagrangiana que nao possui dimensao de escala igual a quatro, 4. e., a massa ndo transforma de acordo
com as regras (2.22) e (2.23). Portanto, o traco do tensor Energia-Momento, O/, a corrente conservada

neste caso, é dado por

O = m*®(z) 1 (x), (2.24)

onde m? = —2u? é a massa nivel arvore do Higgs. A equacdo acima nos permite dizer que existe uma
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corrente conservada, a nivel classico, no limite de massa nula.

A renormalizacao do modelo faz as constantes de acoplamento dependerem da escala do Grupo de
Renormaliza¢ao (que chamaremos de A). Como esta tltima também muda com uma transformacao de
escala

¥ =e % — N =e%A, (2.25)

isto leva a
SLa(mp (M), A(A)) = a{mir(A)y®(z) @(2) + Br[@() ®(2)]*}, (2.26)

onde m%(A) e A(A) sdo a massa do Higgs e constante de auto-acoplamento renormalizadas, respectiva-

mente,
A% Om%(A?%)
— 2.2
TT L) 0AZ (227)
¢ OA(M)

sao as funcoes gama e beta do Grupo de Renormalizagdo. Logo, a corrente de dilatacdo, quebrada devido

a termo de massa e correcoes quanticas, é dada por
Ol = (m® + m (A)7)®(z) @(x) — Br[®(z) @(2)]*. (2.29)

Usando (2.27) e (2.20), temos

302

R [m% + 2mZ, +m? — 4m?]A% + O(m?). (2.30)

mir(A)y =

Substituimos (2.30) em (2.29). Se tentarmos agora restaurar o limite classico, tomando m — 0
e Bn — 0 na equacao (2.29), o unico termo que estraga a restauracdo da conservacao da corrente de

dilatacao é

—362

Ho_
@# - 872¢)2

[m% 4 2m3y, — 4m2|A%® (z)T®(z). (2.31)

Isto significa que ndo recuperamos o limite classico quando tomamos o limite classico. Por isso, em
uma versao nao-super-simétrica do Modelo Padrao, para recuperarmos o limite classico (0}, = 0), devemos
escolher co = 0.

Este argumento da consisténcia da quebra da simetria de escala nos permite fixar a arbitrariedade da
divergéncia quadratica. E valido notar que este argumento da consisténcia da quebra de uma simetria
classica pode também ser visto em outros setores. No caso da correcao a um loop para o propagador do
elétron, por exemplo, sabemos que a amplitude de partida tem grau superficial linear de divergéncia. Por
isso, poderiamos pensar a principio, que a corre¢do quantica para a massa do elétron fosse da forma dm,
e\, ou seja, variasse linearmente com a escala de energia. Contudo, a simetria quiral da QED ¢ quebrada
pelo termo de massa, de forma que a corrente quiral pode ser escrita como Oujg‘ = 2ime(x) 510 (T).
Desta forma, se tomarmos o limite me — 0 devemos recuperar o limite classico, mesmo quando a correcao
quéntica é incluida. Este é o caso quando fazemos o célculo desta correcao a um loop e descobrimos que

Ome X eg me In mA, satisfazendo assim a consisténcia da quebra da simetria quiral.
€



Capitulo 3

Arbitrariedade em termos do tipo

Chern-Simons induzidos

Invariancia de calibre e de Lorentz sao os principais critérios para incluir termos na lagrangiana de
uma teoria. O termo de Chern-Simons (CS) respeita estes critérios e tem sido considerado em teorias
(2+1)-dimensionais aplicadas ao estudo do efeito Hall quéantico, por exemplo.

Apesar da invaridncia de Lorentz ser um dos principios de construcdo de uma teoria quantica de
campos, a violagao desta simetria tem sido investigada [16]. O Modelo Padrao Estendido (SME) acrescenta
ao Modelo Padrao usual todos os termos que violam simetria de Lorentz e CPT. Tais termos ocorrem a
baixas energias devido a uma quebra espontanea de simetria de Lorentz que acontece na escala de Planck
[17]. Na literatura recente da Fisica de Altas Energias, existe uma gama de experimentos cujo proposito
é o de detectar e limitar tais termos. Uma vez que experimentos para acessar diretamente energias
altissimas, como a escala de Planck, sdo impraticaveis, a deteccdo destes termos a baixas energias é uma
forma de evidenciar uma teoria unificada e de Gravitacao Quéantica que existe nesta escala, dado que a
quebra espontinea ocorre nela.

Um dos termos do setor de calibre do SME ¢é a versao (3-+1)-dimensional do termo de Chern-Simons,
que chamamos de termo do tipo Chern-Simons ou termo Carroll-Field-Jackiw. Ao contréario do termo de
Chern-Simons usual, ela nao respeita invariancia de Lorentz sobre transformagoes nos campos (particle
Lorentz invariance) e a existéncia de um termo deste tipo traz consequéncias fenomenologicas, como
birrefringéncia do vacuo na Eletrodindmica [18]. A nao-observagao desta birrefringéncia, apoiada por
dados astrofisicos, nos diz o quao pouco a simetria de Lorentz ¢ violada no setor de calibre U(1) por uma
estrutura deste tipo [18, 19].

Tem sido discutido na literatura se este termo do tipo Chern-Simons pode ser induzido por corre-

coes radiativas. Neste capitulo, apresentaremos dois exemplos de modelos que foram objetos de extensa

11
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k+(a+1)p

k+ap

Figura 3.1: Corregdo a um loop para o propagador do féton com rétulo arbitrario.

discussao na literatura, a QED estendida e o modelo de férmions em um background gravitacional. Os

resultados deste capitulo estao publicados em [20].

3.1 A inducao de um termo do tipo Chern-Simons na QED estendida

Vamos revisitar a indugdo de um termo do tipo Chern-Simons (também chamado de termo de Carroll-
Field-Jackiw (CFJ)) na versao estendida da QED [16] cuja acao é dada por

Sifbp = [ s 309 — 4~ m — o), 3.1)

onde b é um quadrivetor constante. Este termo, que viola simetria de Lorentz e CPT, é, de acordo com
alguns trabalhos, o responsavel pela indugéo radiativa do termo CFJ.

O coeficiente do termo CFJ foi calculado por diferentes métodos e os resultados discordam um do
outro [21] -[28]. Por exemplo, em regularizacdo dimensional o termo induzido resultante é Log =
?)Q‘%bue“”aﬁFa/gAy [24] e em Pauli-Villars este termo induzido é nulo [16, 21]. Assim como no caso do
capitulo anterior, essas contradi¢oes estao relacionadas a termos indeterminados, como veremos adiante.

O termo CFJ é induzido ao considerarmos a corre¢do a um loop para o propagador do féton. Para
simplificar o célculo, consideramos uma QED nao-massiva. Neste caso, o propagador do elétron pode ser

decomposto na forma
i i

i
= Pr, + Pp, (3.2)
F—pvs  k—p k+p
onde os projetores quirais sao definidos como
1+
Pry = 275. (3.3)

Essa decomposicao nos permite reescrever a correcdo a um loop, representada pelo diagrama da figura

3.1,da seguinte forma

Hﬂ”:%{ni”+nﬁ”+ngﬁ+ngi}, (3.4)
o V N U op Py (ot DY
1 (p’apib)_/k tr{ (k+ap = b2 [k + (a+ L)p + b } (35)

w M [ ap PR (e PP s
H5i(P,o¢pib)—i/k tr{ (bt ap 02k + (0t p Lo } (3.6)

A A g4 P . . .
onde |, e = i % e o € um namero real qualquer que representa a liberdade na escolha do rétulo nos
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momentos internos do diagrama.
O termo de Chern-Simons induzido aparece devido unicamente & equagao (3.6) uma vez que o traco

da equagdo (3.5) ndo resulta em nenhum termo proporcional a um tensor de Levi-Civita. Logo,

v ]' v v ]' v v
5" = 5 (55 (p, ap +b) + TI5% (p, ap = b)] = 5 [T (p, b1) + 5 (p, bo)] =
A A
b kK)o b K)o
p (k+0b1)%(k+p+b1) i (k+02)%(k+p+bs)

Aplicamos entdo a regularizagao implicita para tratar as integrais divergentes da amplitude (3.7). O
resultado é
Y = 4ibyugpge” ™. (3.8)

Este resultado é independente do ré6tulo . Como podemos ver, o termo do tipo CS induzido vai
ser de fato dependente de regularizacdo uma vez que, como no caso do capitulo anterior, ele depende
do termo arbitrario vg. Como ja vimos, este termo é uma diferenca de infinitos que deve ser fixada
por uma simetria do modelo e ndo pelo método de regularizacao. Contudo, se utilizarmos a identidade
de Ward, p,IIt” = 0, como fizemos anteriormente, ndo conseguimos fixar o termo de superficie porque
ao contrairmos a amplitude com p,, o tensor de Levi-Civita se anula. O termo do tipo CS induzido &,

portanto, indeterminado.

3.2 A inducao de um termo do tipo Chern-Simons em uma teoria fer-

midnica no espago curvo

Seguindo a mesma ideia da secdo anterior, a questdo se um termo do tipo Chern-Simons pode ser in-
duzido por corre¢oes radiativas também foi considerada em teorias semi-cldssicas da gravitacao, onde a
matéria é quantizada em um background gravitacional. Da mesma forma que na Eletrodinimica, o termo
do tipo Chern-Simons gravitacional traz consequéncias fenomenologicas. Quando adicionado a Relativi-
dade Geral, este termo leva a ondas gravitacionais cujos graus de polarizacdo podem carregar diferentes
intensidades [29].

O termo do tipo Chern-Simons gravitacional induzido é, assim como no caso da se¢do anterior, de-
pendente de regularizacdo. Por exemplo, em regularizacdo dimensional, o coeficiente do termo CFJ
ﬁ [30] enquanto em Proper-time o resultado deste é @ [31].

A lagrangiana de férmions no espago curvo, com um termo que viola Lorentz e CPT, pode ser escrita

gravitacional é

como

S = /d433 <;e egvﬁfy‘ﬁﬁlﬂ,b —e egbu%“%w) ) (3.9)

onde e & a tetrada e e = det €.
Na equagao (3.9), precisamos definir a derivada co-variante que acopla férmions com o campo gravi-

tacional,

1
D;ﬂ/} = %w + iwuabaab¢a (3.10)

onde wyqp ¢ chamada de conexao de spin, que depende da tetrada, e o = %[va, 71’].
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Na aproximagado de campo fraco, usamos as seguintes expressoes para a métrica e a tetrada:

g =" + khH (3.11)

1
€ua = Mpa + §’Qhuao (312)

Utilizando as expressoes acima, a acao (3.9) pode ser reescrita como
4 L. - L. 7 1 a7, 1~ {a.b.c} 1 {a.b.c}
S= [ dad b By + Sin[hE T = Shr T+ 100hear 9P H — L0y
_ . 1_ _
+ Yhfbu Y sy + 5%%%#}} - wmw} +O(k?). (3.13)

Os indices entre chaves correspondem a permutacoes , i.e., Aler-an}p{Bi-bn} — gor—an ghr-Bn 4
soma sobre as permutacées entre os indices do conjunto a1---ay e [B1---By. As regras de Feynman,

mostradas na figura 3.2, podem ser obtidas a partir da acgao (3.13).

A. Fermion propagator

1

p—hrs’

: =5(p) =

B. Graviton-fermion vertices

o

=V (ka, k3) = %[271""(%2 +lg) =7 (ko + ks)® — 7% (ks + k3)°]

- 5 2 / v 1 ( v 1 L, UV (
= VO (hy, ko, ba) = i? | 15 (Ky + o) (571‘”‘371“ + iy 4 2ot ”‘”73})

1 1 o
+ Ey{%ﬁ”#(:&m + 4k — 3k1)" — Ev{“(2k4 + k)P
1 5 1 p
+ E’y{“n”}{"‘(?)/u + 4k — 3]{52)d} — E’Y{N(qu + kg)y}’l}mj

1 . ,
= ke — )]-
Figura 3.2: Regras de Feynman correspondentes a agao (3.13).

Como feito anteriormente na secao 3.1, precisamos calcular a correcao a 1-loop, neste caso, para o
propagador do graviton. A figura 3.3 mostra os dois diagramas que contribuem. As amplitudes corres-

pondentes a eles sao

3 (p) = i d'k m(k + p, k)S(k Bk k
(@) (p)—z/<27r)4T7‘[V (k+p,k)S(k +p)V(k, k +p)S(k)] (3.14)
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k+p

Figura 3.3: Correcoes a 1-loop para o propagador do graviton. A linha dupla ondulada e a linha sélida
representam o graviton e o férmion, respectivamente.

4
% (p) = i / (dkTr[S(k)V“B“”(n% k)l

() 2m)4
(3.15)
Utilizamos entdo a seguinte expansio para o propagador do férmion
0 SN
= by Sn( 3.16
F= s Z_:%{b} Z (310)

O termo CFJ que estamos interessados em calcular é linear em b. Os termos correspondentes &

expansao em primeira ordem sdo

M) = i [ TV (k + p, k) So(k + p)V P (k, k + p) So (k)5 So (k)] +

+ i [ G Tr[VOP (k, k + p)So(k)VH (k + p, k) So(k + p)pysSo(k + p)] (3.17)
e
H#Vaﬁ( ) =1 ﬂTT[S (k,)ﬁ S (k,)vaﬁ,uy( k})] (3 18)
w)cs\P (2m)d 0(k)py550 D s k)J. .
A amplitude H’ésoé’%(p) ¢ nula quando tomamos o trago. A amplitude H’(‘ay)oéﬁ ¢(p) tem grau superficial

de divergéncia ctibico. Aplicamos entao a regularizacio implicita para tratar os infinitos desta amplitude.

O resultado é

—i i . ,
H?Q%ﬁs(p) :§H2[ < 182 G400 —dwo+ 4&)) pp” — < FTrCiny 3200> n* pQ] PP\ p,+
Hae B)+(pev)+(ae Bue ). (3.19)

Como podemos observar, a equacdo (3.19) contém trés termos de superficie, &, o9 e vg. Desta
forma, é de se esperar que o resultado do termo CFJ gravitacional seja, apesar de finito, dependente

de regularizagdo. Novamente, vamos tentar fixar estes termos arbitrarios via simetrias. A identidade de
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Ward vetorial correspondente a equacao (3.19) ¢

u —1
paTIf55(0) = =3 (46 — g — 9600) (M + N p)pPbyp, = 0 (3.20)

A equagao (3.20) é satisfeita se &g = o9 = v9 = 0 ou &y — vg = 240¢. A primeira condi¢ao determina
o termo CFJ e a segunda ndo. Contudo, a segunda condicdo também satisfaz a simetria de calibre. Se

substituirmos esta condi¢ao na equagao (3.19) obtemos

v —1 i
I%%ym-gﬁ%MWM%Q&ﬂ+9%9@%W—W%%+@M%Q+WMHVH

+ (a+ B, pu+v). (3.21)

O termo CFJ gravitacional, obtido da lagrangiana efetiva correspondente & equagao (3.21), é
1
Log = (QW — 162'0[)) K2 €000 (P RS — 0,0,h7%). (3.22)

Como no caso da se¢do anterior, ndo temos razoes suficientes para fixar todos os termos de superficie,
0 que nos leva a concluir que o termo CFJ gravitacional é arbitrario, apesar de ser finito. Podemos ainda
insistir em fixar o termo de superficie restante via uma outra condi¢do, a invaridncia de rétulo, como feito

na segao 2.2.

k+p+l

af p
g

k+l

Figura 3.4: Correcdo a 1-loop para o propagador do graviton com rétulo arbitrario (.
Exigir que a amplitude seja invariante de rotulo significa fazer

e (p, 1) = ey (p,1') = 0, (3.23)
onde Hé‘:)aﬂ (p,1) é a amplitude correspondente ao digrama com r6tulo arbitrario da figura 3.4.

Assumindo [ = ¢p, onde ¢ é uma constante real arbitraria, e escolhendo I’ = 0, o resultado da equacao
(3.23) ¢

3 .
T, 1) — T (0,1 = 0) = — (6% — )in?[pPn™ (vg — & + 2400)+
+2p°p” (vg — 260 + 2400)]M M brpy, + (@ 4 B p o v) + (@ & B) + (> v) =0 (3.24)
Como podemos ver na equagao (3.24), a condicao para invariancia de rotulo requer &y — vg = 240 e
2&0 — 3vg = 240g. A primeira condi¢do ¢ a mesma obtida quando exigimos invaridncia de calibre. Como

temos trés incégnitas para determinar e somente duas equacoes, concluimos que estas condigoes nao sao

suficientes para determinar o coeficiente do termo CFJ gravitacional e, como no caso da segdo anterior,
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ele é indeterminado. Pode inclusive ndo ser gerado se o termo de superficie for nulo.

17



Capitulo 4

Anomalia Conforme a 1-/oop

Anomalias sdo quebras de correntes cldssicas causadas por correcdoes quanticas. A existéncia desta
anomalia depende da questdo se o método de regularizagao preserva todas as simetrias da teoria. Exemplos
bem conhecidos de anomalias sdo a anomalia quiral (AVV) [32], quando campos de calibre acoplados a
correntes conservadas ddo origem a uma corrente axial ndo conservada, e a anomalia da corrente de
dilatacao, ou do traco, que surge devido a introducao de uma escala na teoria.

Neste capitulo revisitamos uma antiga controvérsia relacionada a quebra da corrente conforme a 1-
loop, também chamada de trago do tensor energia-momento, quando campos de matéria estdo imersos em
um background gravitacional. Como no caso do capitulo anterior, existem diversos trabalhos na literatura
sobre o calculo da anomalia conforme em diferentes métodos de regularizacao. Alguns termos da anomalia
sao dependentes de regularizagdo e isto nos motiva estudar se a quebra da corrente conforme é fisica ou
espuria.

Vamos adotar o mesmo método apresentado na introdugdo uma vez que este método nao avalia
termos dependentes de regularizacdo, nao quebra nenhuma simetria do modelo ou muda o nimero de
dimensoes do espaco-tempo. Esta dltima caracteristica é vantajosa, em particular, em teorias semi-
classicas da Gravitagdo, que possuem objetos topologicos, onde o uso da usual regularizagdo dimensional
nao é adequado. Além disso, a regularizacao implicita tem uma vantagem no cenario das anomalias porque
conseguimos responder se a simetria é de fato quebrada ou se a anomalia é espuria, ou seja, causada pelo
método de regularizacdo que nao preserva uma ou mais simetrias da teoria. Os resultados deste capitulo

estao publicados em [33].

18
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4.1 Visao geral da anomalia conforme

Uma teoria é considerada invariante conforme se ela ndo muda sob as seguintes transformagoes de seus

campos

() = e@W(z), (4.1)

onde ¥ pode ser um campo qualquer (espinor, vetor, métrica ou escalar), o é um parametro de escala e
d & o peso conforme do campo.

A corrente conservada associada & transformacao (4.1) é o traco do tensor energia-momento. Em
teorias cléssicas de campos, essa corrente é conservada no limite de massa nula. As correcdes quénticas
quebram a invariancia conforme na abordagem semi-classica da Gravitacao (veja [34] para um review).
Trabalhos pioneiros sobre esta anomalia calcularam corregbes a 1-loop para o propagador do graviton
devido a acoplamentos vetoriais [35] e espinoriais [36] com o campo de fundo gravitacional. Eles des-
cobriram que, apesar da invaridncia de calibre (difeomorfismo, neste caso) ser preservada, o traco do
tensor energia-momento ndo era mais nulo [37] uma vez que este recebia corregoes finitas. Assim como
outras anomalias, esta quebra causa problemas de renormalizabilidade [38]. No comeco, esta quebra de
simetria foi considerada como espiria [39]-[43], o que equivale dizer que era um artefato da regularizagao.
Contudo, o trago do tensor energia-momento foi computado por diversos métodos. Em [37] foi calculado
diagramaticamente utilizando regularizacao dimensional. Posteriormente, foi também mostrado que a
anomalia aparece com a regularizacao de funcao ¢ [44], regularizacdo point-splitting [45] e no contexto
do método de Schwinger-DeWitt [46]. Uma derivacao baseada na correspondéncia AdS/CFT pode ser
encontrada em [47]. Alguns dos termos de quebra da simetria conforme sao dependentes de regularizagao
como veremos adiante. Um review sobre anomalia conforme e as universalidades e ambiguidades dela em
diferentes métodos de regularizacdo pode ser encontrado em [48].

Vale também destacar que o trago anémalo do tensor energia-momento traz consequéncias fisicas: ele
determina o tensor energia-momento para um buraco negro em duas dimensoes [49] e classifica os estados
de vacuo em quatro dimensoes [50], além de dar origem & condigao de estabilidade no modelo inflacionario
modificado de Starobinski [51, 52|, por exemplo.

A anomalia do trago tem uma forma geral dada por
T = (T!) =aC” + cE + d'0R, (4.2)

onde C? = R? 5= 2R(216 + %RQ ¢ o quadrado do tensor de Weyl, E = R? 5= 4R(2xﬁ + R? ¢ o invariante

nro nro

topologico de Gauss-Bonnet, R é o escalar de Ricci e a,c e ' estdo relacionados com as fun¢oes 5 [48]

1 1 1 1
= — (=N, + —N;+ =N,
f (47)2 (120 S TR ”)’

1 1 11 31
b2 = <%ONS T30 T 180Nv> !
1 1 1 1
= — N, +—N;— —N, |, 43
& (47)2 (180 T30 T 10 ) (43)

onde Ng, Ny e N, correspondem ao niimero de particulas escalares, fermionicas e vetoriais, respectiva-
mente.

Os resultados usuais da literatura sao a = 81 e ¢ = (2. Contudo, existe uma discordancia no coeficiente
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a’. Enquanto a maioria dos métodos de regularizagio prevéem a’ = 3, a regularizagdo dimensional prevée
a = §51[37]. Além do mais, ' desaparece na derivacio baseada na correspondéncia AdS/CFT [47] e
possui valor ambiguo na regularizacao Pauli-Villars [48, 53]. Posteriormente, foi mostrado que o calculo
em regularizagao dimensional pode também fornecer um resultado ambiguo [48].

Vamos novamente investigar se estas contradigdes estao relacionadas com diferengas de infinitos e
vamos avaliar estas diferencas exigindo alguma simetria. Na proxima secao, vamos calcular a correcao a
1-loop para o propagador do graviton devido a acoplamentos com o campo escalar, vetorial e espinorial.
Relacionamos entdo o calculo desta funcdo de dois pontos com o trago (T}/), obtemos o coeficiente a’ e

comparamos com os resultados da literatura.

4.2 Correcao a 1-loop para o propagador do graviton e a anomalia con-

forme

Consideramos a abordagem semi-classica da Gravitacdo, onde a matéria é quantizada mas o campo
gravitacional nao (veja [54] para um review). A parte escalar, fermiénica e vetorial da acdo da teoria no

espaco curvo sao, respectivamente,

5. =5 [ dov=(e"0,00,6 + <R, (4.4

Sy = i/d4x e elpy* D, (4.5)

1
So=-7 / d*z\/—gF"™ F,,, (4.6)

onde ¢ é o acoplamento nao minimo e a derivada covariante é a mesma definida no capitulo 3.

As acoes expressas em (4.5) e (4.6) sdo classicamente invariantes conforme e a acao (4.4) também é no
limite conforme £ — 1/6. Para computar a quebra desta simetria classica, temos de calcular a corre¢ao a
um loop para o propagador do graviton. Como feito na secao 3.2, utilizamos a expansao de campo fraco
para expandir a métrica e a tetrada. Com esta expansao, obtemos as regras de Feynman, até primeira
ordem em k, que listamos na figura 4.1.

Os diagramas que contribuem para a correcao a um loop para o propagador do graviton estdo apre-
sentados na figura 4.2. A parte finita responsével pela quebra quéntica da simetria conforme vem dos
diagramas (a), (b) e (¢). Os diagramas (d), (e) e (f) contribuem somente com divergéncias quarticas
e quadréticas. Divergéncias quadraticas para campos nao massivos sao usualmente feitas zero em regu-
larizagao dimensional [55] e em regularizagao implicita [12]. Divergéncias quarticas nao sao fisicas no
sentido de que nao contribuem para calculo de observaveis, como as divergéncias logaritmicas contribuem
no célculo das fungoes beta, por exemplo. Ambas as divergéncias também aparecem nos diagramas (a),
(b) e (¢). Usando integragao simétrica, como kHk" — %n"”kQ, todas as divergéncias quarticas podem ser

reescritas na forma [ A (gi’)l que pode ser subtraida por um contra-termo cosmologico adequado (detalhes

podem ser encontrados em [56]).
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1K
a = Vel ko ks) = S I0°Pka - ks — kShs — k§kS — 26(kTkT — Kin®®)

- Vfaﬁ(k?’ ks) = %[277aﬁ(5é2 + J3) — (ko + k3)? — 4% (ko + k3)°]

— VOO (kg kg) = %[(nﬂ{anﬁ}” — PV kg - ke + (1P kS RY + VRS K +
FPRS RS — VRS kY — 0 kS kS — Pk kS — P kS EY))

Figura 4.1: Regras de Feynman para campos de matéria imersos em um campo de fundo gravitacional.

®

Figura 4.2: Corre¢bes a um loop para o propagador do graviton. As linhas pontilhada, solida, ondulada
e ondulada dupla correspondem ao escalar, férmion, féton e graviton, respectivamente.

Precisamos calcular as seguintes amplitudes:

7

,ul/oaﬁ ny af
) = 5 [ VI kb ) gV 0k 4 o) @)
prof oSN i)y puvyé — 159 4
11 (p) = 2/v (ko4 2) gV O ) e (48)
1 (p /Tr [V k,k+ V‘“’ k+p,k B 4.9

Nas equagoes acima, 1/2 é um fator de simetria e introduzimos massas ficticias nos propagadores.
Isto é necesséario porque, apesar das integrais serem finitas no infravermelho, a expressdo utilizada na
regularizacao implicita para separar infinitos quebra a integral original em duas integrais divergentes no
infravermelho. O limite mf — 0 & tomado no final. Neste processo, uma escala de renormalizagio A # 0
é introduzida. Observe que a outra parte do propagador do bdson vetorial massivo na equagao (4.8) nao
contribui uma vez que kxk, Vi (k, k 4+ p) = 0 e (k + p)s(k + p)o Vi (k + p, k) = 0.

Depois de tomar os limites mgs — 0 e & — %, descobrimos que a amplitude (4.7) é transversa a menos

de termos de superficie:
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29
= pPpp?

37 1 1 P
Pl (p) = ( P p? + —ptnp? + —pnrp? + p”pﬁp”>p2vo - ( 5

48 16 16 3

1 1 09 3 37
—p'nrp? + —p'p p”>p2£o + (pﬂ N p? + —ptnp® + —ptnrpt+

1
61/2
AT LA T 3 8 g7 8

16

121 1 1 1 1
TP Pﬁp”>p200 + (gpﬁn"”ﬁ LU= U e T )pQwo- (4.10)

Podemos ver na equacao (4.10) que a invariancia de calibre, paHf{mB(p) = 0, é garantida se todos os
termos arbitririos forem nulos. Isto ndo é sempre verdade, como vimos no capitulo anterior, porque eles
podem estar relacionados.

Com essas consideragoes, nosso resultado final para a amplitude (4.7) é

fnf‘”)aﬂ (p) = P2 nPHp® + 0P p® — pepkn — pPptn™ — peprnPt — pPprnen) [1800
1 p? 9 7
I )\ _ bl _ & _ aﬁ yi24 2 _ (0% B vV Oéﬂ b
+240<log( ) n( v))] (e = p I =P | bt

L (; (A% = bln _r T b+I (A% = bln ~ P (4.11)
* 360 | 11w 22 180 log 2 | PP :

onde X é a escala do grupo de renormalizacao.
Este resultado concorda com [57] se identificarmos ;o4 (A?) como a parte divergente. Agora precisamos
voltar da expansao de campo fraco para a notacao de tensor de curvatura. Para fazer isto, escrevemos a

acao na forma covariante e focamos atencao no termo LR
S = /d4x\/—g(a102 + aaR?) — /d4x\/—g(2a1W + azR?), (4.12)

onde substituimos C? — 2W = QRZV — %Rz uma vez que o invariante topolégico de Gauss-Bonnet nao
contribui para o propagador [53].
Aplicando a defini¢ao do tensor energia-momento para a agao (4.12), vemos que o trago deste é dado
por
-2, 05

py — 2
<TM> \/jgg 69“”

Portanto, tudo que temos de fazer é determinar a constante as. Para isso escrevemos W e R? no

= 120,0R. (4.13)

limite de campo fraco até segunda ordem em x:
/d4x\/—gR2 = /d%h“l’ [0,,0,00,08 + nu,,na584 — (nuyﬁol@g@Q + nagauayaQ)]haﬁ,

1
(nuua aﬁa _‘_770158 oy 0? )

/14’/770466 + 5 12

12

1
/ d*z/—gW = / d*xht [66”6,,0&6/3 —

1 1 o
+ g(nuanuﬁ + nuan,uﬁ)84 - 877uaaua,882] heb, (4.14)
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Substituindo (4.14) na equagdo (4.12) e comparando com (4.11) escrita no espago das posigoes (a ac¢ao

para o propagador do graviton é S = —% / d%h“”l:[um,gho‘ﬁ, onde ﬁ;u/ocﬁ é a transformada de Fourier da
equacao (4.11)), obtemos 12ay = W. Portanto, nosso resultado para a anomalia devido ao campo
escalar é )
1 _
<Tﬂ >scalar o 180(47T)2DR (415)

Procedemos usando a mesma ideia para obter as contribuicoes para a anomalia devido a campos
espinoriais e vetoriais. O resultado da corre¢do a um loop do propagador do graviton para as amplitudes
(4.8) e (4.9) sao, respectivamente (novamente, termos de superficie feitos zero garantem invariancia de

calibre, i.c., paH’(‘b")“’B( )=0e paH‘(‘SO‘B (p) = 0)

4
—H’(‘”)O‘B(p) P> (™ np* + 0™ p? — ppn™ — pPp 0™ — pop 0 — pPp ™) [75?7

1 p2 af, uv, 2 a, B uv v,oaf 1

+35 (Izog(A ) bln( )\2>>] P p? — pp Pt — pp'n®?) molt
L 0 b | - » + 47b+[ (A2) —bln | — | I (4.16)
30 log 22 30 log 22 bp p p .

3
= ST (p) = p* (00?4 0 p® — popt ™ — PP — pp ™ — pPp ) [ =5b

1 p2 af, uv, 2 a, B uv v, af 3

+ 5 (Ilog(A ) bln( AZ))] (P p* — p P — pHpn™?) molt
L (10 (02) = bln PV 4L 31b+I (A2) — bln SN et (4.17)
60 log )\2 30 log )\2 p ppp. .

Os valores correspondentes para a constante a para as equacoes (4.16) e (4.17) sdo 12a9 = ——=-—7 €

10(47r)
12a9 = W, respectivamente. Multiplicando cada diagrama pelo ntumero de particulas, nosso resultado

1 1 1
(T = <180(47r)2N8 30z 10(47r)2N”> DR = LA, (4.18)

Este resultado concorda com o obtido em [44]- [46],[48] e discorda do obtido via regularizacao dimen-

final é

sional em [37]. Alguns autores defendem a ideia de que isso ocorre porque a regularizacao dimensional
é responsavel por uma quebra dura da simetria conforme e fornece na verdade um resultado ambiguo
[48]. Este resultado também difere do obtido em regularizacdo Pauli-Villars, onde um resultado ambiguo
tambem ¢ obtido [48, 53], e do obtido utilizando a correspondéncia AdS/CFT [47] onde o/ = 0.

4.3 Arbitrariedade na anomalia conforme

Retornamos ao resultado da secdo anterior e investigamos se de fato a tnica solucao possivel, para garantir
a simetria de calibre, é necessario fazer os termos de superficie nulos. Como vimos no capitulo anterior,

estes termos podem estar relacionados de forma a também satisfazer a identidade de Ward. Como exemplo,
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vamos considerar esta identidade para a amplitude (4.8) e exigir que a simetria de calibre seja garantida:

2

2 Pallly () = (

1 v 1% 1% 1% 1 v
gpﬁn“ P2+ ' p? + ptnPrp? + prpPp >p2vo - <8p6n“ P+

3 a4 3, 1 ) 37 5 s T3 s o T3
+Zp“77ﬁ P’ + P nPrp? + 529“1?519 )pgﬁo + <4p5 np? + Zp"nﬁ P’ + <P nPrp® +

121 1 1 1
+2p“pﬂp”> p*oo — <4p6 np + gp"nﬁ Vp? + 11’”775 Hp? +p“p5p”> pPwo = 0. (4.19)

Uma solucdo trivial para a equac¢do acima é anular todos os TS, como vimos. Contudo, considerando

a estrutura tensorial desta equacao, é facil ver que

vg — &o + Tdoy — 2wy = 0, (4.20)
dvg — 3 + 7309 —wp = 0, (4.21)
2vg — &9 + 1210g — 2wy = 0. (4.22)

Uma vez que temos mais parametros do que equagodes, podemos escrever todos os TS em termos de

apenas um, 4. e., vg = —4709, & = —%ao e wg = %00. Consequentemente, a amplitude depende do

termo arbitrario og e, da mesma forma, a anomalia também:

1 (1 497

1 1
e _ L =1 OR = / OR. 4.2
< u>yector @ \10 + Ir ao) R < + Uo> R (4.23)

(4m)2 \' 10

Um resultado arbitrario também é encontrado via regulariza¢ao dimensional em [48], onde a extensao
n- dimensional do quadrado do tensor de Weyl, C?, leva a uma arbitrariedade no termo COR. Existe
também uma arbitrariedade encontrada via regularizacao Pauli-Villars, onde a introducao de uma familia
de campos auxiliares massivos (ndo possuem simetria conforme), para remover divergéncias, também faz
o termo [JR ser arbitrario. Todas essas abordagens sao equivalentes a condicao de renormalizacao, onde
podemos adicionar um contra-termo de vicuo da forma ﬁ J d*z/—gaR?, uma vez que isso nio altera

a evolucao dos parametros a, ¢ e a’ no grupo de renormalizagao.



Capitulo 5

Invariancia de rétulo na Eletrodinamica

Quantica Estendida

Retomamos neste capitulo o estudo do Modelo Padrao Estendido (SME). Em especifico, o setor
estendido da Eletrodinamica Quéntica (EQED). Conforme apresentamos no capitulo 3, a violagdo de
simetria de Lorentz em TQC é um assunto recente na literatura da Fisica de Altas Energias por se tratar
de uma das propostas de se testar Fisica da escala de Planck. O SME é construido com todos os termos
que violam CPT e simetria de Lorentz via transformaces nos campos, mas que sdo compativeis com
invaridncia de Lorentz por transformagotes de coordenadas. O setor eletrodinamico do SME tem sido
testado em uma ampla classe de experimentos, como resumido em [58]. Como exemplo, podemos citar os
coeficientes do setor de elétrons, testado em [59], e os do setor de fotons: o termo do tipo Chern-Simons
testado em [60] e os efeitos de violacao de Lorentz na propagacao de fotons testados em [61].

O SME é bem estabelecido a nivel drvore. A renormalizacdo a um loop para o setor eletromagnético do
SME e célculo das fun¢bes beta foram realizados em [62]. O mesmo foi feito para o setor ndo-Abeliano do
SME: setor de Yang-Mills puro [63], Eletro-fraco [64] e setor da QCD estendida |[65]. Conforme apresentado
no capitulo 3, existem diversos trabalhos considerando a inducao radiativa de termos do SME [66]. A
anomalia quiral no SME foi estudada recentemente em [67]. Contudo, além destes trabalhos, pouco é
conhecido sobre correcoes quanticas no SME. Uma das razoes é a falta de uma escolha adequada para
célculo de correcoes radiativas em teorias com objetos de dimensdo especifica, como simbolos de Levi-
Civita e matrizes v5. Este é o caso do SME, onde o uso da regularizagao dimensional [1, 69], geralmente
aplicada em teorias de calibre, ndo é adequado para este caso. Algumas maneiras de contornar a dificuldade
no tratamento de matrizes 5 em amplitudes divergentes tem sido propostas |70]-[72].

Neste capitulo, avaliamos as identidades de Ward referentes as funcbes de 2- e 3-pontos da QED

estendida, completando a anéalise de [62], onde a parte finita relativa a estas identidades nao foi conside-

25



CAPITULO 5. INVARIANCIA DE ROTULO NA ELETRODINAMICA (QUANTICA ESTENDIDA 26

rada. Mostramos que a invariancia de rétulo, mencionada em algumas situagdes dos capitulos anteriores,
é condicao necessaria e suficiente para garantir a invaridncia de calibre da QED estendida além do nivel
arvore. Neste caso, como nao podemos assumir a priori que a QED estendida (EQED) ¢é invariante de
calibre apods correcoes radiativas, a invaridncia de rétulo é uma ferramenta adicional para nos auxiliar.

Os resultados deste capitulo estao publicados em [73].

5.1 O modelo e as amplitudes

A EQED é o resultado do limite de baixas energias do SME. Ela inclui todos os termos que violam simetria

de Lorentz e CPT em uma série de coeficientes, como podemos ver na lagrangiana abaixo [62]:

1. - _ 1 1 1
L= iwrﬂ(ﬁ#zp — M) — ZF‘“’FW - Z(k:F)HAILVF”VFHA + 5(kAF)“%WAAFW, (5.1)

onde D,, = 0, +ieA, ¢ a derivada covariante, que acopla campos de matéria ao campo de calibre,

[ =~" 417,
v v v 12 - LU 1 v
1=y +d" sy, el +iffys + ig’\“ T (5.2)
¢ 1
M =m + msys + alvy, + by + ina‘“’. (5.3)

Os coeficientes ay, by, vy duvs €us fu, O Huws (BF)auw € (kar)x violam simetria de Lorentz e,
entre estes, apenas os coeficientes a,, by, €., fu, gyuw € (kar)x sd0 responséaveis pela violacao de CPT,

uma vez que o namero de indices é impar.

W\A'{ =—ieyH W%{ =—iel#

i
—_— = —_—— — | H
b (Prm-m pop Pl

IJ\/\/.\/\/V =-2i (kF)(l#‘BV Ps Pa

p
}i/p\)&/\/v = 2e""PY(Kap)q Pp
—_—— =—i Ml

Figura 5.1: Regras de Fenyman da EQED.

Listamos as regras de Feynman da teoria (5.1) na figura 5.1. Nesta figura, o ponto e o X correspondem
a primeira ordem no coeficiente que viola Lorentz em uma expansio do propagador do férmion, conforme
apresentado em (3.16).

A invariancia de calibre global de (5.1) leva a uma corrente conservada, pelo teorema de Noether:
G = eypTHep. (5.4)

Para verificarmos se j* é conservada a nivel quéntico, precisamos verificar as identidades de Ward
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correspondentes aos diagramas da figura 5.2 cujas amplitudes sao

d*k 1 1
. =— | ——Tr|TY H
(@) (/@ﬂ4r[1k—m7%—¢—my

d*k 1 1
wo_ v I3
ey = /@mﬂ*%k—m“k—-wJ’

d*k 1 1 1
me = [ —Tr |y Ik o
) /(2@4 T[7 F—m Y —m’ k—p—m]’

v d'k , 1,1 1
Hl{d):/wﬂ“ [7 —m %—p—mr?(lﬂ_m)%—p—m]’

d*k 1 1 1
I = — — T v M m
(©) L/@ﬂ47{7%—WL1%—m7%—p—m}’

Hﬁf=‘/é?;”[“%jmﬁﬁ—;—nﬂﬂk—;—m}

As amplitudes dos diagramas da figura 5.3, por sua vez, sdo

d*k [ 1 1 1
TH S — | Ty | AH v re
(@) ‘/@ﬂ4r:7%—m7%+¢—mlk—¢—mf
e _ /d4kT [, 1 v 1 N 1 1
o =7 et | Fem g -m Fopom]’
e _ / d*k T -r“ o, 1 N 1 1
@ =)ot E—m Frg-m F-p—m)’

d*k 1 1 1 1
THYO T o F)\ v «
@ /CMV7{7%—w1M“%—m7%+¢—m7k—¢—ﬂj’

va [ dk L1, 1 1 .1
T —/WTT[W o k+g_mf?(k+q»%+¢_mv F—

va d*k L 1,1 . 1 1
T(l}) :/WTT['Y %—m7 %+¢—m7 %_p_mFi\(k—p)Am

d*k 1 1 1 1
T — — | T [yH M v o
(%) /f%v’{”k—nl1k—m”k+¢—m”%—p—my

d*k 1 1 1 1
TH — — | T [y* v M @
(h) /(27r)4 r[y}é—m7 F+¢—m 1}(:—i-g—m7 ¥ — —m}’

vo_ A%k [ 1, 1 o 1 1
Ty = /(27r)4T [7 F—m %+g—m7 k—p—lik— —m}

A invariancia de calibre € valida a 1-loop se as identidades de Ward abaixo séo satisfeitas:
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(5.5)

(5.6)

(5.7)

(5.8)

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)
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(€Y (b) (©
(d) ® ()

Figura 5.2: Fungoes de 2-pontos a 1-loop da EQED.

Y
7YY
YYY

Figura 5.3: Funcoes de 3-pontos a 1-loop da EQED.

Py + Iy + I + g + I + TT) = 0. (5.20)

(p+ Q)T + T £ T £ T L T L T L e ey i) =
(5.21)

Além dos diagramas da figura 5.3, existem os diagramas de pernas de foétons cruzadas. Por exemplo,

o diagrama TH® mais o cruzado dele, nos leva a
(a) ’

Hro Vo _ d4k 1 1 o 1
T + T ) == [ G e g T ¢
d*k 1 o 1 , 1
+/(27T)4T7" [k_?+mrlk+§1+m7 k_’_m'y“] (5.22)

Transpondo o segundo termo da equacdo acima e usando que (v#)T = —C~14#C, obtemos o seguinte
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termo no numerador:
Triy"(k +m)y” (k + ¢ +m)(=C(T)TC =T (k - p +m)), (5.23)

onde )
—OMNTO™! = ey, — A"y, — € — i fYys + ig)““’(n,, (5.24)

Concluimos que os diagramas cruzados cancelam a parte de '} que preserva simetria C. Podemos
entdo substituir I'{ por I'Y = C(I'Y)TC~! +T'¢ nas amplitudes (5.11)-(5.16) para considerar os diagramas
cruzados.

A mesma ideia é valida para M; nos diagramas (g), (h) e (7). Neste caso, a soma de um diagrama com
o cruzado dele leva a M; — C(M;)TC~! = M;j no numerador. Consequentemente, os termos envolvendo

ms e b, se cancelam.

5.2 Identidades de Ward

5.2.1 Funcao de 2-pontos

Nesta se¢do, avaliamos as identidades de Ward correspondentes as fungoes de 2-pontos apresentadas na

figura 5.2. Primeiramente, o lado esquerdo da eq. (5.20) pode ser escrito como:

pénz‘g(p)
[ (e = Q*/ﬁ’”“k—lyn)}[ATT(””kjmp“FT%—;—m)}+
+:/kTr<y”k_1mk,\F1k ; m)—/kTrGVk_lmkAr?k_lm) +
[ (o — (k=P —— ! — )= [ Tr v”%m(k—p)xf?%_m }Jr

K F—p— F—p— k K
+:‘/TT(””k—llik—;—Q*A”(“%—llik—lm)}*
+: /TT( e lik_;_m>+/’€T7«<7V%_1mM1%_pl_m>] (5.25)

Os diagramas das egs. (5.5)-(5.10) correspondem a cada colchete da eq. (5.25), respectivamente. Nesta

equagao, usamos algebra simples como p = F—m—(F— p—m) para cancelar um dos propagadores e separar
alguns diagramas em duas partes. A soma do primeiro termo do diagrama (c), com o segundo termo do
diagrama (d) e o diagrama (b), se cancela. Da mesma forma, o primeiro termo diagrama (e) cancela
o segundo termo do diagrama (f). Depois de tomar o trago, avaliamos as integrais via regularizacao

implicita. A identidade de Ward (IW) é satisfeita a menos de termos de superficie (TS):
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f
P Y T (p) = 412 pappp” + 49" pa + 40° ¢ pa) (€0 — vo) + 4(p*(me” — a”) + 2(me - p — a - p)p”)
1=a
X (2v9 — &) + 4("*pa + Do) (2Ug — & — p20'0) — 8Caﬁpap5p1j0'0. (5.26)

O resultado acima depende de TS’s logaritmicos (vg, { € 09) e de T'S’s quadraticos (vy € &). Conforme
apresentado anteriormente, estes TS’s correspondem & diferenca de duas integrais divergentes e sao, por
isso, indeterminados. Novamente, vamos fixé-los por meio de simetrias [13]. Desta vez, vamos exigir
invariincia de réotulo dos diagramas. Essa invariancia assume que resultados fisicos ndo devem depender
da maneira que rotulamos as linhas internas dos loops dos diagramas. Existe uma liberdade de escolha
deste rotulo desde que o vinculo de conservagdo de energia-momento em cada vértice seja respeitado.
Vamos estender esta discussdo na proxima secdo, apos avaliar a IW da funcao de 3-pontos.

E valido notar que a combinacio me” — a” na eq. (5.26) ndo é observavel porque pode ser removida
com uma redefinicdo de campo na lagrangiana (5.1). Por outro lado, temos também a parte simétrica
de c,y, que em principio, é observdvel. Em ambos os casos, um valor espiirio de um TS levaria a errada

conclusao de uma anomalia de calibre, expressa por coeficientes observaveis ou nio.

5.2.2 Funcao de 3-pontos

Procedemos avaliando o lado esquerdo da eq.(5.21):

%
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Os diagramas das egs. (5.11)-(5.19) correspondem a cada colchete da eq. (5.27), respectivamente.
Novamente, usamos a algebra simples p + ¢ = ¥+ ¢ —m— (k- P— m), para excluir um propagador e
separar algumas amplitudes em duas partes. A soma do primeiro termo do diagrama (e), com o primeiro
termo do diagrama (f) e o diagrama (a), se cancela. O primeiro termo do diagrama (h) cancela o primeiro
termo do diagrama (7). Nos termos restantes, nao realizamos shifts para gerar outros cancelamentos. Isto
porque a operagao gera TS’s extras, quadraticos e logaritmicos, uma vez que as integrais sdo divergentes.
Além disso, precisamos de cautela ao avaliar o objeto Tr[y#y54"v5y*y*45] encontrado na equagdo acima.

Por um lado, é possivel usar a seguinte identidade para reduzir o nimero de matrizes de Dirac:
VPt = gy 4 g Pt — g yP — e PPy s (5.28)

Usando a eq. (5.28), Tr[y*y?y"~v54%] = 4iePVE e 4575 = —P, chegamos ao resultado

Tr{yP Py Sy 0] = di(gPrersor  gPvensar — giveftor _ ghaenBue | gSrenBro _ glonfrdy (5 99)

Por outro lado, é completamente arbitrario quais trés matrizes v escolhemos para aplicar a eq. (5.28).
Uma escolha diferente levaria a uma equacao como a (5.29), porém, com indices de Lorentz permutados.
Além disso, a eq. {7v5,7.} = 0 deve ser evitada dentro de uma integral divergente, uma vez que esta
operacao fixa o TS, como mostraremos no proximo capitulo. Esta abordagem também é discutida em
[70]. Por isso, precisamos considerar todas as permutagoes de indices de Lorentz na eq. (5.29). Para isso,

o traco mais geral seria [70, 74]:

_IiTT[’)/“’}/V’ya'yB’y%yéfys] = _gaﬂew&w + gaweﬂéuu _ gaéeﬂW’HV _ galt€575V + gal’eﬁwslt _ gﬁ”/ea(itw + gﬁlseawiy_'_

+ gﬁp,ea'y&V - gﬁuea'y&u - 9’75€C¥5/W o g'y,ueaﬂéu + g'W/EOzﬁS;L + g5u€aﬁ'yu o géueaﬁﬁ/u o guueaﬁfyé, (530)

que pode ser obtido substituindo a matriz 5 pela defini¢ao dela, i. e., v5 = %ewaﬁvﬁ"y”v‘l’yﬂ, e tomando
o trago.

Apos tomar os tragos em (5.27), regularizamos as integrais e encontramos

i
P+ 9o ZT(‘;Z)'Q = 4i(dyy + dA,,\)p’\paeaW”(Uo — &) + 8m(p”et + pte” + g"e - p)(2vo — &)+

Jj=a

+8(p"a" + pta” + g"a - p)(2v — &) — (=p = q). (5.31)

Como na subsecao anterior, a IW depende de TS’s indeterminados, apenas logaritmicos desta vez,
porque as amplitudes sao linearmente divergentes. Novamente, a IW é quebrada apenas por estes termos

arbitrarios. Na proxima se¢do, mostraremos que eles podem ser fixados pela invaridncia de rétulo.

5.3 A relacao entre rétulo e simetria de calibre

Como discutido na secéo anterior, a simetria de calibre é quebrada por termos arbitrarios e dependentes

de regularizacdo. Veremos adiante que estes termos podem ser determinados via invaridncia de rétulo.
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Esta ultima é uma caracteristica compartilhada por qualquer teoria, uma vez que assume que resultados
fisicos nao devem depender da maneira que rotulamos as linhas internas dos diagramas de Feynman,
desde que respeitemos a conservacao de energia-momento em cada vértice. Os TS’s sdo responséveis nao
s pela quebra de invariancia de calibre, mas pela quebra de rétulo também. Isto nos permite conjecturar
que exista alguma relacado entre réotulo e simetria de calibre. Conjectura esta que também verificaremos
a seguir.

Primeiramente, recorremos a representacao diagramatica de uma IW [75]|. Por exemplo, para uma IW
de uma funcado de n-pontos qualquer, precisamos inserir uma perna de féton externa em uma funcdo de
(n—1)-pontos em todos os lugares possiveis. Na figura 5.4, podemos ver um exemplo simples para o caso

da IW da funcdo de 2-pontos.
R ‘ K Kk
=D k- p PP ot

NER

Figura 5.4: Relacao entre rétulo e simetria de calibre a 1-loop.

A figura 5.4 é a forma diagramética de uma manipulagdo simples das amplitudes:

paat () = [ [ 70 (”V;é—lm’”r?%—1rrﬁ”j%—zﬂ1—m>}+

/kTT <7u%_1mpk_;_m(k—p)xrﬁm>} - [/kTr (yuk_lmpur‘fk_;_m)} .
/kTT (w}é_lmmrik_;_m> —/kTr (fyl/}é—lmk)‘ri\k—lm)}_F
J

Tr (v”m% - p)ﬂ?M) -

- [ (Mt - [ (0 ek ) 532

Vemos em (5.32) que uma IW pode ser escrita como a diferenca entre dois diagramas de diferentes
rotulos. Se essa diferenca for nula, 7. e., a condicdo para satisfazer invaridncia de rétulo, a invaridncia
de calibre é automaticamente satisfeita. O inverso também é valido, se a identidade de Ward for nula,
a invariancia de rétulo é automaticamente satisfeita. Avaliando os diagramas explicitamente, obtemos a
condi¢do a seguir para invaridncia de rétulo.

Na figura 5.5, [ ¢ um rétulo qualquer e podemos fazé-lo proporcional ao momento, i. e., [ = ap.

Considerando os tadpoles como funcgoes de [, 7(1), o resultado do lado esquerdo da figura 5.5 é
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K+1 k+1" K+1 k+
@ (@ (b) (b)

Figura 5.5: Invariancia de rotulo de tadpoles.

(Tt () = 70y (1) + () (1) — 703y (1)) = 4(a”® — o) (12 pappp” + 4p* "o + 4p* ™ pa) (€0 — vo)+
+4(a? — o) (p*me” + 2mp”e - p)(2vp — &) + 4(a® — /) (2P papsp” + ¢ pap? + ¢ pap?) oo+
+4(a — a)("pa + o) (202 — &2) (5.33)

Como «a # o por defini¢do, a tnica solugao possivel da eq. (5.33) é fazer todos os termos de superficie

nulos, i. e., vg = & = 0p = 0 e vy = & = 0.1 Esta solucio garante a invariancia de calibre uma vez que
a IW de (5.26) é satisfeita.

De maneira similar, o mesmo ocorre para a funcao de Green de 3-pontos. A condicao para invariancia

de rotulo dos diagramas tridngulo estd apresentada na figura 5.6.

K+ ky K+Kky

— ) +..=0
k+k2 k+k3 k+k2 k+kI3

Figura 5.6: Representacao diagramética da invaridncia de rétulo para os diagramas tridngulo.

Desta vez, temos pelo menos trés rotulos diferentes, correspondentes a cada linha interna. Assim, o

que precisamos calcular é

/
(P + @)a Y (Tfy (k1 o ky) — Ty (K, Ky, K3)) = 0. (5.34)

i=a

N&o ¢ necessario considerar os diagramas (g), (h) e (i). Eles apenas contribuem com outros coeficientes

que violam Lorentz e nao alteram as conclusoes abaixo.

O rétulo geral k; obedece as seguintes relagoes devido ao vinculo de conservagao de energia-momento

'Na eq. (5.33), existe uma relagio entre os TS’s quadraticos, va = 52 , que também é possivel. Contudo, o TS v aparece
isolado na condi¢ao para invaridncia de rotulo da QED usual e deve ser nulo para garantir esta condigao.
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em cada vértice:

k? - kS =p+q,
kl - k3 =p,
kg — kl =q. (5.35)

As equacoes (5.35) nos permite parametrizar os momentos k; como combinagao dos momentos externos:

kl =qap + (B - 1)Q7
ko =ap + Bq,
ks =(a —1D)p+ (B —1)q. (5.36)

Considerando as equagoes acima, a condigao (5.34) nos leva a:

f
(p+ @) S (T (ks o, Kg) — T (k3 Ry K5)) = 8i(p + qal(deM™ + dSemsd 4 e 4 gerod 1
T AR )y — die ] (o — o )pa+ (8 — B)aa] = 0 (5.37)

Novamente, uma vez que a # o' e 8 # (' por defini¢do, a tnica solugdo possivel é vy = & = 0.
Podemos entao concluir que a invaridncia de rétulo é condicdo necesséria e suficiente para garantir a
invariancia de calibre a nivel quantico, i.e., (p + q)a Z{:a Tg)”a = 0. Isto significa conservagio de carga
elétrica além do nivel arvore e a auséncia de anomalias de calibre no SME.

A mesma ideia pode ser aplicada para qualquer diagrama com um nimero arbitrario de pernas e
loops. Por exemplo, se o diagrama de partida tem quatro (ou mais) pernas externas, existe uma equacao
equivalente a da figura 5.4, mas que fornece a diferenca entre dois diagramas com quatro (ou mais) pernas
externas cujos rétulos sao diferentes. Uma vez que estes diagramas sdo finitos e a parte finita ndo depende
de rotulo porque é fisica, a invariancia de calibre é trivialmente respeitada neste caso.

Além disso, para completar a prova a 1-loop, precisarfamos calcular a IW correspondente aos diagramas
caixa. Apesar deste calculo ser mais complicado, podemos novamente fazer o uso da ideia apresentada
na figura 5.4. Neste caso, para a IW dos diagramas caixa, teriamos a diferenca entre dois diagramas de
trés pernas de diferentes rotulos. Como mostramos na eq. (5.37) que esta diferenga deve ser zero para

assegurar a IW da funcao de 3-pontos, a IW dos diagramas caixa deve ser também zero.



Capitulo 6

Invariancia de rétulo e democracia em

teorias de calibre quirais abelianas

Neste capitulo, apresentaremos a anomalia quiral em duas e em quatro dimensoes. Nos diagramas
apresentados, veremos que existem dois tipos de identidades de Ward (IW), um associado a simetria de
calibre e outro associado a simetria quiral. Como conhecido na literatura, ndo é possivel satisfazer ambas
as IW. Se a IW da simetria de calibre é satisfeita, a da simetria quiral é automaticamente violada e vice-
versa. A anomalia quiral é fisica, responsavel pelo decaimento do pion em dois fétons. Ela, geralmente, é
pensada na literatura como uma consequéncia da quebra da invaridncia de rétulo, como apresentado em
livros texto de TQC |76, 77|, por exemplo. Contudo, nosso objetivo neste capitulo serd o de mostrar que
nao necessariamente, i.e. € possivel obter o resultado fisico da anomalia quiral para um rétulo qualquer e
esta invaridncia de rétulo é, assim como no caso do capitulo anterior, necessaria para assegurar a simetria

de calibre. Os resultados deste capitulo estdo publicados em [78].

6.1 O modelo quiral de Schwinger

Primeiramente, vamos considerar o modelo quiral de Schwinger como um exemplo de como tratar quanti-
dades dependentes de regularizaciao em teorias com matrizes v5. Vamos também discutir como a anomalia
aparece do ponto de vista do método de regularizacao implicita, mostrando como ela pode ser democra-
ticamente apresentada entre as IW axial e vetorial.

A teoria que vamos estudar é definida pela seguinte agao efetiva [13]

Igs(A) = —ilndet (i — e(1 — v5)4). (6.1)

Focaremos na fun¢ao de dois pontos para o féton com um vértice quiral. Este é o analogo da anomalia

35
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AVV, que discutiremos na proxima sec¢ao, para (1+1)-dimensdes. Explicitamente, temos o diagrama da

figura 6.1 cuja amplitude é

1 1
I, = —e2T7“/7 — Y57, (6.2)
w =%

onde fq corresponde a [ %.

T Y5

Figura 6.1: Funcao de dois pontos para o féton com um vértice axial.

Neste ponto, precisamos adotar um método de regularizagdo para lidar com a amplitude divergente.
Neste caso, adotamos uma versao (1+1)-dimensional da regularizagao implicita. Podemos também consi-
derar que uma vez que a algebra das matrizes 5 € bem definida em dimensoes inteiras, qualquer identidade
envolvendo tal objeto permanece vilida em um método de regularizacao que mantém a dimensio fisica da
teoria. Por incrivel que pareca, esta afirmacdo é falsa, como veremos. Apesar das identidades envolvendo
75, em particular {v,,75} = 0, serem verdade em dimensoes inteiras, elas podem ser falsas quando estao
dentro de uma integral divergente.

Dando continuidade ao nosso exemplo, a primeira prescricao adotada para tratar as matrizes 75 sera:

W5 = oy’ (6.3)
Depois deste passo, tomamos o trago e regularizamos as integrais. O resultado é

(65p% — pup?)(—2b)

I, = —2e%€ 0
uv 14 p2

— 80w (6.4)

onde b = i/dm e gh'vy = g [ (SQT])%W -2 %% ¢ o termo de superficie logaritmico em
duas dimensoes.

As duas identidades de Ward correspondentes, a vetorial e a axial, sdo respectivamente:

2 0
p'LLHuV = 2e“e,9p Vo,

P = —2¢%€,0p° (2 + o). (6.5)

Notamos que a arbitrariedade expressa pelo termo de superficie permanece na identidade. Isto nos
permite obter uma visdo democratica das IW, ou seja, uma nao é violada em detrimento da outra devido
a escolha do rétulo ou do método de regularizagao. Fazendo a escolha adequada de vy podemos preservar
(ou violar) uma das identidades e violar (ou preservar) a outra. Se fizermos vg = 0, preservamos a vetorial
enquanto que fazendo vy = —2b preservamos a axial. Podemos ainda distribuir a anomalia (escolhendo

vo = —b). Em outras palavras, as IW sdo tratadas em pé de igualdade e o TS ¢ o termo arbitrario a ser



CAPITULO 6. INVARIANCIA DE ROTULO E DEMOCRACIA EM TEORIAS DE CALIBRE QUIRAIS ABELIANAS37

fixado dependendo da situacgao fisica.
Vamos agora utilizar uma, prescri¢do diferente na manipulacdo da matriz 75 que, a primeira vista,

deveria fornecer o mesmo resultado acima. Usaremos a identidade

{7}“75} = 07 (6.6)

que implica em
1 1
II zeQT?”/W 5 (6.7)
" =

Como anteriormente, vamos utilizar a equagao (6.3) para escrever

1 _(g—p)° _la=p)"
é_]é’YB = (q —p)2 Ya V5 = (q _p)2 af? - (68)

A avaliagao de II,, agora fornece

b
H;w = 262? (paeaupu + paea,upz/) , (6-9)
que é um resultado diferente do anterior. As identidades de Ward desta vez sdo

pMH,uz/ = *262€u6p9ba
p I, = —2€2€'ugp9b. (6.10)

Notamos o desaparecimento do termo de superficie. Isto nos permite conjecturar que, utilizar as
prescri¢oes das equagoes (6.6) e (6.8), parece implicitamente avaliar integrais divergentes. Se escolhermos
vg = —b nas identidades de Ward do primeiro caso, obteriamos as identidades acima.

A maneira com a qual lidamos com objetos de dimensao especifica (tais como ~;) dentro de integrais
divergentes parece ser ambigua. Na equacao (6.9) vemos que outro tensor de Levi-Civita com um indice
diferente aparece. Se utilizarmos a equacao (6.6), o indice do Levi-Civita que aparece quando utilizamos
a equacao (6.3) muda, de forma que este indice parece ser arbitrario. A questdo agora seria em qual
prescricao deveriamos confiar. Na verdade, a avaliacdo do traco deve ser feita de maneira a considerar
todos os indices, uma simetriza¢ao do trago como apresentada no capitulo anterior em (3+1)-dimensoes,
i. e., tracos envolvendo 5 devem conter todas os termos permitidos pela estrutura tensorial deles. Desta
forma, evitamos ambiguidades ao contrair os indices do termo de superficie com os indices destes tracos.

Para o caso de (141)-dimensoes, deveriamos adotar o seguinte traco simetrizado

TT('YU'YM'YQ'YV'YS) = _2(€0Vga,u — €wYac + €avgop — €ca9ur + €pagor + eaugau)a (6-11)

que pode ser obtido substituindo ~5 pela defini¢ao, v5 = %eup’y“yf’, e tomando o trago.

Substituindo essa identidade na amplitude e usando a prescricdo Yavs = €q97? finalmente obtemos

(609 — pup”)(—2b)
p2

I, = —26e%€, — %] . (6.12)

O resultado correto é, portanto, o da equagao (6.4).
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Figura 6.2: Diagramas tridngulo que contribuem para a anomalia ABJ. Rotulamos as linhas internas com
rotulos arbitrarios k;.

6.2 Revisitando a anomalia de Adler-Bardeen-Bell-Jackiw (ABJ)

Desde sua descoberta [32], a anomalia ABJ foi calculada por diversas abordagens, incluindo a recente
abordagem da "posigdo mais a direita (rightmost position)|71], uma prescricdo para tratar matrizes s
desta amplitude, que permite a regularizagao dimensional preservar a simetria de calibre neste caso. Uma
visao geral sobre os vérios esquemas de regularizacao aplicados neste calculo pode ser encontrada em [76].

Nesta secao, vamos obter a anomalia ABJ do ponto de vista da regularizagao implicita. A vantagem
do método neste caso, como no caso da secdo anterior, é obter uma visdo democratica das identidades de
Ward. Além disso, nesta abordagem, podemos ver a relagdo entre rotulo e simetria de calibre em teorias
quirais, como visto no capitulo anterior na QED estendida. Isto nos permite reinterpretar o papel do
rétulo na anomalia quiral.

Novamente, encontramos na amplitude objetos da forma Tr[y*~v5~4"75y%y*~%]. Uma versio (3+1)-
dimensional da simetrizacao do traco apresentada na se¢ao anterior, também utilizada no capitulo ante-

rior,contém todas as estruturas de Lorentz disponiveis. Esta equacao é

—1
ZTTH ’YV’YQ’Y’B’Y A%y ] gaﬁe'yé;w +ga7655uu _ gadeﬂww _ g@MEﬁWSV +gaueﬁv6u _ 9576@5#1’+
+ 955 4TI gﬁueavév _ ﬁveavéu gwé By _ gweaﬁ&/ + gvvﬁa65u+

+ OB _ goveabp _ g cabyd (6.13)

Temos de usar este resultado ndo ambiguo na amplitude do tridngulo sempre que encontrarmos o traco
de seis matrizes 4 com uma matriz v5. A equacao (6.13) ja foi usada anteriormente em outros trabalhos

[70, 74]. A amplitude dos diagramas de Feynman da figura 6.2 é dada por

Tﬂlfa— /TT |:’L’Yuk kl 27#;é+k3_m@7a75%+k2_m +(M<—>ll,qu). (6'14)

onde os rotulamentos arbitrarios k; obedecem as seguintes relagoes devido a conservacao do momento em

cada vértice

k2 - k3 =p +q,
ks — k1 =p,
kl — kQ =q. (6.15)
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Novamente, as equagoes (6.15) nos permite parametrizar o rotulamento k; na forma

kl =Qp + (6 - 1)q7
ko =ap + Bq,
k3 =(a—1)p+ (8 —1)q, (6.16)

onde « e § sdo ntumeros reais quaisquer que mapeiam a liberdade que temos em escolher o rotulo dos
momentos internos, 7. e., podemos adicionar qualquer combinagdo de ¢ e p em cada linha interna desde
que respeitemos a conservagao do momento nas equagoes (6.15). As equagoes (6.15) e (6.16) do outro
diagrama sao obtidas na troca p < q.

Depois de tomar o traco utilizando a equagao (6.13), regularizamos as integrais da amplitude (6.14).
O resultado é

Tuua = 4Z'U0(Oé - B - 1)6;11/045((] - p)ﬁ + ﬂ{igﬁev (617)

onde vy € o termo de superficie e 1}{;2”6 é a parte finita da amplitude, detalhada no apéndice juntamente
com as integrais deste capitulo.
Aplicamos entdo os respectivos momentos externos na equagdo (6.17) para obter as identidades de

Ward:

puTH® = —divg(a — f — 1)60‘”6)‘]75@\,
g, TM* = divg(a — B — 1)e*PApgqs,

1
(p+q)oTH™ = 2mT§W + 8ivg(a — B — l)e“yﬂApgq,\ — ﬁe“l’ﬂ)‘plgq,\, (6.18)

onde T é o usual triangulo vetor-vetor-pseudo escalar.

O numero vg(aw — B — 1) é arbitrario uma vez que vy é a diferenga de dois infinitos e « e § s@o
nameros reais quaisquer. Podemos resumir essa arbitrariedade em um tnico pardmetro a redefinindo
divg(a — B —1) = ﬁ(l + a). As equagoes (6.18) ficam na forma

1
2

pMT,uua — _47T (1 + a)eal’ﬁ)‘pgq,\,

1

q T = R(l +a)e P g,
1

(p + Q)QTMWX = 2mT5§LV + TﬂaﬁuyﬁAp,gQ)\ (619)

Como no caso do modelo quiral de Schwinger, podemos ver a democracia nas identidades de Ward

(6.19). Se quisermos respeitar invariancia de calibre, escolhemos a = —1 e, automaticamente, a identidade
axial é violada por uma quantidade —ﬁ. Por outro lado, se quisermos manter a simetria quiral a nivel
quantico, escolhemos a = 0 e as identidades vetoriais sdo violadas. A escolha a = —1 faz o termo de

superficie ser nulo ou a combinagdo de rotulo «— 5 —1 = 0. A primeira escolha mostra que podemos obter
a anomalia quiral para um rétulo qualquer, ou seja, a anomalia quiral ndo ocorre por causa da quebra de
invariancia de rotulo. E possivel escolher o rotulo tal que a — 8 — 1 = 0. Contudo, também é possivel
escolher o termo de superficie e obter um resultado geral e invariante de rétulo. Do ponto de vista fisico,
¢ mais interessante deixar o rotulo geral e escolher a arbitrariedade expressa pelo termo de superficie ao

invés dele.
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Concluimos que, ao contréario do que a literatura sobre anomalias diz, a anomalia ABJ no se manifesta
devido a quebra de invaridncia de rétulo pois realizamos este calculo da maneira mais geral possivel.
Alguns livros de TQC realizam este calculo escolhendo o rétulo de tal forma a satisfazer as identidades
vetoriais e violar a axial. Na proxima secdo, veremos que invaridncia de rétulo e simetria de calibre estao

conectadas diagramaticamente, de maneira independente de regularizacgao.

6.3 A relacao entre rétulo e simetria de calibre em teorias quirais

Nesta secao, apresentaremos a conexao entre invariancia de rétulo e invaridncia de calibre vetorial em
teorias de calibre quirais abelianas em ordem arbitraria de teoria de perturbacdo. Adotamos o ponto de
vista diagramatico, apresentado no capitulo anterior para a QED estendida. Assim como nesta teoria,
invaridncia de rétulo também esté conectada a simetria de calibre vetorial, mesmo no caso em que temos
um acoplamento axial entre férmions.

O pouto de partida para a prova diagramética de invariancia de calibre estd apresentado na fig. 6.3,
onde o momento externo p é inserido de todas as maneiras possiveis em cada um dos diagramas desta

figura fornecendo uma representagao diagramatica das IW [75], como apresentado na fig. 6.4.

k+ky @5

k+k +q

@5

k+ ko

Figura 6.3: Diagramas a partir dos quais a prova de invaridncia de calibre é construida.

p Y Yy

o) A,’m -

pu B =

r

Figura 6.4: Representacao diagramatica das IW.
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Explicitamente, obtemos:

Ao ” 1 1 o b
a1 M}él—m’%mp—m”] (6.20)

+

pABM =

1 1 p 1 N
/kTr [%+kz—mpk+%2+zﬁ—m7 [y — ”5]

1 ) 1 1 o s
+/,€Tr[kﬂéz—mfyl%+%2+¢—mpk+%2+7ﬁ+g—m77] (6.21)

DA C)\,uzza —

/TT[ L, 1 y 1 v 1 7‘175}
2 FAks—m"E+ks+p—m' k+ks+p+y—m k+k+p+@—m

1 1 1 . 1 o5
+/k” Lmeg—m’y”%ﬂégw—m’%kﬁpw—m'y Fkstp+@—m' ”]

1 1 v 1 1 a,. b
+/kTT [%+k3—m’yu%+%3+}‘—m7 ;éﬂégJr@—m’”kﬂ@,+p+@—m7 7]
(6.22)

onde k; sao rétulos arbitrarios e Q@ = s + 7.
Diagramas com mais de quatro pernas externas sao finitos, e, portanto, invariantes de rétulo trivial-
mente. Procedemos aplicando a soma e subtracao dos momentos internos, p = (k+§; +p—m)—(k+k;—m),

por exemplo, o que nos permite escrever

p = [ e e 629

1 1
Apo m a, b
pAB —/Tr[ g 77]
k F+ky—m }é—&-%g—i-g—m

1 H 1 a, b
_//k:TT[/]é“‘%z‘f’zij—m7 k-l-%g-i-ﬁ—i—gzi—mW’y] (6.24)
Apva _ r 1 1 v 1 a5
ner _/kT [%%—m”ﬂk%w—m” kst @—m' ”}
1 u 1 , 1 .
_/kTT|:%+k3+p—m7 k+k3+¢+p_m’7 k+k3+p+@—m7 ’75:|- (6.25)

A representacio diagraméatica da equacdo acima é apresentada abaixo na fig. 6.5,

Notando que diagramas de Feynman respeitam invariancia de rotulo se a diferenca entre diagramas
idénticos, mas com rétulos diferentes, é nula, podemos facilmente ver que o lado direito da equacao acima
¢ apenas uma condi¢do para implementar invariancia de r6étulo para os diagramas a partir dos quais a
prova de invaridncia de calibre é construida. Logo, mostramos a partir desta prova diagramética que
a invaridncia de rétulo estd intrinsecamente conectada & simetria de calibre vetorial. Isto significa que
invariancia de rotulo é condicdo necesséria e suficiente para implementar invariancia de calibre.

Vale enfatizar que nao adotamos nenhum método de regularizagdo para tal prova, mostrando que a
relagdo entre rétulo e calibre é geral. Isto nos permite concluir que um esquema de regularizacdo que
preserve(ou quebre) uma simetria, automaticamente preserva (ou quebra) a outra. Esta relagdo também
pode ser vista via termos de superficies. Se estes forem nulos, a simetria de calibre é garantida, implicando

na invaridncia de rotulo e vice-versa. A prova diagramética permite a mesma conclusdo, sem que os TS’s
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5 .5
o — Yy Yy
Py A = k+k1©\/\/\, - K+k +p

k+ka+q k+k +p+q

a5 a5

py B = WVQ\Y/\/V - 77
K+ ko k+k+p

o Clwva =

k+ks+r+p

Figura 6.5: Representacao diagramatica da IW, mostrando a conexao dela com a invaridncia de rétulo.

sejam intermediarios. Por completeza vamos avaliar as eqs. (6.20)-(6.22) em regularizacao implicita, o

que fornece

AN =0, (6.26)
pAB)"‘O‘ = 4iv06““’\5qﬁp>\, (6.27)
p)\CMWOC = 42"()0]?,\60”1’“)‘, (6.28)

mostrando que o TS aparece como esperado.

Para concluir, apresentamos como a prova acima pode ser estendida para ordem arbitraria de teoria de
perturbacao. Para o caso de dois loops, por exemplo, apresentamos os detalhes a seguir. Como explicado
em [75], a ideia por tras da prova de invariancia de calibre ¢ a seguinte: consideramos uma amplitude
qualquer My com um loop fermidénico. A IW ¢é entao obtida inserindo uma perna de féton externa em
todos os lugares possiveis na amplitude basica M. Esta foi a abordagem utilizada no capitulo anterior e
na prova a um loop acima, os diagramas da fig. 6.3 levam a representacdo das IW da fig. 6.4. Para dois
loops o procedimento é similar, precisamos primeiro desenhar todas as genuinas correcdes a dois loops'.
Por simplicidade, desenhamos apenas as fungoes de 1- e 2-pontos na fig. 6.6.

O proximo passo € inserir a perna externa de féton de todas as maneiras possiveis, obtendo assim a
representacao diagramatica da IW, como fizemos a um loop. Explicitamente, para a funcdo de 2-pontos,
temos o resultado da fig. 6.7.

A amplitude correspondente & primeira contribuigdo da fig. 6.7 pode ser reescrita como abaixo

Gop

/"31 /’@ T?" [%1 im;lﬁkl +; - m70k2 +11” - m’yplﬁ +; - m’Yo‘WB} (k1 — ko)2 —m2

_/ / Tr|: 1 Pyg 1 ,Yp 1 ’Ya75:| gcfp2 -

bk LEi—m Kyt pom ki tp-m (k1 — k)2 —m
1 1 1 9o

- Ir ol ol 7“75] : ,

\/’;51//;2 |:k:1+p_m %2—’_?_7’”’ %1+p_m (kl_k2)2_m2

'Diagramas genuinos sdo diagramas sem loops fermionicos fechados como sub-diagramas, caso ja estudado anteriormente.

(6.29)
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Y y°

/\/\/’yj/’y@
w\wf@m«/\/yil@/\/\m

Figura 6.6: Funcoes de 1- e 2-pontos necessérias para a prova diagramética de invaridncia de calibre a
dois loops.

A
(D) - AD) + -TD D
Figura 6.7: Representagdo diagramatica da IW a dois loops para a fungao de 1-ponto.
onde substituimos f = (f +p, —m) — (p, — m) para chegar na segunda linha.

De maneira similar, calculamos o resultado das outras duas inser¢Ges. Apresentamos o resultado

diagramatico destas inser¢oes na fig. 6.8.

kg
k: k
kz . k2 ' k2
Ki+p B -
0 K ki ki +p
p
ki+p

§ NWk\@kZer ij/?@kfrp
k2+P: B
ki+p Ki+ p ki+p
ke ky
= M/\/‘@kz — /\N\ﬁ@k2+p
ki+p ki+p

Figura 6.8: Representacao diagramatica do resultado de cada insercao no tadpole.

Assim, somando todas as contribuigdes obtemos o resultado apresentado na fig. 6.9(a).
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ky ki+p
ko - ka+p
kq ki+p

ki +q ka+q

kl kz

%}

W@
Yl
A

(b)

Figura 6.9: Representacao diagramaética da relacao entre rétulo e calibre para diagramas a dois loops
das fung¢oes de dois- e 3-pontos, (a) e (b) respectivamente. O momento externo p age como um rotulo
arbitrario. Fazer o lado direito nulo corresponde a condicdo de invaridncia de rétulo, enquanto fazer o
lado esquerdo nulo, corresponde a condicdo de invariancia de calibre.

A figura acima mostra, para o caso a dois loops, que invaridncia de calibre estd conectada & invaridncia
de rétulo.

Para completar a prova, temos que calcular as outras IW (py\BM®, p\CM¥®) que possuem, respec-
tivamente, as fungoes de 2- e 3-pontos a dois loops como ponto de partida. Este calculo é anélogo aos
anteriores, apresentamos o resultado de outro exemplo da fig. 6.6 na fig. 6.9. Obtivemos o resultado da
fig. 6.9(b) que nos mostra mais um exemplo da relagdo entre rotulo e calibre. Da mesma forma, este
procedimento pode ser aplicado para os outros diagramas da fig. 6.6 e para diagramas além de dois loops.
A conclusdo que cada um destes exemplos nos mostra é que a invaridncia de rétulo é garantida se, e

somente se, a invariancia de calibre também é.



Capitulo 7

Conclusoes e perspectivas

Neste trabalho, mostramos que o tratamento de infinitos em amplitudes divergentes de Teoria Quéntica
de Campos pode ser feito de maneira consistente na dimensao fisica da teoria e sem a introdugdo de um
regulador explicito. Como consequéncia deste procedimento, tais amplitudes ficam contaminadas por
termos de superficie, as chamadas arbitrariedades, que precisam ser fixados por simetrias da teoria ou
por uma condicao fisica. Desta maneira, uma dada simetria de uma certa teoria nao é quebrada a nivel
quantico pelo método de regularizagdo, mas sim pela condigdo fisica imposta pelo modelo. Como vimos
ao longo dos exemplos apresentados, as simetrias ou as condigoes fisicas podem ou nao ser suficientes para
fixar as arbitrariedades. Caso nao sejam suficientes, a amplitude em questao é indeterminada e ndo tem
significado fisico.

Uma das condigoes utilizadas como critério para fixar arbitrariedades, apresentada nos capitulos 5 e
6, foi a invaridncia de rotulo dos diagramas de Feynman. Mostramos, diagramaticamente e de maneira
independente de regularizacao, que ela é condigdo necessiria e suficiente para garantir a simetria de
calibre da teoria, além do nivel arvore. O préximo passo serd verificar se esta invariancia de rétulo pode
ser entendida como uma simetria do ponto de vista lagrangiano, i.e., transformacoes nos campos da
teoria que deixam a agao invariante, e se existe tal relacdo diagramética entre esta invaridncia e a simetria
de calibre em teorias de calibre nao-abelianas. Este caso nao é tao simples quanto os dos exemplos
apresentados devido aos fantasmas e as auto-interacoes dos bosons de calibre, o que aumenta o niimero

de diagramas a serem verificados nestas teorias.
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Apéndice A

Integrais

A.1 Integrais das amplitudes do Capitulo 3

K 2 r_7 p?
/kkw =li0g(3?) +2b — bIn(~15), (A1)
/k Im zépa {—I,ogw) +vg —2b+bln (-iiﬂ : (A.2)
/k,% i {Izog(v) —vo+2b~bln <—§Z>] + ;szfﬁv (A3)
: m == iﬁ“ﬁpQ [F10g(\*) = vol + é(ﬁn"‘ﬁ +2p°p7) L1og (X*) — o]+
e [ ()4 [ ()1
J M = g g O0) = 6ol P o iy () — o — 2Aon)

L= 5t apy |1 P\ 4] 1:g 3 p*\ 5] L:pp°ptp”
ht v T =2 ) 2 - ZpplepBmt (2 (22 ) - 2 i N 0 G
o g g| P g ol T

(A.6)
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e | 1
MR {epaBt 2y 2y el — = (p2plepaBt 29papBor) [T 2y _£n — 9240n]—
/,f(k4(l<:+p)2 P D7 g (A7) — &l — ¢ (p p¥ ™ +2p°p°p )[ log(A”) — &0 — 2409

1y o fu, a8y |1 PP\ _ 4] e sl PY_ T
= gt e (=g ) =g | F Y | In | =5 ) = 5] (A7)

onde A é a escala do Grupo de Renormalizacio e b= @2

A.2 Integrais das amplitudes do Capitulo 4

1 p2
— = DA +20—bln (- ), A8
/ka(ker)? tog(A%) n< /\2> (A8)
k2 )
_— = — (9] s Ag
/kk:Q(k:—i-p)2 po (A.9)
K2k )
— %™ (&0 — o), A.10
| i~ @ =) (410
k4 .
= p*(3uy — 2&), A1l
/ka(k+p)2 P (3vo — 2&p) (A.11)
K 1 2 p?
kLR 1 1 P2 1 1
v ZpeB 2,08 T 2\ 1 v I e -2 af
/kk‘2(/~€+p)2 <3p Al > [ log(A") — b n( /\2)] <3p Pt er >£o+
1, ., 13 2 5
+ 5P oo + 5bp"p” — Sp*n™, (A.13)
ko kP 1 2
BRARA R P Y TPSRCTE] P R I NI AN § 2 _¢e—pn [ —E-
/kk‘2(/~€+p)2 o (PP = 6p"pTp )|:log()‘) &0 n( )T
« (e} 1 (0% 7 (07
+3(pt P p? + 2pp P + §bp{“n Fp? — ', (A.14)

RPECE 1 4 g
Porranc il
K2 (k+p)? 4
/ EVECRS 1
k

2
vV, Q vV o a » P
W - %(n{u n*Ppt — 3p?plrp Pt 4 48ppPpip ) I:Ilog()\2> ~bln (_)\2”

(&0 — vo) — 6p*(4p°p” + n*Pp?) o, (A.15)

1 6 1 12
{wpaBtpd [ 9650 — €0 — — {a, Bt 2 (9 —
+gn ( 6ao — &o 5wo> +gP P ( 6ao + &o 5 wo)

=y 22 prpleBpury 2202 o B} 189, wwvoop _ Louv a8 Al
+600 <3p77 n 210]9 Y2 +300PPPP SPPPPWO, (A.16)

Por simplicidade, omitimos integrais quarticamente divergentes. Os termos de superficie estdo definidos

no Capitulo 1.
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A.3 Integrais das amplitudes do Capitulo 5

1 L o(1—ua)
I = = -} d Al
I e T R A A
ks U o2(1—x)
8 —b P —% Al
A e e A e e
8
B _ k _ B B
— =1 I Al
7= | G (A-19)
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I, = = I1o(m?) — b Zy(p?,m?) — b m? / A2
o= | s~ ) 0wt o [t (4.20)
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kPkY 1 1
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1 201 _
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(A.29)
onde Zj(p?, m?) é definido como

m® a1l —2) (A.30)
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A.4 Integrais das amplitudes do Capitulo 6

Resultado das integrais da secao 6.1

1 2 2
/q (@ —12)((g—p)® —p2) —ﬁbln </ﬁ> : (A.31)
/q (> - m)(éa— P2 —p2) _];Zbln <_€2> ; (A.32)
/q (¢ - u?)(ng—ﬁ = 30 ) = w0) = (6 =) (1= o (G ) ) -
b (). (A.33)

onde fq = fA (gjr()]?, b= 4= e p & um regulador infra-vermelho.

Parte finita do diagrama tridngulo da se¢ao 6.2
Realizamos o calculo da parte finita do diagrama triangulo, ﬂ{;ﬁ”e Uma vez que ele nao depende de

rotulo, podemos escolher k1 = 0, ko = q e ks = —p e teremos:

T, '/T { ! ! ! + (< < q)
= —1 T ]j’ =
pra i ')’uk_m'%k_’_ﬁ_m’m'%k_p_m 2 p<q

= _8iU0€pyaﬁ<q - p>ﬁ + T!{Iigite (A34)

Apos tomar o traco e regularizar, encontramos a parte finita da amplitude. Listamos o resultado de

cada integral no final desta secdo. O resultado desta parte finita é

TImite =4ib{ e (0%€o1 (. @) — *€10(p, @) + €apurad™ (1 + 2m*&00(p, q))+
+ deanne? 0" [(S01 (P, @) — £02(P, )Py + E11(P, Q)] + (1 <> v,p <> )}, (A.35)

onde as fun¢oes &um(p, ¢) sdo definidas como

1 11—z n,,m
_ [ 2"y
Enm (s q) = /0 d /0 dyQ(y, ot (A.36)
Qy,z) = [P*y(1 —y) + ¢®2(1 — 2) + 2(p - q)yz — m?] (A.37)

e elas tem a propriedade &, (p, q) = &mn(q,p).
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As func¢oes £ também obedecem as relacoes abaixo, utilizadas para obter (A.35)

P (p,0) — (0 Q02(p,q) = 5 [~320((p + )%, m?) + 3 Z0(0*, m*) + 6o (p,@)] . (A.38)
P*61(p,q) — (0~ Dé20(p, @) = 3 [~3Z0((p + )% m?) + § Z0(¢*, m?) + p*w0(p. @), (A.39)
&10(p,q) — (2~ D01 (P @) = 3[=Zo((p + @)%, m?) + Zo(p*, m?) + ¢*€00(p, )], (A.40)
P*01(p,0) — (P 9)¢10(p, 9) = 5[—Zo((p + @)%, m?) + Zo(q m?) + p*&oo(p, a)), (A.41)
*&0(pq) — (- )& (p.q) = 5 [— (5 + m*&oo(p, @) + 3p%01(p, @) + 3¢%€10(p, )], (A.42)
P*o2(pq) — (p- Q)11 (p, @) = 5 [— (5 + m*&o0(p, @) + 30%€10(p, @) + 3p% 0 (p@)] . (A43)

Podemos obter as relagoes(A.38)-(A.43) através de integracdo por partes.

Resultado das integrais da secao 6.2

1
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