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Resumo

Os processos estocasticos constituem uma area fundamental na teoria da probabilidade e
tém uma vasta gama de aplicacoes em diversas disciplinas, desde a fisica e a economia até
a engenharia e as ciéncias biologicas. Esta dissertagao de mestrado visa fornecer uma visao
abrangente sobre os processos estocésticos, abordando aspectos teéricos e a modelagem de

um dos modelos de cooperatividade da hemoglobina, o modelo sequencial de 5 estados.

No capitulo 1 iniciamos com uma revisao dos conceitos fundamentais de probabilidade e
processos estocasticos como uma extensao natural desse campo, destacando sua importancia
na representagao e compreensao de sistemas que evoluem de forma aleatéria no tempo. A
modelagem estocastica é discutida em um certo grau de detalhes, apresentando técnicas

para a construcao de modelos probabilisticos.

No capitulo 3 discutimos brevemente a equagao mestra para um sistema de nascimento e
morte, e dai estendemos o conceito para reagoes quimicas. O estudo da equacao mestra
quimica foi baseado no trabalho de Jahnke T. and Huisinga W., no qual eles estudaram
solugbes gerais para reagoes monomoleculares. Usamos a solugao, que é dada pela convolu-
¢ao da distribuicoes de Poisson com distribuicoes Multinomiais, para estudar o processo

de ligacao de oxigénio na hemoglobina.

No capitulo 4 descrevemos a hemoglobina e seu funcionamento e aprentamos, brevemente,

os trés modelos atualmente aceitos para descrever a cooperatividade da hemoglobina.

Para finalizar a dissertacao, no capitulo 5 construimos a solucao analitica da CME para
dois sistemas que descrevem a cooperatividade da hemoglobina: modelo de dois estados e o
modelo de 5 estados de Adair. No modelo de dois estados considera-se que a hemoglobina
ou esté totalmente ligada ao oxigénio ou totalmente desligada. No modelo de 5 estados a
hemoglobina encontra-se inicialmente com todas suas subunidades sem oxigénio e tem as

subunidaded dpreenchidas até que todas as subunidades estejam ligadas ao oxigénio.

Palavras-chave: teoria da probabilidade, processos estocéasticos, modelagem probabilistica,

cooperatividade da hemoglobina.



Abstract

Stochastic processes constitute a fundamental area in probability theory and have a wide
range of applications in diverse disciplines, from physics and economics to engineering
and biological sciences. This master’s thesis aims to provide a comprehensive view of
stochastic processes, covering theoretical aspects and the modeling of one of the hemoglobin

cooperativity models, the sequential model of 5 states.

In chapter 1 we began with a review of the fundamental concepts of probability and
subsequently introduced the definition of stochastic processes as a natural extension of
this field, highlighting its importance in representing and understanding systems that
evolve randomly over time. Stochastic modeling is discussed in a certain degree of detail,

presenting techniques for building probabilistic models.

In chapter 3 we briefly discussed the master equation for a system of birth and death, and
then extended the concept to chemical reactions. To complement the study of the chemical
master equation (CME) we based ourselves on the work of Jahnke T. and Huisinga W., in
which they studied general solutions for CME for monomolecular reactions. Based on this
work, we show that the solution is given by the convolution of Poisson distributions with

Multinomial distributions.

The 4 chapter was important for introducing a perspective on hemoglobin and its function-
ing, in addition to addressing relevant biochemical concepts. The three currently accepted

models to describe hemoglobin cooperativity were briefly discussed.

To conclude the dissertation, in chapter 5 we built the CME analytical solution for two
systems that describe the cooperativity of hemoglobin: two-state model and the Adair
model. In the two-state model we considered that hemoglobin was either completely bound
to oxygen or completely disconnected. In the Adair model, also known as the 5 states
model, it is the base model of the study. Where hemoglobin has all its subunits without
oxygen, after a probability transition one subunit is filled and thus has all subunits linked

to oxygen.

Keywords: probability theory, stochastic processes, probabilistic modeling, hemoglobin

cooperativity,
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1 Introducdo

"Corpos em movimento, o
universo em expansao (...)
Novos horizontes se néao for isso,

o que sera?"

Humberto Gessinger

Os processos estocésticos sao representagoes matemaéticas de sistemas cuja evolu-
cao temporal é caracterizada pela presenca intrinseca de aleatoriedade e incerteza. Em
contraposicao aos processos deterministicos, nos quais a trajetéria futura do sistema é
totalmente determinada pelas condigoes iniciais, os processos estocésticos incorporam um
componente de imprevisibilidade, refletindo a natureza probabilistica inerente a diversos

fendomenos do mundo real.

Formalmente dizemos que um processo estocastico envolve a especificacao de uma
familia de varidveis aleatorias, onde cada variavel aleatoria representa o estado do sistema
em um determinado ponto no tempo. Suponha que tenhamos uma sequéncia de tempos
to,t1,- -+ ,t; e um espago €2 contendo todos os possiveis estados do sistema. Entao, um
processo estocastico é uma colegao de variaveis aleatorias {X; : t € T'}, onde T' é o conjunto

que contém os valores de tempos possiveis.

Um dos exemplos de processos estocasticos existentes mais simples é Random
Walk, que modela o movimento de uma entidade em um espago, onde cada passo subse-
quente é tomado de forma aleatéria, podendo seguir diferentes dire¢oes com probabilidades
associadas. Existe também o Processo de Poisson, cuja a ocorréncia de eventos ao longo
do tempo sao caracterizados pela independéncia e pela taxa constante de ocorréncia. As
Cadeias de Markov representam sistemas que transitam entre estados, com as transi¢oes
dependentes apenas do estado atual, desconsiderando estados anteriores. Outro processo
importante de citar é os Movimento Browniano, que modelam a trajetoria de uma
particula em movimento continuo e aleatério, sendo frequentemente aplicados em estudos
de fenémenos fisicos. Os processos estocasticos se tornaram fundamentais para a modela-
gem de fendbmenos complexos e dindmicos e tém ocupado um papel central nas diversas
areas do conhecimento. Esta dissertagao se propoe a explorar, analisar e compreender os
fundamentos desses processos. Em um mundo caracterizado por incertezas inerentes, a
compreensao dos processos estocasticos torna-se crucial para desvendar padroes, prever

comportamentos e fornecer insights valiosos.

Nesta dissertacao, usaremos modelos baseados em processos estocasticos para
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estudar o fendbmeno de cooperatividade que surge no processo de ligagao do oxigénio a
hemoglobina. A hemoglobina é uma molécula complexa que consiste em quatro subunidades
globulares, cada uma contendo um grupo heme que possui um atomo de ferro susceptivel
a se ligar a uma molécula de oxigénio. A caracteristica distintiva da hemoglobina é
sua capacidade de modificar sua afinidade pelo oxigénio & medida que mais moléculas
de oxigénio se ligam. Esse fendmeno é conhecido como cooperatividade. No modelo de
cooperatividade, a ideia é que, a medida que uma molécula de oxigénio se liga a uma
subunidade de hemoglobina, ocorre uma mudanca conformacional tal que a hemoglobina
se torna mais propensa a se ligar ao oxigénio criando um efeito de amplificagao. Da mesma
forma, a medida que o oxigénio é liberado, as subunidades restantes tém uma menor

afinidade, facilitando a liberagao subsequente de oxigénio.

O fio condutor entre a teoria de processos estocésticos e o modelo de cooperativi-
dade se dara através da andlise da equagao mestra quimica. A equacao mestra fornece
uma formulacao mateméatica que descreve a evolugao temporal das distribuicoes de proba-
bilidade da hemoglobina estar com zero, um, dois, trés ou quatro subunidades ligadas ao
oxigénio. Essa ferramenta é particularmente pertinente em situagoes onde a estocasticidade
desempenha um papel determinante, como por exemplo em reacoes quimicas, onde flutua-
¢Oes estocasticas podem ter um impacto significativo. O estudo da equacao mestra quimica
oferece uma visao aprofundada dos fenémenos que regem transformacgoes quimicas em
sistemas nao deterministicos. A justificativa subjacente a este tema de pesquisa reside na
aplicacao de métodos fundamentados da teoria de processos estocasticos considerando que
a cooperatividade possui uma dinamica influenciada pela natureza intrinseca e aleatoéria

dos elementos constituintes do processo.
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2 Processos estocasticos

"There are times when all the
world’s asleep, the questions run

too deep for such a simple man"

The logical song - Supertramp

2

Um processo estocastico ¢ um modelo matematico utilizado para descrever a
evolugao temporal de um sistema que muda aleatoriamente ao longo do tempo. Ele é
caracterizado por uma sequéncia de variaveis aleatorias, que representam as diferentes
observagoes ou estados que o sistema pode assumir ao longo do tempo. Essas varidveis
aleatorias sao dependentes do tempo e geralmente sao descritas por uma distribuicao de
probabilidade. O termo “estocastico” refere-se a aleatoriedade inerente ao processo, o que
significa que o resultado futuro nao pode ser completamente determinado com base no
conhecimento do estado atual do sistema. Processos estocasticos sao amplamente utilizados

em diversas areas, como financas, engenharia, fisica, biologia, entre outras.

2.1 Conceitos de Probabilidade

Eventos aleatorios serao os objetos de estudo ao longo dessa dissertacao. Portanto, a
primeiro pergunta é: "o que é um evento aleatério?". Essa pergunta esta intimamente ligada
a compreensao de experimentos aleatérios os quais, basicamente, sao experimentos cujos
resultados nao podem ser previstos com total certeza antes da realizacao do experimento,
podendo apenas serem atribuidas probabilidades a cada resultadd’] Por exemplo, se
lancarmos um dado de seis faces, nao viciado, é impossivel afirmar com absoluta certeza
qual face cairé para cima. O conjunto de todos os resultados que podem ser obtidos ao se

realizar um experimento aleatério é definido como espacgo amostral €.

Definigao 1 (Evento). Seja Q2 o espago amostral do experimento. Entdo todo subconjunto
A C Q € denominado como evento. Se A = Q) dizemos que A € um evento certo, se
A =1 é dito que A é um evento impossivel. Seja w € ), o evento {w} € dito evento

elementar.

No exemplo do langamento do dado, o espago amostral é definido como 2 = {1,2,3,4,5,6}.
Um evento A pode ser do tipo "observar um nimero par", isto é, A é o subconjunto

{2,4,6}. Vale ressaltar que, neste exemplo, fizemos uma identifica¢ao intuitiva entre os

L Pode-se atribuir a certos evento uma probabilidade igual a um. Porém, nesse caso a qualificacdo de

“provavel” é meramente formal.
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numeros das faces do dado e os resultados elementares do experimento. Portanto, dizer que
o resultado observado é 2 significa dizer que a face do dado em que esta inscrito o niimero
2 esta virada para cima. Em um langamento de moeda podemos, por exemplo, associar
o nimero 1 & face cara e —1 & face coroa. A relagao entre o nimero e o resultado do
experimento é arbitraria e pode ser formalizada, como veremos, pelo conceito de variavel

aleatoria.

A partir da definicao de eventos, é interessante responder a seguinte pergunta: é
possivel associar alguma medida a um subconjunto A de 2 de modo que essa medida
expresse o quao provavel é um elemento de A ser observado no experimento? A resposta
intuitiva baseia-se na nocao de resultados equiprovaveis. Se {2 contém uma quantidade
finita de elementos, entao a probabilidade do evento A ser observado é proporcional &

quantidade de elementos em A:

# de eventos favordveis

P(A)

2.1
# eventos possivers (2.1)

No exemplo do langamento de dados, se A representa o evento “sair um nimero par”, entao

teriamos

P(A) = 2. (2.2)

Um experimento mais interessante seria o de selecionar aleatoriamente um ponto
no circulo unitario de raio 1, onde Q = {(z,y) € R? : 2? + 3?> < 1}. Note que Q
possui infinitos pontosﬂ. Portanto, nao podemos “contar” a quantidade total de pontos
no conjunto e usar a definigdo 2.1 Ao invés dessa estratégia, podemos usar a nogao de
resultados equiprovaveis da seguinte forma: dois eventos A;, Ay serdao equiprovaveis, isto é,
P(A;) = P(Ay) se, e somente se, possuirem a mesma area. Entao, se A C ) estiver bem
deﬁnid(ﬂ a probabilidade de A é dada por

B Area de A

P(A) = — .
Area de

(2.3)

Essa maneira de atribuir a probabilidade é conhecida como interpretacao geométrica
da probabilidade. Portanto, como estamos estudando eventos cuja previsao s6 é possivel

probabilisticamente, vale a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 2 (Evento aleatorio). Um evento A associado a uma probabilidade € definido

como evento aleatdrio.

Curiosamente, uma analise matematica rigorosa dos eventos mostra que nao sao

todos os subconjuntos de {2 aos quais podem ser atribuidas uma probabilidade. Porém, tais

2 Esse ¢ um conjunto niao enumeravel. Um conjunto é enumeravel se for possivel definir uma bijecdo

entre o conjunto e os niimeros naturais

3 Rigorosamente, A deve ser um elemento da o—algebra associada a
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conjuntos sdo construgoes matematicas muito sofisticadas, sendo o conjunto de Vitali [1] o
exemplo canonicd’ A colegdo dos eventos aos quais podem ser atribuidas probabilidades

F sao os que satisfazem as seguintes propriedades:

® (7 . QEF
e ay: Se Ae F,entao A° € F

® (3 : SeAie}",entéonilAiE}"

Uma colecao de subconjuntos com essas propriedade é chamado de o-dlgebra de eventos. No
exemplo do lagamento de dados, onde Q = {1,2,3,4,5,6}, a o-algebra F é composta por
todos os subconjuntos de , tendo, portanto, 2° elementos. As propriedades da o-algebra,
possuem interpretacao intuitiva. No exemplo do langamento de dados, a propriedade as
diz que, se definirmo A como sendo o evento “observar um nimero par”’, entao observar
um numero impar, que é o complementar do subconjunto dos ntimeros pares, ¢ também
um evento aleatoério. Formalizar esse tipo de propriedade pode parecer um excesso de
zelo. Porém, essas formalizacOes sao necessarias para se analisar matematicamente alguns

modelos mais sofisticados.

Estamos, agora, em condi¢oes de formalizar a no¢ao do quao provavel é um evento.
Essa atribuicao é feita através de uma medida de probabilidade. Primeiramente, ao se
dizer “a probabilidade de em evento A é tanto” é preciso garantir que A seja um evento ao
qual se pode atribuir probabilidade, em outras palavras, que A pertence a o-algebra F.
Nas aplicagoes em fisica e biologia, raramente precisamos nos preocupar muito com isso.

A medida de probabilidade deve satisfazer as seguintes propriedades:

Definigao 3. Seja P : F — [0, 1] uma fungao mensurdveﬂ Ela serd uma medida de

probabilidade se, e somente se, satisfazer os axiomas de Kolmogorov:

1. A medida de probabilidade é normalizada, ou seja, P(2) = 1;

2. Para qualquer evento A € F existe um numero P(A) > 0 que € a probabilidade de

ocorréncia de A;

3. Sejam A; , A; conjuntos disjuntos dois a dois: A;(VA; =0 para i # j; entio P é

uma medida aditiva contdvel

P GAn :ip(An) (2.4)

comn=1,2,3, ...

4O conjunto de Vitali ¢ um conjunto de ntimeros reais tal que qualquer ntimero real é a soma de um

unico elemento dele e um tnico ntimero racional.

5 Foje do escopo no presente trabalho definir o que seja uma funcdo mensuravel
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Essas propriedades sao bastante intuitivas. No exemplo do lancamento de dados, a
terceira propriedade diz que a probabilidade de sair o nimero 1 ou o nimero 2 é igual a
soma da probabilidade de sair cada um desses eventos separadamente, ou seja, ¢ igual a
1/6 +1/6.

Antes de encerrar esta secao introdutoria, é importante apresentar o conceito de

dependéncia de probabilidades:

Definicao 4. Dois subconjuntos A, B € F sao ditos independentes se

P(AN B) = P(A) P(B)

e

Definigao 5 (Probabilidade condicional). Sejam A, B € F, a probabilidade de A ocorrer
dado que B ocorreu é

P(AN B)

PIAIB) = 55

Finalmente, podemos dar a definicao do que seja um modelo probabilistico. Afinal,
ao modelarmos sistemas fisicos pode-se tanto optar por modelos deterministicos como por
modelos probabilisticos. Por exemplo, para se analisar o movimento de queda livre de
uma particula, a segunda lei de Newton nos da as equagoes deterministicas de movimento.
Porém, se o movimento se der dentro de um fluido, pode ser interessante incluir no

movimento forgas aleatérias, como no movimento Browniano. Portanto, formalmente:

Definicao 6. A tripla (2, F,P) € chamado de espago de probabilidade sobre o qual modelos

probabilisticos podem ser definidos.

2.2 Variaveis Aleatérias

Uma variavel aleatoria é uma funcao matemaética que associa valores numéricos a
resultados de um experimento aleatério. Os valores numéricos que uma variavel aleatoria
pode assumir correspondem aos possiveis resultados de um experimento, e cada valor é
associado a uma probabilidade de ocorréncia. Por exemplo, no experimento de langamento
de uma moeda, podemos definir uma variavel aleatéria que assume o valor —1 se sair cara
e 1 se sair coroa. A probabilidade da varidvel aleatoria assumir cada um desses valores
pode ser calculada com base nas propriedades da moeda e nas condigoes do experimento.
Por exemplo, se a moeda for “justa’, a probabilidade da variavel ser igual a 1 é 0.5, que é
o mesmo valor da probabilidade da variavel ser igual a —1. De uma maneira informalf,

podemos definir:

6 A definigdo rigorosa envolve o conceito de mensurabilidade |2}3].
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Definicao 7. Uma varidvel aleatoria X € uma funcao X : Q — R

No exemplo do langcamento de uma moeda poderiamos definir a variavel aleatéria X
como X ("cara”) = —1 e X("coroa”) = 1. No exemplo do langamento de dado, poderiamos

definir a variavel aleatéria como

X (“face pintada com o namero k”) = k.

Os modelos fisicos que estudaremos envolvem processos que acontecem ao longo do
tempo. Por exemplo, considerando uma quantidade inicial de 4tomo radioativos, podemos
definir uma variavel aleatéria como sendo a quantidade de d&tomos no tempo ¢ que ainda
nao decairam. No caso do langamento de uma moeda, podemos repetir o langamento n
vezes e definir uma variavel aleatéria como sendo o resultado do langamento na n-ésima

vez. Processos como esses sao chamados de processos estocasticos:

Definigao 8. Um processo estocdstico é uma cole¢ao parametrizada de varidveis aleatorias

{Xi}ier definida num espago de probabilidade (2, F, P) e assumindo valores em R™

Em geral o parametro t representa o tempo. O parametro t pode ser discreto, por

exemplo 7' = N, ou continuo, por exemplo 7' = [0, +00).

O processo estocéstico representado por X; pode ser interpretado de duas formas.
Se fixarmos um valor de ¢, entao X; é uma variavel aleatoria. Por exemplo, no caso do
langamento da moeda, X, é a variavel aleatoria que representa o resultado do segundo
lancamento. Por outro lado, se considerarmos uma sequéncia de eventos elementares
indexada por t, entao X; pode ser interpretado como uma funcao de ¢, sendo a fungao um
objeto matematico aleatério. Por exemplo, se o processo for definido como o langamento
consecutivo de dez moedas, uma a cada segundo, entao o resultado de uma sequéncia de
dez langamentos define uma funcao X;, sendo X; o resultado do primeiro langamento, X,
e assim por diante. Porém, se uma nova sequéncia for executada, a funcao X; poderé ser

diferente.

Na teoria de probabilidade, o padrao é representar a variavel aleatoria por uma
letra maitscula e os resultados particulares do experimento por letras mintsculas. Por
exemplo, na sequéncia de lancamento de 10 moedas, o processo estocastico é a colecao
de variaveis aleatorias { X1, Xo, ..., Xj0}. Por outro lado, uma realizagao especifica desse
processo estocastico é uma sequéncia especifica de nimeros {x1, s, ..., z10}. A sequéncia

T1,To,...,T10 € chamada de caminho amostral.
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2.3  Processos estocastico markovianos

No6s podemos medir os valores x1, xs, ... de um processo estocastico X; nos tempos
t1,1s9,... de modo que a probabilidade de se observar esses valores é dada por
p(@1,t; e, ta5 ). (2.5)

Essa funcao descreve o sistema completamente, pois é possivel determinar a probabilidade
de qualquer sequéncia em qualquer tempo. Em termos dessas probabilidade é possivel

definir as probabilidades condicionais:

) = p(a1,t; T2, o551, T, Yo, T - - )

2.6
p(yhﬁ;y2>7'2;---) ( )

pla, t, o, tos o y1, T15 Y2, To, - -

onde é usual assumir
tlztgztgz...leTQZ.... (27)

Essa equacao determina como os eventos futuros dependem probabilisticamente
dos eventos passados. Um processo de Markov é um processo em que a probabilidade

condicional é determinada somente pelo valor mais recente da variavel:

p(x1, t; o, ta .. Y1, T15 Yo, Tos - - ) = D(T1, t1, Ta, tos ... Y1, T1). (2.8)

Pode-se mostrar que para um processo de Markov vale

(1,115 0o, to; T3, B35 .5 T, tn) = D(@1, tr| T2, t2)D(@a, ta| s, t3) . . D(Tn—1, t1]Tn, tn)D(Tn, tn)-

(2.9)
Essa equacgao possui uma interpretacao intuitiva. Para exemplificar, suponha um processo
estocastico { X1, Xs, ...} em que cada uma das variaveis aleatorias X; assume valores em
um conjunto finito {aq, as, ..., ax}. Para simplificar, podemos identificar o nimero a; ao
indice 7. Assim, podemos dizer que as variaveis aleatorias assumem valores no espagco
{1,2,..., N}. Se as probabilidades p(x;,t|z;+1,t + 1) ndo dependerem do tempo, podemos
definir p;; = p(x; = i|ri41 = j) como sendo a probabilidade do processo estocéstico ir de i
para j em um passo de tempo. Assim, se soubermos a probabilidade em um tempo inicial
tn, basta conhecer as probabilidade condicionais do tipo p; ; para se obter a probabilidade
p(x1; T2, ;235 . . . ; T,). Essas probabilidades condicionais sdo chamadas de probabilidade

de transicao.

Um exemplo de processo de Markov bastante importante em fisica e biologia é
o passeio aleatorio simples. Para definir esse processo, primeiro precisamos definir uma
variavel X que assume valores 1 ou —1 com probabilidade p e 1 — p, respectivamente. Em
seguida, precisamos definir uma cole¢ao de variaveis que é composta por “copias’ dessa
variavel X. A nocao de copia é formalizada através do conceito de variaveis aleatorias

independentes e identicamente distribuidas. Uma variavel X; é copia de X se o resultado
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de ambas estiver regido pelas mesmas probabilidades e se o resultado de uma nao depende
do resultado da outra. Portanto, seja X, Xs,... um processo estocéstico definido por

variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas tais que
PX;=1)=p e PXy=-1)=1—p

Em outras palavras, todas as variaveis X; sao “copias” de X. Definamos a seguinte variavel

aleatoria:

Sn:S()‘i‘zn:Xt .
t=1

O processo estocastico {.S,,n > 0} é chamado passeio aleatorio simples assimétrico. O caso
particular em que p = 1/2 é chamada de passeio aleatorio simples simétrico. Nas figuras
abaixo foram plotadas algumas realizagoes do passeio aleatorio simétrico e para o passeio

aleatorio assimétrico. Esses resultados foram obtidos usando simulagao computacional.

Passeio Aleatério Simples

14 -

12 4

10 1

n=150
o
L

T T T T
60 80 100 120 140
S(n)

o4
]
(=}
-
(=]

Figura 1 — Passeio aleatério simétrico

Passeio Aleatério Simples

—10

n=150

—~15

—20 1

T T T T
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s(n)

o 4
(]
(=]
F
o

Figura 2 — Passeio aleatorio assimétrico com P(—1) = 0.6 e P(4+1) = 0.4
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2.4 Equacdo de Chapman-Kolmogorov

Um processo de Markov obedece a uma condigao de consisténcia, que relaciona as

probabilidades condicionais p(z;,t;|x;,t;) entre si. Para ver isso, note que

p(xy, ti|zs, t3) = /dl‘z p(x1, t1|xe, to; @3, t3)p(22, ta|xs, t3). (2.10)

Essa equagao pode ser demonstrada de forma rigorosa, mas sua validade é intuitiva.
Consideremos trés tempos distintos: t3 < t, < t;. A probabilidade de se observar x; em t;
dado que observamos x3 em t3 é igual a soma (integral) da probabilidade de se observar x;
em t1, x5 em ty e x3 em t3 levando em consideracao todos os valores que x5 pode assumir.
Usando a propriedade de Markov, que diz que p(z1,t1|xs, ta; x3,t3) ndo depende de t3,

obtemos a equagao de Chapman-Kolmogorov:

p(x1, t]xs, t3) = /dﬂCQ p(x1, th| e, to)p(e, a3, t3) (2.11)

A equagao de Chapman-Kolmogorov é uma equagao fundamental em processos estocasticos,
pois descreve a evolugao temporal das probabilidades de transicao entre estados em um

sistema estocastico.

2.4.1 Equacio diferencial de Chapman-Kolmogorov

Geralmente estamos familiarizados com o estudo de processos estocéasticos em
tempos discretos, sendo assim eventuais problemas matematicos ligados & continuidade
de X; em relagao a t nao precisam ser colocados em pauta. Porém, para descrevemos a
evolugao temporal de um sistema, pode ser necessario tratar o ¢ como uma parametro
continuo. Um caminho amostral de um processo de Markov é uma funcao continua de ¢,

se para qualquer € > 0 tivermos
lim —/ dx p(x,t+ At|z,t) =0 (2.12)
|z—z|>€

Isso significa que a probabilidade de uma posicao final x estar a uma distancia finita de z

vai a zero mais rapido do que At quando At vai a zero.

Sob determinadas condicoes, a equagao de Chapman-Kolmogorov pode ser trans-
formada em uma equacao diferencial, servindo como uma descri¢ao de um processo geral
de Markov. Nosso objetivo é derivar, a partir da equacao de Chapman-Kolmogorov, uma
versao diferencial da mesma, chamada de equacao diferencial de Chapman-Kolmogorov.
Essa equagao nos permitira descrever a evolugao temporal de p(x, t), possibilitando modelar

a dinadmica do processo estocastico.

Para facilitar a leitura da presente dissertagao, vamos enunciar a equagao diferencial

de Chapman Kolmogorov diretamente, deixando a demonstragao o apéndice. Porém, antes
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vamos definir algumas expressoes:

(1) lim p(x,t+ At|z,t)/At = W(x]z, 1),
At—0

uniformemente em x, z e ¢ para |x —z| > €

1
(i7) EL% A A—z|<e dx(x; — z)p(x,t + At|z,t) = A;(z,t) + O(e)

1
(7i7) lim — dx(z; — z;)(xj; — z;)p(x,t + At|z,t) = B;j(z,t) + O(e)
A—0 At |lz—z|<e

Se o termo W (x|z,t) for nao nulo, isso indica que o processo estocéastico pula de um valor
para o outro de forma descontinua no tempo. Se o termo A;(z,t) for nao nulo, isso indica
que o processo estd caminhando em alguma diregao, pois “|x; — z;|/At” é uma velocidade
finita. Esse termo é chamado de termo de arraste. Finalmente, se e o termo B;j(z,t) for
nao nulo, isso indica que ha um processo difusivo, relacionado a uma dispersao dos valores
do processo estocastico ao longo do tempo. Isso pode ser visto se analisarmos By;(z, t), que
mede o valor médio de (z; — z;)%. Como esse termo ¢ positivo, uma valor médio néo nulo
significa que ha dispersao. Usando esses termos, podemos enunciar a equacao diferencial

de Chapman-Kolmogorov:

Proposicao 1. Definindo p(x,t) = p(x,t|x',t'), entao a distribui¢ao de probabilidade de

um processo de Markov pode ser representada por

G0 = = X g A e 0] 5 D 5 B Dpt )

7

—l—/Sdz (W (x|z,t)p(z,t) — W(z|x,t)p(x,t)] . (2.13)

A equacgao diferencial acima é linear e descreve a dinamica da distribuigao de
probabilidade p(x,t|x’,t') evoluindo no tempo a partir de uma distribuigao inicial de
probabilidade. O interessante da equacao diferencial de Chapman-Kolmogorov é que
dependendo do sistemas de interesse fisico, podemos definir algumas condi¢oes que vao
possibilitar especificar os coeficientes A;(x,t), B;;(x,t) e W (z|x, t) tais que se torna possivel
obter quatro tipos de equagoes associadas: equacao deterministica de Liouvile, equag¢ao

mestra, equacao de Fokker-Planck e a equagao mestra de Liouville [4-6].

2.4.1.1 Equagdo Mestra

Se o tnico termo nao nulo for o termo relacionado aos saltos, teremos a chamada

equacao mestra:

%p(x, t) :/Sdz (W (x|z,t)p(z,t) — W(z|x,t)p(x,t)] , (2.14)
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que descreve um processo markoviano de salto, cujos os caminhos tragados (os saltos) séo
descontinuos [7]. A equagao mestra é um sistema de equagoes diferenciais em ¢, ou seja, sao
equacao diferenciais acopladas e em muitos casos existe uma complexidade alta em torno
das equagoes acarretando uma dificuldade resolver a equagao mestra, mas veremos que
existem abordagens que nos permitem estudé-la, em especial nos casos onde N é grande |[8].
Na proxima sessao faremos uma abordagem mais detalhada em torno da equacao mestra

quimica.

2.4.1.2 Equacio de Liouville

A primeira interpretacao que faremos sera quando nao ha probabilidade de salto e
nem um processo difusivo associado W (z|x,t) = B;;(x,t) = 0. Entao a equacao diferencial

de Chapman-Kolmogorov assume a forma

0 0
que também é conhecida como equacao de Liouville.

%p(x, t) = A(x, 1) (2.16)
A equacao de Liouville aparece frequentemente na mecénica cléssica e descreve a trajetoria
de uma particula num movimento puramente deterministico, pois o tinico termo presente
¢ o termo de arraste. Suponha que a trajetoria x(y,t) = y e dada a condigao inicial
P(z,t'ly,t') = §(z — x(y,t)). Portanto por substitui¢ao direta na equagao de Liouville

podemos escrever

D pt) —Z;’ Az, )3z~ x(y. )

= — Z [Ai(z,t) 6azi§<z —x(y, t)) (2.17)

Por outro lado, resolvendo o lado esquerdo

&5(2 —x(y,t)) = — ; azifs(z —x(y, t))T’ (2.18)
Ao comparamos e notamos que
%ﬁ’t) — A(x,1). (2.19)

Logo a trajetoria da particula for bem definida em y em ¢’. Resolvendo esta EDO é possivel

saber sua trajetoria a medida que o sistema evolui.
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2.4.1.3 Equagdo de Fokker-Planck

Se nao houver saltos, temos a equacao de Fokker-Planck:

D) = =3 g A O+ 5 3 g (B pte ] - (220)

A equagao de Fokker-Planck (FPE) descreve a evolugao temporal de uma distribuigao de
probabilidade [9] levando em consideracao as for¢as deterministicas que afetam o sistema,
bem como um processo difusivo, ou seja, as flutuagoes estocasticas [10-12]. Além disso,
mesmo para um processo em que ha saltos descrita por uma equagao mestra, geralmente
podemos realizar uma expansao difusiva da equacdo mestra |13] e obter uma equagao de
Fokker-Planck associada [14}|15].

Uma observacao interessante é que a equacao de Fokker Planck pode ser associada

a uma equagao de continuidade com varidveis probabilisticas

0 0
ap(x, t) = —aJ(x, t). (2.21)
Aqui, J(x,t) é definido como a densidade de corrente de probabilidade
0
J(x,t) = A(x,t)p(x,t) — @B(X, t)P(x,1). (2.22)

De forma geral a equagao da continuidade é escrita da seguinte forma

%p(x, t) = —%[A(x, t)p(x,t)] + %B(X,t)P(X, t). (2.23)

Para um sistema que nao possua drift A(x,t) = 0 e que B(x,t) = n sujeito a condi¢do

inicial p(Xo, %) = d(x — xo)

0 0?

s <X7t) = @

g B(x,t)P(x,t). (2.24)

Cuja solucao é uma distribuigao Gaussiana

1 (x — xq)?
p(x,t|x0,t0) = exp . 2.25
oo thosto) = =) i 1)) 22
Existe uma outra maneira de analisar a equagao mestra que é através da expansao de

Kramers-Moyal. Ela pode ser considerada uma forma alternativa para encontrar as equagoes
de Liouville a de Fokker Planck.

Definigao 9 (Expansao de Kramers-Moyal). A ezpansao de Kramers-Moyal consiste em
expandir a equacao mestra em série de poténcia em torno de um pardmetro x’ pequeno,

obtendo

OP(r. tn.ty) _ (1" 0

ot o g (D, )P (@, o, 1o)] (2.26)
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A Expansao de Kramers-Moyal é basicamente um expansao em série de Taylor,

onde o coeficiente

1
D, — lim - / do(z — 2)" Pz, t + At 1)
At Jq

At—0

: 1 nm /
= lim EE[(m — )"’ ] (2.27)

At—0

esta relacionado com os n-iésimos momentos estatisticos. Para m = 1 recuperamos a
equacao e quando m = 2 recuperamos a equagao [2.20]

No apéndice B tem uma construcao da expansao de Kramers-Moyal considerando
a equacao mestra para um processo de dois estados, o mesmo que foi analisado no capitulo
D.

2.4.1.4 Equagdo mestra de Liouville

Por fim, o ultimo caso é o que apenas a matriz de difusdo B(x,t) ¢ nula. Portanto

0 0

a (X7 t) - Z O [Ai<xa t)p(X, t)] + / dz [W(X|Z7t)p(zat) - W(Z|X)p(X,t)] : (228)
; i s

Essa equagao é conhecida como equagao mestra de Liouville. O artigo [16] aborda a equagao

mestra de Liouville para um sistema quantico aberto, pois segundo os autores, no espago

de Hilbert, existe uma equacao mestra de Liouville que governa a dindmica da distribuicao

de probabilidade das fun¢oes de onda aleatorias. Também argumentam que esta equacao

produz exatamente a equacao mestra quantica para a matriz de densidade reduzida.
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3 Equacdo mestra quimica

"The night sky once ruled my
imagination, now I turn the

dials with careful calculation"

Venus - Sleeping at last

A equacao mestra descreve a variagao temporal de um conjunto de probabilidades
de popular diferentes estados em um sistema, levando em consideragao os processos de
transicao entre esses estados [17]. Processos de salto referem-se as transigoes rapidas entre
os estados do sistema, em contraste com os processos mais lentos e continuos. Esses saltos
podem ocorrer em escalas de tempo muito menores do que os processos de relaxamento,
permitindo que o sistema passe rapidamente de um estado para outro. Esses processos
sao especialmente relevantes em sistemas com multiplos estados discretos, como redes
de reagOes quimicas, sistemas biol6gicos com diferentes conformagoes ou sistemas de

comunicagao com multiplos canais [18].

3.1 Equacdo mestra para um sistema de Nascimento e Morte

O processo de nascimento e morte pode representar diversos fendmenos, de uma
populacao de bactérias a uma amostra de atomos radioativos. Todos esses exemplos
podem ser modelados como uma populagao de individuos, cuja quantidade no tempo ¢
é representada por um processo estocastico X;. O processo X; assume valores inteiros
nao-negativos e o tempo é um parametro continuo. O tipo mais simples de processo de
nascimento e morte é aquele em que somente um individuo morre ou nasce por vez, isto é,
nao héa nascimento e morte simultaneo de mais de um individuo. Portanto, ha somente

dois tipos de transicao:

r — x + 1 a uma taxa W (z + 1|z, t) (3.1)

r — o — 1 auma taxa W(z — 1|z, ) (3.2)
Essas taxas podem ser escritas de uma forma mais conveniente na forma
W(z)|z' t) =t (2)dp i1 — t (2)0par_1. (3.3)

Assim, a equacao mestra fica na forma

apéf, t) = / daj‘/ [t+(gj‘/)5m7x/+1p(gj‘/’ t) —t (x/)éz@/flP(.’]f/, t) <34)
S

— ()00 o1 P(2, 1) + ¢ (2) 0 o1 P, 1)]. (3.5)
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Quando integramos em dz’ a funcao delta ira atuar em 2’ de acordo com o principio da

ortogonalidade. Dai a equagao acima se resume a:

OP(z,t)

S =t (@ = DPe = L) +1 (o + DP@+11) = [ (@) +t (@) P(x,1) . (36)

Em geral, nao h4 uma método universal para se resolver equacoes mestras. Vamos,
aqui, analisar somente a solugao no estado estacionario [19,20]. E conveniente definir
J(z) =t (2)Ps(x) =t (x — 1) Py(z — 1).
A solucao estacionaria é solucao de
J(z+1)—j(x)=0.

Como nao pode haver um nimero negativo de individuos na populagao, devemos ter as

seguintes condigoes satisfeitas:
1. t7(0) = 0 pois a probabilidade de morte é nula se ndo houver nenhum individuo na
populacao;

2. P(x,t|lz',t) =0paraxz <0ouz’ <0

Essas duas condigoes implicam que J(0) = 0, pois
J(O) = ti(O)Ps(()) - ti(_1>Ps(_1> =0.

Somando termos do tipo J(z + 1) — J(x), que sdo iguais a zero, para varios valores de z,

temos
rx—1

0=> [Jz+1) - J(2)]

2=0
Como essa é uma soma telescoplca, temos

0=> [J(z+1) = J(2)] = J(x) — J(0)

Como J(0) = 0, temos J(z) = 0 e, portanto,

Resolvendo recurssivamente:

ﬁt*z—l

z=1

Note que Ps(0) pode ser obtido através da condigdo de normalizagao:

ro- (141 552 )

=1
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3.1.1 Equagdo de taxa

O valor médio (esperanca) de X ¢é dado por
E[X,) =) aP(xtl2,t).

Queremos saber como E[X;] varia ao longo do tempo, ou seja, sua taxa de variagao.

Derivando em relagao ao tempo

OF[x] = 0, aP(x,tl',t)=> 20, P(x,tl2’,t)
=0

= Y a{tT(@—D)P(x—1,t)+t (x+ )Pz + 1,t) — [t () + " (2)|P(z, 1)}
= > {t'(@) =t (@)} P(x, 1|2, 1)
= E[t" ()] —E[t(z:)] (3.8)

A equacao deterministica correspondente pode ser obtida se desprezarmosas flutua-

¢oes em torno do valor médio:

der _
yr =t"(z) —t ().

Vamos agora analisar um exemplo especifico de processo de nascimento e morte, a
reagao quimica:

X ——— A, 1}

onde A é um valor fixo de concentracao de alguma substancia. Assumindo que as taxas de

reacao [21] sao dadas por

tT(z) = kea (3.9)
t (z) = ko (3.10)

a equacao mestra é dada por
O P(x,t) = keaP(x — 1,t) + ky(x + 1) P(x + 1,t) — (k1x + kea) P(z, 1) . (3.11)

A solucao da equagao mestra dessa reacao simples pode ser obtida via método
de funcoes geradora. Porém, como nao iremos aplicar esse método no presente trabalho,

limitamo-nos a apresentar a solucao final:

k’ga, kit ° N k?ga r _kit\Ntp— _
P tIN = —— (1 — 1 e 1— 1 +x—2r —kitr )
(2, t|N,0) eXp[ " (I—e )}ZH(N_M(I_T)! " (1—e kit e

i (3.12)
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Obviamente nao é tao simples chegar nesta solucao. Mas vale ressaltar que o
caminho para se chegar a solugao é com o uso de uma técnica de equacgoes diferenciais
parciais (EDP) conhecida como método das caracteristicas [19,22], cuja finalidade ¢é

encontrar curvas cuja EDP se reduz, a parir de uma mudanca de coordenadas, em uma
EDO.

3.2 Equag¢do mestra quimica

A equacgao mestra quimica, também conhecida como Chemical Master Equation
(CME), descreve a taxa de variacao das concentragoes de reagentes e produtos ao longo
do tempo. Ela é formulada com base nas etapas elementares da reacao, que sao as reagoes
individuais que ocorrem em uma sequéncia para converter os reagentes em produtos. Essas
etapas elementares sao representadas por equagoes quimicas balanceadas, nas quais os

coeficientes estequiométricos refletem a proporcao em que as espécies reagem.

Uma vez que a equacao mestra quimica é estabelecida, é possivel derivar informacoes
importantes, como a ordem da reacgao, a constante de velocidade e os mecanismos reacionais.
Além disso, a equagdo mestra quimica também ¢é tutil na previsao do comportamento
cinético em diferentes condigoes experimentais, como variagao de temperatura, pressao ou

concentragao.

Neste capitulo iremos discutir a solugao analitica da equacao mestra quimica
baseada no artigo [23|, o qual se propoe a resolver um caso especifico de reagoes quimicas:
reacoes monomoleculares. Uma reacao monomolecular refere-se a um tipo de reacao quimica
em que apenas uma molécula participa da etapa limitante ou determinante da velocidade

da reagao.

3.2.1 Solugdo da equagdo mestra quimica para um sistema monomolecular

Considere um sistema com n € N diferentes especies de moléculas,

S1,9, ...,
sujeitas as seguintes reagoes

~ Cik
Reacao Ry S; Sy,

N Cok
Reacao Ry, * S,

~ Gjo
Reacao Rjp: 5 x,

em que c;j, sao as constante das taxas de reagao, cujo significado ficara mais claro logo

adiante quando definirmos o conceito de propensidade da reacgao. Essas constantes sao



3.2. Equagao mestra quimica 31

nao negativas e, em certos casos, podem ser dependentes do tempo. A primeira reacao
representa uma conversao, a segunda representa uma reagao de producao a partir de uma
fonte ou uma entrada do sistema e a ultima reacao é de degradagao ou saida do sistema.

Por simplicidade, tomemos cg, = 0.

Na abordagem tradicional a concentracao X (t) da substancia Sy envolvida na
reacao quimica ¢é a solucao da equacao deterministica também conhecida como equacao da

taxa de reacao [23|:

d n n
%Xk(t) = Cor + Z Cijj(t> -+ J;O ij.%k(t), (313)

j=1
onde é possivel obter uma equagao que representa a evolugao do vetor x(t)

%X(t) = A(t)X(t) + b(t) . (3.14)
Aqui b(t) = (co1(t), ..., con(t))T € R™ e A(t) € R™™ cujas entradas aj;(t) = c;(t) para

qualquer j # k > 1 e os valores da diagonal sao definidos por ag(t) = — D7 cx;(t).

As reagoes pode ser representadas em termos dos coeficientes estequiométricos, que
indicam a quantidade de cada espécie e sua proporgao na reagao. Por exemplo, suponha

que haja somente duas espécies Sy e Sy. A reacao Ris pode ser escrita na forma
V1S1 - VQSQ = 0, (315)

com v; = 1 e vy, = —1 sao os coeficientes estequiométricos. Coeficientes positivos indicam
que a espécie é produto e negativo que é reagente [24]. Em notagao vetorial, podemos definir
o vetor estequiométrico 71?) = (1, —1). No caso geral de n espécies, o vetor estequiométrico
¢é definido como

7k = g — &, TR =g pl0 = —&

em que ¢, denota a k-ésima coluna da matriz identidade n x n.

O sistema no tempo t é descrito pela quantidade de cada espécie presente. Portanto,
o estado é descrito pelo vetor X (t) = (X;(¢),..., X,(t)), cujas entradas sao as variaveis
aleatorias que representagao a quantidade de cada espécie no tempo ¢ [25]. Portanto, uma

reacao quimica R;; modifica as quantidades de cada espécie da seguinte forma:
7 — &4 7P

Para simplificar a notacéo, vamos representar o vetor Z por z e o vetor 7Y% por 1%, Neste
caso, as componentes do vetor serao identificadas pelos indices: z; ¢ a j-ésima componente

do vetor z.
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A probabilidade da reagao R, acontecer num intervalo de tempo infinitesimal é

dada pela propensidade «j;, da reagao:

Cjk(t)QTj R Sj — Sk
(T, t) = co(t), S; —x (3.16)
Cjo(t)xj , X — Sk

O objetivo desse capitulo é encontrar uma formula explicita para a distribuicao de
probabilidade
P(t,z) =P(X1(t) = x1, ..., X, (t) = x,)

do vetor X (t). Por conveniéncia, define-se P(t, &) = 0 para todo & ¢ N™. Essa distribuicdo

é solucao da equagao mestra quimica:

O P(t,x) = ' [aji(z — 5 ) P(x — 7% t) — ajp(z,t) Pz, 1)) (3.17)

Abrindo a equagao obtemos

reagao de producédo de fonte reagao de degradagao

Y

O P(x,t) = Z cok(t)[P(x — ek, t) — P(z,t)] + Z ceo(V)[(zg + 1) Pz + &) — 2 P(x,1)]

+ 3 )@y + 1) P(a + g5 — er) — 2P, 1)) (3.18)

=1 k=1
NS

reagao dgfzonverséo
Suponha que em t = 0 o niimero de moléculas esta relacionado com uma distribuicao
de probabilidade u(x), ou seja, P(0,z) = u(x) para todo z € N*. Como a CME ¢ uma
equacao linear, podemos usar o principio da superposicao para obter a solugao final como
uma superposicao de solugoes com condicao inicial dada por

1, se x =¢

P(0,2) = b¢(z) = { (3.19)

)
0, outros valores

onde d¢(z) é o delta de Kronecker.

Para resolver [3.18] é necessario realizarmos algumas consideragoes. Descartando
a possibilidade de ocorrer reagoes de produgao de moléculas Ry : * — X} é possivel
construir um sistema fechado, i.e., que nao tenha influxo, mesmo que algumas moléculas
possam deixar o sistema através das reacoes de degradagao Ry : S; — *. O truque de
tal abordagem é definir uma espécie ficticia S,, tal que reagoes de degradacao passam
a ser reacoes de conversao S; — S* e assim o nimero total de moléculas do sistema

permanece constante. Aqui descarta-se uma possivel reagao do tipo S, — 5.
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Proposicao 2. Considere um sistema de rea¢cao monomolecular que contenha N € N
moléculas e por hipotese co, = 0V k. Se a distribuicao inicial € a distribui¢cao multinomial
P(z,t) = M(z, N,p,) para todo py € [0,1]". Entao a distribui¢ao de probabilidade para

t >0 € dada pela distribui¢ao multinomial

N1azlD " ‘p|NHHk 27 selz| < NVawelN,

M(z, N, p(t)) :{ (N=lel) (3.20)

0 outros valores

donde o vetor p(t) evolui de acordo com p(t) = A(t)p(t), com p(0) = py e A(t) a matriz

das constantes de reagao envolvendo conversao, isto €, A;; = c¢;j para j # k > 1.

Demonstracao. Para mostrar que de fato a proposicao é verdadeira, comecaremos obser-
vando como é o formato da derivada da distribuicao multinomial no tempo. Por conveniéncia
definiremos ¢(t) = 1 — |p|, y = N — |z| e vamos adotar que p(t) = p e ¢(t) = ¢ na equagao

320}, logo

. d qY pzk pkk dqy d pik
Np) = L(NMETT8 v ST e
M(z, N, p) dt ( y! H xk!) [H x| dt ta dt H Ty

N oy N
N ?yqy 'q H—{p1x1p1 o5 P} +
! 17,
+ o peap T T ]
N % NI 1 . o
RPN L I Fk_ Ly i x1—1 - i 2p—1
e Cad | B n vy ka! [xlpl P Hpi e | b
k k i=2 j=1
N! AP ISR - B ool
_ _'yqy L pk + “q (xp1_ 1>'p1H i%' Tt ( pn_ 1)'pn _yl
Yy Yy i 1 . k=9 Ak I
L. H pk pﬂln—l pmn—l ﬁ pj
= yqy - + it n} —
L pk PR N VR &
= il e e I (3:21)
j=1 T e R

Os valores de p; e ¢ sao obtidos a partir da equacao @ Considerando apenas as reagoes
do tipo R;j, teremos que p; = > ._, CijPi — Y _;—o Cjip;j- Derivando a relacdo ¢ = 1— |p| temos
de imediato ¢ = —p. Podemos interpretar ¢ como a probabilidade de alguma molécula
deixar o sistema e podemos analisar via reagoes do tipo R;;. Como 7 = 0, vamos temos
¢ = > ciop;- Por fim, substituindo p; e ¢ em [3.21], temos

ac-—l

M(QT, N7 p) = N| - Z CioPi H pK' N‘q <Z CijDi — Z C]zp]) - ' )

J'=1




34 Capitulo 3. Equag¢do mestra quimica

7.' — mz—l-l k
escrevendo Hk o1 = Il u, ol = ir Hk 4 =7 € usando a distributividade dos

termos da equagao

- N'y1 - xz+1pl Tk N g
M(z,N,p) = 'Z wopi— = | | T - ZJO _11H

| | —
) ki T y: T 1
Nlg¥ moopt Tl T Ny i
y! Z Yl (x; — 1) !yl ZZ AN S
j=1 i=1 ki) j=1 i=1 I7 k#j

Para terminar a prova queremos reorganizar os termos tal que possamos escrever em

termos de multinomiais. Sendo assim M (x, N, p) assume a forma

( 3\
- N'qy e oot N¢ 71 pi* py
Z Cio (l’z + 1 H k Z— —x; H k i
— xp! (z; + 1)! y! e (xp — 1) (z; — 1)!
\ M(z+25,N,p) M(z.N.p) )
( )
n n Nlgv—1 n pmj—l zi+1 Nlgv D
D ol PRI Ety | A A3
e (y — 1! i xp! (z; — 1)l + 1! yhon okt @
L M(m—&—s;sj,N,p) M(;CTN»P) )
d n n
", a./\/l(:c,Np ZZCU (x; + Y)M(z +¢; — €, N,p) — x;M(x, N, p)]
7j=1 =1

n

+ Z cio [(x; + DM (z + &, N,p) — ;M (z, N, p)] (3.22)

]

Se as taxas c;j s@o constantes a equacao diferencial para p(t) possui solugao do tipo
p(t) = exp(At)po. Em contrapartida se as taxas forem dependentes do tempo é necessério

recorrer a métodos numéricos para resolver a EDO [26].

Proposicao 3. Considere um sistema de reacao monomolecular que contenha reagoes
Rk, Ror € Rjo . Se a distribuicao inicial for uma distribui¢ao de Poisson P(x,t) = P(x, \,)
onde N, € R%. Entao a distribui¢io de probabilidade para t > 0 ¢ dada por

P(x,t) =Pz, A1), (3.23)

sendo que A(t) evolui de acordo com A(t) = A(t)A() + b(t), com A(0) = Xo, A(t) a matriz

com as constantes de reagdo de conversao e b(t) o vetor com as constantes co.
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Demonstragao. Dado que a distribuigao de Poisson ¢ dada por P(z, ) = (A7) /xi!exp {—Ax }
vamos realizar um processo semelhante ao que foi feito para a proposicao [2| Derivando a

distribui¢ao P(z, A) obtemos

d (N, d (NN o M
— = — — ' 3.24
A xp—1 . A T .
= I k 1 6_)\k>\k — /\k i I 6_)\k/\k (325)
T- -
_ S L 2
Po—2;) PA)

Ao somar sobre uma variavel muda podemos escrever a derivada da distribui¢ao de Poisson

da seguinte forma:

dP(x,\) &

j=1 k=1

Se usarmos a equacao m para }\j encontraremos }\j = coj + D imq1 CijNi — D i CiiN-
Porém, da definigio de A(t), temos que a;; = ¢j;. Sendo assim A\; = 3. aji\; + b;. O nosso
sistema é aberto, ou seja, admite reacoes do tipo produgao e degradacao. Somando Aem k
e usando a relagao > ; ik = Cro < 0 obtemos uma relagao para )\k que representa reacoes

de degradacao Ry,

Zj‘kzzck0+bj’
k k

Co1

Co2
ng

Por outro lado, podemos escrever b; usando sua norma em R, pois para cada reacao
teremos um k = j > 1, tal que podemos associar um termo de b; correspondente. Portanto,

com |b| = co1 + co2 + - - - + ¢o; @ equagdo acima assume a forma

S =D crot ol (3.28)
k k

Agora, tendo as formas de }\j e A\, vamos substituir na equagao . Primeiramente vamos
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considerar apenas o segundo termo do lado direito da equagao

n

= AP A) = D (e — D)) Pla, )

k=1

= > coMP(z,\) Zybw?x )

k=1

(3.29)
Da equacao podemos perceber que a transicao de estados depende da matriz

estequiométrica P(z—1v7%). Como estamos numa reagao de degradagao temos que v = —¢;,

o que implica que P(z, \) — P(z + ¢;, A). Entéo

=Y AP@A) = D colar + P + e, A chm (3.30)

Agora vamos calcular o primeiro termo do lado direito da equagao [3.27}

Z)\P — &5, ) = (iicl])\l_‘_b]) P(.CE—E]',)\)

j=1 i=1
= chij)‘ip(x_gjv chﬂ)‘ +ZCUJ — &5,
j=1 i=1 j=1 i=0
= Z ZCZJ)\ZP(Z' — &y, )\) - Z ZCj,)\j — ZCJ'Q/\]‘P(I — &5, /\)
j=1 i=1 j=1 i=0 j=1

+ZCOJ — &y, )

Aqui vemos acontecendo reacoes do tipo R;;, Roj e Ryo. Logo, existe uma relagao entre
os vetores 1. Se a reagao estd indo para um estado j > i, entao teremos x — g; —>
T4, —ec; = NP(x—¢;A) = (x;+1)P(z+¢;—¢j, A). De maneira semelhante encontramos

que A\;P(x —e;A) = z;P(x, A). Portanto o lado direito da nossa expressao fica

Z )\]P(l' — &5, )\) = Z Z cij(xi + 1) 6], Z ZC]ZZE] Z Cjof]fjp(l' — &5, /\)
j=1

7j=1 i=1 7j=1 =0 7j=1

+ Z co/P(x — 25, \) . (3.31)

Substituindo as equagoes [3.30] e na equagao [3.27]

dP(z, A)
dt B cho(fk+1)73($+5k,/\) ZCOkPx ) +ZZCW (i + D)Px =5 )

k=1 ]121

B Z Z ity = Z cjor;P(x — &5, A) + Z cojP(x —€5,A) (3.32)

j=1 =0
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Por fim, reorganizando os termos de acordo com as taxas de reagao obtemos uma forma

final para a derivada da distribuicao de Poisson provando a proposic¢ao.

% = ; coj [Pz — &5, ) = P(x, A)] + k; cro (21, + 1)P (2 + &5, A) — 24 P(z, \)]
i i cij [(i + DP(z + e — g5, A) — 2Pz, )] (3.33)

]

As duas proposi¢oes enunciadas afirmam que em sistemas fechados, se tivermos
uma evolucao dado que a condigao inicial é Poisson, ela ira permanecer Poisson e, caso seja
uma condigao inicial do tipo multinomial, ela ir4 permanecer multinomial. Embora esses
resultados fornecam solugoes para a CME, seu uso pratico é limitado dado que em aplicacoes
mais usuais os dados iniciais nao estao relacionados a uma distribuicao multinomial e
nem a uma distribui¢ao de Poisson, mas sim a uma distribui¢ao deterministica da forma
P(z,0) = 0¢(x). No entanto, para algum parametro especifico os valores a distribuigao

multinomial e de Poisson sao de fato

P(z,\) =do(z) <= A=0
M(z, N,p) =do(z) <= p=0
M(x7N7p):5st(x) <~ p:E:]

Aqui o sfimbolo 0 representa o vetor nulo n-dimensional. Quando a condigao inicial
retorna 0 podemos analisar que nao hé inicialmente nenhuma molécula no sistema. Na
ultima linha das relacoes acima podemos notar que o retorno é p = ¢;, i.e., todas moléculas
da espécie S; que existem antes da reacao. Dadas essas condigoes ¢ possivel derivar uma

formula explicita para o solu¢ao P(x,t) valida se a condi¢do inicial for deterministica.

Teorema 3.2.1 (Jahnke and Huisinga [23]). Considere um sistema de reagao monomole-
cular com condi¢ao inicial do tipo P(0, ) = 6,(Z) para algum & € N™. Entao a distribui¢io

de probabilidade para t >0 é
P<t7 f) = P()‘(t)a f) * M(fa élapl(t)) Kook M(fa €n7pn(t))> (334)

onde p*(t) € [0,1]" e M(t) € R"™ e suas respectivas solugdes via equagio de taxa podem ser

obtidas via

(3.35)
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A(t) = A[R)A(E) +b(t), (3.36)
) .

A(0) =

Demonstracao. Em reagoes monomoleculares a evolugao do estado de cada molécula nao
depende da solugao das outras moléculas. Logo um forma interessante de organizar as
ideias é a partir de um conjunto S que representara todas as moléculas do sistema e é
conveniente dividi-lo em n+ 1 subconjuntos disjuntos, ou seja, SN S N....N S, = @.Uma
molécula pode pertencer ao k—iésimo subconjunto se, e somente se, em ¢t = 0 k ir4 assumir
qualquer valor no intervalo [1,n]. Porém, para & = 0 temos que o subconjunto contém
todas moléculas que ainda nao existem no sistema emt = 0, mas que podem ser criadas
posteriormente a partir das reacoes de producao Ro,. Na medida que o tempo evolui,
certamente ocorrerao reacoes de conversao, entretanto cada molécula estara contida no

subconjunto a qual corresponde seu estado inicial.

O subconjunto do nimero de moléculas é descrito por um vetor de varidveis
aleatorias X®) V k = Z_ . Cada subconjunto evolui de forma independente. Para k > 0 a
evolucao do k—iésimo subconjunto é um sistema fechado, pois por definicao as moléculas
com reacoes do tipo Rgx nao pertencem ao k—iésimo subconjunto. No inicio, o sistema
contém exatamente &, moléculas de Si e nenhuma de outra espécie. Consequentemente,

para k € [1, k| a distribuicao inicial sera dada por
P(k)(x, 0) = d¢,c, () = M(2, &y €)- (3.37)
Através da proposigao (1) parat > 0
P® (z,t) = M(z, &, p™ (1)). (3.38)

Por outro lado, o subconjunto Sy é um conjunto aberto que contém a reacao Ro. Logo, a
condi¢ao inicial sera do tipo P(z,0) = do(z), Da proposigao 2, para ¢t > 0 a distribuigao
de probabilidade sera do tipo P¥)(z,t) = P(z, A(t)). Portanto,

P(-,t) = p(O)(.’t)*...*p(”)(.7t) (3.39)
P, A(t)) * - - M(z, &, p (1)) . (3.40)
0

3.2.2 LimitacGes da CME

Na conclusao desta secao, é interessante fazer um breve comentario a respeito das
limitagdes do formalismo desenvolvido para CME. Alguns autores [27,[28] destacam que a
dependéncia das propensoes em relagao as variaveis coletivas do sistema, o que implica a nao

consideracao de fendmenos de flutuacao importantes associados a parametros intrinsecos
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a0 mesmo, como por exemplo, variagoes locais de concentracao das moléculas. Gillespie
et al. [29] discutem as condigoes de validade do CME em sistemas de difusao limitada,
especialmente em reac¢oes biomoleculares, onde é necessario que as moléculas reagentes
estejam simultaneamente diluidas e bem misturadas. No entanto, sistemas quimicos
e biologicos frequentemente apresentam efeitos espaciais, contrariando a suposicao de

distribuicao espacialmente uniforme de reagentes.

Dessa maneira, os impactos estocasticos espaciais, amplamente reconhecidos por
desempenharem papéis cruciais em diversos sistemas, sao negligenciados na abordagem
do CME. A Reagao-Difusao Mestre (RDME) surge como uma alternativa para lidar com
tais casos, ao particionar discretamente o espaco €2 em um ntmero arbitrario de vozels
(elementos de volume). Nesse contexto, a difusdo entre vozels distintos é permitida, e reagoes
podem ocorrer dentro dos voxels, assumindo que os reagentes estejam homogeneamente
misturados. Entretanto, mesmo nesta abordagem, a descri¢ao nao se mostra completa para
muitos sistemas, pois, quando os reagentes estao dissolvidos em um solvente, o movimento
do solvente impacta os reagentes [30]. Adicionalmente, podem ocorrer fenémenos como
a difusao turbulenta, induzida por pequenos redemoinhos, e o transporte resultante do

movimento do solvente [28].
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4 A Hemoglobina

"The world was on fire and no

one could save me but you"

Wicked Game - Chris Isaak

A hemoglobina é uma proteina essencial encontrada nas células vermelhas do
sangue. Sua funcao principal é transportar o oxigénio dos pulmoes para os tecidos e
orgaos do corpo, fornecendo o combustivel necessario para a respiracao celular . A
estrutura da hemoglobina permite que ela se ligue ao oxigénio nos pulmoes, formando uma
molécula estavel chamada de oxi-hemoglobina. A medida que o sangue circula pelo corpo, a
hemoglobina libera o oxigénio para as células que precisam dele, enquanto captura o diéxido

de carbono, produto residual do metabolismo, para ser eliminado nos pulmées [32433].

A hemoglobina é composta por quatro subunidades individuais figf3] cada uma
delas contendo um grupo heme . O grupo heme é constituido por um atomo de ferro no
centro, que se liga ao oxigénio. A capacidade da hemoglobina em se ligar e liberar oxigénio
de maneira eficiente é crucial para a manutencao do equilibrio adequado de oxigénio no
corpo . Alteragoes na estrutura ou funcao da hemoglobina podem levar a distirbios
graves, como a anemia falciforme, onde as células vermelhas do sangue assumem uma

forma anormal, comprometendo o transporte adequado de oxigénio . Além de seu papel

Figura 3 — Cada par azul e vermelho representa uma subunidade « e (3, respectivamente,
em arranjo terciario. Veja que as hélices se conectam umas as outras por
filamentos que representam os loops. Em verde, no centro dos dominios, esta o
grupo prostético heme. [31].

no transporte de oxigénio, a hemoglobina também desempenha um papel vital na regulagao
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do pH sanguineo. Através da ligacao reversivel de fons hidrogénio, a hemoglobina ajuda a
equilibrar a acidez do sangue, garantindo que o pH permaneca dentro de limites adequados
para o bom funcionamento do organismo [34]. Essa capacidade de tamponamento da
hemoglobina é essencial para manter a homeostase e prevenir variagoes bruscas no pH

sanguineo, que poderiam ser prejudiciais para as células e tecidos [32].

4.1 Cooperatividade da ligacdo do oxigénio com a hemoglobina

A cooperatividade é um fendmeno fascinante observado na hemoglobina. A estrutura
da hemoglobina permite que ela exiba uma propriedade tinica: sua afinidade pelo oxigénio
varia de acordo com a concentragao desse gés ao seu redor. Essa caracteristica é essencial
para o funcionamento eficiente da hemoglobina e sua capacidade de fornecer oxigénio
aos tecidos [36]. Quando uma molécula de oxigénio se liga a uma das subunidades da
hemoglobina, ocorre uma mudanga conformacional na estrutura da proteina, o que facilita
a ligagao das outras trés subunidades com o oxigénio |25, 37]. Através dessa interacao
cooperativa, a hemoglobina é capaz de responder eficientemente as demandas de oxigénio
dos tecidos, garantindo um suprimento adequado para as células. Esse fenémeno ressalta
a complexidade e a maravilhosa adaptacao das proteinas biolégicas, que evoluiram para
desempenhar fungoes essenciais em nosso organismo, como o transporte de oxigénio, e a

cooperatividade é fundamental para o sucesso dessas fungoes vitais [35,38,/39).

A interagao do oxigénio com a hemoglobina se da pelo principio de interagao

proteina (P) com um ligante (L) representado pelo esquema de reagao abaixo:

k
P+ L ——PL, 2}
ks

onde k; e ko sao as constantes de velocidade de associagao e dissociagao. Podemos ainda
definir as constantes de equilibrio de associacao K, e dissociacao Kj; como
_ ki [P][L]

= =K1, (4.1)

K, = =122
ks [PL]

os termos entre colchetes representam as concentragoes dos envolvidos na interagao. Se
[L] >> [P] ¢ razoavel considerar que a formacao de [PL] ndo iré afetar a concentragao do

ligante. Sendo assim vamos definir a fragao 6 de sitios ligados

sitios ocupados [PL)
0= ——— —— = . (4.2)
sitios disponiveis  [PL] + [P]

Da equagao [4.1| temos que [PL] = K,[P][L]. Substituindo em [4.2| encontramos

_
0= Ty (4.3)
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Curva de Ligacao de Hemoglobina
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Figura 4 — Grafico da fragao de Sitios de ligagao da [P| frente a [L|. A reagao 1 é para
ki =ky=0.5eareacao 2 k; =09 e ky =0.1.

cuja curva podemos ver no grafico [d que resulta numa hipérbole regular. A equagao acima

é conhecida como Fquag¢ao de Hill [40,/41].

A fig. | mostra um grafico experimental sobre o fenémeno da cooperativade da
hemoglobina para valores distintos pressao pressoes de oxigénio Pp,. Esta cooperatividade
na ligagao do O, a hemoglobina d4a origem a forma sigmoidal da dissociacao de Oy curva
( 1281138,39,142-44], sendo eles 0 modelo de Perutz, sequencial e Monod-Wyman-Changeux
(MWC) [36].
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Figura 5 — Curva de dissociacao de oxigénio mostrando afinidade normal de hemoglobina-
Oy (Hb— Oy ) (Psy ~ 26 mmHg), alta afinidade de Hb — Oy (Pso ~ 16mmHg)
e baixa afinidade de Hb — Oy (Psg ~ 32 mmHg). O Py, indicado pelas linhas
tracejadas, é definido como o Pp, no qual 50% da hemoglobina esta saturada
com O, [44].
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Esquema de Adair ou modelo sequencial

O modelo esquema de Adair, proposto por George N. Adair em 1925, é uma
representacao tedrica que descreve a ligagao de moléculas de oxigénio & hemoglobina de
forma sequencial e independente em cada subunidade. Segundo o modelo de Adair, a
hemoglobina possui quatro sitios de ligacao para oxigénio, um em cada subunidade. Cada
sitio de ligagao pode se ligar ao oxigénio independentemente dos outros sitios. Isso significa
que a ligagao de uma molécula de oxigénio a um sitio nao afeta a afinidade dos outros sitios.
Neste modelo a hemoglobina pode existir em diferentes estados, dependendo de quantos
sitios estao ocupados por moléculas de oxigénio [31]. Por exemplo, quando todos os sitios
estdo vazios, a hemoglobina esta no estado T (tensionado). A medida que as moléculas
de oxigénio se ligam aos sitios, a hemoglobina passa por diferentes estados parcialmente
ligados, até atingir o estado R (relaxado) quando todos os sitios estao ocupados [34}35./45].

O modelo de Adair descreve a ligacao de oxigénio & hemoglobina de forma quantitativa,

HmHﬁH

Figura 6 — Esquema do modelo sequencial. Os quadrados representam cada uma das quatro
subunidades da hemoglobina sem oxigénio ligado. Quando um oxigénio se liga,
a subunidade tem sua conformagao levemente alterada, que esta representada
na figura pelo triangulo azul.

relacionando a fracao de sitios ocupados com a pressao parcial de oxigénio. Esse modelo
permite prever a curva de dissociagao do oxigénio (curva de saturagao) da hemoglobina
e entender como a afinidade pelo oxigénio é afetada por fatores extrinsecos, como pH e
concentragao de ions H+ (ambientes mais &cidos). Embora este modelo ndo considere as
mudancas conformacionais cooperativas entre as subunidades da hemoglobina, ele fornece
uma descri¢cao do comportamento de ligacao de oxigénio & proteina. Sua aplica¢ao tem
contribuido para o entendimento da fungao da hemoglobina e para o estudo de distirbios

relacionados, como a curva de dissociagao alterada em certas condi¢oes patologicas [331[39].

Modelo Monod-Wyman-Changeux (MWC)

O modelo MWC (Monod-Wyman-Changeux) é um modelo teérico amplamente
aceito para explicar o comportamento cooperativo da hemoglobina. Proposto por Jacques
Monod, Jeffries Wyman e Jean-Pierre Changeux em 1965 [46], o modelo MWC descreve a
interacao entre as subunidades da hemoglobina e sua relacao com a afinidade pelo oxigénio.
De acordo com o modelo MWC, a hemoglobina pode existir em dois estados conformacionais
distintos: o estado T (tensionado) e o estado R (relaxado). No estado T, a hemoglobina

apresenta uma baixa afinidade pelo oxigénio, enquanto no estado R, a afinidade é alta. A



4.1.  Cooperatividade da ligag¢io do oxigénio com a hemoglobina 45

transicao entre os estados T e R é governada pela ligacao de oxigénio [47,48|. Quando
uma molécula de oxigénio se liga a uma subunidade, ocorre uma mudanca conformacional
que favorece a transi¢ao da hemoglobina para o estado R. Essa mudanga conformacional é

comunicada entre as subunidades por meio de interagdes cooperativas [38,45].

Relaxado
(alta afinidade)

Tenso
(baixa afinidade) > IfE - m > ﬁ -—>

Figura 7 — Modelo MWC. Esse modelo é semelhante ao modelo sequencial. Porém, faz-
se distingao entre hemoglobina no estado relaxado, representada por linhas
tracejadas, e hemoglobina tensa, representada por linhas continuas.

I

No modelo MWC, as subunidades da hemoglobina sao consideradas idénticas e
simétricas, o que significa que todas as subunidades sao afetadas pela ligacao de oxigénio
em uma conformagao cooperativa [32]. Isso explica porque a ligagdo de uma molécula de
oxigénio a uma subunidade aumenta a afinidade das outras subunidades. O modelo MWC
também leva em consideracao a existéncia de um estado de equilibrio entre os estados T
e R, onde a proporg¢ao de subunidades em cada estado é determinada pela concentracao
de oxigénio. Em condi¢oes de alta concentracao de oxigénio, a hemoglobina tende a se
encontrar predominantemente no estado R, enquanto em baixa concentracao de oxigénio,

a propor¢ao de estado T é maior [34}35,48|.

Modelo mecanismo de Perutz

O modelo de Perutz é uma teoria proposta por Max Perutz [39]em 1960 para
explicar a cooperatividade observada na hemoglobina. Esse modelo revolucionou nossa
compreensao sobre como a hemoglobina realiza o transporte eficiente de oxigénio. De
acordo com o modelo de Perutz, assim como no modelo MWC, hemoglobina pode existir
em dois estados conformacionais distintos. Entretanto neste modelo as subunidades da
hemoglobina sao independentes entre si, o que significa que cada subunidade pode sofrer
mudancas conformacionais de forma independente. Nao ha uma comunicagao cooperativa
entre as subunidades nesse modelo, pois cada subunidade responde individualmente a

ligacao de oxigénio [49].

No modelo MWC a interpretagao da curva de dissociagao do oxigénio era como

resultado das mudancgas cooperativas de afinidade pelo oxigénio, impulsionadas pelas
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transicoes entre os estados conformacionais T e R. Porém no modelo Perutz a curva de
dissociacao do oxigénio é explicada por meio das mudancas conformacionais individuais
de cada subunidade. Cada subunidade contribui independentemente para a curva de
dissociacao, resultando em um comportamento "descontinuo"quando comparado ao modelo
MWC [50].

O modelo de Perutz para a cooperatividade na hemoglobina foi um avanco significa-
tivo na nossa compreensao da estrutura e funcao dessa proteina essencial. Ele demonstrou
como as mudancas conformacionais e as interagoes cooperativas sao fundamentais para o
transporte eficiente de oxigénio, destacando a complexidade e a elegancia dos sistemas

biologicos e reforgando a importancia de modelos e teorias na biologia molecular |34].
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5 Analisando os modelos de cooperatividade

"Beyond the horizon... In a
world of magnets and miracles.
Our thoughts strayed constantly

and without boundary"

High Hopes - Pink Floyd

5.1 Modelo sequencial de dois estados

Antes de comecarmos a analisar modelo Esquema de Adair, vamos supor um modelo
mais simples para a hemoglobina que nomearemos de Modelo de dois estados, que
consiste em considerar apenas duas configuragoes para a hemoglobina: uma onde as quatro
subunidades da hemoglobina estejam totalmente ligadas com moléculas de oxigénio e outro
estado onde as subunidades nao apresentam ligadas & moléculas de oxigénio. Usando a
nomenclatura apresentada no Capitulo 3, podemos dizer dizer ha duas espécies: Sy e S

participando da seguinte reagao

at

SO ‘: Sl , {3}

(07

onde at e a~ sao as propensidades da reacao e sao definidas em no capitulo 3.

O nimero de moléculas de cada espécie no tempo t é dado pelas variaveis aleatorias
Xo(t) e X1(t). Como estamos assumindo que o nimero total de hemoglobinas se conserva,

devemos ter Xo(t) + X1(t) = N e podemos fazer a andlise somente na variavel Xo(t) [20].

A variavel Xy(t) pode assumir os valores {0,1,2,..., N}. Se Xo(t) = n, com as

possiveis transigoes representadas na figura . A probabilidade de que a variavel Xy (t)

f;l-n,,(n - 1) kyngn
-n.— 1 ?? ig-{- 1
ir_ln(-n —1) I:‘_ln..(n +1)
kan ky(n + 1)

Figura 8 - A CME mostra a mudancga de estados num grafo onde n é o nimero de
moléculas [51]
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assuma algum valor n no tempo t é dada por P(n,t), com evolu¢ao temporal dada pela

seguinte equacao mestra:

%P(n,t} =at(n—1)Pn—1,t)+a (n+1)Pn+1,t)—[a"(n)+a (n)]P(n,t). (5.1)

A solucao dessa equagao mestra é dada pelo teorema [3.2.1] com valor inicial dado
por
P(“v O) = 55(”)7

onde £ é a quantidade inicial de moléculas Sj.

Para usar a solucao dada pelo teorema, precisamos encontrar das equagoes deter-

ministicas [19)], isto é, precisamos encontrar as expressoes para os valores médios de Xy (t)

(§ Xl(t)

O valor médio de X é definido como

E[X(t)] = > nP(n,t). (5.2)
Portanto,
%E[X(t)] = HZ:O n%P(n, t) (5:3)
= Y {nla*(n = D)P(n—1t) + a*(n)P(n,1)] (5.4)
—nla"(n+1)P(n+1,t) + a (n)|P(n,t)} (5.5)

Apos pequenas manipulagoes algébrica, obtemos
0 _
i EXo()] = E[a™(Xo(1))] — E[a™ (Xo(1))]. (5.6)

Lembrando que a™(Xy) = k= (N — Xj) e a (Xp) = kT X, temos

El0*(Xp)] = K (N —E[X,) (5.7
Elo~(Xp)] = KE[X), (55)
isto é,
ZEIXo(0)] = (Y — ELXG]) - FELXG] (59)
Lembrando que X; = N — X, temos
JEX()] = K E[X) - KELX] (5.10)
ORX,(1) = KTELX] -k E[X,] (5.11)

ot
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Na forma matricial, temos

FEX]| _ |-kT k| |E[X] (5.12)
SE[X:(t)] kKt =k | | E[X] .
Y X 5

Denotando p(t) = (E[X,], E[X1])T, temos o seguinte sistema de equagoes diferenciais na

forma vetorial:
p=Ap
A solugao dessa equagao é da forma
p<t> = eAtp[)?

com po = p(0). A exponencial da matriz A é definida a partir da série de Taylor da fungao

exponencial, em que ha somente somas e multiplicagoes de matrizes:

1 1
At 2 3
— 14+ AL A2 A%

A exponencial de uma matriz geral pode ser bastante dificil de ser calculada.
Porém, se a matriz puder ser diagonalizada (ou colocada na forma candnica de Jordan), a
exponencial é facilmente calculada [52]. Portanto, podemos encontrar uma matriz conjugada,
a Anaforma A= M- -D-M~! e resolvermos o sistema

q= Daq,
bastanto usar a matriz M para voltar as coordenadas p; e ps.

Vamos, entao, diagonalizar a matriz A. Comecemos encontrando os auto-valores de

A:
det(A— M) = XNk1+ka+ A) =0. (5.13)
Portanto,
Moo= kit ke (5.14)
A = 0. (5.15)

Os respectivos autovetores sao v; = (1, —1)7 e vy = (ko, k1)”. A matriz M composta por

apenas os autovetores de A é dada por

1 kz
we[ ] -

Pelo teorema da matriz inversa para Msy.o temos que

4 1 ky —ksy
R -
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onde det(M) = ky + ko. A matriz diagonal D de A é dada por

D = (5.18)

0 0

by + ko 0]

Voltando & equacao [5.12}, observamos que ela possui solucao tecnicamente simples

e bem conhecida do tipo p*) = e!4py. Pelas propriedades da exponencial MeA*M~! =

eMAM™t — oDt decorre daf que a solugao de pode se escrita como
e Kt 0
p(t) =M M~ 'py . (5.19)
0 €

Para usarmos o teorema m precisamos de dois vetores p, que chamaremos p!) e

p®. Sejam p( ) = = (1,0)T e péQ) (0,1)T, obtemos as respectivas solucoes:

p(l)(t): [ 1 kg_ _€_Kt O_ _kl —kg_ 1 :i e_Ktk1+k2 (5 20)
—1 k|| 0 1] [1 1]\0) K\(1-eX)k '

=[ =

==

p@ (1) = (1 k| [ 0] [~k <0> :%<(1—6‘Kt)k2> (5.21)

—1 Kk 0 1|1 1 1 e Kty + Ky

Agora que temos as expressoes de p!) e p® & possivel determinar as distribuicoes
multinomiais que aparecem na solucao do teorema [23]. Lembrando que & e & sdo

as quantidade iniciais de moléculas, temos

(1 = [t 2 ()
Mz, &, p*) = S Pi
@8 2™) TR W
&l (L — [pP DS (p)™ (py)™
(& — [=)! ! !
Como |[p| = p® = 1, temos que
(1= P& = (0)% 1 = 6¢, (|]) (5.22)

(k) (k)

Lembrando que p;” +py’ = 1, temos

&l(1 — [pP)slel gL (F)yz
x1!<fk—|x|>!<§k—x1>!<pl R
Og, (|]) !

R e

distribuigdo Binomial =B(z,&x,p

0e, (2B, &, 1) (5.24)

M(SE’, ékap(k)>

J/

-~

(k))
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Isso significa que o nimero de particulas do sistema é constante. Para k=1ou k=2 a

convolugao das solugoes pode ser calculada como
P(t,x) = (P*P)(x) (5.25)
= ZPl Py(z — 2)
= Z(wz\) 216001, (|2 = 2)B(a1 = 21.&.0”)
= > e (lzDde (e — 2DBlar &1.91)Bla1 — 21.&.01”)
& \|Z])0e \|T z Zl;éhpl A 21,62, P71

= 255 ) B(21, &1, p1")Blay — 21, 6,917 (5.26)

Analisando o estado estacionario, no limite que t — oo temos que pgl)(t) e pgl)(t) convergem

para o mesmo valor p

1 —tdk k ko
lim p{"(¢) = = lim (e vt 2) = ("“ff”) (5.27)
—00

Ki+ko
1 1— ﬂﬁd)k ko
lim pi" () = = lim ( y N I e (5.28)
t—00 K t—oo e k2 + kl K1Jlrk2

5.2 Modelo esquema de Adair ou sequencial de cinco estados

Agora vamos considerar o modelo para a hemoglobina (Hb) descrito do capitulo
anterior, que é o Esquema de Adair, também conhecido como Modelo sequencial de cinco
estados.

kTt kTt kTt kTt

S S S S S 4
0 L 1 L 2 L 3 L 4 { }

onde vamos considerar que as taxas de reacao no sentido pra direita sao dadas em termo

de k* e pra esquerda k_. As equacoes deterministica para este sistema sao

(( Xo= k" X0+ kX,

X; =kt Xo+ k~ Xy — (kT + k)X,

Xy =kt X, +k Xs— (kT + k)X, (5.29)
Xy =kt Xy + k™ Xy — (KT + k) X5

Xy =kt Xs— kX,

\

ou ainda na forma matricial, considerando os vetores posigoes p(t) = (o, b1, Do, D3, Pa)

Lembrando que a relagao entre a concentracao de moléculas em um determinado estado e
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a probabilidade é dada por p = E[X (¢)]. Abaixo escrevemos equagao diferencial para este
sistema explicitando a matriz A € M(5), que é uma equagao igual a do sistema anterior, o

que muda é apenas a dimensao das matrizes, que agora possuem dimensao 5

—kT k~ 0 0 0
kT —kt — k™ k~ 0 0
p)=1| o0 Kkt — ke ke 0 p(t). (5.30)
0 0 k™ —kt— k™ k™
0 0 0 kT -k~
- g )

Como a matriz nao é diagonal, temos que diagonalizé-la. Para encontrar os autovalores A de
matrizes quadradas podemos usar o teorema expansao de Laplace que possibilita encontrar
os autovalores da matriz a partir do determinante de matrizes de ordem inferiores, isto é,

para n > 2.

Tendo em vista a expressao det(A — A\I) = 0, entao a partir do Teorema Laplace e
escolhendo fixar a linha ¢ da matriz, teremos det(A) = a11C11 + a12C12 + a13C13 + a14Ch4 +

a15C15. Desenvolvendo algebricamente a parte da direita

K-\ k— 0 0 —kt k— 0
-kt K-\ k— 0 0 K-\ k—
ail -~ — Q12 _ 5
0 -kt K-\ k 0 -kt K-\ k
0 0 kT k= — A 0 0 kT k7 — A

onde por conveniéncia definimos K = k+ — k~. Aplicando mais uma vez o processo anterior

K-X k= 0 —kT k~ 0
det A=anayy | -kt K-\ k~ —anadyp | 0 K-\ k~
0 kT k= —A 0 kT k7= A
K-\ kT 0
—apal; | —kT K-\ k~
0 kt k= — A

Aqui a)q, a1z e aff] sdo cofatores resultantes de quando ¢ realizado a nova aplicagao do processo,
seguindo a ideia da escolha de fixar uma linha ou coluna. Por fim obtemos a seguinte resposta
det(A—AI) = —(k~ + M{(K +XN)3kT + ) — (K +N)[ETE™ + (kT + DETE™ + (ET))]
—(kTET?[L— (K 4+ X) = (KT + ]+ Tk (K + M)kt + A},
tomando a liberdade de escolha k* = k e k= = £k, podemos reescrever a equacao para o
determinante de forma mais simplificada em termos de k
det(A — M) = —(&k + N {(k(L+ &) + N3k + X) — (k(1+ &) + N[> + (k + NER> + (k + N)]
R = R+ +A) = (k+N)] + k(1 +&) — (kL +6 + N (k+X)} =0
(5.31)
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521 Casoemquekt=1lek =0

A expressao possui um grau de complexidade maior para se resolver analiticamente.
Entao, vamos atribuir certos valores com o propoésito de encontramos uma solucao, mesmo que
seja para um caso especifico. Para & = 0, ou seja, podemos imaginar que neste sistema escolhido
nao existem reacoes com saltos para tras, pois k= = 0. Entretanto para esse sistema em que
k* =1e k™ = 0 verificamos que a matriz niao é diagonalizavel, ou seja, nao ha um conjunto
completo de autovetores linearmente independentes. Felizmente existe uma alternativa para se
obter os autovalores de A que é através da forma candnica de Jordan, pois oferece uma estrutura
mais refinada para entender a decomposicao espectral da matriz, especialmente em casos onde a

matriz apresenta blocos de Jordan distintos associados a diferentes autovalores.

A forma candnica de Jordan é uma representagao matricial especial obtida através de
uma transformacao de similaridade, proporcionando uma decomposi¢ao especifica de uma matriz
quadrada. Seja o espago vetorial que contenha todas matrizes n x n denotado por M (n). Para
uma matriz A € M(n), a forma candnica de Jordan ird expressar A como a soma direta de
blocos de Jordan. Cada bloco de Jordan é uma matriz diagonal superior na qual os elementos na
diagonal principal sdo iguais a um autovalor associado a A, e numeros "uns" estao localizados
logo acima da diagonal principal. A quantidade de nimeros "uns" na linha superior de cada bloco
corresponde & multiplicidade algébrica do autovalor correspondente. De forma geral, para A € R

e £ > 1, um bloco de Jordan real de tamanho ¢ e autovalor A é definido como

A0 0 - 00
1 A0 -+ 00

=10 1 A -0 0| emE (5.32)
000 --- 1 A

Queremos encontrar uma matriz @Q tal que possamos escrever A = QJQ . Dado que para o

sistema que estamos considerando com kT =1 e k= = 0 a matriz A obtida é:
-1 0 0
1 -1 0
A=10 -1 0 (5.33)
0 -1 0
0 0 1 0

A forma canonica de Jordan para A obtida possui as seguintes matrizes:

-1 1 0 0
0 0 0 —10 ~1 -1 -1 =1 0
0 -1 0
0 0 -1 1 0 -1 -1 -1 0 0
0 ~1 of
Q=10 -1 1 0 of.J=| Y R 0 0(5.34)
~1 0 0 0 -1 0 0 0
0 0 0
1 0 0 0 1 1 11
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Em sistemas lineares que tenham uma equacao diferencial do tipo & = Ax, a solugao é

dada em funcao da exponencial da matriz A.

Porém, quando usamos a forma candnica de Jordan na matriz A, fizemos uma trans-
formagao na EDO tal que obtemos uma nova EDO gy = Jy, cuja solugao dada pelo ?? sera
y = e’'y(0) |52|. Para determinar a exponencial de uma matriz na forma canénica de Jordan, é
essencial possuir o conhecimento para calcular a exponencial de blocos de matrizes, além de ser
capaz de computar a exponencial de uma matriz nilpotente [52]. Uma matriz G;(¢) de ordem ¢ é
considerada nilpotente se existir um ntimero natural ¢ tal que G; 0f=o0e G;(0)c~1 #0, onde 0
representa a matriz nula de ordem ¢. O menor valor de £ que satisfaz essa condicao é conhecido
como o indice de nilpoténcia da matriz. A partir da defini¢do, a exponencial de uma matriz pode

ser escrita
G, (0) 1 2, 1 3, 1 4, 1 5

O segundo passo agora ¢é saber calcular a exponencial dos blocos de matrizes. Observe que ao
consideramos a diagonal dos blocos de matrizes diag(A1,---, Ap)) = diag(A{, e ,Ai), para

blocos de Jordan 1 x 1. A exponencial da diagonal é dada por
ediag(Ar, . Ar) diag(eAl, e ,eA’“) , (5.35)

bastando apenas tomar a exponencial de cada bloco individualmente. E interessante observar
que sempre podemos escrever um bloco de Jordan real como soma de uma matriz cuja diagonal
contém os autovalores e os outros elementos desta mesma matriz sendo nulos com uma matriz

nilpotente,
In(l) = A+ G1(0), (5.36)
onde GG1(¢) é¢ uma matriz nilpotente para A = 1. Sendo assim, temos que
oA _ MHGI(0) _ M G1(0) _ A GiO)

= e e

E importante ressaltar que a equagao acima s6 é vélida, pois as matrizes comutam. Por fim, a

forma matricial da exponencial é dada por:

1 0 0 00
1 1 0 00
L 1 1 00
DO = 5.37
€ = € .
L 0 0 (5.37)
1 1 1 o101

-0 (@21 @3\

Para o caso que tenhamos uma solu¢ao de uma EDO cuja matriz sera escrita na forma de Jordan

et = Qe @1 Q=1 podemos ainda analisar via série de poténcia

1 1 1 1
et = <I + A+ gtw ot n,t”A”) (I +tG1(0) + thGl(f)Z +o n,t"Gﬁ(@”) ;
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mas, como existe um valor de ¢ tal que G1(¢)¢ =0

1 1 1
et — (I + A+ gw +o 't”/\”> <I +tG(0) + -+ E#Gl(@’f +0+4-+ 0> .
Escrevendo nossa matriz J (eq}5.34) na forma de blocos de Jordan, considerando A = —1,0,1, e

que G1(£)* =0 para £ >3

J_1(4) 0
In(0) = (J-1(4), Jo(1)) = ;
(6) = (J-1(4), Jo(1)) (0 Jo(1)
ou na forma da equagao [5.36
-1 0 0 0 01000 004 00 000 ¢ 0
0 -1 0 0 00100 0001210 00000
H)=]0o o -1 0 o|+]0o0o01Of+[00O0O0O[+[0O0O0OO0OTO
0 0 -1 0 00000 00000 00000
0 0 0 0 00000 00000 00000

Por fim, calculando a exponencial de Jordan temos que a solugao de y = Jy, é dada por

et tet %e% %e‘gt 0 lo loe7t + litel + 1y %e% + 13%6315
0 et te %e% 0 I lie™t 4 Iotel + 13%6%
yt)=1|{ 0 ettt 0| |[lLf= lae™! + I3te! (5.38)
0 et 0 I3 Ige™t
0 0 1 ly Iy
L

Onde L = Q'K e K = (ko, k1, k2, k3, k4)T Agora queremos voltar para a coordenada original de
nosso sistema, ou seja, com a matriz A = QJQ~!. Para isso vamos resolver L e encontrar o valor

de cada componente [;

-1 -1 -1 -1 0 ko —(ko + k1 + ko + k3)

-1 -1 -1 0 0f |k —(ko + k1 + k2)
L=|-1 -1 0 0| |k = —(ko + k1)

-1 0 0 0] |%s —ko

1 I 1) \k4 ko + k1 4 ko + k3 + k4

Substituindo o valor das componentes de L na equagao de y(t) temos

—(ko + k1 + ko + k3)e b — (ko + k1 + ko)tet — (ko + kl)gezt — ko%e:gt
—(ko + k1 + ka)e ™t — (ko + k1)te! + —kob e
y(t) = — (ko + k1)e™ — kote! . (5.39)
—k‘oe*t

ko + k1 + ko + ks + kg

E finalmente, dado que encontramos o valor de y(t), podemos voltar para as coordenadas

originais através da equagao p(t) = Qy(t):
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—(ko + k1 + k2 4 ka)e™" — (ko + k1 + k2)te’ — (ko + k’l)%em - ko%ei”t
7(]60 + k1 + k:g)eit — (k}o + k1)t€t — ko %6%
—(k‘o + kl)eit — kotet
—koeit

ko + k1 + ko + k3 + ka

= O O O O

Cujas equagoes para cada componente do vetor z(t) podem ser escritas como

*po = k‘oe_t

*p(l) = (ko + k1)e " 4 kote! — kge™!

t2
*p(2) = (k‘o + k1 + kg)e_t -+ (ko + kl)tet + k()Eth — (k)o + kl)e_t — kotet
t2 ¢3
«p®) = (ko + k1 + ko + ks)e™ + (ko + k1 + ko)te + (ko + k1)§e2t + koge?"t
t2
—(ko + k1 + ]‘C2)€_t — (ko + k1)t€t - k0§€2t
t2 3
*p(4) = —(ko+ k1 + ke + kg)eft — (ko + k1 + kz)tet — (ko + k1)562t — kogegt
+ko+ k1 4+ ko + ks + kg
tal que obtemos o valor do vetor x(t)
koeit
(k‘o + kl)eft + kotet
p(t) = koe ™t + kitet + ko %ezt R (540)

kge_t + thet + k1 %em + ko %6&
—K'e~t — (ko + k1 + ka)tet — (ko + k1) e — koL et + K

Onde K =ko+ k1 +ko+ks+ksie K' =ko+ ki + ko + ks.

Em |23 é demonstrada uma proposi¢ao que estabelece a da fungao de probabilidade no
limite em que t — oo quando temos sistemas fechados, i.e., nao hé reacgoes dos tipos influrzo ou
fluxo de saida. A relagao é justificada no sentindo em que a medida que tempo cresce muito, a

probabilidade converge para uma distribuicao multinomial

b1
lim pW(¢) = tliglo Q=1 | =E[p . (5.41)

t—00

Pn

Portanto a medida em que t — 0o o vetor p(t) assume a forma

p(t — 00) = ko (5.42)

N o o o o

onde usamos L’Hopital para calcular lim,_,.{ze*} = 0. Com isso, observa-se que ao esperar

um periodo de tempo muito longo todas as subunidades das moléculas de hemoglobinas estarao
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ligadas a uma molécula de oxigénio. Agora, para o caso em que t — 0, facilmente vemos que p(t)

assume a forma:

ko
k1
p(t—0)= |k |, (5.43)
k3
k4

que também bate com a parte tedrica descrita pela bioquimica, onde as hemoglobinas do meio
vao comecar a se ligar as moléculas de oxigénio disponiveis no meio. E dado que uma molécula se

liga ao oxigénio, as outras também irao se ligar.

Voltando ao teorema que descreve a solugao para reagdes monomoleculares e tendo
em maos o vetor p(t),podemos calcular distribui¢ao multinomial para esse sistema que sera dada

por convolugoes das probabilidades de cada um dos cinco estado individuais da Hb

n!

T 16161611 — Ja))!

4
P(X,t) = M(n,&1,p) 5 -+ % M(n, &,p) (pME . (5.44)
=0

Como esse sistema s6 consideramos a probabilidade de saltar para direita com taxa de transigao

k =1, e assumindo que |p(()k)| =1, a convolugao de multinomiais resulta

n!
M, &+ & + & +E&+ 547P§1)) = Wpél)pgl)pg)pgl)pf) (5.45)
n!
= ZpMppppth (5.46)

5!

Seja 5! o nimero de combinacoes possiveis de reagoes , no limite em que ¢ vai pra zero a multinomial

resulta no produto das taxas de transicoes entre os estados da hemoglobina
%%M(n, G +&L+G+4a+ ﬁs,pgl)) = kok1kokzky . (5.47)

Para valores de ¢ muito grandes M (n, 51,p§j)) %k M(n, Sj,pgj)) = 0. E razoavel este resultado,
pois para tempos infinitos nao haveriam hemoglobinas nos estados 0, 1,2, 3 e tomando o limite

teremos
lim M(n, &, p5) = koky + koks + koks + koks. . (5.48)

Um pressuposto seria que quando o sistema evoluisse por um periodo infinito, todas as moléculas
da hemoglobina vao se encontrar no estado ps, jA que nao estamos considerando que hajam

reagOes no sentido contrario (k= = 0).

522 Casoemque k" =k =1

Agora queremos analisar o sistema considerando que as taxas de transi¢oes sao iguais
kT = k= = 1. Substituindo esses valores de k™ e k™ na equacao obtemos a matriz A dada

por
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-1 1 0 0 0
1 -2 1 0 0
A=10 1 -2 1 0 (5.49)
0 1 -2 1
0 0 1 -1

A forma candnica de Jordan para A obtida possui as seguintes matrizes:

1 1 ~1 1 ~1
1 —3B8+v5) 5(vV5-3) 3(1+v5) 3(1-vV5)
Q = |1 145 0 1-+5 0 ,
L —3B+V5) —3(1+v5) 3(vV5-3) 3(V5-1)
1 1 1 1 1
0 0 0 0 0
0 —3(5+V5) 0 0 0
J = |o 0 ~1(3+V5) 0 0 ,
0 0 0 2(v/5—5) 0
0 0 0 0 3(v5—3)
1 1 1 1 1
5 5 5 5 5
w5B=VE) -5 (-1 —f5 %HB—VH)
Q' = | HVE-5) 5 0 e L(WE-9)| .
wB+VE) -5 —p+V5) -5 B+ VE)
%(G+VE) -3 0 S &G+ V)

Observe que agora todos blocos de Jordan possuem ¢ = 1, respectivos a todos os autovalores.
Neste problema temos que G§(£) = 0, dai y(t) terd apenas valores na diagonal relacionados com

os respectivos autovalores.

1 0 0 0 0 o lo
0 e tz(+VE) 0 0 0 I liet3(5+V5)

yt)=|o 0 e 2 (3+V5) 0 0 Iy | = | lae t23+V5) (5.50)
0 0 0 3 (V5-5) 0 I3 Izt 3 (V5=5)
0 0 0 0 et3(V5-3) l lyets (V5=3)

Apos obter o valor da matriz L = ¢~ 'K e substituir na matriz acima obtemos

Lko + ky + ks + ks + k)
L y
3B (ko + ka)e ™ BTV 1 L (VB — 1)(ky — by — kz)e @ GVD)
Tl()(\[ —5)(ko + k‘4)6_7t(3+\/5) + ﬁ(kl _ kg)e%t(B—i-\/g)
35 (i + ky)ez (V3D — Ly + kg + ko) (V5 + 1))ez(VOD)

t(/5— -
L(VB +5) (ko + ka)es V5 4 L (kg — hy)es (V59

S

y(t)
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Basta agora calcularmos p(t) = Qy(t) que voltamos para a variavel original e podemos fazer a

analise assintética do nosso problema. Observe que quando ¢ — 0 na equagdo acima, obtemos

1 1 -1 1 ~1
1 —3B+Vv5) 3(vV5-3) 3(1++v5) 5(1-V5)
yt—=0)=|[1 1++5 0 1-+5 0 (5.51)
1 —3B+V5) —3(1+v5) 3(vV5-3) 5(vV5-1)
1 1 1 1 1
525 4 2225, 0.11ko — 0.49k,
14-6v6p, | 5426, | 8By, 0.19k0 + 0.89k; + 0.29k>
— p(t = 0) = S8VB o 4 2(ky 4 3ky) = | 3.34ko + 0.40k1 + 1.20k, (5.52)
D51, 4 2618y, odly, 1.58ko — 2.71k1 + 0.65k;
5425, 4 225, 1.89ko — 0.49k;
E na medida que t — 0o, obtemos
1 1
0 1
(1) = g 0| = plt = o0) = g | (5.53)
0 1
0 1

Aqui, K = kg + k1 + ko + k3 + k4. Por fim, Resolvendo para esse sistema a convolucao das
distribui¢oes Multinomiais. Vele enfatizar que assim como no caso anterior, ndo iremos considerar
a distribuigao de Poisson, pois nao ha reagoes de degradagao (cpg) ou de produgao (coi) em nosso

sistema no limite em que ¢ — co obtemos

4
P(X.t) = M(n.&,p")% - sM(n.&,p) =51 T[0!
i=0
ko + k1 + ko + ks + ka \°
_ 5!<0+ 1+ ko + ks + 4> ‘ (5.54)
5
Portanto, em um nimero de n! = 5! ntamero de reacbes, quanto ¢ é muito grande, todas

hemoglobinas estarao ligadas com o mesmo niimero de oxigénios, isto se deve ao fato de as taxas

de transicao para a esquerda serem iguais as taxas de transi¢cao para direita.
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6 Conclusio

Como inicialmente proposto, este estudo se dedicou & anélise tedrica de processos esto-
césticos, onde adotou-se como principal referéncia, para o referencial teoérico, o livro texto de
Gardner [19]. Em suma, ao explorar os processos estocasticos através dos olhos das equagoes
de Fokker-Planck, a equacao deterministica e a equagdo de Chapman-Kolmogorov, mostram a
beleza da complexidade e do mistério dos fenémenos aleatoérios. Ao analisar as propriedades dessas
equacoes ganhamos uma compreensao mais profunda da natureza intrinseca da aleatoriedade.
As relagOes entre essas equagOes oferecem uma perspectiva unificadora para compreender a
evolugao temporal de sistemas complexos, destacando a importancia de abordagens teéricas e
de simulagoes computacionais. Infelizmente nao foi possivel realizar simulacoes, pois a minha
bagagem computacional é béasica e dado que inicialmente a ideia era fazer um estudo analitico,

acabei deixando em segundo plano a possibilidade de uma abordagem computacional.

Em sintese, os processos estocésticos desempenham um papel fundamental na compre-
ensao da cooperatividade da hemoglobina. Através da anélise estocéstica, pudemos investigar
e modelar as interagoes complexas entre as moléculas de oxigénio e a hemoglobina, revelando
padroes emergentes e comportamentos dindmicos que nao seriam perceptiveis em uma aborda-
gem deterministica. Ao incorporar a aleatoriedade inerente aos sistemas bioldgicos, os processos
estocésticos nos permitiram avancgar na compreensao dos mecanismos subjacentes a regulacao da

afinidade do oxigénio pela hemoglobina.

O problema mais complexo que resolvemos foi considerando o modelo sequencial para
cooperatividade da hemoglobina, cuja ideia foi resolver a equagao de taxa envolvendo 5 reagoes
quimicas. A principio parecia ser um modelo simples de se resolver, porém a equacgao de autovalores
é bem complexa e nao possui solugao analitica facil. Portanto tive que aprender o método da forma
candnica de Jordan que simplificou bastante os calculos. Porém ,quando atribuimos valores para
as taxas de transicoes, observamos que para kT = k= = 1 as contas se tornam mais complexas.
Dai a falta da ferramenta computacional foi uma lacuna profunda, percebida por mim um pouco

tarde. Todavia é questao para estudos futuros.

Como perspectivas futuras tenho interesse em calcular para outros valores de k™ e k™~
e plotar os valores das concentracoes num grafico usando o software matlab. Ainda pretendo
simular esse sistema de 5 estados evoluindo no tempo, levando em conta a relagao da propensidade
de reagao o com a saturagao de oxigénio. Como segundo interesse pretendo usar a equagao de
Fokker-Planck para estudar o sistema, pois aqui usamos o primeiro termo da expansao de Kramers
Moyal (equacio de taxa ou deterministica). E fundamental para uma analise mais elaborada,
resolver a Fokker Planck [11], pois ela esta relacionada com o processo difusivo do sistema. Ainda
existe uma abordagem mais rigorosa mostrada no artigo |53| que define a Fokker Planck para um
sistema em que ocorrem reagoes quimicas através da linguagem de operadores com uma sutil

elegAncia matematica.
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Também tenho interesse em estudar teoricamente o modelo Monod- Wyman-Changeux
(modelo MWC) seguindo a mesma dire¢ao que o modelo de 5 estados, ou seja, estudar as equagoes
de taxa e a Fokker Planck para o sistema. Depois de tudo isso comparar os resultados com
dados experimentais de artigos das areas biolégicas, bioquimicas e quimicas para observar se
a modelagem proposta através do estudo feito podera ser valido para descrever os modelos de

cooperatividade da hemoglobina [39}42].

Por fim uma outra perspectiva interessante seria estudar o sistema via calculo de It6 [54],
onde considera-se um processo markoviano d-dimensional x; € Q C R?% que possua um drift com
a presenga de um ruido cuja equagao de Ité é dada por dx; = F(x;)dt + cdW, [53|. E apos
estudar via essa metodologia, comparar os resultados com os obtidos via os métodos presentes

nesta dissertagao.
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7 Apéndice A

Deducio da Equagdo diferencial de Chapman-Kolmogorov (EDCK)
Seja a definigdo de derivada temporal para uma densidade de probabilidade

0 ) 1
FP(x.1) = lim = {p(x,t +5t) — p(x, 1)} (7.1)
onde assumimos que existe uma diferenciabilidade da transicao de probabilidade em relagao ao

tempo. Desde que p(z,t + At|x,t) seja uma probabilidade é valida a condi¢ao de normalizagao
/ dz p(z,t + At|x,t) =1 (7.2)
S
tal que podemos reescrever a eq. como

1

- t)= lim — [ d t+ Atlz, t t) — t+ At|x, t t)t . 7.3
Gipet) = Jim o [ da{p(x.t+ Ml (1) = plat+ Atfx. Op(x.1)) (7.3)

Agora vamos dividir a regiao S em duas regides com base em um parametro arbitrariamente
pequeno € > 0. A primeira regido |x — z| < € corresponde & um processo onde o estado é continuo
e a derivada nesta regiao sera denotada por D; . A segunda regido |x — z| > ¢ corresponde & um
processo de salto e a derivada nesta regido serd denotada por Dy . A derivada em toda regido S

pode ser escrita como

0
—p(x, t) = D1+ D>, (7.4)
ot
explicitando os valores das derivadas teremos
1
Dy = lim — / dz {p(x,t + At|z,t)p(z,t) — p(z,t + At|x, t)p(x,t)} (7.5)
At—0 At |x—z|<e
e
1
Dy = lim — / dz {p(x,t + At|z, t)p(z,t) — p(z,t + At|x, t)p(x,t)} . (7.6)
At—0 At |x—z|>¢

Como a primeira regido esta relacionada a um estado continuo, podemos expandir expandir D
em séries de poténcias de x — z. Antes vamos definir x — z = r e reescrever D de uma forma
mais compacta:

1
D; = lim — / dr{p(x,t + At|x —r,t)p(x —r,t) — p(x —r,t + At|x, t)p(x,t)} . (7.7)
At—0 At r|<e

Por conveniéncia vamos definir f(x;r) = p(x + r,t + At|x,t)p(x,t), tal que o integrando na
equagao acima assume a forma f(x —r;r) — f(x; —r). Ao expandir o primeiro termo até segunda

ordem obtemos

for) = Y 2LE80 22”86 + Ol = (s —x) (78)
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Por simetria temos que [drf(x;r) = [ drf(x; —r). Substituindo o valor de f de volta na integral

1
D = lim — t 4+ At|x,t) t
! AtS0 At /r|<£ { ZTZ i plx x4 Atlx, f)p(x. 1)

1 o2
+ 5 Z ZJ: riv; Wp(x +r,t+ Atfx, t)p(x, t)} . (7.9)

Definindo os incrementos X; (¢ + At) — X;(t) = X;(t), podemos escrever a esperanca condicional

para o primeiro momento:
E[X;(8)|X(t) = x] = / drrip(x +r,t + At|z, t)
[Ir]|<e
e para o segundo momento:

E[X;(t)X;(1)|X(t) = x] = / drrgrip(x + 1, t + At|x,t)
v <e

A condicao de diferenciabilidade aqui se refere para os processos continuos: considerando
a parte ||x — z|| < e. E no limite que At — 0 vamos assumir que esperangas convergem para um
vetor nao nulo que depende das coordenadas das varidveis aleatérias e do tempo. Sendo assim

vaimos escrever

I lim KE[ i(O)X(t) =x] = Ai(x,t) + o() (7.10)
1. lim EE[Xi(t)Xj(t)\X(t) = x] = Bjj(x,t) + o(¢) (7.11)

O vetor A(x,t) pode ser interpretado como um "drift vector"que é simplesmente a atualizagao
do valor médio aplicado em x. Por outro lado a matriz B(x,t) é interpretada como matriz de
difusdo podendo ser fortemente dependentes da posi¢do no espago. Em suma ela mede o quando
a variavel aleatoria esta se afastando de um determinado ponto. A partir da construgoes que

fizemos a equagao [7.9] assume a forma

Dy — — Z ai [Ai(x,t)p(x, )] + ;Z Ey—- [Bij(x,t)p(x,t)] . (7.12)

2,

Para resolver a parte discreta, equagao [7.6] Usaremos a condigao de diferenciabilidade para um

processo de salto

hm (x,t + At|z,t) = W(x|z, ). (7.13)

A P
Onde W(x|z,t) é a taxa de transigdo para um salto (z — x). Sob essa condi¢ao quando € — 0, a

regiao de integracao se aproxima para .S, levando a
Dy — / dz [W(x|z,t)p(z,t) — W(z|x,t)p(x,t)]. (7.14)

Juntando e vamos reescrever [7.4] obtemos a Equagdo diferencial Chapman-Kolmogorov
dCKE.
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8 Apéndice B

Expansdo de Kramers-Moyal

Se N for suficientemente grande, podemos trabalhar com a concentragao de espécies
Sp fazendo a seguinte mudancga de variaveis: = n/N. No limite N — oo a variavel assume
valores continuos no intervalo fechado [0, 1] e podemos definir a densidade de probabilidade

p(z,t) = NP(x,t). Nessas novas variaveis, a equagao assume a forma

£(x)

DL — (o= ol = 1)+ (4 1ol + 30,0 [ (@) + o @)l 1) (81)

¢(v)

Por simplicidade definiremos as fungoes £(z) e ((x) e vamos expandir em série de Taylor em

torno de x:

E—1/N) = 3 ane@)(-1/N)" (52)
et 1N) = 3 ) (/N (8.3)
' (8.4)
Expandindo até a segunda ordem, temos:
Ea) = @) + 0, (@)oa — s) + OE(@)e(x — ) + O(> ) (8.5)
€)= E(@)e + 3 0u(): + gy PE(r)e + O(> ) (3.6)
e para ((z) com ¢ = x + 1/N
(@) = @) +B(@)elo - e) + 502 (@)( — < + O(> ) (8.7
(@) = (@) + 3 0ul(@)e + 51502 (@)e + O <) (53)
substituindo ambas expansoes em m 8.1] teremos
DD — o) + 3008 + 53086@)e + O &) + (@) + 106 (2)e
oy P2C(@)e — [ (@) + o (@)p(a, 1)

= o (@)p(x,t) + %0 o (z)p(x,t) + 75‘2 T(@)p(z,t) + O(> €2)

]1,3 a” (z)p(z, t)+ma2 a”(2)p(z,t) — [ (z) + o (2)]p(=, t)

— Ol @) — 0" @) oo O]+ 00 (@) + 0~ (@)l )] + O )
A(z) B(x)

+a~ (@)p(e,t) +
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z 2
w _ _%[A(m)p(x, D+ — 2 B P, )] + O ) . (8.9)

A expanséao realizada acima de forma intuitiva e natural é diretamente obtida da expansdo

de Krammers-Moyal.

O préximo passo é encontrar a equagao deterministica do modelo e para isso iremos fazer

x0yP(x,t) e integrar sobre todo z € [0, 1]
T aP(:L'/) x (—8)" on T >
/ / / / /
/ R, dx’ = / Z 7 P(x ,t)/ 5”25%1‘(5]% )¢ |
n=1 1=0
para n = 1 que é a primeira expansao da Krammers-Moyal obtemos

/x’ai;f)dx’ = /(—1)3:’8(1/ P(m’,t)/ € wi (&l e)dE

n'g

pa(x)

[ = [P O )]
1 ! / / /
= —a:P(x,t)ul(x)|0 —/0 Pz’ t)uy (z')dx

Como z nao varia de [—oo, +00], tomaremos os valores extremos do intervalo [0, 1]. Note que

nesse modelo pu(z') = A(x') = a™(2') — a~ (2'), portanto
1 1
OE[z] = —zP(z,t)(at(x) — a_(q:))‘é +/0 at (2 )P(2,t)da’ /0 a” (2" )P(2', t)dx’'

1 1
= —P(Lt)(a"'(l)—a_(l))ﬂ—/o a+(x/)P(9:/,t)dx/—/0 a” (") P(2 t)dx" |

=0, cc

e por fim, temos

1 1
8tIE[J:]:/O oz+(x')P(:U’,t)da:'/0 a (") P2, t)d2'

- 8E[z] = Ea* (2)] — Ela~(z)] , (8.10)

Teorema de Laplace

Em esséncia, o Teorema de Laplace estabelece que o determinante de uma matriz quadrada
n X n pode ser calculada decompondo-a em uma soma de produtos de elementos da matriz,
conhecidos como cofatores. Os cofatores sdo determinantes de matrizes menores obtidas eliminando
a linha ¢ ou a coluna j do determinante original. Surpreendentemente, verifica-se que o valor do

determinante pode ser calculado expandindo-se ao longo de qualquer linha ou coluna.

Teorema 8.0.1. Ezpansio de Laplace Seja A = [a;j] uma matriz n x n. Entdo o determinante
de A serd dado pela soma dos complementos algébricos (cofatores) de A. O cofator do elemento

a;j € definido por Cy; = (—1)" det A;j. Decorre dai duas possibilidades:
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e Cofator ao longo da i-ésima linha = det A = Z?Zl(—l)”jaij det A;;.

e Cofator ao longo da j-ésima coluna = det A = > | (—1)"a;; det A;;.

Este teorema é especialmente til para calcular determinantes de matrizes de ordem
maior, uma vez que simplifica o processo de calculo em comparagao com a expansao direta de
Laplace de uma matriz grande. No entanto, para matrizes de ordem n < 3 as féormulas sdo mais

simples e podem ser aplicadas diretamente.
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