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Resumo

Em nosso trabalho, estudamos os fundamentos de mecanica quantica em cavidades de
microondas usando como base alguns dos experimentos do Serge Haroche e sua equipe.
Comecgamos por uma revisao de conceitos basicos da mecanica e, em seguida, falamos sobre
o estudo principal por traz de cada um dos experimentos citados, que é a eletrodinamica
quantica de cavidade. Nessa parte, falamos sobre a quantizagdo do campo eletromagnético,
sobre estados coerentes e, a partir do modelo de Jaynes-Cummings, chegamos a teoria de
interacao entre o &tomo de dois niveis e um modo de campo. Estudamos a quantizacao
da luz através do experimento descrito na Ref. [M Brune et al., Physical Review Letters,
76(11):1800, 1996]. Um outro conceito fundamental da mecénica quéntica, o emaranha-
mento, foi estudado usando como base o artigo [E Hagley et al. Physical Review Letters,
79(1):1, 1997]. E, por fim, estudamos decoeréncia e limite classico pelos experimentos
descritos em [Michel Brune et al Physical Review Letters, 77(24):4887, 1996] e [P Bertet
et al., Nature, 411(6834):166-170, 2001].

Palavras-chave: Eletrodinamica Quantica de Cavidades, Fundamentos de Mecanica

Quéntica, Atomos de Rydberg, Decoeréncai, Emaranhamento.



Abstract

In our work, we studied the foundations of quantum mechanics in microwave quantum
cavities using some of the experiments Serge Haroche and his team performed. We
started by reviewing the basic concepts of quantum mechanics, and then we described
the central concept behind the experiments, the quantum cavity electrodynamics. We
studied the quantization of the electromagnetic field and coherent states, and from the
Jaynes-Cumming model, where we described the atom-field interaction dynamics. We
studied the light quantizations through the experiment described in Ref. [M Brune et al.,
Physical Review Letters, 76(11):1800, 1996]. Another fundamental concept of quantum
mechanics, entanglement, was studied using Ref. [E Hagley et al. Physical Review Letters,
79(1):1, 1997]. Finally, we studied decoherence and classical limit through the experiments
in Ref. [Michel Brune et al Physical Review Letters, 77(24):4887, 1996] e [P Bertet et al.,
Nature, 411(6834):166-170, 2001.].

Keywords: Quantum Cavities Electrodynamics, Foundation of Quantum Mechanics,

Rydberg Atoms, Decoherence, Entanglement.
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1 Introducao

A mecanica quantica nos apresenta um mundo fascinante e estranho ao mesmo
tempo. Para muitos, entendé-la se torna um desafio. Por exemplo, vocé consegue imaginar
uma particula que estd em duas posigoes no mesmo instante de tempo? Ou é capaz
de imaginar o resultado de uma medi¢ao em uma particula “interferir” no resultado de
outra, que podem estar separadas por uma distancia muito grande, sem violar a teoria
da relatividade? Por mais estranhas que parecam essas perguntas, na mecanica quantica
existem conceitos que podem nos levar a elas. Em nosso trabalho, estamos interessados
em estudar algumas questoes fundamentais da mecanica quantica e com isso, vamos nos

deparar com conceitos dificeis de explicar intuitivamente.

Uma abordagem que pode facilitar o entendimento dessas questdes fundamentais é
ver como elas se aplicam na prética. Por isso, em nossos estudos, usaremos uma série de
experimentos que foram feitos pela equipe do laboratério Kastler Brossel da Ecole Normale
Supérieure em Paris. Nesses experimentos foram observados fendomenos fundamentais da
mecanica por meio cavidades com alto fator de qualidade @). Neles, atomos de Rydberg
atravessavam essas cavidades que podiam estar ou nao em ressonancia com a frequéncia

de transicao dos dois estados principais do atomo.

Comecaremos relembrando conceitos basicos de mecanica quantica que iremos
precisar para entender as questoes que iremos abordar. Em seguida falaremos do tema
central dos nossos estudos, que é a eletrodinamica quantica de cavidades. Veremos que o
modelo de Jaynes-Cummings nos leva a um Hamiltoniano adequado para descrevermos
um atomo de dois niveis interagindo com um modo de campo na cavidade. O impacto das
imperfeigoes experimentais podem ser descritos por equacoes mestras, como a equacio
de Lindblad. E como nos experimentos a cavidade () é preenchida por campos coerentes,

estudaremos esse conceito.

Com uma base teodrica introduzida, iremos partir para os experimentos. Fortes
evidéncias da quantizagao do campo na cavidade ficarao claras ao compararmos os re-
sultados do experimento [1] com as predigoes da teoria. Em seguida, apds introduzir o
conceito de emaranhamento, veremos por meio do experimento [2] como ele acontece na
pratica. Estudaremos também a decoeréncia e como ela acontece no mundo real, pelo
experimento [3]. Chegamos a conclusao de que observando o processo de decoeréncia, é
possivel observar a transicdo do quantico para o classico. Por fim, por meio de um modelo
de interferometro no experimento [4], veremos que a transigao do quantico para o classico

e que esse processo pode ser reversivel por meio de um apagador quantico.
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2 Conceitos basicos da mecanica quantica

Neste capitulo, daremos uma breve introdugao ao conceito de estados quanticos
para sistemas simples e compostos. Para entendermos essa parte inicial, usamos como base
as referéncias [5] e [6]. Com esse alicerce construido exploramos os conceitos de sistemas
quénticos abertos e fechados, Com auxilio das referéncias [7] e [8], que sdo de grande

importancia para o tema central de nossos estudos.

2.1 Base teodrica inicial

Existem algumas varidveis dinamicas que, de acordo com a mecanica classica,
esperava-se que assumissem um continuo de valores, mas evidéncias experimentais mostrava
que isso nao acontecia. Essas variaveis assumiam valores discretos, ou seja, quantizados.
Um exemplo disso é o espectro atomico. De acordo com a mecanica classica e com
o eletromagnetismo, um elétron deveria emitir radiacado a uma frequéncia que variava
continuamente enquanto o elétron ia em dire¢ao ao nicleo em um movimento espiradalado.
Mas por meio de experimentos foi observado apenas um conjunto de frequéncias discretas,
de forma que os elétrons s6 podem ocupar um conjunto discreto de niveis energia. Além
disso, a frequéncia de radiacao emitida durante uma transicdo entre esses niveis deve ser

proporcional a diferenca de energia entre eles.

Mas existem também casos em que a energia nao ¢ quantizada, como por exemplo
um elétron livre, que pode estar em um intervalo continuo de energias quando acelerado,

emitindo radiacao em um espectro continuo de frequéncias.

Uma forma de lidar com variaveis continuas e discretas seria por meio de ferramentas
matematicas de analise funcional. Com esse tipo de ferramenta, se torna possivel calcular
valores tanto para operadores que possuem um conjunto de autovalores que podem assumir
um conjunto discreto de valores quanto para operadores que assumem um conjunto

continuo.
Postulado 1: Cada sistema fisico estd associado a um espago de Hilbert.
Com essa estrutura matematica, pode-se formular postulado:

Postulado 2: Cada varidvel dinamica corresponde a um operador linear Hermitiano
e para encontrar os possiveis valores de tal varidavel, basta encontrar os autovalores do

operador.

E muito comum na mecanica quintica nos referirmos a um estado, que significa

uma configuracao especifica do nosso sistema. Para prevermos o resultado de uma medigao,
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precisamos saber em qual configuracdo o estado esta. A descricdo matemaéatica de dos

estados de um sistema é estabelecida pelo postulado:

Postulado 3: Cada estado corresponde a um tinico operador de estado que deve

ser Hermitiano, nao-negativo e com traco unitdario, denominado operador densidade.

Podemos encontrar o valor médio de uma variavel dindmica A, a partir do operador

de estado ou operador densidade p pelo postulado
Postulado 4:
(4) = Tr(pA), (2.1)

Vamos agora considerar um observavel que é representado por um operador projecao

P, = |u) (u|. Se o vetor |u) tem norma unitaria, entao esse operador descreve variaveis

dindmicas que assumem apenas valores entre 0 e 1. Assim sendo, se os valores que essa

variavel pode assumir sao todos reais, entao o mesmo deve acontecer com a média, de
forma que

Tr(pP,) = (ulplu) =0 (2.2)

para todo |u). Ou seja, p deve ser, de fato, operador nao negativo.

2.2 Operador de estado (ou matriz densidade)

Na secao anterior definimos que um operador de estado deve satisfazer determinadas

relagoes matematicas e como ¢ auto-adjunto, admite a representacao espetral:

p= an |Pn) (Pnl - (2.3)

Por conveniéncia, assumimos que essa representacao é feita em termos dos autova-
lores e autovetores ortonormais discretos. Com isso, a partir das trés propriedades citadas

acima, podemos obter as relagoes

S = 1, (2.4)

Pn = P (2.5)
pn > 0 (2.6)

A partir das equacoes 2.4 e 2.6, podemos concluir que
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2.2.1 Estados Puros

Um estado puro deve ter a seguinte forma

p =) (Y], (2.8)

em que |¢) é um vetor de norma unitaria chamado de vetor de estado. A partir desse vetor

de estado é possivel encontrar o valor médio de um observavel R da seguinte forma

(A) =Tr(pA) =Tr ([¢) (0| A) = (@] Aly) - (2.9)

O vetor de |1) representa o estado p, mas nio ¢ o tinico pois €™ [¢)) define 0 mesmo

projetor, em que « é um nimero real qualquer.

Uma outra condi¢do que nos permite identificar um estado como sendo puro é que

P’ =p (2.10)

A equacio 2.10 nos leva a p2 = p, o que nos diz que s6 temos dois autovalores
possiveis, p, = 0 e p, = 1. E levando em conta a condigdo 2.4, podemos concluir que a

representacao espectral 2.3 s6 pode ter um termo.

Um outra condigao que precisa ser atendida para termos um estado puro é

Tr(p®) =1, (2.11)

Como os valores assumidos por p, devem estar entre 0 e 1, p2 < p, temos

Tr(p®) = <D pa=1 (2.12)

Existe também uma outra forma de identificar um estado puro que por sua vez,

nos ajuda a definir estados nao-puros.

Teorema 2.2.1 (estados puros). Um estado nao puro sempre pode ser descrito como uma
combinacao convexa ndao trivial de outros estados. Caso isso ndao seja possivel, esse estado

¢ denominado estado puro.
A prova desse teorema ¢ encontrada facilmente na referéncia [5].

2.2.2 Mistura estatistica de estados

Quando temos um sistema que pode estar no estado [¢);) com uma probabilidade

p1, no estado [¢h9) com uma probabilidade po, e assim por diante, podemos afirmar que a
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soma dessas probabilidades deve ser igual a 1. Quando nosso sistema esta em um estado
composto por mais de uma dessas probabilidades, podemos dizer que este é o caso de uma

mistura estatistica de estados.

Podemos entao, calcular a probabilidade P(a,) de encontrarmos o resultado da
medicao de um certo observavel A ser igual a a,. Para isso, primeiro é necesséario saber
qual é a probabilidade de encontrarmos o resultado a, para um determinado vetor de

estado [¢) que pode ser dado por

Prlan) = (x| Pu [thr) (2.13)

em que P, é um projetor no espago associado ao autovalor a,. Para saber a probabilidade

total, basta olharmos para a equacao 2.13 em que juntamos todos os estados possiveis

9;), com j =1,2---  k, com seus respectivos pesos, p;. Assim temos
Plan) =D prPr(an)- (2.14)
k

Pelas equagoes 2.9 e 2.14, podemos facilmente chegar no resultado

Plan) =Tr (pPn) (2.15)

em que p = >, PkPk-

2.3 Sistemas quanticos compostos

Um sistema composto é aquele que pode ser decomposto em dois ou mais sistemas
associados a espacos de Hilbert diferentes. Suponha que existam dois sistemas, S; e s,
associados aos espaco de Hilbert H; e Ho, respetivamente. E possivel descrever o sistema

composto S = S; + S, por meio de um espaco de Hilbert H.

2.3.1 Produto Tensorial

O produto tensorial, também conhecido como produto de Kronecker, ¢ uma ferra-

menta matematica que ird nos auxiliar na descri¢cao de sistemas compostos.

Seja Hi e Ha, espacos de Hilbert diferentes, cujas bases |uq),|ug), -+ ,|u,) €
|v1) , |vg) - - - |Um), sdo ortonormais. Entao, os simbolos |u;) ® |v;), com i =1,2,--- ;ne
j=1,2,-+- m, irdo formar uma base ortonormal do espago H; ® Hs. Qualquer vetor |t))

de H; ® Hs, pode ser escrito como

W) =" i us) vg) - (2.16)

1,J
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Define-se entao

Boh = (Salw)e (zmm) 2.17)
i J
= D> aiflu) ® |vy) (2.18)
2y}
Tais vetores sao denominados vetores produto.

O produto interno entre dois elementos do espago de Hilbert H, [¢') = |¢/) @ |x') e
1Y) = |¢) ® |x), é dado por

W) = (¢ @ X'l @ x) = (¢|9) (X'Ix) - (2.19)

Se escrevermos esse produto interno em termos das bases definias acima, por serem

ortonormais, temos que

(upvjluvg) = (uirlug) (vjlvg) = dirdjje (2.20)

Dados operadores A; que atuam em H; e Ay que atua em H,, podemos definir

A = Al ® AQ, (221)

O operador A, tem suporte em H; se A = A; ® I e analogamente, ele tem suporte em Ho
se A=1R As,.

2.3.2 Traco Parcial

Quando temos sistemas compostos, uma das primeiras duvidas que nos vem a
cabecga é como determinar seus estados e se os estados do sistema inteiro sao determinados

diretamente pelo estado de cada um de seus subsistemas.

Considere o sistema composto descrito por |¢) definido na equagao 2.16. De acordo

com a equacao 2.20 e com a relacao

Z |umlvn/> <um/7jn/| = I, (222)

m’n’

o valor médio de uma observavel qualquer A, é dado por

(Ay =Tr(pA) = Y (tumva] p [t vw) (U vn | A [t vy,) - (2.23)

m,n,m’ n’
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Agora suponha que A tenha suporte em H;, de forma que A = A; ® I. Assim,

teremos

<A> = Z <umvn| P |um’vn’> <Um’| Ay |um> <Un’|vn> : (224)

Como ja dito antes, as bases {u;} e {v;} sao ortogonais de forma que (Vyy|v,) =

Omme € cOm isso, podemos reescrever a equagao acima como

<A> = Z <umvn| P |um’vn> <um’| Ay ’Um> (2.25)
= TrO(pMA,), (2.26)

em que pM é um operador que atua no subespaco Hi, definido por

(| P [ttr) = 3 (ttm O] p [t - (2.27)

TrWp e Tr® p sao chamados de traco parcial, pois eles atuam apenas no espaco Mo

e Hi, respectivamente. Além disso, pM e p® sao denominados operador de estado parcial
ou operador de estado reduzido. Esses operadores de estado reduzido também satisfazem

as propriedades vistas na segao 2.2.

2.4 Sistemas de dois niveis

Sistemas de dois niveis sao de grande interesse, pois sao bastante vidveis de se
preparar experimentalmente. Por exemplo, nesse trabalho iremos estudar atomos de dois
niveis interagindo com um modo de campo eletromagnético. O estudo desses sistemas
pode ser feito através de uma matematica mais acessivel, pois podem ser descritos em
um espaco Hilbert com dimensao igual a dois. Apesar dessas “facilidades”, esses sistemas
apresentam uma grande riqueza de fendémenos fisicos, o que o torna um campo de estudo

extremamente interessante.

Um exemplo classico de sistemas de dois niveis sdo particulas de spin 1/2, que
podem ser descritos pelos operadores de Pauli. Apesar de spin ndo ser nosso foco nesse

trabalho, iremos usar uma analogia similar para estudar sistemas de dois niveis.

Como descrito na referéncia [6], suponha um sistema em que exista dois estados de
energia com valores bem préximos um do outro, mas valores extremamente diferentes dos
estados de energia restantes do sistema. Se adicionarmos a esse sistema uma perturbacao
de energia fraca o suficiente que perturbe apenas os dois niveis de energia que estao

préximos, mas nao afete o restante, podemos considerar que esse sistema esta em um
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espaco bidimensional. Dessa forma, os calculos de seus parametros poderao ser feitos como

se fossem um sistema de spin com s = 1/2.

Considere que os autoestados do Hamiltoniano do sistema sem perturbacao sao

|p1) e |p2) com autovalores Fy e Es, respectivamente

Holp) = Eilon), (2.28)
Holda) = Ex|¢a), (2.29)

em que |¢1) e |¢o) formam uma base ortonormal. Isso ja pode ser associado a um sistema
de spin 1/2.

Ao incluirmos uma perturbagao o Hamiltoniano total do sistema é dado por

H: [_1-0—'—]'{17 (230)

em que H; é a perturbacao do sistema. Esse sistema também atende as condicoes descritas
logo acima e pode entao ser associado a um sistema de spin 1/2. Dessa forma o Hamiltoniano
total H terd também dois autoestados de energia que podemos chamar de |+) e |—)

associados aos autovalores de energia E, e F_

H|+) = Ei|+) (2.31)
Hl|=) = E_|-)- (2.32)

2.4.1 Atomos de Rydberg

Sabemos que o ntcleo de um atomo, composto por prétons e néutrons, é orbitado
por elétrons. Um dos atomos mais simples é um atomo de Hidrogénio, que tem um nimero
atomico Z = 1 e apenas um elétron orbitando em torno do nicleo. Os dtomos de Rydberg
sao quaisquer atomos que tem um dos elétrons da ultima camada excitado para um nivel
de energia muito alto de forma que sua orbita fica muito distante dos outros elétrons.
Dessa forma, o elétron enxerga o atomo com um carogo ionico de carga +1. Esses atomos

de Rydberg, portanto, possuem propriedades similares as dos atomos de Hidrogénio.

Tais atomos tem propriedades bastantes peculiares. Por terem um valor esperado
da posicao muito grande, podemos dizer que eles sao “enormes” comparado ao atomo de
Hidrogénio. Em geral, um atomo excitado volta para o estado fundamental em menos
de um décimo de milionésimo de segundo. Ao contrario disso, o atomo de Rydberg tem

tempos de vida que varia de milésimos de segundo até um segundo quando estao no vacuo.

Por causa dessas caracteristicas, os estados de Rydberg sao um excelente campo
para testes de alguns fendomenos da eletrodinamica quantica. A interacao entre esses atomos

e um modo de campo eletromagnético produz alguns efeitos que merecem ser destacados:
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a taxa de emissao espontanea de um unico atomo colocado dentro de uma cavidade pode
variar e é possivel observar a troca oscilatéria de energia entre o atomo e o modo de

cavidade.

Em geral, 4&tomos de Rydberg sao feitos com atomos alcalinos por possuirem apenas

um elétron na ultima camada. Nos experimentos que estudamos foram usados atomos de

Rubidio.

Mas o que tem a ver esse atomo com um sistema de dois niveis? Simples, é bastante
factivel experimentalmente transformar esse atomo em um sistema de dois niveis. Para
isso, o elétron que foi levado um nivel bastante alto de energia é mais uma vez excitado,
mas agora para um nivel de energia ndao muito diferente do anterior. Com isso, chegamos
no sistema descrito no inicio da subsecao anterior, teremos dois niveis de energia préximos,

porém esses dois serao muito diferentes do restante.

2.5 A influéncia do ambiente

Nesta se¢ao iremos estudar como o ambiente pode interferir num sistema quéntico
e em que tipo de sistema isso acontece. Veremos que a evolucao de um sistema quantico
fechado pode ser descrita por um unitario mas que isso nao pode ser aplicado a um sistema
quantico aberto. Para sistemas quanticos abertos a dinamica do sistema pode, sob certas
condicoes, ser descrita por um processo quantico Markoviano através de uma equacao
mestra denominada equacao de Lindblad. Iremos usar a equagao mestra de Lindblad para
descrever o processo de emissao espontanea de um atomo de dois niveis e a relaxacao
de um modo de campo em uma cavidade que esta imersa em um ambiente semelhante
a um reservatorio térmico. Para esses estudos usamos os livros [8] e [7] como referéncias

principais, além das referéncias [6] e [5].

2.5.1 Sistemas quanticos fechados e sistemas quanticos abertos

Um vetor de estado [i(t)) evolui no tempo pela equacao de Schroedinger

L dly(t)
ih= 2 = H [0(1)) (2.33)

e sua solucao pode ser representada em termos do operador de evolugao temporal unitario

U(t). Considerando que |¢(t)) = U(t, o) [1(0)), é possivel facilmente chegar na expressao

2
ot

Em um sistema fechado e isolado o Hamiltoniano nao depende do tempo e com

U(t) = HU(t): (2.34)

isso, podemos integrar diretamente a equacao 2.34 chegando na seguinte expressao para
U(t)
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U(t) = exp[—iH(t)]- (2.35)

Mas nem todo sistema fechado é isolado. Existem casos em que um sistema dito
fechado ¢ submetido a forcas externas como um campo eletromagnéticos por exemplo.
Nesses casos é possivel que o sistema seja descrito por um Hamiltoniana dependente do
tempo H(t). Dessa forma o termo isolado é usado exclusivamente para um sistema em que

o Hamiltoniana nao depende do tempo.

Caso o estado inicial seja misto devemos descrevé-lo por sua matriz densidade

p= an ’¢n> <¢n‘ ) (2-36)

em que p, > 0, >, 6, =1 e |¢,) sdo vetores de estado normalizados que evoluem de
acordo com a equacao de Schroedinger 2.33. A evolugao temporal desse sistema pode ser

descrita por

pt) = D paU(t) [6n) (Dul U(2) (2.37a)
= U)pU(t)- (2.37b)

Diferenciando os dois lados dessa equacgao em relagao ao tempo chegamos em

d .
S P() = —i[H, p(t)], (2.38)
que é conhecida como equacao de von Neumann ou equacao de Liouville-von Neumann.

Essa equacao também pode ser escrita como

L ot) = Lo(t), (2.39)

em que L = —i[H, p(t)]. L é conhecido como operador de Liouville, que é capaz de
agir em um operador levado-o em outro operador. Novamente, se integrarmos essa equacao

chegamos em

p(t) = exp [L({L = to)] p(to)- (2.40)

Toda essa discussao foi feita usando a denominada representagao de Schroedinger,
mas existe uma representacao mais geral conhecida como representacao de interacao. Ela
muito util para casos em que o Hamiltoniano tem uma parte de relativa a uma perturbacao

ou interagao.
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H = Hy+ H;py (2.41)
em que H; é definido como a parte do Hamiltoniano relativa a interacao.

A equacao de von Neumann correspondente na representacao de interacao é dada

por

d .
SpPi(t) = =i [Hi(t), pr(t)]- (2.42)
Até agora mostramos formas convencionais de descrever sistemas quénticos fechados,
mas como tratar de sistemas quanticos abertos? O que realmente sao sistemas quanticos

abertos?

Um sistema quantico aberto é um sistema S que estd acoplado a um sistema
maior. Em geral um sistema aberto pode ser considerado “dentro” de outro, que pode ser
chamado de ambiente E. O caso interessante de estudar ¢ quando os dois sistemas, S + E
sao considerados um sistema fechado, como pode ser representado na figura 2.5.1. Assim,
podemos dizer que S é um subsistema do sistema total S + E que ird evoluir no tempo ao
interagir com o ambiente. Dessa forma, os subsistemas S e F irdo estar correlacionados de
forma que nao ¢é possivel descrever a evolucao do Hamiltoniano de S com um operador
unitario. Além disso, podemos também denominar S como um sistema reduzido ou sistema

de interesse.

Sistema (S)

Ambiente (E)

Neste caso o sistema total estard associado ao espago de Hilbert composto H =
Hs @HEg, em que Hg representa o espaco de Hilbert do ambiente e H g representa o espago

de Hilbert do sistema. Com isso, podemos escrever o Hamiltoniano total da seguinte forma

H(t) = Hs ® Ip + Is ® Hp + Hip, (2.43)

em que Hg é o Hamiltoniano do sistema aberto S, Hg é o Hamiltoniano do ambiente e

H;,; é o Hamiltoniano de interagao entre os dois sistemas acoplados.

Quando o ambiente possui infinitos graus de liberdade, por exemplo, com um

continuo de modos de campo, podemos chama-lo de reservatdrio. Por causa dessa infinidade
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de graus de liberdade o sistema quantico aberto pode apresentar um comportamento
irreversivel. Quando o reservatério EF estda em um estado de equilibrio térmico, ele pode

ser referido como banho ou banho térmico.

Como a evolugao de sistemas quanticos abertos nao pode ser descrita por operagoes
unitarias, o estudo de tais sistemas pode ter muitos obstaculos. Um sistema acoplado a um
banho térmico leva a equacoes de dificil solugao e muitas vezes os modos do ambientes nao
sao conhecidas exatamente e nem controlaveis. Para contornar tais dificuldades podemos
usar uma descri¢ao mais simples para o estado reduzido do sistema de interesse, empregando

alguns métodos analiticos e técnicas de aproximagoes.

Como o sistema total é considerado fechado, podemos descrever sua evolugao

temporal por meio de um operador unitério de evolugao temporal U(t), de forma que

p(t) = Ut)p(0)U (2) (2.44)
e portanto, para encontrarmos pg basta tirarmos o trago parcial

ps(t) = Tr® [U()p(0)U(1)] - (2.45)

Se derivarmos ambos os lados em relacao ao tempo, chegamos entao na equagao do

movimento para a matriz densidade reduzida

d .
S pslt) = —iTr®) [H(1), p(t)s) (2.46)

Apesar de usarmos o estado reduzido, a equacao diferencial acima ainda é de dificil
analise pois nela esté envolvido o operador p(t) para todo o sistema. No entando, é possivel,
sob certas condigoes, obter uma equacao envolvendo apenas pg que é denominada equacao

de Lindblad.

2.5.2 Equacdo mestra de Lindblad

Para entendermos a equagao de Lindblad, vamos primeiramente descrever de modo
geral a dindmica de um sistema aberto. Temos um operador de estado pgs(0) inicial e
queremos saber como ele vai evoluir a medida que o tempo passar, ou seja, queremos
encontrar pg(t). Sabemos que pg é uma matriz e que a medida que passa o tempo ele
deve continuar sendo uma matriz densidade. Entao, para cada t > 0 precisamos de uma
funcao V;, que leve uma matriz em outra matriz. Na matematica esse tipo de fungao é
chamado de mapa quantico. Entao, como a matriz densidade do sistema S encontra-se em
um espago vetorial S(Hs), queremos um mapa que leva uma matriz densidade do espago

em outra matriz densidade

Vi @ S(Hs — S(H,))- (2.47)



Capitulo 2. Conceitos bdsicos da mecinica quantica 24

Para que p seja uma operador de estado, ele deve ser positivo, ou seja, (| p|y) >0
para qualquer |¢). Entdo o mapa V;, deve levar p(0) em um p(t) positivo. Portanto V;
deve ser o que é denominado um mapa completamente positivo. Para que essa condicao

seja satisfeita, V; deve ser uma soma convexa da forma

Vips = 3 Wu(t)ps(OWi(1), (2.48)

em que W, (t) sdo operadores atuando em Hg. E importante também que o traco seja

preservado, isso acontece se

S W.tWit) =1 (2.49)

I

Assim, para que possamos garantir que p(t) continue sendo um operador de estado,
aplicamos nele uma operacao linear representada pelo mapa V; que é definida por uma

soma convexa, que preserva o trago e é completamente positiva.

Caso

V, = e, (2.50)

para algum mapa £, podemos descrever a dindmica de p pela equacao

d

£Ps(t) = Lps(t)- (2:51)

Para que V; seja de fato um mapa quantico é necessario que

1 1
[Hs,ps] + Y (LMPSLL - iLlLuPs - 2PSLLLM> (2.52)
p#0

!

L(ps) = A

em que L, sdo os operadores de Lindblad [9].

O mapa L pode ser considerado como uma generalizacao do operador de Lioville
da equacgao 2.39. As equagbes acima sao validas sob certas condigbes sobre o sistema fisico.
Por exemplo, a interacao entre o reservatério e o sistema devem ser fracas e a escala de

tempo deve ser granulada [7].
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3 Eletrodinamica quantica de cavidades

Nesse capitulo iremos entender como se da a quantizacao do campo eletromagnético,
entendermos o que sao os estados coerentes e uma de suas representacoes e veremos um
modelo que nos permite entender a interagao atomo-campo. Por fim, a partir da equacao
mestra de Lindblad, apresentada na secao 2.5.2, iremos descrever a evolug¢ao de um sistema
de um atomo de dois niveis, da relaxacao de um modo de frequéncia na cavidade e do
atomo relaxando em um campo térmico. Para tais estudos, usamos os livros [10], [5], [11]

e [8] como principais referéncias.

A eletrodinamica quantica foi uma teoria desenvolvida com o objetivo de estudar
propriedades radiativas de atomos no vacuo que sao modificadas por espelhos, ja que inici-
almente acreditava-se que o acoplamento atomo-campo seria inalterdvel [8]. Considerando
que um sistema de dois niveis tem propriedades muito semelhantes as de um sistema de
spins enquanto um modo de campo é semelhante a um oscilador harmoénoco, a eletrodina-
mica quantica de cavidades pode ser definida como um estudo da fisica da interacdo entre
spins e osciladores harmonicos. Com isso, foi possivel estudar as propriedades radiativas
de um atomo que sao determinadas por seu acoplamento com o continuo de modos de
radiacao do vacuo. Hoje, esse tipo de estudo é feito também para estudar outros fendmenos
bésicos da mecanica quantica. Estudamos experimentos em que um dos objetivos é isolar
o atomo de qualquer influéncia externa aprisionando-o dentro de uma cavidade feita por
espelhos altamente refletivos. Assim, o &tomo estard preso como em uma caixa. Dentro
dessa caixa estd aprisionado um modo de campo eletromagnético que, dependendo da
aplicacao pode ou nao estar em ressonancia com a frequéncia de transicao entre os dois

niveis do atomo.

3.1 Mecanica quantica e radiacao eletromagnética

A quantizacao da radiacao é muito importante pois ela explica efeitos como emissao
espontanea, efeito Casimir, dentre outros. Além disso, para entender interferometria de
dois fétons e a producgao de estados emaranhados, é usada a teoria quantica da radiagao.
Nessa secao iremos descrever como um campo magnético pode ser quantizado fazendo

uma analogia com osciladores harmonicos.

Sabemos que a dinamica de particulas pode ser descrita pela mecanica quantica, mas
e quanto aos campos eletromagnéticos? Para descrever as ondas eletromagnéticas podemos
comecar pelas equacoes de Maxwell que descreve a luz como um campo eletromagnético
nao estatico que se propaga pelo espago. Ao associar cada modo do campo eletromagnético

com um oscilador harmonico simples quantizado, é possivel chegar a teoria quantica de
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radiagao.

3.1.1 Quantizacao do campo eletromagnético

Nessa subsecao faremos, de uma forma mais direta, a descricdo da quantizacao do
campo eletromagnético por meio dos seus modos normais. Para uma analise mais completa,
veja o apéndice A.

Seja E(z,t) o campo elétrico e B(z,t) o campo magnético supondo que as partea

espacial e temporal sao separaveis, podemos escrever

E(z,t) =u(x)f(t) (3.1)

Das equacoes de Maxwell, em uma regiao livre de cargas e circundada por um

condutor, chegamos nas seguintes expressoes para 0os campos

E = Z U, () firn (1) (3.2)
e
B = Z V X Uy (2)hp (1), (3.3)
em que f,, e h,, satisfazem ;
_ 2 .
ﬁfm(t) = ck;, h,(t) (3.4)
Temos que
d 27.2
ﬁhm(t) + ki by (t) =0 (3.5)

enquanto as fungdes up, () sdo definidas pela configuracdo geométrica do condutor.

A energia do campo eletromagnético em unidades gaussianas, é dado por

Hon = 81 / (B*+ B?) d*x (3.6)

™

Ao substituirmos as equacoes 3.2, 3.3 e 3.4 na equagao 3.6, temos

) (.7

c2

1
o = -3

Agora, o hamiltoniano de um conjunto de osciladores harmoénicos de massa unitaria

¢é dado por

m
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Comparando as equacoes 3.8 e 3.7 podemos notar um semelhanca entre elas.
Podemos dizer que @Q é analogo a f,, e que @ é andlogo a f,,. E como sabemos, para um

oscliador harmonico quantico, os operadores posicao e momento sao dados por

Qm = <h> - (af, + am) , (3.9)

2w,

1/
Qm =i (h;m> 2 (afn — am) , (3.10)

sendo que a' e a sdo os operadores criacdo e aniquilacio.

Podemos entao descrever operadores para o campo elétrico e magnético da seguinte

forma
E(x,t) =Y (2rhwm)"? |al,(t) + am(t)| un () (3.11)
© - 1/2
B(z,t) =) ic (i:) [ajn(t) - am(t)] V X up(x)- (3.12)

Com isso, pudemos mostrar nessa se¢do que o campo eletromagnético pode ser

quantizado, de forma a ser descrito por operadores.

3.2 Estado coerente

Com o surgimento da teoria da quantica de radiagao e do laser, também veio a
necessidade do estudo de campos que sao capazes de descrever aproximadamente um
campo eletromagnético classico, por exemplo produzido por correntes classicas. Esses
estados possuem propriedades particulares muito interessantes e sao chamados de estados

coerentes.

3.2.1 Relacdes matematicas

Para entendermos tal conceito, vamos comegar olhando para um modo do campo
eletromagnético. Como vimos na subsecao 3.1.1 isso pode ser comparado a um tnico osci-
lador harmonico de massa unitaria, frequéncia angular w, operadores criacdo e aniquilagao

aea' e o estado fundamental sendo |0). Sabemos que os estados |0) tem a propriedade

al0) =0, (3.13)

e que o valor médio da posicao e do momento no estado fundamental sao zero. Além
disso as variancias dessas quantidades satisfazem o principio de incerteza de Heisenberg

de forma que
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2

(0@ 10) (0] P[0y = (3.14)

Vamos definir um operador unitario

D(z) = ¥~ (3.15)

em que z é um parametro complexo, que logo daremos sentido. Podemos expressar essa
equacao em termos dos momento e posicao ja determinados usando as equacoes 3.9 e 3.10.

Separando a parte real e a parte imaginaria de z chegamos em

D(z) = o (P0Q-a0P)
— Diao o). (3.16)
em que
o\ /2
Qo = () Rez (3.17)
w
po = (2hw)* Imz- (3.18)

O operador D(z) ou D(qo, po) é chamado de operador deslocamento no espago de
fase. A partir da identidade

ABe = B+ [A Bl + S[A[AB] + .. (3.19)

em que [A, Bl =0 e definindo A = Q e Y =i/h(po@ — qoP) podemos chegar nas seguintes

propriedades para o operador descolamento

D(q0,p0)QD (g0, po) = Q — qo! (3.20)
D(qo,p0)PD~ (g0, po) = P — pol (3.21)

A partir das equagoes 3.17 e 3.18, podemos ver que se juntarmos a parte real e
imaginéria de z, chegamos em 2 = (w/2h)'/2qy + i(1/2hw). Assim, podemos definir os

vetores de estado coerente como

2) = D(2)]0) - (3.22)

Pelo fato do operador D(z) ser unitario, podemos afirmar que (z|z) = (0|0) = 1.
Além disso usando as propriedades 3.20 e 3.21, podemos facilmente notar que os valores

médios da posicao e do momento num estado coerente sao



Capitulo 3. FEletrodindmica quantica de cavidades 29

(2| Q12) = qo (3.23)
(2| P|z) = po- (3.24)

Com isso fica mais claro ver como funciona esse vetor deslocamento. Nele, as
distribui¢oes de probabilidade sdo as mesmas do estado fundamental mas deslocados da

origem para o ponto (¢, po) no espago de fase.

Outro fato importante é que os vetores do estado coerentes sao autovetores do
operador aniquilagdo. Como sabemos, a |0) = 0 e D(z) é unitério; entao usando a identidade

3.19 junto com a equagao 3.22 temos

D(z)al0) = (a—=zI)|z)=0 (3.25)
alz) = z|z), (3.26)

com a equacao dual
(z|a' = 2* (2] - (3.27)

Usando a identidade de Baker-Hausdorff

eATB — AB 348 (3.28)
em que
[A,[A, B]] = [B,[A, B]] = 0, (3.29)
podemos mostrar que
D(z) = e¥at—='a — o~ 4leP gl s (3.30)

e consequentemente, podemos escrever o vetor de estado coerente como

n

n=0

3.2.2 Propriedades importantes dos estados coerentes
Nidmero médio de fétons de um estado coerente

Para encontrarmos o nimero médio de fétons de um estado coerente usamos a
seguinte rel¢ao
(z|ala|z) = |z|* (3.32)

A partir dessa propriedade e da equacao 3.31, podemos entao chegar a probabilidade

de encontrar n fétons no estado |z)
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|Z’2n€_<n> <n>n €_<n>

pln) = {nl2) (el = 2 = (33)

Principio da incerteza

Como ja discutido antes, uma outra propriedade importante é o fato de estados

coerentes respeitarem o principio de incerteza de Heisenberg

h

APAQ = - (3.34)

Relacdo de completeza de estados coerentes

Os vetores de estado coerentes obedecem a relacao de completeza

1
*/\Z> (2| P2 =1, (3.35)
™

sendo I a matriz identidade. E usando essa relagao podemos expressar um vetor de estado

qualquer [¢) como uma combinagao linear do conjunto {|z)}

W) =110) = = [ |2) (o) (3.36)

Essa representacgao, no entanto, ndo é a tnica para esse vetor [¢), porque como
o conjunto {|z)} nao é linearmente dependente, também temos mais de uma forma de

representar um vetor de estado coerente |z)

2) = 71T [12) (1 (3.37)

Uma consequéncia disso é que nao podemos usar a formula usual de traco de um

operador se estamos trabalhando com estados coerentes

Tr(A) # / (2| A|2) d=- (3.38)

N3o-ortogonalidade dos estados coerentes

O conjunto de vetores de estado coerentes {|z)} podem ser usados como base,
porém esse conjunto nao é ortonormal. Apesar da condicdo de normalizacao ser valida
(z]z) =1, (2]2’) ndo é necessariamente nulo. A partir da equagao 3.31, podemos encontrar

o valor absoluto para o produto interno de z e 2’

|(z]2")] = el31==P). (3.39)
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Olhando para essa equacao, podemos ver que apesar de dois estados coerentes
diferentes nao serem serem ortogonais, o valor absoluto de seu produto interno pode ser

bem proximo de zero caso o valor absoluto da diferenca z — 2’ seja muito grande.

3.3 A representacao de Wigner no espaco de fase

No capitulo 2.2 vimos que o operador densidade é uma forma de representar um
estado quantico. Mas essa forma nao ¢ a tnica, uma outra forma de representacao ¢é pelo
espaco de fase, que é considerada por alguns como sendo um pouco mais intuitiva. Essa
representacao é chamada de representacdo de Wigner, que tenta se aproximar de uma

descricao de probabilidade.

Na mecanica classica, o estado de um sistema ¢é descrito por uma densidade p no

espago de fase. Para uma particula em uma dimensao, devem valer as relagoes

[etandp = (alpla) (3.40)
//J(q,p)dq = @lplp), (3.41)

em que
plg,p) = 0 (3.42)

A representacao de Wigner é um analogo da densidade acima, definida para uma

particula em uma dimensao como

1 oo 1 1. .
pw(q,p) = Py /_OO (g — §y| plg+ §y> e/ dy, (3.43)

em que y = —hT. Essa representacao ¢ obtida a partir da representacdo do momento, mas

para chegarmos nela a partir da representacao das posi¢oes basta fazermos

1 oo 1 1
puw(q,p) = %/m (p—Sklplp+ ke - (3.44)

A representacao de Wigner nao é restrita apenas ao operador densidade p, ela

também pode ser aplicada a um operador qualquer A na forma

o0 1 1.
Au(g,p) = /m (q — iy! Alg+ §y> ey, (3.45)

de forma que para encontrarmos o valor médio do operador A no estado p, basta fazermos

(4) = Tr(pA) = [ [ pula.p)Aula. p)dadp: (3.46)
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A funcao de Wigner satisfaz as relagoes 3.40 e 3.40 apresentadas acima se fizermos
p(q,p) = pw(q,p). Nela, podemos replicar as trés propriedades basicas da matriz densidade

p que foram descritas na segao 2.2. O trago de p é dado por

Tr(p) :/<Q|P|Q> dq://pw(q,p)dqdp (3.47)

e a primeira propriedade, Tr(p) = 1, ficaria
/ / pw(q,p)dgdp = 1- (3.48)

A segunda propriedade p = p' implica que a funcio p,(q,p) é real. J4 a terceira,
(u| pluy > 0 nao implica que p,(q,p) > 0. A partir das propriedades do operador densidade

ja estudadas na se¢ao 2.2, pode-se demonstrar que

0<Tr(py) <1 (3.49)

e com isso Primeiramente devemos encontrar o Tr(pp’). Para isso, definimos o operador

R.,(q,p) da equagao 3.46 como sendo R, (q,p) = 2whp., (q,p) de forma a termos

Tr(pp') = 2mh / / pw(a: P) Pl (¢ p)dadp: (3.50)

Assim, olhando para a equagao 3.49, podemos concluir que

1
< w ! dgdp < —- 51
0_//p (¢,p)pl,(q,p)dgdp < 5T (3.51)

Considerando o caso em que p = p/, chegamos em

//[pw(q,p)]qudp < 271Th (3.52)

o que implica que a funcao de Wigner nao pode ser um pico muito acentuado, como um
delta de Dirac. Para entendermos isso melhor vamos olhar para um exemplo. Suponha que
pw(q,p) ~ 0 fora de uma regido de drea A no espago de fases e que dentro dessa regiao
seja pw(q,p) = A71.Sendo A~! uma constante e [ dqdp = A, podemos concluir que, pela
equagao 3.51, A > 2wh. Com esse resultado podemos concluir que a area no espaco de

fazes tem um valor minimo, impossibilitando que p,(q, p) seja um pico muito forte.

Se os dois estados descritos na equagao 3.50 forem puros, p = [¢) (| e p' = |¢) (¢,

ela se tornaria

[ (01} 2= 2nh [ [ pula. p)ol (a.p)dadp: (3.53)

Se |¢) e |¢) forem ortogonais, essa equagao é nula. Mas se p,,(q, p) e pl,(q, p) tiverem

o mesmo sinal, o integrando seré necessariamente maior que zero, o que tornaria a equagao
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acima inconsistente para estados ortogonais. Com isso podemos concluir que a funcao
de Wigner assume valores positivos e negativos, o que torna impossivel ela representar

probabilidades.

Um outro caso interessante é quando py,(q,p) = p.,(q,p) é um estado puro. Nessa

situacao, 3.49 tomard o limite superior e é correto afirmar que

9 1
w Y d d - bl 354
//[p (a,p)]" dadp = 5 (3.54)
nos levando a propriedade Tr(p?) = 1 para estados puros.

Em determinadas aplicagoes, é interessante descrever os estados coerentes pela
representacao de Wigner. Uma forma fazer isso é usando as relagoes 3.36, 3.16 e 3.18 para
escrever o estado coerente |z) na representagao das posi¢oes (ou dos momentos). Com isso,
basta substituir o resultado encontrado na equagao 3.45 (ou 3.44). O estado coerente na

representacao de Wigner pode entao ser dado por

2 1 /x—20\2 1 (p—po 2
puld,p) = 5 exp {—2( Ao ) —2< Ap : (3.55)

em que AzAp = h/2, e zg e pg sdo os valores esperados em posigdo o momento representados

pela funcao de Wigner.

E interessante ressaltar que especificamente no caso de estados coerentes, a repre-
sentacao de Wigner é de fato uma densidade de probabilidade pois a funcao é sempre
positiva, além de ser uma distribuicao gaussiana nas variaveis x e p sem correlacao entre

momento e posicao.

3.4 Teoria quantica da interacao atomo-campo

Em algumas situagoes é possivel assumir um campo cléssico ao estudar a interacao
de um campo eletromagnético com a matéria. Muitas vezes, para conseguirmos explicar
certos resultados experimentais, precisamos usar uma descricdo quantizada do campo.
Nessa secao iremos descrever e estudar um Hamiltoniano para um campo eletromagnético
interagindo com um sistema atémico de dois niveis. Esse estudo nos dara suporte para
compreendermos a implementagao de experimentos em cavidades de micro-ondas com alto
fator de qualidade Q.

3.4.1 O modelo de Jaynes-Cummings

Em 1963, Jaynes e Cummings desenvolveram um modelo em que um tnico dtomo
de dois niveis interagia com um modo de campo eletromagnético. Uma das primeiras

aplicacoes do modelo foi para tentar analisar emissao espontanea de fétons em atomos. Com
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isso, foi possivel observar a caracteristica discreta dos fé6tons. Em nosso trabalho, estudamos
como o modelo de Jaynes-Cummings (MJC) descreve a interagdo de um atomo de dois
niveis com uma cavidade. Veremos que tal modelo apresenta propriedades estatisticas que

nao encontramos em campos classicos.

Como temos apenas um atomo interagindo com o campo, podemos usar uma
aproximacao de dipolo para descrever o modelo. Assim, o Hamiltoniano seria da seguinte

forma

H=Hs+Hc—er-E, (3.56)

em que H, ¢é a energia do atomo, He € a energia do campo de radiagdo, r é o vetor
posi¢ao do elétron e E é o campo de radiacao, que na aproximacao de dipolo é considerado

uniforme por todo o atomo.

Como vimos antes, o campo eletromagnético pode ser quantizado de forma analoga
a um oscilador harmonico, por isso, a energia do campo pode ser descrita em termos dos

operadores criacao e aniquilagao

1
He = Z hwk (af(ak + 2) , (357)
k
em que cada k representa um modo de campo.

Para descrevermos H 4 e er podemos usar os operadores de transi¢do atomica

o = |1) Ul (3.58)

com {|i)} formando um conjunto completo de autoestados de energia do atomo, de
forma que Y, |i) (i| = I. Como equagao de autovalor da energia diz que H 4 |i) = E; |i),

podemos dizer que a energia do &tomo poder ser dada por

er = Z |2) ([T [7) ( Z 0i,j0i,5, (3.60)

1]
em que g;; = e(i|r|j) é o elemento da matriz de de transi¢do do dipolo elétrico. Se
considerarmos que o atomo estd na origem, a partir da equacao 3.11, podemos descrever o

operador campo elétrico como

=) éxex (ak + al) , (3.61)

sendo e = (27rhwk)1/2 e éx = ug(0).
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Substituindo 3.63, 3.59, 3.60 e 3.61 em 3.56 chegamos na seguinte forma para o

Hamiltoniano de Jaynes-Cummings, omitindo a energia de ponto zero e definindo

fil = Bk (3.62)
h
teremos
H = Z hwkaltak + Z Eiam + hz Z fli{jO'ivj (ak + a;r() . (363)
k i ij k

Em nosso trabalho, nos estudaremos sistemas de dois niveis, sendo ¢ o estado

fundamental e e o estado excitado. Neste caso g4 = 0c,4 € com isso

R=h/=he (3.64)

Dessa forma o Hamiltoniano para esse sistema seria

H= Z hwkaf(ak + Ey049 + EeOee + hz fx (0ge + 0cg) (ak + al) . (3.65)
k Kk

Podemos dizer que a diferenca de energia F, — E, = hwy, em que wy ¢ a frequéncia

de ressonancia entre os niveis g e e e que 044 + 0. = 1 . Dessa forma podemos dizer que

1 1
E,045 + EcOce = Ehwo (g9 — Oce) + 3 (Ey+ E.) - (3.66)

Por conveniéncia, é interessante usar a seguinte notacgao

0, = Oee— 049 =€) (e| —g) (gl (3.67a)
o = o=l g, (3.67b)
o = 0 =1lg) (el (3.67c)

E f4cil ver que os operadores 3.67 satisfazem as relacoes de comutacio das matrizes
de Pauli.

[gnorando o termo constante da energia na equagao 3.66, podemos reescrever o

Hamiltoniano 3.65 como

1
H = Zhwkaltak + 57’1&2002 + hz fk (CT.,. + 0_) (ak + ai)
k k

1
H o= ) hwia) ay + Qhwoaz +h> fx (a+ak +oal +o a+ a_aD (3.68)
K K
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No terceiro termo da equacao 3.68, o ay descreve o processo em que o atomo vai
para o nivel excitado e o campo emite um féton, o_ali descreve o processo inverso. O termo
o_ay descreve o processo em que o atomo decai do nivel excitado para o fundamental e
ainda aniquila um féton, com isso, o sistema tem uma perda de energia aproximada de

2hwg. Similarmente o termo 0+af{, resulta num ganho de energia de 2hwy.

O Hamiltoninano 3.68 descreve a interacao de um tnico atomo de dois niveis com
varios modos de campo. Com ele podemos obter solugdes exatas para modelos que serdao

interessantes para o nosso trabalho.

3.4.2 Solucdo exata para o Hamiltoniano de Jaynes-Cummings

Em nosso trabalho, estamos interessados em apenas um modo de campo, por isso,
na equacao 3.68 usaremos k£ = 1. Nessa situacao, para descrever a solucao mais geral
possivel, iremos dividir o Hamiltoniano em duas partes, em que a primeira consiste na

energia do campo e a energia do atomo e a segunda na parte na interagao entre o campo e

a matéria
H=Ho+ Hi, (3.69)
em que
i 1
H[) = hwa'a -+ §hL«JOO'Z, (370)
Hi = hf (a+ak +o.al 4o a+ U_aT> : (3.71)

Por conveniéncia, vamos usar a representacao de interacao em que o Hamiltoniando

é dado por

V — eiHot/hHIG—iHOt/ﬁ (372)
Para simplificar a forma desse Hamiltoniano, vamos usar a seguinte identidade

062

2!
em que A e B sdo dois operadores quaisquer. A partir dela podemos ver que

A Be ™ =B+ aA,B]+ = [A [A,B]] + -, (3.73)
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(39072t (5 Yel—gwoon)t —  giwoty (3.74)

(307Nt (g _)e(mawoon)t  — pmiwoty (3.75)

eliwala)t(ghye(iwala)t gt gt (3.76)
e

eliwalalt gty p(iwala)t  _  p—iwt g (3.77)

Utilizando os resultados acima, mais o fato de que as matrizes ¢ comutam com os

operadores a e a', podemos reescrever a equacao 3.81 da seguinte forma

YV = hf [emtmra + e By _ql 4 g0ty ot 4 e*i(“(’*”)a,a} , (3.78)
em que
-'. 1
Hy = hwala+ Sho, (3.79)
Hi = hf (a+ak + a+aL +o_ay + cr_aD . (3.80)

Por conveniéncia, vamos usar a representacao de interacao em que o Hamiltoniando ¢ dado

por

Y = ¢Hot/hgy =itot/h (3.81)

Para simplificar a forma desse Hamiltoniano, vamos usar a seguinte identidade

o2
20

em que A e B sdo dois operadores quaisquer. A partir dela podemos ver que

e*Be ™ =B+ a[A, Bl + —[A[A,B]] + (3.82)

e(éwoaz)t(a+)e(—%wooz)t = oty (3.83)

e(3907)t (5 Ye(gwoos)t . pmisoty (3.84)

eliwala)t(gh)e(—iwala)t  _  giwtyt (3.85)
e

e(iwaTa)t(aT)e(*iwaTa)t — Wi, (3.86)

Utilizando os resultados acima, mais o fato de que as matrizes o comutam com os operadores

a e af, podemos reescrever a equacdo 3.81 da seguinte forma

V = hf [emtmra + 7B _ql 4 g0ty gt 4 e*i(“’ow)a,a} , (3.87)
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em que A = wy—w. Como os dois tltimos termos sao usualmente descritos pela denominada

aproximagdao de onda girante de forma que podemos escrever a equacao 3.87 como

YV =hf {emtcura +e g _gf| - (3.88)

Com o Hamiltoniano escrito de forma mais adequada, agora podemos proceder
com a solucao. Existem varios métodos para encontrar a solugao do HJC e aqui iremos

resolver a equagao do movimento para [))

L OY)
ih=52 = Vi) (3.89)

A solugao para essa equagao diferencial serd uma combinagao linear dos estados
le,n) e |g,n), em que |e) representa o estado excitado do 4tomo, |g) o estado fundamental
do atomo e n representa o nimero de fétons em cada estado. Nessa solucao, cada estado
dependerd de uma amplitude de probabilidade que varia no tempo, C. ,,(t) e Cj,,(t). Dessa

forma, podemos representar o nosso vetor de estado como

[¥(t) = > [Cen(t) le,n) + Cyn(t) Ig,n)] - (3.90)

n
O Hamiltoniano V sé permite transigao entre os estados |e,n) e |g,n + 1) com amplitudes
de probabilidades C.,, e C, 11, respectivamente. Tais transi¢oes acontecem quando um
atomo decai do estado excitado para o fundamental emitindo um féton ou quando ele
absorve um féton e vai para o estado excitado. Mas para encontrarmos essas amplitudes
de probabilidades precisamos encontrar primeiro suas respectivas equacoes de movimento.

Para isso, primeiramente iremos substituir as equagoes 3.90 e 3.88 em 3.89.

ih(w = hf|e™oya+e Mo al ) (3.91a)

Z [Cen(t) le,n) + C.'gm(t) g, n}] = if [emtmra + e_iAtJ_aT] X

> [Ce,n(ﬂ le;n) + Cyn |9, n)} . (3.91Db)

n

considerando apenas as transigoes permitidas e aplicando os operadores de V, (n e n + 1)

podemos escrever a equacao 3.91 da seguinte forma

Oe,n<t) ‘67 n>+C"g7n+1 (t> |g7 n + 1) = _Zf V1 + 1 [Ce,n(t)eiiAt |g7 n + 1> + Cg,n+1(t)eiAt ’6, nﬂ .
(3.92)

Ao projetarmos a equagao 3.92 em |e, n), teremos

Con(t) = —ifv/n+1C, 41 (t)e'™ (3.93)
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e ao projetarmos ela em ] qg,n + 1>, teremos

Cyns1(t) = —ify/n+ 10, ,(t)e ™A (3.94)

Chegamos entao em duas equacoes diferenciais acopladas. Para encontrarmos uma
solucao para cada uma dessas equacgoes podemos seguir o seguinte procedimento: primeiro,
derivamos os dois lados da equacao 3.93 em relagao ao tempo e em seguida substituimos a

equagao 3.94 nela e teremos
Com(t) = = (n+ 1)Con(t) + ACcn(t), (3.95)

e similarmente para Cj ,+1 teremos

Comir(t) = = f2(n+ 1)Conir (t) + ACyni1 (1): (3.96)

Por fim, podemos chegar a solu¢ao exata para essas duas equagoes diferenciais de segunda

ordem partindo das condi¢bes iniciais C.,(0) e Cy,,11(0), obtendo

Ce n(t) - {Ce,n(O) |f308 <W> — é sin <Qnt>‘| — L 'nHC ,n—l—l(o) qin (gént eiAt/Q

; 2 Q, 2 Q, g
(3.97)
€
Ot A . (Qut\]  2ifvn Tl ()
ngn+1<t) = {Og,n+l<0) [COS <2> + Qin S <2>] - TC&”((]) Sin <2> } e At/2’
(3.98)
em que
Q2 = A2 +4f%(n+1)- (3.99)

3.4.3 Exemplo de aplicacdo do modelo de Jaynes Cummings

Suponha que um atomo de dois niveis com os possiveis estados |e) e |g), em que e
representa o nivel excitado do atomo e g o nivel de energia fundamental. Considere que
esse atomo entra em uma cavidade no estado de vacuo e que estd em ressonancia com a
frequéncia de transigao do atomo no estado |e). Ap6s um tempo tal que §2,t = 7/2, qual é
a probabilidade de esse &tomo permanecer no nivel e e o nimero de fétons na cavidade

nao se alterar ou do atomo decair para o nivel g deixando um féton na cavidade?

Para n = 0, se esse atomo estd entra na cavidade no estado |e), temos C¢(0) =1
e Cy041(0) = 0. Além disso, se o atomo e a cavidade estdo em ressonancia, A = 0. Com

isso, as equagoes 3.97 e 3.98, assumem os valores

Cep(t) = cos <Z> - (3.100)
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e
U 1
() = si () _ L 3.101
) =sin () = 5 (3.101)
Com isso vemos que a probabilidade do dtomo sair no estado |e) e no estado |g) é
a mesma .
[Ceol” = 1Coal” = 5 (3.102)
e podemos descrever o estado [1) do 4tomo como
1
=—(le)®10) +|g) ®|1))- 3.103
) \/5(|> 0) +19) ® 1)) (3.103)

3.4.4 CQOscilacdes de rabi

O que € oscilagdo de Rabi

Se no instante inicial o &tomo esta no estado |e), apds evoluir, o podera permanecer
no estado |e) sem emitir nenhum féton com probabilidade |C,,, (t)|* ou decair para o estado
|g) e emitir um féton com probabilidade |C,,41(t)|*. Essas probabilidades oscilam com

uma frequéncia g, que é chamada de frequéncia de Rabi.
Probabilidades

Se consideramos um atomo que estd num estado inicial excitado |e), nas equagoes
3.97 e 3.98 a constante Cj,,+1(0) = 0. Com isso podemos definir C.,(0) = C,(0) e entao

obtemos

Cen(t) = Cy(0) [cos (?) - zlA sin <Q;tﬂ A2 (3.104)
Copir(t) = —2Vnrl VQ”“cn(O) sin <Q2"t> emint/? (3.105)

As quantidades |C.,(t)|* e |C;n11(t)]” nos ddo a probabilidade que o campo tenha
n fétons e que o atomo esteja nos estados |e) e |g). E se quisermos saber apenas a
probabilidade p(n) que o campo tenha n fétons, basta somarmos as duas probabilidades

acima

p(n) = [Cen(®)]” + |Curr (D) (3.106)

Funcao Inversao

A funcao inversao é definida por
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W(t) = pe(t) —py(t) (3.107a)
= 2 [[Cen(®) = |Cynir (] (3.107D)
B A% 4f*(n+1)
= p(n) lﬂi + o cos(Qnt)l : (3.107¢)

Suponha agora que o estado inicial da cavidade é coerente, ou seja
p(n) = ——- (3.108)

Na figura 1 foi plotada W (t) fungdo de uma varidvel adimensional 7 = ft para um
estado inicial coerente. A curva de inversao mostra que as oscilagoes de Rabi sofrem um
“colapso”, mas um tempo depois elas ressurgem. Também podemos notar que a amplitude
das oscilagoes vao diminuindo até chegar a zero, quando colapsam, e ao ressurgirem, vao

aumentando até chegar a uma amplitude maxima.
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Figura 1 — Evolugio temporal da inversdo de probabilidades |C.,(t)|* ¢ |Cyni1 ()]

Para entendermos fisicamente o que acontece nessa curva, vamos analisar a equagao
3.108. No somatoério, cada termo representa as oscilacoes de Rabi para um determinado
nimero de fétons n. No inicio, em t = 0, como o atomo foi preparado num estado bem
definido, todos os n’s no somatério estao correlacionados. A medida que o tempo passa,
essa correlagao diminui porque as oscilagoes de Rabi associadas com diferentes n’s passam
a ter frequéncias diferentes, que somadas levam a uma interferéncia destrutiva resultando
num colapso. Conforme o tempo passa, a correlacao reaparece levando ao renascimento
das oscilagoes de Rabi. Esse comportamento que vai se repetindo, ocorre por causa da
estrutura granular dos fétons. No caso de uma “distribuicdo continua de fotons”, ou seja,
num campo classico, é previsto apenas o colapso e com isso, podemos concluir que o

renascimento das oscilagoes de Rabi é um fendmeno puramente quantico.

Na equagao 3.107, o argumento do cosseno nos da informagoes sobre a oscilagao de

Rabi. No limite de (n) > 1, podemos definir o periodo das oscilagoes de Rabi como
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1 1
Quy (A2 +4f2 (n)"/?

th ~ (3.109)

Como vimos as oscilagbes de Rabi colapsam depois de um certo tempo. Para
encontrarmos esse tempo de colapso t., olhamos para a distribuicao de Piosson descrita
na equagao 3.108 para um estado coerente inicial com (n) > 1. Primeiro, precisamos do

desvio padrao do nimero médio de fétons An = ,/(n) e depois levamos na expressao [11]

(Q<n>+\/® - Q<n>_\/m> ter~ 1 (3.110a)
1

e~ (3.110b)

(QMWW B Q<n>\/®)

~ 1/{[A2 +4f? ((n) + \/@)Tﬂ - [AZ + 47 (<n> - <n>)]m} +(3.110¢)

Se usarmos a aproximacao da série binomial

(14+2)* ~1+ az, (3.111)
em que |z| > 1 nos leva a
1 AZ O\ V2

E para terminar, podemos encontrar o intervalo de tempo entre os renascimentos

das oscilagoes de Rabi. Podemos encontra-lo a partir da seguinte condigao

<Q<n> - Q<n>71) ty=2mm  (m=1,2,3,---), (3.113)

em que m representa os renascimentos. E partindo da condigao |z| > 1, chegamos em

) e

Assim, podemos ver que o reaparecimento das oscilagoes de rabi acontecem em intervalos

t,

m

regulares.

3.5 Dissipacao atomo e campo

3.5.1 Atomo de dois niveis

Uma boa aplicacao para a equacao mestra de Lindblad ¢ em um sistema de um

atomo de dois niveis. Nesse sistema vamos chamar de |g) o vetor de estado de um dtomo
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que esta no estado fundamental e de |e) o vetor de estado de um atomo que esté no estado
excitado. Sempre que esse dtomo emitir um féton, ele sofrera uma transigao do estado |e)
para o estado |g). Vamos considerar o caso em que o ambiente E ¢ constituido dos modos

do campo eletromagnético no vacuo.

Supondo exista um sistema de foto-deteccao perfeito em volta desse atomo de
forma que sempre um féton for emitido, com 100% de precisao, ele serd detectado. Durante
o intervalo ja definido 7, apenas duas situac¢oes sao possiveis, ou nenhum foton é detectado
ou um foton é detectado. O ambiente estao, tem também apenas dois estados possiveis,
|0F) quando nenhum féton ¢ detectado ou |1%) quando um féton é detectado. Com isso,
por conservacao de energia, se o ambiente se encontra no estado |1€), podemos afirmar que
o0 atomo estard no estado |g). Esse sistema é equivalente a um sistema de spin, e portanto,

pode ser descrito pelas matrizes de Pauli

Por conveniéncia, podemos escrever o Hamiltoniano do dtomo nas bases |e) e |g).

E se escolhermos uma energia de estado estacionario adequada podemos descrevé-lo como

1
Hs = o, (3.115)

em que wyp € a frequéncia de transigdo entre os niveis |e) e |g) do dtomo. J4& os modos do

campo serao descritos por

Hpy =Y hwaala, (3.116)
n
e o Hamiltoniano de interagao entre o a&tomo e o campo tera a forma 3.68.

A partir desse modelo, é possivel deduzir uma equagao mestra para o atomo da
forma 2.52. Com essas informagoes e descartando as contribuig¢oes dos deslocamentos Stark
e Lamb, para um atomo de dois niveis, podemos reescrever a equacao mestra de Lindblad

da seguinte forma

d W
aps(t) = —Z?O 02, ps] — % (040_ps+ psoso_ —20_pso)- (3.117)
Sendo que
P}
= 3.118
3meghcd’ ( )

em que d é o momento de dipolo do atomo.

3.5.2 Relaxacao da cavidade

Uma cavidade ideal seria aquela em que o tempo de amortecimento do modo de

campo de interesse fosse infinito. Mas isso nao ocorre em sistemas reais, os campos na



Capitulo 3. FEletrodindmica quantica de cavidades 44

cavidade sofrem relaxacao. A noticia boa é que podemos descrever esse fendmeno também

usando a equagao de Lindblad.

O sistema S é entao um modo de campo na cavidade. O ambiente seria os outros

modos de campo fora da cavidade.

Assumindo que a interacao entre o modo da cavidade e os demais é dada pelo

Hamiltoninao

H=hw.+Y hwblb, + > gn(alb, + alby), (3.119)

é possivel derivar a seguinte eugagdo mestra para pg [7]:

d , k(1 +n,, KN
% = —lWw, [aTa, ps} —(2) (aTapS + pSaTa — 2apSaT)—T (aanS + pgaaT — 2an5a) ,
(3.120)
em que n,, é dado por
1
(3.121)

o—hwe/KpT _ 17
assumimos que os modos de campo fora da cavidade esta a uma temperatura T, e n é

uma funcao do acoplamento g,.

Uma outra forma interessante de escrever essa equagao ¢ usando a representagao
de interacao. Essa forma nos da informacgoes importantes como a dinamica da distribuicao

do niimero de fétons e a taxa de variagao do niimero médio de fétons.

Nessa representacdo, podemos entdo remover o comutador e os termos a e a’ podem

—twet wet

ser substituidos por ae e ae’™', respectivamente. Com isso, podemos reescrever a
equacao 3.120 como uma taxa da distribuicao do nimero de f6tons, em que essa distribuicao

pode ser descrita como

p(n) = (ps)nn = (n| ps ) - (3.122)

Escrevendo a equacao 3.120 na forma matricial e aplicando os operadores criagao e
aniquilacdo, a e a', nos estados de Fock, podemos ver facilmente que a dindmica de cada

elemento p(n) pode ser descrita por

dp(n)
dt

= k(1 +nm)(n+ 1)pn+ 1)+ cnynp(n — 1) — [£(1 + np)n + £ng,(n+ 1) p(n)-
(3.123)

Através dessa equagao podemos entender como varia a probabilidade do sistema

S estar no estado |n). Os dois primeiros termos descrevem o aumento da probabilidade
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do estado |n) se tornar ocupado. Com isso, podemos dizer que o estado vai do estado
|n 4+ 1) para o estado |n) a uma taxa de x(1+n,,)(n+ 1) e que o estado vai do estado |n)
para o estado |n — 1) a uma taxa de kn,,n. Podemos fazer uma analogia similar para a
probabilidade do sistema sair do estado |n). Olhando para os dois tltimos termos podemos
entender esse fenémeno. O sistema sai do estado |n) para o estado |n 4 1) a uma taxa de

k(n + 1)n,, e para o estado |n — 1) a uma taxa xn(n,, + 1).

Agora, considerando que o sistema entrou num estado estaciondario, iremos aplicar
o conceito de “balango detalhado”, em que as taxas de transferéncia do estado |n) para
o estado |n — 1) e do estado |n — 1) para o estado |n) sdo iguais para o mesmo sistema.

Assim sendo, a partir das equacoes 3.123 e 3.121, chegamos na relagao

p(n) M koKt (3.124)
p(n—1) 1+mn,

Por meio dessa equagao podemos ver que o ntimero de fétons médio obedece a lei
de Planck.

3.5.3 Atomo relaxando em um campo térmico

Na subsecao 3.5.1 fizemos uma andlise de um atomo de dois niveis sofrendo emissoes
espontaneas a temperatura T' = 0K . Mas os sistemas que estamos estudando sao um pouco
mais complexos e por isso, precisamos adequar a equacao mestra 3.117 para descrever um
atomo de dois niveis e um campo em equilibrio térmico a uma temperatura 7' > 0. Para
isso trocamos trocamos os operadores a e al por o_ e oy e trocamos k por . Como esse
sistema estd em um ambiente, podemos também trocar o operador de Lindblad de \/yo_
por /(1 + n,,)o_ e inserimos um novo operador de Lindblad /97,0, para descrever a

excitacao térmica do atomo. Com isso, a equagao mestra para esse sistema se torna

dp W Y1+ 1y
- = —i— 02, ps] — Q (040_ps + psoro_ —20_psoy)
dt 2 2
Tm
— 5 (0_oyps+ pso_oy — 20, pso_)- (3.125)

No lado direito da primeira linha dessa equagao podemos ver a descri¢cao do processo
em que o atomo perde fétons para o campo. Ainda nessa linha temos o fator (1 + n,,) em
que “1” descreve a emissao espontanea e “n,,” é devido a emissao estimulada em que o
atomo emite em modos contendo n,, fétons térmicos. Na segunda linha, podemos notar a

descricao do processo simétrico em que o atomo absorve fétons térmicos do campo.
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4 Quantizacao da Luz

Nesse capitulo iremos apresentar um experimento feito por Serge Haroche et. al 3.4,
em que foi observada uma evidéncia forte da quantizacao do campo em uma cavidade. Isso
se deu através da observagao da transformada de Fourier da probabilidade de encontrar
o atomo no estado fundamental apds este interagir com uma cavidade. Foi visto que os
picos das transformadas sdo proporcionais a raiz quadrada de nimeros inteiros, como é de

se esperar a partir de uma descricao quantizada do campo.

No capitulo 3, pudemos estudar a quantizacao do campo eletromagnético e através
do Hamiltoniano de Jaynes-Cummings e entender os efeitos dessa quantizagdo em um
sistema de dois niveis. E através desse experimento, sera possivel observar fenémenos
quanticos que, apesar de serem esperados, sao um dos primeiros impossiveis de serem

descritos sem a quantizacao da luz.

4.1 Oscilacdo quantica de Rabi: um teste direto da quantizacdo da

cavidade

O Hamiltoniano de Jaynes-Cummings estudado na secao 3.4, ao descrever o aco-
plamento ideal entre um sistema de dois niveis e um modo de campo nos ajuda a enxergar
a natureza discreta de um modo de campo acoplado a um atomo de Rydberg. Quando o
atomo ¢ acoplado ao campo sao observadas oscilagoes de Rabi, que consistem na troca entre
as populagoes dos niveis atomicos e e g. Como essas oscilagbes podem ser decompostas em

frequéncias discretas, é possivel observar nelas caracteristicas quanticas.

Assuma que a distribuicao inicial do nimero de fétons é a de um estado coerente,
como na equacao 3.108. Com isso podemos descrever a oscilacao de populacao para um
sistema de dois niveis pela funcao de inversao dada pela equacao 3.107. Através dela
podemos ver como a populagao entre os niveis e e g variam. Quando a cavidade demora
um tempo relativamento alto para relaxar, ao observar a funcao inversao, as oscilagoes de
Rabi deveriam teoricamente se comportar como uma superposicao de termos senoidais,

em que cada termo do somatorio equivale a um valor de n.

Se considerarmos que o atomo esta inicialmente no estado excitado e, depois de

um tempo t, a probabilidade de ele ter decaido para o estado fundamental g ¢ de

P., =Y P(n)Qsin’*vVn +1, (4.1)

em que ) é frequéncia da oscilagao de Rabi e v/n + 1 representa a amplitude do campo
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para cada n.

Nesse trabalho, a oscilagdo de Rabi de dtomos de Rydberg foram observadas no
vacuo e em campos fracos e coerentes. O decaimento do atomo era pequeno o suficiente para
ter seus efeitos desprezados, o tempo de interagao entre o atomo e a cavidade e o tempo
de vida do campo na cavidade eram longos o suficiente para que conseguissem observar
algumas frequéncias consecutivamente. O resultado interessante, como ja dito, é que essas
frequéncias eram proporcionais a raiz quadrada de inteiros sucessivos, caracterizando a

quantizagao da energia do campo.

4.1.1 Montagem do experimento e visao geral

A montagem desse experimento é ilustrada pela figura 2. O sistema montado foi
resfriado a uma temperatura de 0.8 K. A essa temperatura, foi possivel alcancar resultados
experimentais mais proximo dos resultados previstos pela teoria por diminuir a taxa de
dispersdo na cavidade e o nimero de fétons térmicos. Atomos de rubidio séo emitidos pela
fonte O e atingem a caixa B, onde sdo preparados no estado |e). Os dtomos sdo emitidos
de B a uma taxa de 660Hz em pulsos com duracao de 2us e sao disparados com um
espalhamento de velocidade Maxwelliana centrado em vy = 350m/s. Com isso os dtomos

sao emitidos em um pacote com velocidades préximas.

Figura 2 — Esquema da montagem do experimento; fonte: [1]

Ao sairem de B, os dtomos entram na cavidade C, que é feita de dois espelhos
supercondutores de niobio. Os espelhos sao levemente elipticos, de forma a levantar a
degenerescéncia de forma que ha um modo na cavidade que é sintonizado em ressonancia
com a frequéncia de transicao entre os niveis e e g do atomo de Rydberg. Para refinar essa
sintonia de forma a estabilizar a érbita dos estados de Rydberg no plano horizontal ou
para dessintonizar completamente (desligando o acoplamento entre o dtomo e o modo), é
aplicado um campo através dos espelhos que induzira o efeito Stark. A fonte S é usada
para injetar continuamente um pequeno campo coerente na cavidade que pode inserir nela

de zero até alguns fétons. Em D, sdo detectados d&tomos que se encontram no estado |g).
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Essa cavidade tem um alto fator de qualidade Q = 7 x 107 o que leva um féton a
ter um tempo de vida longo, T,,, = 220us. Os atomos de Rydberg tem um longo tempo
de vida radiativa, 32ms para o estado e e 30ms para o estado g, comparado ao tempo
que o atomo leva para atravessar todo aparato. Para que os 4&tomos nao se acumulem no
detector D, o intervalo entre a passagem dos atomos é ajustada para 2.5us, que ainda é
valor bem maior que o tempo de vida T,,,. Além disso o pulso que pode dessintonizar
o acoplamento atomo-cavidade ¢ mantido ligado até instantes antes do atomo entrar na

cavidade, evitando que atomos mais rapidos interajam com ela.

A interacao entro o atomo e o campo é dada por

Hjo = hwo, 4 hwpa'a + f(aoy +a'o_)- (4.2)

A descricao da interacdo entre o &tomo e o campo nao se comporta exatamente
segundo o modelo de Jaynes-Cummings pelo fato de o modo de campo ter um perfil
espacial. Assim, a constante de acoplamento f depende da posi¢ao do atomo e, portanto,
de t. E possivel, no entanto, descrever o sistema usando o Hamiltoniano H ¢ passando a

um tempo efetivo (ver apéndice B)

A velocidade v com que cada atomo atravessa a cavidade é muito importante para
que seja possivel saber sua localizacao a cada instante de tempo. Com isso, é possivel
controlar o tempo que o atomo vai interagir com a cavidade. Ele puderam encontrar
essa velocidade com uma precisao de 1% através do tempo que ele leva para sair de B e
alcancar D. Pela distribui¢ao de velocidades Maxwellinana eles encontraram as velocidades
num intervalo de 110ms < v < 250ms o que equivale a um tempo de interacao de
A0ps <t < 90us.

Para atomos que interagiam com a cavidade por tempos longos, eles selecionaram
os atomos mais lentos. Para isso eles ligavam o pulso que dessintonizava o campo da
cavidade até os atomos mais rapidos passarem e desligava enquanto os atomos lentos

passavam. Usando esse mesmo processo, também registraram os atomos mais rapidos.

4.1.2 Resultados

Para tempos de interagao diferentes, foi possivel encontrar as taxas de transicao de
e para g, Py, que estd registrado nas figuras 3 que estao na coluna da direita. A linha sélida
nas figuras da primeira coluna sao referentes a uma plotagem tedrica de somas de senoides
amortecidas com frequéncias w+y/n + 1, com n indo de 0 a 5. Podemos ver que os pontos
experimentais estao de acordo com a curva tedrica que foi tragada através de um programa
de ajuste de curvas usando a equagao 4.1. A figura 3(A) mostra a oscilagao do d&tomo com a
cavidade inicialmente no estado de vacuo, ou seja, sem nenhum campo aplicado. Podemos

ver claramente quatro oscilagoes nessa figura em que um féton e emitido espontaneamente
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e reabsorvido. Segundo os autores, esse comportamento, apesar de previsto pelo modelo
Jaynes-Cummings, até entdo nunca tinha sido observado. J& nas figuras 3(B), 3(C) e 3(D),
mostram o caso em que um campo coerente foi injetado e, como previsto, esses sinais nao
sao senoidais. Nas figuras 3(C) e 3(D), podemos ver com nitidez o colapso e ressurgimento

das oscilagoes de Rabi, como predito pela teoria que estudamos na secao 3.4.1.

-f . 1 v L] ' T _I LI I .'. EI v T O.-I T T T LI |
[ (A) y L @) - o
wof 5 o
°l ] of
of 3 A of
[ L N 1 1 [ [one ) I T T T
| of B (B)
of ER I R 3r
of = 1
o | e 1 g |
S | <f N o
5 of et JV\ Zaof
\tq—,c - : LY. =D [ O T T M
@ [ o R ﬁ o
g g | Sl Y
o | ho
ool = a
2 g |
m r |
ol <n>=0.85 3 ol
L3 S . L . L N 1 L. dhl I
2 (D) _ (3)
| ol
) | Qvﬁ\\h
ol <n>=1.77 o
d T Ll ] ¥ ] T 1 Ll v I| : .-I r T Q.-I 1 T 1 L] T
0 30 60 90 0 50 100 150 012345
Time (us) Frequency (kHz) n

Figura 3 — Resultados obtidos: (A)-(D), probabilidade de encontrar o 4&tomo no estado
g. Os pontos sao resultados experimentais e a linha solida sdo curvas tedricas.
(a)-(d) sdo as transformadas de Fourier dos resultados obtidos de (A)-(D). A
linha pontilhada na vertical aponta para as ferquéncias v = 47K Hz, vv/2, vv/3
e 2v. (a) — (0) correspondem a distribuigdo do nimero de fétons, em que os
pontos representam os resultados experimentais e as linhas sao curvas tedricas;
fonte: [1]

Podemos ver nessas quatro figuras que a amplitude diminui com o passar do tempo.
Isso acontece por causa da relaxacao da cavidade que é acelerada por causa de pontos
cegos em seu orificio de onde saem as ondas eletromagnéticas e também por decoeréncias

devido a colisoes com eventuais moléculas de gas.
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J4a nas figuras que estdo na coluna do meio podemos ver a transformada de Fourier
das probabilidades P, que estao nas figuras da esquerda. Por meio dessas novas curvas,
é possivel notar que o pico das frequéncias acontecem a quantidades multiplas da raiz
quadrado de um ntmero inteiro. Como vimos na teoria, as frequéncias devem assumir
valores wy/n + 1 e através das figuras podemos ver com facilidade picos das frequéncias
discretas wyv/0 + 1, wy/1+ 1, w2 + le wy/2 + 2, com w = 47K Hz, valor bem préximo

do tedrico, que para esse modelo seria de y/m = 50K H z. Esses dados nos mostram a

natureza discreta do campo numa andlise puramente quantica, que era o que esperavamos.

Os autores notam também que a condi¢do de normalizagao da probabilidade de
encontrar n fétons no sistema P(n) é respeitada, pois a drea das curvas das transformadas
de Fourier permanecem constantes, o que significa que nao apareceu nem sumiu nenhum
féton no experimento. A probabilidade de encontrar determinado nimero de fétons foi
determinada a partir dos valores relativos de P(n). Nas figuras da coluna da direita estao
os pontos experimentais. A partir deles foi tracada a linha sélida por meio de um programa
de ajustes de curvas que estavam de acordo com as previsoes teéricas. As figuras 3(«a) a
3(0) nos mostram esses resultados. No caso da figura 3(«), em que nenhum campo foi
aplicado, a linha sélida representa a lei de radiacao térmica que esta bastante de acordo
com os valores experimentais encontrados, os pontos. De acordo com essa lei, o0 niimero
médio de fétons para esse sistema deveria ser de n = 0.006(10.01), valor que estd dentro
do esperado para uma cavidade a T'= 0.8K, em que o nimero médio de fétons previsto é
de 0.05. Nas figuras 3(f3), 3(7) e 3(d), em que um campo coerente foi inserido, podemos
ver que os resultados obtidos estao de acordo com a lei de Poisson, que é representada

pela linha sélida.

Como vimos na se¢ao 3.4.2 o Hamiltoniano de Jaynes-Cummings exibe frequéncias
de oscilacao de rabi discretas. As equagoes 3.97 e 3.98 deixam isso bastante claro. Nelas
podemos ver que, apés o atomo interagir com a cavidade, a probabilidade de ele permanecer
no estado excitado ou de decair depende de multiplos da raiz de niimeros inteiros. E foi

exatamente isso o observado no experimento.
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5 Emaranhamento

Nesse capitulo iremos apresentar as principais ideias por tras dos conceitos de
emaranhamento. Comegaremos pela decomposi¢cao de Shimidt e uma introducao sobre
estados bipartites mistos, e para entendermos melhor o emaranhamento, discutiremos um
pouco sobre o paradoxo EPR. Em seguida iremos falar sobre a relagdo entre um par EPR
e sistemas de spin. Como principal fonte de referéncia para esse capitulos usamos [5,10],
dentre outros que serao citados ao longo das sessoes. Além disso, também iremos descrever
um experimento feito pelo grupo de pesquisas do Laboratorio Kastler Brossel de I'Ecole
Normale Supérieure & College de France, Paris, liderado por Serge Haroche [12], que

exemplifica os conceitos vistos aqui.

O conceito de emaranhamento foi inicialmente introduzido pelo fisico austriaco
Erwin Schrodinger, em 1935. Nesse ano, Albert Einstein, Podolsky e Rosen, que abreviamos
por EPR, escreveram um artigo em que contestaram a interpretacao de Copenhague da
mecanica quantica. Nessa interpretacao, um determinado sistema quantico, antes da
medicao, estd numa superposicao de todos os estados possiveis do sistema; apenas no
instante em que o sistema estd sendo medido, um determinado estado sera definido. EPR
acreditava que a mecanica quantica poderia estar incompleta e dizia que ela nao era capaz
de descrever a realidade. Em uma artigo publicado em Outubro de 1935, Schrodinger
prop6s um experimento mental [13], conhecido como gato de Schrodinger em que ele
mostrou como a interpretacao de Copenhague soaria estranha quando aplicada a um
sistema macroscopico. Em seu exemplo, ele descreveu dois sistemas que apos interagirem
temporariamente, estariam correlacionados mesmo depois de separados. Foi a primeira vez

que surgiu o termo emaranhado.

Schrodinger, 1935 [13]

"When two systems, of which we know the states by their respective represen-
tatives, enter into temporary physical interaction due to known forces between
them, and when after a time of mutual influence the systems separate again,
then they can no longer be described in the same way as before, viz. by en-
dowing each of them with a representative of its own. I would not call that one
but rather the characteristic trait of quantum mechanics, the one that enforces
its entire departure from classical lines of thought. By the interaction the two

representatives have become entangled."
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5.1 Estados emaranhados

Antes de definir formalmente o que é um estado emaranhado, é importante entender
o que sao estados produto. Fisicamente, estados produto sao estados onde cada sistema
é preparado independentemente. Formalmente falando, um projetor |¢ap) (¢ ap| em um
vetor |Yapg) € Ha ® Hp, € um estado produto se os estados dos subsistemas locais sao
puros, o que implica que [Vap) = [1h4) & |Up).

Definicao: Estados puros emaranhados sao aqueles que nao podem ser escritos

como estados produto.
Por exemplo, o estado
1

V2

com |0) e |1) ortonormais, ¢ emaranhado. Se féssemos tentar separa-lo, fariamos

(101) = [10)), (5.1)

[]0) + 8] © [v]0) +6[1)] = ay|00) + ad |01) + S [10) + B4 [11) - (5.2)

Entao é facil ver, que nao existem «, 3, 7 e 0 que permitem o lado direito de 5.2

ser igual a 5.1.

5.1.1 Decomposicdo de Schmidt

Uma ferramenta matematica muito util no estudo de estados emaranhados é a
decomposicao de Schmidt. Ela é valida apenas para estados puros compostos por dois

subsistemas de qualquer dimensao, conhecidos como estados bipartite.

Defini¢ao 1 (Decomposigao de Schmidt). Todo vetor, |hag) € Ha ® Hg, correspondente

a um estado puro pode ser representado como:

[YaB) = ;ai le:i) ® | fi), (5.3)

se escolhidas bases apropriadas. O conjunto {|e;)} € uma base ortonormal de H 4 e {|fi)}

é uma base ortonormal de Hg, SSM, a2 =1 com a; > 0 e M < dimH_4, dimHp.

=1
Os coeficientes a; sao chamados de coeficientes de Schmidt do vetor de estado
|ag). Mas o que acontece quando M = 17 Neste caso existird apenas um coeficiente de
Shmidt de forma que teremos um estado produto puro. Assim sendo, podemos dizer que
quando o estado decomposto tem mais de um coeficiente de Schimidt ele esta emaranhado.

Uma observacao interessante é que o quadrado dos coeficientes de Schimidt de um estado
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bipartite puro |t 4p) sdo autovalores de ambas matrizes densidade reduzidas, pa e pp.

Seja
M
|YaB) = Zai les) @ | fi)
i=1

entao

pas = [Yap) (Vas|,

pas =Y > (aile) @ 1fi)(a] (e;] @ (f;]),

i=1j=1

M M
pPAB = Zzaz’a; le:) <€j| ® |fi) <fj| )

i=1j=1

Tirando o traco parcial encontramos

M
pa = lanl* lex) (el
k=1

M
pe = lar* | fx) (fil
k=1

Assim, para saber se um estado é emaranhado ou separavel podemos verificar se
as matrizes densidade reduzidas sao puras. Quando tais matrizes sao puras, é facil notar
que havera apenas um coeficiente de Schimidt, representando um estado separavel. Caso

contrario, o estado sera emaranhado.

5.1.2 Estados Bipartite Mistos

Na secao anterior, vimos que a decomposi¢do de Schimidt é uma forma de saber
se um estado é separavel ou emaranhado. Mas tinhamos uma restricao, para usar tal
decomposicao o estado precisa ser puro. Entao, como fazer no caso de estados mistos?
Para entendermos melhor, vamos considerar o seguinte exemplo exemplo: Imagine que o
sistema A é preparado no estado |u;) e que o sistema B seja preparado no estado |v;). Ao

combinarmos os dois sistemas, a matriz densidade resultante sera:

pDs = lus) (i @ Jvg) (vi] - (5.4)
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Agora, imagine que em cada sistema seja preparada uma série de estados |u;) e
|v;) comi=1,2,--- ke que cada |u;) e |v;) seja preparado com uma probabilidade p;,

com Zle p; = 1. O estado preparado pode ser representado agora por:

PAB = Zpi ;) (us] @ |vg) (vil - (5.5)

i=1

Para que esse tipo de estado possa ser preparado, os sistemas A e B devem poder
se comunicar por meio de um canal classico. Esse processo ¢ conhecido como operagoes
quanticas e comunicagao cléssica, (LOCC), do inglés, local quantum operation and classical

comunication. [10]

Definicdo 2 (Estados mistos emaranhados e separaveis). Um estado bipartite pap €
dito separdvel se, e somente se, pode ser representado como uma combinacdo convexa
do produto de projetores. Em outras palavras, o estado serd separdvel apenas quando for
possivel escrevé-lo como uma soma de todos estados ,0(23, equagdo (5.4), multiplicado pelas
suas correspondentes probabilidades como mostra a equagio (5.5). Caso contrario, o estado

¢ emaranhado.

Estados emaranhados sdao por definicao estados que nao podem ser descritos na
forma do exemplo dado. Fisicamente, para que um estado bipartite seja emaranhado, os
dois sistemas ndo podem ser preparados separadamente (localmente) sem interagir. Uma
das formas de gerar um estado emaranhado é por meio de um operador unitario atuando

conjuntamente no sistema.

5.2 Paradoxo EPR

Uma das coisas mais dificeis na mecanica quantica é pensar nela de forma realista.
Quando consideramos um objeto do nosso dia a dia, como uma mesa, nao temos duvida de
que as propriedades fisicas desse objeto existem independente de olharmos para ele ou nao.
Mas existem interpretacoes da mecanica quantica que tem um ponto de vista diferente.
Por exemplo, de acordo com a interpretacdo de Copenhague, antes de observarmos uma
particula, esta nao possui nenhuma propriedade fisica, apenas depois de observada é que

tais propriedades serao estabelecidas como consequéncia direta da observacao.

5.2.1 O argumento EPR

Esse fato deixou muitos fisicos incomodados. O caso mais famoso registrado é
o artigo de autoria de Einstein, Podolsky e Rosen publicado em 1935 [14], conhecido

como EPR. Nesse artigo os autores deram um exemplo de experimento em que, segundo



Capitulo 5. Emaranhamento 55

eles, demonstrava que a mecéanica quantica nao é uma teoria completa para descrever a

natureza.

Os autores acreditavam que em qualquer teoria fisica completa, era possivel re-
presentar um elemento de realidade. Para eles o fato de a mecanica quantica nao ser
capaz de descrever um elemento de realidade a tornava uma teoria incompleta. Para
demonstrar isso, eles definiram uma condicdo suficiente para que uma propriedade fisica
pudesse ser considerada um elemento de realidade. Tal condigdo é que, em um determinado
experimento, seja possivel predizer com certeza o valor de tal propriedade antes de medi-la.
Ai comeca o conflito com a mecanica quantica, pois acabamos de ver, antes de medirmos
uma particula, nao é claro que se pode atribuir a ela alguma propriedade fisica, como

momento, posicao etc..

O exemplo citado por EPR era um sistema em que existiam duas particulas em que
a posicao relativa entre elas, x1 — x5 e 0 momento total, p; + po eram bem definidos. Depois
disso as particulas eram separadas. Medindo posicao da particula 1 era possivel saber com
certeza qual era a posi¢ao da particula 2, e como as particulas nao interagiam entre si,
nenhuma medida na particula 1 poderia perturbar a particula 2. E possivel notar que em
tal exemplo a posicao da particula 2 se encaixa na condigao suficiente de EPR para ser
considerada um elemento de realidade. Se fizermos um argumento analogo para o momento,
também veremos que o momento da particula 2 é um elemento de realidade. Assim, eles
puderam concluir que nesse exemplo tanto a posicdo quanto o momento da particula 2,
sao elementos de realidade. Na mecanica quantica, os operadores correspondentes a tais
elementos nao comutam, o que implica que nao é possivel obter um valor bem definido
para ambos, momento e posicao da particula. Essa divergéncia levou EPR a concluir
que o vetor de estado descrito pela mecanica quantica nao descreve a realidade de forma

completa e que precisaria de varidveis adicionais (varidveis ocultas).

Esse argumento introduzido por EPR pdde levar a comunidade fisica a pensar sobre
a localidade quando Einstein chama atencao para o fato de que os dois sistemas citados
estao separados espacialmente. De forma indireta ele estava se referindo ao principio da
relatividade especial, segundo o qual é impossivel uma “informacao” viajar com uma
velocidade maior que a da luz. Assim sendo, eles concluiram que para que a mecanica
quantica se tornasse completa seria necessario considerar variaveis adicionais, de forma a
nao violar o principio (segundo Einstein) de localidade. Com isso eles explicaram o carater
probabilistico da mecanica como uma consequéncia do nao conhecimento de tais variaveis,

chamadas de varidveis ocultas.

Por muito tempo muitos fisicos nao acreditavam que seria possivel implementar
um experimento para verificar essa questao colocada por EPR. Apenas depois de muitas

décadas do artigo de EPR ser publicado foi possivel fazer um teste experimental.
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5.2.2 EPR-modelo de spins

Em se tratando de teste experimental, preparar um sistema em um auto-estado da
posicao relativa e do momento total, como proposto por EPR, nao seria nem um pouco
pratico. Por isso, em 1951, um experimento mais simples e mais realista foi proposto
por David Bohm [15]. Bohm considerou um estado de dois atomos em que cada um tem
spin s = 1/2 e spin total zero. Esse sistema estria em um estado singleto que pode ser

representado por:

[¥) = \/g(lﬂ ® ) - el) (5.6)

em que os vetores das particulas individuais sdo representados por [1), spin para cima e
|1}, spin para baixo, com respeito a uma das coordenadas do sistema. A vantagem desse
sistema é que nele as particulas nao precisam estar em um estado orbital estacionario,

pois isso nao ird influenciar no estado de spin.

Nessa nova proposta de experimento apds as particulas serem separadas garantindo
que elas nao irao interagir, mede-se a componente z de spin da particula 1. O resultado
dessa medicao nos permite inferir o estado da particula 2, j4 que o sistema se encontra
no estado de singleto. Assim, de acordo com o argumento de realidade de EPR, podemos
afirmar que o momento de spin associado a ¢(® da particula 2 é um elemento de realidade.
Mas sabemos que o estado de singleto é invariante sob rotacao, o que significa que a
equacao 5.6 terd a mesma forma em qualquer direcao, ag(f), no eixo z, 052), no eixo y ou
qualquer outra direcio arbitraria o> = ¢(2) -4, no eixo a. Assim sendo, independentemente
da direcio que a medicdo seja feita, o(2) sempre serd um elemento de realidade e como a
mecanica quantica nao ¢ capaz de descrever tal realidade, pelo argumento EPR, ela se

torna incompleta.

5.3 Experimento: Geracao de pares EPR de atomos

Nessa se¢ao iremos descrever um dos experimentos do Haroche e de sua equipe [2] em
que eles puderam emaranhar um par de atomos por meio de uma cavidade de micro-ondas
com um alto fator de qualidade Q. Sem interagirem diretamente, dois &tomos de Rubidio
no estado de Rydberg sairam emaranhados, com o grande diferencial de que esses atomos
possuem uma massa grande quando comparados a particulas elementares. Até entao,
a maioria dos experimentos desse tipo emaranhavam particulas como protons e fotons
oriundos de processos de radiagao. Assim sendo, podemos afirmar que esse experimento
pode abrir caminhos para estudo de sistemas mais complexos, como testes com mais

atomos e testes de nao localidade em sistemas mesoscopicos.
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5.3.1 Montagem do experimento e visao geral

Em cada sequéncia experimental, um par de atomos de Rydberg atravessam o
aparato esquematizado na figura 4. Sao usados datomos de Rubidio emitidos pela fonte O
que logo em seguida, passam por um seletor de velocidades V. Logo adiante, os atomos
sao preparados no estado de Rydberg |e) ou |g) na caixa B e entram na cavidade de micro-
ondas C' de alto fator de qualidade (), onde acontecerao as interagoes atomo 1- cavidade
e cavidade - atomo 2. A cavidade C' é uma cavidade de micro-ondas supercondutora
composta por dois espelhos de Niobio, usando o modelo de Fabry Perot. Como a cavidade
é resfriada a 0.6K o niimero médio de fétons térmicos é desprezivel. A cavidade esta
levemente fora de ressonancia com a frequéncia de transicdo entre os niveis e e ¢ do
atomo de Rydberg que é de 51.1GHz. O intervalo entre as sequéncias experimentais é
escolhido de forma a ser muito maior do que o tempo de vida do féton na cavidade, que
é de Tou = 112us, € com isso é possivel garantir que na préxima sequéncia nao havera
nenhum féton remanescente da sequéncia anterior. Ao deixar (), o &tomo entra em uma
cavidade R com baixo fator de qualidade, chamada de zona de Ramsey, que junto com os

detectores D, e D, ird detectar o estado de spin de cada atomo.

Figura 4 — Esquema da montagem do experimento; fonte: [2]

Ao sair da fonte O, os atomos de Rubidio passam pelo seletor de velocidade V. Esse
seletor de velocidades é composto de dois lasers de diodo, L; e L}, no qual o feixe do laser L,
é posicionado ortogonalmente ao feixe atémico. Com a energia adequada, esse bombeamento
ird4 garantir que nenhum atomo esteja no estado fundamental hiperfino /' = 3. Um segundo
laser L] pulsado, com seu feixe direcionado a 55° do feixe atomico, ird repopular esse nivel
de forma que apenas os a&tomos com uma velocidade de aproximadamente 30m/s serao

selecionados por efeito Doppler.

Ao serem selecionados, os atomos com a velocidade desejada serdo preparados

no estado circular de Rydberg na caixa B, onde o laser de diodo Ly, também pulsado,
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excita os atomos do estado fundamental F' = 3 para um dos estados de Rydberg e ou g.
Conhecendo o tempo de pulso e a velocidade do atomo, é possivel determinar sa posicao
ao longo da trajetoria com uma precisao de +=1mm. Assim sendo, é possivel saber onde os

atomos selecionados se encontram a cada etapa do experimento.

Para cada sequéncia experimental, a caixa B prepara o primeiro atomo no estado
e de Rydberg e o segundo no estado ¢g. O tempo de duracgao de cada experimento é T,, que

pode ir de 0 a 100us e as velocidades de cada atomo, vy e vy sdo fixas e independentes.

Garantindo que nao existe nenhum atomo de Rydberg fora das especificagoes acima,
o primeiro 4tomo entra na cavidade C no estado |e), interagindo com ela por um tempo
t1. Em seguida, o segundo dtomo entra num estado |g), interagindo com a cavidade por

um tempo to.

Ao sair da cavidade C' cada atomo entra na cavidade R com baixo fator de qualidade
na qual serd emitido um pulso 7/2 de Rabi usando um campo de microondas cléssico,
gerado por uma fonte S. Ao sair da zona de Ramsey, o atomo tera seu estado detectado

em D, ou Dy.

5.3.2 Sequéncia experimental e a fisica do experimento

Esse experimento é divido em duas partes, na primeira os pares de dtomos atraves-
sam a cavidade R desligada e na segunda parte ela é ligada. A primeira parte equivale
a medicao de spin dos pares EPR ao longo da direcao z, enquanto a segunda equivale a

medicao de spin na dire¢ao do plano xy ortogonal ao eixo z.

Primeira parte

Quando os atomos entram na cavidade, o primeiro no estado e e o segundo no
estado ¢, e considerando que a cavidade esta inicialmente no estado de vacuo, o estado do

sistema composto serd o produto tensorial

¥) = le1,92,0) -

Assim que o primeiro atomo passa pela cavidade C, um pequeno campo externo
Fy é ligado por um tempo ¢, de forma que, por efeito Stark, fard com que o dtomo entre
em ressonancia com a cavidade. A frequéncia de Rabi de vacuo () define a taxa com que
cada atomo e a cavidade trocam um tunico foton. Se o tempo de duracao da interacao do
primeiro atomo com a cavidade C é tal que Qt; = /2, podemos ver pela secao 3.4.3 que
esse atomo terd probabilidade 1/2 de permanecer no estado |e;) e 1/2 de emitir um f6ton
e ir para o estado |g;). Como no exemplo citado na se¢ao 3.4.3, nesse instante podemos

afirmar que o sistema combinado ¢ da forma



Capitulo 5. Emaranhamento 59

) = ¢1§ (lex, 2.0) — |1, 92.1)) . (5.7)

Neste caso, o primeiro atomo estd maximamente emaranhado com o campo na cavidade.

Em seguida, o segundo atomo entra na cavidade depois de um tempo T no estado
lea) . O tempo de interagao desse segundo dtomo com a cavidade é de ty = 2t;, de forma
que Qty = w. Com isso, se o primeiro atomo deixou a cavidade vazia, o segundo atomo
permanece no estao |go), sem alterar o campo. Mas se o primeiro dtomo deixou um féton,
o segundo ira absorvé-lo com probabilidade 1, evoluindo para o estado e. Assim, o sistema

combinado sera

1

Werr) = 75 (lev g2) = g1, €2)) 0} (5.8)

Como podemos ver, a cavidade nao estd mais emaranhada com nenhum atomo
e, 0 primeiro e o segundo atomo agora estdao emaranhados. Assim sendo, como os pro-
prios autores disseram, a cavidade funciona como um “catalizador” para o processo de

emaranhamento desses dois atomos, pois ela termina no mesmo estado que comecou.

Segunda parte

Como vimos, um sistema de dois niveis é andlogo a um sistema de spins. Com
isso, os niveis e e g, podem ser representados por “spin para cima” e “spin para baixo”,
respectivamente, de um estado de spin 1/2. Sabemos que esse estado é invariante sob
rotagao e por isso, tera a mesma forma qualquer que seja a base. Assim, se ¢ é o dngulo

para o novo eixo de quantizacao no plano zy, podemos escrever o estado EPR como

IWmFE%M®+WMMM%@WM—wﬂﬂmmM®+WMM(W)

Se definirmos a nova base como
1

+), = ﬂ®+ﬁm> (5.10a)

%

Fb—xa@—ﬁm> (5.10b)

=) = \}§|€1>—€i¢|91> (5.10¢)
Hbz\%@+ﬂmh (5.10d)

podemos reescrever o estado na nova base
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1
N

Mas por que isso é importante? Os pares emaranhados podem ser gerados apenas

|¢EPR> = (|+>1 |_>2 - |_>1 |+>2)' (511)

pela primeira parte, mas o paradoxo EPR vai além disso. Em um par emaranhado, quando
o spin de uma particula é medido ao longo da diregdo z e é encontrado o estado |1)_,
espera-se que o estado de spin do par dessa particula esteja no estado |}),. Mas a medicao
da primeira particula citada nao diz nada sobre o estado de spin em outras dire¢oes. Por
isso, nessa segunda parte serd introduzida uma fase ¢ por meio da cavidade R, para
que seja possivel medir o estado do atomo em uma base diferente tornando possivel a

observacao do paradoxo descrito por EPR.

Ao sair da cavidade C, o atomo entra na zona de Ramsey R, na qual lhe serd
aplicado um pulso de Rabi de campo de micro-ondas classico m/2. Esse pulso serd gerado
por uma fonte S que pode ser ligada e desligada, de forma que cada atomo do par pode
receber o pulso separadamente. O intervalo de tempo entre a passagem dos atomos do
par pela cavidade R é dada por T" = 42us. Essa fonte emite um sinal cuja frequéncia v é
proxima da frequéncia de transigao atomica vg. O pulso 7/2 ird transformar um estado |+),
definido acima, em |e) ou |g). Com isso os detectores D, e D,, serdo capazes de determinar

o estado em que cada atomo esta ao alcanga-los.

Quando os detectores medem o estado do primeiro atomo em |e), ou |g),, como os
dois atomos estao emaranhados, sabemos que o estado do segundo atomo deve ser dado
por |+), ou |—),, respectivamente. Portanto, ao medir o primeiro 4tomo nao temos uma
informacao exata de qual estado estara o segundo d&tomo, pois estao sendo medidos em

bases diferentes.

Se as detecgoes dos estados dos dois dtomos fossem feitas no mesmo instante de
tempo, era de se esperar, de acordo com a equacao 5.9, um sinal de anti-correlacao em que
P., = P,., como na parte anterior do experimento. Porém, os 4tomo chegam em R com
uma diferenca de tempo T” e por isso, a modulac¢ao da probabilidade do segundo 4tomo

ser detectado nos estados |e€) ou |g) é dada por cos[27(v — vy)T"].

5.3.3 Resultados, inconsisténcias e correcao
Primeira parte

Nessa parte foram escolhidos os pardmetros Ty = 100us, v1 = 337m/s, vy = 432m/s
e o tempo de separagao entre os dois atomos de T = 37us. Se os atomos estivessem no estado
5.8, as probabilidades conjuntas esperadas seriam de P,y = Ppe = 1/2 ¢ Py = P.. = 0.
Mas nao foi esse o resultado obtido. Em uma média de 1000 coincidéncias, os autores
encontraram as probabilidades conjuntas P, = 0.44, P,. = 0.27, P;; = 0.23 ¢ P.. = 0.06

com uma incerteza da ordem de 0.03.
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Essas diferencas aconteceram devido a varias imperfeicoes experimentais. Esses
valores assumem que, se o primeiro atomo deixa um féton na cavidade, este permanece
até que o segundo atomo alcance a cavidade ser absorvido. No entanto, isso s6 acontece
com a probabilidade Peg, = exp(—T/Tcqy). Assim sendo, se o primeiro dtomo deixou um
féton na cavidade e este decai antes do segundo dtomo chegar, o estado |g;, €2) terd um
peso menor no estado final do sistema, pois ele acontecera com uma frequéncia menor.
Considerando isso, podemos dizer que as probabilidades conjuntas esperadas serdao de
P.,=1/2, P)e = Poaw/2, Pyy = (1 — Pogw)/2 € P = 0.

Apesar dos resultados experimentais estarem mais proximos dessa nova previsao,
ainda hé outros fatores a considerar. Através de uma medi¢do em um experimento auxiliar,
foi constatado que ao atravessar a cavidade C, apenas 80% dos 4tomos sao transferidos.
Um outro fator importante é que D, detecta erroneamente 13% de dtomos que estiao no

estado g e D, detecta erroneamente 10% de dtomos que estao no estado e.

Considerando todos os casos citados acima, as probabilidades conjuntas previstas
seriam P, = 0.42, P,. = 0.27, P,y = 0.21 e P, = 0.10. Assim, podemos ver que os valores

experimentais estao com uma boa concordancia com os valores previstos.

Segunda parte

Nessa segunda parte, foram medidas as probabilidades condicionais P.(ey/e;) de o
segundo dtomo ser detectado em |e) apds o primeiro ser detectado em |e) e P.(ea/g1) de o
segundo dtomo ser detectado em |e) apds o primeiro ser detectado em |g), e foram plotadas
em termos da frequéncia v de R. A figura 5 mostra esses resultados. Esse resultados foram
tirados de 25000 eventos em que Ty = 30us, v; = 413m/s, v = 400m/s e T' = 37us.

1.0 v T T T T T

JUSTIPIN Pc(ezle1)
08 —a— Pc(ez/gl) 1

06 .

Conditional Probabilities

0.0 L 1

Relative Frequency (kHz)

Figura 5 — Probabilidades condicionais P.(es/e1) e P.(e2/g1) em fungao da frequéncia do
sinal de microondas emitido em R. Os pontos sao dados experimentais e as
linhas sdo adicionadas ligando os pontos por conveniéncia.; fonte: [2]
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Eles encontram um periodo no sinal da figura 5 de Av = 24K Hz, que é um valor
bem préximo de 1/7”, o que estéd de acordo com o esperado. Além disso, é possivel notar
que as fases dos sinais P.(es/e1) e P.(ea/g1) sdo opostas, como esperado para atomos

emaranhados.

Em um caso ideal, as probabilidades descritas na figura 5 deveriam ir de 0 a 1,
mas isso nao acontece devido as limita¢oes que ja foram citadas na primeira parte e por
causa dos defeitos dos pulsos em R, que levam os dtomos aos estados estados desejados

com uma probabilidade méaxima 0.6 em vez de 1.

Como vimos, apesar de algumas limitacoes os autores puderam emaranhar duas
particulas massivas (4&tomos) por meio de uma cavidade de micro-ondas com alto fator
de qualidade () e por meio de uma cavidade com baixo fator de qualidade, foi possivel
descrever o estado em outra base. Esse experimento, portanto, apresenta um exemplo de
preparacao de estados emaranhados, utilizando uma cavidade de micro-ondas com alto

fato de qualidade e reproduz por meio delas o paradoxo EPR.
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6 Decoerencia e limite classico

Temos um ideia soélida do que é a mecanica quantica e um ideia sélida do que é a
mecanica classica. Mas onde essas duas teorias se encontram? Sistemas microscopicos e
isolados, por exemplo, podem exibir caracteristicas que a mecanica classica nao é capaz de
descrever. Um exemplo disso é o a&tomo de hidrogénio, cuja a menor energia de um elétron
que orbita em torno do nicleo de é —13.6V. Ao fornecer certas quantidades energia para

esse atomo, ele s6 absorvera quantidades discretas.

Mas dependendo da alteragao que fizermos em um sistema quantico, como por
exemplo deixd-lo evoluir no tempo e deixé-lo interagir com outros sistemas, ele pode ser
descrito classicamente. Uma das formas em que isso acontece, ¢ quando os estados de
um sistema perdem coeréncia. Para tais estudos, usamos principalmente as referéncias [7]
e [11].
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6.1 Decoeréncia

Em sistemas quanticos abertos o ambiente cria correlagoes com o sistema, e uma
consequeéncia disso pode ser o ambiente se tornar um medidor do sistema. Quando o sistema
e o ambiente interagem, informagoes podem ser trocadas e um pode ser afetado pelo outro.
Se o sistema é relativamente muito menor que o ambiente, apenas ele sofrerda mudancas
consideraveis. Nesse caso, ao tirarmos o trago parcial, podemos ver que as superposicoes
de estado podem ser atenuadas e até mesmo destruidas. Esse efeito de perda da coeréncia

acontece se nao instantaneamente, rapidamente, e pode ser chamado de decoeréncia.

Mas em que sentido o sistema perde coeréncia? Dizemos que sistema perde coeréncia
quando o seu operador de estado “perde” os elementos na diagonal. Considere que |¢1)
e |¢2) sdo estados de um sistema [1)). Dizemos que [1)) é uma superposi¢io coerentes se

podemos escrevé-lo na forma

V) = al¢r) + Bd2) emque |af” + |B]* = 1. (6.1)

Para esse |1¢), a matriz densidade é

o a*p

6.2
o8 |P 62

p= V) (Y] =

Note que os dois termos de fora da diagonal dependem tanto de o que ¢é uma
quantidade associada a |¢;)quanto de 3 associada a |¢9). E é justamente essa “correlagdo”
que torna o estado [1) uma superposi¢ao coerente. Dizemos que esse estado perde comple-
tamente a coeréncia quando, por algum motivo, esses termos se tornam tdao pequenos a
ponto de nao afetarem o valor esperado de um observavel R relacionado a esse sistema, de

forma que (R) = (¢1| R |p1) = 0

Num caso de forte decoeréncia, a matriz densidade do sistema tera termos apenas
na diagonal, o que torna impossivel descrever o estado na forma de um ket. Com isso, ao

sofrer decoeréncia, é possivel que um estado puro se torne um estado misto.

Uma forma de avaliar decoeréncia é por meio da funcao decoeréncia, descrita no
apéndice C. Além disso, na referéncia [7] é possivel encontrar uma solugao exata dessa
funcao para um modelo de um sistema de dois niveis imerso em um ambiente formado por

um conjunto de osciladores harmonicos.

Decoeréncia é de grande importancia para o estudo de questoes fundamentais da
mecanica quantica, como o limite classico. Ela é capaz de explicar porque a superposicao

de estados macroscopicos sao tao sensiveis aos efeitos do ambiente em que estao inseridos.
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6.2 Deslocamentos na energia causados por atomos de Rydberg

Vamos comegar considerando um atomo de dois niveis |e) e |g) cuja transigao entre
eles é permitida, como ilustrado na figura 6. Agora suponha que este atomo interaja com
uma cavidade que tenha um modo de frequéncia wy levemente diferente da frequéncia
de transicao atomica w., por uma diferenca 0 = w — wy, que é muito menor do que wgy
e qualquer outra frequéncia de transigao, de forma que apenas os estados |e) e |g) serdo

afetados por essa diferenca.

%3 i

|
£

Do

g —

Figura 6 — Representagao ilustrativa dos niveis do atomo e da frequéncia da cavidade.

Pelo fato de a cavidade e o atomo estarem fora de ressonancia, nao havera tran-
si¢ao entre os niveis atomicos, mas o nivel de energia dos estados |e) e |g) sofrerdao um
deslocamento que é proporcional ao niimero de fétons n existentes no modo de campo da

cavidade.

Para encontrarmos esses deslocamentos, vamos relembrar o Hamiltoniano do modelo
de Jaynes-Cummings para um atomo de dois niveis dado pela equagao 3.68 reescrevendo-o

co1mo

H= hzw [le) (el = 19) (gl + hwoala + f (|e) (gla+a'|g) (e])] - (6.3)

Passando para a representacao de interagao, usando as equagoes 3.67—3.69, e usando que

A =w —wy > f é possivel mostrar qye a dindmica do sistema sera:

le,n) = e le,n) e [g.n) — € g,m), (6.4)
em que
pite — pid(ntl) [ jivg _ p—ign (6.5)
e
W)
= _ dt . 6.6
o= 4% 0]

Novamente deve ser levado em conta o perfil do modo de campo na cavidade e a
consequente dependéncia temporal de f devido a trajetoria do atomo dentro da cavidade.
Por fim, considerando que a'a|n) = n|n) e um estado coerente |z) dentro das cavidades,

os estados se transformam da seguinte forma
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lez) — €@t |62y = ¢ |eze’®)
igata —1
l92) — €9 ]gz) = [gze™™) (6.7)
(6.8)

Se compararmos com o caso de ressonancia, podemos ver que apesar de ndo mudar

o niimero de fétons nos estados |e, n) e |g,n), somente suas energias sofre um deslocamento

de

B hf?n
£he = £, (6.9)

respectivamente.

Em atomos de Rydberg esse deslocamento pode ser grande comparado com outros
atomos. Como pudemos ver, esse deslocamento é proporcional ao nimero de fétons, mas
nao o altera e é por isso que o deslocamento é chamado de dispersivo. Na proxima sec¢ao,
veremos um experimento em que através da analise do deslocamento da fase foi possivel

observar como a superposicao de estados é afetada.

6.3 Observando a decoeréncia progressiva do medidor em uma
medicdo quantica

Uma excelente forma de entendermos melhor o fendomeno de decoeréncia é através
de um experimento. Aqui, iremos apresentar mais um experimento de Serge Haroche
e sua equipe [3] em que puderam observar a decoeréncia progressiva de superposigdes
mesoscopicas de estados quanticos. Nesse experimento, do tipo “gato de Schroedinger”,
um atomo de Rydberg interagia com um nimero de zero a alguns fétons que estavam
presos em uma cavidade de microondas. Ao passar pela cavidade o dtomo interagia com o
campo, entrando em uma superposi¢ao de estados mesoscopicos. Eles puderam observar e

registrar essa superposicao ser destruida pela decoeréncia.

Em estados macroscépicos, (sistemas em que o nimero médio de fétons (n) é
muito maior que 1), a decoeréncia de estados acontece muito mais rapidamente do que
em estados mesoscopicos, sendo quase instantanea. Com isso, olhando apenas para um
processo macroscopico, nao € possivel implementar essa observagao em experimentos. Mas
podemos ver os efeitos da decoeréncia em diferentes sistemas mesoscopicos em que cada
um terd um “tamanho” diferente, de forma a observarmos o efeito da decoeréncia em cada

um.
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6.3.1 Montagem do experimento e visao geral

Nesse experimento os autores usaram atomos de Rubidio nos estados de Ridberg
nos estados |e) e |g) relativos aos nimeros quanticos 51 e 50 , respectivamente. A frequéncia
de transicao entre esses estados é vy = 51.099G H z. Esses atomos atravessam uma cavidade
de microondas com alto fator de qualidade QQ, na qual estd preso um pequeno campo
coerente |z). O modo na cavidade estd levemente fora de ressonancia com a frequéncia
de transicao do atomo e essa diferenca é dada por d = v — 1, em que v é a frequéncia
do modo na cavidade e 1 é a frequéncia de transicao do atomo. Essa cavidade, feita de
espelhos de Nidbio, tem a separacao entre os espelhos ajustavel, de forma que 6/27 pode
ser ajustado de 70K Hz a 800K Hz. O Hamiltoniano desse sistema ¢ entao o da equacao
6.3.

Ao passar pela cavidade, o &tomo e ela ficam acoplados por uma frequéncia de Rabi,
f, como estudamos na secao 3.4.2. Como frequéncia de transicao atdmica entre os niveis
e e g e as frequéncia da cavidade estao fora de ressonancia, diferente do que aconteceu
no experimento de emaranhamento, o 4&tomo e o campo nao trocam energia. Porém, por
causa dessa diferenca, durante um tempo ¢, o campo sofre uma defasagem de forma que

ele se torna emaranhado com os estados do atomo e o estado resultante pode ser dado por

) = ;5 (e, 2¢) + lg, ze719)) | (6.10)

em que ¢ = f2t/§. O tempo t = 19us é um resultado de uma selecao de velocidades feita,
pelos lasers de diodo L1 e L1’ em que os dtomos saem com uma velocidade v = 400m/s.
Esse estado é conhecido como estado de gato. Assim, quando o atomo entra na cavidade
no estado |g) o campo na cavidade sofre uma defasagem de +¢ e quando ele entra no

estado |e) o campo na cavidade sofre uma defasagem de —¢.

Na figura 7, temos uma representacao de um oscilador quantico no espaco de fase,
que pode ser obtida pela fungdo de Wigner (ver segao 3.3). A figura 7(a) mostra como
ficaria uma componente de estado. J& na figura 7(b), vemos a representacao de duas
componentes. Essas componentes podem se sobrepor completamente, o que significa que
nao podemos distingui-las separadamente, podem se sobrepor parcialmente, e podem
estar completamente separadas, o que significa que as duas componentes sao facilmente
distinguiveis. Essa superposi¢ao ou nao superposicao pode ser medida através da distancia
D entre as duas componentes no espaco de fases. Essa distancia é dada por D = 2y/n sin ¢,
que quando tem um valor maior que um podemos dizer que o estado de gato foi alcancado.
O acoplamento entre o oscilador e o reservatério tem um tempo de vida T, que amortece
a medida que o sistema sofre decoeréncia. Quando D > 1, o a decoeréncia acontece em
uma escala de tempo da ordem de 27,/ D?. Esse célculo pode ser feito usando a equagdo

de Lindblad vista na sec¢ao 3.5. Juntando essas ideias, podemos entao ver a transicao
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do quantico para o classico e ver porque ela ocorre muito mais rapidamente em estados

macroscopicos.

(a) (b) .
4‘ j¢ D
L _

Figura 7 — Representagdo no espago de fases de (a) uma componente do estado e (b) duas
componentes no espaco de fases, em que D descreve a distancia e 2¢ o angulo
de separacao entre elas; fonte: [3]

A montagem do experimento esta esbogada na figura 8. A montagem ¢ resfriada a
uma temperatura de 0.6/ K com o objetivo de evitar radiagdo térmica, obtendo um niimero
médio de fétons seja 0.05 dentro da cavidade. Os atomos de Rubidio sdo emitidos pela
fonte O tem sua velocidade selecionada pelos lasers de diodo L1 e em seguida, passa pela
caixa B, onde sdo preparados no estado de Rydberg |e). Ao passar pela cavidade com
baixo fator de qualidade R;, o atomo ¢é preparado num estado de superposi¢ao entre os

niveis |e) e |g). Isso é feito por meio de um pulso 7/2 de microondas ressonante.

Figura 8 — esquema da montagem do experimento; fonte: [3]

Ao entrar na cavidade C, o atomo passa por um pequeno campo coerente com
um namero médio de fétons variando entre 0 e 10 e interage com esse campo. Ao sair
da cavidade, ele entra em outra cavidade R,, idéntica a R; em que ele sofre um outro
pulso m/2. As cavidade R; e Ry, sdo alimentadas por uma fonte S’ que injetam os pulsos

a uma frequéncia v que varia em quantidades por volta de 1. Por fim, o &tomo chega aos
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detectores Dy e D5, que através do método de ionizacao de campo, detectam se o atomo
estd no estado e ou g. Isso foi feito com diversos atomos e com campos coerentes variando

entre 0 e 10 fotons.

6.3.2 Detalhando a fisica dDetalhando a fisica do experimento

O primeiro d&tomo Aj, entra na cavidade R; no estado |e) e nela recebe um pulso

7 /2, levando-o para o estado de superposi¢ao

6(0)) = ¢1§ (lez) + 192)) - (6.11)

Ao entrar na cavidade C', A; ird interagir com a cavidade, e como vimos anterior-

mente, o estado [¢)) ird evoluir para o estado de gato

() = 5 (¢ ez )+ lg= ). (6.12)

Em seguida o 4tomo ird passar pela segunda zona de Ramsey Ry em que o estado

novamente ird sofrer as transformacoes andlogas a 6.8 e tera, portanto, a seguinte forma

$(0) = 5

com @y = Vg — v, sendo Vg a frequéncia da fonte que alimenta as duas zonas de Ramsey.

[|gz e(T19)) 4 @il0F90) | g o10) — i (|ez e~} — gl@+90) |z ei¢>>} . (6.13)

Apés tudo isso o estado do atomo A; é detectado em Dq e D, e através desses
resultados foi possivel encontrar a probabilidade de encontrar o d&tomo no estado |g). Como
pudemos ver na figura 9, quanto maior ¢, mais separados eram os estados do atomo,
de forma que medindo a fase que o campo ganhou seria possivel descobrir se o atomo

atravessou C' ou no estado |e) ou no estado |g).

Na segunda parte do experimento os atomos eram enviados aos pares pelo aparato.
Quando A; passava pela cavidade, o processo descrito anteriormente se repetia. Mas até
o segundo atomo A, entrar na cavidade, o campo na cavidade perdia coeréncia. Nao
vamos entrar em detalhes sobre os caculos da disspacao que podem ser encontradas nas

referéncias [7] e [16] logo acima e destacar os fendmenos de interesse.

A, entra na cavidade R;, também no estado |e) onde recebe um pulso 7/2. Em
seguida ele interage com a cavidade, que dependendo do tempo de atraso de A; em relagao
a A, tera sofrido uma determinada quantidade de decoeréncia. Novamente o campo sofrera
uma defasagem e em seguida o atomo passa por R, onde lhe serd aplicado outro pulso
7/2. Ao sofrer decoeréncia, o elementos fora da diagonal da matriz densidade reduzida
do d4tomo+campo vao para zero e com isso o atomo nao estara mais emaranhado com o

campo.



Capitulo 6. Decoeréncia e limite cldssico 70

Sem amortecimento do campo as probabilidades (P, e P..) de encontrar os dois
atomos do par no mesmo estado sao muito maiores do que as probabilidades (P, € Pye)
de encontra-los em estados diferentes. A medida que o campo relaxa na cavidade e sua
coeréncia é perdida a diferenca entre essas duas probabilidades vai diminuindo. Por isso,
a forma que os autores usaram para observar a decoeréncia é dada pela diferenca das

probabilidades condicionais 1 que é dada por

Pee P,.
B [(Peﬁpeg)} - l(Pgﬁng)] ’ (6.14)

Foi possivel observar como um modo de campo levemente fora de ressonancia com

a frequéncia de transicao dos estados do atomo de Rydberg podem influenciar na fase da
frequéncia do campo e nas franjas de Ramsey do atomo. Além disso, na segunda parte foi
observada uma notoéria perda de coeréncia nos estados da cavidade ao deixa-la evoluir no

tempo interagindo com o ambiente.

6.3.3 Resultados
Primeira parte

Nessa primeira parte do experimento, era enviado um atomo por vez. Com isso, foi
possivel encontrar a probabilidade P,(v) do atomo, que inicialmente entrou no estado |e),

ser detectado no estado |g), de acordo com cada frequéncia v.

Nas figuras 9, podemos ver a probabilidade P,(v). Na figura 9(a) os d4tomos entram
na cavidade C' no estado de vacuo com 0/2m = 712K H z e nela podemos ver franjas de
Ramsey resultantes de uma interferéncia quantica. Nao é possivel saber se a transicao
para o estado fundamental ocorreu em R; ou Ry e por causa dessa indistinguibilidade,

surge o padrao de interferéncia.

Na figura 9(b) 6/2m = 712K Hz, em 9(c) 0/2r = 34TKHz e em 9(d) 6/2m =
104K H z, podemos ver que a medida que ¢ diminui, ou seja, ¢ aumenta, o contraste entre
as franjas diminuem. Podemos entender isso, olhando para equacao 6.10. Nela podemos
ver que a fase do campo aponta para e e para g ao mesmo tempo. Quanto menor for a
defasagem do campo ¢, menor serd a superposicao entre os estados possiveis. Nos insets da
figura 9, pela representacao de Wigner que ja estudamos na secao 3.3 podemos observar

que quanto maior ¢, mais nos aproximamos de um estado de gato.

Quando ¢ é pequeno, nao temos nenhuma informacao sobre o sistema, mas a
medida que ele aumenta, é possivel saber em qual estado o &tomo passou em C olhando
para a fase do campo. E nas figuras 9(b) a 9(d) podemos ver claramente isso acontecer.
Apenas pelo fato de ter a possibilidade de ter tais informagoes, o padrao de interferéncia
diminui, a ponto de ser até destruido, como na figura 9(d). Nessa situagao, os componentes

do campo deixa de se sobrepor, como mostram os insets.
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Ramsey Fringe Signal
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Figura 9 — Sinal das franjas de Ramsey exibidos por meio da probabilidade P,(v). Em
(a) a cavidade estd vazia e §/2r = 712K Hz. De (b) a (d) existe um campo
coerente na cavidade no qual |a| = v/9.5 = 3.1 e §/27 assume es valores de
712, 347 e 104K H z, respectivamente. Os insets mostram os componentes do
campo na cavidade representados no espago de fases (representacao de Wigner);
fonte: [3]

Na figura 10(a), podemos ver como o contraste varia em relacao a ¢. A variagao do

contraste das franjas com ¢ pode ser descrito pela equacao

(2679 |zei®) = eFrei o2, (6.15)

correspondente a linha sélida da figura 9(a). Com isso é possivel ver que os resultados

obtidos estao dentro do esperado pela teoria.

Também é possivel ver que a fase das franjas sao deslocadas. Na figura 10(b),
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podemos ver como esse deslocamento varia com ¢. Seguindo uma analise parecida a da
figura 10(a), a fase das franjas ¢ deslocada por um angulo igual da fase de (ze~%|ze'?),
que é de n sen2¢. Mais uma vez, os valores experimentais obtidos estao de acordo com a

teoria.
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Figura 10 — Os resultados experimentais estao representados por pontos e as curvas tedricas
pela linha sélida. Em (a) mostra a variagdo do contraste das franjas com ¢ e
em (b) mostra como muda o deslocamento da fase com ¢; fonte: [3]

Foi possivel observar experimentalmente que quando o atomo de Rydberg atravessa

a cavidade, o campo sofre uma defasagem, que também afeta as oscilagdes de Rabi.

Segunda parte

Nessa segunda parte eles puderam medir a coeréncia e decoeréncia entre duas
componentes do estado do sistema, emitindo os atomos aos pares. Quando o primeiro
atomo atravessa a cavidade, ele causa uma defasagem +¢ nos estados do campo e se é

encontrado no estado |g) o estado do campo na cavidade é

|2 7)) + e |2 &) - (6.16)
Mas caso seja encontrado no estado |e) obtém-se
|z e7) e |2 ). (6.17)

, Depois de um tempo 7, um segundo atomo atravessa a cavidade causando mais uma

defasagem de +¢. Assim os estados possiveis sao

|z e—2i¢> + e—i(a+ﬂ+2¢) ]z e?i¢> + (em + ei,B) i \z) (6.18)
em que temos a = 0, caso o primeiro atomo esteja no estado |g) e a = 7 se ele estd

em |e). De forma similar podemos definir 5. Com isso podemos dizer que teremos trés
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componentes de campo associadas as fases possiveis, 2¢, 0 e —2¢. As componente +2¢
nos dizem em qual estado cada atomo passou pela cavidade, mas a componente 0 ndao, por

isso, foram analizados apenas o componente de fase-zero levando-nos ao estado

|z e729) 4 &% |z &) £ 27 |2) - (6.19)

Para obter tal estado, os pares de atomos que atravessavam a cavidade deveriam
estar em estados diferentes (o primeiro em e e o segundo em g ou vice versa). Nessa
condi¢do, o segundo atomo iria desfazer a defasagem causada pelo primeiro atomo e nao
terfamos como saber em qual configuracao atomica cada atomo do par entrou na cavidade,
(e,g) ou (g,e). Considerando todos os dtomos coletados em um determinado tempo de
atraso 7, existem quatro probabilidades conjuntas, Ppe, Peg, Py € Pyy. A diferenca entre as
probabilidades condicionais 1 dada pela equacao 6.14, nos diz quando o sistema formado
pelo primeiro atomo e pelo campo evolui para um estado completamente incoerente, que
é quando vai n para zero. O calculo detalhado de ) pode ser encontrado em [7]. Exceto

quando ¢ =0 e ¢ = 7/2, n é independente de v e isso pode ser visto na figura 11(a).

Na figura 11(b) eles puderam mostrar a variagao de 77, que é a média de n em v, em
relagdo ao tempo 7, para n = 3.3 e para duas dessintonizagoes diferentes, 6 /27 = 170K Hz
e para 6/2m = T0K Hz. A linha sélida representa os valores esperados pela teoria enquanto
os pontos sao os dados experimentais. Podemos ver que de forma razoavel os pontos
obtidos estao em concordancia com a teoria, ou seja, a decoeréncia do sistema aumenta a
medida que o sistema evolui no tempo. Quanto mais tempo o segundo atomo demora para
passar, mais coeréncia o estado vai ter perdido. Podemos ver também que quanto maior é

a defasagem ¢, mais rapido o sistema ira sofrer decoeréncia.

Segundo os autores, essa foi a primeira demonstracao da perda de coeréncia em

estados de gato em que é possivel observar e ultrapassar a interface quéantico-cléssico.



Capitulo 6. Decoeréncia e limite cldssico 74

Two-Atom Correlation Signal

T

Figura 11 — Em (a) esté plotado 1 versus v para n = 3.3, 0/27n = T0KHz e 7 = 40us. Em
(b), os resultados tedricos sao representados pelos circulos e tridngulos e as
curvas teéricas pela linha sélida e pela linha pontilhada. E mostrado como
o valor médio de n em v varia com 7/7,., para §/2m = 170H z representado
por circulos e para §/2m = 70H z representado pelos tridngulos. Nos insets
estao representadas as componentes do campo no espaco de fases com uma
separagao de 2¢; fonte: [3]
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7 Interferometria

A interferometria é um conceito bastante antigo e muito importante. Um dos
exemplos mais importantes é o interferometro de Michaelson, que foi usado para mos-
trar a existéncia do éter. Hoje, um dos modelos de interferometria muito estudado é o
interferometro de Mach-Zehnder. Ele é um bom modelo para comecarmos, pois por ele é
possivel fazer uma analogia como o interferémetro de Ramsey que veremos no préximo
experimento. Na introducao desse capitulo, iremos descrever um experimento imaginario

de um interferémetro de Mach-Zender com possivel marcagao de caminho.

B D

A\ S
Y

Figura 12 — Interferometro de Mach-Zender com possivel marcagdo de caminho; fonte: [4]

Na figura 12 é ilustrado esse interferometro. Nele, um feixe de fétons é dividido
entre dois caminhos a e b pelo divisor de feixes By e é recombinado pelo divisor de feixes B,.
No caminho b existe um elemento que ira inserir uma fase ¢ no feixe que estara passando
por ele. Caso By e By sejam macroscopicos o detector D ird detectar um foéton com uma
probabilidade senoidal com a fase ¢. Mas se B; ¢ um objeto microscépico, como uma
lamina de luz girando em torno do eixo perpendicular ao interferémetro e By é um objeto
macroscopico o sistema foton-B; se torna um estado combinado. Isso acontece porque, ao
passar por By, ou o féton é transmitido através do caminho a e a lamina nao se move ou
refletida pelo caminho b e a lamina ¢é atingida com um momento P girando em torno do
eixo O juntamente com a pega sombreada e com isso, marcando o caminho. Nessa caso, o

sistema combinado é dado por
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1
¥) = 7 (1) |5, (@) + |thv) ¢, (D)) , (7.1)

em que [1),) e |1y), correspondem aos caminhos da particula e |¢p, (a)) e |1, (b)), corres-
pondem aos estados de divisores de feixes em que ele transmitiu ou refletiu a particula.
Quando B; é muito microscopico, o produto interno (¢p,(a)|p, (b)) é igual a zero, de
forma que o estado 1)) se torna um estado maximamente emaranhado. Assim, olhando para
o estado do primeiro divisor de feixe conseguimos determinar o caminho que a particula
fez. Nesse caso o0 nosso sistema estd o mais quantico possivel. No caso oposto, quando B
¢ um objeto pesado, o momento transmitido pelo féton nao perturba o divisor de feixes.
Nesse caso, [1,) = |1p) € 1) é um estado produto. Com isso, a probabilidade da particula

ser detectada em D é dada por

1+ Re (¥p, (a)[tom, (b)) €] - (7.2)

DO | —

P(¢) =

Para sabermos o grau de emaranhamento entre B; e a particula basta olharmos
para o contraste da franja, pois é dado pelo médulo do produto escalar do dois divisores
de feixe. Por meio dessa andlise, podemos entao chegar ao limite classico desse exemplo.

Na proxima se¢ao veremos um experimento analogo a esse, em que tal limite foi alcancado.

N

b

] o
N>

Figura 13 — Interferometro de Mach-Zender que desfaz possiveis marcac¢oes de caminho;
fonte: [4]

Mas o que acontece se os dois divisores de feixes forem laminas girantes? A figura
13 mostra um esbogo para essa configuracao. Se o divisor de feixe B; sentir o empurrao da
particula ao refleti-la pelo caminho b, a peca sombreada comeca a girar em torno do eixo

O no sentido horario e em seguida a particula passa direto por Bs. Mas se acontecer o
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contrario, a particula passar direto por By, ela sera refletida em By que sentird o empurrao
da particula quando ela for refletida. Podemos ver que colocando o segundo divisor de
feixes como uma lamina girante, a informacado de caminho é apagada por ela, e com isso

espera-se que o padrao de interferéncia apareca.

Nas duas partes do experimento é usado um interferémetro de Ramsey que tem
caracteristicas andlogas aos modelos de interferometros de Mach-Zehnder que acabamos

de ver.

7.1 Experimento: Um experimento complementar com um inter-

ferometro no limite classico-quantico

Nesse experimento um interferémetro de Ramsey de duplo pulso atémico, foi usado
como um divisor de feixes para os estados quanticos do atomo, andlogo ao interferémetro
descrito na secao anterior . A cavidade de alto fator de qualidade, por sua vez, faz o papel
de divisor de feixe com possivel marcador de caminho. A transicdo do quéntico para o
classico pode ser vista pela visibilidade das franjas de interferéncia no estado final que

aumentava com o numero de fétons.

7.1.1 Montagem do experimento e visao geral
Parte 1

A configuracao do experimento pode ser vista na figura 14. Nele, dtomos de Rubidio
foram preparados nos estados de Rydberg em que o nivel excitado |e), tinha nimero
quantico 51 o nivel fundamental tinha ntimero quantico 50. Esses atomos atravessavam
uma cavidade com alto fator de qualidade no estado |e), onde recebiam um pulso 7/2. A
cavidade R; era supercondutora e estava em ressonancia com a frequéncia de transicao
entre estados |e) e |g). Mais a frente, apds T = 24us, em outra cavidade com baixo fator
de qualidade, Ry, os 4tomos recebiam mais um pulso 7/2. O seu estado final era detectado
pelo detector D. A probabilidade de encontrar o d4tomo no estado |g) foi encontrada

repetindo varias vezes o procedimento.

Ao entrar na cavidade R; o atomo recebia um pulso que era produzido por um
pequeno campo coerente com um nimero médio de fétons N, que era preparado por uma
fonte de microondas S. A condigdo /2 era alcangada controlando o tempo de interagao
entre o atomo e o campo para cada valor de N. Essa interagao era controlada da seguinte
forma: uma fonte externa aplicava um campo elétrico nos espelhos da cavidade, de forma
que por efeito Stark a frequéncia da cavidade e a frequéncia de transicao entre os estados
do atomo saiam da ressonéncia. Com isso, era possivel controlar o tempo que o atomo iria

interagir com a cavidade de forma a ter o pulso 7/2. A duragao desse pulso diminuia com
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C

Figura 14 — Esquema da primeira parte do experimento; fonte: [4]

N. Mesmo para frequéncias de Rabi altas, que era o caso de quando a cavidade estava
no estado de vacuo, com v/2r = 49K Hz, o tempo de interagdo com a cavidade era bem

menor que 1.,,.

Vemos que de fato o experimento é analogo ao interferometro de Mach-Zehnder
descrito na secao anterior. Aqui, Ry é analogo ao primeiro divisor de feixe, pois o estado

do campo apdés passar pela cavidade pode ser descrito por

) = j§<|e> 122) + 19} 129)). (7.3)

em que |z.) e |z,) sdo os estados coerentes

2) = V2 [Z C,, cos(Qv/n + 1t,) |n>] (7.4)
lzs) = V2 [Z Cpsin(/n + 1t.) |n + 1)] (7.5)

em que C, é a amplitude de probabilidade de econtrar n fétons na cavidade, que para um

estado coerente é dada por

O = eIz 76
e NG (7.6)

e t, é o tempo efetivo da interagao atomo-cavidade dado por

1
> |Chl? cos*(n + 1t,) = 5 (7.7)

A evolucao global do sistema é resultante das superposicao das oscilagoes de Rabi
entre os niveis |e) e |g) do dtomo a uma frequéncia igual a Q/n + 1, induzido pelo estado
coerente na cavidade. Temos um limite de um sistema totalmente quantico, quando N = 0,

pois nesse caso os estados |z.) = |0) e |z,) = |1) sdo ortogonais. Se o atomo deixa um féton
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na cavidade, ele serd sentido, pois AN < 1. Ja o limite classico acontece quando N > 1.
Nesse caso, AN é muito pequeno comparado a N e pela equacio 7.7, cos(Qv/n + 1t.) e
sin(Qv/n + 1t.) sdo aproximadamente -, de forma que |z.) = |z,) = [2), 0 que faz de [¢))
um estado produto. Como AN é um nuimero maior que 1, se o atomo deixa um féton
na cavidade, ela praticamente nao sentira, pois fica dificil distinguir esse um féton da

incerteza .

Em Rj, o a&tomo recebe um segundo pulso, que é gerado pela fonte S e alimentado
por um guia de onda auxiliar. Essa onda estacionaria depende da forma da cavidade Rs,
que é uma estrutura metalica e por causa dessa forma, a 18mm do eixo da cavidade, é
formado um antind. Assim que o atomo atravessa o anting, a fonte S é ligada por 1us de
forma a possibilitar outro pulso 7/2. Essa onda estacionéria tem fétons que amortecem
muito rapidamente, em menos de 10ns e por isso, sao necessarios varios pulsos, até que
o tempo total de 1us seja alcancado. Como cada pulso interage com o atomo por um
intervalo muito curto de tempo, o campo nessa cavidade nao se torna emaranhado com o
atomo. para maiores detalhes veja, [17] e [16]. Isso é equivalente ao divisor de feixes classico,

no interferometro de Mach-Zehnder. Apds passar por Ry, o a&tomo sofre as alteracoes

(le) +19)) e

HS\H
[\&] (\&)

lg) — 7(\!}) —le))- (7.8)

A fase ¢ entre Ry e Ry, é aplicada da mesma forma do experimento anterior.
Quando o campo elétrico é aplicado na cavidade R; para dessintonizar a frequéncia do
atomo e da cavidade, a diferenca de frequéncia entre eles gera um defasagem ¢ no campo
da cavidade e na frequéncia de transicao atomica, que pode variar de 0 a 37. Assim,

podemos escrever a probabilidade do atomo decair para o nivel g como

P(8) = 5 [14 Re({zclz) )] - (7.9

Resusltados

Os resultados obtidos podem ser vistos na figura 15(a). Nela foi plotada a probabi-
lidade de encontrar o atomo no estado |g) em funcdo da defasagem ¢. Esses resultados
foram coletados para quatro estados de campo diferentes, estando o primeiro no estado
de vacuo, ou seja, N = 0, o segundo com N = 0.31, o terceiro com N = 2 e o quarto
com N = 12.8. Podemos ver pelos graficos que a medida que N diminui, as franjas de
interferéncia vao diminuindo. Isso acontece porque quanto mais fotons existem no campo,
mais dificil fica de saber onde que a transi¢do do estado |e) para o estado |g) aconteceu. O

contraste das franjas deveria chegar a 100% para N = 12.8, mas isso nao acontece devido
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Figura 15 — Em (a) é possivel ver como se comporta a probabilidade de encontrar os
atomos no estado g em relacao a ¢/m para N =0, N = 0.31, N = 2 e para
N =12.8. Em (b) foi plotada a variacdo do contraste das franjas em relacao
a N. Os pontos representam os resultados experimentais enquanto as linhas
solidas sdo curvas tedricas; fonte: [4]

a imperfeigoes experimentais. Na figura 15(b), podemos ver o contraste variando com N.
A linha sélida representa a curva tedrica enquanto os pontos sao dados experimentais.
Podemos ver que os resultados sdo bastantes similares. Ajustando a curva tedrica a curva
experimental no ponto N = 12.8, eles viram que o contraste experimental ¢ menor que o

contraste esperado por um fator de 7 (z.|z,), com n = 0.75.

Parte 2

Na primeira parte do experimento, vimos que dependendo do niimero de fétons na
cavidade temos como saber onde a transicao atomica ocorreu, nos dando uma informacao
de “caminho”. Mas como vimos no experimento [3], a informagdo de caminho pode ser

obtida olhando para a defasagem que o campo sofreu quando o dtomo passa por uma
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cavidade levemente fora de ressondncia com a frequéncia de transi¢cao do atomo.

E também interessante analisar a relacio de incerteza entre fase a e o nimero de
fotons. Apesar de Ry ter uma fase bem definida, R; ndo tem. Como o campo introduzido
em Ry é de estados coerentes, as flutuacoes na fase A¢ sao da ordem de 1/AN. Com
isso, para N < 1, como vimos, se o atomo trocar um féton com a cavidade, podera ser
detectado. Quando isso ocorre, A¢ > 1 tornando dificil detectar a correlacao entre as fases
de Ry e R,y. Esse argumento qualitativo é andlogo a analise de Ap e Ax no interferémetro
de Mach-Zehnder. Esse argumento nos leva a descrever a interagao entre o atomo e R,
como um processo irreversivel, mas nessa parte do experimento veremos que isso nao é

verdade.

(G

Figura 16 — Esquema da segunda parte do experimento; fonte: [4]

Eles puderam desenvolver uma configuracao em que a informacao do caminho pode
ser apagada, ou seja, fizeram um apagador quantico. Para isso, eles fizeram uma montagem
que pode ser vista na figura 16, que ¢ analogo ao interferometro de Mach-Zehnder em que
os dois divisores de feixe sao uma lamina de luz que pode girar. Nesse caso, as franjas
de interferéncia devem aparecer novamente. Nessa configuracao, quando o atomo chega a
cavidade com alto fator de qualidade C, ele sofre dois pulsos sucessivos induzidos pelo

campo na cavidade.

Ao entrar em C inicialmente no estado de vacuo, o atomo recebe um pulso assim
que entra na cintura do modo da cavidade. A diferenca de fase ¢ é inserida por um pulso

adicional de campo elétrico de 2us. Assim, o estado combinado do sistema atomo-campo é

1 .
— i¢
v) =75 (e]e) [0) + 1g) 1)), (7.10)
em que |0) = |z) e |1) = |z,). O interferémetro, nesse ponto, guarda informagao de

caminho, pois ou o atomo deixou um féton na cavidade e saiu dela no estado fundamental,

ou o0 atomo nao deixa nenhum féton na cavidade e sai dela no estado excitado.

Em T = 16us depois do atomo ter recebido o primeiro pulso, ele recebe o segundo

“misturando” novamente os estados. Dessa forma, o estado se torna
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9 = 5 [la) 1) (1) — Je} o) (1 - )] (7.11)

Podemos ver que o estado final do sistema contém dois termos que representam
o atomo atingindo o detector no estado |g), defasado por ¢. Para esses dois termos o
campo termina no estado de um féton. Com isso, nao é possivel saber se o atomo decaiu
no primeiro ou no segundo pulso, o que faz aparecer as franjas de interferéncia. Na figura

17, podemos ver as franjas de P, em fungao de ¢.

1.0

0.8

0.6 1

n
o 4

0.4 4

0.2 1

0.0

o 1 2 3 4
¢/m

Figura 17 — Probabilidade de encontrar o 4tomo no estado g em relagao a ¢/m; fonte: [4]

Com isso, pudemos ver que por meio de uma cavidade com alto fator de qualidade
@, foi possivel fazer dois tipos de experimentos, um em que tinha informacao de caminho
e outro em que essa informacao era apagada. E com isso foi possivel ver que o processo de

decoeréncia pode ser revertido.
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8 Consideracoes finais

Em nosso trabalho estudamos quatro questoes fundamentais da mecénica quantica
por meio de experimentos: quantizacao da luz, emaranhamento, decoeréncia e limite
classico. Nesses experimentos, que foram feitos com cavidades com alto fator de qualidade,

atomos de Rydberg e campos coerentes, esses conceitos foram observados.

Estudamos como a luz pode ser quantizada através de uma analogia entre os
campos eletromagnéticos e osciladores harmonicos. Além disso, por meio do estudo da
eletrodindmica quantica de cavidades, chegamos ao modelo de Jaynes-Cummings em
que vimos o Hamiltoniano que descrevia o sistema que nos interessava. Por meio do
experimento [1] foi possivel observar que ao entrar no estado excitado em uma cavidade
com alto fator de qualidade e interagir com ela, um dtomo de Rydberg deixava nela um
féton com uma probabilidade P, e que a transformada de Fourier dessa probabilidade
tinha picos a valores de frequéncias que eram multiplas da raiz de inteiros, o que era

previsto pelo modelo de Jaynes-Cumming.

No experimento [18] foi observado que uma cavidade com alto fator de qualidade

era capaz de emaranhar de forma indireta dois atomos de Rydberg, como um catalizador.

Por meio do experimento [3], pudemos entender o conceito de decoeréncia. Nele,
foi descrito o processo irreversivel em que um estado de gato de Schroedinger perdia
coeréncia ao interagir com o ambiente. Com isso, foi possivel observar o limite o classico.
Ainda falando desse limite, por meio do experimento [4], foi possivel observéi-lo usando
interferometria em que o caminho de um atomo em um interferémetro podia ou nao
ser marcado. Foi observado que a medida que o nimero de fétons ia aumentando na
cavidade, a informacgao de caminho era apagada, aumentando a visibilidade dos padroes
de interferéncia. Além disse, vimos que em tal processo é possivel apagar a informacao
de caminho e nesse caso, o processo de decoeréncia é reversivel. A diferenca no processo
de decoeréncia entre esses dois tltimos experimentos é a reversibilidade. A decoeréncia
no penultimo experimento pode ser considerada irreversivel pelo fato de a informagao de

caminho ficar espalhada pelo ambiente, tornando inviavel apaga-la.

Assim, alcangamos o nosso objetivo ao procurar entender alguns conceitos funda-

mentais da mecanica quantica por meio de experimentos em cavidades 6ticas.
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APENDICE A — Como chegar a quantizac3o

do campo eletromagnético

Esse capitulo esta destinado a descrever detalhadamente a quantizacao do campo

eletromagnéico descrita na secao 3.1.1

A.1 As equacoes de Maxwell e os modos normais do campo eletro-
magnético

No vacuo, as equagdes de Maxwell sdo o seguinte conjunto de equagdes diferenciais

parciais

VxE:—i%]?, (A1)
VxB= i%]?, (A.2)
V-E=0, (A.3)
V-B =0, (A.4)

em que B é o campo magnético, E é o campo elétrico e ¢ é a velocidade da luz no vacuo.

Para chegarmos a descricdo quantica do campo eletromagnético, é interessante
encontrar os modos normais para o campo elétrico E e para o campo magnético B. Na
mecanica classica, um conjunto de osciladores harmonicos acoplados pode ser representado
matematicamente por equagoes diferenciais acopladas. Para resolver tais equagoes, usa-se a
estratégia de fazer uma mudanca de variaveis que desacopla as equagoes diferenciais. Essas
equacgoes desacopladas podem representar osciladores harmonicos independentes, em que
cada oscilador descreve um modo que terd uma frequéncia angular distinta e independente.
Em ondas eletromagnéticas, também temos um acoplamento que é descrito pelas equagoes

de Maxwell apresentadas acima.

Podemos encontrar uma fungdo que represente cada modo a partir da solucao da
equacao de onda para E e para B. Se tiramos o rotacional da equagao A.1 e usando a
identidade
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VxVxA=V(V-A)-V4 (A.5)
chegamos em
1 0°E
2 _—— = .
VE+ 555 =0 (A.6)

De forma semelhante, podemos obter a equacao da onda para B, que sera

10°B

VB+13§5_0 (A7)

Comecando pela equacgao do campo E, a solugao do campo B vird automaticamente.
Consideraremos que a parte espacial e temporal de E sao separaveis de forma que podemos

dizer que E(x,t) = u(x)f(t) de forma que chegamos na seguinte equacao diferencial

Viu(x) 1 1 df(1)
u(x) 2 f(t) dt?

~0 (A.8)

A solugao da equacao de onda A.8 pode ser representada por uma soma de fungoes
de modo, U () fin(t). A tnica forma de A.8 ser satisfeita é se os dois termos da equagao
sao constantes. Com isso, equacao de autovalores para a parte espacial, pode entao ser
definida por

ViU (2) = —kp U (2) (A.9)

Da equagao A.3, é facil ver que

Voum(z)=0 - (A.10)

E para que nao apareca nenhuma corrente induzida na superficie, considerando
que esta pode ter qualquer forma e é condutora, a seguinte condi¢ao de contorno deve ser

levada em conta

n X Upy(z) =0- (A.11)
Com tudo isso mais condi¢do de ortonormalidade

b/um4xylm4xyﬁx::&wﬁl, (A.12)

podemos dizer que o campo E pode ser representado como uma soma de todas as fungoes

de modo
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E =Y tn(z)fn(t) (A.13)

Agora, podemos encontrar uma equacao diferencial para a parte temporal do campo
E substituindo A.9 em A.8

af(t)
dt?

Pl fm(t) + = 0- (A.14)

Para um movimento harménico simples, podemos dizer que k> = Wy, que

representa a frequéncia angular do modo.

A partir dal podemos encontrar uma expressao para o campo magnético B substi-

tuindo 3.2 em A.1 e integrando os dois lados da equagao resultante

B =2V x un(r) <—c / fm(t)dt) - (A.15)
E definindo

d

I () = —c / fult)dt 0w S = —cfu(t) (A.16)

podemos dizer que o campo B pode ser dado por:

B =)V X upy(z)hy,(t)- (A.17)

E possivel, a partir daf, chegarmos a uma equagao diferencial para h,,(t), como
foi feito para f,,(t). Para isso, substituimos 3.2 e 3.3 em A.2 e usando identidade A.5. A

partir das equagoes A.9 e A.10 chegamos na conclusao que para cada m

d

e Fn(t) = k2o (1) (A.18)

e substituindo a equacao A.16 nesse resultado, encontramos a equacao diferencial

d2
%hm(t) + k2 o (t) = 0 (A.19)

Todas essas contas nos mostram que os modos do campo eletromagnéticos sao
analogos a infinitos osciladores harmonicos. Usando essa analogia, iremos descrever a

descricao da mecanica quantica para o campo.
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A.2 Um paralelo entre osciladores harmoénicos e o cmapo eletro-
magnético

Sabemos que para um conjunto de osciladores harmonicos de massa unitaria, o

Hamiltoniano é dado por

How =Y ; (P2 +w?Q3), (A.20)

m

em que (), representa a coordenada e P, representa o momento. Como o momento
linear é dado por p = mv e a massa nesse sistema é unitaria, podemos dizer que P,, =

d@,,/dt e representa também a velocidade. Assim, podemos reescrever a equagao 3.8 como

2
1|/d
Hom =Y = AQum +wQi | (A.21)
— 2 dt
Para quantizar o campo eletromagnético é necessario encontrar os operadores para

o campo elétrico e magnético. Fazemos isso encontrando o Hamiltoniano por meio da

energia total do campo. Em unidades gaussianas, essa energia é dada por

1
Hiy = o / (B* + B) &’ (A.22)

™

Se substituirmos os resultados obtidos nas equagoes 3.2 e 3.3 na equacao 3.6,

teremos

1
Hpn = o %j (f2 +K202) - (A.23)

Para chegar no resultado acima, basta lembrarmos que as fungoes de modo, uy, () -
un(z) e que o rotacional das fungoes de modo (V X uy) - (V X ul,), satisfazem uma
relagdo de ortogonalidade. Assim, para que as integrais dessas fungoes sejam diferentes de

zero é necessario que m = m/’.

Usando as relagoes 3.4, A.16 e a equagao 3.7, podemos fazer os seguintes paralelos

s () o el (A29)
<d§tm> > (201/%5thm(t)> — Qm < ]21;”\(/;) : (A.25)

O Hamiltoniano para um sistema composto por osciladores harmoénicos indepen-

dentes, pode ser dado por
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> hwn, <a,fﬂam + ;) ) (A.26)

em que a relacao de comutacao {am/, au = Opy m deve ser satisfeita.

Com isso, os operadores posicdo e momento para uma massa unitaria, podem ser

dados por
B\ 2
B T
Qm = <2wm> (am + am> , (A.27)
Foo \ /2
_ m T .
P,=1 ( 5 ) (am am) (A.28)

A partir dai, podemos entao definir os operadores para o campo elétrico e para o

campo magnético. comparando 3.9 com A.24 teremos

fm = 2Wm\/7_TCQm
= (27mhwn,) (ain + am) : (A.29)

E comparando com a equagao 3.2, chegamos ao operador para o campo elétrico

E(w,t) =Y 2nhw,)'? [al,(t) + an(t)] wm(@)- (A.30)

Usando a equacao 3.3, A.16 e A.29 podemos entao escrever o operador campo

magnético como

1/2
Blx,t) =Y ic <2”h> [al,(t) = am(t)]| V x (). (A.31)

m

Comparando superficialmente, podemos dizer que o campo elétrico e o campo
magnético, sao analogos a posicao e ao momento, respectivamente. Podemos ver essa
semelhanca quando comparamos a forma dos operadores escada nas equacoes 3.9 e 3.11, e

nas equagao 3.10 e 3.12.

Quisque facilisis auctor sapien. Pellentesque gravida hendrerit lectus. Mauris rutrum
sodales sapien. Fusce hendrerit sem vel lorem. Integer pellentesque massa vel augue. Integer
elit tortor, feugiat quis, sagittis et, ornare non, lacus. Vestibulum posuere pellentesque eros.
Quisque venenatis ipsum dictum nulla. Aliquam quis quam non metus eleifend interdum.
Nam eget sapien ac mauris malesuada adipiscing. Etiam eleifend neque sed quam. Nulla

facilisi. Proin a ligula. Sed id dui eu nibh egestas tincidunt. Suspendisse arcu.
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APENDICE B — Tempo de interacio

atomo-cavidade

Aqui iremos descrever a dedugao do tmepo efetivo do experimento [1] estudado no
capitulo 4 de uma forma simples. O tempo com que o atomo interage com a cavidade ¢é
um fator muito importante, pois através dele e da taxa de transi¢ao do estado |e) para o
estado |g) serd possivel extrair pardmetros essenciais na caracterizagao da quantizagao do
campo. Eles puderam obter esse tempo através do perfil do acoplamento atomo-campo
através da cavidade. Esse perfil, ndo é constante e tem a forma de uma gaussiana ao longo

do eixo z, que se centrada em zy pode ser dada por

Q(z) = Qoe T, (B.1)

em que w ¢ a cintura da gaussinana, que nesse experimento tem o valor de 5.96nm. Uma
forma de chegar numa equagao para determinar o tempo é considerar {2 em funcao do
tempo, ja que a velocidade de cada atomo é constante e z = vt. Assim, para um feixe

gaussiano, temos

7t2

Qt) = Qe v - (B.2)

Para encontrarmos o tempo 7 que cada atomo a velocidade v interage com a
cavidade, podemos supor que a area dessa gaussiana é igual a area da funcao quadrada de

altura 2y e largura 7

o, 0<t<
Q=" "="=7 (B.3)

0, casocontrario

Entao, igualando as areas das equacgoes B.2 e B.3, e considerando que z = vt, temos

Qor = /_O:OQ(Z)CZZ
S SO/_ZQ@)(fj (B.4)
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APENDICE C - Func3o decoeréncia

No capitulo 6 é exposto que um sistema quantico pode sofrer decoeréncia ao
interagir com um ambiente. A decoeréncia pode acontecer em intensidades diferentes,
desde uma decoeréncia fraca, até uma destruicao total da coeréncia do sistema, que é
quando os estados de superposi¢ao do sistema passam a ser distinguiveis e, contudo, pode

ser quantificada. Mas para chegarmos nessa fun¢ao, vamos comecar do basico.

Em sistema aberto imerso em um ambiente, pode haver troca de interagao entre

ambos. Com isso o Hamiltoniano microscépico do sistema composto, pode ser escrito como

H=Hgs+ Hg + Hy, (C.1)

em que Hg é o Hamiltoniano do sistema S, Hg é o Hamiltoniano do ambiente e H; é o
Hamiltoniano da interagdo entre o ambiente e o sistema S. O Hamitoniano de interacao

pode ser dado por

H =A,®F,, (C.2)

em que A, sdo projegdes que podem ser definidas como Y, |n) (n| e B,, sao operadores
quaisquer do reservatério. Assumimos que o Hamiltoniano Hy = Hg + Hg comuta com as

projecoes,

[H07An] = 07 (CB)

de forma que os operadores A,,, ndo mudam no tempo. Assim, o Hamiltoniano de interagao
C.2, como vimos na subsecao 2.5.1, pode ser reescrito na representacao de interacao da

seguinte forma

Hi(t) =3 In) (n| ® Ea(t), (C.4)

n

no qual

E,(t) = ot g, e~ tHot. (C.5)

Podemos descrever o operador unitario para o sistema total com a representacao

de interacao seguindo a ideia da equacao 2.44. O estado inicial do sistema é dado por

[$(0)) = >_ CnIn) ®19), (C.6)
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que ao evoluir no tempo assumira a forma
=2 Culn) ®16(1)), (C.7)

em que |¢(t)), um dos estados do ambiente evoluido no tempo, é dado por

$(1)) = e Jo 4B | g (C.8)

|t)) decreve um estado emaranhado do reservatério e do sistema. Como vimos na
sessao H.1.1 a equacao C.7 é uma decomposicao de Schimidt e considerando que exista
mais de um C,, diferente de zero, justifica o estado ser emaranhado. Esse sistema também
é uma superposicao de estados coerentes. A matriz densidade do sistema reduzido, pode

ser entao dada por

ps(t) =Tre[|v(t) ZC m 1) (] (&m (1) 0 (1)) (C.9)

Como (¢n(t)|én(t)) = 1, todos elementos da diagonal de pg serao igual a 1, e
portanto, nao dependerao do tempo. Mas fora da diagonal esse produto interno pode
tomar valores que além de ser diferentes de 1, irdo depender do tempo. No instante inicial,
os estados do reservatério anida estarao sobreposto, e € isso que significa os elementos de
fora da diagonal da matriz densidade reduzida ser dependente do tempo e diferente de 1.

Essa superposicao, pode ser escrita como

(G ()] da(t))] = €', (C.10)

em que [';,,,(¢) é menor ou igual a zero e é chamado de fung¢do decoeréncia. Essa funcao
serve para medir a “quantidade” de coeréncia que o estado perdeu, descrevendo como os

elementos de fora da diagonal de pg se comportam.

Em sistemas reais, em geral, o estado sofre decoeréncia muito rapidamente e nesse
caso, seu operador densidade é nula fora da diagonal. Para facilitar, vamos tentar entender
de traz para frente, olhando para um caso extremo. Vimos que o conceito de decoeréncia é
atribuido ao fato de estados do sistema que inicialmente sdo correlacionados perderem essa
correlagdo. Ao perder completamente a coeréncia, a matriz densidade reduzida do sistema
teria apenas elementos na diagonal e nao deveria ter elementos associados ao ambiente.

Com isso ela poderia ser escrita na forma

ps(t) =D |Cal* In) (n]- (C.11)

n

Olhando para a equacao C.9, a tnica forma de isso ocorrer é se (¢, (t)|¢m(t)) = dpmn, OU
seja, os elementos de fora da diagonal devem ser zero. Com isso, a partir da equagao C.10,

concluimos que a fungao I'y,,(t), deve assumir valores muito grandes.
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Em casos extremos, quando a equagao C.10 vai a zero muito rapidamente, compa-

rado ao tempo de decoeréncia, 7p, temos que

(Pn(t)|Gm(t)) = Omn  quando ¢ > 7p- (C.12)

Depois de passar um tempo ¢t > 7p, a superposicao coerente de estados da matriz

densidade deixa de existir, e pg é descrito numa base |n), que é chamada de base preferencial.

Resumindo, quando um sistema aberto que esta em uma superposicao coerente
sofre interacdo com um reservatorio, ao evoluir, eles se tornam emaranhados. O reservatorio
por sua vez, continua interagindo com o sistema de forma que essa interacao pode ter os
efeitos de uma medicdo. Com isso, ao tirar o traco parcial de forma a excluir o ambiente,
vimos que a densidade reduzida do sistema assume a forma de uma matriz diagonal, em

que o estado assume uma base preferencial e o emaranhamento é também destruido.
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