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Resumo

O objetivo deste trabalho é construir e apresentar a chamada termodinamica de
buracos negros. Primeiro sdo expostos os elementos da relatividade geral necessarios
para a caracterizacao de buracos negros, sendo em seguida construidas as quatro leis
da termodindmica classica de buracos negros formuladas por J. Bardeen, B. Carter e
S. Hawking. Segue-se uma analise da teoria quantica de campos em espacos curvos
na geometria de fundo de um buraco negro, culminando na formulacao da radiagao
Hawking. Finalmente, é obtido o tensor de energia-momento da radiacao Hawking
para um modelo simplificado de colapso, sendo possivel descrever seus efeitos na

geometria do espago-tempo.

Palavras-chaves: Buracos Negros, Gravitacao, Relatividade Geral, Teoria Quantica

de Campos, Termodinamica.



Abstract

The objective of this work is to construct and present the so-called black hole thermo-
dynamics. First, the elements of general relativity necessary for the characterization
of black holes are exposed, and then the four laws of classical black hole thermody-
namics formulated by J. Bardeen, B. Carter and S. Hawking are constructed. This is
followed by an analysis of quantum field theory in curved spaces in the background of
a black hole, leading to the formulation of Hawking radiation. Finally, the Hawking
radiation energy-moment tensor is obtained for a simplified collapse model, and it is

possible to describe its effects on the spacetime geometry.

Key-words: Black Holes, Gravitation, General Relativity, Quantum Field Theory,

Thermodynamics.
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Introducao

A relatividade geral é uma das teorias mais bem sucedidas ja formuladas na
fisica. Desde sua formulagao em 1915, forneceu a descri¢ao para fenémenos como
o avanc¢o do periélio de mercurio, a deflexao e o desvio para o vermelho da luz
por campos gravitacionais e a existéncia de lentes e ondas gravitacionais, além
de fornecer as bases para, por exemplo, o modelo cosmolégico padrao. Uma das
principais previsoes da relatividade geral, demonstrada por R. Penrose em 1965
[36], é que em determinadas circunstancias, corpos que sofrem colapso gravitacional
formarao, invariavelmente, buracos negros. Desde entdao, o estudo sistematico de
buracos negros tomou forma, tanto no ponto de vista de sua caracterizagdo, quanto
nas consequéncias que eles geram as estruturas do espago-tempo, ja que buracos

negros estao associados a singularidades.

Dentre os resultados na fisica de buracos negros, um deles serd abordado
nessa dissertacao devido ao seu aspecto particular. Em 1973, os fisicos J. Bardeen,
B. Carter e S. Hawking formularam as chamadas quatro leis da termodinamica
de buracos negros [4]: relagoes obtidas quando se utiliza a relatividade geral para
se descrever o comportamento de buracos negros, que apresentam uma estrutura
analoga as leis da termodinamica. Dois anos mais tarde, Hawking demonstrou que
buracos negros emitem radiacao térmica como um efeito conjunto de relatividade
geral e mecanica quéntica [9], tornando a analogia entre as leis dos buracos negros e

as leis da termodinamica algo mais profundo do que se imaginava.

Além de ser um resultado rico por si s0, a relacdo entre buracos negros e
termodindmica motiva o estudo de outros sistemas gravitacionais com comportamento
termodinamico, assim como a de uma teoria de unificacao entre relatividade geral e
mecanica quantica. O objetivo desta dissertacao é descrever as leis da termodinamica
de buracos negros, tanto no ponto de vista da gravitagao classica quanto no da
semiclassica, a fim de se compreender os mecanismos fisicos que adquirem a estrutura

termodinamica na analise de buracos negros.
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1 Propriedades do espaco-tempo

Quando trabalhamos com termodinamica, necessariamente assumimos diver-
sos conceitos prévios, referentes aos contextos nos quais tal teoria é valida. Isso se
deve, claramente, ao fato de que a termodindmica é definida apenas para estados
de equilibrio, e para sistema que sejam grandes o suficientes para que as grandezas
macroscopicas, como temperatura e pressao, sejam relacionados a valores médios de

grandezas microscopicas associadas aos constituintes do sistema termodinamico.

De forma semelhante, ao estudarmos a termodinamica de buracos negros
estamos assumindo uma classe de espagos-tempos e condig¢oes nos quais tal formulacao
faz sentido. Expomos nesta secao algumas dessas condi¢oes, como o ponto de partida

para o assunto.

1.1 Simetrias do espaco-tempo

1.1.1 Vetores de Killing

Assim como em quase todos os contextos na fisica, o primeiro passo para se
estudar um sistema qualquer é conhecer suas simetrias. No contexto em questao, é
conveniente, dado um espago-tempo (M, gqp), conhecer as simetrias relacionadas a

métrica. Uma descrigdo mais detalhada pode ser encontrada em [1].

Em M, é possivel definir um mapa ¢ : R x M — M, de forma que, para cada
p € M, ¢ define unicamente uma curva ¢;(p) : R — M parametrizada por ¢ e que

passa por p.

Definicao 1. O mapa ¢, define uma isometria se ¢;gap = gap, Sendo ¢; o pullback

induzido pelo mapa ¢;.

Definicao 2. O campo vetorial (* é chamado de campo vetorial de Killing se suas

curvas integrais correspondem a uma familia de isometrias ¢.

Assim, o campo de Killing aponta para as diregdes nas quais existe uma simetria da

métrica.

A condigao apresentada para caracterizar uma isometria pode ser escrita na
forma de uma derivada de Lie. Assim, a existéncia de tal grupo de isometria ¢,

corresponde a:
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(£¢9)a = 0. (1.1)

Explicitamente:

("ECg)ab = Ccvcgab + gcbvacc + gacvbcc-

Como a derivada covariante é compativel com a métrica, o primeiro termo do

lado direito da igualdade se anula. Assim, a equacao (1.1) corresponde a:

VoG + Vita = 0, (1.2)

conhecida como equacao de Killing.

1.2 Quantidades conservadas

Ja ¢é sabido do contexto da mecénica analitica que simetrias fisicas estao
relacionadas a quantidades conservadas. O conhecido teorema de Noether [19] fornece
uma forma sistematica de se obter tais quantidades conservadas quando as simetrias
correspondem a simetrias na lagrangiana. Ja4 no contexto da relatividade geral, em
que a métrica desempenha papel central, é de se esperar que simetrias relacionadas

a ela retornem quantidades conservadas.

Como serd visto adiante, os vetores de Killing estao relacionados a grandezas
conservadas tanto para observadores que viajam em geodésicas em espacgos curvos,
quanto para as propriedades globais do espaco-tempo, como a massa e o momento

angular das distribuigdes de energia e matéria do espago-tempo [1].

1.2.1 Geodésicas

Observadores livres para se movimentar no espago-tempo seguem geodésicas.
Assim, na auséncia de forgas externas e momento angular [1, 10], trajetérias de
corpos no espaco-tempo, quando parametrizadas em termos de um parametro afim,

e com vetor tangente p®, obedecem a equacdo geodésica:

prbp“ =0, (1.3)

sendo:
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a
m—— para gedésicas temporais,

pa — dT (14)
dx® Jési |
— ara geodesicas nulas
d)\ p g Y

m a massa do corpo, 7 o tempo proprio, e A o parametro afim para geodésicas nulas.

A obtencao de quantidades conservadas para observadores que seguem geodé-
sicas é imediata quando observamos a variacao da contracao de um vetor de Killing

(* com o vetor tangente ao longo das geodésicas:

PV (p°C) = Gp"Viep® + p*p" Vil = 0, (1.5)

sendo o primeiro e segundo termos do lado direito da igualdade nulos devido a equacao
geodésica, e por se tratar de contracao de um tensor simétrico com um antissimétrico,
respectivamente. Como a contracao p®(, nao varia ao longo de geodésicas, ela

corresponde a uma quantidade conservada.

Para a métrica que sera tratada no contexto da termodinamica de buracos
negros, dois dos vetores de Killing importantes sdo o de translagao temporal £* = (9;)%,

e axial ¥* = (0,)®. As quantidade conservadas, nesse caso, sao:

pafa = Cly

pa% = 02-

Para identificar o significado fisico das constantes, é conveniente analisar o caso

de distancias muito grandes, considerando espagos nos quais a métrica tende a de
Minkowski:

P& — P = —F,

pa¢a — p31/}3 = Lza

sendo E e L, a energia e momento angular ortogonal ao plano equatorial no infinito,
respectivamente. A assimilacao com as grandezas no infinito de fato carrega a intuicao
fisica, ja que a interagao dos observadores com a curvatura do espago-tempo atua

de forma analoga a uma energia potencial, que varia o movimento obedecendo uma
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lei de conservacao. Assim, temos que as energias e momento angular ao longo de

geodésicas podem ser descritas como:

E = —p%,, (1.6a)

z :Pa¢a- (16b)

1.2.2 Espaco-tempo

No que diz respeito as propriedades globais do espaco-tempo, os vetores de
Killing definem quantidades conservadas através do que chamamos de integrais de

Komar. O tratamento desta segao foi baseado nas referéncias [1, 5].

Para se compreender a origem das quantidades conservadas, ¢ conveniente
observar a relagao entre os vetores de Killing e o tensor de curvatura. Pela defini¢ao

do tensor de Riemann:

(VoVy — VVa) G = R, Ca (1.7)

Se ¢ for um vetor de Killing, é possivel permutar os indices (ac) do segundo
termo do lado esquerdo da equagao (1.7), invertendo seu sinal devido a equagao de
Killing:

VoViCe + ViVelo = R, ¢ (1.8)

Renomeando os indices da equagdo acima para as permutagoes ciclicas de (abc):

Vavb(c + vaCCa = Rabcdgd)
vacCa + chaCb = RbcadCCh
VeValh + VaVile = Ry a.

Somando as duas primeiras equagoes, e subtraindo a terceira, obtemos:

QVchCa = (Rabcd + Rbcad - Rcabd) Cd' (19)
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Levando em conta que o tensor de Riemann é antissimétrico nos dois primeiros
indices, e possui a propriedade de que R[abc]d =0, temos que:
d d d _
(Rabc + Rbca + Rcab ) gd = 0.

Subtraindo a equagao acima de (1.9), obtemos:

ViVela = —RopCa- (1.10)
A contragao de (be) resulta no tensor de Ricci no lado esquerdo da igualdade
(1.10), resultando, por fim, na relagao entre o tensor de Ricci e o vetor de Killing:
VyVP(* = —R%(% (1.11)
Nao é dificil de se notar uma certa semelhanga entre a equacao (1.11) e as
equagoes de Maxwell nao homogéneas em espagos curvos:
VP = —Je,

sendo F** o tensor eletromagnético, e J* a densidade de corrente. Além da forma, a
principal semelhanca se deve ao fato de que, assim como o tensor eletromagnético,
pela equagao de Killing, V?¢* também é antissimétrico, sendo R%,(¢ o termo que faz

o papel de densidade de corrente.

A conservagao da carga no eletromagnetismo surge pela equacao da continui-

dade:

VoJ* =0, (1.12)

que como sera verificado, é uma consequéncia direta de qualquer equacao do tipo:

VK" = —j°, (1.13)

com K antissimétrico. Para se verificar isso, comecamos observando a seguinte

propriedade:
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vaaKab == _vaaKbaa
= —V.V, K%,

sendo que na primeira linha foi utilizado a antissimetria de K, e na segunda linha
os indices foram renomeados. A relacdo apresentada acima mostra que podemos

escrever:

2V Vo K™ = (VyV, — Vo V) K. (1.14)

Aplicando a derivada covariante em ambos os lados da equagao (1.13), e utilizando a

relagdo obtida em (1.14), temos:

(VoVy — VV,) K" = —2V,5° (1.15)

Pela definicao do tensor de Riemann:

(Vavb - vaa) Kba = _Rabdeda - RabdaKbdv
— _Rabdeda o Rdb G,Kbd7

a

= 0, (1.16)

sendo utilizado a simetria na primeira e terceira componente do tensor de Riemann
para o segundo termo do lado direito da segunda linha de (1.16). O primeiro termo
do lado direito da segunda linha se anula ja que consiste em uma contragao de um
tensor simétrico com um antissimétrico, enquanto o segundo termo se anula devido
a antissimetria do terceiro e quarto indice do tensor de Riemann. As equagoes (1.15)

e (1.16) implicam na equagao da continuidade para j*:

Vaj* = 0. (1.17)

Se a equacgao da continuidade ¢é satisfeita para j¢, é possivel definir a grandeza:

Q = a/oeabcdjda (118)
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sendo o uma constante, €44 a forma de volume, e O consiste em uma regiao tipo-
espago na qual é feita a integracao, grande o suficiente para englobar todas as fontes

de corrente. Pela equacio (1.13), (1.18) pode ser reescrita em termos de K

Q = Oé/oﬁabcdveKde. (119)

Aplicando o teorema de Stokes:

Q = a/@O eabchCd (120)

Para se verificar a grandeza () é realmente a quantidade conservada, é possivel
integrar diretamente a equacao da continuidade em uma regiao V' do espago-tempo,
delimitada pelas superficies espaciais O; e Os, e pela superficie temporal W, como

mostram a figura 1.

Figura 1 — Regiao V de integracao. Tal regido é delimitada por duas superficies
O; e O, espaciais, e uma superficie W temporal. Os planos em cinza
podem ser vistos como duas foliagoes do espago-tempo para tempos
distintos.

As regides 07 e O, sao escolhidas de forma a serem grandes o suficiente para

englobar as fontes de corrente, fazendo com que j = 0 em W. Assim:

/eabcdveje =0
1%

-d -d
— / €abed] — / €abed.)
01 02

= / EabchCd - / EabchCda (121)
901 002
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sendo aplicado o teorema de Stokes da primeira para a segunda e da segunda para a
terceira linha, além da equacao (1.13) também utilizada da segunda para a terceira

linha. Portanto, (1.21) resulta em:

/ EabchCd - / EabchCda (]'22)
001

002

evidenciando que a quantidade conservada () é tnica, e independente da escolha da

superficie. Fazendo a identificacao:
K® = v, (1.23a)

J* = R4, (1.23b)

¢ imediata a relagao entre as equagoes (1.11) e (1.13). Assim, a existéncia de vetores

de Killing implica em quantidades conservadas, definidas por:

0=a /8 V", (1.24)

A expressao acima também é conhecida como integral de Komar.

1.3 Estrutura causal

Na fisica, o tempo é a grandeza que define a ordem dos acontecimentos. Com
a no¢ao de ordenamento, surge naturalmente o principio da causalidade, que dita o
quanto um evento pode afetar outro. Na mecanica newtoniana, em que informagao
pode se propagar instantaneamente, o principio da causalidade nos diz que para um

evento A influenciar um evento B, A deve ocorrer antes de B.

Quando partimos para a relatividade especial, existe uma velocidade limite
na qual informacao pode se propagar. Isso faz com que a nog¢ao de causalidade se
altere, estando relacionada nao somente a ordem temporal dos eventos, mas também
a distancia espacial entre eles. Como a relatividade trata o tempo de maneira
analoga as coordenadas espaciais, ¢ de se esperar que as nogoes de causalidade
sejam incorporadas na propria estrutura do espago-tempo. A relacdo entre pontos no

espago-tempo envolvendo as nogoes de causalidade é descrita pela estrutura causal.

Para o espaco de Minkowski, sua estrutura causal pode ser totalmente carac-

terizada, sem grandes dificuldades, em termos dos cones de luz [1]. Quando partimos
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para espagos curvos, a mudanca de topologia em relacao ao espaco de Minkowski
acarreta em mudancgas globais, de forma que a estrutura causal do espaco-tempo
deve ser adaptada. Esta secao tem como objetivo apresentar alguns resultados mais
importantes sobre estruturas causais que podem ser incorporadas em espagos-tempos,
visando construir espagos nos quais a estrutura causal esteja de acordo com o espe-
rado para espacos fisicamente razodveis. As provas para os resultados apresentados a

seguir podem ser todas encontradas em [1, 3].

Como ponto de partida, queremos que os espagos-tempos (M, gqp) estudados
possuam uma noc¢ao de passado e futuro bem definidas, como ocorre em Minkowski.
Seja V,, o espaco tangente de um ponto p € M. Como V,, ¢ isomorfo a Minkowski,
podemos partir da mesma ideia de se definir o passado e o futuro com base nos cones

de luz.

Definicao 3. Um espago-tempo (M, gqp) € dito tempo-orientdvel se é possivel associar
a cada ponto p € M, de forma continua, uma parte do cone de luz como o cone de

luz futuro, e a outra como o cone de luz passado.

Exige-se que a associacao seja continua para excluir as situagoes em que exista uma
inversao abrupta do cone de luz se analisamos o comportamento do cone em um
ponto e sua vizinhanca. Dada tal defini¢dao, os espacos tempo-orientaveis seguem tal

propriedade:

Lema 1. Um espago-tempo (M, gu) € dito tempo-orientdvel se, e somente se, existe

algum campo vetorial suave e tipo tempo em M que ndo se anula em nenhum ponto.

Tal campo vetorial tipo tempo carrega a intuicdo de uma direcao de fluxo temporal.
O fato de ser suave faz com que em todos os pontos os vetores estejam sempre no
interior do cone de luz do passado ou futuro. Assim, é construida de forma mais

clara a nocao de passado e futuro de cada ponto.

Construida a nocao de um espago tempo-orientavel, partimos para a definicao
de passado cronoldgico e passado causal de um ponto. Para isso, é conveniente definir

duas categorias de curvas:

Definicao 4. Uma curva \(t) € dita temporal futuro (passado) direcionada se o vetor

tangente a ela é sempre um vetor tipo tempo direcionado para o futuro (passado).

Definigao 5. Uma curva A(t) € dita causal futuro (passado) direcionada se o vetor
tangente a ela € sempre um vetor nulo ou tipo tempo direcionado para o futuro

(passado).
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Assim, definimos os seguintes conjuntos:

Definigao 6. O futuro (passado) cronoldgico de p, I (p) (I~ (p)), € definido como o
conjunto de eventos que sao ligados a p por curvas temporais direcionadas para o

futuro (passado).

Definicao 7. O futuro (passado) causal de p, J*(p) (J~(p)), € definido como o
conjunto de eventos que sao ligados a p por curvas causais direcionadas para o futuro

(passado).

Para um conjunto S C M, o futuro/passado cronoldgico e causal seguem como:

=(8) = U I*p), (1.25a)
peS

JES) = U T ). (1.25b)
peES

A construcao de um principio de causalidade a ser seguido pelos espagos-
tempos fisicamente razoaveis toma como premissa que nao devem existir curvas
temporais fechadas. Como o movimento de corpos massivos num espago-tempo segue
curvas temporais, a existéncia de tais curvas sendo fechadas implica que p € J*(p),
sendo interpretado como uma forma de se retroceder no tempo. Assim, colocamos

como o principio de causalidade a condicao de que p & J*(p).

Além disso, também esperamos que os espagos-tempos estudados ndo estejam
“proximos” de possuirem curvas temporais fechadas. Uma situagdo de um espago
“préoximo” de violar o principio de causalidade seria um que nao admite curvas
temporais fechadas, porém, pequenas perturbagoes na métrica podem leva-lo a
admitir tais curvas. Levando em conta a existéncia do principio da incerteza, e que a
descricao completa do universo deve levar em conta tanto relatividade geral quanto
mecanica quantica, perturbagoes sdo naturais o suficiente para evitarmos métricas
“proximas” de violar o principio de causalidade [3]. Por isso, construimos a nogao de

um espago-tempo causalmente estavel.

Seja t* um vetor tipo tempo para p € M, e a métrica g, em p definida por:

gab = Gab — taly (126)

sendo ¢, a métrica do espago tempo. Vetores tipo tempo e tipo luz em relacao a gqp

sdo vetores tipo tempo em relagdo a g,. Dessa forma, g, pode ser vista como uma
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métrica que “abre” os cones de luz definidos em termos da métrica ¢,,. Assim, se
o0 espago tempo (M, g.p) estiver “préximo” de violar o principio de causalidade, a

métrica g,, admitird curvas temporais fechadas.

Definicao 8. Um espago-tempo (M, gup) € dito causalmente estdvel se existe um
campo vetorial t* tipo tempo, continuo e nao nulo de forma que no espago (M, gu),

para o definido em (1.26), nao existam curvas temporais fechadas.

O teorema que serd apresentado a seguir é uma consequéncia da definicao de espagos-
tempos causalmente estaveis, podendo ser utilizado como outra forma de se classificar

tais espacos-tempos.

Teorema 1. Um espago-tempo (M, gap) € dito causalmente estdvel se, e somente se,
existe uma funcao diferencidvel f: M — R, tal que V*f € um campo vetorial tipo

tempo em todo o espaco.

As superficies geradas por f constante sao tipo espaco, fazendo com que tal funcao
possa ser pensada como um tempo cosmico, e tais superficies como instantes de
tempo no espaco-tempo. Para curvas tipo tempo, f pode sempre ser escolhida de

forma a ser crescente ao longo da curva.

1.3.1 Dominios de dependéncia

Os futuros cronologicos e causal de uma regiao S descrevem as regides do
espaco-tempo que podem ser influenciadas de forma causal por S. Entretanto,
poderiamos fazer o caminho inverso, e definir qual a regiao do espago-tempo ¢é afetada
de forma causal inteiramente por uma superficie S, localizada em seu passado causal.
Esse conceito é extremamente conveniente na fisica, tendo em vista que as condigoes
da superficie S poderiam determinar inteiramente a configuracao de sistemas nessa
regiao do espago-tempo, passando uma ideia de evolucao temporal, dada as condi¢oes
iniciais.

Para prosseguir com esse tipo de ideia, e por razoes técnicas, primeiro nos
restringimos a uma superficie S fechada e acronal, i.e., uma superficie na qual
IT(S)NS = (. Fisicamente, S pode ser vista como uma regiao do espago em um

certo instante de tempo. Assim, definimos o que chamamos de dominio de dependéncia

futuro de S.

Definicao 9. Uma curva A(t) é dita inexstensivel se ela nao possui um ponto final,
i.e., um ponto p tal que para todo aberto O de p, existe um ty tal que a curva \(t)

estd inteiramente contida em O para t > tg.
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Definigao 10. O dominio de dependéncia futuro (passado) de wma regigo S, DT (S)
(D=(9)), € definido como o conjunto de eventos nos quais todas as curvas causais

passadas (futuras) inextensiveis partindo deles intersectam S.

Unindo as defini¢oes de dominio de dependéncia futuro e passado, temos o

que chamamos de dominio de dependéncia de S:

D(S) = D*(S)UD~(S). (1.27)

Assim, o dominio de dependéncia de S corresponde a toda regiao do espago-tempo

na qual todas as condigoes podem ser definidas pela configuracao em S.

Defini¢ao 11. Uma superficie acronal fechada ¥ que obedece d condigio D(3) = M

¢ chamada de superficie de Cauchy.

Definigao 12. Um espago-tempo (M, gup) € dito globalmente hiperbélico se ele admite

uma superficie de Cauchy.

O fato do dominio de dependéncia de uma superficie de Cauchy ser o préprio
espaco-tempo nos passa a ideia de que em espacos globalmente hiperbdlicos é possivel
determinar toda a histéria do universo a partir de condig¢des iniciais em uma superficie
de Cauchy. Espacos globalmente hiperbélicos tém uma estrutura topolédgica da forma
M =R x ¥, sendo X uma folha espacial de M para um certo parametro real, que é
visto como um instante do tempo. Existem razoes fisicas [1, 3] para se acreditar que

os espacos fisicamente aceitaveis sao globalmente hiperbodlicos.

1.4 Diagramas de Penrose

Os efeitos notaveis gerados pela relatividade geral estao associados, de maneira
geral, as regioes préximas das fontes de campo gravitacional, ja que para campos
fracos a relatividade geral tende a gravitacao universal de Newton. Entretanto, em
diversos contextos, como por exemplo aqueles que envolvem o estudo de radiacao, é
necessario analisar regides distantes das fontes de campo. Além disso, é esperado que,

suficientemente distante dessas fontes, o espaco-tempo se comporte como Minkowski.

Com isso em mente, é conveniente a utilizacao de ferramentas que nos permi-
tem “tomar o limite para o infinito” de forma mais estratégica. Uma das maneiras de
se fazer isso é com os chamados diagramas de Penrose. Tais diagramas consistem na
representacao da estrutura causal do espago-tempo em uma regiao finita, envolvendo

as chamadas transformagoes conformes.
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Definicao 13. Uma transformagao conforme é um mapa entre (M, gqp) € (M, Gap),

de forma que:
gab = A2<I>gab, (128)

sendo A(z) uma fung¢do suave estritamente nao nula.

Apesar das transformacoes conformes alterarem a métrica do espaco-tempo,
modificando assim as curvas geodésicas e a curvatura do espago-tempo, as trans-
formagoes conformes preservam a estrutura causal do espago-tempo [1, 5]. Isso é

facilmente verificavel pela defini¢ao das transformacgoes em (1.28), que implica em:

G VeV >0 — G, VeVP >0, (1.29a)
gV VP =0 — GuVeVh =0, (1.29b)
gaVVl <0 — guVeVt <. (1.29¢)

Assim, apesar de as geodésicas nao serem iguais antes e depois das transformacgoes
conformes, tais transformagoes levam curvas tipo tempo/luz/espaco em curvas tipo
tempo/luz/espago. Dessa forma, andlises que levam em conta a estrutura causal do

espaco-tempo podem ser feitas usando diagramas de Penrose sem perdas.

Para construir a no¢ao dos diagramas de Penrose, sera exemplificado o caso
para Minkowski, e posteriormente serao apresentados os diagramas correspondentes
a um buraco negro estatico eterno, e de um corpo em colapso que gera um buraco

negro estatico. A construcao desta secao se baseia nas referéncias [1, 5].

1.4.1 Espaco de Minkowski em dimensdo (1+1)

O espago de Minkowski em dimensao (1 4 1) é caracterizado pelo elemento
de linha:

ds® = —dt* + da?, (1.30)

com —oo < t,x < 0o. Introduzindo as coordenadas nulas u e v:
u=t-—um, (1.31a)

v=t+ux, (1.31Db)
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o elemento de linha (1.30) toma a forma simples:

ds* = —dudv. (1.32)

Assim como t e x, temos que —o0 < u, v < 00.

Visando uma melhor analise no limite das regioes infinitamente distantes da
origem do sistemas de coordenadas, é conveniente introduzir coordenadas que compac-
tificam o diagrama de espago-tempo. Para Minkowski, introduzimos as coordenadas

uev:
u = tan, (1.33a)

v = tano, (1.33b)

de forma que o dominio de ambas coordenadas ¢é o intervalo aberto entre —7/2 e
7/2. A mudanga de coordenadas (1.33) nos permite representar o espago-tempo de
extensao infinita em um diagrama finito, sendo a borda de tal diagrama, que nao faz
parte do dominio de defini¢do de @ e v, o limite de u,v — +00. Apéds tal mudanga, o

elemento de linha em termos de % e ¥ adquire a forma:

1

ds®* = ————
° (cos cosD)?

diid?, (1.34)

que possui comportamento divergente em @, — +m/2, que é equivalente a u,v —
+o00.

At U v

A\ &S

(a) Diagrama de espago- (b) Diagrama de espaco- (c) Diagrama de espago-
tempo nas coordenadas tempo nas coordenadas tempo nas coordenadas
(t,x). (u,v). (a, ).

Figura 2 — Diagramas de espaco-tempo correspondentes a cada sistema de coorde-
nadas apresentado.
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A fim de trazer para o diagrama de espago-tempo a regiao u,0 — £7/2,
possibilitando analisar os limites assintoticamente distantes do centro do sistema de

coordenadas utilizado, sera realizada a transformacao conforme:

Gap = (cOS T cos D) gap, (1.35)

modificando o elemento de linha para:

ds* = —dudv, (1.36)

que nao possui mais um comportamento divergente em @,0 = £7, de forma que
tais pontos podem ser adicionados ao espago-tempo. A adicao de tais pontos leva o
espaco-tempo (M, ap) a um (M, Gap), que é visto como a compactificacio conforme
de (M, gap). Os chamados diagramas de Penrose correspondem aos diagramas de

espago-tempo nao do espaco fisico analisado, mas sim de sua compactificacao.

Se analisarmos os pontos iniciais e finais de curvas tipo tempo/luz/espago do

espaco de Minkowski em seu diagrama de Penrose, temos que:

—%,—%) e terminam em (%,?) =

). Esses pontos sdo simbolizados, respectivamente, por it e i~ e correspon-

« As curvas temporais iniciam em (@, 0) = (

(z,z

272
dem ao futuro e passado tipo tempo;

« As curvas nulas iniciam em @ = =% e |[0| <7/2ouem ¥ = —F e |i| < 7/2; e

terminam em @ = 3 e |[0| < 7/2 ouem ¥ = T e |@| < 7/2. Para as regides onde

as curvas terminam e iniciam, utilizamos, respectivamente, os simbolos .7 " e

T, e correspondem ao futuro e passado tipo luz;

« As curvas espaciais intersectam (&, 0) = (£75, F7), ndo fazendo sentido dizer

em qual desses pontos a curva comeca ou termina, exatamente pelo fato de

0

serem curvas espaciais. Esses pontos sao simbolizados por ¢°, e correspondem

ao infinito espacial.
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(a) Diagrama de espago-tempo apds a (b) Diagrama de Penrose de Min-
transformagao conforme. kowski (1 + 1).

Figura 3 — Diagramas de espaco-tempo correspondentes a cada sistema de coorde-
nadas apresentado.

1.4.2 Espaco de Minkowski em dimensdo (1+3)

O espago de Minkowski em dimensao (1 + 3) é caracterizado pelo elemento
de linha:
ds* = —dt* + da* + dy* + d2?, (1.37)

com —oo < t,x,y, 2 < 0o. Para que possamos representa-lo por um diagrama de Pen-
rose, que ¢ um diagrama bidimensional, ¢ necessario suprimir algumas coordenadas.

Para isso, é conveniente escrevermos a métrica em coordenadas esféricas:

ds® = —dt* + dr* + r?*dQ°. (1.38)

Levando em conta que as coordenadas t,r sao aquelas que caracterizam as regioes
assintoticamente distantes, para o diagrama de Penrose do espago de Minkowski

(143) serdo suprimidas as coordenadas angulares.

Introduzindo as coordenadas nulas u e v:
u=t-—r, (1.39a)

v=t+r, (1.39b)

e em seguida as coordenadas @ e v definidas em (1.33), temos que o elemento de

linha (1.38) toma a forma:
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1

2 _ AT 1 win (N IO2
ds* = Geosiicost)? [ Adudv + sin” (0 — u)dS2 } (1.40)
Realizando a transformagao conforme:
Gap = (2 cos @i cos )% gap, (1.41)

temos que o novo elemento de linha é dado por:

d3* = —4dudv + sin® (o — @)dQ?, (1.42)

de forma que, suprimindo a parte angular, o caso de dimensao (1 4 3) é analogo ao
caso de dimensao (1 + 1) com a principal diferenga sendo o fato de que a coordenada
r é ndo negativa. Assim, o diagrama de Penrose para o espago de Minkowski (1 + 3),

ilustrado na figura 4, corresponde a metade do de dimensao (1 + 1).

it

g+

7

Figura 4 — Diagrama de Penrose de Minkowski em dimensao (1 + 3).

Como as coordenadas angulares foram suprimidas, cada ponto do diagrama
na figura 4 corresponde nao a um ponto do espago de Minkowski, como acontece no

diagrama da figura 3b, mas sim a uma esfera.

1.4.3 Meétrica de Schwarzschild

Por conveniéncia, dado os tratamentos que serao feitos nos préximos capitulos,
serd introduzido o diagrama de Penrose de um buraco negro formado por um corpo
em colapso. Para isso, é necessario construir inicialmente o diagrama relativo a um

espago-tempo descrito por um buraco negro de Schwarzschild eterno.



Capitulo 1. Propriedades do espago-tempo 28

O elemento de linha para um espago-tempo na presenca de um buraco negro

de Schwarzschild eterno de massa M é dado por:

oM oM\t
ds® = — (1 - ) dt* + (1 — ) dr? 4 r2dQ2?, (1.43)

r r

sendo df) o elemento infinitesimal de angulo sélido. Para construir o diagrama de

Penrose de tal espaco-tempo, primeiro sao introduzidas as coordenadas nulas U e V:

U=- (2;\4 — 1>2 e (1.44a)
r % t4r
V = (W — 1) eI | (1.44b)

transformando o elemento de linha (1.43) em:

32M3e 3w
T

ds* = dUdV + r*d9?, (1.45)

com 7 sendo uma funcao implicita de U e V', dada por:

(2;\4 - 1) T = UV, (1.46)

A mudanga de coordenadas (1.44) além de evidenciar que r = 2M nao é uma regiao
singular, como aparenta ser por (1.43), nos permite expandir o dominio da métrica
para regioes nao compreendidas inicialmente pelo sistema de coordenadas em termos
de t e r. Assim, temos que —oo < U,V < o0, sendo a regido externa ao buraco negro
descrita por U < 0, V' > 0 e o horizonte de evento por U,V = 0.

Para representar o diagrama de Penrose de tal métrica, é necessario compac-

tificar o espaco-tempo, introduzindo as coordenadas U e V:

U=tanU, (1.47a)
V =tanV, (1.47D)
resultando no elemento de linha:
1 32M3e 2 . - N .
ds* = —4 € L ATAV + 12 cos? U cos® VA2 | . (1.48)

(2 cos U cos V)2 T
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As coordenadas (1.47) fazem com que todo o espago-tempo esteja contido em uma

regiao que nao ultrapassa os valores de &7 em U e V/, como mostra o diagrama da

figura 5.

Figura 5 — Diagrama de espago-tempo nas coordenadas (U ,f/), suprimindo as
coordenadas angulares .

Para obtermos o diagrama de Penrose, realizamos a transformacao conforme:

Gab = (208U cos V) g, (1.49)

obtendo o elemento de linha da compactificacao de Schwarzschild:

QMB3e~ . ~ ~
ds® = —43$dUdV + 72 cos® U cos® VdQ?, (1.50)

que resultam no diagrama de Penrose representado na figura 6, sendo [ e I1I,

respectivamente, as regioes exterior e interior ao buraco negro.

singularidade it

singularidade 7

Figura 6 — Diagrama de Penrose de um buraco negro de Schwarzschild eterno.



Capitulo 1. Propriedades do espago-tempo 30

1.4.4 Formacao de buraco negro

Apesar do tratamento dos préximos capitulos consistir em buracos negros
em rotagao, a analise do diagrama de Penrose de um buraco negro estatico em
formagao continua tendo sua importancia, ja que nas regioes externas ao buraco
negro o diagrama de ambos os casos é igual. A construcdo nessa secao consiste no
espago-tempo de uma casca esférica que entra em colapso de forma esfericamente
simétrica, formando um buraco negro de Schwarzschild.

Para construir tal diagrama, serao utilizados os tltimos construidos. Como o
colapso é esfericamente simétrico, pelo teorema de Birkhoff [1, 2, 3], a parte exterior
a casca € descrita pela métrica de Schwarzschild, enquanto a interior é descrita pela
de Minkowski. Assim, o diagrama correspondente & casca em colapso consiste de uma
colagem do diagrama de Penrose construido em ambos os contextos, como mostra a
figura 7. A colagem dos diagramas apresentados na figura 7 resulta no diagrama de

Penrose ilustrado na figura 8a.

i+

singularidade 7

1 singularidade 1

Figura 7 — Diagramas de Penrose da métrica de Schwarzschild e do espaco de
Minkowski com a trajetoria descrita por uma casca massiva que entra
em colapso. Como uma casca em colapso é descrita pela métrica de
Schwarzschild em seu exterior e pela de Minkowski em seu interior, o
diagrama do buraco negro em formacao deve conter as regioes em cinza.

Na figura 8a o horizonte de eventos foi representado por H, correspondendo
a linha continua. A parte tracejada nao corresponde ao horizonte de eventos, ja que
a regiao interna a casca em colapso ¢ descrita por Minkowski. Entretanto, qualquer
geodésica tipo tempo/luz que ultrapassa a linha tracejada estara fadada a encontrar
a singularidade. Isso ocorre porque apesar de o horizonte de eventos ainda nao ter
sido formado quando uma geodésica tipo tempo/luz ultrapasse a linha tracejada,
nao ha tempo suficiente para que a geodésica saia do interior da casca em colapso

antes da formacao do horizonte de eventos.
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5 singularidade ’[,+
singularidade 1

g-l—

(b) Diagrama de Penrose de um buraco ne-
gro formado por um corpo em colapso.
A regido mais escura corresponde ao
corpo em colapso, e H ao horizonte de
eventos formado.

(a) Diagrama de Penrose de uma casca
massiva em colapso, feita a partir da
colagem dos diagramas internos e ex-
ternos ao corpo em colapso.

Figura 8 — Diagramas de Penrose de colapsos esfericamente simétricos.

Se considerarmos a formagdo de um buraco negro a partir do colapso de
uma distribuicao continua de massa, que é mais geral e fisica do que a descrita por
uma casca esférica, apesar de a regiao interior ao corpo em colapso depender da
forma da distribuicao de massa, é possivel afirmar que, qualitativamente, o diagrama
de Penrose relativo a essa formagado de buraco negro sera semelhante ao diagrama
representado em 8b, que corresponde ao diagrama da casca em colapso com pequenas
alteracoes. As adaptacgoes feitas sdo todas motivadas pelo fato do colapso em questao

ser de uma distribui¢do continua de massa:

o A trajetéria o corpo em colapso nao corresponde somente a uma linha, mas

sim a uma regiao continua do diagrama, representada pelo cinza mais escuro;

e O horizonte de eventos nao sera formado de uma vez, e sim de forma continua,
ja que a concentracao de massa tende a aumentar mais rapidamente nas regioes
mais internas do corpo em colapso. Assim, a linha tracejada foi substituida por

uma linha continua;

o As regioes mais internas do corpo em colapso cairdo na singularidade antes das
regioes mais externas. Assim, a linha mais externa da regidao correspondente ao
corpo em colapso do diagrama em 8b nao atinge a transicao de r = 0 para a

singularidade, mas sim a propria singularidade.
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Como a construcao do diagrama de Penrose representado na figura 8b levou
em conta caracteristicas extremamente gerais a respeito da formacao de um buraco
negro de Schwarzschild a partir de um colapso gravitacional esfericamente simétrico,
tal diagrama sera utilizado como o diagrama de Penrose padrao para essa dissertagao

quando levarmos em conta o contexto de formacao de um buraco negro.

1.5 Condicoes de energia

A determinagao de como distribuig¢oes de energia e momento curvam o espago-

tempo é dada pelas equagoes de Einstein:

1
Rab — §Rgab = 87TTab, (151)

sendo toda a caracteristica da distribuicao de massa e energia embutida no lado
direito da igualdade, representada pelo tensor de energia-momento. Caso campos de
diferentes naturezas estejam presentes no espago-tempo, o tensor de energia-momento

em (1.51) compreenderd a soma de todos eles.

Entretanto, além das equagoes de Einstein apresentarem diversas dificuldades
matematicas, o conhecimento da forma exata de Ty, nao é trivial, mesmo tendo em
maos a forma precisa das equagoes que o determinam. Mesmo sem essa forma exata
de T,, em maos, distribui¢cbes de energia e momento descrevem situacoes fisicas,
nao sendo portanto arbitrarias. Dessa forma, a determinagao de comportamentos
fisicamente aceitaveis para T, nos permite obter propriedades sobre o espago-tempo
e desenvolver teoremas, mesmo sem conhecer a forma exata das distribuicoes de
energia-momento. A esses comportamentos, damos o nome de condicoes de energia.

A exposigao de tais condigbes serd feita seguindo as referéncias [3, 1].

1.5.1 Condicao fraca de energia

A condigao fraca de energia assume que, para cada ponto p € M, o tensor de

energia-momento obedece a desigualdade:

TwV*V? >0, (1.52)

para todo V* tipo tempo, e por continuidade, tipo luz.

A interpretagao fisica para condicao fraca de energia é que densidades de

energia devem sempre ser nao negativas. Isso porque para um observador que se
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encontra em um ponto p de sua trajetéria com vetor tangente V¢ a contracdo

T,,VeV? corresponde a densidade local de energia medida pelo observador.

Se contrairmos a equacao de Einstein por um vetor V¢ tipo luz, a condigao

fraca de energia implica em:

RV*V? >0, para todo V* tipo luz. (1.53)

Segue dessa desigualdade que, para uma congruéncia geodésica tipo luz, a condigao
fraca de energia implica que a curvatura do espago-tempo tende sempre a convergir as
geodésicas. A expressao (1.53) também ¢ enunciada como condi¢iao de convergéncia

nula.

1.5.2 Condicao dominante de energia

A condi¢do dominante de energia assume que, para cada ponto p € M, o

tensor de energia-momento obedece as desigualdades:
TVVh >0, (1.54a)

(TV*)? <0, (1.54b)

para todo V* tipo tempo, e por continuidade, tipo luz.

Como a condigao (1.54a) é igual & condigao fraca de energia, a nogao de que
densidades de energia sao sempre nao negativas é preservada na condigdo dominante
de energia, assim como a condi¢io de convergéncia nula (1.53). J& quanto a (1.54b),
o vetor T,,V® é proporcional ao vetor momento medido por um observador em um
ponto p do espago no qual seu vetor tangente é V. Assim, a condigdo (1.54b) é vista
como que o fluxo de energia e momento no espaco-tempo é sempre um vetor tipo
tempo ou tipo luz, implicando que energia e momento nao fluem mais rapido que a
luz. Uma forma equivalente de se enunciar a condicao dominante de energia é que,

para qualquer base ortonormal:

T > [T, (1.55)

para todo p e v.
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1.5.3 Condicao forte de energia

A condicao forte de energia é motivada pela escrita da equacao de Einstein
nao em termos do escalar de curvatura, mas em termos do traco do tensor de

energia-momento 7"

1
Rab = 8w (Tab - 2Tgab> ) (156>
Contraindo ambos os lados da igualdade (1.56) por um vetor normalizado tipo tempo
We temos que:
1
RayWeW? = 8n (TabW“Wb + 2T> . (1.57)

O que a condicao forte de energia assume é que as pressoes da matéria nao
sao grandes o suficientes ao ponto de tornar o lado direito da igualdade negativo.

Assim:

1
TWW? > —5T (1.58)

Como é evidente por (1.56), a condicao forte de energia implica em:

Ry VeV >0, para todo V® tipo tempo. (1.59)

A expressao (1.59) pode ser interpretada de forma analoga a (1.53): em uma con-
gruéncia geodésica tipo tempo, a condigao forte de energia implica que a curvatura
do espago-tempo tende sempre a convergir as geodésicas. Por esse motivo, (1.59)

também é chamada de condi¢do de convergéncia tipo tempo.



35

2 Buracos Negros

2.1 Assintoticamente plano

Se analisarmos a solu¢do de um buraco negro de Schwarzschild em (1.43), ou
a de Kerr, que sera apresentada mais adiante, é evidente que no limite de r — oo
ambas as métricas se reduzem a de Minkowski. Espacos tempos que, grosso modo, se
comportam como o de Minkowski em regides “infinitamente distantes” das fontes
de curvatura sao chamados de espacos-tempos assintoticamente planos. Entretanto,
métricas que descrevem buracos negros sao globalmente muito diferentes da métrica
de Minkowski. Assim, a definicdo de espagos assintoticamente planos deve ser feita

de maneira menos informal. A defini¢ao apresentada segue as referéncias [2, 3].

Como foi visto na secao 1.4, as regioes “infinitamente distantes” do espago-
tempo, para os exemplos tratados nessa se¢ao, sao representadas pelas bordas dos
diagramas de Penrose. Isso motiva a definicao de espacos assintoticamente planos a
partir da nocao da compactificacdo, e sua relagdo com a compactificacdo de Minkowski.
Para caracterizar o comportamento “parecido com Minkowski”, definimos primeiro

espagos-tempos assintoticamente vazios e simples:

Definicao 14. Um espago-tempo (M, gap) € dito assintoticamente vazio e simples se

existe um espaco-tempo (M , Gap) com fronteira OM e com as propriedades:
(1) M\OM ¢ conforme a M com ga, = Q 2§as;
(2) Qpsir =0, 08055 7 0;
(3) Todas as geodésicas nulas em M comegam e terminam em oM ;
(4)

4) Ry = 0 na vizinhanca aberta de oM.

Em relagao a primeira propriedade da defini¢ao acima, a existéncia de (M s Gab)
pode ser traduzida como a possibilidade de se construir um diagrama de Penrose
para o espaco-tempo (M, gas), sendo (M, jas) a chamada compactificacio de (M, gap).-
A segunda e quarta propriedades correspondem ao comportamento plano do espago-
tempo para as regioes “infinitamente distantes”. Isso porque a quarta propriedade
garante que o espago-tempo é uma solugao de vacuo para tais regides, enquanto a
segunda propriedade corresponde ao comportamento da compactificacao do préprio

0

espaco de Minkowski, fazendo, inclusive, com que as regides 7+, i+ e ¥ estejam

presentes na compactificacdo de (M, gqp). Portanto, os espagos assintoticamente vazios
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e simples correspondem a uma classe de espagos-tempos na qual a nocao de “parecido
com Minkowski” em regioes “infinitamente distantes” das fontes de curvatura é bem
definida. Entretanto, a terceira propriedade exclui os espacos-tempos singulares, ou
aqueles nos quais o campo gravitacional é tao intenso em determinadas regides que
geodésicas nulas assumem Orbitas. Dentre esses espacos, os que descrevem buracos
negros estao incluidos. Assim, a definicdo de espacos assintoticamente planos é mais

geral que a de espacos assintoticamente vazios e simples.

Definicao 15. Um espago-tempo (M, gap) € dito assintoticamente plano se existe um
espago-tempo assintoticamente vazio e simples (M', gl,) com borda OM', tal que para
uma vizinhanga U’ de OM', U' N M’ € isométrico a um aberto U de M.

A defini¢ao acima engloba os espacos assintoticamente vazios e simples, além
de incluir aqueles com singularidades e campos gravitacionais muito intensos, porém
com distribui¢oes de energia e momento espacialmente finita, ou de rapido decaimento.
Isso porque a definicdo de espacos assintoticamente planos em termos da vizinhanca
U’ de OM’ consiste em analisar o aspecto assintoticamente vazio e simples apenas
das regides distantes das fontes de curvatura. Para maiores discussoes a respeito de

espagos assintoticamente planos, recomenda-se as referéncias [1, 2, 3].

A caracterizacdo dos buracos negros na se¢ao a seguir serd feita para espagos

assintoticamente planos.

2.2 Caracterizacao

Estrelas com massas superiores a 1,5 massas solares podem sofrer um colapso
gravitacional apds esgotar seu combustivel nuclear [3]. Para configuragdes esferica-
mente simétricas, ou com pequenos desvios dessa simetria [1, 3], é possivel se mostrar
que sera formada uma singularidade invisivel para observadores de fora de uma certa
regiao que engloba a singularidade. Para que qualquer informagao consiga sair de tal

regido, seria necessario que ela viajasse mais rapido que a luz.

A nocgao de um buraco negro como um corpo massivo o suficiente para que,
dentro da regiao que o delimita, nem mesmo a luz consiga escapar é o ponto de
partida para se definir tais corpos de forma mais técnica. O fato de que nem mesmo
a luz consegue escapar da regiao interior a um buraco negro pode ser traduzido como
a incapacidade de geodésicas nulas interiores ao buraco negro atingirem a regiao
T . Assim, a luz que chega a .7+ necessariamente foi emitida no exterior do buraco

negro, podendo ele ser entendido como a regiao do espago-tempo nao compreendida
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pelo passado do futuro tipo luz. Com essa nocao, podemos definir de forma precisa

um buraco negro:

Defini¢ao 16. Para um espago-tempo (M, gqp) assintoticamente plano, um buraco
negro B € definido como: B= M — J~ (T 7).

E importante ressaltar que, apesar de a definicio apresentada para buracos negros ter
sido feita em espagos assintoticamente planos, também é possivel defini-los de maneira
analoga para alguns espacos que tendem assintoticamente para outros espagos, como
os de Robertson-Walker abertos [1].

Como diversas propriedades de buracos negros estao relacionadas ao compor-
tamento da interface que separa o interior de B de J~ (.7 1), é conveniente defini-la

previamente.

Definicao 17. O horizonte de eventos H de um buraco negro € definido como:

H = J'*(ﬂﬂ N M, sendo o ponto referente a fronteira do conjunto.

Pela definicado de um buraco negro, é possivel caracterizar a natureza do
horizonte de eventos [2]. Por se tratar de uma superficie, sua caracterizagao diz
respeito ao carater de seu vetor normal. Para isso analisaremos as consequéncias de

supor que o horizonte de eventos seja uma superficie temporal, espacial ou nula.

(a) (b) (c) )

Figura 9 — Representacoes das reagoes entre o cone de luz e um elemento superficie
do horizonte de eventos, supondo que o horizonte seja uma superficie (a)
temporal, (b,c) espacial, (d) nula. O tracejado no bordo do elemento
de superficie indica a regiao interior ao buraco negro.

Suponha que para p € H, e uma vizinhanca também em H, o horizonte de
eventos seja uma superficie temporal (figura 9a). Como todo espago-tempo possui a
mesma estrutura local de Minkowski, podemos afirmar que o cone de luz futuro em p
¢ dividido pelo horizonte de eventos em uma parte interior ao buraco negro, e outra
parte que invade J~ (7 1). Assim, por continuidade, para uma vizinhanga de p interior
a B, o cone de luz também possui uma parte direcionada para J~ (.7 7). Portanto,
sinais emitidos no interior do buraco negro podem chegar a .7, contradizendo a
defini¢ao 16.
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Se partirmos do principio que o horizonte de eventos é uma superficie espacial,
dividimos o problema em dois: ou o cone de luz futuro em p esta contido no interior
do buraco negro (figura 9b), ou adentra a regido J~ (7 1) (figura 9c). Para a segunda
opcao, chegamos a conclusao de que sinais emitidos em uma vizinhanca de p interior
a B chegam a 7", contradizendo a defini¢ao 16. Para a primeira op¢ao, temos que
para uma pequena vizinhanca de p exterior a B, o cone de luz futuro cruza H no
sentido interior ao buraco negro, de forma que sinais emitidos em tal vizinhanca nao
chegam a .7 *. Isso significa que uma regiao exterior de B é invisivel a .7 ", e portanto
H nao seria a fronteira de B. Assim, o horizonte de eventos € necessariamente uma
superficie nula. Além disso, a parte dos cones de luz definidos no horizonte de eventos
que nao apontam na direcao das curvas que geram o horizonte deve estar direcionado
para o interior do buraco negro, como indica a figura 9d. Caso contrério, chegariamos
em uma contradi¢ao analoga a considerar o horizonte de eventos como sendo uma
superficie temporal ou espacial. Uma prova mais rigorosa sobre o horizonte de eventos

ser uma superficie nula pode encontrada em [36].

E importante notar que pela definicdo 16, a existéncia de um buraco negro
implica no conhecimento de toda a evolugdo do espago-tempo. Entretanto, de forma
geral, singularidades podem quebrar o carater globalmente hiperbélico de um espago-
tempo caso elas sejam visiveis a 7T (chamadas de singularidades nuas). Como
podera ser verificado mais adiante, a métrica de Kerr, que descreve a métrica de
um buraco negro estacionario em rotacao, pode gerar singularidades nuas para, por
exemplo, valores de momento angular suficientemente altos (J > M?) [3]. Além
disso, nao existem teoremas que garantam a nao formacao de singularidades nuas

por colapsos gravitacionais arbitrarios.

Apesar de tal auséncia, buscas por tais resultados, como mostram [1] [2] e
[3], levam a uma maior plausibilidade de formagao de singularidades nao visiveis em
7T do que o contrario. Nesse sentido, Penrose formulou a chamada conjectura de

censura cdsmica, que em uma de suas formulagoes toma a forma [1]:

- Conjectura de censura césmica (formulagdo fisica): Todos os espacos

fisicamente razodveis sao globalmente hiperbolicos.

Formulagoes que indicam sob quais condi¢des a conjectura acima ¢é valida,
além de uma prova rigorosa sobre ela, ainda sao um dos principais problemas nao
resolvidos na fisica de buracos negros [2]. Entretanto, nada é possivel dizer, no que

diz respeito a buracos negros, para espagos que nao sejam globalmente hiperbdlicos.
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Nesse sentido, como ponto de partida para diversos teoremas e resultados que serao
apresentados, assim como pelo fato de que a defini¢ao 16 leva em conta o conhecimento
da evolugao completa do espaco-tempo, definimos de forma conveniente uma classe

de espagos tempo:

Definicao 18. Um espago-tempo (M, gay) € dito strongly asymptotically predic-
table (SAP) se para a compactificacio (M,ja) existe um aberto V.C M com
W—(ﬂﬂ C V, sendo o traco correspondente ao fecho do conjunto, de forma que
(V, Gap) € globalmente hiperbélico.

O fato de V ser globalmente hiperbélico para um espaco-tempo SAP pode se tradu-
zido como: para tais espacos, todas as singularidades existentes sao acompanhadas
de um horizonte de eventos, e a evolugao da parte exterior a um buraco negro nao é

afetada pelo seu interior.

Todo tratamento feito nesta secao independe de em qual estagio o buraco
negro se encontra apoés sua formagao. Levando em conta uma formacao gerada por
um colapso gravitacional arbitrario, é esperado que ocorram emissoes de ondas
gravitacionais durante o processo, resultando posteriormente em um estado de
equilibrio [1]. Como os colapsos podem ser tao gerais quanto se queira, o tratamento
matematico de buracos negros fora dos estados de equilibrio é complicado. Partindo
da premissa de que os estados de equilibrio serao alcancados em algum momento,
é conveniente estudar suas propriedades a fim de se obter uma descricao valida
para um regime esperado para todo tipo de colapso gravitacional, partindo como
premissa da validade da conjectura de censura cosmica. O estudo de tais estados de
equilibrio nos possibilita formular a chamada termodinamica de buracos negros, que
é de importancia fundamental no contexto da fisica tedrica fundamental, além de ser

o foco dos proximos capitulos.

2.3 Estados de equilibrio

A nocao de estados de equilibrio na fisica é associada a configuragoes do
sistema analisado que deixam de sofrer alterac¢oes ao longo do tempo. A formalizacao
dessa nocao no contexto da relatividade geral é dada pelos chamamos espagos-tempos

estaciondrios.

Definicao 19. Um espago-tempo é dito estaciondrio se admite vetor de tipo tempo e

normalizdvel nas regioes espacialmente distantes das fontes de curvatura.
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A definicao de espago-tempo estacionario carrega exatamente a nogao intuitiva
de algo que se estabilizou. Isso porque um vetor de Killing tipo tempo assintoticamente
normalizavel implica que, longe o suficiente das distribui¢oes de massa e energia, ele
pode ser escrito como uma simples translagao temporal (9;)”. Essa é exatamente
a nogao de configuracao em equilibrio: ao longo de érbitas temporais, a métrica é

invariante.

Além da nocao de um espaco-tempo estaciondario, existe também a de um

espago-tempo estdtico, que também corresponde a uma situacao de equilibrio.

Definicao 20. Um espago-tempo é estatico se sua métrica € invariante pela operagdao

de inversao temporal.

A nocao de espago-tempo estatico é mais forte que a de um espago-tempo
estacionario. A métrica ser estatica implica em estaciondria, mas exclui casos, por
exemplo, de rotagdo em torno de um eixo. A inversao temporal mudaria o sentido de

rotagao, e por consequéncia a métrica.

Tendo sido estabelecidas as defini¢des de um estado de equilibrio no contexto
da relatividade geral, é possivel buscar essas solugoes para o contexto de buracos
negros. Levando em conta que a defini¢do de um espago-tempo estatico é mais restrita
que a de um espago-tempo estacionario, nao abrangendo buracos negros em rotagao,
serao estudadas na préxima secao as solugoes estacionarias para buracos negros em

rotacao, que englobam os estaticos quando levamos em conta uma rotagao nula.

2.3.1 Solucdes estacionarias

Devido a um teorema de unicidade, temos que as tinicas solugoes estacionarias
e assintoticamente planas das equagoes de Einstein para um buraco negro de massa

M e momento angular J fazem parte da familia de solucoes de Kerr [1, 2, 3]:

by A Y
(r? + a®)* — Aa®sin2 6
by

ds? — — (asm&) At + Zar? — QM (r2 + a®> — A) dtdo
(2.1)

+2d6? + ( ) sin? Od¢?,
sendo a, A e X definidos por:

J = Ma, (2.2a)
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A =7r*—2Mr + d?, (2.2b)

Y =1r*+a*cos? 0. (2.2¢)

Mais informacoes sobre a métrica podem ser encontradas no apéndice A.

A tnica singularidade real da métrica de Kerr ocorre quando ¥ = 0. Além
dela, existem também singularidades de coordenadas quando A = 0, que resulta em

r =Ty, COM:

ry =M+ VM?—a? (2.3)
sendo o horizonte de eventos marcado por r = r,.

A métrica de Kerr nao depende explicitamente do tempo e do angulo ¢. Assim,

tem-se os dois vetores de Killing:

£ = ()", (2.4a)

P = (0)" . (2.4b)

O vetor £* ja era esperado, devido a busca por uma métrica estacionaria.
Apesar do carater estacionario da métrica, seu termo espago-temporal evidencia
seu carater nao estatico, ja que uma inversao temporal levaria dt — —dt. O termo
espago-temporal caracteriza a rotacao de um buraco negro estacionéario, como se vera

mais adiante.

O outro vetor de Killing descreve a simetria sob rotagoes em torno do eixo
do momento angular. A existéncia do vetor de Killing ¥* faz com que a métrica de

Kerr também receba o rétulo de azissimétrica:

Definicao 21. Um espago-tempo € axissimétrico se admite vetor de Killing assinto-

ticamente tipo espago cujas curvas integrais sao fechadas.

Como a métrica de Kerr é tinica, todo buraco negros estacionario é axissimétrico.

Como os dois vetores de Killing citados sao vetores coordenados, temos que o

colchete de Lie de ambos é nulo:

E4]" =0 — &V =9V, (2.5)
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2.3.2 Horizonte de eventos para solucdes estacionarias

Apesar do horizonte de eventos ter sido definido na secao 2.2 utilizando nogoes
da estrutura causal do espago-tempo, para buracos negros estacionarios, o horizonte

de eventos pode ser descrito diretamente em termos da métrica apresentada em (2.1).

No contexto estacionario, uma classificagdo importante para a identificacao

do horizonte de eventos é o da condicio de circularidade [2].

Definicao 22. Seja uma métrica de um espaco estaciondrio axissimétrico escrito

em termos das coordenadas t, ¢, x' e x?:

ds® = =V dt* + 2Wdgdt + Xd¢* + 2gindatdp + 2ggendx’de + gorp2da’ da?

comV = —£%,, X =y, e W = £",. A métrica satisfaz a condigdo de circulari-
dade se existe uma mudanga de coordenadas que preserve a forma acima, mas que

anule 0s coeficientes G € Gopn -

Uma condi¢ao necessaria e suficiente para uma métrica que atende a condi¢ao de

circularidade é:
' Rapéetha = 0, (2.6a)

PV Raptpela) = 0, (2.6b)

que sdo evidentemente satisfeitas pelas equagoes de Einstein no vacuo (Ry, = 0).
Seja o bivetor definido por:

1
Pab = _ﬁg[awb}- (2.7)

Se a condicao de circularidade for satisfeita, é possivel se mostrar que o horizonte de

eventos de um buraco negro estacionario axissimétrico corresponde aos pontos em

que papp® =0 [2]:

P = pap® =W+ VX Lo, (2.8)

A equagao acima nos permite construir um vetor nulo [* tangente ao horizonte de
eventos em termos de £* e 1¥* de maneira tnica, que sera utilizado mais adiante para

caracterizar completamente o horizonte de eventos. Assim, temos que [* é dado por:
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L e taye.

Utilizando a condicao de que [* é nulo:

=

14l

=

£ + PP, + 2a€Y,

=

—V +a?X + 2aW.
Com a condicao (2.8), a equagao acima possui raiz unica para «:

W
Z —5 =, (2.9)

(%

resultando em:

1 2o Q. (2.10)

Mais adiante, a constante 2y sera identificada como a velocidade angular do buraco
negro. E possivel mostrar [2] que Qz é constante em todo o horizonte de eventos.

Evidentemente o vetor (0p)* é ortogonal a [, fazendo parte do horizonte de eventos.

Pela definicao de 2y, também é possivel verificar explicitamente que:
¢, 2o, (2.11a)

l, 2o, (2.11b)

mostrando que [* também faz o papel de vetor normal ao horizonte de eventos. Assim,

[* possui a propriedade a seguir, descrita pelo teorema de Frobenius [1]:

Teorema 2. (Teorema de Frobenius): Um vetor [* é ortogonal a uma superficie

S se, e somente se, satisfaz a condigao l,Vylg =0 em S.

A ortogonalidade de [ com o horizonte de eventos, em conjunto com o
teorema a seguir [2, 3|, provado por S. Hawking, nos permite obter mais propriedades

a respeito de [*.
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Definicao 23. Um horizonte de Killing € uma superficie nula na qual seu vetor

ortogonal € um vetor de Killing.

Teorema 3. Seja um espago-tempo estaciondrio, assintoticamente plano, que conte-
nha um buraco negro. Se a equagdo de Finstein for satisfeita, o horizonte de eventos

¢ um horizonte de Killing.

Devido a tal teorema, temos que existe um vetor de Killing x¢, tal que:

LDV (2.12)

sendo A alguma funcao.

Como ¢ evidente pela equacgao de Killing, se (* é um vetor de Killing, a(?,
com « constante, também é. Pela expressao (2.10), temos que [* obedece & equagao
de Killing, tornando A = 1 a solug¢do mais simples da equagao (2.12) para x ser um
vetor de Killing no horizonte de eventos. Como vetores de Killing sao definidos no
espaco-tempo em geral, é possivel estender a definicdo de y* para além do horizonte

de eventos:

X2 €+ Qpye. (2.13)

Assim, pelo teorema de Frobenius:

XaVoXq 2= 0. (2.14)

Pela definigdo de x?, e pela relagao (2.5), temos também que o colchete de

Lie dele com os outros dois vetores de Killing se anula:
GE =0 = X'Vl =EVay, (2.15a)

Yt =0 = X'V’ =" Vax". (2.15b)

2.3.3 Horizonte de eventos como congruéncia geodésica

Como foi dito anteriormente, o horizonte de eventos possui como vetor or-
togonal o vetor de Killing %, podendo assim ser visto como o espaco ortogonal
as curvas integrais de x*. Entretanto, o préprio vetor y* faz parte do conjunto de

vetores ortogonais a si proprio no horizonte de eventos, ja que, em tal regiao, x* é
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um vetor tipo luz. Isso faz com que suas curvas integrais facam parte do horizonte de
eventos. Essas caracteristicas apontam naturalmente para o contexto de congruéncia
geodésica como um dos focos para se obter propriedades do horizonte de eventos. A

construcao dessa secao se baseia nas referéncias [1, 6].

De forma geral, o estudo de congruéncias geodésicas consiste em analisar o
comportamento de uma familia de curvas geodésicas a medida que avancamos em
suas parametrizacoes. O comportamento dos espagos ortogonais as curvas, evoluindo
com respeito a parametrizacao das geodésicas, descreve se as curvas se tornam mais

ou menos densas, se torcem, se curvam, etc.

Seja V), o espaco tangente a um ponto p no horizonte de eventos. Serd denotado

por f/p o subespaco de V, tal que se x*X, £ 0, X*e f/p. Uma escolha de base para

V, consiste nos vetores £%, ¥* e 0%, ja que:

X% =0, (2.16a)
X“ta =0, (2.16b)
X, £ 0, (2.16¢)

sendo 0 = (0y)?, além de serem linearmente independentes. Para analisar o espago
ortogonal a x“, cujo espago tangente a cada ponto é V,, é necessario ter em maos a

métrica hy, restrita a tal subespaco.

Pela prépria definicio de métrica restrita a um subespaco, hqp ¢ definida de
forma a sua atuagao em um vetor X* € V,, ser igual a agao da métrica g,, na projecao

de X em V). Assim, como x* é ortogonal ao horizonte, temos que:

o

aX” = 0. (2.17)

Entretanto, x® também é tangente ao horizonte, fazendo com que a relagao (2.17)
evidencie o carater degenerado da métrica restrita ao horizonte de eventos. Nao ha,
portanto, uma nocao natural de projecao no horizonte, tornando nao trivial a andlise
de diversas grandezas restritas a ele. Entretanto, é possivel contornar o problema da
nao existéncia da métrica no horizonte introduzindo classes de equivaléncia adequadas

em V).

Dois vetores % e y* serao ditos equivalentes se a diferenca deles for multipla

de x%: x® —y* = cx%, para c real. O espacgo das classes de equivaléncia serda denotado
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por V,, sendo visivel de que se trata de um espago 2-dimensional. Para que uma
operagao seja bem definida em um espaco de classes de equivaléncia, é preciso que sua

acao seja independente da escolha de representantes para as classes de equivaléncia.

Seja hyp, a métrica induzida no espago de classes de equivaléncia, e dois vetores
z,y* € V, da mesma classe de equivaléncia [z°] € V,,. A agdo de hg, em um elemento

de V,, é definida como:

}Alab [l.a] = habya

= hg(z® + cx?) ( |
2.18

= ﬁabxa + Cﬁabxa

= habxaa

evidenciando a independéncia do representante. Diferentemente de hyp, hep € N0
degenerada, tendo em vista que o elemento nulo de V), é a classe de equivaléncia do

vetor nulo, na qual um dos representantes ¢ o vetor y°.

Como as operacoes no espaco das classes de equivaléncia devem ser inde-
pendentes de representante, é possivel escolher um arbitrario para cada classe de
equivaléncia. E conveniente escolher representantes de modo a que formem um su-
bespago vetorial de f/p, no qual a restricao da métrica sera entao nao degenerada.
Para isso, o representante da classe de equivaléncia do vetor nulo deve ser sempre o

proprio vetor nulo.

Uma forma natural de se escolher um subespago vetorial de ‘7,, com nogao de
projecao bem definida, e representante das classes de equivaléncia, é especificando
um vetor N* que satisfaz a condigao Ny, # 0. O subespago vetorial formado por
vetores ortogonais a N* e xy* é ortogonal a x® por construgao, e possui uma nogao
de projecao, ja que a ortogonalidade do subespaco com N¢ exclui o vetor x* da
superficie, eliminando o carater degenerado da métrica hg, restrita a ela. Apesar de
ser possivel escolher a superficie descrita neste paragrafo, é preciso escolher N¢ de
modo adequado a garantir que os vetores do subespaco sejam tangentes ao horizonte
de eventos, independente da posicao que analisamos nas curvas integrais de y®. Uma

escolha conveniente consiste em N® atender as propriedades:
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(i): N°N,Zo, (2.19a)
(i) : Noy, £ -1 (2.19b)

Como as propriedades em (2.19) sado locais, é possivel mostrar, com um referencial
de Minkowski local (apéndice B), que tais propriedades s@o compativeis com as

condicoes extras:

(iid) : No&, Z -1, (2.20a)
(iv) : N, L0, (2.20b)
(v): Neg, £o. (2.20c)

A superficie 2-dimensional ortogonal a N¢ e x®, quando x* é tipo luz, possui
métrica h,y, restrita a ela como:
hab = Gab + NaXb + XaNba (221)

e portanto, o projetor na superficie toma a forma:

Pél = 5g —|— NaXb + XaNb. (222)

Sejam 7%, com « = 1,2, dois vetores linearmente independentes, tangentes a

tal superficie, e portanto ortogonais as curvas integrais de x*. Por serem tangentes a
superficie, temos que:

P = ng. (2.23)

Como n? e x* sdo sempre ortogonais, ¢ possivel escolher um sistema de coordenadas
nos quais trés dos eixos coincidam com as curvas integrais desses trés vetores. Portanto,

o colchete de Lie de x® e n2 é nulo:

Xoma =0 — XVl =l Vx“. (2.24)

Definindo:

Bab = vatza (225)
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temos por (2.24) que:

X'Vyns = Bk, (2.26)

mostrando que o mapa B% quantifica o quanto os vetores n% nao sao transportados

paralelamente ao longo das curvas integrais de y*.

Esses vetores sdo definidos anteriormente como pertencentes ao horizonte de

eventos, de forma que, por (2.23), temos que:

X'Virlg = B'yla
PiX"Vyie = PiBYyi.,
X'V = PiBYyFing,
X'Vl = B, (2.27)

sendo B¢, = P¢B% Ph. O resultado acima mostra que, se 7% inicialmente faz parte da
superficie definida por N® e x?, com x* tipo luz, entdo continuara em tal superficie
ao longo das curvas integrais tipo luz de x®. Seguindo a defini¢ao de Ecd, qualquer
grandeza projetada na superficie representante da classe de equivaléncia levara o

chapéu na notagao.

O mapa Bcd pode ser decomposto algebricamente em trés partes irredutiveis:

A 1

correspondendo, respectivamente, a parte com traco, a parte simétrica sem trago, e

a parte antissimétrica:

e = B, (2.202)
~ 1 A

b = By — 5B han (2.29b)

‘:‘\)ab - é[ab}' (229C)

Os trés termos dessa separacao sao chamados, respectivamente, de escalar de expansao,
tensor de cisalhamento e tensor de vorticidade. A motivacao para tais nomes se deve
ao fato de que transformagoes infinitesimais simétricas com trago estao relacionadas

a transformagoes de expansao, transformagoes infinitesimais simétricas sem tracgo
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estao relacionadas com cisalhamento, e transformacgoes infinitesimais antissimétricas
estao relacionadas a rotagdes, como foi exemplificado em [34] para o caso de matrizes

em dimensao 2.

E f4cil mostrar [5] que a variagdo de © ao longo das curvas integrais de y* é

dado por:

de — 1
- = XVeO = —Raupxxb — 5@2 — 6% g + OO, (2.30)

sendo A o pardmetro das curvas integrais de x*. A equagao (2.30) é conhecida como
equagao de Raychaudhuri. Como x® é um vetor de Killing, temos que o mapa f?“b se

reduz a:

Bab — C/L\}ab, (231)
e a equacgao de Raychaudhuri a:
Ropxxb = 6™ (2.32)

A forma de se prosseguir com a relagao (2.32) é utilizando o fato de que
Wap carrega em sua definicao o vetor de Killing x%, que é ortogonal ao horizonte de

eventos. Devido a tal ortogonalidade, pelo teorema de Frobenius:

PiPIP; (X Vixg) = 0
XaBy) = 0. (2.33)

Expandindo a antissimetrizacao de (2.33), temos que:

Xaébc + Xbéca + Xcéab =0. (234)

Contraindo ambos os lados de (2.34) por N, utilizando que N%x, = —1, e que na
definicao do mapa B, inclui projetores, que aplicados em N® se anulam, obtemos

diretamente que E’ab = 0. Assim, temos que:

Rapx®x® =0, (2.35)

que como foi argumentado, pela classe de equivaléncia, pode ser estendido para todo

o horizonte de eventos:
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=

RaX*x" = 0. (2.36)

2.4 \Velocidade angular

Como ¢ evidente na métrica de Kerr, o movimento de rotagdo de um corpo
também gera consequéncias gravitacionais. O fato de um buraco negro descrito por
tal métrica possuir momento angular, que privilegia uma certa direcao, faz com
que, diferentemente de Schwarzschild (J = 0), surja um termo espago-temporal na
métrica de Kerr, quebrando o carater estatico do caso sem momento angular. Como
esse termo se origina exatamente pela rotacao do buraco negro, é de se esperar que
o valor da velocidade angular possa ser extraida de alguma andlise mais minuciosa
envolvendo tal termo espago-temporal. Uma das formas de se fazer isso consiste em
analisar observadores que permanecem em repouso em relacao a superficies definidas

pela coordenada ¢ constante. A construgao dessa segdo se baseia nas referéncias [1, 2].

Essa classe de observadores, também chamados de locally non-rotational ob-
servers (LNRO)?, consiste em sistemas de referéncia que sao forgados a se movimentar
perpendicularmente aos “slices” temporais do espago-tempo. A motivacao por tras
de se estudar essa classe de observadores surge devido a sua movimentacgao: ela se da
ao longo de curvas cujo vetor tangente é V. Esse vetor tangente pode ser melhor

reescrito como:

Vit = g™ ot = g (2.37)

Para espacos estaticos, os LNRO se confundem com aqueles cuja dinamica é ditada
apenas por translagoes temporais, refletindo em um repouso no espaco tridimensional

gerado por (r,0,0).

Se analisarmos o momento angular de tais observadores, é imediato seu valor

nulo:

L, x p“, x PVt = 0. (2.38)

Apesar disso, por nao se tratar de um espaco estatico, o surgimento de termos espaco-
temporais na métrica de Kerr faz com que os LNRO sejam induzidos a se movimentar

ao longo de uma coordenada espacial, ja que tais termos espaco-temporais distinguem

I Esse nome é motivado por um resultado no contexto de congruéncias geodésicas.
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o vetor perpendicular a superficies de t constante do vetor de translacao temporal.
Como serd evidenciado ao longo da dissertagao, geodésicas nulas e temporais sao
induzidas a rotacionar com a mesma velocidade angular quando se encontram no
horizonte de eventos. Essa observacao serd utilizada para definirmos a velocidade

angular de um buraco negro de Kerr.

O parametro de tempo t escolhido como coordenada para a métrica (2.1) pode
ser interpretado como o tempo medido por um observador infinitamente distante,
onde a métrica toma a forma de Minkowski. Por conta disso, ao analisar os LNRO,

estamos analisando-os na perspectiva de alguém situado no infinito.

Como a classe de LNRO esté em repouso para superficies a t constante, temos

que sua velocidade deve ser proporcional a V%¢:

ut = OV,

correspondendo a uma movimentagao a favor do tempo. Levando em conta que a
velocidade é normalizada (u®u, = —1), temos que u® pode ser escrita como:
Vet

Ua = —ﬁ, (239)

sendo VltV,t = g®0,topt = g

Apesar dos LNRO nao possuirem momento angular, visto por observadores

no infinito, eles possuem velocidade angular diferente de zero:

g

dt gtt’
mostrando que a rotagao do buraco negro deforma o espaco-tempo de forma que
uma simples evolucao a favor do tempo induz um movimento angular, provocado

pelo termo misto da métrica.

Utilizando a relacio entre a métrica e a métrica inversa g?°gy. = 62, é possivel

reescrever a velocidade angular dos LNRO como:

dp _ o 900 _ W
u . (2.40)
dt 9o X
Como seu movimento ao longo de ¢ ¢ induzido pelo comportamento nao estatico da
métrica, a velocidade angular do buraco negro é definida como sendo igual a obtida

pelos LNRO no horizonte de eventos, medida por um observador no infinito. Assim:
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s
S
I=
|
| =

(2.41)

levando a expressao explicita:

2 a

a
2M(M+\/M2—a2) T2t

Trés importantes resultados obtidos pela definicao da velocidade angular,

Iz

Qn (2.42)

levando em conta que a simetria da métrica a torna independe de t e ¢, sdo:
€'V, £ 0, (2.432)
VOV 20, (2.43b)

AV IEL)) (2.43¢)
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3 Termodinamica de buracos negros clas-

sica

Na fisica, a termodinamica pode ser vista como a area que estuda como
configuragoes de equilibrio de sistemas se modificam e se relacionam com suas
variagoes de energia interna, temperaturas, fluxos de calor, variagoes de entropia e
trabalhos realizados. Quando analisamos buracos negros no ponto de vista classico,
¢ imediato a sua nao compatibilidade com as nogoes termodinamicas. Isso porque
como ja é conhecido da termodinamica, corpos com temperatura emitem um espectro
térmico de radiacao que caracteriza sua temperatura. Pela propria definicdo de
buracos negros, nada escapa de seu interior, de forma que a unica temperatura
fisicamente razoavel para caracteriza-lo é T' = 0, nao fazendo sentido a existéncia de

uma termodindmica real para buracos negros [4].

Entretanto, quando se analisa por meio da relatividade geral o comportamento
dos buracos negros, ¢ evidenciado que as leis que tais corpos obedecem possuem uma
estrutura analoga a termodindmica. As quatro leis obtidas nesse contexto possuem
uma analogia tao forte com a termodinamica, que é dado a elas o nome de as quatro
leis da termodinamica de buracos negros. Nesse capitulo, tais leis serdo construidas e

apresentadas.

3.1 Lei zero

A lei zero envolve a definicdo do que chamaremos de temperatura de um buraco
negro. No contexto apenas da relatividade geral, essa temperatura nao possui nenhum
apelo fisico, recebendo esse nome apenas por desempenhar um papel semelhante ao
da temperatura termodinamica na estrutura das leis da termodinamica de buracos

negros.

Termodinamicamente, a temperatura é definida como uma das grandezas
que se torna constante em um sistema que atinge o equilibrio térmico. O equilibrio
térmico consiste no equilibrio atingido por um sistema entre a energia emitida e a
absorvida. Para um buraco negro em formagao, existe um tempo no qual sua massa
demora para se rearranjar, buscando uma configuracao de equilibrio. Nesse processo,
o buraco negro emite ondas gravitacionais, perdendo energia, até atingir o limite

estacionario. Em analogia com um sistema termodinadmico, o equilibrio atingido pelo
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buraco negro ao se tornar estacionario ocorre apods cessarem os fluxos de energia,
caracterizando alguma espécie de termalizacdo. Apos atingir o estado estacionario, a
métrica relativa ao buraco negro nao dependera explicitamente do tempo, de forma

que o horizonte de eventos também se tornara estavel.

No horizonte de eventos, x*x, = 0. Assim, o médulo de x* é uma funcgao
constante no horizonte, e por consequéncia V*(x’x;) é normal a ele. Como V*(x’xs)

é normal ao horizonte, tal vetor pode ser escrito como

H

VX xb) = —26X7, (3.1)

sendo o fator de proporcionalidade —2k escolhido de forma conveniente. Desenvol-

vendo a expressdo acima, e utilizando a antissimetria de V¢x?, obtemos:

H a

YoVox® = kx“ (3.2)

A expressao acima mostra que a constante k pode ser vista como a grandeza
que quantifica o quanto as curvas geodésicas geradas por x* falham em serem
parametrizadas de forma afim. Tal constante recebe o nome de gravidade superficial,

devido a uma interpretacao fisica que sera apresentada a seguir.

E possivel isolar xk de forma a se obter sua expressao explicita na métrica de
Kerr [1, 2J:

M2—CL2
HZZM(MJr\/MQ—a?)’

assim como escrevé-lo em termos de r; e r_:

1 fry—r_
T <T3+a2> (34)

Como x“ é ortogonal ao horizonte de eventos, vale o teorema de Frobenius no

(3.3)

horizonte. Utilizando a equacao de Killing, a relacao dada pelo teorema de Frobenius

para x¢ se resume a:

H
XeVaXb = —2X[a Vi Xe- (3.5)
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3.1.1 Interpretacdo fisica de k

A constante de k recebe o nome de gravidade superficial devido a uma
interpretagao fisica no contexto de métricas estaticas [1]. Nesse sentido, a métrica

em questao sera a de Schwarzschild:

2M 2M
1= (12 e (12
T T

que corresponde a de Kerr para o caso de J = 0, implicando em x* = &%, e por

1
dr® + r?dQ?, (3.6)

consequeéncia:

vt & ke, (3.7)

De forma analoga a feita para se determinar a velocidade angular do buraco
negro, sera feito uso de uma classe de observadores para se obter informacoes a
respeito de k. Serao analisados observadores estdticos no espaco, levando em conta,
assim como no contexto da velocidade angular, que a andlise de tais observadores é
feita na perspectiva de alguém no infinito, no qual o parametro de ¢ corresponde ao

tempo medido em seu relogio.

Para sistemas de referéncia estaticos, temos que sua velocidade consiste apenas
em uma translacao temporal, podendo ser escrita em termos do vetor de Killing que

define o cardter estaciondrio da métrica:

u® = C&".

Levando em conta que a velocidade é normalizada:

w8 (3.8)

V€%
No contexto de Schwarzschild, o termo y/—&%, = /V ¢ identificado como o fator de

desvio para o vermelho [1].

Evidentemente, para manter um corpo estatico no espaco definido pela métrica
(3.6), é necessario exercer uma forga sobre ele. Tal forga gera uma aceleragdo. Levando

em conta que a aceleracio é definida como:

a

a

du®
= — = ubvbu“,
dr
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sendo 7 o tempo proprio do observador estatico, temos que:

aa — iVb < ga > |
vV WY
AV !
=y rem )
£V vV

Vv 2V5/2 7
B _év&+¢%weV@a
N vV vs/2
VY
2V

VNV
= —, (3.9)
VvV
sendo que o segundo termo da quarta linha se anula por ser a contragao de um tensor

simétrico com um antissimétrico nos indices (bc).

E possivel se obter o médulo da aceleracao tridimensional sofrida pelo ob-
servador estatico, levando em conta que ele se relaciona com o vetor aceleracao

por:

) Vo VWV
vabay, =a = .
VV

Assim, a forga necesséaria para manter um corpo de massa m estatico em Schwarzschild

(3.10)

¢ dada por:

m
F=—=\/V"WVV,VV.
v b

Temos que os vetores de Killing estao associados a grandezas conservadas
ao longo de geodésicas. Nesse contexto, a grandeza associada ao vetor de Killing

estacionario é a energia:

E = —mé&u®. (3.11)

E evidente que um observador estatico ndo segue geodésicas. Assim, a contracao
apresentada em (3.11) ndo é conservada. Entretanto, ela ainda pode ser interpretada
como energia. Mais especificamente, a expressao (3.11) pode ser interpretada como a

energia de um corpo de massa m e velocidade u* medida por algum observador no
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infinito (para tal observador, a contragao corresponde & componente temporal do
vetor momento do corpo de massa m). Se imaginarmos que o observador no infinito
torna o observador estatico como tal, através de uma corda sem massa que os liga, o
ato de recolher ou soltar a corda faz com que o observador no infinito varie a energia
associada ao corpo estatico. Para realizar essa variacao, é necessario exercer trabalho,
de forma que o trabalho realizado pelo observador do infinito ao variar o tamanho da
corda é responsavel pela variacao da energia do corpo estatico. Assim, como qualquer
energia nessa situacao, sua derivada esta relacionada ao vetor forca que o observador

no infinito exerce sobre a corda:

(F)a = V.E,
= V, (—mﬁbub) ;
= V, (—mﬁubub) ,
= mV.VV. (3.12)

Como a relagdo entre o vetor aceleracao e a aceleracao tridimensional é analoga a do

vetor forga com a forga tridimensional, temos que:

Fro = m\|VIVV VWY, (3.13)

ou seja, a forga que o observador no infinito realiza para manter o corpo de massa m
estatico é a forca que deve ser feita no referencial do corpo estatico, corrigida por
um fator de redshift:

Fp=VVEF. (3.14)

Se analisarmos melhor o valor de F, na situacao que o corpo estatico esta

logo acima do horizonte de eventos, e portanto vale a relagao (3.7), temos que:

Foo = my/&VPEEVE,,

- m favagbgcvcgb
= “—V ,

K€"
V Y
= mk, (3.15)

= m
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sendo utilizada a equacao de Killing da primeira para a segunda linha, e a equacao
(3.7), que define x, da segunda para a terceira linha. O resultado em (3.15) evidencia
o significado fisico de k, assim como justifica seu nome: k representa a forca realizada
por um observador no infinito para manter um corpo de massa unitdria estdtico no

horizonte de eventos, que equivale a aceleracdo gravitacional gerada na superficie do

buraco negro.

r— 00

Figura 10 — Ilustracdo da interpretacao fisica de k. A forca feita por um observador
infinitamente distante do buraco negro para deixar um corpo de massa
m imével no horizonte de eventos através de uma corda inextensivel e
sem massa ¢ dada pela expressao (3.15).

3.1.2 Variacao de x no horizonte de eventos

Tendo em vista que x é uma grandeza diretamente relacionada ao horizonte
de eventos, é conveniente e necessario entender como ela varia ao longo do horizonte.

A metodologia seguida nesta segao se baseia na referéncia [1].

Um procedimento padrao para quantificar a variagao de qualquer grandeza
dentro de uma regido do espaco-tempo ¢ aplicar o operador h*V, em tal grandeza,
sendo h,, a métrica restrita a tal regiao. Entretanto, como foi visto na secao 2.3.3, o
fato do horizonte de eventos ser a superficie ortogonal a x*, que ¢ um vetor nulo, faz
com que a métrica restrita ao horizonte de eventos seja degenerada (equacao (2.17)).
Consequentemente, nao existe uma nocao clara de projecao no horizonte, fazendo
com que o calculo da variacdo de xk no horizonte de eventos tenha que ser computada

de outra forma.

Para isso, é necessario procurar algum tensor nao degenerado que seja tangente

ao horizonte de eventos. Assim, a derivada covariante de x contraida com esse tensor
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retornaria alguma informacao de como tal quantidade varia ao longo do horizonte.
Serd utilizado o tensor €,.qx¢ devido as suas propriedades em relacdo as contracoes.
Como pode ser mostrado em um referencial de Minkowski local (apéndice B), a
contracdo do tensor €,.qx? com quaisquer dois vetores diferentes de y® resulta em
um vetor tangente ao horizonte de eventos. Qualquer vetor tangente ao horizonte
pode ser construido dessa forma. Assim, o operador €..qx?V® esté relacionado &
variacdo ao longo do horizonte, nos levando a agir €,;.qx?V¢ sobre k. Como a forma
de volume ¢é totalmente antissimétrica, é possivel, de forma equivalente, aplicar o
operador x4V sobre k para se obter alguma informacao sobre sua variacao ao longo

do horizonte de eventos. Aplicando tal operador em ambos os lados da equagao (3.2):

X[dvc} (’%Xa) g X[dvc} (vabXa) )

ViXaXaVeax” + X"X1aVeg VoXa,

=

KEX[dVdXa T XaXaVdk

=

XaX[aV ek VixaXaVax” — £xaVaxa + X' xaVaVaXa - (3.16)

(%) (i2) (i47)

Aplicando (3.5) em (i) e (i¢), e utilizando a relagao (3.2) em (i), temos que:

(i) = (i) = ~3wxaVaxe (317)

Quanto ao termo (i77), abrindo a antissimetrizagao e utilizando a defini¢ao do tensor

de Riemann:

coN X*XaVeVixa = X"XeVaVixa
(1it) = ;
2
b

= TX (Xdeacfo - XcRbadef) )

= —XbRba[cfXd}Xf. (3.18)

Aplicando os resultados em (3.17) e (3.18) a (3.16), temos que:

H
XaXiaVeh = =X Ryu Xa X (3.19)

A busca agora é por uma forma de reescrever o segundo lado da igualdade de
(3.19) a fim de se fatorar o termo x* em ambos os lados da igualdade, resultando

na expressao que quantifica a variagao de k ao longo do horizonte de eventos. Isso
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pode ser feito utilizando as equagoes (3.5) e (1.10), e diversos processos algébricos

que serao apresentados a seguir.

Aplicando o operador .V, em ambos os lados da equacao (3.5):

X[cVel <_2X[avb]XC> :

XieVe (XsVaXe = XaViXe) »
XoX[c Vel VaXe T VaXeX (e Ve Xo
—XaX[cVeVioXe = VixeXe Ve Xa-  (3.20)

X[cve] (XcvaXb)

II=

X[eVe] (XcVaxs)
XeX[e Ve VaXo T VaXoX(e Ve Xe

=

Aplicando agora a prépria equagao (3.5) em (3.20) nos termos em que o operador
X[cVe age diretamente em y e abrindo a antissimetrizacao dos termos em que ele

atua na derivada covariante de y:

H
—VaXoXcVidXe + XeXdVeVaXs — XeXeVdVaXs = ViXeXaVdaXe — XaXdVeViXe
+XaXevdvac + XbdeevaXc

_XbXevdvaXc - vaXchvdXe-
(3.21)

Passando o primeiro e o ultimo termo do lado direito para o lado esquerdo da

igualdade em (3.21), é possivel, juntamente com o primeiro termo do lado esquerdo

da igualdade, colocar —V ;x. em evidéncia:

—Vaxe (XeVaXs + XaVoXe — XsVaXe) s (3.22)

resultando em um termo que é identicamente nulo pelo teorema de Frobenius. Levando

isso em conta, e utilizando a equagao (1.10) em (3.21), temos que:

H
(XCXdRabef - XCXERabdf> Xf = (_XaXdecef + XaXeRbcdf + XbXdRacef - XbXeRacdf> Xf

(3.23)

Reescrevendo a expressao (3.23) em termos dos antissimetrizadores em (e, d) e (a, b),

temos que:
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H
XeRaye" Xaxs = 2Xp Rajere ' X)X - (3.24)

Contraindo os indices (c,e) em ambos os lados de (3.24), temos que para o lado

esquerdo da igualdade:

Xe R XX 19 = XX RaverXa = XeX Rapd X5 = 0, (3.25)

sendo utilizado que o tensor de Riemann ¢é antissimétrico nos dois tultimos indices, e
que no horizonte de eventos x* é um vetor nulo. Assim, a contragdo em (c, €) retorna

apenas termos oriundos do lado direito da igualdade em (3.24):

|
o

X Rajee T XX 19

=
o

X R xaxs = Xp R X X0 (3.26)
Sabendo que a contracao do segundo com o terceiro indice do tensor de Riemann

retorna o tensor de Ricci com sinal negativo, e fatorando o termo xy, temos que:

H c
X[bRa]fXd = _X[bRa]cde : (327>

Como o tensor de Riemann é simétrico no primeiro e terceiro indice, é possivel
trocar os indices (a,d) e permanecer com a antissimetrizacao em (b, a). Utilizando
isso, e o fato de que o tensor de Riemann ¢é antissimétrico nos dois primeiros indices,

podemos reescrever a equagao (3.27) como:

H c
X[bRa]fXd = Rcd[anb]X ) (328)

de forma que, a menos de uma renomeacao de indices, o termo da direita de (3.28)
¢ idéntico ao da direita de (3.19). Portanto, substituindo uma equagao na outra, e

fatorando y,:

H

XaVdr —X[dRC]fo. (3.29)

A relagao (3.29) é completamente geral, ndo tendo sido necessario a utilizagao das
equagoes de Einstein ou qualquer outro argumento fisico. Para prosseguir no caminho
de se quantificar a variacao de x ao longo do horizonte de eventos, serda necessario

introduzir argumentos fisicos. Sendo valida a equagao de Einstein:
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1
Rab — §Rgab = 87TTab, (330)

temos que:

X[dRc]fo = SWX[dTC]fo. (3.31)

A vantagem de se obter a varia¢ado de x ao longo do horizonte de eventos em
termos do tensor de energia-momento é a possibilidade de utilizacdo das condigoes
de energia. A que sera utilizada nesse contexto é condicao dominante de energia
(secao 1.5.2), que afirma que T,,x* é um vetor nulo ou tipo tempo. Aplicando as

equagoes de Einstein a (2.36), temos que:

Taox"x" £ 0, (3.32)

evidenciando que o termo T, x® é ortogonal a x’. A relacdo acima, juntamente com
a condi¢ao dominante de energia, nos leva a:
H
a
TapX™ X Xo-

Assim, o lado direito da igualdade (3.31) se anula, resultando em:

XaVar 20, (3.33)

que nos leva a lei zero da termodinamica de buracos negros:

Lei 0: Para um buraco negro estaciondrio, em um espago-tempo que respeite a
condicao dominante de energia e a equagdo de Finstein, a gravidade superficial k €

constante no horizonte de eventos.

3.2 Primeira lei

A primeira lei da termodindmica é vista como uma lei de conservagao de
energia, ja que relaciona variagoes em primeira ordem de energia e entropia com os
trabalhos exercidos no sistema termodinamico. No contexto da relatividade geral,
é sabido que massa e momento angular carregam energia. Assim, é de se esperar

que dependendo dos processos nos quais os buracos negros sejam submetidos, suas
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variagoes de momento angular estarao relacionadas com suas variacoes de massa, e
por consequéncia de seu tamanho. O que chamamos da primeira lei da termodinamica
de buracos negros consiste exatamente nessa relacao, em primeira ordem, entre os
parametros de um buraco negro. Para descrevé-la, é necessario comecar pela defini¢ao
de massa e momento angular de tais corpos. A construgao da primeira lei sera feita

seguindo as referéncias [1, 4, 6].

3.2.1 Massa

Como ¢ conhecido na mecanica, simetrias sob translagoes temporais implicam
na conservacao da energia. No contexto de relatividade geral, tal simetria é descrita
pelo vetor de Killing £&* = (0,)%, sendo a massa, pela equivaléncia entre massa e

energia, a quantidade conservada associada a tal simetria.

Essa quantidade conservada é dada pela integral de Komar (1.24) com o =
—1/8m:

M=—— Gabcdvcfd, (334)

como discutido no apéndice A.

3.2.2 Momento angular

Assim como no caso da massa, simetrias de rotacdo estao relacionadas a
conservacao do momento angular. No contexto de relatividade geral, o mesmo

resultado é obtido em termos do vetor de Killing ¢* = (9,)*.

Para o momento angular, o fator o da integral de Komar (1.24) é o = 1/16m:

1 c, d
J=1 /a VU, (3.35)

como discutido no apéndice A.

3.2.3 Primeira Lei

A busca pela primeira lei consiste em unir os resultados da massa e momento
angular obtidos. Para isso, é necessario utilizar o vetor de Killing x*, que relaciona os
outros dois estudados. Pela definicdo de x* em termos de £* e ¥®, podemos afirmar

que:
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/ Eabcdvcga = / eabcdvcxa - QH/ 6oLbcalchvz)a' (336)
o0 00 00

Duas das integrais sdo proporcionais as quantidades conservadas M e J, restando
determinar a quantidade conservada associada ao x*. Como estamos interessados
na termodindmica de buracos negros, é evidente o desejo de encontrar em (3.36) a
grandeza k, analoga a temperatura. Por conta disso, a liberdade de escolha da regiao
de integragdo 0O sera utilizada, para a integral envolvendo x*, para tomar 00 = S,
sendo . uma folha temporal do horizonte de eventos, correspondendo ao horizonte
em um instante do tempo. Realizando a integracao em ¢, é natural que apareca

no resultado, dada sua relacado com o vetor x* no horizonte de eventos.

Evidentemente, para se realizar uma integracdo em . é necesséario que tal
superficie possua uma métrica nao degenerada restrita a ela, a fim de se definir
uma forma de volume relativa a . Apesar de ter sido dito na se¢ao 2.3.3 que a
métrica restrita ao horizonte de eventos é degenerada, .7 nao possui esse problema.
Isso ocorre porque o aspecto nao degenerado da métrica em H é decorrente do
horizonte de eventos ser uma superficie nula. Da mesma forma que a utilizacao das
classes de equivaléncia nos permitiu contornar o carater degenerado da métrica no
horizonte de eventos, reduzindo a dimensao do problema de 3 para 2, a escolha de
J correspondendo a uma folha temporal do horizonte de eventos gera um efeito
analogo, quebrando o carater degenerado para .7 e tornando-a uma superficie
espacial bem comportada. Por uma questao de praticidade, serd escolhida uma folha
tal que a métrica restrita a . seja exatamente a da representante da classe de
equivaléncia descrita na se¢ao 2.3.3, dada por (2.21). E facil verificar que isso é
possivel ja que (2.21) descreve a métrica restrita a uma superficie 2-dimensional que
faz parte do horizonte de eventos por construcao, e respeita as relagoes hqp,0% = g0
e hap* = guph®, sendo 6% e 1) dois vetores tipo espaco linearmente independentes,

que por consequéncia expandem 7.

Como 7 em (2.3) corresponde a coordenada radial do horizonte de eventos,
que depende da massa e do momento angular do buraco negro, ¢ de se esperar que
variagoes dessas duas grandezas influenciem no tamanho do horizonte de eventos.
Levando em conta que . é uma superficie espacial 2-dimensional, é de se esperar
que se a integral envolvendo x* tiver relacao com o tamanho do horizonte de eventos,
serd com sua area calculada em um tempo fixado. Assim, seria conveniente que a
2-forma €, Vex® fosse traduzida em termos da 2-forma de volume ¢4, restrita a

superficie de integracgao:
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/jf €aped VX" = //ab( ), (3.37)

a fim de se obter a area de JZ como resultado imediato.

Para determinar o termo que deve estar entre parenteses do lado direito
da igualdade (3.37), utilizaremos o fato de que n-formas definidas em um espaco
n-dimensional possuem apenas um grau de liberdade [35]. Portanto, a 2-forma
€aved VEX?, Testrita a superficie de integragao, é caracterizada apenas por uma funcao,
assim como qualquer n-forma em um espaco n-dimensional. Portanto, para uma

regiao de integracao 0O qualquer, nomeando €., VEX®* = Wy, temos que:

Wab|ao = ( )€ab‘80' (338)

Para se determinar o fator de proporcionalidade entre uma n-forma e a n-forma de

volume, é comum realizar contragdes com a n-forma de volume, utilizando a relacao

[1]:

a1-A;Qj41An _ (_1\$ A\ 8%+ San
€% €ar-azbysr—by = (—1)°(n j)!]!5bj+l Oy (3.39)
com s = 1 se a regiao de integracao for uma superficie espacial, e s = —1 se for uma

superficie espago-temporal. Como as integrais em (3.36) sdo feitas em superficies
espaciais, a relagdo (3.39) serd utilizada durante a determinacao da primeira lei

sempre com s = 1.

Assim, contraindo ambos os lados da relagao (3.38) com €, utilizando (3.39)

e levando em conta que a integracao é feita em ¢, temos que:

ab
€ Wap| , = 2( )pe-
A contracao acima nos leva a igualdade:
1
acvcazi/ al efecVCd- 340
/%de X 2%&61;(6 €efed X) (3.40)

Férmulas analogas valem para os vetores de Killing £ e ¥®. Levando em conta que

realizaremos a integracao em 77, que é ortogonal aos vetores xy* e N¢, vale a relagdo:

€ab = Eabccljchd- (341)

Assim, temos que:
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/%eabcdvcxa = ; /%Eab (e ecreaVx")
= ; /f éap (Noxne /" ecea VX1
= =2 cu (Npxn 80 9°").
= -2 /ﬁ;m (Nexa Vex?) ,
= -2 /%eab (NexaVex?) ,
= 2 /Weab (Nex) ,

= —2/{/ €abs
H

= —2KA, (3.42)

sendo que da quarta para quinta linha foi utilizado o fato de que V¢x? é antissimétrico

e da quinta para a sexta a equagao (3.2).

Assim, levando em conta as defini¢oes de massa (3.34) e momento angular

(3.35), a equagao (3.36) fornece a relagao:

—8mM = —2rkA — 167y J,

que pode ser reescrita como:

A
M =" 00, (3.43)
4m
A expressao acima nos permite, em conjunto com (2.42) e (3.3), obter a expressao

explicita da area do horizonte de eventos de um buraco negro de Kerr:

A=87M (M+ VM= a?). (3.44)

O que chamamos de primeira lei da termodinamica de buracos negros consiste
na expressao que relaciona as variagoes, em primeira ordem, da massa e do momento
angular de um buraco negro com as da area do horizonte de eventos para duas
configuragoes de buracos negros ligeiramente distintas. Pela expressao (3.43) temos

que:

A
SM = 6 A+ =6k + 2048 + 2T6;. (3.45)
47 47
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Vé-se que é necessario obter alguma relacao entre as variagoes de k e Qg para que a

expressao (3.45) seja escrita em termos apenas das variagoes de A e J.

3.2.4 Variacdo de k em processos

O procedimento a seguir consistird em avaliar a variagao de x para duas
configuracoes ligeiramente distintas de buracos negros de Kerr. Tais configuracoes
podem diferir de diversas maneiras possiveis. Como o objetivo final é transformar
(3.45) em uma relagao entre M, dA e 6.J, essa arbitrariedade na variagao entre as
duas solugoes de Kerr sera utilizada de forma a posi¢ao do horizonte de eventos e os

vetores de Killing £ e 1% nao variarem. Assim!:

3¢ =0, (3.46a)
Yt =0, (3.46b)
09ab = Jap — Jab = Vab- (3.46¢)

Pela definicao de variacao, temos que:

0ba = g€ — garE® — 860 = Y€’ (3.47a)

5ha = gup?” — gt = 0a = Yap??’, (3.47b)

5" = 5(€° + Q™) = 5" = S0, (3.47¢)
0Xa = 0(€a + Qutha) = OXa = YarX" + 0. (3.47d)

Como £* e 1 sao isometrias de ambas as métricas g, e ¢, suas derivadas

de Lie nessas dire¢oes devem se anular. Por consequéncia:

ff’Yab - fcvc’yab + ’chvagc + Vacvbgc — O, (348&)

'£1Z1’7ab = 7pcvc/%zb + Vcbva@DC + 'Yacvbd}c = 0. (348b)

Devido a grande quantidade de igualdades no horizonte de eventos nesta segdo, todas as
igualdades sao avaliadas nele.

1
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Contraindo os fndices (a,b) com g%, dois dos trés termos da expansao da derivada de
Lie serao nulos por se tratar de um tensor simétrico contraido com um antissimétrico.

Por consequéncia:

EVey =0, (3.49a)
WV oy = 0, (3.49b)
XVey =0, (3.49c¢)

sendo v o trago de 7u, € (3.49¢c) obtida por uma combinagao linear de (3.49a) e
(3.49D).

Para calcular a variagdo de x, é importante ter em maos certas propriedades
obedecidas pelas variagoes de outras grandezas definidas no espago-tempo. A primeira

delas é:

X*VadQy =0, (3.50a)
§'V,0Qpy =0, (3.50b)
YV 00 = 0, (3.50¢)

que pode ser obtido pelas relagoes (2.43) e (3.47). A segunda é que como ambas
as métricas gq, € ¢, descrevem buracos negros, os vetores de Killing associados a
elas, assim como o vetor N, possuem as mesmas propriedades com relacao as suas
métricas, em particular a de contracao entre eles. Como todas essas contragoes sao

constantes, temos que:

d(xaf") =0 = §"0xa=0, (3.51a)
dxa¥") =0 =  Px, =0, (3.51b)
d(xaN)=0 = N%xs= —XaON", (3.51c)

sendo utilizado também as relagoes de (3.46). A partir de (3.51a) (3.51b) e levando
em conta que 6% e os vetores de Killing continuam ortogonais em relagao a g.,, dado

que a posicao do horizonte de eventos é a mesma em ambas as configuracoes:
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0°6xq = 0, (3.52)

obtemos a proporcionalidade entre dx, e Xq:

0Xa = OXas (3.53)

que pode ser justificada com a constru¢ao de um referencial de Minkowski local
(apéndice B). A nao alteracdo da posicao do horizonte de eventos também implica

que « é constante ao longo das dérbitas de x* [4], ou seja:

X*Vaa = 0. (3.54)

E a terceira:

£X5Xa =0 — vab((SXa) = 5vabXa7 (355)

que pode ser verificada facilmente pelas relagoes (3.53) e (3.54).
Contraindo a expressao (3.1) por N,, temos uma forma explicita para x:
PN (x"xs) (3.56)
5 a . .

Assim, a variacdo de k para as duas configuragoes infinitesimalmente proximas gq, e

/ Z.
Gap €

26k = N°Vad (X"xs) + IN"Va (x"x0)
= N°, (5Xbxb + Xbéxb) + 20NV . xo, (3.57)
(0 (&)

sendo que na primeira linha de (3.57) foi comutada a variagdo com a derivada
covariante para o primeiro termo por atuarem em um escalar. Expandindo o termo

(1), e utilizando a equacao de Killing, temos:

(i) = N°0X"Vaxs + N*xuVa (6;8’) — N\, VX0 + Nx*V, (6x3)). (3.58)
(ii4) (i)
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Somando e subtraindo o termo N°x*V, (dx3) a (iv), temos:

(iv) = —=NxsV’Xa — N'X“Va (6x5) + N*X*V (6x3) + N*X"Va (0x5) ,
= —NxV"Xa = N* (0xa) Vx5 + Va (6%0) (V%" + N*X°),
= 2N (6xs) VX" + Va (0xs) (N*x" + N"X") , (3.59)

sendo utilizada a relagdo (3.55) da primeira para a segunda linha, e a equagao de

Killing da segunda para a terceira linha.

Trabalhando com o termo (i44):

(iii) = N6X"Vaxs + NxsVa (6x") .
= N*Qu"Vaxs + N Va (6Qu9")
= N“6Qux"Vathy + N xot"VadQpy + Nxp0Q25 Vit
= 2N%0Qu Vo', (3.60)

sendo utilizado (3.47¢) da primeira para a segunda linha, (2.15b) da segunda para a

terceira linha, e a ortogonalidade entre x® e 1)* da terceira para a quarta linha.

Unindo os termos desenvolvidos separadamente, obtemos:

1
0 = 5Va (0x0) (NX" + N'x") + NxudQ Vet + N (0xs) Vax” + 0N 10V
®)

(3.61)

Com (3.51c), (3.53), e com a defini¢ao de &, é de imediato que o termos (v) é nulo.

Portanto:

1
ok = 5V (9xs) (N"X" + N'X*) + Nxp0Qs Vot (3.62)
O termo (N “W®+ N bx“) pode ser reescrito como a diferenca entre a métrica inversa

h | representante da classe de equivaléncia descrita na secdo 2.3.3, e a métrica inversa

g do espago-tempo. Contraindo h* com V, (dys) e levando em conta (3.53):

hv, (0xp) = h®x Ve + ah®V 4 X, (3.63)
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que é nulo pela definicao de hg, e pela equacao de Killing. Assim, a variacdo de k

toma a forma:

1
0k =—5V* (6xa) + Nx50Q5 V1. (3.64)

Integrando ambos os lados em relagao a forma de volume €. restrita a ¢,

temos que:

1
orA =~ /jf V* (6Xa) €ca+ 0 /jf NX"Vtpéca - (3.65)

(vi) (vii)
Pelo mesmo argumento que levou a equagao (3.38), temos que a 2-forma presente no

termo (vii) é proporcional & 2-forma €45, V) na superficie de integracao:

NX'Vatweea| , = (Jeeaa VY|, (3.66)
Contraindo ambos os lados com €, e utilizando as relagoes (3.39) e (3.41):
eINXV athyeca w ()€Cd€cdabv ok 2
INXN'Vath| . = ()™ Noxpeaaan V0|,
AN X'Vat| , = () [axb]vwb]%
1
= Ol (3.67)
A

Com o fator de proporcionalidade encontrado, podemos reescrever o termo (vii) em
(3.65) de forma que ele se assemelhe mais a (3.35), que define o momento angular do

buraco negro. Assim:

50
(vid) = _TH . €eda VU = —87J5Q. (3.68)

E conveniente escrever o termo (vi) de (3.65) em termos da perturbacio da
métrica, utilizando a equagao (3.47d):

(vi) = —; /%, eV (YarX") (3.69)

sendo que a derivada covariante aplicada ao termo proporcional a 6Qy de dx, se

anula pela equacao de Killing e pela propriedade (3.50). Pela propriedade g;.g"* = ¢,
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obtemos que ¥% = g% — ¢’  de forma que ao levantar os indices da perturbacdo,
seu sinal deve ser alterado. Levando isso em conta, e aplicando a regra do produto,

temos que (3.65) adquire a forma:

/f eoaxsVay™ = 20k A + 167.J6Q. (3.70)

A ideia de se quantificar a variagdo de k para duas configuragoes infinitesimal-
mente proximas de buracos negros era para, em conjunto com (3.45), descrever uma
relacao entre M, A e §.J. Nao é imediato, no entanto, como relacionar a integral
envolvendo a perturbagdo da métrica (3.70) com as propriedades globais do buraco
negro pelo nosso formalismo desenvolvido até o momento. Assim, a resolugao da

integral em (3.70) deve partir de outro lugar.

Para resolver esse problema, consideramos primeiro uma questao analoga
no caso mais simples da métrica de Minkowski. Seguindo o caminho da referéncia
[6], é possivel mostrar que, dado uma métrica g., o trago da equacao de Einstein
linearizada para r — oo retorna um valor de Ty que, integrado no espaco e utilizando

o teorema de Gauss, fornece:

12 ij i 3
M=—3 /S(a]ﬂ —0'8) rid’, (3.71)

,j=1

sendo S uma superficie com r e ¢ fixos no limite r — 00, Bup = Gap — Nap € B 0 traco

de Bab‘

Considerando que a métrica de Kerr é assintoticamente plana, é possivel
utilizar (3.71) nas regides espacialmente distantes do buraco negro. A equagao (3.71)

pode ser escrita de maneira covariante como:

1
M= /5 (V% — VEB) Fetap. (3.72)

Com a expressao acima, é possivel calcular 0 M a partir da subtracao de M’ para
)
gl € M para g.. Nesse processo, os fatores de 14, vindos de !, e 54, se anulam,

resultando em:

1
SM = — /S (Ve — V) Tetap. (3.73)

8T
Apesar da integral (3.73) se assemelhar & de (3.70), as integrais sao feitas
em superficies diferentes. Assim, é conveniente encontrar alguma integral que nao

dependa da superficie de integragao, e que se reduza a (3.70) se calculada no horizonte
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de eventos, e a (3.73) se calculada em S. E possivel mostrar [1] que uma integral que

cumpre esse papel é:

/Seabcdgd (ve,yce - VC/V) = /;f €abcd€d (Vﬂce - VC,Y) . (374)

Para encontrar a relagao entre a integral (3.74) no horizonte de eventos e

(3.73), utilizamos a proporcionalidade entre as 2-formas na superficie de integragao:

eaXeVerly = (eaeal® (Vey™ — V) R
R AY = ()e abngfXgEabcdfd (Ver* =V9)|
2%V e = —40)50GNpxE! ( “—VY)|,
XeVer“le = —20)Nexq Sd( - VCW)‘%,
XeVer“ly = 20)xe (Ve ’7)|jfa
XeVer ey = —20)Nexad (Ve’y“ -V,
XeVer“le = 200X (Vey™ = V)4,
3= Ol (3.75)

sendo utilizado €, = €aea N XY, (2.20) e (3.49).

Para a relagao entre a integral (3.74) em S e expressao (3.73), utilizamos o

mesmo procedimento:

(Vefyce - Vc’y) Tc€ab|5 = ( )Eabcdgd (Ve’yce — VC’Y) S’
Eab (Ve’)’ce - Vc’}/) T'c€ab g = ( )eabfgrfggeabcdgd (Vﬂce - VC’)’)‘S 3

2(Vey =V rels = —40)8L05m6,8" (Ver™ = V) .
(Voy =V rels = =20)rea” (Ver™ = Vo),
(Ver =V rels = =20)re (Ver™ = V9)ls,
5l = O, (3.76)

sendo utilizado €, = €qpearE?, € que €% é normalizado no infinito. Assim, relacionando

o lado esquerdo da igualdade de (3.70) a expressao (3.73), via (3.74), temos:

/}f oy Vay™ = —876 M, (3.77)
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resultando na relacao para a variagao de k:

oM = —£5l€ — 27 Jo0y. (3.78)
47

Somando as expressoes (3.45) e (3.78), obtemos a primeira lei da termodina-

mica de buracos negros:

12 Lei: Para um buraco negro estaciondrio, variagoes em primeira ordem de energia,

area do horizonte de eventos e momento angular sdo descritas por:

SM = SLSA + Qo (3.79)
T

3.3 Segunda lei

A segunda lei da termodinamica, que define a entropia, atua como uma lei que
limita a reversibilidade de processos fisicos. Assim como em sistemas termodinamicos,
a fisica dos buracos negros também apresenta processos irreversiveis, como o que
serd apresentado a seguir, sugerindo a possibilidade de existir uma entropia para

buracos negros:

Teorema 4. Seja (M, g.) um espago-tempo SAP, e 31 e Yo duas superficies de
Cauchy para V com 3y C I7(%y). Seja By uma componente conera nao vazia
de BN Yy, ou seja, um buraco negro no tempo constante que define 1. Entao,

JH(PB) N2y #£ 0 e estd contida em uma inica componente conexa de B N X,.

Prova: Como X; é uma superficie de Cauchy, entdo J™ (%) N Xy # 0, j4 que
I*t(X;) C 5. Suponha que J* (%) N 3y ndo é conexo. Entao, existem dois abertos
disjuntos U e U’ em X, tais que UNJH (%) #0, U'NJT(B1) #0,e (UUU') D
(JH(H1)NEs). Além disso, NI (U) £ 0, NI (U') #0,e B, C I-(U)UI~(U').
Entretanto, como o interior do cone de luz em um ponto p é conexo, se p € %y, tal
ponto nao pode morar simultaneamente em [~ (U) e I~ (U’), ja que isso dividiria
geodésicas tipo tempo partindo de p naquelas que intersectam U e U’, dividindo os
vetores tipo tempo em abertos disjuntos nao vazios, contrariando o fato de que o
interior do cone de luz futuro é conexo. Assim, I~ (U) N3y e I~ (U')NE; devem ser
abertos disjuntos de ¥, de forma que sua unidao forme #; contradizendo a hipdtese

de que A é conexo. [
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O resultado do teorema 4 pode ser entendido como afirmando que um buraco negro
nao pode desaparecer ou se dividir em dois ou mais buracos negros com o passar do
tempo.

A primeira lei da termodindmica de buracos negros sugere que a area do

K
8T

papel de T'9.S. Para analisar o comportamento da area do horizonte de eventos,

buraco negro estd relacionada a sua entropia, visto que o termo £dA cumpre o
podemos estudar o comportamento da congruéncia geodésica que o gera. O escalar
de expansao O, definido em (2.29), em particular, é diretamente relacionado ao
afastamento das geodésicas nulas da congruéncia que forma o horizonte de eventos, e
portanto relacionado a sua area. Alguns resultados importantes que relacionam ©
ao comportamento de congruéncias geodésicas dizem respeito ao que chamamos de

pontos conjugados.

3.3.1 Pontos conjugados

O escalar de expansao O esté relacionado ao comportamento dos vetores n?
ortogonais as curvas integrais de y®. Para uma congruéncia geodésica, temos duas
opgoes: ou as geodésicas se intersectam em algum ponto, ou nao se intersectam. A
existéncia de um ponto pertencente a mais de uma curva geodésica esta diretamente
relacionada ao comportamento de 72, e portanto também ao de ©. Caso exista
tal ponto, e as geodésicas que passam por ele tenham origem de uma superficie 3,
partindo dela ortogonalmente, dizemos que p é um ponto conjugado a ¥. E possivel
mostrar [1], utilizando a equagao de desvio geodésico e a mesma técnica de classe
de equivaléncias, por estarmos tratando de geodésicas nulas, que a existéncia de
um ponto p € y(A) conjugado a X, sendo v(\) uma geodésica que passa por p e
parametrizada por A, com p = (o), ocorre se, e somente se, @ — —oo quando
A — Agp.

Como foi mostrado em [1], a existéncia de pontos conjugados pode ser in-
ferida pelas condigoes de energia no espaco-tempo, assim como pelos valores de ©
em determinados pontos de alguma curva geodésica vy(A). Um dos resultados é a

proposicao a seguir:

Proposigao 1. Seja (M, guy) um espago-tempo que satisfaca Rapk®k® > 0 para todo
k* tipo luz. Seja S uma subvariedade em M de dimensao 2, tipo espago, suave, cuja
expansao © € negativa para geodésicas nulas em q € S. Entdo, existe um ponto
conjugado a S ao longo de uma geodésica nula p(\) partindo de q, para m parametro
afim finito.
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Resultados semelhantes a proposicao 1 nao sao obtidos para © nao negativos,
mostrando que as condigoes de energia atuam como um sistema de feedback positivo
para o aumento da negatividade do escalar de expansao. Entretanto, assim como
a existéncia de pontos conjugados pode ser inferida por certas condi¢oes, 0 mesmo
pode ser feito no que diz respeito a auséncia deles. Como exemplos, temos o teorema

a seguir:

Teorema 5. Seja (M, gqp) um espago-tempo globalmente hiperbdlico e K uma subva-
riedade de dimensao 2 em M, compacta e orientavel. Entao, todo ponto p € j+(K)
mora em alguma geodésica nula direcionada para o futuro partindo de K que é

ortogonal a K, e ndao existem pontos conjugados a K entre K e p.

De forma geral, os teoremas que indicam a existéncia de pontos conjugados utilizam
como hipétese os valores de © [1]. Entretanto, o teorema 5, que diz respeito a nao
existéncia de pontos conjugados, independe dos valores de ©. Isso sugere a existéncia
de alguma restricao quanto aos valores de © possiveis, refletindo em uma restricao a

area do horizonte de eventos.

3.3.2 Segunda lei

Para uma superficie de Cauchy 3, obtida como uma folha para um valor
contante da coordenada temporal, a regiao s = H N ¥, pode ser vista como
o horizonte de eventos naquele instante de tempo. Tal regiao corresponde a uma
superficie de dimensao 2, tipo espago, compacta, suave e orientével [1], se enquadrando

nas premissas da proposicao 1 e do teorema 5.

Suponha que © < 0 para um ponto p € ] em um espaco SAP com a
condicao R.k?k® > 0 para todo k® nulo. Por continuidade, é possivel deformar %
em uma superficie 7 que intersecte J~ (7 1), ainda com a condigio de que © < 0
para tal regiao. Como existe uma regiao de 7 fora do horizonte de eventos, existe
um g € I tal que ¢ € JT(J). Nesse momento, jé é possivel perceber que as
condigbes obedecidas por ¢ cumprem a proposi¢ao 1 e o teorema 5. Pela proposigao
1, o valor negativo de ® em p, juntamente com a condicao de energia, evidenciam
a existéncia de um ponto conjugado a ¢ anterior a ¢; enquanto pelo teorema 5,
como q € JT(4), ndo podem haver pontos conjugados a .7 anteriores a q. A
conclusao portanto, é que © deve ser exclusivamente nao negativo para um buraco

negro, levando a lei das areas enunciada por Hawking;:

Teorema 6. (Lei das dreas - Hawking) Seja (M, g,) um espago-tempo SAP

satisfazendo a condi¢io dominante de energia. Sejam ¥y e Yo duas superficies de
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Cauchy para V. com Xy C JT(X1) e = HNYy, S5 = HNXy, sendo H o horizonte

de eventos. Entao, a drea de 75 é maior ou igual a drea de F€.

A lei das areas impde uma restricao direta para a grandeza que aparece
na primeira lei da termodindamica de buracos negros como analogo ao termo de
entropia. Portanto, o teorema 6, pode ser simplificadamente escrito em termos do

que chamamos da segunda lei da termodinamica de buracos negros:

22 Lei: Para quaisquer processos fisicos, temos que a drea A do horizonte de eventos

de um buraco negro obedece a relacao:

§A > 0. (3.80)

E importante notar que o teorema 6 leva em conta somente caracteristicas
que envolvem a estrutura causal do espaco-tempo, nao importando se os buracos
negros sao estacionarios ou nao. Inclusive, levando em conta o resultado (3.42), a area
do horizonte de eventos é uma grandeza conservada para os estados estacionarios.
Portanto, para tais estados, 0A = 0, de forma que o aumento da area do horizonte

de eventos é provocado por processos nao estacionarios.

3.4 Terceira lei

O contexto da termodindmica de buracos negros tem como premissa os estados
estacionarios de tais corpos, descritos pela métrica de Kerr. Algo que nao pode deixar
de ser notado é que para desenvolver os procedimentos que culminaram na lei zero e
nas duas primeiras leis, mais do que somente a métrica de Kerr foi assumido. Nas
trés leis descritas também foram assumidas condigoes de energia e a condicao de
que os espacos-tempos sao SAP, sendo valida a conjectura de censura cosmica, que

proibe a existéncia de singularidades nuas.

Entretanto, a métrica de Kerr admite solugdes com singularidades nuas. Além
disso, é possivel modificar os parametros M e J de um buraco negro incorporando a
eles outros corpos que possuam massa e momento angular. Assim, a pergunta que
surge naturalmente é: podem existir processos que produzam singularidades nuas a
partir de buracos negros? Ou de forma analoga: é consistente assumir a conjectura

de censura césmica?

Buracos negros respeitam a desigualdade:
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M? > J, (3.81)

de forma que para migrar de um buraco negro para uma singularidade nua é
necessario mudar o sinal da desigualdade (3.81), passando portanto pela situagao
extrema M? = J. Em termos das grandezas definidas para a termodindmica de
buracos negros, migrar para uma singularidade nua implica em passar por k = 0,

como pode ser verificado por (3.3) e (2.2a).

Para se verificar a consisténcia de se adotar a conjectura de censura cosmica,
mostraremos em um exemplo tipico que nao é possivel inverter o sinal da desigualdade
(3.81). Para isso, é necesséario entender como é o movimento descrito por um corpo
com momento angular, tendo em vista que sua presenca altera a trajetéria em relacao

as geodésicas. O tratamento a seguir se baseia na referéncia [10].

3.4.1 Movimento de corpos com momento angular

Na mecanica newtoniana, a trajetéria de um corpo extenso ¢ descrita em
termos do seu centro de massa. No contexto da relatividade geral, o centro de
massa ¢ dependente do referencial, como pode ser ilustrado ao analisar um disco
homogéneo em rotacao. No referencial de repouso de seu centro, o centro de massa é
evidentemente o centro do disco. Entretanto, para referenciais que se movimentam em
relacdo a ele e paralelamente ao plano de rotacao, verifica-se velocidades diferentes
em cada ponto da extremidade do disco. Isso faz com que o fator de compressao de
Lorentz dependa da regiao do disco de forma nao radial, deformando-o e modificando
a posicao de seu centro de massa. Por esse motivo, é necessario definir de maneira

covariante uma forma de se descrever o movimento de um corpo nao pontual.

Uma maneira de se fazer isso é definindo primeiro o vetor momento. Seja 7%
o tensor de energia-momento de um corpo de massa m que descreve um movimento

no espaco. No contexto da relatividade restrita, o vetor momento é definido como:

pe = / T, ds, (3.82)

sendo n’ um vetor unitério tipo tempo ortogonal ao elemento de superficie d®z, e
o um slice espacial. Assim, P* é o vetor de momento no instante de tempo que
define a folha espacial o. No contexto da relatividade especial, existem referenciais
preferidos, que correspondem aqueles em que a métrica toma a forma de Minkowski,
excluindo a ambiguidade na escolha das folhas espaciais o. Entretanto, o mesmo nao

ocorre para a relatividade geral, de forma que é necessario especificar a superficie de
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integracao. Uma maneira analoga de se definir o momento P* de um corpo extenso
na relatividade geral consiste em primeiro definir um vetor momento para cada ponto

x e para cada escolha de superficie de integracao.

Para cada ponto x, é possivel escolher, de forma nao tnica, um vetor temporal
n. O vetor momento no ponto x é definido, para uma escolha do vetor temporal n,

CO1mo:

P4 (z,n) = /E - T%®epne, (3.83)

sendo ¥ (z,n) a superficie espacial gerada pelas geodésicas espaciais em z e ortogonais
a n. A expressao em (3.83) pode ser vista como o momento do corpo em questao
analisado por um observador em x que se move em uma trajetoria com vetor tangente
n. E possivel mostrar [13] que para cada ponto z, existe apenas uma unica escolha

de n, que sera chamada de u, tal que:

ul*PY (2, u) =0, (3.84)

Para esse vetor u, teremos como notagao P®(z) = P®(z,u). Agora, definimos o

chamado tensor de spin de um corpo no ponto z:

S*(x) =2 /E U )T € e s (y), (3.85)

sendo €.4ef(y) a 4-forma de volume, indicando que a integracao sera feita em y.

Pode-se mostrar que hd uma tnica trajetéria z(7) tal que [13]:

P,(2)S"(z) = 0. (3.86)

Para a trajetéria z(7), damos o nome de a trajetdria do centro de massa. Da mesma
forma que na mecénica newtoniana a descricao da dindmica de um corpo extenso é
em termos do centro de massa, na relatividade geral a descrigao é feita para z(7) [10].
Passando a escrever P = P%(z(1)) e S% = S%(2(7)), sendo 7 o tempo préprio do

corpo a ser analisado, temos que as equagoes que descrevem sua dindmica sao [10]:

apPe 1

dT == _iRadez’:bSCd’ (387&)
ab

57 _ pesh _ phe, (3.87b)

dr
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sendo o ponto derivada com respeito a 7. Contraindo (3.87b) com Sy, e utilizando

(3.86), concluimos que S%S,;, ¢ uma constante de movimento. Sendo:

1
S? = §S“b5ab, (3.88)

temos que S é interpretado como o médulo do momento angular do corpo em rotagao.

Na auséncia de rotacio (S = 0), é visivel que as equagoes (3.87) se reduzem

a0 movimento em geodésicas:

dp*®
— =3V, P* = 0. (3.89)
dr

3.4.2 Queda de corpos em um buraco negro

Dadas as equagoes (3.87), que descrevem a dindmica de corpos com momento
angular no espago-tempo, é possivel avaliar a possibilidade de se inverter a desi-
gualdade (3.81) introduzindo corpos de massa m e momento angular j nos buracos

negros, transformando-os em uma singularidades nuas.

O modelo proposto é discutido na referéncia [11]. O corpo a ser introduzido
no buraco negro realizara seu movimento de forma radial, sobre o eixo de rotacao do
buraco negro, de forma que o momento angular de ambos sejam paralelos. Assim,
para tal movimento, # = 0 ou 7. Por simplicidade, também sera considerado que
os parametros do corpo sao muito menores que os parametros do buraco negro, a
fim de se desprezar efeitos de back-reaction. Apesar de restrito, tal modelo possui a
fisica necessaria para tirarmos as conclusoes devidas, além de possuir contas menos
extensas. Estudos mais recentes [12] realizaram os calculos para corpos em queda de
forma mais geral, e chegam as mesmas conclusdes do modelo mais simples que serd
reproduzido adiante, se adotada a condicao de energia dominante para tensores de

energia-momento nao eletromagnéticos.

Para transformar um buraco negro em uma singularidade nua, deixando
cair sobre ele um corpo de massa m e momento angular j, é necessario que exista
uma relagao especifica entre m e j. E possivel fazer tal processo de duas maneiras:
introduzindo no buraco negro um corpo com relagoes entre m e j suficientes para
transformé-lo por um tnico processo em uma singularidade nua; ou jogando, de
forma sucessiva, corpos que fagam a transicao passar por x = (0. Para ambas as

situagoes temos conservacao de energia e de momento angular:
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Jr = Ma + j, (3.90a)

My = M +m. (3.90D)

Para a transicao de um buraco negro de x > 0 para k = 0, temos que:
Condigao inicial : M > a (3.91a)

Condicao final : M7 = Ma + j (3.91b)

de forma que:

(M +m)? = Ma+j,
M? +2Mm < (M +m)? = Ma + j,
Ma +2Mm < M?*+2Mm < Ma + 7,
J

— 3.92
m < Wi ( )

Para a transicao de um buraco negro para uma singularidade nua, temos que:
Condicao inicial : M > a, (3.93a)

Condicdo final : M7 < Ma + 7, (3.93b)

de forma que:

(M +m)* < Ma+ j,
M? +2Mm < (M +m)? < Ma + j,
Ma +2Mm < M? +2Mm < Ma + j,

J
m < ——. 3.94
i (3.94)
Diferentemente do caso sem rotacao, a contracao de P* com um vetor de Kil-
ling nao indica uma quantidade conservada, ja que corpos com momento angular nao

descrevem seu movimento mais ao longo de geodésicas. Entretanto, a interpretagao
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das contragoes continua as mesmas, ja que para r — oo, em que a métrica é vista
como a do espago-tempo de Minkowski, P,£* = —F, por exemplo. Assim, contraindo
(3.87a) com &%, obtemos:

dE 1
—E - _iguRﬂyapzl’SO’P_ (395)

Calculando os termos do tensor de curvatura que influenciam na expressao (3.95),

temos que [11]:

dE 2Maj(3r? — a®) dr

—— = . 3.96
dr (r24+a?)?® dr (3.96)

Integrando ambos os lados de » — 0o a um r qualquer:

2Majr
—F=- —_ 3.97
mE (r2 4 a?)? (397)
Como o movimento se d4 apenas radialmente:

—m® = g" PP, =g"E* + ¢g" P, (3.98)

de forma que, substituindo os valores da métrica inversa, de E calculado em (3.97),

e usando que P" = mdr/dr:

1 (r? + a?) <2Marj _1>2+ (r? + a2) (dr)Z'

2+ a2 — 2Mr \m(r? + a2)? 2+ a2 — 2Mr \ dr

Rearranjando de forma adequada os termos, temos que:

2 2 o . 2
(dr) _ r'+a 2M7’+< 2Marj )2_1> . (3.99)

dr r2 + a2 m(r? + a?

Como o termo do lado esquerdo da igualdade (3.99) é estritamente positivo,
temos que o termo entre parénteses do lado direito da igualdade nao pode ser nulo
para que a equacao tenha solucao real. Além disso, para r — 00, o termo entre
parénteses tende a (—1). Assim, a solugao fisica para a equagao (3.99) é condicionada

a:

2Marj

T e (3.100)

m >
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A desigualdade (3.100), que é equivalente a exigir que o termo entre parénteses
do lado direito da equagao (3.99) nao se anule, faz com que exista algum r = rg
de forma que dr/dr = 0. Esse resultado pode ser entendido como um ponto de
retorno na trajetoria r(7) do corpo que cai sobre o buraco negro. Assim, se fixamos
r = ry, que corresponde ao horizonte de eventos, obtemos uma relagao que deve
ser obedecida por m e j para que a particula entre no buraco negro. Utilizando a

expressao (2.3) de r,, temos que:

2Mar. g a J
2+ a2 = s oM
ryTa (M + /(M? — a?)

m > (3.101)

Como o termo que acompanha 37 na desigualdade (3.101) é sempre maior ou igual

a 1, obtemos:

J
m > YR (3.102)
O resultado acima, comparado aos obtidos em (3.92) e (3.94), evidencia que corpos
com massa e momento angular suficientes para transformar um buraco negro em uma
singularidade nua, ou para levar k = 0, recebem uma forca, devido a sua rotagao,
suficiente para nao conseguir entrar no buraco negro. Assim, para um espago-tempo
contendo um buraco negro estacionario em rotacao, a adogao da conjectura de censura
césmica se mostra consistente. Como sera apresentado a seguir, essa conclusdo pode

ser vista como uma relagao andloga a terceira lei da termodinamica.

3.4.3 Terceira lei da termodinamica

A terceira lei possui mais de uma forma de ser enunciada. Entretanto, todas
elas estao associadas ao comportamento do sistema no limite de T — 0. Uma das

formas tradicionais de se enunciar a terceira lei da termodinamica é:

-Terceira lei da termodindmica: Nao é possivel atingir T = 0 por processos

fisicos finitos.

No contexto de buracos negros, a formulacao da terceira lei da termodinamica
acima corresponde exatamente a consisténcia da adogao da conjectura de censura

césmica. Assim, definimos como a terceira lei da termodindmica de buracos negros:

32 Lei: Nao ¢é possivel atingir k = 0 por processos fisicos finitos.



84

4 Gravitacao semiclassica

A descricao de buracos negros feita até o momento consistiu na analise de tais
corpos utilizando somente a relatividade geral, que é o contexto no qual os buracos
negros sao definidos. A introducao de outros campos classicos no espaco-tempo, como
por exemplo o campo eletromagnético, pode ser feita sem grandes problemas [2].
Entretanto, a natureza também apresenta a existéncia de campos quanticos que,
apesar de apresentarem caracteristicas totalmente distintas dos campos classicos
(como por exemplo a existéncia de energia negativa e flutuagoes de vacuo), carregam
energia, e portanto resultam em solugdes diferentes para o espago-tempo em relagao

aquelas obtidas quando sao considerados apenas campos classicos.

Nao foi formulada, até o momento, uma descri¢cao unificada de relatividade
geral e mecanica quantica. Dessa forma, uma descricdo completa do problema de
buracos negros levando em conta efeitos quanticos, que deveria ser feita com uma
teoria mais geral que abarcasse a mecénica quintica e a relatividade geral (gravitagao
quantica), ainda nao é possivel. Entretanto, é possivel considerar efeitos quanticos
em um problema tipicamente gravitacional através do que chamamos de gravitagdao
semiclassica. Uma das maneiras de realizar isso, que sera explorada nas proximas
secoes, consiste em levarmos em conta que os campos quanticos estao imersos nao
no espago de Minkowski, como é feito na teoria quantica de campos, mas sim em
um espaco-tempo curvo. Evidentemente a mudanca de geometria de fundo interfere
no comportamento dos campos quanticos, devido a sua interacdo com o campo
gravitacional, resultando em alguns fendmenos nao observados em um espago plano.
Um desses fendmenos mais conhecidos é a emissao da radiacdo Hawking, que sera

tratada mais adiante.

Para explorar efeitos conjuntos de relatividade geral e mecanica quantica pelo
método proposto, revisaremos primeiramente as nogoes basicas da teoria quantica

de campos, e entao as adaptaremos ao caso de um espago-tempo curvo.

4.1 Segunda quantizacao

A segunda quantizagao consiste em um dos procedimentos padroes para se
quantizar campos fisicos descritos pelo formalismo hamiltoniano, via teoria classica
de campos. Levando em conta que mais adiante introduziremos campos quanticos

no espaco-tempo, que é descrito pela relatividade geral, é conveniente tratarmos
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de campos que se adequem aos principios da relatividade especial. O processo de
segunda quantizacao a ser apresentado nessa sec¢ao sera feito particularmente para o
campo de Klein-Gordon sem massa pela sua maior praticidade matematica, sendo
portanto o campo utilizado nas proximas se¢oes. Apesar do campo de Klein-Gordon
descrever particulas de spin nulo, outros campos quanticos na natureza, com mais
graus de liberdade e que se adequam aos principios da relatividade especial, respeitam
a equagao de Klein-Gordon em cada uma de suas componentes [20]. Assim, com
os devidos cuidados, é possivel generalizar os resultados obtidos com o campo de
Klein-Gordon para outros campos. Por praticidade, Klein-Gordon sera abreviado

para KG. A metodologia utilizada nessa se¢ao seguiré a referéncia [19].

O campo de KG sem massa ®(z) é um campo classico descrito pela densidade

lagrangiana:

(gz—é@¢W¢, (4.1)

sendo a agao definida por:

S = / Zd'z. (4.2)
A integragao realizada em (4.2) é feita na regiao do espago-tempo na qual o campo
descrito pela lagrangiana (4.1) é definido.

Pelo principio de Hamilton, as equacoes de movimento sao aquelas que tornam
a acdo estacionaria (S = 0). Assim, temos que o principio de Hamilton aplicado a

densidade lagrangiana (4.1) retorna:

0,0"® = 0, (4.3)

conhecida como equagao de KG para um campo de massa zero.

O momento conjugado ao campo ® ¢ dado por:

0L .
m(x) = —— = O(x), (4.4)
0P (x)
no qual o ponto representa uma derivada temporal. A densidade hamiltoniana

referente ao campo de KG de massa zero é:

H = 1d— &,
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= 3 (7(2) + (VO())°) . (4.5)

Juntamente com a descri¢cao hamiltoniana, temos as relagoes referentes aos

colchetes de Poisson envolvendo os campos ¢ e 7:
{®(Z, 1), n(F, 1)} = 0°(F — ), (4.6a)

(B(Z,1), ®(T, 1)} = {x(Z. 1), 7(F, 1)} = 0. (4.6b)

A segunda quantizacdo consiste em promover os campos classicos ®(z) e 7(x)

a operadores, e os colchetes de Poisson a comutadores:

b(z) — (), (4.7
m(x) — 7(x), (4.8
{+ = -] (4.9)

postulando as relagoes de comutacao:
(B(&, 1), #(2,1)] = i0(7 - @), (4.10a)

(1), D2, 1)] = [#(&, 1), #(2,1)] =0, (4.10Db)

assim como a evolucdo temporal de ®(z) e #(z) dada pela equacao de Heisenberg:

I
K>

¢ = —i[®(1),H], (4.11a)

—i [#(z,1), ], (4.11b)

-
I

sendo H o operador hamiltoniano do campo quantizado:

H= /d%; (7%2(91;) + (V@(x)f) . (4.12)

E f4cil mostrar que as equacgdes em (4.11) resultam que a evolugdo do campo

quantizado ®(z) é a mesma do campo classico:
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9,0"d = 0. (4.13)

A equagao de KG admite solugdes de ondas planas:

1 .
Uy = — P (4.14)
2w, (27)3

sendo w, = |p], e p* = (wp, p). Definindo o produto escalar de KG:

(fi,foa) = @'/d%[ffaoﬁ—(aoff)fﬂa
(4.15)

<>
- z/d%ffaon,

temos que as solugoes (4.14) formam um conjunto completo de solucoes da equagio

de KG com as relagoes:

(uy, up) = 6°(F = ), (4.16a)
(upup) = =0*(F = 1), (4.16D)
(up/,u;;) = 0. (4.16¢)

Em conjunto com as relagoes de comutacao (4.10), é possivel escrever as

solucoes de ® como:

d(x) = /d3p (&pup + &;u;) : (4.17)

com os operadores @, e &L obedecendo as relagoes de comutacao:

iy | = 57— 7). (4.18a)
lay, a,] = [af, al,] = 0. (4.18b)

A expansao (4.17), em conjunto com as relagoes de comutagao (4.18), nos permite

definir o estado de vacuo do campo estudado:

a,|0) = 0. (4.19)
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4.2 Campos quanticos em espacos curvos

Como ¢é de se esperar, o comportamento de campos quanticos se modifica
quando passamos do espago de Minkowski para um espaco curvo. Nesta secao
consideraremos o caso de uma geometria de fundo de Kerr, seguindo as referéncias
[16, 23]. Em seguida, estudaremos o comportamento do campo de KG sem massa na
métrica de Kerr, o que serd feito baseado nas referéncias [16, 21, 25, 26]. Discutiremos
entao a aplicacao da aproximacao da dptica geométrica, que nos permite descrever a
evolucao do campo de KG sem massa em termos de geodésicas nulas no espago-tempo,

seguindo as referéncias [37, 38].

4.2.1 Geodésicas nulas na métrica de Kerr

A determinacao das geodésicas para a métrica de Kerr através da resolucao
explicita da equacao geodésica esta longe de ser viavel. Por isso, é conveniente a
determinacao das constantes de movimento ao longo das geodésicas, a fim de se obter

a solucao das equagoes geodésicas mais facilmente.

Para a métrica de Kerr, podemos encontrar quatro constantes de movimento

ao longo de geodésicas [23]. Duas podem ser obtidas em termos dos vetores de Killing

£ ey

2Mr\ .  2aMrsin®0 .
—p, = (1= t =F 4.20
= (1-0) i 22—k, (420)
2aMrsin? 6 . 2a> M ;
Ps = _%t—i— <r2—i—a2—|—a2rsin2 9) (sin2 6)¢=Lu (4.21)

outra pode ser obtida com a conservacao do médulo do vetor momento:

2a>Mr

OMr\ ., AdaMrsin?0.. L, .
(1— 2T>t2+ : ;Sm t<b—7'"2—262—(r2+a2—|—

A sin? 9) (Sin2 6) =0

(4.22)

e outra, como mostrado por Carter em [22], pode ser obtida por meio da aplica¢ao
da teoria de Hamilton-Jacobi para o movimento de corpos na métrica de Kerr, que
retorna uma equacgao separavel para as coordenadas r e 6, sendo K¢ a constante de

separacao dada por:

2

by
[(r* +a*)E — aL.)? — ——7* = Kg, (4.23)

1
A A
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(aEsin® — L. csc)? + %20% = K. (4.24)

Rearranjando os termos das constantes de movimentos (4.20) (4.21) (4.22)
(4.23) (4.24), obtemos as equagbes que regem as geodésicas nulas na métrica de Kerr

[16] [23]:

2

2 (G) =10%+ @B - oL - KA, (1.25)
o\’

»? <d)\> = —(aEsin® — L.csch)* + K, (4.26)

» ﬂ — i{[(ﬁ + a2)2 — Aa?sin? 0)E — 2aMrL,}, (4.27)

) A
oY s —l[QME+(2—2M )L csc? 6] (4.28)
YA R '

Serdo analisadas as geodésicas nulas principais, nas quais #(\) = 6. Assim,

tratando-se de geodésicas nulas, os vetores tangentes as geodésicas serao os vetores

nulos principais, normalizados pela condi¢ao n*l, = —1:
a r2 —"_ a2 a a a a
r? + a? a A
a _ ay 7 a_ a 4.

sendo [* que aponta no sentido outgoing, e n* no sentido ingoing.

Levando em conta a proporcionalidade dos vetores nulos principais com o
vetor tangente as geodésicas, temos que a velocidade angular de sistemas que seguem
trajetérias nulas com 6(\) = 6, visto por um observador muito distante, corresponde

a:

do a
@y a (4:31)

Comparando a condigdo (4.31) com as expressoes de E e L,, temos que:

L, = aEsin’ 6. (4.32)
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Inserindo (4.32) e a condicao de que §(A\) = 6y nas equagdes que regem as geodésicas

nulas em Kerr, obtemos:

dr
— =4F 4.
0(\) = 6o, (4.34)
dt  (r* +a?)
- A b (4.35)
do a
NG (4.36)

sendo o sinal positivo em (4.33) para geodésicas outgoing, e o sinal negativo para

geodésicas ingoing.

Levando em conta o interesse em descrever as geodésicas na vizinhancga do
horizonte de eventos, ¢ conveniente introduzirmos novas coordenadas para o problema.
Como a coordenada ¢ nao se comporta bem no horizonte de eventos, definimos uma

nova coordenada angular ¢ como:

¢ = ¢ —Qut, (4.37)

correspondendo, portanto, a coordenada azimutal vista por observador distante que
gira junto com o buraco negro. Pelas expressoes (2.42), (4.27) e (4.28), é evidente

que a coordenada ¢ se comporta bem no horizonte de eventos:

do ap _a (7’2—|—a2)E’
d\ A r+a A
2, 2
Qﬁﬁg. (4.38)
ry+a

Tratando-se de geodésicas nulas, é conveniente utilizar coordenadas nulas:

u=t—r", (4.39a)

v=t+71r", (4.39b)
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sendo r* definido por:

r? + a?

dr A

dr. (4.40)

Como sera evidenciado nas proximas segoes, estaremos interessados principalmente
na solugao de u(\) para geodésicas ingoing. Assim, utilizando as equagoes (4.35),
(4.34), (4.40) e (4.39a):

du dt dr* dr
D A drav (441)
r2 —+ a?
— 9F 4.42
X (4.42)

Integrando a equagao (4.33) para geodésicas ingoing, adotando r(0) = r,

temos que:

r=ry— FE\ (4.43)

Substituindo (4.43) em (4.41), utilizando a relacdo de que ry +r_ = 2M:

du (ry — EXN)? +a?

D e T By S ) — B
(ry — EN? +a?

ANEXN—(ry — 1))

= 2

e integrando, obtemos a coordenada u(\) para geodésicas nulas ingoing:

B 1 EX 1 EX—(ry—r2)
u(A) =2EX — p In <Kl> + o In < K, ), (4.44)

sendo k a gravidade superficial, K7 e K, constantes de integracao, e & uma constante

definida por:

1 (ry—r_
a=—-|—-——]. 4.45
2 (r% + a2> (4.45)
Quando analisada a parte exterior do buraco negro, temos que a uma distancia

muito grande do horizonte de eventos:

u(A) & 2B\, (4.46)
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enquanto na vizinhanga do horizonte de eventos:

u(N) ~ —In (?) (4.47)

4.2.2 Campo escalar de massa zero na métrica de Kerr

Para analisar os efeitos da interagao entre o campo de KG sem massa com
a geometria de um buraco negro em rotacao, sera utilizado o acoplamento minimo,

que resulta na equacao:

V, VP = 0, (4.48)

generalizando o produto escalar (4.15) para:

f17f2 = 1 [ €qpe fikade_ adfik f2 )
( ) Z/ bd[ ( ) } (4.49)

= i/eabcdffade

E possivel escrever a equacio de KG sem massa em espacos curvos de forma mais
geral, introduzindo um acoplamento de campo escalar com o escalar de curvatura.
Entretanto, para os propositos deste capitulo, o termo adicional nao desempenha
efeitos adicionais [16], de forma que serd feita a opgao pelo acoplamento minimo,

devido a sua menor complexidade.

A equagao (4.48) pode ser convenientemente escrita [16] explicitamente em

termos dos componentes da métrica:

e
NS

sendo g o determinante da métrica. Aplicando a equagao (4.50) os valores referentes

O [V=99"0,®] =0, (4.50)

a métrica de Kerr expostos no apéndice A, obtemos:

{i [(r? + a*®)* — Aa®sin® 6] 0} — 0, (A9,) — !

N 09 (Sin 96@)
sin 6 (4.51)
_Asiln?e(A —a*sin® 0)0; + QAG (2 +a%) = 4] atacb} P = 0.
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Assumindo uma solucao separavel com energia positiva do tipo:

R<T) ime —iwt

temos que a equagao (4.51) se torna:

1

Vr24+a? d d R 1 1 d dsS
24 a2)? — Ad2sin2f] (—w?) o YT T a g a2 L
A )" = Aaisintf] (mw) = = l dr (Fucﬂﬂ S sinf df <Sm6de>
_ 1 42 o2 2 2£ 2 2\ _ —
ASiHQQ(A a®sin? ) (—m?) + A (7% + a*) — A] (mw) = 0,

(4.53)

sendo possivel separa-la em uma equagao dependente somente de r e outra somente

de 6. Dando o nome de A & constante de separac¢ao, temos:

1 d . dS 2 2.2 m? o
sin” 0 df (SMCm) * (A —awisint ) — — 50 ] 5 =0, (4.54)
d d R 1 2 2 2 4Mawmr R B
W[Adr<m>]+{—)\+A[w(r +a)—am} - A } 7’2+a2_0
(4.55)

A equacao angular (4.54), difere daquela que da origem aos polindémios de Legendre
devido ao termo adicional a?w?sin? §. Como no caso em que a = 0 a solucao angular
S(6)e™? corresponde aos harmonicos esféricos, a equacido (4.54) com a # 0 d4
origem a outros tipos de harmonicos, chamados harmoénicos esferoidais oblatos,
definidos como Zy,,,(0,¢) = Sx(0)e™?, sendo nao trivial a forma dos autovalores
A, com A = \(I,m,w) sendo [ e m inteiros. No caso de a = 0, A([, m,w) = (Il + 1)
[21, 24, 25, 27, 28]. Assim como os harmonicos esféricos, os harménicos esferoidais
obedecem relagoes de ortogonalidade quanto aos parametros [, m e w, de forma que

podem ser normalizados para obedecerem as relagoes:
j{ 025, (0,0, 6) Zim (@, 0, 6) = S (4.56a)

f Q2 cos? 077 (0,0, ) Zim(), 0, 6) = Co(w — ), (4.56b)

sendo C' uma constante.
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Para analisar o comportamento da equacao radial na proximidade do horizonte
de eventos, a coordenada r nao ¢é adequada, ja que em r = r, a métrica nao
estd definida, assim como a prépria equagao (4.55) apresenta problemas. Para isso,
utilizaremos a coordenada r* definida em (4.40), de forma que quando r — oo,
r* —ooer —ry, r* — —oo. Aplicando essa mudancga de coordenada a equagao

(4.55), temos:

d2
< 5t vzm> R=0 (4.57)

sendo o potencial efetivo V},,, dado por:

Vi (r) = (w __am )2 B AA B A M awmAr
m(T) = "2 1 g2 (2 + a?)? (r2 + a2)? (459)
2(r — M)Ar A? 3A2r2

(r2 +a?)3 (r2 4+ a?)3 + (r2 +a2)*

Evidentemente, as solugoes da equacao (4.57) estdo longe de serem triviais.
Entretanto, quando olhamos o comportamento assintético do potencial efetivo Vi,

para r — r. e r — 00, temos que ele adquire uma forma muito mais simples:

w?, r — 00,
Vim = (4.59)

(w—Qgm)?, r—r,.

Visando estudar o comportamento da solugdo de KG sem massa na vizinhanga
do horizonte de eventos, bem como nas regioes assintoticamente planas, temos como

solucdo, nos regimes assintéticos do potencial efetivo tratados em (4.59):

wwr

Dout(r — 00) = St (w, B)e™ e, (4.60a)
r

O, (r — 00) = Sim (W, G)eim‘z’e’i“t, (4.60Db)
r

6i(w—QHm)r*

T a

Multiplicando (4.60c) por e®mte=iumt o reagrupando os termos de todas as

Pout(r = 14) = Sim(w, B)e™mPe . (4.60c)

equagoes de (4.60) para escrevé-las em termos da coordenadas nulas, temos que:
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—wu

Dyt (r — 00) =

. Zim(w, 0, 0) (4.61a)

—iwv

D, (r — 00) = Zim(w, 8, 9) (4.61b)

r

—i(w—Qgm)u
Vr2+a?

sendo ¢ = ¢ — Qpt a coordenada angular polar de um observador que gira com

Doue(r — 11) = S (w, B) €™ (4.61c¢)

a mesma velocidade do buraco negro . A coordenada ¢ é a coordenada azimutal
adequada para se analisar o comportamento de sistemas perto do horizonte de
eventos, tendo em vista o mal comportamento da coordenada ¢ no horizonte de

eventos, evidenciado por (4.36).

4.2.3 Aproximacao da Optica geométrica

Apesar da equagao de campo (4.48) retornar as solugoes do campo de KG
sem massa em qualquer background curvo, sua solucao completa é, em geral, muito
dificil de ser obtida. Consequentemente, é tradicional utilizar, para determinados

regimes, a aproximagcao da 6ptica geométrica.

Seja f uma onda que, em um referencial local do espago-tempo, se propaga
com comprimento de onda A e obedece a equacao da onda. Seja, nesse mesmo
referencial local, Z o raio de curvatura do espago-tempo e &/ o comprimento tipico
no qual a amplitude e o comprimento de onda da onda variam. A aproximacao da

Optica geométrica é dada pelos limites [37, 38]:
A< Z, (4.62a)

A< o (4.62D)

O limite (4.62a) nos permite substituir as derivadas covariantes por derivadas parciais
nas equagoes que descrevem f, permitindo também, em conjunto com o limite (4.62b),

escrevée-lo localmente como:

f=Ae”, (4.63)

com a propagacao da onda sendo dada termos de sua fase S. O vetor de propagacao

da onda é normal as superficies de fase constante:
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k, = 9, (4.64)

de forma que a equacao da onda obedecida por f resulta em:

Kk, = 0, (4.65)

e na equagao geodésica para k* [37]. Desse modo, para determinar a forma da solugao

f, basta conhecer a forma das curvas geodésicas nulas.

4.3 Radiacao Hawking

Como foi evidenciado em (4.19), a definigdo do estado de vicuo estd inti-
mamente relacionada as solugoes de energia bem definida da equacao de KG, que
sao obtidas em regimes estacionarios. Levando em conta que o acoplamento minimo
acrescenta interagoes entre o campo de KG e a geometria de fundo, é de se esperar
que em regimes nao estaciondrios, as interagoes entre o campo quantico e a geometria
de fundo alterem o estado do campo de KG. Como estamos estudando o contexto de
buracos negros, que sao formados por um regime nao estacionario, a pergunta natural
que surge é: como a formagao de um buraco negro altera o estado de campos quéanticos
definidos no espaco-tempo? Essa secao de propoe a responder essa pergunta em
certos regimes fisicos, baseando sua construcao nas referencias [9, 16], com pequenas

adaptagoes.

O problema a ser analisado é o de como matéria em colapso gravitacional,
mantendo a simetria axial da métrica de Kerr, afeta um estado de vacuo inicial
no espaco-tempo. Como o colapso analisado mantém a simetria axial, em qualquer
momento da histéria do espago-tempo, a métrica exterior ao corpo em colapso ¢ a de

Kerr.

Em um espaco globalmente hiperbélico, ha uma solucao tinica para a equacao
de KG para condicdes iniciais especificadas em uma superficie de Cauchy. E possivel
introduzir um conjunto de solugdes f,;n, de energia positiva e momento angular bem

definidos, que em .7~ adquirem a forma:

—iwv
e

fwlm(g_) = NwlmTZlm(w> 97 ¢)a (466)

sendo N, uma constante de normalizagao obtida pela relacao:
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(fwlma fw’l’m’) - 5(&) - W,)éll’(;mm’- (467)

Para as curvas nulas, .7~ consiste em uma superficie de Cauchy, de forma que a
condigao (4.67) e

(fwlmv f:’l’m’) =0 (468)

evidenciam que o conjunto { f.im, formam uma base para as solugoes da equacao
» Jwlm

de KG em todo o espaco-tempo.

A normalizagdo nesse contexto se faz importante, j4 que serao feitas com-
paracoes entre bases distintas das solugoes da equacao de KG. Considerando que
definimos os modos f,;, pela sua forma em .7, a constante de normalizacao sera
calculada pelo produto escalar em .7 ~, que adquire uma forma diferente de (4.15)

[2]. Para duas solugdes g e h da equacao de KG escritas em 7~ e T como:

g= i%, (4.69a)
1

h=-H, (4.69D)
T

temos que o produto escalar de KG definido em .7~ ¢ .7t é dado por:
(g, h) 5 =i /y, (G0, — A9, %] dvd, (4.70a)

(9. 1) yo = i /% (G0, A — 70, 9*] dud. (4.70D)

Assim, a normalizacao dos modos f,;,, é dada por:

o0

(fwlma fw’l’m’)yf = Nwlme’l’m’ifdQZ;(m(W)Zl’m’ (w,)/ dv [_iw, - Z(,U] e—i(w’—w)v’

— 2N, Nuim 7{ dQZ7 () Zirg ()8 (w — '),
= 2wNwlmelm5”/5mm/5(w — w’), (471)

resultando, por (4.67), em:

—_

Noim = (4.72)
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Como { fuim, [} formam uma base para as solugdes da equacao de KG, é

possivel escrever o campo de KG quantizado ¢ como:

b= [ e (et ot + L) (4.73)

sendo o vacuo em .7~ definido como:

oot |0_) = 0. (4.74)

Como durante o processo de colapso o espago-tempo nao é estacionario, nao
é possivel encontrar um vetor de Killing assintoticamente tipo tempo em todo o
espago-tempo. Assim, de forma geral, a nogao de particulas durante toda a histéria
do espaco-tempo é ambigua, e dependente do observador. Por consequéncia, as nogoes

de vacuo no futuro e passado assintético podem nao ser compativeis.

Nesse sentido, é conveniente procurar solugoes de energia positiva para a
equacao de KG em 71, a fim de se definir de maneira natural a nocao de vicuo no
futuro assint6tico. Como ja obtido em (4.61a), é possivel encontrar um conjunto de
solucoes de energia positiva e momento angular bem definidos para a equacao de

KG, que em .7 adquire a forma:

1 e—iwu
pwlm(er) = ETZlm(w797¢)a (475>

sendo o fator de normalizacao de p.;,, obtido pela condigao:

(pwlmva’l’m’) = 5(w - W/)éll’émm’v (476)

e, portanto, de forma andloga a (4.71), porém utilizando a relacao (4.70b).

Diferentemente de .7 ~, nem todas as curvas nulas no espaco-tempo passam
por 7t tendo em vista que algumas dessas curvas passam pelo horizonte de eventos,
estando fadadas a cair na singularidade. Entretanto, como uma trajetéria nula esta
fadada a alcancar .7 ou cruzar o horizonte de eventos, temos que todas as curvas
nulas no espaco-tempo intersectam a superficie HU.Z . Assim, seja g, um conjunto

de solugoes de energia positiva da equacao de KG em H, que obedega:

(lema qw’l’m’) = (5(&] - W/)(;ll’émm" (477)

Por se tratarem de regioes disjuntas, as solugdes em H e 7 sdo ortogonais:
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(pwl’nu qw’l’m’) =0. (478)

Como HU.Z " atua como uma superficie de Cauchy para as curvas nulas, e pe-
las condigoes de ortogonalidade (4.76) (4.77) (4.78), o conjunto {puim, Py Gwtms Lot }
forma uma base para as solugoes da equacao de KG. Expandindo o campo quantizado

® nessa base, temos que:

¢ = Z/O dw (Bwlmpwlm + éWlqulm + ZA)I.zlmpi)l’rn + éi)lmq:)lm> ) (479)
Im

sendo o vacuo em 7 definido como:

Doim|04) = 0. (4.80)

Levando em conta que pg;, ¢ solucao da equagao de KG definida em todo o

espago-tempo, é possivel expandi-la na base { foum, fm}:

Pulm = Z/O dw’ (aww’ll’mm’fw’l’m’ + wa’ll’mm’f:/l/m/> . (481)
Il,m

Os coeficientes awiimm: € Bwwiirmm: S840 chamados de coeficientes de Bogoliubov; e a
transformagao representada em (4.81), que corresponde a uma mudanga de base, é
chamada de transformacao de Bogoliubov. A forma de se escrever as solugoes pim
em termos de f,;,, nos permite escrever a relacdo de ortonormalidade das solugoes
Pwim €M termos dos coeficientes da transformacao de Bogoliubov, que sera tutil mais

adiante:

o0 o0
/ " *
(pW1llm1>pwzl2m2) = § : /0 /0 dw dw {awm}’hl’mlm/awzw”bl”mzm” (fw’l’m’7 fw”l”m”)
l/m/l//m//

* * *
+5w1w’l1l’m1m’5w2w”l2l”m2m” (fw’l’m’7 fw”l”m”)} )
o /
_ * *
- Z/O dw [awlw’lll’mlm’CYWQUJ/lQl/mQW/ - ﬂwlw’hl’mlm/ﬂWQW/ZQZ/TNQm/} .
U'm’/

(4.82)

Dada as relagoes de ortonormalidade (4.67), é possivel escrever os coeficientes

Qo llmm' € Bowirmm: €em termos do produto escalar:
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O ll'mm! = (fw’l’m’;pwlm) ’ (483&)

wa’ll’mm’ = - (f:/l/m/,lem) . (4831:))

Como as defini¢des de vacuo em .7~ e I estao intimamente relacionadas
as solucgoes fuim € Puim, 0s coeficientes da transformacgao de Bogoliubov também
desempenham o papel de transformacao entre os operadores de criacdo e aniquilacao
definidos em 7~ e . Isso pode ser facilmente verificado pela expansao do campo

quantizado (4.79) em conjunto com o produto escalar, resultando em:

gwlm = (pwlm7 (I))v
*° /A At *
= Z /0 dw {aw’l/m/ (lem7 fw’l’m’) + Qi (pwlm7 fw’l’m/)] 4
l/ m/

0o

_ 2 : / ~ * AT *

- /0 dw {_a’w'l'm’aww’ll’mm’ + aw’l’m’ﬁww’ll/mm’} : (484>
Um!

Assim, aplicando b, ao estado de vacuo em .7 ~:

~ o0
bwlm|0_> — Z /0 dw/ﬂzw/”/mm/dlll/m/|O_>,
U m/

= 3 [ B Lnr), (485)
V!

evidenciando que o coeficiente 5./ mms quantifica a mudancga do estado de vacuo do
passado assintotico para o futuro assintético. Se analisarmos o papel de tal coeficiente
na expansao (4.81), fica claro que a mudanca do estado de vicuo se deve a presenga
de algum fator no espago-tempo que faz com que um modo de energia positiva no
passado assintotico evolua para um estado incluindo modos de energia negativa no
futuro assintético. Como veremos mais adiante, esse fato se deve ao carater nao

estacionario do espago-tempo.

Como a relagao em (4.85) mostra que o estado de vacuo em 7~ evolui para
um estado com particulas em .71, é natural fazermos a pergunta de como serd o
nimero médio de particulas observadas. Como o operador niimero em .7+ ¢ definido

A A

como N, = bi)lmbwlm, temos que:

A oo 00
<O—|Nwlm|0—> = Z/O dw”ﬁw”wl”lm”m<]-w”l”m”—|/0 dw,ﬁ:wlll/mmfl]-w’l’m’—>a
U,m’
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o0
= Z /0 dw/dwﬂﬁ:;w’ll’mm/Bw"wl”lm”mé(w, — w//)dl’l/’ém’m”y
U m/

= Z /O dw/ |ﬁww’ll’mm’|2 . (486)
Um!

Assim, para saber exatamente como o estado de vdcuo em .7~ é visto em Tt é
necessario resolver a equagao (4.86). Para isso, estudaremos a relagao entre os modos
Destm € futm, reconstruindo a forma assintotica de p,,,, em .7 ~. Para isso, utilizaremos

a notagao:

fwlm = walm<W)a (487&)

Puwlm = prlm(w>7 (487b)

fatorando as dependéncias radial e angular dos modos. Como os colapsos tratados
nessa secao preservam a simetria axial da métrica, as solu¢oes da equacao de KG
nessa geometria também preservarao essa simetria, nao alterando o valor da projecao
de momento angular m ao longo do colapso. Assumiremos, por hipdtese, que o
momento angular [ também é preservado. Assim, os coeficientes da transformacao de

Bogoliubov em (4.81) pode ser escrito, de forma simplificada, por:
A’ ll'mm’ = aww’éll’amm/, (488&)

wa’ll’mm’ = wa’(;ll’ém(—m’)y (488b)

sendo que a relagao (4.88b) leva em conta que Zj,, o< Zj(_,, como é evidenciado

pelas equacgoes que definem os harmonicos esferoidais.

Com a notagao em (4.87) e a forma dos coeficientes em (4.88), temos que a

relagao (4.81) pode ser escrita como:

prlm(w) - /OO dw/ (aww’fw’ + wa’fw*/) Zlm(w,)~ (489)

0

Utilizando a relacao de ortogonalidade (4.56b) em (4.89), obtemos:

D = /0 A Qs for + Bour ) (4.90)

de forma que nossa analise para determinagao de <Nwlm> passa a ser um problema

bidimensional, envolvendo as coordenadas u e v. Assim, todas as andlises a seguir
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serao feitas no subespaco de momento angular [ e m, suprimindo, portanto, tais

indices.

Levando em conta que os modos p, em 7" possuem uma histéria ao longo
do espago-tempo anterior a chegada no futuro assintético, é conveniente reconstruir
o caminho dos modos py;, de 7~ até 7+ para se determinar os coeficientes de
Bogoliubov. Para isso, é conveniente decompor os modos p,, em duas partes, p((dl) e

p'?), de forma que:

« a parcela p!) corresponde & parcela da solucio que, partindo de .7, sofreu
espalhamento antes de chegarem no centro do corpo em colapso e da formagao
do horizonte de eventos, chegando a .7 *; ou adentrou no corpo em colapso,
porém em momentos muito anteriores a formacao do horizonte de eventos,

chegando também a 7 +;

« a parcela p® corresponde & parte da solugdo que, partindo de .7 ~, adentra no

corpo em colapso na vizinhanga do momento de formacao de seu horizonte de

eventos, chegando a 7.

singularidade

y-l—

Figura 11 — Diagrama de Penrose de um buraco negro estatico em formacgao. Apesar
do caso analisado resultar em um buraco negro de Kerr, a parte externa
desse diagrama da formagao de um buraco negro é igual & de um buraco
negro em rotacao. Na imagem, a geodésica em vermelho corresponde
aquelas que se tornarao o horizonte de eventos futuro; as verdes a
geodésicas da parcela p{l); e a azul a geodésicas da parcela p{?).

No caso da parcela pful), sua forma exata em 7~ depende diretamente da

maneira como a matéria no espaco-tempo entra em colapso. Isso porque tal parcela

interage com as regioes nao estacionarias do espaco-tempo antes da formagao do
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buraco negro. Como essas regioes nao exercem campos gravitacionais tao intensos
quanto os exercidos apés a formagao do buraco negro, é possivel caracterizar a parcela
pM como sendo aquela em que ws- &~ ws+. Levando em conta que pela equacdo
(4.44) o horizonte de eventos é gerado pelos modos com fase u — oo, a parcela p&l)

engloba aquelas com fase u fora desse limite.

Em contrapartida, a parcela p{?) é independente da maneira como o corpo
entra em colapso. Isso porque, apesar dessa parcela passar pelo interior do corpo em
colapso, que é uma regiao nao estacionaria e evidentemente dependente do colapso,
a parcela p{?) se transforma em modos outgoing imediatamente antes da formacdo
do horizonte de eventos. Assim, por mais que ela entre em contato com regides nao
estacionarias enquanto era um modo ingoing, ao se tornar um modo outgoing logo
antes da formacao do horizonte de eventos, o redshift sofrido até que tal parcela atinja
J T tende ao infinito quanto mais proximo da formacao do horizonte de eventos ela
tenha se transforma em um modo outgoing. Portanto, a frequéncia observada em
Z* é muito mais influenciada pelo redshift gerado pela formagao do horizonte de
eventos do que qualquer efeito de interacao entre pg) e 0 espaco nao estacionario.
A parcela p{?) corresponde portanto ao limite u — oo, sendo nesse limite valida a
aproximacio wy— >> wa+. Como p?) observado em .7* possuird uma frequéncia
extremamente inferior & que possuia em .7 ~, podemos afirmar que uma frequéncia
finita em .7 " corresponde a uma frequéncia elevadissima em .7 ~, de forma que a

aproximacao da éptica geométrica é evidentemente valida para o contexto.

Se pensarmos em um observador estatico distante da regiao onde se formou o
buraco negro (r — 00), é possivel afirmar que com o passar do tempo, chegarao a ele
os modos p,. A medida que o tempo de seu relégio passa, a fase u desses modos que
passam por ele aumenta. Sendo a parcela pfjl) caracterizada pelas fases u fora do limite
u — 00, é possivel afirmar que o tal observador distante medira primeiro os modos
dessa parcela, de forma que, caso ele possua informagao das frequéncias relativas
a cada modo normal de fase outgoing u em 7, ele conseguird obter informacoes
de como se deu o colapso de acordo com as frequéncias medidas de p{}). Os modos
relativos & parcela p{?) s6 chegardo a tal observador para tempos grandes em seu
relégio. Como a parcela p é independente da maneira como se deu o colapso e é
verificada por um observador distante apds passar um tempo arbitrariamente grande,
é possivel tratar a parcela p{?) como sendo um estado assintético dos modos normais
medidos por um observador distante em um limite de tempos grandes estacionario

para qualquer modelo de corpo em colapso.

Levando em conta que construimos no capitulo 3 o formalismo da termodi-
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namica de buracos negros, em que varios resultados desenvolvidos se passam em
regimes estaciondrios da métrica, e estamos interessados em relacionar o estado de
vacuo em 7~ e J T, é natural explorar o regime no qual a parcela de p,, que tende
a uma forma estacionaria independente do colapso. Como as parcelas pS}) e pff) sao

disjuntas, temos que:

po =) + . (4.91)

Seja I'(w) a fracdo de p® em relacio a p,, definida pelas relagoes de ortogonalidade:

(PP, pl)) = (1 - T(w)) 6(w — ), (4.92)
@, p?) = T(w)d(w — ). (4.93)

Para determinarmos a relacao entre os modos p, e f,, é necessario saber qual a
forma que as solugdes p,, adquirem em .7 ~. Para isso, utilizaremos o argumento feito
em [9, 16].

No futuro assintético, o colapso gravitacional resultarda em um buraco negro
de Kerr. Se acompanharmos retrocedendo as geodésicas nulas que formam o horizonte
de eventos futuro, temos que elas intersectam .7~ com coordenada ingoing v = vy.
Assim, as geodésicas nulas que adentraram no corpo em colapso e sairam dele antes
da formacao do horizonte de eventos correspondem as geodésicas ingoing em 7~
com v < vg. Seja vy a geodésica que partiu de 7~ e se transformou no horizonte
de eventos futuro, e y; uma geodésica que partiu de .7~ com coordenada ingoing
v < v proxima de vg. Nessas condigoes, geodésicas do tipo 7, correspondem a tltima
parcela de geodésicas nulas que partem de .7~ e atingem .7 T, sendo exatamente as

geodésicas descritas pela parcela p®.

Agora, considere uma geodésica v ingoing em .7~ com coordenada v = vy >
vg. Quando tal geodésica estiver proxima a regiao onde o corpo entrou em colapso,
o buraco negro ja tera sido formado, de forma que tal geodésica sera indistinguivel
de uma geodésica ingoing em um background de um buraco negro de Kerr eterno.

Assim, sua coordenada outgoing u(\) serd descrita pela equacao (4.44).

Como 7y e y; possuem em 7~ coordenadas ingoing menores que 7, temos
que em algum ponto da histéria do espaco-tempo as coordenadas u,v de 7, serao
iguais as de v; e vy. Como 7y faz parte do horizonte de eventos formado apos o colapso,
e 1 consiste em uma das tltimas geodésicas que saem do corpo em colapso logo antes

da formacao do horizonte de eventos, temos que os pontos nos quais 7, intersecta
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tais geodésicas possui a coordenada outgoing u(\) descrita pela parametrizagao
(4.47), sendo A = 0 e A = A os parametros afins da intersec¢ao de v, com vy e 71,

respectivamente.

A separacao afim entre duas geodésicas nulas de mesma direcao e sentido
sempre pode ser escolhida de forma a se manter contante desde .7~ até 7. Como
a métrica de Kerr é assintoticamente plana, temos que em .7~ o espaco toma a
forma de Minkowski. Assim, temos que a coordenada ingoing pode ser utilizada como
um parametro afim na parametrizacao das geodésicas nulas de forma que, como g

intersecta .7~ em 1y, € 7, em v, temos que:

Vg — U = KQ)\l, (494)

sendo Ky uma constante negativa. Definindo K = K; Ky, temos que:

u(v) = ! In (Uol; U). (4.95)

Para analisar agora a forma de p{?) em .7~ é necessario, além do resultado
obtido em (4.95), levar em conta o carater ondulatério das solugoes do campo escalar.
Como todo espaco-tempo é localmente plano, temos que a diferenca de fase entre
dois modos normais infinitesimalmente proximos se mantem a mesma durante a
evolucdo do espaco-tempo [9]. Assim, a fase dos modos normais de p® que seguem
as geodésicas 7, em relagao a fase de vy, serd a mesma turante toda a evolugao do
espaco-tempo. Como os modos de p® que seguem 7, possuem fase (w — mQ)u logo
apos a formacao do horizonte de eventos, evidenciado pela solugao (4.61c), temos

que em .7~ a fase serd (w — m§y)u(v) [9, 16].

Assim, a parcela p{?) descrita em (4.75) adquire em .7~ a forma:

1 1 i (w—mQ) In( 20
pu(T7) = Z ! (% ) (4.96)
2w —mQy) "

Como o produto escalar é invariante, e temos a forma de p, e f, em 7, é

possivel calcular os coeficientes oy, € (.. utilizando a forma do produto escalar em
(4.70a):

=

Oy = iC’l/UO dv l(—iw/_é(w —mSQy)

—00

oL 1IN ! 1(w—mQH)ln(v°7U)
— w2 (W —mQy) 2)6“‘”’6" 0,
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-

vo w' 2 i(w—mQH)ln(voiv)
- C / d wv K K , 4.97
R U((w—mQH)> © (4.97)
) V0 o1 1 st 1 v i'(w—mQH)ln(vo}gv)
Bow = —ZCl/ dv (—zw 2(w—mQy)2 —iw'2(w—mQy) 2)6 wrer :
T ()
vo w 2 H(w—mQy)uln( 2
_ O/ d wv K K 7 4.98
! —0o0 U((w—mQH)> c ¢ ( )

sendo C] o termo que abrange os harmonicos esferoidais e constantes de normalizagao;
e a condicdo wy- >> wg+ utilizada na forma w’ >> w. A integracao ¢é realizada
até v = vy pelo fato de que solugdes com v > vy em 7~ estao fadadas a cair na

singularidade, nao atingindo .7, e por consequéncia nao fazendo parte de p,,.

Pela forma das expressoes de a,,,, e B, em (4.97) e (4.98), é esperado que
exista uma relacdo entre elas, de forma a ser possivel escrever um coeficiente em
termos do outro. Fazendo a mudanga de coordenadas s = vy — v para a expressao

(4.97), s = v — vy para a expressao (4.98), e renomeando as constantes, temos que:

0 / T ;
O = _C/ ds <<MQ>> el vo o —iw se;(w—mQH)ln(?)7 (499)
e} W —1MmMilyg
0 w’ % . - i s
o =C [ ds (( o )) oo e men(—%) (4.10)
—00 W — Mty

’

Para evidenciar ainda mais a relagao entre os coeficientes ay./ € Buwr, €
conveniente realizar ambas as integragoes de (4.99) (4.100) no plano complexo, via
teorema dos residuos. Pelos limites de integracao, e pela exponencial envolvendo s
em (4.99) e (4.100), ambas as integrais podem ser obtidas realizando integragoes por
um caminho que envolva os eixos imaginario e real, e um setor circular. Para (4.99) o
caminho serd realizado no quarto quadrante, enquanto para (4.100) o caminho serd
realizado no terceiro quadrante, como mostra a figura 12. Como ambos os integrandos
nao possuem polos dentro dos caminhos, o residuo é nulo, e consequentemente as

integrais em ambos os circuitos também sao.
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Im Im

Re Re

Figura 12 — O primeiro caminho sera utilizado para o célculo de o, enquanto o
segundo para f,,,. Em ambos os casos, r — oco.

—iw’s

Em ambos os integrandos, se faz presente o termo e , € uma integracao
em um setor circular na regiao negativa do eixo imaginario. Assim, como ambos os
integrandos sao analiticos e limitados nos pontos do caminho dos setores circulares,
pelo Lema de Jordan [18] ambas as integragoes nos setores circulares se anulam no

limite de r — oco. Assim, as integrais nos circuitos da figura 12 levam a:

1
0 / 2 o, s
Qo = —C ds L pw'vo p—iw seg(wmeH)ln(?)’ (4101)
—100 (UJ — mQH)
0 / >
w 2 - - i s
o =C [ ds | —T ) e v0emiws g (wmm). In(~ ) 4.102
B —1%00 S((w—mQH)> c © c ( )
Com a mudanca de coordenada s = —iz:
1
0 w/ 2 . ’ [ O 1 iz
Ot = iC’/ do | ————— ] eW'voewzen@mmsn) n(ff), (4.103)
—00 (w — mQH)
1
B O/O d (,‘_)’ 2 —iw'vg W'z i(wmeH)ln(%) (4 104)
! = —1 2|l — | e e %ex . :
—00 (w — mQH)

Utilizando o ramo principal para o logaritmo, temos que, para z real::

In(+iz) =lnzF Z%’

reduzindo as expressoes (4.103) e (4.104) a:
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ol

sl 0 ! ’ ) z
Oy = 1Ces WmmSk) g ”0/ dz <(w> e Ze?(w_mQH)ln(?), (4.105)

—o0 w—mfly)

1
0 ! P 5
o () e, a0

. us 9 L.
ﬁ ;= —206 QN( m )6 o /
W — mQH)

e, portanto:

’@ww/‘2 = e%(w_mQH) |5ww’|2 . (4107)
Tendo em vista a forma dos coeficientes completos da transformacao de Bogoliubov

descritos em (4.88), a relagao (4.107) também é valida para auw imm: € Buowitrmm':

9 2r
|aww’ll’mm’| =er

@) | Bttt | - (4.108)

Evidentemente, calcular <Nwlm> apos se obter o médulo ao quadrado de
Buww €xplicitamente, é suficientemente complicado. Entretanto, conhecida a relagao
(4.108), é possivel calcular <Nwlm> de uma forma mais simples, através de alguma
relagao que envolva <Nwlm> e os modulos ao quadrado dos coeficientes de Bogoliubov.
Com uma manipulacio adequada, o lado direito da equacdo (4.82), aplicada a p{?,

consiste em um multiplo de <Nwlm>- Considere a identidade para a delta de Dirac:

1 5 : IAYY
dlw—w) = Jim Py /i el gy, (4.109)
2

)

m?

Assim, a equagdo (4.82) para a parcela pfj que obedece a relacao (4.93), pode ser

escrita como:

]. 2 Ny 0
Flm((.U) hm 7/ el(w w )t dt/ 5”//5mm// = Z/ dw/ [&Zw’ll’mm/aw”w’l”l/m”m/
— 0
U'm!

B ttrmm Borwotmmm?] - (4.110)

Considerando o caso em que w = w”, [ = 1", m = m” e utilizando a relacao obtida
em (4.108):

.t o0
Flm(w) hm 27 = Z/O dw’ |:|Oéww/ll/mm’|2 — |ﬂww/ll/mm’|2} ,
U'm/
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2m

t 00
Flm(W) lim — = 6?(wimQH) — 1} Z/ dwlyﬁww’ll’mm/ 2' (4111)
l/m/ O

Pela relagao (4.86), obtemos portanto:

dt 2T e=(w—mQpy) _ 1’ '

O fato de t ser um parametro temporal segue de sua definigdo em (4.109). Portanto,
um observador distante, ap6és um tempo assintoticamente longo do colapso que
resultou na formacao de um buraco negro de Kerr, sente o estado de vacuo anterior

ao colapso como um banho térmico de temperatura:

Toy = 2i (4.113)
T

A radiacao descrita por esse banho térmico, damos o nome de radiacio Hawking.

A radiagdo Hawking evidencia que o carater termodindmico dos buracos negros
nao ¢ somente uma analogia como aparentava ser, quando nao eram levados em conta
os efeitos quanticos. Buracos negros nao somente emitem energia, como essa energia
também apresenta uma distribuicao térmica com temperatura proporcional a k, que
é a constante associada a lei zero da termodinamica de buracos negros. Da mesma
forma, se a primeira e segunda lei da termodinamica de buracos negros sugeriam
que tais corpos apresentassem uma entropia proporcional a area do horizonte de
eventos, o resultado (4.112) nos permite nao s6 mostrar que buracos negros realmente
apresentam entropia proporcional a sua area, como precisar qual é a constante de
proporcionalidade. Pela primeira lei da termodinamica de buracos negros apresentada

em (3.79) e pelo resultado em (4.112), temos que a entropia do buracos negros ¢é:

(4.114)

A
SBH:Z

4.4  Fluxos de energia devido a radiacao Hawking

Como foi discutido ao longo dos procedimentos que culminaram na relacao
(4.112), o coeficiente S, rmm: da expansao (4.81) possui papel central no mecanismo
que produz a radiacao Hawking, evidenciando que regimes nao estacionarios fazem
com que modos de energia positiva do campo quantico evoluam para estados incluindo

modos de energia negativa. A evolucao do estado inicial de vicuo para estados
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excitados é uma consequéncia direta da interacao da geometria de fundo curva com
o campo quantico, via gravitacao semiclassica. Da mesma forma que a geometria de
fundo influencia na dinAmica do campo quantico, é de se esperar que o campo quantico
também influencie a geometria do espago-tempo, gerando, inclusive, resultados nao
previstos pela termodinamica de buracos negros, que assume por hipdtese densidades

de energia estritamente nao negativas.

Como as equagoes de Einstein, que regem a dindmica do espago-tempo,
relacionam a distribuicao de energia e momento com a curvatura do espago-tempo,
se torna de interesse o calculo do tensor de energia-momento relacionado ao campo
escalar que gera a radiacdo Hawking, a fim de se obter os efeitos de tal radiacao a

métrica.

441 Tensor de energia-momento

Na teoria quantica de campos, devido ao processo de segunda quantizacao, as
componentes do tensor de energia-momento passam a ser operadores. No contexto
em que a massa do buraco negro é muito superior a massa de Planck, temos que
a reacao a métrica gerada por um campo quantico é dada em termos de seu valor

médio pela aproximagao semiclassica [2, 17]:

R, — ;Rg,w = 8m (Ty), (4.115)

fazendo com que nosso objeto de interesse nao seja o tensor de energia-momento do
campo escalar sem massa, mas sim seu valor médio. Dessa forma, por simplicidade,

utilizaremos nessa se¢ao a notacao <Tw> =T

J& é conhecido da teoria quantica de campos a necessidade de se renormalizar
o tensor de energia-momento devido as divergéncias presentes nos cédlculos [2, 19].
Entretanto, quando se leva em conta espacos curvos, os métodos de renormalizacao sao
dificultados de forma consideravel, sendo cada geometria do espago-tempo analisada

separadamente [2].

Por se tratar de um problema matematicamente complexo, o tensor de
energia-momento associado ao campo escalar utilizado na secao anterior para se
obter a radiacao Hawking serd calculado para um caso mais simples. Primeiramente,
o problema sera simplificado para o caso de um colapso esfericamente simétrico,
resultando em um buraco negro de Schwarzschild. Além disso, o problema serd
resolvido para dimensao (1 + 1), por simplicidade. Apesar da redugao da dimensao,

o fato da radiagdo Hawking estar relacionada as geodésicas ingoing e outgoing, em
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conjunto com a simetria esférica do caso de Schwarzschild, transforma o problema

do colapso em um problema efetivamente de dimensao (1 + 1).

O calculo do tensor de energia-momento para o caso do colapso gravitacional
segue a referéncia [29]. Tal célculo é baseado na analogia existente entre o problema
do colapso gravitacional que forma um buraco negro e o movimento acelerado de um
espelho no espago de Minkowski [31]. A renormalizacao do tensor de energia-momento

no caso do espelho acelerado ¢ tratado na referéncia [29].

Por se tratar de um problema em dimensao (1 + 1), qualquer métrica, em

particular a de Schwarzschild, pode ser escrita na forma:

ds® = —C(u,v)dudv, (4.116)

sendo u, v coordenadas nulas. Levando em conta a presenca de um campo escalar sem
massa no espago-tempo em questao, temos que a equacao de KG admite a solucao
de ondas planas, como ja mencionado nas secoes anteriores. Sejam as coordenadas
nulas © = u(u) e v = v(v) aquelas nas quais as solugoes em ondas planas tomam a

forma simples:

Gulm X eiwﬁ, hwlm X eiw177 (4117)

no passado assintotico, de forma que tais modos normais definem o estado de vacuo
inicial |0_), assim como em (4.73) (4.74). Se a métrica (4.116) for escrita em termos
de u, v, temos que o tensor de energia-momento renormalizado T}, relativo ao campo

escalar sem massa no espaco-tempo, com o estado de vacuo inicial, é dado por:

L=y 2y, (4.115)
sendo R o escalar de curvatura e ¢, dado por:
Oua = CV202(C1/%), (4.119a)
O = CV202(C7Y/?), (4.119D)
Oup = Opa = 0. (4.119c)

Como o calculo das componentes do tensor de energia-momento envolve

diretamente a forma da métrica, é necessaria a utilizacao de algum modelo de colapso
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gravitacional. O modelo utilizado serd o mesmo desenvolvido em [30], que consiste

em uma casca esférica de massa M e raio R, inicialmente estatica, de forma que:

—d7r? + dr?, r < R(7),
ds® = (4.120a)
2M 2MN\ !
_ (1—) de? + <1—) a2, > R(7),
T T
Ry, T <0,
R(7) = (4.120b)

Ry —vr, 72>0,

e Ry > 2M. Apesar do modelo utilizado ser artificial fisicamente falando, a radiagao
Hawking independe da forma do colapso, como ja foi discutido anteriormente. Assim,
qualquer modelo de colapso gravitacional esfericamente simétrico resultarda nas
mesmas conclusoes no futuro assintético, de forma que o modelo escolhido é til pela

sua simplicidade matematica.

A colagem das regioes interna e externa a casca esférica é feita de forma que
o elemento de linha em r = R seja o mesmo para as métricas de ambas as regides.

Assim, a relacdo entre os parametros temporais interiores e exteriores a casca é:

IM —-1/2
1222 7T<0
a | (-F) ,
@ _ Fo (4.121)
dr Rg — VT 2 12
Ry —2M — 2M >0
[(Ro—QM—VT)Q( 0 vT +2MV7) T=5
Fazendo a mudanga de coordenadas:
U=1—r, V=14, (4.122a)
u=t—r—2MIn(r—2M), v=t+r+2MIn(r—2M), (4.122D)

de forma ao colapso comecar em v = U = v = V = 0, temos que a métrica do

espago-tempo toma a forma:
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—dUdV, r < R(7),
ds® = (4.123)
2M
- (1 - 7‘) dudv, r > R(T).

Levando em conta a continuidade da métrica, e as relagoes (4.121) (4.122), é possivel

relacionar as coordenadas nulas do interior da casca com as de seu exterior:

—-1/2
" (1 _ 2];”) w U <0,
i 0 " (4.124a)
R 1—2M(1_V2) + U>0
(1+ ) (R — 2M) R o ’
oM\ "2
w | 0-%) oV <0
Y 0 " (4.124b)
i P 2MO=NT s
(1—v)(R - 2M) R v ’

sendo R = R(U/(1+v)) em (4.124a), e R= R(V/(1 —v)) em (4.124Db).

Dado a presenca de um campo escalar sem massa no espaco-tempo, temos
que, em concordancia com a metodologia utilizada na obtencao da radiagao Hawking,
o estado de vacuo inicial é determinado em 7. Em tal regiao, a métrica se reduz a
do espaco de Minkowski, fazendo com que os modos normais do campo escalar em
tal regidao adquiram a forma (4.117) com as coordenadas nulas u, v. Assim, em 7,

temos que © = u e v = v, de forma que a métrica fora da casca é dada por:

ds* = — (1 — QM) dudv, (4.125)
T

sendo possivel calcular o tensor de energia-momento do campo escalar sem massa
antes do colapso. Utilizando as equagoes (4.118), (4.119) e (4.122), temos que as com-
ponentes do tensor de energia-momento antes do colapso, calculado nas coordenadas

(t,r) sao:

Ttt = (4126&)

1 <7M2 B 4M>

24\t 73

Ty =Ty =0, (4.126D)
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T, (4.126¢)

Y

_ 1 2M M2
-2
evidenciando que a configuracio estatica antes do colapso induz uma configuracao
também estatica para o campo quantico, representado por 73, = 0. Para se calcular o
tensor de energia-momento posterior ao colapso, é necessario relacionar as coordenadas
nulas u, v de depois do colapso com as coordenadas u, v. Para isso, sera utilizado o
fato de que as equagoes (4.124) relacionam as coordenadas nulas exteriores e interiores
a casca para qualquer instante do tempo. Assim, as coordenadas nulas interiores a
casca atuaram como uma comunicacao entre as coordenadas nulas exteriores antes e

muito apds o colapso.

Tendo em vista a métrica antes do colapso com © = u e v = v, as relagoes

(4.124), dado que o colapso se inicia em u = U = v =V = 0, implicam em:

2M N ~1/?
0

oM\ /2
0

Como o colapso ¢ esfericamente simétrico, a métrica exterior continua sendo a
métrica de Schwarzschild. Entretanto, a relacao entre as coordenadas nulas interiores
e exteriores a casca esférica se modifica, como ¢é evidenciado em (4.124). Como foi
discutido na sec¢ao anterior, a radiagao Hawking é observada no limite de u — oo em
JT. Se compararmos as passagens de tempo medidas pela casca em colapso com
as de um observador situado nas regices assintoticamente planas do espago-tempo,
temos que o limite de u — oo é atingido em R — 2M [5]. Assim, muito apds o

colapso, as relagoes de (4.124) tomam a forma:

55 - 13 V;lé‘é”_ i (4.128a)
5; _ 1;}”, (4.128D)
resultando em:
u=—4MIn[(Ry —2M)(1+v) — vU], (4.129a)
o= 1Yy (4.129b)

2v
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Pelos resultados (4.127) (4.129), é possivel relacionar as coordenadas nulas
de antes com as de muito apds o colapso. Unindo esses resultados, levando em conta

o limite de R — 2M implicito em (4.129), temos que:

u=—4MIn (A —u), (4.130a)

v = B, (4.130b)

sendo A e B constantes. Com (4.130) é possivel escrever a métrica exterior em termos
das coordenadas que definem a escolha do vacuo inicial, e consequentemente o tensor
de energia-momento muito apds o colapso. A métrica exterior, muito apds o colapso,

escrita em termos de 4 e v toma a forma:

OMN /4MB
2:—1—)( ) udv 4.131
ds ( e dudv, (4.131)

r

sendo possivel calcular explicitamente a forma do tensor de energia-momento muito
ap6s o colapso. Aplicando (4.131) em (4.118) (4.119), e escrevendo o tensor nas

coordenadas (t, ), temos que:

1 (TM? 4M 1
T _ 4.132
Ly ( e 32M2>’ (4.132a)
1 oM\ 1
T T, _ 1 i I 4.132
o 247r< e > 3202’ (4.132b)
1 2MN 2 [ M? 1
T, =——(1-"2 - 4.132
Y ( r ) <r4 32M2> ’ (4.132¢)

evidenciando um fluxo de energia, representado por T;. # 0, em decorréncia do

colapso.

Como a métrica exterior é Schwarzschild durante toda a histéria do universo,
temos que o tensor de energia-momento do campo quantico induz um fluxo de energia
dado por [17]:

Ja = Tut’, (4.133)

sendo £ o vetor de Killing tipo tempo. Assim, para um observador nas regioes
assintoticamente planas do espago-tempo, muito apos o colapso, observa-se como

vetor de momento associado ao campo quéantico, nas coordenadas (¢,7), dado por:
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1 1
T 4134
J (7687rM2’ 7687TM2> ’ (4.134)

implicando em um fluxo radial de energia:

1

F = (7687r)_1m,

(4.135)

o que implica, por conservacao de energia, em um fluxo de energia negativa direcionada

para o buraco negro.

Apesar de termos determinado o valor médio do tensor de energia-momento
do campo desejado, a resolugao da equacao (4.115) apresenta diversas dificuldades.
Como explicitado em [17], diferentes processos de renormalizagao do tensor de energia-
momento diferem por termos quadraticos na curvatura, de forma que tal ambiguidade
nao pode ser eliminada somente com a teoria quantica de campos em espacos curvos.
Além disso, as equagoes em (4.115) podem gerar solugbes do tipo runaway, assim
como na dindmica classica de elétrons, via equagoes de Maxwell. Entretanto, nos
esperamos fisicamente que quando a massa do buraco negro é muito superior a massa
de Planck, efeitos do tipo back-reaction serao muito pequenos em regioes como o
horizonte de eventos e o exterior do buraco negro, que nao estdao na vizinhanca de
regides singulares do espaco-tempo. Dessa forma, é possivel levar em conta que a
métrica continua sendo a de Schwarzschild, porém com a massa M sendo reduzida
lentamente devido ao fluxo de energia negativo direcionado para o buraco negro.

Assim:

dM !
- _ -1 - 4.1
o = —(168m) ", (4.136)
resultando em:
5 t 1/3
M) =M, — —— 4.137
(t) ( 0 2567r> (4.187)

que ¢ conhecido como o processo de evaporagao do buraco negro.

Apesar de (4.137) resultar na evaporacao completa em um tempo finito, tal
expressao ¢ valida somente no regime em que a massa do buraco negro ¢ muito
maior que a massa de Planck. Quando seus valores sdo préximos, as aproximacoes
feitas perdem a validade. Se levarmos em conta que mesmo no limite em que a
massa do buraco negro é préoxima a massa de Planck o buraco negro continuara a

emitir radiacao de forma a sofrer sua evaporagao completa, é possivel representar o
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diagrama de Penrose de um buraco negro em formagcao, que evaporara futuramente,

como o apresentado na figura 13.

r=20

singularidade

Figura 13 — Diagrama de Penrose da formacao de um buraco negro de Schwarzs-
child, levando em conta sua evaporacgao por emissao de radiacao Haw-

king.
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5 Conclusao e perspectivas

Como foi evidenciado nos ultimos capitulos, as leis da termodindmica de
buracos negros, que eram vistas somente como uma analogia no contexto clédssico,
passam a ter um carater termodinamico real quando incorporados efeitos quanticos.
Entretanto, por mais que esse comportamento termodinamico dos buraco negros
conduza o problema da dindmica de um buraco negro a uma interpretacao mais rica,

tal comportamento carrega diversas perguntas.

A primeira, e mais fundamental, é: como a relatividade geral consegue prever
que buracos negros possuem temperatura e entropia, que s6 sao interpretadas como
tais quando introduzimos efeitos quanticos a sua descricao? Uma das possiveis
hipéteses que poderia responder esse questionamento é a existéncia de uma teoria
mais geral, que se reduza a relatividade geral em um limite, e & mecanica quantica em
outro limite. A existéncia dessa teoria mais geral ainda é um dos maiores problemas
a serem resolvidos na fisica, sendo a termodinamica de buracos negros uma das fortes

motivacoes.

Outra pergunta que surge da descoberta do comportamento termodinamico
de buracos negros é a respeito da origem de sua entropia. Como é conhecido na
termodinamica, a entropia estd relacionada ao nimero de graus de liberdade aces-
siveis a um sistema, e o conhecimento de tal grandeza nos permite caracterizar
completamente um sistema fisico termodinamicamente. Assim, determinar a origem
da entropia dos buracos negros poderia ser um ponto de partida para prever esse tipo
de comportamento para outros sistemas gravitacionais. Apesar da origem entropica
dos buracos negros nao ser totalmente conhecida, existem candidatos para isso [33],

como por exemplo a entropia de emaranhamento [32].

Em um trabalho publicado em 1993 [32], o fisico M. Srednicki mostrou que
quando analisamos regioes fechadas em Minkowski na presenca de campos quanticos,
a entropia quantificada pelo emaranhamento entre os campos quanticos interiores e
exteriores a regiao analisada era proporcional a area de sua fronteira. O procedimento
utilizado consistiu em calcular a entropia de von Neumann a partir da matriz
densidade reduzida correspondente ao estado restrito ao interior da regiao analisada.
Apesar da entropia de emaranhamento como origem entrépica dos buracos negros
carregar dificuldades, como por exemplo as divergéncias presentes nos calculos e o
fato da entropia de emaranhamento depender da quantidade dos campos quanticos

na natureza [33], esse resultado mostra que a entropia proporcional a drea nao é
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uma exclusividade dos buracos negros, de forma que seus aspectos termodindmicos

realmente podem ser parte de algo mais geral.

Aproveitando a ideia de uma entropia proporcional a area como algo mais
geral, dois anos depois do trabalho do Srednicki, o fisico T. Jacobson publicou um
trabalho [14] em que, com algumas adaptagoes nos conceitos de equilibrio, calor e
temperatura para contextos gravitacionais, obteve a equagao de Einstein como uma
equacao de estado de uma termodindmica mais geral. Partindo de uma nocao de
equilibrio local baseada no contexto de congruéncia geodésicas, Jacobson mostrou
que quando se analisa a energia que flui ao longo de geodésicas nulas que formarao
a superficie espacial de uma pequena vizinhanca de um ponto p do espago-tempo,
a equacao de Einstein é obtida a partir da relagao 0QQ = T'6S quando se utiliza a
temperatura do efeito Unruh e a entropia proporcional a area da vizinhanca de p. A
relagao evidenciada por Jacobson em seu trabalho é, assim como a termodinamica
de buracos negros, um resultado conjunto de mecanica quantica e relatividade geral,
ja que o efeito Unruh é um efeito de natureza quantica, e desempenha um papel
central na caracterizagdo da termodinamica no trabalho de Jacobson, ja que o efeito

Unruh define a temperatura no contexto analisado.

Os dois resultados apresentados acima sao apenas alguns dos que motivam
a ideia de comportamentos termodindmicos mais gerais na relatividade geral [33].
Mesmo que as ideias de uma termodinamica para espacos-tempos nao sejam o unico
caminho natural para a formulagdo de uma teoria mais geral incluindo relatividade
geral e mecanica quantica, elas podem ser uma ferramenta importante para auxiliar
na compreensao de aspectos fisicos e matematicos do regime fisico no qual efeitos

quanticos nao podem ser negligenciados.
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A Meétrica de Kerr

Como foi evidenciado pela equagdo (2.1), os componentes da métrica de Kerr,

nas coordenadas de Boyer-Lindquist (¢, 7,6, ¢), sdo:

A —a?sin*6 asin®f  ,
= — —A
( > > 0 0 > (r*+a )
by
0 — 0 0
— A
gl,w - 9
0 0 X 0
. 2 .
_asin®f (1a®—A) 0 0 (r* 4+ a®)” — Aa?sin? 6 <in?
by D
(A1)
sendo:
J = Ma, (A.2a)
A =1r*—2Mr +a? (A.2Db)
¥ = 1%+ a*cos® 0. (A.2¢)
A partir da métrica (A.1), é possivel calcular seu determinante:
g = —X*sin?0, (A.3)

assim como as componentes da métrica inversa:
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(r? + a®)? — Aa?sin? 6 0 2Mar
YA YA
0 A 0 0
g = > (A4)
0 0 ! 0
)y
2Mar 0 0 A — a’sin? 6
YA Y Asin?0

Para os componentes da métrica e da métrica inversa em (A.1) (A.4), os

simbolos de Christoffel nao nulos sao dados por:

o MA (r? — a* cos? 0) o _  2Ma*rsinf cos
tt 3 ; i SE ;
oo M (r? 4+ a?) (r* — a® cos® ) o _ Ma (r* — a®cos®0)
tr 2A ’ i $2A ’
It :_ZMazrsinﬁcosﬁ ¢ :_QMarcoté’
to 712 ) to 2 )
o MAasin?0 (r* — a® cos? 0) o _ 2Mar (r* + a*) sin 6 cos 6
td 23 to 23 9
—_— a’rsin?0 — M (r? — a® cos? 0) o _ a®sin 6 cos
T EA T EA ?
a’sin 6 cos ¢ r
rr, — & Sm7cost ro, — L
0 E ? r6 E’
rA a®sin 0 cos 6
Do = =5 G = R R
cot 0 . 2Ma>r sin® 6 cos
Fg(b =53 (X2 4+ 2Ma’*rsin?6) , Iy = 52 :
. Masin?0 [a® cos? 0 (a® — r?) — r? (a® + 3r?)]
Fro = S2A ’
s X%+ Mla"cos®Ocos® 0 —r* (X + 1+ a?)]
tro = S2A |
Asin? 0
I, = ;72 [—rY¥2 + Ma?sin? 6 (r? — a® cos® )],
0 sin ¢ cos 0 2, 2\2 _ 2 (2 20 (12 4 o2 e qin2
F¢¢:_T[E(T +a*)” — a®XAsin® 0 + 2Ma®r (r* 4+ a®) rsin 9}.
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A.1 Quantidades conservadas na métrica de Kerr

Como foi abordado na secao 3.2, as quantidades conservadas associadas aos
vetores de Killing £% e ¥® sao, respectivamente, a massa e o momento angular do
buraco negro. Dada a métrica inversa e os simbolos de Christoffel para a métrica de
Kerr, é possivel calcular explicitamente M e J, verificando que as integrais (3.34) e

(3.35) realmente retornam a massa e momento angular do buraco negro.

Evidentemente, o calculo dessas integrais esta longe de ser trivial para uma
superficie espacial arbitraria. Como a superficie de integracao de quantidades conser-
vadas associadas aos vetores de Killing sao arbitrarias, desde que englobem as fontes

de campo, é conveniente calcular (3.34) e (3.35) no limite de r — oo. Nesse limite:

A —r? (A.6a)
N = (A.6b)
V—g — r*siné. (A.6¢)

A.1.1 Massa

Para o célculo de (3.34), é necessario expandir o termo €,pqVeE? em coorde-

nadas:

€upe VP = A= 6},0,0005 g7 T54E"
= Aly=g &,0,845. 9T, (A7)

p oy

Como a integracao para a obtencao da quantidade conservada é calculada em
uma superficie espacial fechada, os termos (A.7) que sobreviverao a integragao sao
somente aqueles em que a forma de volume resultante envolver termos proporcionais

a df N do. Assim:

elwpUVPga - 9 /_g 5&6f] (gt)\l-w/“\t . gr)\rg\t) R (A8)
= 2y/=g 8,67 (g"T} +g"T — "' Thy) + -+ (A.9)

de forma que:
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€abeaVE" = (g"T + g'°T7, — g™ T, ) dO A dp+ - (A.10)

Utilizando a métrica inversa e os simbolos de Christoffel apresentados anteri-
ormente no limite de r — oo, desprezando todos os termos que decaem mais rapido

que 1/72, temos que:

gttl—‘;t — —ﬁ, (Alla)
toTr
T, = 0, (A.11b)
M
9T = — (A.11c)
r

Substituindo (A.11) em (A.10), e integrando nas coordenadas angulares no limite de

r — 0Q:

/ 6abcdvcéd = %dQT] (_2]\24) )
00 r
— oM jé a9,
= —8mM, (A.12)

evidenciando a relacao entre a quantidade conservada associada ao vetor de Killing

&% e a massa do buraco negro:

M=—— [ eV (A.13)

A.1.2 Momento angular

Para o calculo de (3.35), é necessario expandir o termo €abed VU em coorde-

nadas:

€upe VPV = Al/=g 81,07600% 9" TS p0"
= 4ly/=g &,0.5000 "' TS, (A.14)

po” ]

Como a integracao para a obtencao da quantidade conservada ¢ calculada em

uma superficie espacial fechada, os termos (A.14) que sobreviverao a integracao sao
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somente aqueles em que a forma de volume resultante envolver termos proporcionais

a df A dp. Assim:

eV U = 2/=g 80,67 (97T, — g Thy) + - (A.15)
= 2/=g 8,05 ("5, +g" Ty, — g Tl,) +--- (A.16)

de forma que:

€abeaVU! = (g5, + 9"y — g TL, ) dO N dgp + - - (A.17)

Utilizando a métrica inversa e os simbolos de Christoffel apresentados anteri-
ormente no limite de r — 0o, desprezando todos os termos que decaem mais rapido

que 1/r%, temos que:

., Masin? 6
gttFw — — (A.18a)
2Masin® 6
ngZw — — (A.18Db)
3Masin? 6
rrt
gy — S (A.18c¢)

Substituindo (A.18) em (A.17), e integrando nas coordenadas angulares no limite de

r — oQ:

Ma sin?
| oot = faor <6a§m9>
00 r

= 6Ma?{sin2 0dS),
= 6Ma2m /7r sin® 0d#,

0
= 16mMa,

= 167J, (A.19)

evidenciando a relacao entre a quantidade conservada associada ao vetor de Killing

Y* e o momento angular do buraco negro:

1 c,/d
J= 1o /8 VU, (A.20)
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B Representacao local no horizonte de

eventos

A representacao local do espago-tempo como Minkowski é uma decorréncia
do principio da equivaléncia, que afirma que todo espago-tempo é localmente plano.
Assim, é possivel reconstruir uma representacao local do espago tangente a qualquer

ponto como um espago de Minkowski.

Para um espago-tempo descrito pela métrica Kerr, muitas de suas propriedades
no contexto das leis da termodinamicas de buracos negros sao relacionadas ao
comportamento geométrico de vetores definidos no horizonte de eventos. Assim,
construir uma representacao local dos vetores em tal regiao se torna conveniente.
Sera construida inicialmente uma representacao local para os vetores £ x“, ¢* e
0" que respeite as equagdes (2.13), (2.16) e §°¢, = 0"1h, = 0. Em algum ponto do

horizonte de eventos, temos que:

o &% ¢ tipo espago, sendo possivel escolher um sistema de coordenadas que o

= (o, \/32,0,0> : (B.1)

e x* é um vetor nulo e ortogonal a £%, sendo possivel escolher um sistema de

represente por:

coordenadas que represente o vetor y* por:

X" =(1,0,1,0); (B.2)

e % é um vetor tipo espaco ortogonal a x* e £* que se relaciona com ambos os
vetores por x® = £* + Qgy®. Assim, é possivel representar ¢® por:

wo (L V& L .
77Z) - (nga QH ) QH’[)) ) (BS)

e 6 é um vetor tipo espaco, ortogonal a £, ¥® e x®. Assim, é possivel representar
0 por:

9 = (0,0,0,V62) (B.4)
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B.1 Horizonte de eventos como congruéncia geodésica

No caso apresentado na segdo 2.3.3, a existéncia do vetor N* que obedega
as relagoes (2.19) e (2.20) no horizonte de eventos pode facilmente ser verificada a

partir da representacao local construida em (B.1) (B.2) (B.3) (B.4). Partimos de:

N* = (a,b,c,d). (B.5)
e Impondo a relagao N*y, = —1, temos que:
N* = (a,b,a — 1,d); (B.6)

e Impondo N® ser um vetor nulo, temos que:

Nu_<b2+d2+1 ; b+ d? -1 )‘b2+d2+1
- 2 7 2 Y Y 2

o Imponto a ortogonalidade entre N® e 1%, temos que:

N <<€2)‘1+d2+1 1 () +d?— 17d>; (BS)

2 TVEY 2
o As relagbes acima para N® ja resultam em £*N, = —1;

« Impondo a ortogonalidade entre N* e 6%, temos que:

1+ 1 1-¢
NH:< 22 ’_\/5_27 22 ,O); (B.9)

evidenciando que é possivel encontrar um vetor N* com as condi¢oes exigidas na

secao 2.3.3.

B.2 Variacdo de k no horizonte de eventos

Na secdo 3.1.2, foi dito que, no horizonte de eventos, o tensor €g.qx? contraido
com quaisquer dois vetores resulta em um vetor tangente ao horizonte. Para se verificar
isso, serao utilizados os vetores x®, W%, Y® e Z% que formam uma base para o espaco

tangente no horizonte de eventos, sendo suas representagoes locais escolhidas como:

X =(1,0,1,0)
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WH = (0,0,0,1), (B.10)
Y* = (-1,0,1,0), (B.11)
Z" = (0,1,0,0). (B.12)

Localmente, a forma de volume €y, ¢ reduzida ao simbolo de Levi-Civita. Pela
7
forma como foram escolhidos os vetores W¢, Y* e Z¢, verifica-se que W e Z¢ sdo

tangentes ao horizonte de eventos.

Assim, contraindo €..qx? com cada combinacdo dos outros vetores da base:

€wpaZ"WPXT = €132 + €4130 = X, (B.13)
EMVPJYVW'DXU == _6H032 + E'ugg() == _2ZM7 (B14)
EMVpUZVYpXU = —€4102 + €1120 = —QWM, (B15)

evidenciando que quaisquer dois vetores contraidos com €gp.qx? retornam um vetor

tangente ao horizonte de eventos.

B.3 Variacao de k em processos

Na segao 3.2.4, a relagao apresentada em (3.53) foi obtida a partir do seguinte
fato: para um vetor V, que obedece, no horizonte de eventos, V,x* = V,£* =
Vot = V,0% = 0, tem-se que V, « x,. Para verificar tal afirmacao, utilizaremos a

representagao local construida em (B.1) (B.2) (B.3) (B.4). Assim, partimos de:

V, = (a,b,c,d). (B.16)

« Impondo a relagao V,x* = 0, temos que:

VFL = (_a’7 b7a7d>; <B17)
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e Impondo a relagao V,£* = 0, temos que

V# - (—CL, O,G,d); (B]'S)

o As relagoes acima para V, ja resultam em V, y®* = 0;

e Impondo a relagao V,0* = 0, temos que

VH = (-CL,O,(I,O); (Blg)

evidenciando que V,, & x,.
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