UNIVERSIDADE FEDERAL DE MINAS GERAIS
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Calend oS,

CRISTIANA DO CARMO TEIXEIRA
BELO HORIZONTE
2010



Cristiana do Carmo Teixeira

CALENDARIOS

Monografia de conclusdo de
curso de especializagdo em
matematica para professores
da UFMG, apresentada a
banca do departamento de
matematica, sob a orientagédo
do professor Gilcione Nonato
Costa.

Belo Horizonte

2010



Membros componentes da banca examinadora:

Gilcione Nonato Costa (Orientador)

Francisco Dutenhefner

Grey Ercole



Dedicatéria

“Dedico esse trabalho ao meu orientador, Gilcione, por sua paciéncia e

amizade, e, a minha mée, Elizabete, por sempre me incentivar a estudar.”



Epigrafe

‘De que me irei ocupar no céu, durante toda a Eternidade, se néo

me derem uma infinidade de problemas de Matematica para

resolver?”

Cauchy



Sumario

RESUMIO. .. et e e e e e e e e e e e e e rnn s 7
I 11 0o [ o= T J5 S 8
2. HISTOMIA. ..ottt e e e e ettt e e e e e as 10
3. PIeliMINGIES. ...cci ittt e e e e e e e e e e e e b 13
3.1. Fragles CONtINUAS.........ccceeiiiiieeieeit s e e e e e e e e e e 13

I I A B < 11 o3 Lo J TSP P P PP 14

3.1.2. Convergente de fragdes continuas finitas................cccceeeeeevvvnnnnee, 18

4. Concluséo: O problema do CaleNdArio.............uuvviiiiiiiiiiiee e 25
4.1. Solucdo matemética para esse problema...........cccoeeveeiiiiiiiiii i 25
4.2. SOIUGAO GrEQYOITANEA. ... vvvtteeieieieeeeeee e e e e e e e e e e s e e e e e e e e e e reeaeaeeeeeens 28

5. Referéncias bibliografiCas. ... 30



RESUMO

O homem sempre teve a necessidade de marcar o tempo, e, ao longo da
histéria da humanidade varios tipos de calendarios foram aparecendo. E, de uma
maneira geral, os calendérios se baseiam na translacéo e rotacdo da Terra em torno
do Sol ou nas fases lunares. Seja como for, qualquer calendario apresenta
inexatiddo numérica em relacdo aos eventos periodicos de um ano. Mais
precisamente, dado que um ano nao possui exatamente 365 dias e 6 horas, 0
calendario Juliano acumulara ao longo dos anos, uma imprecisao. Dessa forma, as
estacdes do ano chegariam transladadas. Ou seja, o calendario se torna impreciso

para determinar as datas de plantio, o inicio das estacdes, etc.

Para contornar esse problema, em 1582, o entdo Papa Gregério Xl
instituiu uma comissdo de matematicos, para elaborar as corre¢cdes no entédo
calendério vigente, e fazer que as tais translacfes fossem minimizadas. Em sua

homenagem, o atual calendario é chamado de calendario Gregoriano.

Nesse trabalho, por meio das fracbes continuas, estudaremos as
possiveis correcdes que podem ser feitas no calendario, bem como analisaremos a

solucéo proposta por essa comissao.

Palavras-chave: fracdes continuas, calendario Gregoriano, calendario Juliano.



1. INTRODUCAO

Desde os primordios da civilizagdo, o homem observa a natureza e € a
partir dessa relacdo que ele constroi seu conhecimento, obtém recursos e se

desenvolve.

Todos os calendarios se baseiam na observacdo dos dois astros mais
visiveis da terra a olho humano, o Sol e a Lua, para determinar as unidades de
tempo: dia, semana, més e ano. O dia surgiu do contraste entre a luz solar com a
escuriddo da noite. A observacao das fases lunares gerou a ideia de semana e de
més. E a repeticdo alternada das estacdes, deu origem ao conceito de ano.

Basicamente, os calendéarios surgiram por causa da agricultura, o homem

observou que tinha um periodo correto para plantar e outro para colher.

O conceito de "semana”, em que os dias estdo agrupados em conjuntos

de sete, possivelmente se refere a cada uma das fases lunares.

Diferentemente da lingua portuguesa, os dias da semana, na lingua
espanhola ou na inglesa, se referem aos astros do sistema solar. De fato, domingo &
chamado de Sunday, na lingua inglesa, que significa dia do sol. A ideia de més
decorreu da periodicidade das fases lunares. Dai, o conceito de ano, segue

naturalmente.

O primeiro calendario que agregou todos esses conceitos, e, além disso,
apresentava maior precisdo com 0s eventos naturais foi o adotado pelo imperador
Julio César, de Roma, que introduziu uma sequéncia de trés anos consecutivos e
curtos, com 365 dias, e seguidos de um ano longo, chamado de bissexto, com 366
dias. Tal calendario foi chamado de Juliano, e em homenagem a Jalio César, o
sétimo més do ano, passou a se chamar de Julho (no latim, Julius). J& o més de
agosto, é uma referéncia ao Imperador Octavio César Augusto, que sucedeu Jalio,

no poder.

Contudo, o calendario Juliano pressupde a duracdo média de um ano de 365
dias e 6 horas. E se um ano tivesse essa duracgéo, esse calendario seria perfeito.

Porém, um ano dura exatamente 365 dias, 5 horas 48 minutos e 46 segundos. E,



essa imprecisao de 11 minutos e 14 segundos a mais do que realmente o ano €&, ao

longo de centenas de anos, se torna consideravel, e ndo pode ser mais desprezada.

Por exemplo, j& no século XVI, essa diferenca era em torno de 10 dias. E
claramente, essa diferenca causava transtornos. Em vista desse problema, o papa
Gregorio XIlI instituiu uma comissdo composta por matematicos e astrénomos para
corrigir o calendario Juliano. E, em 1582, tal comissédo resolveu suprimir 10 dias no
calendério. Todos foram dormir numa quinta-feira 4 de outubro e acordaram na
sexta-feira 15 de outubro de 1582. E tal comissé&o institui que anos terminados em
00 s6 seriam bissextos, se tal ano fosse multiplo de 400. E essa € a grande
diferenca entre os calendarios Juliano e Gregoriano. Mais precisamente, o ano de
1700, por ser multiplo de 4, seria ano bissexto pelo calendéario Juliano. Contudo, por
ndo ser multiplo de 400, nao foi bissexto, pelo calendario Gregoriano.



2. HISTORIA

Existem indicios que mesmo em eras pré-historicas, alguns homens ja se
preocupavam em marcar o tempo. H4 registros que, a cerca de 20.000 anos atras,
na Europa, cacadores escavavam pequenos orificios e riscavam tracos em pedacos
de ossos e madeira, possivelmente contando os dias entre fases da Lua. Em um
periodo mais recente, os Sumérios adotaram um Calendario bem parecido com o
nosso, com um ano dividido em 12 meses de 30 dias, o dia em 12 periodos e cada
um desses periodos em 30 partes. Ja na Babilonia, havia um calendario com um
ano de 12 meses lunares que se alternavam em 29 e 30 dias, num total de 354
dias. Os egipcios inicialmente fizeram um calendario baseado nos ciclos lunares,
mas depois notaram que quando o Sol se aproximava da "Estrela do Cao" (Sirius),
estava proximo de o Nilo inundar. Notaram que isso acontecia em ciclos de 365 dias.
Com base nesse conhecimento eles fizeram um Calendario com um ano de 365
dias, possivelmente inaugurado em 4.236 a.C. Essa € a primeira data registrada na

histéria.

Na atualidade, existem aproximadamente 40 calendarios em uso no

mundo, que podem ser classificados em trés tipos:

1. Solares: Baseados no movimento da Terra em torno do Sol; os
meses ndo tém conexdo com o movimento da Lua. Um exemplo
desse tipo de calendario € o cristao.

2. Lunares: Baseados no movimento da Lua; o ano nao tem conexao
com o movimento da Terra em torno do Sol. O calendario islamico
€ um exemplo desse tipo de calendario.

3. Lunisolares: Os anos estao relacionados com o movimento da
Terra em torno do Sol e os meses com 0 movimento da Lua em
torno da Terra. O calendario hebreu, que é o mais antigo ainda

existente, € um exemplo desse tipo.

O calendario hebreu possui como caracteristica principal uma sequéncia
de meses baseada nas fases da Lua, mas de tempos em tempos, um més inteiro é
intercalado para o calendario se manter em fase com o ano tropical. Enquanto os

calendarios cristdos tém anos de 365 ou 366 dias divididos em 12 meses que nao
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estdo relacionados ao movimento da Lua. Os principais calendarios cristaos, ainda

em uso sdo os calendarios Juliano e o Gregoriano.

O calendéario Juliano foi proposto por Sosigenes, astrdbnomo de
Alexandria, e introduzido por Julio César em 45 a.C. Foi usado pelas igrejas e
paises cristdos até o século XVI, quando comecou a ser trocado pelo calendario
Gregoriano. Alguns paises como a Grécia e a Russia, o utilizaram até o século
passado. Ainda é usado por algumas Igrejas Ortodoxas, entre elas a Igreja Russa.
Jé o calendario Gregoriano foi proposto por Aloysius Lilius, astrbnomo de Napoles, e
adotado pelo Papa Gregorio Xlll, seguindo instru¢cdes do Concilio de Trento (1545-
1563). O decreto instituindo esse calendario foi publicado em 24 de fevereiro de
1582. Atualmente, a diferenca entre esses dois calendarios € de 13 dias, dado que
foram suprimidos 10 dias do ano de 1582, e que os anos de 1700, 1800 e 1900, n&o

foram bissextos no calendario Gregoriano.

Devido as imprecisdes desses calendarios, em relacéo a real duracao de
um ano, o calendario Juliano se defasa de 1 diaa cada 128 anos, enquanto o
calendéario Gregoriano se defasa 1 dia a cada 3.320 anos. De fato, dado que a cada
ano, ocorre uma defasagem de 11min 14seg, no Juliano, a cada 128 anos, teremos

uma defasagem de um dia.

A adocdo do calendéario Gregoriano por alguns paises, como Portugal,
Espanha, Italia e Polbénia, provocou uma série de confusdes em relacdo as datas
histéricas, uma vez que muitas pessoas ndo compreendem o motivo pelo qual o
mesmo dia possuia datas diferentes, dependendo da regido. Isso ocorreu, por
exemplo, na Revolucdo de Bolchevique também conhecida como Revolugdo de
Outubro na Russia, que ocorreu no dia 25 de outubro de 1917. Porém para nos e
em diversos outros lugares do mundo a data da revolucéo foi no dia 7 de novembro
de 1917. Outro fato curioso foi o “descobrimento do Brasil” em 22 de abril de 1500,
data anterior a 1582, ano em que foram retirados 10 dias do calendario, o que indica
que deveriamos festejar o aniversario do “descobrimento do Brasil” no dia 3 de maio
(como antigamente). Essa confuséo se deu quando a carta de Pero Vaz de Caminha
foi encontrada, dando a noticia do descobrimento com data de 22 de abril
(calendario Juliano). Desaparecida até o inicio do século XIX e publicada pela

primeira vez em 1817. Nao foi levado em consideracao, que 22 de abril de 1500, o
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7

calendario em vigor, ndo era o Gregoriano. O dia 25 de dezembro é a data de
comemoracao do nascimento de Cristo, porém, ndo se sabe ao certo qual a data
correta de seu nascimento. O que se sabe, € que nesse dia (25 de dezembro) havia
uma comemoracao pagd de adoracdo ao sol cheia de bebidas e orgias. No século
IV, a Igreja Catolica Romana, p6e um fim nessa comemora¢do mudando apenas o
nome da festa de “dia do nascimento do deus sol” para “dia do nascimento do filho
de Deus”. Na antiguidade o Natal era comemorado em varias datas diferentes e
ainda hoje temos datas distintas. Os seguidores da Igreja Catolica Ortodoxa, por
exemplo, comemoram o dia de natal em 7 de janeiro, devido ao calendario Juliano,
que foi criado antes da era cristd. J4 a Igreja Catdlica Romana, segue o calendario

Gregoriano (criado depois do nascimento de Cristo).

Nas proximas secdes, por meio de fragcbes continuas, daremos um
tratamento matematico ao problema dos calendarios. Como ja observamos, a
origem desse problema esta relacionada ao fato da duracdo de um ano terrestre nédo
ser um numero inteiro de dias. De fato, as 5h48min26seg a mais, acarretam
imprecisdes em ambos os calendarios. Matematicamente, esse problema se resolve

ao se aproximar esse tempo adicional por uma fracdo. Como veremos, o calendario
. . , 1
Juliano aproxima esse numero com sendo 1 E dessa forma, a cada 4 anos, se faz

necessario termos um ano bissexto. O método de fracdes continuas fornece uma
sequéncia de fracbes que rapidamente converge para o nimero em questdo. Tais
fracOes, longe de serem complicadas, possuem como principal caracteristica o fato
de terem denominadores ndo tdo grandes. E isso acarreta que as solucdes

propostas por tal método possuem regras ciclicas, de periodos aplicaveis.

O método de fracdes fornecera o calendario Juliano como uma solugao
intermediaria do problema, ou seja, uma solu¢cdo com uma imprecisédo. Além disso,
as demais aproximagbes tém regras mais complexas. A solugdo proposta pela
comissao de Gregorio conseguiu uma regra, que mesmo perdendo em preciséo, é

bem simples de aplicacéo.
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3. PRELIMINARES

3.1. FRACOES CONTINUAS

Existem diversas maneiras de escrevermos um mesmo numero. Uma
forma muito interessante, simples e precisa chama-se fragdes continuas e consiste
em substituir um numero real ou complexo por uma fracdo simples (com

denominador pequeno).

Arguimedes, na antiguidade, muito antes de serem descobertas as

fracbes continuas, encontrou uma boa aproximacdo para 0 nidmero 7 em uma

fracdo. Ele utilizou poligonos de 96 lados, inscritos e circunscritos a circunferéncia,
) . ] 22
para o calculo de comprimento ou perimetro da mesma e obteve - como

aproximacédo de r= 3,14159265. Analisando a aproximacdo de Arquimedes em
fracdo e a aproximacdo usual de 7= 314, obtemos 22+7 =3142857143, e, se

. 314 157 - . . . :
fizermos W=E a nova fracdo possui um denominador muito maior que a

primeira, deixando-a menos atrativa.

Na matematica, uma expressao aproximada de um numero real, sob
forma de uma fragdo com um dado denominador, significa determinar qual de todas

as fracdes com esse denominador esta mais proxima do numero real. Arquimedes,

em uma de suas obras, indicou os limites de 7 : 3%< < 3%. Na pratica, embora

10 . , o . N .
37—1 esteja mais proximo do valor de 7, € bem mais interessante e simples

1
trabalhar com o nimero 37, devido ao tamanho do denominador e a facilidade de

desenvolver célculos com essa fragdo. Para aproximar um namero real com grande

exatiddo por uma fragdo simples, basta substitui-lo por fra¢cdes reduzidas.

13



3.1.1. DEFINICAO

Uma frag&o continua € uma expressédo da forma

b,
Bt — b, @
3 b,

+
8 a, +--

em que os coeficientes ao, aj, az,--- € by, by, bs,--- s&o ndmeros reais ou complexos.

O numero de termos pode ser finito ou infinito.

Uma forma mais simples de (1) € 0 caso em que todos os b; sdo iguais a
1 e os a; sdo numeros inteiros. Nessa situacéo, a fracdo continua € dita simples e é

denotada por [a,;a,,--+,a,,:-]. O termo ao é a parte inteira da fra¢éo e por isso, vem
separada com ponto e virgula.

. . 67 .
Exemplo 1. Tomemos como exemplo o numero racional 28" Tal nimero encontra-

se no intervalo [2,3]. Assim, % =2+Xx,emque 0<x<1.

De fato 67=2-28+11, ou seja,

67 11
_:2+_
28 28
g—2+i
28~ 28

11

28
Da mesma forma para a fragéo 11 obtemos que 28=2-11+6.

Logo,

=
H
@H:‘H

14



Assim 11=1-6+5. Ou seja,

Continuando o processo 6 =1-5+1, temos:

g—2+—1
28

De notacédo convencional,
o7 22115
28 - y &y

Esse procedimento pode ser aplicado a qualquer nimero racional. Assim, temos o

seguinte teorema.

Teorema 1. Qualquer fragdo continua simples finita representa um nimero racional.

Reciprocamente, qualquer numero racional pode ser representado por uma fragéo

continua simples finita.

Demonstracdo. Claramente, uma fracao continua simples representa nimero

racional. Passemos, entdo para a demonstracao da reciproca dessa afirmacéo. Seja

g uma fracédo irredutivel, ou seja, mdc(p,q) =1. Consideremos o0 caso em que

p <g. Os demais casos sdo analogos (p = qé trivial).

Assim, pela divisédo de Euclides, temos que g =a,p+r,, com 0 <r, < p. Portanto,

0

P

olQalk
=

Se r, =0, a prova do teorema para essa fra¢cdo acabou. Caso contrario, podemos

escrever:

15



Com a diviséao de p por ro, obtemos que p =a,r, +r, com 0 <r, <r,.

Novamente, se r, =0, acabou, pois:

1
Y
aﬁat

Caso contrario,

Ao continuarmos esse  procedimento, obteremos duas sequéncias
a,,8,,:-,a, € r,,l,,r comp =r, =r =r,--- =r, =0, ou seja, a sequéncia dos

r., de numeros naturais, é decrescente. Logo, paratodo ne N, r, =0.

Assim,

Como consequéncia imediata desse teorema, obtemos que a representacado

irracional em fracdes continuas € infinita. Esse fato é ilustrado no exemplo a seguir.

Exemplo 2. Vejamos agora um namero irracional.

Como \/E >1, escreveremos

16



\/§=l+(\/§— )

Dado que (\/5 —1X\/§ +1): 1, obteremos

1
V2 =1+
1+2
Por recursividade, temos que,
J2 =1+ !
1+1+ !
1++/2
=1+ ! .
2+ !
1+/2

Ao aplicarmos indefinidamente esse processo,
1

\/§:1+—1
26—

2+ -

2+ -

Em notagéo simplificada, v2 =[1;2,2,2,--].

Tomemos um exemplo de obtencédo de representacdo em forma de fracdo continua

para um namero racional negativo. Como veremos tal representacdo nao é unica.

Exemplo 3. Seja x = —E. Seguindo a ideia anterior, teremos:

13 1
e - - [262]
28 ,, 1

Contudo, podemos reduzir essa fragdo a outra, como anteriormente. De fato,

—Ez—l E=—1+—1
28 28 1+
1+ 1
1

17



Ou segja,
x =[-1,1162]

3.1.2. CONVERGENTES DE FRACOES CONTINUAS FINITAS

Seja a expansao de P_ a, + 1 1 em fracdo continua.
9 a, + -
a, +
a, .+ 1
a .+
n
Ao seccionarmos essa expansao obtemos:
%
Co=—
°
C,=a,+ 1
= Bl
a
1
C,=a,+
+ IR
& a,

Os termos c, sdo chamados de convergentes da fragdo continua. Assim, 0 processo
de escrita de um numero em fracdo continua pode ser utilizado para obtermos
ndameros racionais que se aproximem do numero em questao. Mais precisamente,

se a=[a,;a,---,a, -] a sequéncia,

c=P_a+ 1'“ =la,;a,---,a] 0<i<n,

q; .
aﬁi
&

convergira para a e 0 n-esimo convergente, € a propria fragdo continua. Em

notagdo matematica, lim Po s

n—owo qn

Para exemplificarmos essa convergéncia, tomemos um caso particular, como
exemploa = V2 = [];2,2,2,---] e V2 =1414213562---. A sequéncia de convergentes

obtida é a seguinte:

18



P, 1 3
c,=—=12[=1+====15
c, =P —[122]=1+ 11—Z:L4
gz 2+ = 5
6= 2221+ — =1 _141
d; 24 11 12
2+~
2
¢, =P 1 44137031
a, 2+; 29 ——
1
2+ 1
2+~
2
e =P 1y 1 =99 14142857
s o, 1 70
1
2+
1
2+ 1
2+
2

Teorema 2. Seja a =[a,;a,,---,a,,---] um namero real. A sequéncia

Pr _[a:a, . a ] satisfaz a relagéo

g,

{pi =P+ b,
4 =ad_,+q_,

para i =2,3,---,n.

Provaremos tal afirmacgéo, por indugdo matematica. De fato,



Po _ [ _ &
=lan]=
o 1
Portanto, p,=a, e q, =1.
Com a mesma linha de pensamento,
Py _[ _ 1 _ aoa1+1
=laga =g+ === 2)
a; a a

Logo,
pp=a@a +1=ap,+q, € g, =a,.

Cabe aqui ressaltarmos que 0s nimeros p; = aga;+1 e gq;=a; Sao primos entre si.

Para obtermos a fracao P a partir de &, basta substituirmos a; por a1+i, na
a, a, a
equagéo de % Compare (2) e (3). Dessa maneira,
1

P, : 1

2 =lagia,a,]=a+— (3)

q2 a1+7

a
Portanto, como P_32+1 temos que
a, a

ao(a1+]+1
P _ 3, 2@ +1)+2, _ (83, +1)+3

0 541 a2, +1 3@, +1
a'2
ou seja,
P2 _ 3P 4P
q2 aqu +q0

20



O numerador e denominador de ordem n podem ser considerados iguais as

expressbes correspondentes ou a quaisquer outros numeros que lhe sejam

proporcionais.
Assim, a relacao de recorréncia é valida para n=2.

Admitiremos que tal relacdo seja valida para n > 2. Portanto,

P, : 1
g ~Podal=ar—
n al _i_I
an
Da mesma forma, passamos de P para Pras
qn qn+1
Py P, e 1
Como no caso de -+ para —=, substituiremos a, por a, +—.
1 q2 an+:L
Entdo, como
Pn _ &PostPre
qn anqn—l +qn—2
temos que,

Poa @& +— [+ P
pn+l _ 1( a‘rH-lJ ’ — pn—l(anan+l +1)+ pn—Zan+l — an+1(pn—1an + pn—2)+ pn—l .

qn+1 l
a, +—— +
( n a an—l qn—2

n+1

Por hip6tese de inducéo, obtemos que,

pn+1 — an+1pn + pn—l .
qn+l an+1qn + qn—l

Ou seja, a relacao é valida para numero natural.

Teorema 3. Na mesma condi¢cédo do Teorema 2,

Ay =P — P = (_ 1)i

(a'nan+1 + 1)qn—l + qn—2an+l an+1(anqn—1 + qn—2)+ qn—l

21



para i =0,1,2,3,--.

Demonstracdo. Novamente, provaremos essa afirmacdo por inducdo matematica.

Inicialmente, consideremos o caso em que i =0.

Entéo,
Ay = PyOo — Pod; -
Dado que
Po=8, Q=1 p=aa,+1le q =&
temos

Ao = P — Poth = (a8 +1)-1-a,3, = 1.
Por outro lado,

A = Pl — Py
= (a‘i P+ pi—l)qi Y (aiqi +Qi—1)
=P P4,
=—(pg,-P_a)

Como A, =1,temosque A, =-1 A, =1 A, =-1 ---.Ou seja, A, = (—1)i.

Py

n

Teorema 4. Na mesma condicdo do Teorema 2, a sequéncia { } converge para

a . Ou seja, lim Py _

n—oo qn

.

Demonstragéo. o, =[ =
qnqn+l qnqn+l qnqn+1

M_&J — Prifn —Y90aPn _ An _ (_l)n
qn+l qn

(-1
5n =\C,1—Cy)=
Cra=cn) 0nCln.1

Py

Isso mostra que a sequéncia {
d,

} alterna em torno de um ponto central.

22



Como q,,; =a,0, +0d,, >a.q, =q,.
A sequéncia {qi} € estritamente crescente, ou seja,
Qo <O; <0 <Oz <---.
Entdo, segue-se que|d,| > || >|5,| > |0;| > -+, e por consequéncia,
c,—¢,=(c,—c,)+(c,—¢c,)=5,+5,>0
pois, |6,| >[5 e &, >0 e &, <0. Entdo
C,—C,>0=¢c, >c,.
De maneira analoga,
Co <C, <C, <Cq<--<Cpy <+ (4)
Para os termos de ordem impar de sequéncia {cn}, temos que,
c,-¢ =(c,-¢c,)+(c,-¢c,)=6,+6,<0,
pois, |6,|>6,| e 6,>0 e &, <0. Entao,
Cc;—C, <0=c; <c;.
Também de maneira anéloga,

C,>Cy>Cq> - >Cppy > e (5)

2n
Como &,, =(Cypyy —Con ) = Q concluimos que
q2nq2n+l

C2n < C2n+l'
Ao agruparmos as desigualdades (4) e (5) em uma expresséo, obtemos que,

Cy <Cy <C, <Cq+"<Cyhy <Cpyg <Cpyq < +"<Cy<C.
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Para finalizarmos a prova de convergéncia da sequéncia {Cn}, resta observarmos

que

: . )
limc,,.,—C,, =limo,, = Ilmu =
n—oo n—w n—ow q2nq2n+l

0

pois, a sequéncia {qn}, de numeros naturais, € estritamente crescente e ilimitada, ou

seja, limq, = .
n—oo

O grafico abaixo ilustra o comportamento alternado das fracGes reduzidas obtidas de

uma fragdo continua que séo, ora maior ora menor, que a anterior.

Retomaremos agora o problema matematico do calendario na proxima secao.
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4. CONCLUSAO
O PROBLEMA MATEMATICO DO CALENDARIO

Conforme mencionado anteriormente, um ano ndo é igual a um namero
exato de dias. Mais precisamente, um ano consiste de 365 dias, 5 horas, 48 minutos
e 46 segundos que equivale a 365,242199 dias. Apresentaremos agora, a solucao
por fragBes continuas e também a solucdo decretada pelo Papa Gregorio Xlll para o

problema do calendario.

4.1. SOLUCAO MATEMATICA PARA ESSE PROBLEMA

A parte decimal do ano (0,242199074) certamente, de tempos em
tempos, deve ser convertida em 1 dia (ano bissexto). Ao utilizar fragbes continuas
para resolver o problema obtemos

5h48mind6seg  20926seg 10463 1

. = =[4,7135,64]
1dia 86400seg 43200 ,, 1

Observe que 10463+43200= 0,242199074

A fracdo continua [4,7,1,3,5,64] fornece aproximacgBes para 0 numero
0,242199074. E essas aproximacgOes nos dao diversas alternativas de correcao do

problema.

A primeira aproximagado desse numero € dada por

=0,25.

N

C1:[4]:
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Essa convergente € justamente a aproximacao dada pelo calendario
Juliano, que fornece um ano bissexto a cada 4 anos. Como podemos verificar no
Calendario Juliano, na média, um ano possui 365 dias e 6 horas. E essa média
difere de 11min e 14 segundos da real duracdo de um ano. E, portanto, esse é o
erro ao utilizarmos tal aproximacédo. A diferenca pode até parecer pequena, mas, ao
longo de séculos, ndo pode ser desprezada. Para termos uma ideia, esse erro gera

a cada 128 anos, um dia em avango em relagéo ao ano real.
O préximo convergente é dado por

c,=[47]=— -1 _ 7 ~024137931
1 4x7+1 29
4+?

Assim, com essa aproximacao, teriamos 7 anos bissextos a cada 29
anos. Contudo, seria uma regra de dificil aplicabilidade. Podemos simplifica-la,
multiplicando seu numerador e denominador por 4. Entéo,

o 4x7 _28
2 4x29 116

Ou seja, a cada 116 anos, teriamos somente 28 anos bissextos, ao inves
dos 29 anos bissextos previstos pelo calendario Juliano. Se utilizassemos tal
aproximacao, deveriamos excluir um dos 29 anos que sao bissextos, e transforma-lo
em um ano simples. A Unica complexidade dessa regra seria a obtencdo dos

multiplos de 116. O erro ocasionado por essa aproximacao seria de 1 minuto e 11
~ , ~ 7 . :
segundos a menos que a duracéo de 1 ano. Pois, a fragcdo —— de um dia, equivale a

29

aproximadamente 20855 segundos, que é 71 segundos a menos do que deveria ser.
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Essa diferenca de 20926 — 20855 = 71 segundos por ano gera a cada 1217 anos, o

erro de um dia a menos no calendéario em relagédo ao ano real.
A sequir, pelo teorema 2, temos que:

c, =[471]= % - % —0,2424...
29+

. . . . ~_ 8
Essa aproximacédo é muito boa em termos de erro, pois a fracdo 33 de
um dia equivale a 20945 segundos, que € 19 segundos a mais do que o esperado.
Isso ocasiona 1 dia a mais a cada 4.547 anos. Seriam 8 anos bissextos em cada
conjunto de 33 anos, mas também, teriamos dificuldade com a elaboracdo de uma
regra para sua aplicacdo. Podemos contornar tal problema, considerando que

_8 _8x4_32
33 33x4 132°

Cs

Entdo, se aplicassemos tal regra, teriamos 32 anos bissextos a cada 132
anos, ao invés dos 33 anos bhissextos do calendario Juliano. Da mesma forma do

caso anterior, a principal dificuldade técnica seria a obtencao dos multiplos de 133.
A préxima convergente

3-8+7 31

= =0,2421875
3-33+29 128

c, =[4713]=

€ extremamente préxima do esperado, diferindo apenas de 1 segundo da duracéo
meédia de 1 ano, que € de fato um erro, muito pequeno. Assim, se utilizassemos tal
regra, levariamos 86400 anos para temos um dia de diferenca entre o calendario e o
ano real. E, a cada 128 anos, teriamos 31 anos bissextos, ao invés de 32, do
calendario Juliano. Como veremos na préoxima secao, essa fracdo, possivelmente,

teria sido a base para o calculo da regra de Gregoério.
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A quinta convergente € a mais precisa, mas, devido ao tamanho do seu

denominador, a torna inviavel.

c, =[47135]= 23148 _ 163 4540199108
5.128+33 673

Novamente, tomaremos outro representante para cs, que é dado por:

- 163x4 _ 652
57 673x4 2692

Assim, se utilizassemos esse convergente, teriamos a cada 2692 anos,
652 anos bissextos, ao invés dos 673 previstos pelo calendario Juliano. Essa regra,
além de dificil aplicabilidade, pois teria um ciclo de 2692 anos, traria o problema da
escolha dos 21 anos que deveriam ser bissextos, mas seriam transformados em
anos simples. Isso poderia ser resolvido, por exemplo, excluindo-se um ano

bissexto, a cada 128 anos.
4.2. SOLUCAO GREGORIANA

No Calendario Gregoriano o ano é considerado como sendo de

[365+£) dias = 365,2425 dias. Assim sendo, nesse Calendario, existem 97 anos

de 366 dias, que sdo chamados de bissextos, a cada ciclo de 400 anos, ao invés
dos 100 anos bissextos, previsto pelo calendario Juliano. Os anos bissextos sdo

determinados pela seguinte regra:

Os anos bissextos sé@o aqueles divisiveis por 4, exceto 0s anos

multiplos de 100 que néo sdo multiplos de 400.

Por essa regra, os anos de 1700, 1800 e 1900 nao foram bissextos e 0s

anos de 1600 e 2000 foram bissextos em ambos os calendarios Juliano e
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Gregoriano. Com a supressao dos 10 dias do ano de 1582, a diferenca atual desses
dois calendarios é de 13 dias.

Existe uma hipdtese para essa regra gregoriana. Possivelmente a
comissao responsavel por resolver esse problema teria escolhido um ciclo de 400

anos para a correcao do calendério e feito uma regra de 3 simples com a fracao

ﬂ. Assim, dessa maneira,
128

31 x
128 400

obtemos x =96,875, que é préoximo de 97. Porém, essa hipdtese possui pouca
possibilidade de estar correta, uma vez que, no tempo de Gregdrio, ndo se tinha
tanta precisdo na duracdo do ano, como temos hoje em dia. Sabemos que a
Comissdao utilizou as tabelas astrondmicas existentes na época que diziam que o

ano Juliano é mais longo que o real em 10 minutos e 44 segundos. Acumulando o
. , . 1
erro de 1 dia a cada 134 anos, que é praticamente §x400. Portanto, se faz

necessario a transformacédo de 3 anos, que seriam bissextos, em anos simples, a

cada 400 anos. E assim, foi desenvolvida a regra anteriormente apresentada.

Ao aplicarmos o calendario Gregoriano, temos que, um ano teria
365,2425 dias, ou seja, 365 dias e 20952 segundos. Portanto, na média, temos um
erro de 20952 — 20926 = 26 segundos por ano, 0 que representa a cada 3323 anos,
1 dia de diferenca, a mais, em relacdo ao ano real. Uma possivel corre¢cdo no
calendario Gregoriano seria a transformacéo de um ano bissexto, em ano simples, a

cada 3320 anos.
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