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Resumo

Estudamos o problema da caracterizacao das transformacoes de estados
de polarizacao da luz espalhada por meios despolarizantes através do forma-
lismo de Mueller. Por meio da decomposi¢ao da matriz de Mueller em soma
convexa de matrizes de Mueller-Jones, estudamos as propriedades espectrais
dessa decomposi¢ao e sua relagdo com o preenchimento do diagrama Entropia
x Indice de despolarizacio dos meios épticos.



Abstract

We studied the problem of characterization of the polarization states
transformations of scattered light by depolarizing media by Mueller forma-
lism. By decomposition of the Mueller matrix in convex sum of Mueller-Jones
matrix, we studied the spectral properties of this decomposition and its rela-
tion to the filling of the Entropy x Index of depolarization diagram of optical
media.

vi



Capitulo 1

Introducao

A maior parte do formalismo que nos permite representar os estados de
polarizacao da luz foi introduzida no século XIX, mas, a expansao da optica
polarimétrica iniciou-se realmente com o desenvolvimento de sofisticados sis-
temas tecnoldgicos como o laser e a fibra 6ptica. A exploracao da informagao
polarimétrica do campo eletromagnético tem sido amplamente desenvolvida
em vdrias areas de pesquisa como: sistemas de telecomunicagao (fibras épti-
cas) [1], astronomia [2], biologia [3], etc.

Em 1852, George Stokes estabeleceu uma descricao algébrica para um
estado de polarizacao introduzindo quatro parametros que possuem dimen-
sdo de energia e ficaram conhecidos como pardmetros de Stokes [4]. Essa
representacao é interessante, pois nos permite lidar com estados completa-
mente polarizados, estados parcialmente polarizados e até mesmo, estados
despolarizados. Esse formalismo é completo!. Outro formalismo completo é
a representacao do estado de polarizacao da luz via matriz de coeréncia [5].

Em 1892, H. Poincaré usou os vetores de Stokes para demonstrar que
o espaco dos estados de polarizagao da luz pode ser representado por uma
esfera [6].

Do ponto de vista das transformacoes nos estados de polarizacao, a in-
teracao entre o campo eletromagnético e um material homogéneo pode ser
descrita pelo formalismo de Jones. Entre 1941 e 1947, R. Clark Jones [7],
baseado na natureza vetorial do estado de polarizagao, estabeleceu que os
operadores que representam as transformacoes polarimétricas impostas pe-
los sistemas 6pticos ao feixe de luz, eram descritos por matrizes complexas
2 x 2. Uma desvantagem desse formalismo refere-se a impossibilidade de se
representar sistemas Opticos que geram despolarizacgao.

LCompleto porque permite representar qualquer estado de polarizacdo, inclusive os
parcialmente polarizados.
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O método mais poderoso para tratar sistemas despolarizantes foi desen-
volvido por F. Perrin [8] e H. Mueller [9] e ficou conhecido como formalismo
das matrizes de Mueller ou ainda, formalismo de Mueller-Stokes. A matriz
de Mueller é capaz de representar a transformacao polarimétrica sofrida por
qualquer onda eletromagnética, em qualquer meio, através de um tratamento
linear.

Como as mudancas no estado de polarizacao de um feixe de luz serao
objeto de nosso estudo, vamos definir primeiramente o que é um feixe de
luz. Podemos dizer que ele consiste em um grande ntimero de ondas emitidas
por uma fonte emissora de luz. Cada atomo da fonte produz uma onda que
possui uma orientacdo? particular do vetor campo elétrico. A direcdao de
polarizacao de cada onda individualmente é definida como a direcao em que
o campo elétrico esta vibrando.

Quando um feixe de luz incide num material ele pode ser espalhado pelas
moléculas (e elétrons) do mesmo. Devido a variedade estrutural dos meios
Opticos existentes na natureza, é possivel fazer uma classificacdo desses via
espalhamento, uma vez que meios Opticos distintos podem causar efeitos de
espalhamento diferentes para um mesmo feixe de luz incidente [11].

Nesta dissertacao apresentaremos uma maneira de caracterizar meios 6p-
ticos despolarizantes. Para conseguirmos um entendimento um pouco mais
amplo do assunto dividimos o estudo da seguinte maneira:

e No capitulo 2, primeiramente, veremos as formas de representar o es-
tado de polarizacao de um feixe de luz. Logo em seguida, obteremos as
formas de representar as transformacgoes polarimétricas que um meio
optico pode impor a um feixe de luz que incide sobre ele.

e No capitulo 3, veremos que é possivel decompor a matriz de Mueller
que representa um meio 6ptico, numa soma convexa de matrizes que re-
presentam meios Opticos nao-despolarizantes. Também veremos como
decompor a matriz de coeréncia.

e No capitulo 4, derivaremos fungoes que nos auxiliardo a entender as
propriedades dos meios 6pticos despolarizantes.

e No capitulo 5, primeiramente, apresentaremos os resultados da investi-
gagao experimental [11] que motivou o estudo dessa dissertagao, prin-
cipalmente o diagrama (Ej; x D).

2 Que corresponde a diferentes vibragdes atomicas [10].
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Capitulo 2

Formalismo de Mueller-Jones

Neste capitulo delimitaremos os preceitos basicos para o entendimento
das transformacoes polarimétricas. Seguiremos, principalmente, o roteiro
apresentado em [12].

2.1 Estado de polarizacao

2.1.1 Vetor de Jones

O estado de polarizagao de um feixe de luz que propaga na direcao z é
dado pela evolugao temporal do campo elétrico perpendicular a direcao de
propagacio desse feixe. Seja E(z,t) o vetor' campo elétrico de uma onda
plana monocromatica propagando em um meio isotropico num instante de
tempo ¢ e num ponto do espaco com coordenadas (z,y, z); sendo e, e, € e,
os vetores ortonormais do sistema de referéncia.

As componentes do vetor campo elétrico no plano perpendicular a diregao
de propagacao da onda sao:

Ey(z,t) = Ay cos(kz — wt + B;), (2.1a)
Ey(z,t) = Aycos(kz —wt + 3y), (2.1b)

onde k = 2w/ Ay € o vetor de onda e \g é o comprimento de onda; w = 2w
¢é a frequéncia angular de oscilacao do campo e v é a frequéncia natural; (3,
e By sao fatores de fase; A, e A, sdo as amplitudes de oscilagdo do campo
elétrico.

No caso de luz quase-monocromaética, isto ¢, quando a largura de disper-
sao Av ¢é pequena em relacao a frequéncia central do perfil do espectro, as

1Sempre que houverem vetores eles estardo em negrito.
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componentes do campo elétrico podem ser expressas como:

E.(z,t) = Ay cos(kz — @t + (1)), (2.2a)
Ey(z,t) = Ay cos(kz — ot + By (t)), (2.2b)

onde k e @ sdo valores médios de k e w.

No estudo da polarizacao, sob as condi¢oes de quase-monocromaticidade,
¢ muito vantajoso usar a representacao das componentes do campo elétrico
como variaveis complexas, em que a parte real dessas variaveis é a quantidade
fisica real que esta sendo representada [10].

Sejam 1, (t) e 1, (t) as representagdes complexas das duas componentes
ortogonais do campo elétrico,

e (t) = Ag(t)el @ +5(0) (2.3a)
my(t) = Ay(t)ei(u(t)Jrﬂy(t)), (2.3b)

em que, u(t) = kz — wt.
Essas duas componentes podem ser dispostas na forma de um vetor n(t) €
C?,

x w(u(t 2 (t Aﬂ? 3
n(t) = (Zygg) = )+ () (Ay(t)ei y((t))—ﬁm(t))) (2.4)

Desconsiderando a fase global (que nao tem significado fisico para o en-
tendimento do estado de polarizacao do feixe) podemos definir o vetor ins-

tantaneo de Jones:
o= )5 oo

onde ((t) = By(t) — Bx(t) é a fase relativa entre as componentes. Perceba
que a partir de agora vamos nos referir as componentes ortogonais x e v,
pelos subindices 0 e 1, respectivamente. Essa troca é interessante ja que
mais adiante esses subindices serdo usados em indices de somatorios.

Esse vetor inclui toda informacao relativa a evolugao temporal do campo
elétrico, e é dito instantaneo porque a amplitude e a fase relativa sdo variaveis
dependentes do tempo.

Quando

Ay(1)
Ay (t)

ou seja, a relacdo entre as componentes nao varia no tempo e por isso a
oscilacdo do campo elétrico é estavel a ponto de descrever uma elipse de

= constante e [(t) = constante, (2.6)
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polarizagao bem definida (como representado na figura 2.1), define-se o
chamado vetor de Jones, dado por:

e ) (9)

dessa forma, o vetor de Jones é ttil para representar estados de polarizacao
da luz quando essa esta totalmente polarizada, ou seja, a polarizagao nao
depende do tempo?.

Figura 2.1: A elipse que representa a polarizagao.

2.1.2 Matriz de coeréncia

Existem estados de polarizacdo (e esses sao a maioria) que nao podem
ser representados por meio de um vetor de Jones e por isso, faz-se necessario
conseguir uma outra forma de representacdo que também identifique com-
pletamente esses estados. Veremos que existe uma representacao matricial,
matriz de coeréncia, que identifica todos os estados de polarizacao.

Para ganharmos uma nocao intuitiva da representacao via matriz de co-
eréncia, comecemos a abordagem por meio de um exemplo. Consideremos

2Veremos no decorrer do capitulo que a existéncia de luz parcialmente polarizada pode
ser entendida desconsiderando dependéncias no tempo, quando imaginaremos um feixe de
luz como resultado de uma soma estatistica de outros feixes.
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um feixe de luz despolarizado, o que significa que a posicao do vetor campo
elétrico é indeterminada, isto é, tem igual probabilidade de estar em qualquer
ponto no plano de oscilacio®. Consequentemente, sua projecao num dos eixos
desse plano (eixo x) num longo intervalo de tempo, serd tantas vezes posi-
tiva quanto negativa. O mesmo ocorre com a proje¢ao no eixo perpendicular
(eixo y). Assim, num intervalo de tempo suficientemente longo, esperamos
que a média temporal seja nula, i.e.,

(&b(1))
(&1(1))

onde (-) representa a média temporal*. Em contrapartida, a intensidade® de
luz em cada uma das componentes x e y é sempre positiva, tal que suas médias
temporais nunca serao nulas, e por isso, esperamos que as intensidades das
componentes x e y sejam iguais na média,

(2.8a)
(2.8Db)

0,
0,

(€o(t)éq (1)) = (61(1)&7 (1)) =

em que definimos Z = (&y(t) &5 (t)) + (£1(t)&7(t)) como a intensidade total
do feixe.

Uma vez que o feixe de luz é despolarizado, as componentes do campo
elétrico sao descorrelacionadas, dai seu valor médio temporal ser dado por:

(€o(t)&7 (1)) = 0= (&1(1) &y (1))- (2.10)

g, (2.9)

E conveniente considerar os resultados dessas correlagbes como componentes

de uma matriz,
(1 0
5 (0 1). (2.11)

Numa situacao em que existem correlacoes entre as componentes do ve-
tor campo elétrico (&y(t)&7 (1)) # 0 e (&1(t)E5(t)) # 0, também podemos
inferir uma matriz quadrada 2 x 2 para representar o estado de polarizacao
desse feixe. Essa matriz é chamada de matriz de coeréncia ® e contém toda
informagao mensuravel com respeito ao estado de polarizacao do feixe de luz,

3Plano perpendicular a direcio de propagacio da onda.

4A média temporal ¢ dada por, (X (t)) = limy_,e0 7 fOT X (t)dt.

5Valor do fluxo de energia por unidade de drea por unidade de tempo numa dada regido
do espaco.
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incluindo intensidade. Sua representacao é dada por uma matriz hermitiana
2 X 2 e é definida como:

) <£0(t)51*(t)>> _ (q)OO <1>01> (2.12)
&7 D9 P11 )’

& é o vetor de Jones instantaneo da onda, & Méo conjugado transposto de
&, ® é o produto de Kronecker.

A matriz ® é caracterizada por seus dois autovalores serem nao-negativos®.
Esse vinculo é condi¢ao necesséria e suficiente para que uma matriz qualquer
2 x 2 hermitiana seja uma matriz de coeréncia, isto é, represente um estado
de polarizacao de um feixe de luz.

2.1.3 Vetor de Stokes

Veremos agora, que a matriz de coeréncia @ pode ser expressa como uma
combinacao linear de coeficientes reais, na base de Pauli que é composta pelas
trés matrizes de Pauli e a matriz identidade 2 x 2:

_ (10 _ (1 0
7=\o 1) W=\op —1)
{01 {0 —i
0'(2): 1 0) 0'(3): i 0/

Esse conjunto de matrizes linearmente independentes constituem uma base
adequada para o espaco das matrizes hermitianas 2 x 2. Assim,

(2.13)

_ ;E:OSM% (2.14)
explicitamente,
em que os coeficientes S, sdo reais e dados por
S, =Tr{®o,}, (2.16)

com p=0,1,2 e 3.

Sxo =0e A\ = (|12 + &)%) > 0.
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Relacionando as equagoes 2.12 e 2.15 vemos que,

So = (0(t)éy (1)) + (61 (1) &7 (1)),

51 < 0(t)éy (1) = (61(t) &7 (1)),

Sz = (60(t)&7 (1)) + (& ()éa (1))

S3 = 1((60(t) &7 (1)) — (61(1) &5 (
A partir dessas igualdades podemos dar uma interpretacao fisica para esses
parametros {S,},

(2.17)

t)8y t; ).

So=1

S1=1Ig -1y, (2.18)
SQ :IJF —I_, '
Sz =1Igp—1y,

em que Z ¢ a intensidade total do feixe e Z,,, com p = {H,V,+,—, R, L}
sao as intensidades de luz do feixe com polarizagoes lineares: horizontal, ver-
tical, 45°, —45°, e circulares: direita e esquerda, respectivamente. Perceba,
portanto, que esses parametros sao grandezas mensuraveis.

Ao conjunto {Sp, S1,S2, 53} da-se o nome de pardmetros de Stokes. Or-
ganizados na forma de um vetor, constituem o chamado vetor de Stokes S,

S0
S
Sy |’
S3

S = (2.19)

que pode ser escrito na forma,
1
S=7 ( ), (2.20)
r

onde r é o vetor que determina univocamente os 4ngulos 0, com (0 < 0 < 7)
e ¢, com (0 < ¢ < 27), e é dado por:

St sen 6 cos ¢
r=P|[Sy| = |senfsen¢p |, (2.21)
S3 cos 6

em que P = |r| é o grau de polarizagdo do estado, definido como:

(574 53 + 53)1/2

P
So

(2.22)
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Nessa segunda abordagem, podemos definir uma representacao geométrica
(figura 2.2) do espaco de estados de polarizagao, a esfera de Poincaré. Pontos
na superficie da esfera representam estados totalmente polarizados (estados
puros) e pontos no interior da esfera representam estados parcialmente po-
larizados (estados mistos). A origem representa o estado despolarizado.

Figura 2.2: A esfera de Poincaré.

Outra caracteristica interessante desses parametros vem das restri¢oes
impostas pelas desigualdades,

So>0, SZ>5%2455+83, (2.23)

que sdo equivalentes a condicdo de ndo-negatividade’ de ®.
Por fim, uma ultima peculiaridade. Se associarmos a matriz de coeréncia

® um vetor coluna ¢ na forma:

%0 Do

N R I R
b= 6o | = [ @10 | (2.24)

®3 OF]

poderemos relacionar as componentes desse vetor com os parametros de
Stokes S, através da matriz A,

S = A, (2.25)

"A nao-negatividade fica explicita no capitulo 3.
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em que
1 0 0 1
A= (1) (1) ? _(1) (2.26)
0 i —i 0
Uma vez que ® = (£(t) ® &1(t)) temos que,
b= (E(t)RE(L)). (2.27)
e assim, a relaco (2.25) fica:
S=AER)2E(1)). (2.28)

2.2 Meios 6pticos e transformacoes polarimé-
tricas

Agora que ja aprendemos como representar um estado de polarizagao
de um feixe de luz, podemos buscar uma representacdo para a interacao
de um feixe de luz com um sistema Optico e entender como o estado de
polarizacao do feixe é modificado. Vale observar que nessa abordagem apenas
nos ateremos aos sistemas 6pticos passivos8 e ainda, que as transformacoes
sao todas lineares.

2.2.1 Espalhamento

Quando um feixe de luz incide num material ele pode ser espalhado
pelas moléculas (e elétrons) do mesmo. Se o espalhamento ocorre, o estado
de polarizagao do feixe de luz de saida pode ser diferente do estado de
polarizacao do feixe de luz de entrada.

8Sistemas que nao amplificam a intensidade da luz incidente.
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- Luz espalhada:
- polarizacao H

Sl

Luz transmitida:
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~'Meio éptico:
Moléculas

. espalhadoras

°
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polarizacéo V : Luz Incidente:

/ Despolarizada

Figura 2.3: Espalhamento de um feixe de luz despolarizado em um meio
optico.

2.2.2 Meios 6pticos nao-despolarizantes

Nessa seccao apresentaremos o formalismo de Mueller-Jones, que esta
limitado a sistemas Opticos nao-despolarizantes.

2.2.2.1 Matriz de Jones

A transformacao linear que as componentes do campo elétrico sofrem
devido a interagao com o meio é representada pela matriz de Jones J, uma
matriz complexa 2 x 2.

Quando o feixe de entrada é totalmente polarizado (representado pelo
vetor de Jones &(t)) a transformacao polarimétrica que o meio impde a ele
é dada por:

E'(t) = JE(t), (2.29)

onde &’ (t) corresponde ao vetor de Jones do feixe emergente (figura 2.4).
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Sistema optico puro

E(t)

Felxe de luz incidente Feixe de luz emergente

Figura 2.4: Interacao polarimétrica num sistema 6ptico deterministico.

Quando o estado de polarizagao do feixe incidente é qualquer (represen-
tado pela matriz de coeréncia @), usando a relagao existente entre a matriz de
coeréncia e o vetor de Jones instantaneo (2.12) encontramos a representagao
para a transformagao polarimétrica imposta pelo meio (J) a esse feixe:

= (&)@ 1)
= (J&(t) @ (J&E1)T)
JE{t) @& ()
= JoJT,

(2.30)

na segunda linha supomos que o sistema 6ptico J nao muda no tempo.

Finalizando, uma caracteristica dos meios 6pticos nao-despolarizantes é
nao diminuir o grau de polarizagao dos feixes de luz totalmente polar-
izados que incidem sobre eles. Feixes parcialmente polarizados podem ter
seu grau de polarizacao aumentado ou diminuido por esses meios.

2.2.2.2 Matriz de Mueller-Jones

Em correspondéncia com a transformacao ® — ®’, os vetores de Stokes
/
transformam-se na forma S — S’ em que,

Sl

A& () @& (1))
(J&(t)) @ (J&*(1)))
(JeJ) (&) @& (1))
J@ J)NE(t) @& (1))
J@JATLS

S,

=A
=A

2.31
N (231)
=A

(
(

I
5
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onde na primeira e na pentltima igualdade usamos a equagao (2.25) e na
tltima identificamos M; = A(J ® J*)A~! como a matriz de Mueller-Jones
do meio.
Uma forma clara de ver que M; € R*** ¢ calcular cada um de seus
componentes. Sabemos que,
SZL = TT{O’(M)(I)/}
= TT{U(N)JCDJT}

1 3
= TT{O_(#)Ji Z SVO'(V)JT}
v=0 (2.32)

1 3
= 5 E:OTT{O'(M)JU(V)JT}SV

= Z [MJ];WSV’
v=0
onde
1
(M), = =Tr{o(nJou,J'}
Iz % (1) (w) (2.33)
= i{a(u)a JU(}/)JT}?
é um elemento da matriz M que é real pois,
* 1 *
[MJ]/,LI/ = 5{0-(#)7 JJ(V)JT}
1
= 510w o)
_ 1 2.34
= §TT{JU(V)JTU(M)} ( )
1
= §TT‘{J(M)JU(V)JT}
= [MJ]/,LV7

onde foi usada a propriedade ciclica do trago: Tr{AB} = Tr{BA}.

Por fim, salientemos que a representagao da transformacao polarimétrica
que um meio 6ptico nao-despolarizante impoe a um feixe de luz via matriz
de Mueller-Jones ¢é equivalente a representagao via matriz de Jones.

2.2.3 Meios 6pticos despolarizantes

Nesta secgdo veremos a forma mais geral de representar a transformacao
polarimétrica que um meio 6ptico impoe a um feixe de luz, em seguida,



CAPITULO 2. FORMALISMO DE MUELLER-JONES 15

veremos dois exemplos a fim de evidenciar a natureza estatistica da chamada
matriz de Mueller.

2.2.3.1 Matriz de Mueller

Em geral, um sistema éptico pode exibir heterogeneidades espaciais que
podem causar efeitos espalhadores que por sua vez podem produzir despolari-
zacao. Consequentemente, sistemas desse tipo nao podem ser representados
por matrizes de Jones (ou matrizes de Mueller-Jones). Como representar
esses sistemas? Como representar a transformacao polarimétrica que um
meio 6ptico qualquer (nao-despolarizante ou despolarizante) impde a um
feixe de luz com um estado de polarizacao qualquer?

A resposta é,

S’ = MS, (2.35)

onde M é qualquer matriz de elementos reais 4 x 4 que transforma um estado
de polarizacao S em outro estado de polarizaciao S’, e que tenha, como
veremos mais adiante ne seccdo 3.3.2, a matriz hermitiana H construida
apartir dela, positiva semi-definida.

M é chamada de matriz de Mueller e é a forma mais geral, no ambito
da polarizagdo, de representar a transformacao polarimétrica imposta por
um meio 6ptico a um feixe de luz.

2.2.3.2 Meios 6pticos nao-despolarizantes em paralelo

Um tipo de meio 6ptico despolarizante é aquele composto por meios 6p-
ticos nao-despolarizantes (cada componente tem uma matriz de Jones bem
definida).

Quando um feixe de luz incide sobre esse meio ele é compartilhado entre
os diferentes elementos e o feixe emergente é o resultado da soma dos feixes
emergentes de cada parcela (veja figura 2.5). Em outras palavras, pode-
mos entender esse meio Gptico despolarizante como combinacio paralela’ de
componentes deterministicos.

9IParalelas porque os sistemas 6pticos compartilham o mesmo feixe de luz incidente
simultaneamente.
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Area
iluminada

feixe de luz incidente -

Sistema dptico
despolarizante

- ~

H \
[l 1
\ .
\ .
\ .
. 4
s =+’ feixe de luz emergente

. -

Figura 2.5: Transformacao polarimétrica: Meio 6ptico despolarizante com-
posto por meios 6pticos nao-despolarizantes.

Denotaremos por Z,, a intensidade da fracao de luz que interage com o
n-ésimo elemento do sistema. A razao entre Z,, e intensidade total de luz Z
¢é dada pelo coeficiente p,,, tal que

Pn = > =1, (2.36)
n

com py, > 0.

Agora denotaremos por J, e My, as respectivas matrizes de Jones e de
Mueller-Jones que representam o n-ésimo elemento que compoe o sistema.
Assim, o vetor de Jones do feixe luminoso que emerge de cada elemento n é
dado por:

E'(t) = Tl ()], (2.37)

em que &(t) é o vetor instantineo de Jones do feixe de luz incidente, e
&', (t) é o vetor instantaneo de Jones do feixe de luz emergente do n-ésimo



CAPITULO 2. FORMALISMO DE MUELLER-JONES 17

componente. O vetor de Stokes correspondente é dado por

A" (t) @ ", (1))

= A{(Jn \/p_né"( ) @ (Jn/Pn€* (1))

= Alpn(Jn @ Jn") (E(t) @ €7(1)))
= pnAA(Jn ®J NE{) @ &7(1))

:pn[ (J ® Jn )A 1]

= pnMy, S,

S/

(2.38)

onde na pentltima igualdade usamos a equagao (2.28) e na ultima identifi-
camos My, = A(J, ® J,*)A~! como a matriz de Mueller-Jones o n-ésimo
elemento deterministico do meio.

O estado de polarizagao do feixe resultante que emerge é obtido pela
superposicao incoerente!” dos feixes emergentes de cada elemento, tal que o
vetor de Stokes resultante é dado por,

=25,
= anMJnS (239)
= MS,

onde M =3, pnMy,, é a dita matriz de Mueller do meio.

2.2.3.3 Ensemble de meios dpticos nao-despolarizantes

Na seccao 2.2.3.2, obtivemos a matriz de Mueller do meio despolarizante
considerando que ele era composto por um conjunto paralelo de elementos.
Obteriamos o mesmo resultado se considerdssemos esse meio 6ptico como
um ensemble de meios opticos nao-despolarizantes, tal que cada realizacao
n do ensemble, é caracterizada por uma matriz de Jones J,, (ou matriz de
Mueller-Jones M) bem definida, que ocorre com probabilidade p,. Assim,
a matriz de Mueller do meio sera a média desse ensemble.

Como a média num ensemble é dada por:

ZL’>€ = anxna (2.40&)
n

Y pn=1, com p, >0, (2.40D)
n

OSuperposicio de ondas eletromagnéticas num ponto do espaco que tém campos elétri-
cos oscilando sem correlacao temporal.
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teremos que a matriz de Mueller do meio sera:
M= (Mj)e = AJ, @ J* )AL (2.41)

O exemplo das secgoes 2.2.3.2 e 2.2.3.3 serve de base para evidenciar a
interpretacao estatistica que podemos dar a matriz de Mueller. Imaginar
um meio 6ptico despolarizante como uma soma convexa de meios 6pticos
nao-despolarizantes sera 1til para entender as implicagoes da despolarizacao
e caracterizar o conjunto dos meios 6pticos.



Capitulo 3

Decomposicao da matriz de
Mueller

Neste capitulo apresentaremos uma sintese do trabalho exposto em [13].
Faremos uma exposicao algébrica do formalismo de Mueller-Stokes. Para um
estudo mais aprofundado veja [14], [15], [16] e [17].

Na primeira parte faremos uma revisao de algumas nocoes basicas de
algebra linear. Na segunda, veremos uma possivel decomposicao da matriz
de Mueller e da matriz de coeréncia.

Os indices latinos i, j,[, ..., que assumirao os valores 0 ou 1, serdo usa-
dos, predominantemente, para referenciar elementos de matrizes 2 x 2. Ja os
indices gregos a;, 3,7, ..., usaremos para referenciar as componentes de ve-
tores de 4 entradas ou elementos de matrizes 4 x 4 e eles poderao assumir os
valores 0, 1,2 ou 3. Quando os indices estiverem entre paréntesis, i.e., T(a);
queremos indicar que esse é um elemento de um conjunto (no exemplo dado
queremos dizer que o,y € {0(g),0(1),0(2),0(3)}). Quando utilizarmos esses
indices para outros propositos que nao os mencionados acima deixaremos
explicito.

3.1 Bases matriciais

Nesta seccao formalizaremos duas maneiras de representar matrizes com-
plexas 2 x 2 e também a relagdo que existe entre as representagoes.

19
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3.1.1 Base canoOnica

Seja A € C**2. Em termos de seus elementos [A];; = a;;, a matriz A
fica,

aip a1

A= (aoo “°1>, (3.1)

Existe uma correspondéncia bijetiva [18] entre uma matriz complexa 2 x 2
e um vetor complexo de quatro componentes a € C*, fazendo

A= (CLOO aOl) = (a'O al)7 (32)
aip ail az a3

e
ano ag
a a
a=|"%=["]. (3.3)
aio a2
art as

Essa regra é bem simples e pode ser estendida para matrizes n x n definindo
a relacao,

Qg = Ani+j, (34)

parai,5 =0,...,n—1.

Quando um vetor @ € C* estd na forma (3.3), estamos implicitamente
assumindo que suas componentes a, € C, estao sendo expressas na base
candnica {e(,} de c?,

1 0 0 0

0 1 0 0
a = qag 0 + a1 0 + a2 1 + as 0 (3.5)
0 0 0 1

Analogamente, quando escrevemos a matriz A € C?*? na forma (3.2), tam-
bém fica implicito que ela esta escrita na base candnica.

10 0 1 0 0 00
A=l o) vy ) vl 5) e )

3 (3.6)
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com €, € C?*? jgual a:

10 01 0 0 _ ({0 0
6(0)E<0 0), 6(1)E<O O)’ 6(2)E<1 0), 6(3):(0 1). (3.7)

Assim, os ntimeros {a,}, sao as componentes da matriz A na base {E(u)}.

Vamos introduzir agora uma norma com respeito ao espago vetorial C™*".
Primeiro definiremos um produto escalar entre duas matrizes complexas n X n
quaisquer () e B, como:

[(Q.B) = Tr{Q'BY = 3 qiibi. (3.8)

i,j=0

Q' denota o conjugado hermitiano de Qo. Além disso, uma vez que {Q,B}* =
Zz,ij(qwa]) = Zz,]:O q’LJbZJ TT{BTQ} temos que, {Q B}* = {B Q}

Assim, a norma fica:
n n 9
{Q.Q} =Tr{Q'Q} = 3 afjais = 3 lail™ (3.9)
i,j=0 i=0

Através do calculo direto vemos que a base {€(,)} € ortonormal com res-
peito ao produto escalar definido na equagao (3.8):

_ T
{e(u) €} = Trie)cw)}

(3.10)
- 5,u1/7

em que 6, ¢ o delta de Kronecker.
Utilizando a equacao (3.8), também fica facil calcular as componentes da
matriz A com respeito a base {€(,)},

3
{e), A = {e: Zoav%)}
3
=2 avfequ€
v=0

=a, cC.

(3.11)
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3.1.2 Base de Pauli

Outra base que usaremos ao longo do capitulo ¢ chamada base de Pauli,
apresentada na equagao (2.13).
Aplicando o produto escalar definido em (3.8) temos que

(3.12)

O conjunto das matrizes de Pauli também é uma base para C2*2, e podemos
relaciond-la com a base {¢ u)}' Para isso calculemos as componentes [0‘(&)]“
da matriz o(,) com respeito a base {¢(,}.

[U(a)],u = {E(,u)a U(a)}
= Tr{e| o} (3.13)
= V,uom

na ultima linha definimos uma matriz de transformacao 4 x 4 V, em que
Via = TT{E](LN)U(a)}- Em forma matricial,

1 1 0 0
o0 =i
V=1, o 1 4|=A" (3.14)
1 -1 0 0

onde A ¢é a mesma matriz definida na equagao (2.26) do capitulo 2. Vale
observar que as colunas de V' sao vetores ortogonais entre si dois a dois.

3.2 Da matriz de Mueller para matriz hermi-
tiana H

A matriz de Mueller M nao possui, em geral, nenhuma propriedade de
simetria interessante. Entretanto, é possivel extrair dela (com o auxilio de
uma matriz intermedidria M) uma matriz hermitiana H.

3.2.1 A matriz M

Vimos nas equagoes (2.28) e (2.25) que ¢ = (£(t) @ &*(t)) e S =
A(&(t) ® & (t)) respectivamente. Também vimos, na equagdo (2.35), que
S"'=MS.
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Assim,
S'=MS
= MA(E(t)@E(1))
= MAop.
Como

S'=AE )& (1))
= A¢/,

temos assim que
A¢p' = MAg.
Multiplicando ambos os lados por A~! temos,
ATAY = ¢ = A" MAg.
Podemos definir M € C*** tal que,

M=ATMA.

23

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

Ressaltamos que, assim como a matriz de Mueller M, a matriz M contém

toda informacao do espalhamento.
Invertendo a equagao (3.19) temos,

M=AMA"L.

(3.20)

Uma ultima observac¢do, juntando as equagoes (3.19), (3.18) e (3.20)

temos que,

¢ = M,
1
¢ =AN'MAPp = 5/\* MA,
onde usamos que A~ = %AT.
3.2.2 A matriz hermitiana H
A matriz M nao necessariamente é hermitiana, pois
1
M! = S (Al MA)

1
= 5ATMTA,

(3.21a)
(3.21D)

(3.22)
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e em geral, MT £ M.
Mas podemos definir uma matriz hermitiana H a partir de M, da seguinte
forma:

H = Per[M], (3.23)

onde Per[-]' é um operador linear de remodelamento.
Para entendermos a acao desse operador é conveniente escrever os ele-
mentos da matriz M em termos de 4 indices:

Maﬂ — anpq, (325)

onde o =2m—+nef =2p—+gq.
Assim,

H — PGT[M] = %npmq - Mnmpq, (326)

onde os indices p e m foram trocados. Vale observar que o caracter hermitiano
de H ainda nao é evidente.
Com H definido dessa forma podemos escrever M da seguinte maneira:

3
M = Z ’HVM(E(M)@G(V)), (3.27)

p,v=0

em que {€(,) ®€(,)} ¢ uma base para cr4,

Sabidas essas informagoes, calculemos um elemento M, da matriz de

1

Per (3.24)

Q T o
"~ o

d
h
m
q

S oo
—~%.a 8
S o
" I o
QO T
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Mueller. Pela equacdo (3.20) temos que M = AMA™!, assim,
M‘uz/ - [AMAil]’w/

1
= 5 [AMAT],,

0 (3.28)

onde usamos que a = 2m +n e 8 = 2p + ¢ e também que Hypmg = Mupmpq-
Usando a relagao de completeza,
3

Z()[Ua)]ij [0 () ]kt = 20ik051, (3.29)
/J/:
podemos inferir que,
3 1 1 3
> Mulofylklowlin =5 20 22 Hupmalofulkiloglmnlof,) b))
w,v=0 m,n,p,q=0 p,rv=0
1
=2 Z anmq(smkfsniépjdql
m,n,p,q=0
= QHijkl-
(3.30)
Como,
[0 kilo)li [U(M)]zk[a})]jl (331)
= (0() ® 0, )i,
temos portanto que,
13 )
Hiji = 5 > Mu (o ®a,))iu (3.32)
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Usando as relagoes 7 = 2¢ 4+ j e 7 = 2k + [, obtemos,
1 3
,H%. = 5 z MMV(U(M) ®O‘Z<V))77-. (3.33)
w,v=0
Em forma matricial temos,
1 3
H = 5 Z MAW(O-(M)@)U?V))' (3.34)
w,v=0

Ressaltamos que essa relacao ¢é valida para qualquer meio 6ptico, nao-despolarizante
ou despolarizante.
Agora, o caracter hermitiano de H fica evidente pois M € R**4 e {a( 0 ®

azky)} forma uma base hermitiana para C**4.

A relagao entre H e M é linear porém complicada. Podemos escrever
a relagao entre as componentes de H em termos das componentes de M
explicitamente,

1
Hoo = §(M00 + Mo1 + Mo + M),

1 . )
Hor = §(M02 + iMos + Mo + iM3),

2 (3.352)
Hoo = §(M20 + Moy — iMso — iM3y),

1 ) )
Hoz = §(M22 + iMaz — iM3zg + Ms33),

1 . )
Hio = §(M02 — iMos + Mg — iMi3),

1
Hi = §(M00 — Moy + Myg — M1),

(3.35b)

1 . )
Hiz = §(M22 — iMa3 — iMs3y — M33),

1 . .
Hiz = §(M20 — My — iM3o +iMsy),
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1 . .
Hoo = §(M20 + Moy + iMsg + iMs31),

1 . )
Hor = i(Mzz + iMas + iMsy — Mss),

1 (3.35¢)
Hoo = §(M00 + Mo1 — My — Miy),
1 ) .
Haz = §(M02 — Mos + iMyz —iMi3),
1 ) .
Hao = §(M22 — iMa3 + M3z + M3s),
1 . .
Mz = §(M20 — Moy +iMszg —iMs3y),
2 (3.35d)
Hao = §(M02 — iMo3 — Mo +iMi3),
1
Hss = §(Moo — Moy — Myo + M),
Das relagoes acima vemos que
TT{H} == 2M00. (3.36)
E comum, por uma questdo de conveniéncia, redefinir 4 como
el LS (o @) (3.37)
= = J(o ol y). .
2 Moo 4 Moo ot HA9 () (v)
Assim, segue que Tr{H} = 1 sempre.
Por fim, a equagao (3.27) fica:
3
M = 2Myo Z HVH(E(M) &® 6(,,)). (3.38)

w,v=0

3.3 Decomposicao em matrizes de Mueller-
Jones

Nesta seccao mostraremos que uma matriz de Mueller M pode ser escrita
como uma soma, convexa de pelo menos 4 matrizes de Mueller-Jones.

Exploraremos hermiticidade da matriz H e da relagao estabelecida na
seccao 3.2.2 entre M e H.
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3.3.1 Decomposicao espectral de H

Uma vez que H ¢é hermitiana, pode ser diagonalizada. Sejam entao
{u(o),u(l),u(Q),u(g)} os quatro autovetores de H associados com os qua-
tro autovalores reais {\g, A1, A2, A3}, respectivamente. Assim,

Hu) = Aoty a@=0,1,2e3. (3.39)

a)

Como ¢é sempre possivel construir uma base ortonormal para uma matriz
hermitiana, assumiremos que

3

{ua)u@)) = Zo[u?a)]u[uw)]u = dug. (3.40)
lJ,:

Pelo teorema espectral podemos escrever H na forma:

3
H = ZOAMQ(M), (3.41)
,LLI

onde definimos os projetores? 0

3.3.2 Da matriz M para matrizes M;

Chegaremos agora no resultado principal do capitulo. Uma vez que,

M = AMA™!
3
= 2Mo Hy, A€, @ €g)A
M;O (€ ® ) 5.42)

3
= Moo Y, Hyulyyp),
w,v=0

onde usamos a equagao (3.38) e definimos as matrizes
I"(w) = 2/\(6(#) & E(V))A_l = A(E(ﬂ) ® 6(V))AT. (3.43)

As matrizes I'(,,,) formam uma base ortogonal nao-hermitiana listada na
tabela 3.1.

2Por isso,

{O), Q) = dag-
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0 1 2 3

1 1 0 O 0 0 1 -4 0 0 0 O 0 0 O 0

0 11 0 O 0 0 1 —i 0 0 0 O 0 0 O 0
0O 0 0 O 0 0 O 0 1 1 0 O 0 0 1 —I

0 0 0 O 0 0 O 0 i 1 0 O 0 0 =1 1

0 0 1 = 1 -1 0 0 0 0 O 0 0 0 0 O

1 0 0 1 = 1 -1 0 0 0 0 O 0 0 0 0 O
0 0 0 O 0 0 0 O 0 0 1 i 1 -1 0 0

0 0 0 O 0 0 0 O 0 0 + -1 i —t 0 0

0 0 0 O 0 0 0 0 1 1 0 O 0 0 1 —

9 0 0 0 O 0 0 0 0 -1 -1 0 O 0 0 -1 %
1 1 0 0 0 0 1 — 0 0 0 O 0 0 0 0
- —t 0 0 0 0 — -1 0 0 0 O 0 0 0 0
0 0 0 O 0 0 0 O 0 0 1 % 1 -1 0 0
3 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 -1 — -1 1 0 0
0 0 1 4 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0 — 1 —1 i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O

Tabela 3.1: A base I,

Lembrando ainda que

H,uy — Z AQ[Q(Q)]Ml/? (344)

VEMOS que

3
M=Myo 3. X[l
ot =0 (3.45)

3
= > XMy,
a=0

onde definimos quatro matrizes de Mueller-Jones M J (o) COMO:

3
M‘](a) = Moo ZO[Q(O‘)]“VF(VN)' (346)
=

Essa decomposicao é o principal resultado do capitulo. Vale ressaltar que
Ao >0 com a = 0,1,2 e 3, é condicao necessaria e suficiente para que a
matriz de Mueller M represente um sistema fisico realizével [19] [20], e ainda,
como Tr{H} =1=33_ Ao = 1.
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As matrizes {M ()} sdo reais, pois

3

Mj () = Moo WZ_O[QZ‘@JWFZ‘M

3 (3.47)
=Moo 3. [O))vul ()
p,v=0

= Mj(a),
uma vez que €),) € hermitiana® e l“(kyu) =T ()

Sabe-se que Tr{ MM} = 4M2, é condicio necessaria e suficiente [21][22]
para que uma matriz de Mueller M seja também matriz de Mueller-Jones.
Mostraremos, entao, que as matrizes {M J(a)} sao realmente matrizes de
Mueller-Jones. Para isso, precisamos de alguns resultados. O primeiro é

[r(l/u)]OO = 61/#’ (348)

o que pode ser imediatamente verificado na tabela 3.1.
O segundo diz respeito a ortogonalidade das matrizes {I',,,)}, que tam-
bém pode ser verificada usando a tabela 3.1.

{1"( ),F( )}:45V76M7" (3.49)
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O terceiro vem das equagoes (3.46) e (3.48),

3

[My(ayloo = Moo Y~ [ [T wyaploo
w,v=0

3

= Mo Z [Q(a)];w(su,u
w,v=0

3
— Moo 3. Ul
n=0

= Myp.

O quarto, diz respeito a ortogonalidade das matrizes {M. J(a)}:

{Mya), M)} = Tr{My{, My}
3

- Mgo Z [Q(O‘)]NV [Q(ﬁ)]’YTTT{F(U,u)F(fyT)}
Hovyy,7=0
3

=Mgp Y. ()l Qs)lrr0udur
vy, =0
3

= My 3 [0l Q)
p,v=0

= MOQOTT{Q](LQ), Q(ﬁ)}

= Mip{Qa), Qs }
= 4M3y00gs,

31

(3.50)

(3.51)

onde exploramos o fato das matrizes {Q(a)} serem hermitianas e ortogonais

entre si.
Por isso, em nosso caso,

TT{MJJ(ra)MJ(a)} = 4]\/[020 = 4[MJ(a)](%Ov

(3.52)

e com isso, vemos que {M J(a)} sao matrizes de Mueller-Jones genuinas.



CAPITULO 3. DECOMPOSICAO DA MATRIZ DE MUELLER 32

3.4 Decomposicao da matriz de coeréncia

Na secgao anterior aprendemos a decompor a matriz de Mueller M, que-
remos agora ver se é possivel uma decomposicao da matriz de coeréncia @'.
Com essa finalidade, vejamos uma nova forma de representacao para matrizes

{MJ(a) }
o =0 (3.53)

onde definimos quatro matrizes 2 x 2 J(a), como matrizes de Jones, dadas
por:

3
Jia) = V2 Zo[um)]uem), (3.54)
=

pois dessa maneira as matrizes de Mueller-Jones {M(,)} assumem a forma
apresentada na equacao (2.31).

Como vimos, M = Y3 _ AaMjay € My) = 2 A(Jq) ® J(*a))A—l’
portanto, podemos inferir que

3
M= 3" XaA(Ja) @ Ji))A (3.55)
a=0

Uma vez que ¢ = A“'MA¢, como estabelecido na equacdo (3.21b)
temos que,

3
@' =D AATA(J() @ T AT A

—0
3

> AalJ(a) ® J(a)) @,
=0

«

(3.56)
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portanto, uma componente gb'T de gb/ é dada por:
, 3
¢r = 2 Aal(Jia) ® Tl ¢5: (3.57)
a,3=0

fazendo 7 = 2i+j e f = 2k 4+ [ podemos usar a relagdo entre ¢ e P
estabelecida na equagao (2.24). Assim,
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(3.58)
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Em forma matricial,

3

_ i
' =3 Nad() @I, (3.59)

a=0

Dessa forma, também, encontramos uma decomposicao para ®’.
Vale observar que se A\, > 0, poderemos escrever

) (3.60)

onde definimos A(a) = VAaJ(o)- Na Optica quantica e informacao quantica
essa decomposicao é conhecida como “Decomposicao de Kraus” [23].



Capitulo 4

Funcoes do espectro

Vimos que num processo onde um feixe de luz totalmente polarizado
incide sobre um dado sistema 6ptico e é espalhado, o feixe resultante pode
estar totalmente polarizado, se o meio 6ptico for do tipo deterministico (re-
presentado por uma matriz de Mueller-Jones), ou entao ele serd o resultado
de uma superposi¢ao incoerente de varios feixes totalmente polarizados e
consequentemente, estara parcialmente polarizado ou até mesmo totalmente
despolarizado.

Uma vez que a despolarizagdo ocorre, seria interessante quantifica-la,
saber o quanto um meio espalhador pode ser despolarizante.

Nesse capitulo definiremos grandezas que nos auxiliarao a quantificar o
poder despolarizador do meio. Deduziremos e estudaremos as principais
caracteristicas de func¢oes como o indice de despolarizagao e a entropia. Ve-
remos que sob certas condi¢bes ambos sao fungoes apenas de um espectro
(uma distribui¢do de probabilidades).

Introduziremos a camara de Weyl que nos sera util no entendimento do
diagrama de fases dos meios despolarizantes.

Por fim, apresentaremos a fungao concavidade, que nos auxiliara no futuro
a classificar as distribui¢des de probabilidades (espectros) como concavas,
neutras ou convexas.

4.1 Indice de despolarizacgio

Nessa seccao seguiremos os passos dados por [24] para definirmos o indice
de despolarizacao. Basicamente, estudaremos o poder despolarizador de um
meio para um conjunto de estados de polarizagdo puros (feixes de luz com-
pletamente polarizados). Sabido o efeito do meio em cada um desses estados
faremos entao uma média aritmética e dela definiremos o indice de despola-

34
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rizacdo. Ao final, veremos que esse indice pode ser visto como uma medida
de pureza.

4.1.1 Forma quadratica

Como vimos, o formalismo de Mueller-Stokes nos permite estudar com-
pletamente as propriedades de polarizacdo de qualquer sistema 6ptico [25].
Dada a matriz de Mueller do sistema 6ptico, podemos derivar parametros
uteis como o indice de despolarizagao, Dy, que nos da a medida “média” do
poder de despolarizagao de um sistema 6ptico. Para sistemas 6pticos nao-
despolarizantes temos Dj; = 1 , enquanto que, para o despolarizador ideal
temos D = 0.

Consideremos o vetor de Stokes S com elementos S, com (u = 0,1,2,3).
Podemos definir uma forma quadratica F' positiva semi-definida associada a
S como:

F=8—-52-83-53 (4.1)

que corresponde a intensidade total de luz ao quadrado menos a intensidade
de luz polarizada ao quadrado. Podemos relaciona-la com grau de polarizacao

definido na relagao (2.22),
1/2
F
P=(1-—= : 4.2
(-3) 2

Mais adiante veremos a utilidade dessa relacao.

4.1.2 Medidas de despolarizacao

A representagao linear para o processo em que um feixe de luz com vetor
de Stokes S incide sobre um meio éptico, é espalhado e o feixe de luz de
’ ] 7 .
saida tem vetor de Stokes S°, é escrita na forma:

S =MS. (4.3)

Todas as propriedades de polarizacao de um sistema éptico & podem ser des-
critas pela matriz de Mueller M com elementos M,,, com (p,v =0,1,2,3).

Na auséncia de campos magnéticos, se a direcao dos feixes de luz incidente
e de saida sao invertidas, a matriz de Mueller M que descrevera o sistema
O nesse caso, estd relacionada! com M por

M =QM*Q, (4.4)

Weja [26].
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onde M7 é a matriz transposta de M e Q = diag{1,1,1, —1}.

Daqui em diante vamos nos referir a M e QM7TQ, respectivamente, como
as matrizes de Mueller direta e inversa do sistema Optico €. A distingao
dessas duas matrizes que representam o mesmo sistema éptico é relevante
para que nenhuma diregao seja privilegiada e o efeito médio de qualquer pro-
priedade do sistema fique bem definido.

A fim de compreender o poder de despolarizacao do meio, consideremos
o conjunto dos vetores de Stokes Sp; e Sy; (i = 1,2,3) dados por

1 1 1
Sp1 = (1] ., Sp= ? , Sp= 8 ,
0 0 1
| . . (4.5)
Sn1 = _(1) , Sn2 = _(1] ; Spz = 8
0 0 -1

Os vetores de Stokes S,; e Sp; correspondem aos estados (H,+,R) e
(V,—, L) a feixes de luz totalmente polarizados, pois suas formas quadréticas
sao

Fy =0, F,;=0, (4.6)

comi=1,2e3.

Primeiro, vejamos o efeito do sistema éptico € no sentido direto, quando
um feixe de luz incidente com estado de polarizagao pertencente ao conjunto
dos vetores acima. Os vetores de Stokes do feixes espalhados serao dados
por,

S’y = MSy;, (4.7a)
S’ i = MShy;. (4.7b)

Suas formas quadraticas correspondentes sao:

3
Fly = M3y + M3 + 2MogMo; — 3 (M3 + M% +2MjM;;),  (4.8a)
j=0
3
Fl; = Mg + Mg — 2MooMo; — > (Mj?0 + M]?Z- — 2M ;o M;;). (4.8b)
j=0
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Assim, podemos definir a forma quadratica F7, como média aritmética
das formas quadraticas estabelecidas em (4.8a) e (4.8b),

3
Fp = Z F’ + F)) (4.9)
Por fim, vemos que F}, pode ser escrito na forma,

13 13
Fp =M§o+§ZM3i—§ZMZ% Z (4.10)
i=1 i=1

,Jl

O parametro F, representa o valor médio das diferengas entre o quadrado
da intensidade total da luz de saida e o quadrado da intensidade da luz de
saida que esta totalmente polarizada, obviamente, para luz incidente com
vetores de Stokes S)p; ou Sy;.

Examinando as desigualdades

F; >0, Fp; >0, (4.11a)
Fj, >0, (4.11b)
podemos escrever que

Esse resultado mostra que F}, = 0 é uma condi¢ao necessdria e suficiente,
para que o sistema éptico & nao despolarize feixes incidentes com vetores
de Stokes Sp; e Sy;. Entretanto, essa afirmagao nao garante que feixes de
luz totalmente polarizados com vetores de Stokes diferentes de S,; e Sy; nao
serdao despolarizados por €.

Consideremos, agora, o sentido inverso. As formas quadraticas associadas
aos vetores de Stokes

= QMTQS,y; (4.13a)
S"ni = QM QS (4.13b)
sao respectivamente,
3
Fl = My + M3, + 2MogMo; — 3 (M%) + M2 +2MjoMj;),  (4.14a)
j=0
3

F)l = Mgy + Mg; — 2MooMo; — > (Mjy + M7 — 2MjoMj;).  (4.14b)
=0
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Analogamente & definigdo de Ff, podemos definir a forma quadrética F7)
como,

1 3
Ff) = G D (Fy+Fy). (4.15)
i=1
Portanto,
Fp = Mg+ 5 Z Mg; + - Z M — Z (4.16)
z 1 2,7=1

Tendo considerado o efeito do sistema 6ptico nos dois sentidos e definido
as respectivas formas quadraticas, dos valores médios Fp, e FJ), podemos
derivar uma nova forma quadratica Fp, também positiva semi-definida:

1
Fp = §(F,’j + Fp). (4.17)

Combinando as equagoes (4.12) e (4.16), temos que,

!
p 4M00 Z (4.18)
3 1,7=0
ou ainda
1 1
Fp = §[4M30 —T*(M)] = §[4M020 ~T?(QMTQ)], (4.19)
em que,

1/2
(M) =T(QMTQ) = [Tr{MTM}]"/? = [Z ] , (4.20)

,J=0

é uma norma positiva semi-definida associada com M (ou QM7TQ).
Invertendo (4.19), podemos inferir que

T*(M) = 4M3, — 3Fp. (4.21)

Como T'(M) = 2Myo é uma condigio necessdria e suficiente? para M (ou
QM TQ) ser nao-despolarizante (deterministico), podemos deduzir que essa
condi¢ao é equivalente a Fp(M) = 0. Assim, o parametro Fp(M) pode

2Veja [22].
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ser interpretado como um “fator de despolarizacao” de €, pois da o valor
“médio” da despolarizacao produzido pelo sistema éptico &.

Na introducao da seccao vimos que para um dado estado de polarizacao,
podemos associar a ele duas grandezas relevantes: o grau de polarizacao P
e a forma quadratica positiva semi-definida F', do feixe de luz. Uma vez que
conseguimos a forma quadratica positiva semi-definida Fp associada ao sis-
tema éptico &, da mesma maneira podemos definir um “grau de polarizagao”
para o meio, o denominaremos por indice de despolarizacao D); de &. Ele é
escrito na forma:

r2(M) — Mg\ "*
Dy = ————F 4.29
= (Ha ) 2
ou
1/2

Fp
Dy = (1 — ) (4.23)

M,

E interessante observar que os valores de Fp e D) sao limitados da forma:

0 < Fp < Mg, (4.24a)
0< Dy <1 (4.24b)

Osvalores Fp = 0e Dy = 1 correspondem a meios 6pticos ndo-despolarizantes
e Fp = Mg, e Dy = 0 correspondem ao despolarizador ideal.

4.1.3 Indice de despolarizacio e pureza

Como vimos, o estado de polarizagao de um feixe de luz pode ser com-
pletamente polarizado, despolarizado ou ainda o meio termo, parcialmente
polarizado. Por isso, é interessante introduzir uma grandeza que quantifique
o quanto um dado estado estd proximo de estados completamente polariza-
dos, ou seja, definir um critério de pureza.

Para os sistemas Opticos essa logica também permanece. Podemos dizer
que sistemas puros sao aqueles que nao causam despolarizacao, sao deter-
ministicos, e um meio 6ptico qualquer pode ser classificado quanto a sua
pureza, ou ao quanto esta distante de um sistema puro.

Veremos aqui, que o indice de despolarizacdo é uma medida de pureza.

A pureza é definida como

Pu(M) =3\ (4.25)
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em que M é a matriz de Mueller do sistema 6ptico, quando essa esta decom-
posta na forma proposta na secgao 3.3. Podemos relacionar P,(M) com a
norma I'(M) estabelecida na secgio 4.1.2,

3

1 1

P,(M)=3 )\j2= WTT{MTM} = op (M), (4.26)
u=0 00 00
e portanto,
1/2
4P, (M) —1

Dy (M) = <“(3)> : (4.27)

Ou seja, o indice despolarizagao é uma funcao da pureza.

4.2 Entropia

Ja vimos que um sistema Optico qualquer pode ser compreendido como
que composto por um ensemble de sistemas Opticos deterministicos, cada
sistema « do ensemble sendo caracterizado por uma matriz de Jones 7(e)
bem definida, e associamos a ela uma probabilidade A, de ocorréncia.

Dessa forma, um sistema Optico também pode ser associado a uma dis-
tribuicao de probabilidades {\g, A1, A2, A3} proveniente de sua decomposigao.
Dai podemos fazer uma conexao com a teoria de informacao classica.

Um conceito fundamental da teoria de informagao classica é o de entropia
de Shannon®. Suponha que se saiba o valor de uma varidvel aleatéria X.
A entropia de Shannon quantifica informagao média obtida quando sabido o
valor de X. Uma interpretacao alternativa é que a entropia de X mede a in-
certeza sobre X antes de sua medida. Essas duas visoes sao complementares:
podemos ver a entropia como uma medida da incerteza antes de conhecer-
mos o valor de X ou como uma medida da quantidade de informacao apds o
conhecimento de X.

Intuitivamente, o contetido de informacao de uma variavel aleatoria nao
deve depender dos rotulos atribuidos a seus diferentes valores. Por exemplo,
espera-se que uma variavel aleatéria que toma os valores “cara” e “coroa”
com respectivas probabilidades 1/4 e 3/4 contenha a mesma informacao que
outra varidvel aleatéria com valores “0” ou “1”, também com probabilidades
1/4 e 3/4. Por isso, a entropia de uma varidvel aleatéria é definida em
funcao das diferentes probabilidades dos diferentes valores que a variavel
assume, sem ser influenciada pelos rotulos dos valores.

3Para uma leitura mais aprofundada veja [27] e [28].
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Assim, dada a matriz de Mueller M, com decomposicao
3
M =3 NMj, (4.28)
=0
podemos inferir uma entropia de Shannon associada a ela na forma:
3
EM = EM()\(), )\1, )\2, )\3) = — Z )‘M 10g4 )‘ﬁ“ (4.29)
n=0

onde log, ¢é o logaritmo tomado na base 4. Convenciona-se ainda que para
Ay = 0 temos 0log, 0 = 0.

4.3 Camara de Weyl

Uma outra forma de organizar nossas impressoes a respeito do espago de
estados dos meios despolarizantes, é através da construcao do simplexo* do
espaco de estados.

0.2

w
301

0.0 b SAR
0.0

w,

Figura 4.1: Simplexo.

Cada vértice do tetraedro na figura 4.1 representa um sistema Optico
nao-despolarizante, ou seja, cada um possui como representagao linear uma
matriz de Mueller-Jones.

4Conjunto dos conjuntos (finitos) de ntimeros positivos que somam para 1.
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Uma vez que os rétulos dos autovalores {\,} com (1 = 0, 1,2, 3) nao sao
importantes, mas as magnitudes sim, a representacao via simplexo torna-se
redundante. Para corrigir isso, fazemos uma particao no simplexo chamada
de cAmara de Weyl [18]. Nela nao ha redundéncias, pois todos espectros
de mesma “magnitude” sao representados por um tnico ponto. Lembrando
que o estado de um sistema Optico despolarizante é representado por seu es-
pectro (Ao, A1, A2, A3), um ponto na cdmara de Weyl (que serd indexado por
(wo, w1, wa, w3), onde as componentes w,, estdao rotuladas em ordem de mag-
nitude); Por exemplo, (1,0,0,0) ird representar simultaneamente os estados
(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0) e (0,0,0,1); assim fica clara a eliminac¢ao
das redundancias.

A,
(1/4,1/4,1/4,1/4)

(1/3,1/3,1/3,0)

(1,0,0,0)

1111

(1/2,1/2,0,0)
Figura 4.2: Decomposicao da camara de Weyl.

As partes da cAmara de Weyl podem ser vistas na figura 4.2, e seus rotulos
estao indicados na tabela 4.1.

4.4 Funcoes concavidade

Como vimos, a um sistema 6ptico qualquer sempre podemos associar uma
matriz de Mueller M. Vimos também que, por sua vez, essa matriz pode ser
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Tabela 4.1: Rotulos das particoes da camara de Weyl

Rétulo Subespaco Parte da camara de Weyl
Wy wy = W] = Wy = W3 Vértice superior
Wi111 wo > wi > Wo > W3 Interior e a face da base

Wiie | wo > wy > wa = w3
Wia1 wy > w1 = wg > w3 | Faces laterais sem as arestas e os vértices
W211 Wy = w1 > w2 > w3

W13 wo > W1 = Wy = W3
Ws1 wy = w1 = wg > w3 | Arestas laterais com os vértices da base
Wao wy = w1 > Wy = w3

decomposta numa soma convexa de pelo menos 4 matrizes de Mueller-Jones
M ortogonais entre si, de forma que forma-se um sistema estocastico de
alternativas classicas, caracterizado pelo espectro dos autovalores da matriz
de Mueller.

Dada uma distribuigdo de probabilidades (ou espectro), no nosso caso
um conjunto de 4 nimeros reais positivos e = {\g, A1, A2, A3} ordenados de
forma decrescente, tal que A\g > A1 > Ao > A3 em que Ay representa a
probabilidade da matriz de Mueller-Jones M j; mais provavel de ocorrer, A;
a probabilidade da segunda matriz de Mueller-Jones M ;; mais provavel de
ocorrer, Ay da terceira mais provavel de ocorrer e A3 estd associada a matriz
de Mueller-Jones M ;3 menos provavel de ocorrer. Essa interpretacao vem de
considerarmos um sistema 6ptico qualquer como um ensemble de sistemas
deterministicos.

A fim de dividir o conjunto dos espectros em trés grupos vamos introduzir
duas fungoes que chamaremos de fungoes concavidade.

Suas defini¢oes sao bem simples. Comegaremos com a seguinte associacao,
f(n) = A\, onde n é a posigao do autovalor A na sequéncia decrescente do
espectro.

4.4.1 Concavidade aritmética

Para definirmos a concavidade aritmética primeiramente definiremos a
funcao derivada discreta de um elemento do espectro,
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a partir dessa definicdo passamos para a fungao derivada segunda discreta:

i+ 45— f(n—4)

() = =
Ut An) S0 - () )y
An?
_ f(n+An)+ f(n—An)—2f(n)
N An? ’

fazendo An = 1 (escolha bem natural pois temos variaveis discretas), temos,

f"(n) = f(n+1)+ f(n—1) =2f(n). (4.32)

Vale ressaltar que uma das propriedades da derivada segunda ¢é a de medir a
concavidade de uma dada funcao.

Assim, a partir dessas defini¢bes podemos inferir o que chamaremos de
fungao concavidade aritmética. Para um dado espectro e = {\g, A1, A2, A3},

j& em ordem decrescente, podemos calcular f”(n) dos elementos n = 1 e
n =2,
F(1) = f(2) + £(0) = 2£(1), (4.332)
f1(2) = f(3) + £(1) = 2f(2). (4.33b)

Somando essas duas equacoes teremos,

Cale) = f"(1) + f"(2)
=F2)+f0)=2f()+FB3) +f(1)-2/(2) (439
= [(0)+/3) = (F(1) +£(2)).
E conveniente redefinir a fungao C's(e) = 1/2C4(e) tal que,
(

Cate) = LI 1) +5)
(4.35)

Com isso a fungdo C'4(e) fica igual a uma diferenga de médias aritméticas
e assim, fica evidente o porqué de a denominarmos como concavidade arit-
mética.

Percebendo que, 3 _ f(n) = Y3 _4 A\, = 1 nos deparamos com uma
forma simples de enxergar os tipos de espectros diferenciados por essa funcao,

Cale) = ; — (A1 + A2). (4.36)
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Com essa caracterizagdao, podemos distinguir 3 tipos de espectros:

1

A+ < 3 — CA()\L )\2) <0, (4.37&)
1

AL+ A = 5 — CA()\l,)\Q) =0, (4.37b)
1

AL+ Ay > 3 — OA(>\1, /\2) >0, (4.37¢)

com concavidade aritmética Negativa, Nula e Positiva, respectivamente.

4.4.2 Concavidade geométrica

Na sec¢ao anterior definimos uma fungao que nada mais é do que a média
aritmética de A\g e A3 menos a média aritmética de A\ e A\a. Nessa seccao va-
mos definir como medida de concavidade a diferenca das médias geométricas
de M\g e A3, e A1 e Ao.

A funcao concavidade geométrica é definida da seguinte forma:s:

Cale) = Ca(Mo, Ay A2, A3) = Aoz — YA ha. (4.38)

Novamente teremos os trés tipos de espectros: com concavidade geométrica
Negativa, Nula ou Positiva.



Capitulo 5

Diagrama de fases

Iniciamos o capitulo mostrando os resultados da investigagdo experimen-
tal [11] que motivou a escrita dessa dissertacdo. Ao final, apresentaremos
algumas sugestoes para o entendimento das dividas levantadas nessa inves-
tigacao.

5.1 O indice de despolarizacao e a entropia
dos meios 6pticos espalhadores de luz

O estado de polarizacdo de um feixe de luz pode ser classificado quanto
a sua entropia F¢o e seu grau de polarizacao Po. Onde essas quantidades
estao relacionadas por uma funcao : E¢(Pg). Por exemplo, luz polarizada
Po =1 tem Egc = 0, enquanto luz parcialmente polarizada 0 < Po < 1 tem
1> FEc > 0.

Quando um feixe de luz polarizado incide sobre um meio 6ptico e o feixe de
saida esta parcialmente polarizado, esse meio ¢ dito despolarizante. Um valor
médio do poder de despolarizacgdo do meio é dado pelo calculo do chamado
indice de despolarizacdo Djys. Meios nao despolarizantes sao caracterizados
por Dy = 1, enquanto os meios despolarizantes sao da forma 0 < Dj; < 1.
Um processo de espalhamento despolarizante sempre é acompanhado por um
aumento da entropia! do feixe da luz de saida, em que o aumento se deve a
interagdo do campo com o meio.

1Como um feixe de luz com estado de polarizacdo qualquer sempre pode ser enten-
dido como uma soma convexa de feixes totalmente polarizados, pelos mesmos principios
estabelecidos na seccao 4.2 também podemos estabelecer uma entropia para um feixe de
luz.

46
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O valor médio da entropia que um meio despolarizante pode adicionar a
entropia do feixe de luz incidente é dado pela entropia Ej;. Meios nao despo-
larizantes sao caracterizados por Ej; = 0, enquanto meios despolarizantes
sao caracterizados por 0 < Fjp; < 1.

5.1.1 Experimentos de despolarizacao

A investigagdo experimental [11] mostrou que existe uma relagdo entre
Eyr e Dy, valida para uma ampla gama de meios espalhadores de luz. Viu-se
que Ejy esté relacionado com Dj; por uma funcao multi-valorada que cobre
todo regime 6ptico, dos sistemas puros até os que causam despolarizacao
total.

A relagao entre Eyy e Dj; mostrou-se universal e a partir dela estabeleceu-
se uma forma simples de caracterizar as propriedades de polarizagao de qual-
quer meio 6ptico, e ainda conseguiu-se uma forma consistente de verificar
experimentalmente as matrizes de Mueller medidas.

Vale ressaltar que os resultados encontrados se aplicam aos processos de
espalhamento, tanto classicos quanto quanticos, e por isso, podem tornar-se
relevantes para aplicagoes na Optica quantica, onde a despolarizacao ocorre
devido a perda de coeréncia.

5.1.2 O diagrama experimental E,; x D),

Com a finalidade de obter a matriz de Mueller efetiva do meio, e assim
derivar o indice de despolarizacao Dy e a entropia de polarizagao (Fjs) do
meio espalhador, seguiu-se um processo padrao de tomografia de processo.
A luz era preparada em quatro estados de polarizacao, lineares (V,H,+) e
circular (R), e espalhada pelos diversos meios épticos, dessa forma construia-
se a matriz de Mueller do meio. Da matriz construida extraia-se o espectro
através da decomposicdo em matrizes de Mueller-Jones. Com o espectro
computava-se a entropia de despolarizagao do meio Ejs e o indice de despo-
larizacdo Djys. Por fim, construia-se o diagrama Fj; x D) apresentado na
figura 5.1.
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Figura 5.1: Diagrama Ej; x D) obtido experimentalmente, apresentado em
[11].

5.2 Caracterizacao pelas concavidades

Observando a figura 5.1 percebe-se que ha uma regiao nao preenchida
(que denominaremos por regiao Proibida). Entretanto, a previsao tedrica era
de que toda regiao em cinza poderia ser preenchida, de modo que, qualquer
meio espalhador com entropia e indice de despolarizacao na regiao cinza era
fisicamente realizavel.

A motivacao inicial deste trabalho era compreender o porqué disso acon-
tecer. Por que aquela regiao nao era preenchida? Ou pelo menos diferencia-la
da regiao preenchida.

Primeiramente, buscdvamos alguma relacao que talvez estivesse sendo
violada e que quando compreendida proibiria a realizabilidade desse tipo de
espalhamento.

Tentamos abordar o problema com alguns preceitos quanticos, mas nao
conseguimos inferir nada conclusivo. Quanto mais nos aprofundamos no
assunto mais viamos que a possivel explicagdo nao se vislumbrava simples,
foi entao que mudamos o foco da abordagem e passamos a buscar alguma
funcao que apenas diferenciasse as duas regioes, Proibida e Permitida. Para
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isso, nosso primeiro passo foi reproduzir o diagrama Ejy; x D) através de
simulagoes. Como existe uma relacao de se e somente se (veja [19][20]) entre
a realizabilidade do espalhamento 6ptico e o espectro da decomposicao da
matriz de Mueller ser necessariamente nao negativo, a fim de preencher
“todo” o diagrama de fases fizemos um sorteio de quatro nimeros positivos
que somavam 1.

O sorteio era efetuado da seguinte maneira: A\g = RandomReal|0, 1],
§ = mRandomReal|0, 1], ¢ = 2mr RandomReal|0, 1], onde RandomReal|0, 1]
é igual a ntimero real aleatério no intervalo [0, 1];

A1 = sen? 0 cos® ¢(1 — No), (5.1)
Ao = sen®fsen? ¢(1 — \g),
A3 = cos?A(1 — \o).
Claramente, ZZ’[:O Ao = 1.
Com esse procedimento conseguimos um conjunto de espectros do tipo
{A0, A1, A2, Az}. Coletamos um conjunto de 30000 espectros desse tipo. As-
sociamos a cada um deles as fungoes entropia e indice de despolarizacao e por

fim, plotamos os grafico Ey; x Djs. Sem excegoes, toda regiao, teoricamente,
fisicamente realizavel foi preenchida, como mostrado na figura 5.2.

1.0
0.8} s

0.6 SN
0.4} <

0.2r

O i n n n n
80 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Dwm

Figura 5.2: Ey x Dyy.

Analisando o diagrama da figura 5.3 vemos que os subespacos dos con-
tornos [29], promovem, necessariamente, uma mudanca nos perfis dos espec-
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tros quando transitamos da regiao Proibida para a regiao Permitida. Assim,
pensar em mudanca na concavidade dos espectros parece ser bem razoavel.

1.0

(1/4,1/4,1/4,1/4) (AL 1)
0.8¢ AAA)

(A, 1, 1)
(1/3,1/3,1/3,0) /
0.6 (A H,1,0)
§ (A A, 1,0)
Lﬂ (1/2,1/2,0,0)
0.4+
(A,11,0,0)
0.2+
(1,0,0,0)
.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.C

Dy

Figura 5.3: Os subespacos de Ej; X Dys, onde A > p.
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5.2.1 Concavidade aritmética

51

Depois de alguns testes vimos que a fungao concavidade aritmética C'4(e) =
1/2 — (A + \2) apresentada na secgao 4.4.1, distinguia as duas regices. (fi-

guras 5.4 e 5.5)
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Vé-se claramente que os meios espalhadores da regiao proibida sao car-
acterizados predominantemente por terem concavidade aritmética ne-
gativa e que os meios espalhadores da regido permitida sdo caracterizados
necessariamente por espectros com concavidade aritmética positiva.

5.2.1.1 A particao da cimara de Weyl

Construindo a cdmara de Weyl do sistema (figura 5.6), percebemos que,
o que fizemos foi introduzir uma particao nessa camara.

Figura 5.6: Camara de Weyl dividida pela funcao concavidade aritmética.
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5.2.1.2 O diagrama F); x Dy; x Cy

Podemos, por fim, observar o diagrama Ejy; x Dy x C4 nas figuras 5.7 e
5.8.

10
EM 05
H -10
| -05
C,o0
05
00 I I I I 1 I I I I
00 05 10
Dwm
10
- 05 EM
10
. 05
(-'a 09
-05
~10 L L L L | L L L L 0.0
10 05 00
Dwm

Figura 5.7: Eyr x Dy x Cy.
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Figura 5.8: Os contornos de Fjy; x Dys x C4.
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5.2.2 Concavidade geométrica

Utilizando a concavidade geométrica Cg(€) = v AoAs — VA1 A2, definida
na sec¢ao 4.4.2, também é possivel fazer uma diferenciagao dos espectros dos
sistemas 6pticos.

Nas figuras 5.9 e 5.10 vé-se que, necessariamente todos os espectros com
concavidade geométrica positiva localizam-se na regiao Permitida. J& os
espectros com concavidade geométrica negativa estao em todo diagrama,
nas regioes Permitida e Proibida.
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Figura 5.9: Espectros com concavidade geométrica Positiva.
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Figura 5.10: Espectros com concavidade geométrica Negativa.
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5.2.2.1 A particao da camara de Weyl

Observando a camara de Weyl do sistema (figura 5.11), vemos que a
diferenciacao dos espectros pela fungdo concavidade geométrica também in-
troduz uma divisao nessa camara.

Figura 5.11: A camara de Weyl dividida pela fun¢ao concavidade geométrica.
Concavidade negativa em vermelho e concavidade positiva em azul.
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5.2.2.2 O diagrama FE); x Dy; x Cg

Também, por fim, podemos observar o diagrama FEj; X Dy x Cq na
figura 5.12.

EM 05

-05,
| Cy oo
05,

D

_10 . . . . I . . . . 00
10 05 00

Dwm

Figura 5.12: EM X DM X Cg.



Consideracoes finais

Comecamos a dissertacao apresentando uma maneira de representar o
estado de polarizacao de um feixe de luz. Vimos que existem trés tipos de
estados, os totalmente polarizados, os parcialmente polarizados e os despola-
rizados. Em seguida, conseguimos uma representacao linear para a mudanca
na polarizacao que um meio 6ptico puro causa num feixe polarizado. Vimos
depois que existem meios 6pticos que causam despolarizacao e conseguimos
também uma representacao linear para transformacao polarimétrica que eles
impoem aos feixes de luz.

No capitulo de algebra linear formalizamos a descricao do processo de
despolarizacao. Vimos que é possivel decompor a matriz de Mueller de um
sistema Optico qualquer, numa soma convexa de pelo menos 4 matrizes de
Mueller-Jones ortogonais, e através desse processo extrair 3 grandezas: a en-
tropia que o meio 6ptico acrescenta ao feixe (Ejy), o indice de despolarizagao
(Dyr) e a concavidade da distribui¢ao do meio éptico (C'4 ou C). Com es-
sas trés grandezas pudemos situar um meio 6ptico qualquer no diagrama de
fases (Epr X Dyr x Cy) ou (Epr x Dy x Cg).

O objetivo inicial dessa dissertagdo era compreender por que no diagrama
Ey x Dy, obtido experimentalmente, existia uma regiao que teoricamente
poderia ser preenchida, mas que na pratica nao era. Infelizmente nao con-
seguimos uma resposta. Assim, o problema continua em aberto.

Nossa contribuicao foi modesta, apenas conseguimos duas fungoes que
aparentemente diferenciam os perfis dos espectros dos meios épticos.

A funcao concavidade aritmética se mostrou interessante para diferenciar
aregiao Proibida da regiao Permitida no diagrama de fases Ep x D). Espec-
tros com concavidade aritmética negativa, necessariamente, localizavam-se
na regiao Proibida e espectros com concavidade aritmética positiva predomi-
nantemente estavam na regiao Permitida. Isso nos faz inferir que apenas os
espectros com concavidade positiva sao realizaveis na natureza, e dai surge
uma desvantagem. Examinando a figura 5.1 vé-se que nao ha indicios de
invasao dos espectros realizaveis na regiao Proibida, no entanto, isso era pre-
visto pela caracterizacao via essa concavidade.

o8



CAPITULO 5. DIAGRAMA DE FASES 29

A vantagem da funcao concavidade geométrica é situar muito bem os
espectros de concavidade positiva. Diferenciados por ela, todos localizam-se
na regiao Permitida. Sua desvantagem ¢é de também permitir a existéncia de
espectros com concavidade negativa na regiao Permitida.

Apesar de nao chegarmos num resultado conclusivo, apresentamos duas
formas possiveis de caracterizar os espectros de meios 6pticos despolarizantes.
Ambas tem suas vantagens e desvantagens e s6 uma verificagdo experimental
podera julgar a validade de uma ou de outra.
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