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770 mundo € minha representacdo.”...Verdade alguma é, portanto, mais
certa, mais independente de todas as outras e menos necessitada de uma
prova do que esta: o que existe para o conhecimento, portanto o mundo
inteiro, é tao-somente objeto em relacao ao sujeito, intuicao de quem intui,
numa palavra, representagao.”

Arthur Schopenhauer.!

1O mundo como vontade e como representacao, Arthur Schopenhauer.
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Resumo

Neste trabalho é tracada uma ponte entre sistemas dinamicos em
Mecanica Quantica e um Campo Escalar quantizado. E constatado a
independéncia temporal do determinante da Matriz de Covariancia para
sistemas Gaussianos nao autonomos, e mostra-se como este resultado se
estende para sistemas de N e infinitas dimensoes. Dois modelos cosmolégicos
para o periodo de termalizacao sao estudados, e verifica-se uma estreita
relacao entre a funcao de Wigner, compressao, e fendmenos de criacao de
particula. Uma interpretacao geométrica da dinamica da termalizacao torna-

se possivel, assim como uma proposta para sua modelagem em laboratério.
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Abstract

In this work a connection between dynamical quantum mechanical systems
and scalar quantum field theory is built. Is verified that the Covariance
Matrix’s determinant is a time conserved quantity for Gaussian Systems
under non autonomous Hamiltonians, and the generalizations for N and
infinity dimensions is presented. Two cosmological models for the pre-heating
period are treated, and a close connection between the Wigner function,
squeezing and particle creation is found. A geometrical interpretation for
the dynamics of the pre-heating is made possible, just as a experimental set

up for testing cosmological hypothesis.
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Capitulo 1
Introducao

Desde o inicio das civilizacoes o homem tenta entender o mundo que
o envolve. Tal curiosidade o levou a construir modelos cada vez mais
sofisticados para descrever o que estd proximo, o que é muito pequeno, o
que esta muito distante, ou é muito grande.

A curiosidade a respeito dos astros e o meio que os envolve - o universo
- tem motivado o homem desde a antiguidade a observar o espaco e tentar,
através de suas observagoes, buscar respostas para questoes a respeito do
passado, futuro, e até (talvez mais frequentemente) indagacoes misticas e
metafisicas.

Com o advento da Teoria Geral da Relatividade (1915), e a criagdo do
modelo de Robertson-Walker, as vezes referido como métrica de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker, ou modelo padrao da cosmologia, surgiu a
hipétese mais aceita pela conunidade cientifica para o ”nascimento” e
evolugao do universo, o ”"Big-Bang”.

Grande parte do esfor¢co é hoje direcionado na tentativa de combinar
as hipdteses do universo primordial (logo apds o Big-Bang), com dados
observacionais atuais. Na tentativa de esclarecer esta questao varios modelos
vem sendo estudados. Talvez o de maior projecao e aceitacao seja o da
inflacao, que pressupoe o universo primordial como tendo experimentado um
periodo de rapidissima expansao, porém de duracao curtissima.

O principal papel da inflagao é deixar o universo em um estado dominado

pela matéria. Ou seja, a maior parte da energia presente estd na forma de
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matéria. Desta maneira a evolucao deste estagio segundo as leis da Teoria
Geral da Relatividade e das Teorias Quanticas de Campo, leva a um resultado
condizente com as observacgoes atuais.

Em poucas palavras, a inflagao é uma proposta para se explicar como um
universo essencialmente plano, homogéneo e isotrépico, surgiu do Big-Bang,
quando o esperado seria que este fosse altamente curvo e nao homogeéneo.

A maneira usual de se modelar a inflacao é acoplando-se um campo escalar
¢ que serd o responsavel pela inflacao, e cuja particula associada é o inflaton,
a um campo de interesse ¢. Durante o periodo de inflagdo o universo é
dominado pelo campo do inflaton; findada a expansao acelerada, este deve
ser dominado pela matéria. O fenomeno do pré-aquecimento (pre-heating)
ou termalizacao, que consiste na transferéncia de energia do campo & ao
campo ¢, é o responsavel pela transicao de fase sofrida pelo universo no fim
da inflacao. Este processo, que sera estudado no capitulo 5, se dé gracas
ao acoplamento dos campos £ e ¢ que resulta no fenomeno de ressonancia
paramétrica.

Os processos de inflagdo, termalizacao, e evolucao do universo, sao
dinamicos e pedem por uma abordagem adequada. A dindmica em Teorias
Quanticas de Campo é pouco estudada e entendida, enquanto que em
Mecanica Quantica, no campo de Sistemas Quanticos Abertos, é foco de
intensa pesquisa e goza de um nimero maior de resultados.

O fenémeno de compressao, amplamente utilizado em Otica Quantica,
aprisionamento de ions, dentre outros, surge naturalmente em sistemas cujo
hamiltoniano é dependente do tempo e até quadratico nos operadores de
criacdo e aniquilacio a e af.

A matriz de covariancia, de grande importancia para a area de Informagao
Quantica, usada para a caracterizacao de entrelagamento e relacionada
com a producao de entropia, é hoje foco de interesse e pesquisa. Um
resultado importante, que esta ligado a compressao, é o valor constante do
determinante da matriz de covariancia para estados gaussianos em sistemas
como citados acima. Tal resultado fornece informacao a respeito do sistema
mesmo em situagoes dinamicas.

A discussao acima leva a seguinte pergunta: até que ponto os resultados

conhecidos para dinamica em Mecanica Quantica sao extensiveis para Teorias
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Quanticas de Campo?

Motivado pela pergunta anterior, o interesse deste trabalho recai sobre
a seguite questao: até que ponto os resultados relativos a compressao de
estados gaussianos e a matriz de covariancia sao extensiveis para um campo
escalar complexo cuja massa é funcao do tempo?

Com esta questao em mente, os objetivos sao:

1. Compreender sob o contexto de Mecanica Quantica a dinamica
de estados gaussianos sujeitos a hamiltonianos quadraticos nao
autonomos, particularmente o fenéomeno de compresao, e o valor

constante do determinante da matriz de covariancia.

2. Determinar condigoes para as quais os resultados obtidos para dinamica
de estados gaussianos podem ser estendidos para um campo escalar

complexo.

3. Aplicar os resultados encontrados para dois modelos cosmolégicos,
procurando entender a ligacao entre fenomenos de Mecéanica Quantica

e Teoria de Campos.

O capitulo 2 é dedicado aos pré-requisitos basicos para o entendimento
do trabalho. Mesmo se tratando de um assunto comumente apresentado
nos livros texto, a quantizagao canonica de um campo escalar foi trabalhada
com o intuito de preparar o leitor para o método de Liouville-von Neumann
apresentado em sequéncia, e mais a frente para o caso de teorias de campos
em espagos curvos. Uma rapida introdugao a métrica de Robertson-Walker
e suas premissas é dada. E, por fim, a funcao de Wigner é apresentada.

No capitulo 3 é apresentado o formalismo utilizado para o tratamento
de estados gaussianos sujeitos a hamiltonianos quadraticos dependentes do
tempo. Os principais resultados a respeito de compressao e da matriz de
covariancia sao obtidos, inclusive sua generalizacao para N dimensoes, e dois
exemplos sao tratados numéricamente.

O capitulo 4 é destinado a extensao dos resultados encontrados no
capitulo anterior para o caso de um campo escalar complexo de massa variavel
no tempo. Uma generalizagdo dos métodos apresentados em [11] e [12] é

proposta. O problema ¢é tratado em relagao ao vacuo e a estados térmicos,
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e uma ligagdo entre os dois extremos é proposta. Deve ser destacado o
fato que, para determinadas situagoes, a compressao e o valor constante do
determinante da matriz de covariancia se fazem presentes em modelos de um
campo escalar complexo cuja massa é fungao do tempo.

Este resultado permite que seja tracada uma ponte entre dois modelos
cosmoldgicos para a inflagao e termalizagao, e sistemas quanticos abertos. O
estudo da fungado de Wigner, apresentada em [7], e a maneira como se da
sua compressao, iluminam o processo de criagao de particulas de um campo
escalar complexo. Fica claro que a geometria da funcao de Wigner esta
ligada e pode ser usada para compreender processos dinamicos em Teorias
de Campos, permitindo uma associacao direta de modelos cosmolégicos
a sistemas quanticos usuais, tornando possivel testes em laboratdrio de
hipdteses cosmologicas.

O determinante da matriz de covariancia, logo, a compressao, também
apresentam ligacao com o fenémeno de termalizacao, e a transigao da inflagao
para o pré-aquecimento. No capitulo 5 todos os detalhes sao apresentados, e

as analises numéricas destacadas.



Capitulo 2

Ferramentas Basicas

Neste capitulo serdao apresentadas as ferramentas basicas. Usadas por
todo o trabalho, formam o alicerce dos resultados e discussoes que seguem.

A primeira secao ¢é dedicada a apresentacao de dois métodos de
quantizagao do campo escalar complexo: a abordagem tradicional por
relagoes canonicas de comutacao, e o método de Liouville-von Neumann.A
segunda trata de alguns resultados importantes de Relatividade Geral que
serao necessarios mais a frente. Na terceira, uma réapida introducao de Teoria
Quantica de Campos em Espaco Curvo é apresentada, assim como a ligacao
entre a Métrica de Robertson-Walker plana e Sistemas Dinamicos em Teoria
Quantica de Campos. Por fim, a quarta se¢ao é dedicada a apresentacao da
funcao de Wigner, 1til para o estudo de alguns dos problemas tratados no

texto.

2.1 Quantizacao de Campos Classicos

Em Fisica, um campo classico é uma funcao que a cada ponto do espaco,
associa uma grandeza fisica. Diversos sao os tipos de campos, eg: escalares,
tensoriais, espinoriais, e etc.; neste trabalho estamos interessados no campo
escalar classico e sua forma quantizada; esta secao, em especial, trata da
quantizagao canonica do campo escalar classico.

A formulacao de uma teoria quantica para campos se fez necesséria
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quando, nas primeiras décadas do século XX, foram feitas as primeiras
tentativas de se unificar o formalismo da Mecanica Quantica com a linguagem
da Relatividade Restrita. Uma vez que as duas teorias sao fundamentalmente
diferentes, a equacgdao de Schoroedinger mostra-se inadequada para o
tratamento de casos relativisticos, assim como a nog¢ao de trajetoria e posicao
existente na Mecanica Relativistica nao existe em Mecanica Quantica. Por
isso a criagao de um novo formalismo foi necessaria.

Nesta se¢ao, além do método de quantizacao usual, tratado na maioria dos
livros-texto, apresentaremos também um formalismo baseado no Método de
Liouville-von Neumann (LvN). Ambos baseiam-se na promogao dos campos
classicos a condigao de operadores atravéz da imposicao de relagoes canonicas
de comutagao aos mesmos. Embora fundamentalmente semelhantes, o
método de LvN se mostrara mais adequado para o tratamento de sistemas
dinamicos, como serd ilustrado neste trabalho. Trataremos apenas o caso de

particulas livres, ou seja: aquelas que obedecem a equacgao de Klein-Gordon.

2.1.1 Quantizagao do Campo Escalar Complexo

A quantizacao canonica de um campo é baseada no método sugerido
por Paul Dirac para a solugao do oscilador harmonico em Mecanica
Quantica. Conhecida como solucao algébrica, impoe a dois novos operadores,
posteriormente identificados como responsaveis pela criacao e aniquilagao de
particulas, as relagoes canonicas de comutacao, como sera descrito a seguir.

O interesse deste trabalho recai sobre a quantizacao da equacao para a
particula livre ou Equacao de Klein-Gordon. A equacgao classica relativistica

para a energia de uma particula livre é:

E? = me® + p*ct, (2.1)

na qual a convengao de Einstein para a soma de indices repetidos esta sendo
3
adotada, ou seja: p* = p°p, = Y. p'p,. E p* é o quadri-momento da
pn=0
particula.

Se procedermos da maneira usual, como feito historicamente na Mecanica

Quantica, devemos fazer as seguintes transformacoes:
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0
¢ 9
Do — _mﬁxa' (2.3)

Estas, por sua vez, dao a equagao 2.1 o status de equacgao de operador.
Aplicando a mesma a uma funcdo ¢ (¢,z), e fazendo uso de unidades
naturais', tem-se:

? 2 2
_ﬁ(p(tux) =m gO(t,X) -V QO(t,X),

ou, em sua forma manifestamente covariante:

—O%p (t,x) + m?p (t,x) = 0, (2.4)
onde
2 o 82 2
0 =9 8M = _ﬁ + V~.

A equagao de Klein-Gordon, assim como sua complexa conjugada
—0%p* (t,x) + m?¢* (t,x) = 0,

também podem ser obtidas pelo método usual de Célculo Variacional que

leva a Equacao de Euler-Lagrange. A acao neste caso é:

S = /d‘*m [—0"¢" 0up — M 0 + Qo] (2.5)

na qual €}y é, a priori, uma constante indefinida; mais adiante veremos a
razao pela qual esta foi inserida.
A solugao geral para a equacao de Klein-Gordon é o campo:

_ d3k a 6ik~x—iwt eik-x-i—iwt
v (x,1) —/7(2@3 » [ (k) + b (k) }, (2.6)

1
onde w = + (k2 + m2) ?, e seu complexo conjugado:

d3k I _
0" (x,t) = / @ [a* (k) e * il 4 p* (k) et (2.7)

!Unidades Geométricas: c=1,Ai=1,G =1
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A principio a (k), b (k) e suas conjugadas sao fungoes arbitrarias do vetor
de onda k. Mais a frente ird-se mostrar que estas desempenham um papel
deveras importante na construcao da teoria.

Se fosse o caso de estarmos interessados na solucao da equagao real de
Klein-Gordon, imporiamos a igualdade das equacoes 2.6 e 2.7. Mas este nao
é 0 caso, os campos ¢ (x,t) e p*(x,t) serdao tratados como dois elementos
distintos, assim como as fungoes a (k), b (k), e suas respectivas conjugadas.

As equagoes 2.6 e 2.7 podem ser invertidas, resultando em:

0 (k) =i / Bre T (2), (2.8)
b(k) =i / dBre=* 9y o* (2), (2.9)

<
onde o operador Jy ¢ definido da seguinte maneira:

fOng = F(0,9) — (9.1)g. (2.10)

Para que se possa prosseguir com a quantizagao, deve-se adotar a
linguagem Hamiltoniana. A transi¢do do formalismo Lagrangeano para o

Hamiltoniano dé-se através de uma troca de variaveis:

(0, 9", 0, 9" t) = (p, " ILII", t);

procedimento este chamado de Transformacao de Legendre. No caso de

interesse, faz-se?:

oL ..o
N = 5oy T =500 (2.11)
H=T¢ + "' — L (2.12)

onde H e L sao as densidades Hamiltoniana e Langrangeana respectivamente.
A Hamiltoniana, assim como a Lagrangeana do sistema sao definidas da

seguinte maneira:

H = /d%:H (2.13)

2Adota-se aqui a notagao quadrivetorial: z# = (¢,x)
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e
L= / d*zL (2.14)
A acao, por sua vez, é escrita:
S = /Ldt (2.15)

Da definicao da acdo (equacao 2.15), juntamente com a equagao 2.5, é

imediato que para a equacao de Klein-Gordon, temos:

L= 0"p*dup — m*o*p + Qo, (2.16)
de onde segue que:
I(z)=¢(x) & II'(x)=¢" (2), (2.17)
e
H =II"I1 + Vo* Vo + m?p*p — Q. (2.18)

A quantizacao é feita elevando-se as funcoes, até agora puramente
classicas, ao status de operadores. Isto é feito impondo a elas as condigoes

canonicas de comutacao em tempos iguais:

[SO (t’ X) P (t> Y)] = 0,
[H(>X)>H(t> )] = 0,
o (t,x) I1(t,y)] = i’ (x—y), (2.19)

(o (t,x) I (t,y)] = i6® (x—y), (2.20)
[ (t,x), ¢ (t,y)] = 0,
[IL(t,x) 11" (t,y)] = O,
[11(t,x). ¢ (t,y)] = 0,
(¢ (t,x), ' (t,y)] = oO. (2.21)
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Estas relacoes de comutacao, juntamente com as equagoes 2.8 e 2.9,

impoem aos operadores a e b as seguintes relagoes:

la(k),a (k)] = 0,
[a' (k),al (k)] = 0,
[a(k),a’ (k)] = (27)°2wd® (k — k), (2.22)
b(k),b(k)] = 0,
[0 (k)" (k)] = 0,
(k)b (k)] = (27)°2ws® (k — k), (2.23)
la(k),b(k”)] = 0,
[a" (k)b (k)] =0,
[a" (k),0(k)] = o0,
[a(k),b' (k)] = 0, (2.24)

que levam finalmente a:

H:/ &k w(aT(k)a(kHbT(k)b(k))+(€o—§zo)v, (2.25)

(2m)° 2w
onde
13 L1 / d*k (2.26)
=—-——— [ wd’k, )
2]
¢é a energia de ponto zero total dos osciladores, e, uma vez que:
/ Bre¥ = (21 5 (y) | (2.27)
vV = (2r)% 6% (0). (2.28)

E imediato notar que a integral da equacao 2.26 diverge. A constante €2y é
escolhida de tal forma a cancelar £. Mantendo, desta forma, o Hamiltoniano

finito.
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Este procedimento de renormalizacao nao altera de forma alguma a
fisica do problema. Lembremo-nos que em laboratorio apenas diferencas de
energia sao medidas, de forma que, alterando-se todos os niveis energéticos
de um dado sistema por uma constante, nao se altera os possiveis resultados
experimentais.

Por fim, resta-nos construir o espago de Fock. O vacuo é o estado tal que:

a(k)|0) =0, b(k)|0)=0. (2.29)

O comportamento dos operadores a (k), b (k), e seus adjuntos, segue da

mesma forma que em Mecanica Quéantica.

2.1.2 Meétodo de Liouville-von Neumann 1

Seja H (t) um Hamiltoniano dependente do tempo. A equacao de Tomonaga-
Schwinger é:

L0 -
zha |W(t)) = H(t) [¥(t)). (2.30)
Segue um importante resultado encontrado por Lewis e Riesenfeld?, cuja

demonstracao sera omitida.

Teorema 2.1.1 Seja @(t) um operador dependente do tempo que satisfaz:

m%@@) +[ow. am] =o, (2.31)

entao @(t) pode ser usado para encontrar solugoes exatas da equagao de

Tomonaga-Schwinger. De fato:

(W) = cuei ™D\, 1), (2.32)

67

onde
Ot) A, 1) = A [ A, 1),

Y(t) = /dt (A, 1] (m% - ﬁ(t)) A, t).

3J. Math. Phys. 10, 1458 (1969)
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Osciladores Dependentes do Tempo

Dado um Hamiltoniano quadratico dependente do tempo:

H(t) = #(t)ﬁ + @uﬂ(t)qz,

a idéia principal da utilizacao do método de Liouville-von Neumann na

construgao do espago de Fock é definir fungoes auxiliares u(t) e u*(t), tal

que o par de operadores:

a(t) = i[u'(t)p — m(t)a"(t)g];  a'(t) = —i[u(t)p —m(t)a(t)q], (2.33)

obedeca & equagao de Liouville-von Neumann (equagao 2.31).
Desta forma, as fungoes auxiliares u(t) e u*(t) devem obedecer a seguinte
equacao classica de movimento:
ii(t) + %u(t) + w?(t)u(t) = 0. (2.34)
Além disso, a imposicao das relacoes canonicas de comutacao aos
operadores de 2.33

[d(t), ciT(t)] —1,

é garantida pela condigao imposta as fungoes u(t) e u*(t) pelo Wronskiano.
am(t) [0 (t)u(t) — u(t)u*(t)] = 1. (2.35)

2.1.3 Meétodo de Liouville-von Neumann II

Faremos uso do Método de Liouville-von Neumann para quantizar um campo
escalar complexo cuja massa é funcao do tempo. Mais a frente este sera usado
para modelar possiveis transicoes de fase sofridas pelo universo primordial
no periodo de inflagao.

A densidade lagrangeana de interesse é:

L(x,t) = —0"D*(x,1)0,P(x,t) — m*(t)D*(x, 1) P(x, 1), (2.36)

enquanto a Lagrangeana total é:
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L= / dzL. (2.37)

Como discutido na secao anterior, a transicao para o formalismo
Hamiltoniano se da através de uma transformacao de Legendre; no caso em

questao temos:

IL(x,t)

lx,1) = 5 2 5 = 40, (2.38)
¢ ALkt
" (x,t) = m = d(x,1). (2.39)

A aplicacao direta das equacoes 2.38 e 2.39 na equacao 2.36 leva a:

H = IT*(x, H)II(x,t) + VO* (x,1) VO (x, t) + m*(t)®* (x,1)D(x,t), (2.40)
e, novamente, o Hamiltoniano total é:

H = / M. (2.41)

Para prosseguir com a quantizacao toma-se as transformadas de Fourier

dos campos, obtendo:

d(x,t) = / %@(t)e““: (2.42)

- /(6217?1;3 i(t)e e
- / %W’f(t)e_"k'x, (2.43)

B (x, 1) = / (gﬁl; (f)eikx (2.44)
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" (x,t) = &(x,t)
_ d3—k PASS
- [ G

d3k * ik-x
= /ka(t)e . (2.45)

O Hamiltoniano pode entao ser escrito como uma soma de infinitos modos

da seguinte forma:
d3k * 2 2 *
A quantizagdo canonica de um campo é feita promovendo-o a classe

de operador, impondo, desta forma, a cada modo de sua transformada de

Fourier, as relacoes usuais de comutacao entre operadores:

[(ﬁkf(t),frk(t)} = iR, (2.47)

|60 (0). 7(8)] = ihd (2.48)

qualquer outra relacao de comutacgao é zero.
Como discutido na secao anterior, encontra-se dois pares de operadores

de criacao e aniquilagao:

an(t) =i [pi(OF; — ¢i(O] (2.49)
ap(t) = —i [wk(t)frk - sbk(t)cfﬁ}i} ; (2.50)
() = i [k (7 — $i(0d] (2.51)
(1) = —i [@u(®)F — @] (2.52)

Onde d(t) e al(t) sao relativos ao campo ® enquanto b (t) e bl(t) sdo

relativos ao campo P*.
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Para que os operadores acima obedecam a condicao de Liouville-von
Neumann (equagao 2.31), os campos classicos ¢y e ¢f devem satisfazer a

mesma equacao de movimento:

@e(t) + [ K+ m*(t)] ex(t) =0, (2.53)

juntamente com a condicao imposta pelo Wronskiano:

gy (8) son (8) — @k () @ ()] = . (2.54)

Assegurando, desta forma, que os operadores de criacao e aniquilagcao

obedecam as relacoes canonicas de comutacao:

[ak,(t),a;(t)] = S, [zsk,(t),ip;(t)] = S (2.55)

Agora o espago de Fock pode ser construido. O vacuo é o estado

aniquilado pelos operadores a e b:

ap()[0,8),  bi(t)]0,t). (2.56)

Os operadores de criacao: dL e lA)L, criam uma particula do tipo a ou b
respectivamente, de momento k. O estado de n particulas, com 7 particulas

do tipo a e o restante do tipo b, é simplesmente:

|k ooy iy By o b ) = ), ().l (DB, (8).. (£)10,8) . (2.57)

Novamente os operadores ax, bg, € seus adjuntos, comportam-se de
maneira andaloga aos operadores de criacao e aniquilagao em Mecanica

Quantica.

2.2 A Meétrica de Robertson-Walker

O objetivo desta secao é construir um modelo para o universo que nos permita
estudar a sua dinamica. Uma vez que trata-se de um sistema gravitacional,
emprega-se a Teoria Geral da Relatividade que, por sua vez, baseia-se na

equacao de Einstein:
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1
Gab = Rab — §Rgab = 87TTab. (258)

Onde G é o tensor de Einstein, R, o tensor de Ricci, g, a métrica do
espago-tempo e T, o tensor energia-momento. Deve ficar claro que aqui sao
usadas unidades geométricas, de modo que: G=1,c=1e h=1.

Para que se possa prosseguir, algumas hipdteses quanto as caracteristicas
do universo devem ser feitas, e o tensor energia-momento T,, deve ser

determinado.

2.2.1 Homogeneidade e Isotropia

Embora quando observado em escala nao cosmoldgica o universo que nos
rodeia se mostra complexo e dificil de ser modelado, observagoes astronémicas
revelam que, em larga escala (= 100Mpc)?, este apresenta uma estrutura
homogénea e isotropica. Isto permite-nos construir um modelo simples para
estudar o comportamento do universo como um todo.

As hipdteses de homogeneidade e isotropia do universo tomado em larga
escala, resultam na chamada: Métrica de Robertson-Walker. Esta limita,
a menos de uma fungao arbitraria do tempo préprio a(7), a geometria do
espaco-tempo a um conjunto discreto de 3 possibilidades: Esférica, Planar e

Hiperbdlica. A métrica associada a tais geometrias é

dip? + sin? ¢(df? + sin® Od¢p?)
ds® = —dr* + a*(7) da? + dy?® + dz? : (2.59)
dip® 4 sinh? ¢ (d6? + sin® 0d¢?)

respectivamente.

2.2.2 Tensor Energia-Momento

Um gés cléssico ideal quando visto a distancia, mostra-se como um elemento
continuo e maledvel, cuja equagao de estado depende apenas de dois

parametros: pressao e densidade, mas que goza de estrutura interna formada

4Um Mega-Parsec (Mpc) é equivalente a 3 milhdes de anos luz (3,1 x 102>m).
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por moléculas muito separadas e fracamente interagentes. Da mesma forma
o universo pode ser modelado como um fluido, sem que sua estrutura interna
apresente qualquer relevancia ao estudo ”macroscépico” do sistema. Assim,
o tensor energia-momento de um universo homogeéneo e isotropico é o mesmo
de um fluido relativistico:

Tab = PuUgUyp + P(gab + uaub)a (260)

onde u, é um campo vetorial do tipo tempo que representa a 4-velocidade
das particulas que constituem o fluido.

O tensor de energia-momento T, assim como a Métrica de RW, entram
na equagao de Einstein para determinar a dinamica do universo. Nao é dificil
de se obter, embora um tanto trabalhoso, as equagoes que regem a dinamica

do universo.

3a? 3k

? = 87Tp 02 s (261)
3a
= = _dn(p+3P), (2.62)
a

onde ponto denota derivacao em relacao ao tempo proprio 7; k toma os
valores 1,0 e -1 nos casos de geometria Esférica, Planar e Hiperbdlica,
respectivamente.

Embora nao exista consenso, dados observacionais apontam para um
universo de geometria planar (k = 0), desta forma, nos modelos utilizados
nesse trabalho, a métrica de R-W a ser utilizada serd aquela relativa ao
espago globalmente plano.

De qualquer forma, dado apenas que P > 0 e p > 0, as equagoes 2.61
e 2.62, uma vez que acarretam em ¢ < 0, implicam em um universo nao
estatico. Resultado que, por sua vez, obriga a > 0, ou a < 0, salvo talvez
por um instante em que @ = 0.

Dado que o universo esta se expandindo, poder-se-ia supor que a taxa de

expansao foi sempre a mesma. Desta forma, para um tempo:

=12
a
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ter-se-ia @ = 0. Mas sabemos que a < 0, ou seja, a taxa de expansao tende
sempre a diminuir, logo tem-se a = 0 ainda mais cedo. Ao estado singular
do universo quando a = 0, da-se o nome de ”"Big-Bang”.

Se porventura o universo estivesse se contraindo, d¢ < 0 indica que este

um dia esteve se expandindo. Logo, vale a discussao anterior.

2.3 Campos em Espacos Curvos

A extensao da equacgao de Klein-Gordon para espagos curvos é simplesmente:

VoV —m?*¢p =0 (2.63)

Onde V, é o operador derivada induzido pela métrica g,. O seguinte
teorema, cuja demonstragao serda omitida [1], ressalta a ligacdo do operador

derivada V, com a métrica gu.

Teorema 2.3.1 Seja g, uma métrica. Existe apenas um operador derivada

V. que satisfaz V ,gp. = 0

A equagao 2.63 é derivada da forma geral da agao para o campo de Klein-

Gordon em espagos curvos.

S = —% / (Vap Ve + m?¢?) /—gd'x (2.64)

onde g é o determinante da métrica g, e \/—gd'r é o elemento de volume
de espacos cuja métrica é g.

No contexto de Relatividade Geral o interesse maior recai sobre os
espagos-tempo tempo-orientaveis e globalmente hiperbolicos. Caracteristicas

definidas como segue:

Definigao 2.3.1 Seja (M, gap) um espago tempo. Onde M é uma variedade
e gap uma métrica sobre esta. Diz-se que (M, gup) € tempo-orientdvel quando
¢ possivel designar de maneira continua a cada ponto p € M a nog¢ao de

futuro e passado.

Definigao 2.3.2 Diz-se que um espago-tempo (M, gu) € globalmente

hiperbolico quando este admite uma superficie de Cauchy.
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Neste trabalho serao tratados apenas espagos-tempo que gozam destas
propriedades.

A razao para se estudar apenas espacos tempo-orientaveis é 6bvia. Ja o
interesse em variedades globalmente hiperbdlicas é justificado pelo seguinte

teorema’.

Teorema 2.3.2 Seja (M, gu) um FEspago-Tempo globalmente hiperbolico
cuja superficie de Cauchy ¥ € lisa e do tipo tempo. O problema de valor
inicial da Equagao de Klein-Gordon 2.63 em (M, ga,) € bem definido. No
sentido que dado quaisquer pares (¢o, (ﬁo) de fungoes C*> em X3, existe solugdo

unica para ¢ em toda M.

Dado um espago tempo (M, g.) tempo-orientavel e globalmente
hiperbdlico, este, por hipdtese, pode ser folheado por superficies de Cauchy ¥,
do tipo tempo. Em seguida pode-se introduzir o vetor de evolucao temporal
que satisfaz: t*V,t = 1. Este, por sua vez, pode ser decomposto da seguinte

forma:
t* = Nn® + N°, (2.65)

na qual n® é unitario e normal as superficies ¥;, enquanto N é tangente a

estas. Isto nos permite escrever a métrica inversa g da seguinte forma:

g = —nn® + b (2.66)

Agora a acao pode ser escrita da seguinte maneira:

S = / Ldt. (2.67)

Neste caso, temos:

L= /[,d?’:v = —% /d% (VQQSV“QS + m2¢2) NVh, (2.68)
pIN 3t
onde hg, é a métrica (Riemaniana) induzida em 3, e h = det hy,.
A métrica inversa, por sua vez, pode ser usada para abaixar o indice do

operador derivada em 2.68, resultando em:

SHawking, S. W. and Ellis. G. F. R. (1973), The Large Structure of space-time,
(Cambridge University Press, Cambridge)
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1

L= / P [(n"V00)? — WV, 6Vod — mPo] NVh.  (2.69)
p>

Vé-se que a forma da métrica influencia diretamente o lagrangeano. Para

o caso da métrica plana de Robertson-Walker temos:

-1 0 0 0

0 da*(t) 0 0
Gab = (270)

0 0 a*(t) 0

0 0 a*(t) |
Deixando claro que:
a’(t) (o 1 2 2 12 3

_ _ — 2.71
S / 5 (gb (1) (Vo) —m*p ) dtd’z (2.71)

2.3.1 Método de Liouville-von Neumann III

Como feito na secao 2.1, pode-se tomar a transformada de Fourier do campo

¢ e escrever o Hamiltoniano como uma soma dos modos desta.

B / (ZE” [2;%15) + ag(t); £ @i}- (2.72)

Do método de Liouville-von Neumann (secao 2.1.2) os operadores de

aniquilacao e destruicao ficam:

~

A1) = =i [pal®)Fta = (D Pa(t)a] (2.73)

~

Aa(t) =1 a0 — @ (O30 (2.74)

Novamente, ¢, (t) e ¢k (t) sdo as solugoes da equagao classica de campo:

Balt) + 3%%(1&) + Wi (t)pa(t) = 0. (2.75)

Assim como visto na se¢ao 2.1.2, o wronskiano

ha® ($opa = Paps) = 14, (2.76)
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assegura a relagao usual de comutacao:

[AL, Aa] ~ 1. (2.77)

Dos resultados acima nota-se que quando em um espaco-tempo cuja
métrica é: ds® = —dt* + a*(t)dx?, um campo escalar massivo comporta-
se como aquele sujeito a uma métrica plana, mas de massa variavel. Este
fato serve como motivacao para o estudo em paralelo da dinamica em
sistemas quanticos cujo hamiltoniano depende do tempo e Teorias Quanticas

de Campo.

2.4 A Funcao de Wigner

A Funcao de Wigner, muito 1util no estudo das propriedas estatisticas
de sistemas quanticos, é uma alternativa a matriz densidade. Esta é
especialmente adequada para o estudo de estados gaussianos. Uma grande

classe destes pode ser descrita pela Funcao de Wigner Gaussiana da seguinte

forma:
1 o — o) + (o — o)’ + 7o — ag
O(a,a") = i 5 2
(2 —4|ul)? 72— 4]yl
(2.78)
onde
(@) = ag
(a®) = —2u" + o
e

1 2
(alay =~ — 5 + |ay|
2
Nas equacoes acima, a' e @ sdo, claramente, os operadores de criacio e

aniquilagao, respectivamente.

A equacao 2.78 descreve:
1. Estados Coerentes: p=0e~y =3

2. Estados Térmicos: u=0; ag =0; v > %



CAPITULO 2. FERRAMENTAS BASICAS 292

3. Misturas de Estados Térmicos e Coerentes
4. Estados Comprimidos: p # 0; ag # 0; 7% — 4 |ul* = 1

Neste trabalho a Funcao de Wigner mostra-se especialmente 1util no
estudo do fenomeno de compressao e dos estados comprimidos, discutidos

em detalhes no proximo capitulo.



Capitulo 3

Estados Gaussianos:
Cinematica, Dinamica e a

Matriz de Covariancia

Estados Gaussianos quando sujeitos a hamiltonianos até quadraticos,
mantém-se gaussianos. Tal caracteristica facilita extremamente o estudo de
sistemas dependentes do tempo cujos estados iniciais sao estados gaussianos.
Além disso, partindo destes é possivel construir uma gama abrangente de
estados, cujas caracteristicas gerais dependem de poucos parametros e podem
ser construidos em laboratorio.

Este capitulo visa desenvolver algumas ferramentas basicas para o estudo
da dinamica de estados gaussianos quando sujeitos a hamiltonianos até
quadraticos e dependentes do tempo.

A primeira secao é dedicada ao formalismo puramente tedrico. Duas
novas variaveis P e () sao introduzidas e suas relagoes com o hamiltoniano
apresentadas. Vai-se mostrar que o hamiltoniano pode ser dividido em duas
partes, cada uma delas relacionada a uma dupla de variaveis pelas equacoes
usuais de Hamilton. E o valor esperado de cada uma dessas variaveis é
calculado como func¢ao dos parametros da hamiltoniana. Déa-se destaque aos
resultados referentes a matriz de covariancia do sistema.

Em 3.2 sao dados dois exemplos de aplicagao dos resultados obtidos em

3.1.1. Posteriormente, no capitulo IV, é apresentada uma generalizacao do

23



CAPITULO 3. ESTADOS GAUSSIANOS 24

formalismo desenvolvido aqui para dimensao arbitraria. Sua utilidade, assim
como aplicabilidade em teorias quanticas de campo, também é estudada.
Mais a frente, dois modelos cosmoldgicos sao estudados sob a pespectiva
deste capitulo.

Veremos que o formalismo a ser desenvolvido mais adiante, leva
naturalmente a constantes de movimento. Desta forma, a aplicagdo para
sistemas dependentes do tempo, ou até mesmo que apresentem transicoes de
fase, é especialmente 1til. Uma vez que durante toda a evolugao do sistema,

pode-se extrair informacao deste.

3.1 Cinematica e Dinamica de Estados

Gaussianos

O Hamiltoniano quadratico, dependente do tempo, mais geral, pode ser

escrito em termos dos operadores de criacao e aniquilacao da seguinte forma:

H(t) = frata + foala® + fyaa + faal + fia, (3.1)

onde as funcoes f; podem depender do tempo.

Por definicao, o valor esperado de um operador em mecanica quantica é:

(A) =TrAp, (3.2)

onde p é o operador densidade.
A ligagao entre os operadores de criagao e aniquilagao e os valores médios

p e q das quadraturas dos campos ¢é feita da seguinte forma':

(a) = \/g <q + z%) (3.3)

onde py € um parametro arbitrario de escala.

Pode-se entao definir um novo operador:

b=a—(a), (3.4)

'Novamente faz-se o uso de unidades geométrica
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naturalmente:

[b,07] =1,

uma vez que:
[a,aq =1.

Com o operador b em maos, faz-se o uso da transformagao de Bogolyubov:

b=an—yn', (3.5)

impondo ao novo operador n a condi¢ao canonica de comutagao:

[n.0'] =1,
conclui-se que:
o) = [y* =1, (3.6)

além disto, esta transformacao é escolhida de tal forma que:

Tr[nnp] = 0. (3.7)

O ntmero médio v, de bosons 1, em p, é definido pela seguinte relacao:

Tr [n'np] = v. (3.8)

Uma vez que mais a frente vai-nos ser 1til trabalhar apenas com a parte
Gaussiana do operador densidade p, ¢ introduzida aqui a Projecao Gaussiana
po de p. po é complemente determinado uma vez que as quantidades p, ¢, z,
y e v sao dadas. Este é determinado de modo a reproduzir o valor esperado
das quadraturas a'a e aa quando tomado em relacdo ao operador total p.

Sua forma geral é%:

1 y ntn
p0_1+1/(1—|—y) ' (39)

Esta construgao mostra-se importante para os casos tratados neste
trabalho uma vez que o valor esperado de operadores até quadraticos em

a e a', o que inclui as quadraturas p, ¢, e neste caso o Hamiltoniano H,

2L. C. Yong & A. F. R. Toledo Piza, Mod. Phys. Lett. A 5, 1605 (1990)
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é completamente determinado apenas pela projecao gaussiana do operador
densidade [9].
As transformagoes discutidas acima nos permitem escrever o valor

esperado do Hamiltoniano da seguinte maneira:

(H) = hy + hsg, (3.10)

onde

hy = FLl{@)]” + f2 (@)™ + f3 @)’ + f3 )" + f5 {a) (3.11)

b= Fo |5+ b+ (o + )| = sy 4 o 0+ 20) . (312

As dispersoes das quadraturas p e ¢, que na linguagem dos operadores

usuais de criagao e aniquilacao sao escritas

A = 2%0 (@ +a)") — (fa)" + (@)?]. (3.13)
ap = =2 [{(a' = 0)") - (0} — (@], (3.14)
ficam:

1
Ag? = o [T+2)zfv+2y? A +v)— (1+2v) @y +ay?)],  (3.15)

Ap? = % [1+2)zPv+2[y? (L +v) + (1+2v) 2"y +ay)] . (3.16)

Para se obter as equacoes de movimento das quadraturas, faz-se o uso da

equacao de Liouville-von Neumann:

ip = [H(t),p].
Seja I' um observavel gaussiano que nao depende explicitamente do

tempo, neste caso a equagao de Liouville-von Neumann reduz-se a:
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A e m@ ot ) =T HOlp. (317

A forma geral para observaveis que dependem explicitamente do tempo,
mas cujas derivadas sao também gaussianas, é:
d(I')

. _ ar
— = Tr(L, H(t)] po +iIr la} 00 (3.18)

Agora a tarefa é puramente algébrica. Os valores esperados das

quadraturas ficam:

0= (i =R L 23[Rl + \/Mzs . (3.19)
p=—(fr + 2R [f2]) poq — 23 [fo] p — v/200R [f] - (3.20)

As equacoes 3.19 e 3.20 podem ser escritas em termos de hy:

,_Ohg o Oy

Novas variaveis P e () sdo introduzidas com a transformacao:

[1+2v [1+2v
P = =e’ 3.22

onde 7T e o estao relacionadas as variaveis x e y pela transformacao:

(3.21)

x:cosha+%, y:sinha+%, (3.23)
que automaticamente obedece |z|* — [y|* = 1.
As novas variaveis introduzidas em 4 foram escolhidas de tal forma que:
_ Ohgg . Ohg,g

o T=50" (3.24)

Q
Isto leva a:

O = (fi - 20 [fa]) % 193] Q. (3.25)
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(14 2v)?
4p10Q?

Agora a dispersao das quadraturas pode ser escrita em termos das novas
3.

P =—(fi = 2R[fo]) @ — 23 [fo] P+ (fr — 2R [f2]) (3.26)

variaveis da seguinte forma

A¢ = Q2 (3.27)
) ( )*
1+2v
2 2
Ap® = P* + 107 (3.28)

As varidveis P e () estao intimamente ligadas ao fenomeno de compressao

como vai ser visto nas secoes seguintes.

3.1.1 A Matriz de Covariancia

A matriz de covariancia para um sistema de uma particula é definida da
seguinte maneira:

M~ (z) 5 (ap+px) | (3.20)

3 lep+pr) (PP
assumindo que (x) =0e (p) = 0.

Um resultado importante das matrizes de covariancia é que, para
hamiltonianos até quadraticos, seu determinante permanece constante no
tempo:

d

~ det M, = 0. .
oy det M. =0 (3.30)

Mais especificamente, como pode ser deduzido das equagoes 3.27, 3.28 e
3.15, 3.16:

(1+ 2v)°
1 .
As condigoes para que a desigualdade 3.31 seja saturada assim como

1
det M, = Az?Ap* — 2 (zp + pz)® > (3.31)

extensao para mais dimensoes serao estudadas mais adiante.  Como

3A demonstracdo é deixada para o apéndice 6.
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ilustracao, segue a demonstracao para o caso de um oscilador harmonico

simples:
~2 2
D mw®
H=— .
2m + 2 v

Pode-se considerar, sem perda de generalidade, que: (x) = 0, implicando

em: Az® = (z?). As relagoes canonicas de comutacao entre os operadores &

e p e a equagao de Heisenberg, nos dao:

[l’,p] =1, [ZL’,I’] =0, [pap] =0, (332)

= —mw? (2P + pa), (3.33)

S R
- L)
.,
= %@p—i-px% (3.34)

- - <p— + mw2:e2> . (3.35)
m
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Com estes resultados em maos tem-se:

L D ORI D D
dtdetMc—dt<x><p>+<x>dt<p> 2(xp+px>dt(xp+pa:)

- <_% (p*) — mw* <x2>) (Zp + pi) — % (— <%2 + mw2i2>) (Zp + pi)
— 0. (3.36)

Na secao seguinte sao dados dois exemplos de aplicacao dos resultados
obtidos acima.  Posteriormente, no capitulo IV, é apresentada uma
generalizacao para dimensao arbitraria e sua utilidade, assim como

aplicabilidade, em teorias quanticas de campo.

3.1.2 Extensao para N dimensoes

Os resultados apresentados em 3.1.1 podem ser generalizados para o caso N
dimensional [11]. Para o caso mais simples, unidimensional, a desigualdade
de Schrodinger-Robertson tem a forma:

R2 (ip + pi)°

A2AP? >
:):p_4+ 1

Como discutido acima, a desigualdade 3.37 é saturada, ou seja, atinge

(3.37)

seu minimo, por um estado gaussiano.
Quando a igualdade é satisfeita, a equacao (3.37) pode ser escrita em

forma matricial:

QJQ =", (3.38)
onde - o
0— ( 1 A<A$SE>M 5(xpjpw> ) | (3.39)
5 (T + pT) (pp)

e J é a métrica simplética

0 1
(o) o

Para o caso N dimensional, as condicoes para a saturacao da desigualdade

de Schrodinger-Robertson sao as mesmas descritas acima para o caso
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unidimensional. Com a diferenga que agora os elementros das matrizes @)

e J sao matrizes NxN. Estas, por sua vez, tornam-se 2Nx2N.

T LG +pid
QN:<1 A<A J>AA 2< ppr] ) ’ (3.41)
3 (&b + D) (DjD))
¢ (N)
0 0.

Onde os indices 7 e j vao de 1 a N, 5Z(JN ) & a matriz identidade NxN, e, em

3.42, cada zero representa a matriz nula N dimensional.

3.2 Exemplos & Aplicacoes

Nesta secao serao apresentados dois exemplos de aplicacao do método
desenvolvido acima. Como j& foi discutido anteriormente, equagao (3.24),
e serd exemplificado a seguir, os operadores P e () estao ligados ao fenomeno
de compressao (discutido a seguir).

A invariancia temporal do determinante da matriz de covariancia, equagao
(3.30), mostra-se uma ferramenta deveras ttil, uma vez que em situagoes
dinamicas, mesmo aquelas que apresentam mudancga de fase, como serd
apresentado na segunda parte deste trabalho, tal resultado nos provém uma

constante de movimento do sistema.

3.2.1 Compressao

Das diferencas mais fundamentais entre as Mecanicas Cléssica e Quantica
pode-se citar, sem divida, a existéncia das relagoes de incerteza.

A principio, em Mecanica Classica, nao ha limite para a precisao com que
se pode determinar o estado fisico de um sistema eg: momentum e posi¢ao
de uma particula.

Por outro lado, em Mecanica Quantica, sabe-se que ha um limite superior
para a precisao das medidas. As incertezas relativas a dois observaveis

quaisquer sao limitadas inferiormente pela relagao:
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AAAB > —% (A, B), (3.43)

onde A e B sao operadores auto-adjuntos.

Vé-se, claramente, que a existéncia de um limite inferior s6 existe para
observaveis que nao comutam entre si.

O fenomeno de compressao de quadraturas esta intimamente relacionado
com a existéncia do principio de incerteza. Pode-se ver pela equagao (3.43)
que apenas o produto das incertezas é limitado inferiormente. Isoladamente,
uma incerteza relativa a medida de um certo observavel pode-se aproximar
arbitrariamente de zero, contanto que a desigualdade seja preservada.

Restringindo a andlise a aperadores que gozam das mesmas relacoes de

comutacao que p e ¢, diz-se que ha compressao quando:

1
AA < —.
_\/i

O interesse préatico no fendmeno de compressao se da na necessidade
de, em determinados sistemas, ter-se controle preciso sobre uma das
caracteristicas deste - como o momentum das particulas de uma gas super-
resfriado - enquanto se pode relaxar as condi¢oes sobre outros observaveis.

Para estados de Fock |n), aqueles que sdo auto-estados de a'a, temos:

que implicam em:

142
P=0, Q=/—"
240
tais quais, juntamente com as equagoes 3.27 e 3.28, levam-nos a concluir que:
142
A= 2V (3.44)
2410
¢ 142
Ap? ==y (3.45)

2
O interesse no estudo das variaveis P e @) estda no fato que, dado v, é

possivel definir as regides de g-comprimido e p-comprimido (em relagao aos
estados coerentes usuais) no plano (P, Q) pelas relagoes:
14 2v
Q* <
240

(3.46)
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_ 14 20 210Q% — (1 + 2v)

P2
4 Q? ’

(3.47)

respectivamente.

Tratamento Numérico

Relembrando a forma do Hamiltoniano 3.1, vai ser tratado como ilustracao

um modelo no qual:

fi=wo, fo=ae™, f3=0, (3.48)

onde wy, w e a, sao constantes arbitrarias. Além disso considera-se apenas
estados puros:

v =20,

e, por simplicidade,
Mo = 1.

Utilizando o programa Maple 12, foi feito um estudo numérico das
equacgoes 3.25 e 3.26 em paralelo a 3.19 e 3.20. A solugao destas foi estudada
para diferentes valores das varidveis wy, w e « e sao mostrados nos graficos
3.1,3.2¢3.3.

Graficos

A figura (3.1) é exemplo de um caso no qual P e @ nao sao limitados.
Nao obstante, o fendomeno de compressao se da de maneira essencialmente
periédica. Como pode ser notado observando a figura, e lembrando das
condigoes para que haja compressao citadas nas equacoes (3.46) e (3.46).

Das equagoes (3.27) e (3.28), vé-se que, uma vez que P e () nao
sao limitados, as quadraturas Ag? e Ap? assumem valores arbitrariamente
grandes a medida que o tempo passa. Embora, como discutido no paragrafo
anterior, periodicamente estas se encontrem comprimidas.

Mas pode ser visto pela figura a direita em 3.1 que mesmo com P, () e
as quadraturas Ag? e Ap? nao limitados, o valor esperado das varidveis p e

q é limitado, e compreende um circuito fechado no espaco de fase.
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Figura 3.1: Grafico do espago de fase (P,Q) a esquerda, e (p,q) a direita.

Parametros: wg = 0.5, a = 0.05, w = 1, Condi¢oes Iniciais: P =0e ) = %
ep= % eq= %

Figura 3.2: Grafico do espago de fase (P,Q) a esquerda, e (p,q) a direita.

Parametros: wy = 3, a = i,
1

— _ 1
P=5e4="17

w = 2, Condicoes Iniciais: P =0e @Q =1¢e

As figuras (3.2) e (3.3), s@o exemplos nos quais P e Q) sdo limitados.
Poder-se-ia imaginar que este fato garantiria que as quadraturas Aq? e Ap?
também sao limitadas. Mas da equagao (3.28) nota-se que para @ — 0,
Ag¢?> — oo. De qualquer forma, nota-se a presenca de compressio também
nestes exemplos

Novamente nestes casos vé-se que as varidveis p e ¢ mantem-se limitadas.
Embora agora, na figura 3.3, nota-se que o circuito percorrido nao é fechado.

Deve-se ficar atento ao fato de que embora () assuma o valor zero,

nao quer dizer que em um caso real tem-se A¢? = 0, o que violaria
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Figura 3.3: Grafico do espago de fase (P,Q) a esquerda, e (p,q) a direita.
Parametros: wy = 0.32, a = 0.255, w = 0.6, Condicgoes Iniciais: P = 0 e

Q:lep:%eq:%

o principio de incerteza. O tratamento aqui é semi-classico, e o mérito
do formalismo adotado é exatamente proporcionar a chance de abordar o
problema desta maneira. As informacgoes que podem ser tiradas destes
tratamentos numéricos dizem respeito as condigoes para que haja compressao
e regioes onde esta ocorre. E a nao valores exatos a serem medidos em

laboratdrio.

3.2.2 Armadilhas de Paul

Paul-Traps sao configuragoes de campos eletromagnéticos capazes de
aprisionar ions carregados amplamente utilizadas em técnicas de super-
resfriamento, aprisionamento de plasma e espectrometros de massa.
Concederam a seu criador Wolfgang Paul, o Prémio Nobel de Fisica em
1989.

Uma vez que nao ha configuracao estatica de campos capaz de aprisionar
uma particula carregada, o estudo de sistemas dependentes do tempo se
faz necessario. Além disso, o interesse pelo estudo de ions em baixissima
temperatura, obriga-nos a tratar o problema sob o ponto de vista da Mecanica
Quantica.

Enquanto o fenomeno de compressao é de suma importancia em sistemas
como os citados, o formalismo desenvolvido acima mostra-se especialmente

adequado para lidar com tal fenomeno. Desta forma, uma aplicagao direta do
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método discutido na secao 3.1 pode ser feita as Paul-Traps, proporcionando-
nos preciosa informacao sobre a dinamica do sistema.

O Hamiltoniano de interesse é:

1 1
H(t) = 5;52 +5 [k* + beos®(mt)] ¢°. (3.49)
Este pode ser colocado no formalismo da secao anterior pela
transformacao: . )
pzﬂ(a—cﬁ), q= §(a+aT).
Que leva a:
H(t) =
1
§< (k* 4+ beos*(mt) + 1) (2a’a + 1) + (k* + beos*(mt) — 1) (a® + a®®) )
(3.50)
Isto por sua vez nos permite fazer as seguintes identificagoes:
1
fi(t) = 16 (k* + beos®*(mt) + 1), (3.51)
¢ |
fo=fos= 3 (k* + beos*(mt) — 1) (3.52)

A solucao do sistema de equagbes diferenciais (3.25 e 3.26) foi feita
numericamente para alguns casos ilustrativos. O objetivo é estudar o
fenomeno de compressao nas varidveis p e ¢ no plano (P, Q) como discutido

na se¢ao anterior.

Espacgo de fase (p,q)

Abaixo seguem alguns exemplos de tratamentos numéricos do espaco de fase
(p, q). Sao apresentados dois casos para os quais a armadilha nao aprisiona as
particulas, e dois para os quais ela aprisiona. Em todos os casos as condi¢oes
iniciais sao:

p(0) = 1. (3.53)
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Figura 3.4: Exemplos de casos para os quais a armadilha nao aprisiona as
particulas. Em ambas situacoes as variaveis p e ¢ crescem indefinidamente.
O gréfico a esquerda foi obtido com os parametros: b =1, k =1, m = 0.1.

Jé& a figura a direita foi obtida com: b=1, k =0, m = 10

Figura 3.5: Exemplos de casos para os quais a armadilha aprisiona as
particulas. Em ambas situacoes as variaveis p e ¢ permanecem limitadas.
O grafico a esquerda foi obtido com os parametros: b =1, k = 1, m = 10.

J& a figura a direita foi obtida com: b=1, k=1, m =1



Capitulo 4

Dinamica em Teoria Quantica

de Campos

O objetivo deste capitulo é determinar o quanto dos resultados obtidos no
capitulo anterior deixam-se transportar para a Teoria Quantica de Campos.
Obtendo, desta forma, uma ferramenta para o estudo da dinamica em TQC.

Antes de tratar do problema em questao, alguns resultados sao
necessarios. Parte destes ja foi obtida anteriormente; o ponto de partida

é, entao, a secao 2.1.

4.1 Resultados Complementares para o

Campo Escalar Complexo

Dando continuidade ao que ja foi feito na se¢ao 2.1, da-se prosseguimento com
o calculo das funcoes de correlacao a dois pontos para os campos quantizados.
As equacgoes 2.49, 2.50, 2.51 e 2.52 podem ser invertidas, resultando em:

or = h <90kdk + SOZED ; (4.1)
ét=h (gpki)k + <p;;a;) , (4.2)
T =h <<Pk3k + @Zdﬁi) ; (4.3)

38
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w1 = I (e + 910} (4.4)
Lembrando que os campos cldssicos ¢k (t) e ¢ (t) devem obecer a equagao
de movimento:
@i(t) + [K* +m?(t)] r(t) =0, (4.5)
sua respectiva complexa conjugada:
Grt) + [k +m* ()] wr(t) = 0, (4.6)

assim como a condi¢ao imposta pelo Wronskiano:

R lpr (£) on (8) — @k (1) @ ()] = 4. (4.7)

Pode-se expressar a funcao correlacao a dois pontos em termos dos
operadores de criacao e aniquilacao, cujo comportamento é conhecido.

Serao tratados dois casos:
1. Estado inicial de Vacuo
2. Estado inicial Térmico

Sera mostrado, entao, como os resultados encontrados no capitulo trés
sao generalizados para Teoria Quantica de Campos, e as condi¢oes impostas

aos estados iniciais para que isso seja possivel.

4.1.1 Caso I: Vacuo

O célculo das funcoes de correlacao a dois pontos no vacuo é um simples

exercicio algébrico:
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@ o), = 0 [ Cxanes [ Chmep

( (27)°

d*k - . i
= (0] / Wﬁ (@kbk + SOkaD e x

dgk A *7 ikx

/ (27r)3h (Sokak + gaka ™ 10)
Pk K —iky+ik’x

hQ/ err e

(0] (SDkl;k + @Z&D (%I&k/ + QOZ/BL) |0)

72 / Pk K o ikyFik'x o

(2m)* (2m)°

d*k  PPK —ikvtik/x . o
= h2/W(2w)36 ky+ik PLPrr <O|bkb;|0>
;2 / &P’k d’K o iky+ik'x

(2n)* (2m)°

d3k —tk-(y—x *
- h2/(27r)36 k(y )gpkapk. (4.8)

@k@ozfékk’

O conhecimento de todos os valores esperados envolvendo operadores
quadraticos dos campos, em completa analogia com a Mecanica Quantica,
serd necessario na préxima secao, portanto, seguem todos os resultados. Os

calculos sao equivaléntes aos feitos na equagao 4.8 e serao suprimidos.



CAPITULO 4. DINAMICA EM TEORIA DE CAMPOS 41

(@ (x, 1) D (y, 1)), = h / (;l:;se‘ik'("‘”%oz, (49)
(®(x,t) @ (y,t)>v = hz/(;il;geik'(x_y)wsz, (4.10)
<HT (X,t)H(y,t)>V = ﬁzf(;iﬂljgeik'(x—y)(pk¢z’ (4.11)
e Ti.0), = 1 [ SSe™eDag, wn)
<(i>(x,t)f[(y,t)>v - hZ/(ZWI;seik.(x_y)‘Pk@L (4.13)
(ixnde.0), - i %()ww (4.14)
) . N

(3 ()11t (r,0) = b /We Vit (4.15)
2 & 2 4’k ik (x—y) »  _*

(0 d ) = [ e )
<<i>(x,t)<i>(y,t)>v = 0, (4.17)
<ci>*(x,t)<iﬂ(y,t)>v ~ 0, (4.18)
<ﬂ(x,t)f[(y,t)>v — 0, (4.19)
<ﬂ* (x, ¢) [Tt (y,t)>v ~ 0, (4.20)
<<i>T (X,t)ﬂ(y,t)>v = 0, (4.21)
<<i>(x #) Tt (y,t)>v = 0, (4.22)
<ﬂ* (x,t)ci)(y,t)>v — 0, (4.23)
<ﬂ(x,t)oi>T (y,t)>v - 0 (4.24)
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4.1.2 Caso II: Estados Térmicos

O estado inicial térmico pode ser definido, modo a modo, pela seguinte

relacao:
Definicao 4.1.1

pt) = [Iae®

r
- 1;[ {Zik exp [—ﬁhwi,k (ag (t) ay (t) + %)} X
— Zik exp [—ﬂhwi,k (B; () by, (1) + %)} } (4.25)
onde '
b= (4.26)
i =\ R+ m2, (4.27)
e mi =m® (—o0), (4.28)

¢ a massa inicial do campo.

Para prosseguir com o cédlculo dos valores esperados, faz-se o uso do

seguinte teoremal:

Teorema 4.1.1
(f (@,a"), = (1—e)Trf(a,al)e '
= <0,0|f<d T ¢+éf g,eﬁ\/ﬁ%\/g) 0.0).
(4.29)

onde
1

C=—71

¢ e ¢ sio operadores bosénicos que comutam com a e al e |0,0) € o estado

(4.30)

de vacuo dos operadores ¢ e a.

W. H. Louisell, Quantum Statistical Properties of Radiation, (John Wiley and Sons,
New York, 1973), p. 161
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O teorema 4.1.1 deixa a tarefa de se calcular os valores esperados em
relacao ao estado térmico 4.25 simples, basta aplica-lo diretamente. Seguem
dois exemplos de calculo e em seguida, como feito na secao anterior, a lista

de todos os resultados.

@ (O (y. )y = (0,0 [\/1 ¢ (wni+ i) + VC (nd] + i) ] x
{\/1 ¢ (dwbw + ¢pal) + VC (Gwel + dide ) } 0,0)
= 0.0 [ (1+0) (il + igwalan) +

+C (cpkgb;,ékéL + go;;@k,a;ak,) } 0,0)
= (2C+1) oy

2
= 1 bt
<e°’ -1 * )(pkgpk

= QOpPr cothg, (4.31)

na qual ¢, ¢f, d e d' sdo operadores bosonicos que comutam com os operadores

A~

a, al, b e b'. Lembrando que, pela definicao 4.25:
w = Bhw . (4.32)
Da mesma forma, também se tem:
(0,0 [m (@ki?k + SOZdT> +4/¢ (apkdk + @Zci) } X
{\/ﬁ (@b + g ) + V< (puck + o) ] 0,0)

_ 0 (4.33)

<®T (x,t) I (y, t)>T

O célculo segue de maneira andloga para todos os valores esperados. Os

resultados obtidos sao:
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Bk |
<<I>T(x,t)<1>(y,t)>T — ﬁ2/ d 6_Zk'(x_y)g0kg02(:oth (ﬁh;dz,k)

(2r)?
(4.34)
(@ (x,t) " (y,1)), = h° / (;Zj:;geik'("‘yhpk(p; coth (ﬂh;uk)
(I DIy, 8)y = h2/%eik‘(x—y)¢k@;§co’ch <ﬁh;ui’k)’(4'35)
(eI (y.1), = hQ/ %e_ik~(x—Y)¢k¢ZCoth (ﬂh;ui”“)(jl%)
S hQ/ (;erl;seik'(x_y’wk¢2coth (ﬂﬁ;ui,k)’(m?)
<ﬂ(x,t)<i>(y,t)>T — 2 / % e coth (ﬂh;ui,k)(jl%)
(@t ), = f kafe_ik'("‘%ksbzcoth (ﬁhg’*k)(’“g)
<ﬁT = (Y7t)>T - hz/(Zi;eik'(x_y)@w};coth (655%,;3)7(4'40)
(4.41)

<HT O (y,0) = 0. (4.45)
<<i>(x,t)fﬂ (1) =0, (4.47)
<ﬁT (xDE(y.0) = 0, (4.48)
<ﬁ(x,t)<iﬂ (1) = 0 (4.49)
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4.2 (Generalizacao de 3.1 para Teoria
Quantica de Campos: Campo Escalar

Complexo

A equacao 3.39 para o caso abordado neste capitulo fica:

@), (eah)y Loy, b({e))

o @lo),  (afel)  i({ehm}), L({ehmy)
X, y,t) =

Y Lqmey,, L({met))  (mm,,  (mm)

Lneyy Lty (mmy, ()

(4.50)

Deve ficar claro que a notacao reduzida da equacao anterior representa,
na verdade:
(B8),,, = (B (x.1) @ (y.1)). (1.51)

Como foi discutido no capitulo anterior, a saturacao do principio de

incerteza, a desigualdade de Schrodinger-Robertson, é atingida quando:

h2
QIQ="7, (4.52)

que, no contexto deste capitulo, assume a forma:

hZ
(QJQ) (X7 Yy, t) = Z‘] (Xv Yy, t) ) (453)
onde

0 010

0 0 1
J(x,y,t =4 — 4.54
Gy )=FE&=y | 40 (4.54)

0 -1 0 0

Todos elementos da Matriz @) (x,y,t) ja foram calculados em relagao ao
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vacuo e & estados térmicos. Nestes casos se tem:

0 Ak (Xa Yy, t) Bk (Xa y, t) 0
3 * *
Q (X y,t):h2/ dk3 Ak (Xayvt) 0 0 Bk (X7Y7t> 7
(2m) B (x,y,t) 0 0 Cr(x,y,1)
0 Bk (X> Yy, t) Ck (Xa y, t) 0
(4.55)
e
d’k Bhw; i,
X,y,t :712/ cth< Z’)x 4.56
0 Ak (Xv Yy, t) Bk (X7 y, t) 0
B (x,y,t) 0 0 Cr(x,y,t)
0 Bk (X> Yy, t) Ck (Xa Yy, t) 0
onde
Ap (x,y, 1) = €V (1) 0 (1) (4.58)
1 e . ) .
By (x,y,1) = 5e™ ™) (o4 (1) 9 (1) + 1 () i (1)) (4.59)
€
Cr (x,y, 1) = e™ O (1) 5 (1) (4.60)

Uma vez que x e y sao variaveis continuas, o produto das matrizes @) e

J é enxergado da seguinte maneira:

(QJ) (x,y,t /Q x,z,t) X J (z,y) dz, (4.61)
de modo que se tem:
(QJIQ) (x,y,1) / Q(x,2,t) x J(z,w) X Q (w,y,t)dzdw. (4.62)

Para simplificar a notagao sera denotado:

d*k
QV (X> Yy, t) = h2/ (27’(’)3

3
d’k coth (ﬁhwzk
om)?

Qk (X>Ya t)? (463)

Qr (x,y,t) =1 Ok (X,y,1), (4.64)
[ (75)
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onde:
0 Ak (Xa Yy, t) Bk (Xa Yy, t) 0
Al (x,y,t 0 0 B (x,y,t
O (xy, )= | Hk0o¥0) Hy D)
B (x,y,t) 0 0 Cr(x,y,t)
0 Bk (X> Yy, t) Ck (Xa Yy, t) 0

(4.65)

que nos permite escrever:

(QJIQ) = ////dzdw%{Qk (x,2,t) x J (z,W) X Qu (W,y,1) }

(4.66)
O produto Q. (x,2,t) X J (z,w) resulta em:
(Qj)k (X7 W, t) =
0 Apz. Bz 0 0 010
Az By 1
Bi.. 0 0 Ci, 1 00 0
0 —-B; A 0
= 0(z —w) hwz ke : (4.67)
0 —Cf B} 0

kxz kxz

do qual pode-se calcular (Qy, (x,2,t) X J(z,W)) X Qp (W,y,1):



CAPITULO 4. DINAMICA EM TEORIA DE CAMPOS 48

((QJ) Qpp (%,y:1) = 0 (2 = w) X

— Bz 0 0 Az 0  Apwy Brwy 0
0 -B,, Ai.. O A};,wy 0 0 By
0 —Cty Biw. O By 0 0 C,’;,wy
—Clzs 0 0 By 0 Birwy  Crrwy 0
=0(z—w) x
0 —BA+ AB —BB+ AC 0
—B*A* + A*B* 0 0 —B*B* 4+ A*C*
—C*A* + B*B* 0 0 —C*B* 4+ B*C*
0 —CA+ BB —-CB+ BC 0

(4.68)

O produto de elementos do tipo: —BA ou CB, é claramente comutativo.
De modo que termos como —BA + AB sao nulos. O resultado simplifica-se

para:
(QJQ)w (X,y,t) =0 (2 —w) X
0 0 —BB + AC 0
0 0 0 —B*B* 4+ A*C*
—C*A* + B*B* 0 0 0
0 —CA+ BB 0 0

(4.69)

4.2.1 Caso I: Vacuo

O calculo de todos elementros da matriz 4.69 é essencialmente o mesmo.

Olhe, por exemplo, para o elemento:

////dzdw%é(z—w){—BB%—AC}

Este é a entrada (1,3) da matriz (QJQ)v (x,y,t). Uma vez que a
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integracao é uma operacao linear, pode-se separar a integral acima em duas:

[ s e
_ / / / d3k:d3k’ B (5,5, Be (2,53.2)
- / / / d3kd3k’ ok () (@k@;’i n @k@;’i) K (2-Y) (@k/@bzf n sbw;)
— // d3kd3k’ 2kx—ik’-y<(pk¢z+¢sz> <80k’@zr+§bk/<,02/) /dze—iz-(k—k’)

d3k‘d3kj/ —ik’- % R ¥ . . )

ﬁ4 d3k; . 2
- z~<x—y>< L ) 4.70
i) o Crr + Prer ) (4.70)
enquanto:

[ d?”“d?”“'> 5 (= — w) (AC)
_ /// dgk’dgk/ Ay (x,2,1) i (2, 1)

d3kd3k’ ) ik (g v .
- / / / dz g g e Y)SOWWM%

d?’]{?d?’]{?l ik’ . * . - —iz (k—k’
- / / ehex ysowkwsok'/ drem

d3k:d3k:’ E— ,
_ // XY ot g (20)° 8 (k — K)

k
= /(27T)362k( YTRTEINC (4.71)
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Juntos, os resultados acima levam a:

(QIQ)y (x,y,t)5 = ////dzdw dgkdgk/) 5 (2 —w) { —BB+AC}

&3k 1 2
— 4 ik-(x—y) koooaw - . . %
h /(2ﬂ)36 [SDHPMPI@S% 4(80k¢k+s0ks0k> ]
h4 d3k ik (x— . x . * 2
- Ty (27T>36k( v) (%@k‘@k%)
N\ 2
_ R ey (1
4 ) (2r) h
h2
= oY), (4.72)

a passagem da linha 3 para a linha 4 fez uso da condicao imposta aos campos
classicos @y pelo wronskiano (equagao 4.7). Os célculos dos outros elementos
nao nulos seguem de maneira andloga e, portanto, serao suprimidos. O

resultado final, como ja pode ser esperado, é:

2

(QIQ (%30 = (QIQ (x 3. 1)y = i(x—y),  (473)

2

(QIQ (%305 = (QIQ (k3 )= —0(x—y). (474)

ou seja:

2
(@IQ) (v 1) = T (1), (1.75)

Logo, pode-se concluir que o vacuo é um estado que satura a desigualdade
de Schrodinger-Robertson. Ou seja, o determinante da Matriz de Covariancia
em Teoria Quantica de Campos é conservado para o caso de um campo
escalar complexo e valores esperados tomados no vacuo. Desta forma, mesmo
quando o Hamiltoniano depende do tempo, ou o sistema passa por transigoes
de fase, as quadraturas involvidas na desiguldade de Schrodinger-Robertson
relacionam-se de maneira fixa no tempo.

Isto quer dizer que funcoes de correlagao a dois pontos estao relacionadas.
O calculo das quadraturas de campos escalares pode ser simplificado pelo uso
da relagao 4.75.
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4.2.2 Caso II: Estados Térmicos

O vacuo, por ser o estado de entropia minima, é, sem duvida, o caso mais
simples a ser estudado. No extremo oposto, se pode pensar nos estados
térmicos, aqueles que apresentam entropia maxima, uma vez que estes sao
exemplos da total falta de organizagao do sistema.

No inicio desta segao, alguns resultados preliminares ja foram
apresentados. A generalizagdo do célculo de (QJQ) (x,y,t) para o caso de
estados térmicos ¢ imediata.

Lembrando que:

Qr ey =1 [ 2 com (22

(27T)3 CO

De modo que cada elemento da matriz (QJQ) (x,y,t) carregard um

)Qk( X,y,t). (4.76)

termo: coth? (%) No caso tratado logo acima tem-se:

@t - ffff st P
coth (6%) coth (ﬂﬁ;&u«){ — BB + AC’},

que, apos exatamente o mesmo processo algébrico, nos leva a:

(QJQ)r (X, y,t)15 = %2 / %e—ik@—x) coth? (%) (4.77)

Vé-se que Q7 é uma funcao da diferenca y — x, de modo que a equagao

4.77 pode ser vista como a transformada de Fourier da fungao

o [ /K2 + m?
CO —_—

2

Sabe-se que a funcéo coth? z diverge velozmente para z = 0, da mesma
forma que converge rapidamente para o valor coth?z = 1 quando |z| > 2,
como pode ser visto na figura 4.1:A. Considere a expansao em série de coth? z

2 2

1
coth2x———|—3+1—5—|—0( ). (4.78)
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-10- -2

Figura 4.1: A: Gréfico de coth® z; B: Gréfico de coth® /22 + 1

Nota-se que, uma vez que m; € real, a equacao 4.78 nao é mais divergente
2 m2
para g = VAT Vk2+ (fig. 4.1:B).

Do fato que:
1
— — 0 quando x> 1,
x
pode-se concluir que:
2 2P A
§+1—5+O(1’ ) — 1 quando x> 1.

Por outro lado, quando x — 0 tem-se:

12 4 4
E>>§+B+O($)

A interpretagao Fisica da discussao anterior é que para temperaturas

baixas e\ou k* > 1,
, [ BAAJK +m?
coth® [ —— | =

~ 1 4.
! , (4.79)

ou seja, o comportamento das funcoes de correlacao a dois pontos é

praticamente o mesmo que para o caso do vacuo.
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Figura 4.2: A: Gréfico de coth? v/z2 + 1; B: Grafico de :c%tl +1
Além disso vé-se que temperaturas muito altas podem atrasar a
convergéncia de 4.79. Mas, uma vez fixado (3, o desvio de comportamento
em relacdo ao vacuo se dd quando k? — 0. Desvio este que é modulado pelo
valor de m;.
A discussdo acima motiva a seguinte aproximagao: (a comparacao

numérica pode ser vista nas figuras 4.2 A e B.)

Bhy/K* 4+ m? 9
coth? [ ———— (4.80)

> TR e R

que deixa a equacao 4.77 da seguinte forma:

2 2 3
(QJIQ)r (x,y,t)3 = %53 (x—y)+ hz / (217:373 e 3212 (k22 T m?) :

(4.81)

O primeiro termo foi exatamente aquele encontrado para o caso do vacuo.

J& o segundo ¢é a Transformada de Fourier de uma funcao analitica, portanto

é possivel de ser calculado em principio. Veé-se que, como era esperado, o

comportamento de Qr (x,y,t);; quando 7" — 0, ou k > 1, aproxima-se do

caso de vacuo.



Capitulo 5
Aplicacao a Cosmologia

Anteriormente, foi discutido em linhas gerais o modelo cosmoldgico de
Robertson-Walker. Suas premissas iniciais eram homogeneidade e isotropia
do universo. O sucesso da aplicacao deste modelo deve-se, é claro, ao fato de
que, em escala cosmoldgica, o universo é homogéneo e isotrépico.

Como foi visto na secao 2.2, dentre as previsoes do modelo de
Robertson-Walker pode-se destacar o comportamento dinamico do universo
e, consequentemente, a predicao de uma singularidade na métrica do espaco-
tempo, hoje chamada de Big Bang.

Sao varias as evidéncias que corroboram a hipotese do Big Bang. As mais

consagradas talvez sejam:

e Radiacao Césmica de Fundo. A presenca de radiacao a temperatura

de 4K, altamente isotrépica, permeando todo universo observavel.
e Desvio para o vermelho da radiacao emitida por galaxias distantes.

Um problema enfrentado pelo modelo do Big Bang é a ligacao dos estados
inicial e final do unvierso. Inicialmene, espera-se que um universo engendrado
pelo Big Bang evolua de maneira heterogénea e manifeste uma geometria
global altamente curva. Mas as observagoes apontam na diregao contraria:
homogeneidade e baixa curvatura.

O modelo da Inflagao, proposto por Alexei Starobinski e Alan Guth, e
hoje o mais aceito pela comunidade ciéntifica, admite a expansao exponencial

do universo nos seus estagios primordiais (107365 apés o Big Bang).

o4
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Os detalhes relativos ao mecanismo responsavel pela inflacao ainda nao
sao conhecidos, nao obstante, confirmagoes observacionais de predicoes dos
modelos disponiveis ja foram obtidas, trazendo a foco a pesquisa dos estagios
primordiais do universo.

A inflacao é frequentemente modulada por um campo escalar ¢ cuja
particula relacionada recebe o nome de inflaton. O campo & é acoplado
a outro campo massivo ¢, que pode ou nao ser escalar. Este acoplamento
resulta na dependéncia temporal da massa do campo ¢, e consequentemente
da criacao da particulas deste, gracas a &, e a ressonancia paramétrica. Neste
caso ¢ entra em ressonancia com &, resultando na transferéncia de energia
entreo campo do inflaton e o de particulas usuais.

Ao mecanismo de criagao particulas a partir do campo do inflaton, da-se

o nome de Pré-aquecimento (pre-heating).

5.1 Modelo Cosmolégico com Transicao de

Fase

Observacoes astronomicas apontam hoje para um universo dominado pela
matéria. Por outro lado, durante o periodo de inflagao, o Universo deve ser
dominado pelo inflaton.

Deste forma, ao final do perido de inflacao, deve haver uma transi¢gao
de fase que leva de um estado dominado por um campo escalar homogéneo,
em um estado dominado por particulas "usuais”. Permitindo assim que a
evolucao pos-inflagao do universo seja feita apenas com as leis de Teorias
Quanticas de Campos e Relatividade Geral. Nesta secao vai-se estudar um
modelo para esta transicao.

Como ja discutido anteriormente, a densidade lagrangeana de um campo

escalar complexo é:

L(F,t) = —0"D*(Z,1)0,B(T, t) — m*(1)D* (7, 1) (T, 1), (5.1)

L= /d?’xﬁ. (5.2)
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O agente responsavel pela transicdo de fase serd a fungao m(t), mais
especificamente a mudanca de sinal no valor de m(t). Esta serd modelada da

seguinte maneira:

m?*(t) = —m? — mg tanh (E) ,mE| < mg. (5.3)
T

Dai se vé que para t = —o0, a massa tem como valor inicial:

[\
[\

m? =m? =ms —m} >0,

enquanto para t = oo, o valor final é:

mzz—mfc:—(mg—l—mf) < 0.

Segue entao que a equacao diferencial a ser obedecida pelos campos

classicos é:

@i(t) + |k? —m? — m2 tanh (;)} oi(t) = 0. (5.4)

A partir da solugdo para o campo classico ¢, pode-se estudar o
comportamento da funcao de correlagao a dois pontos e, consequentemente,

do valor esperado dos operadores ® e II quanticos.

5.1.1 Resultados Numéricos

Nesta secao sao apresentados alguns resultados numéricos para o modelo
discutido logo acima. Foram calculados, modo a modo, os seguintes valores

esperados.

1.

—~

i) + (77)
2. 1 (Ormk + M)

Como podia-se esperar, nota-se claramente uma mudanca no
compartamento das fungoes citadas acima durante o intervalo —1 < ¢ < 1.
Ou seja, a variacao temporal do valor da massa, e a sua mudanca de sinal,
implicaram em uma transicao de comportamento no valor esperado das

quadraturas.
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A constante 7 é responsavel por tornar a transicao de comportamento
mais lenta (7 > 1), ou mais rapida (7 ~ 0). O limite 7 — 0, que corresponde
a mudanca instantanea no valor de m(t), admite soluc@o analitica [12]. Como
a dinamica da transigao é de interesse, o caso 7 — (0 nao sera tratado. Todos
os exemplos abaixo correspondem a 7 = 1.

Abaixo seguem os gréficos de

1
{el®y + {|Im*), e —1<S0k7TZ+7TkSOZ>-

em funcao do tempo.

Tratou-se casos de condigoes iniciais:

$(0)=1, 7(0)=0.

Os valores de k sao inteiros e variam de k =0 a k = 2.

Graficos

t 2.84
-2 -1 1
h 1 ]

2,6

2,44

2.2

2,04

Figura 5.1: A esquerda o grafico de —i (o) + Trp)) versus tempo. A
direita o grafico de <|g0k|2> + <|7Tk|2> versus tempo. Parametros: k = 0,
Condigoes iniciais: ¢(0) =0 e 7(0) = 1.
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-0,209

-0,259

Figura 5.2: A esquerda o grafico de — 2 (rm} + Trp}) versus tempo. A
direita o gréfico de <|g0k|2> + <|7rk|2> versus tempo. Parametros: k£ = 0,
Condigoes iniciais: ¢(0) =1 e 7(0) = 0.

Figura 5.3: A esquerda o grafico de —i (prmi + TRer) versus tempo. A
direita o grafico de <|g0k|2> + <|7rk|2> versus tempo. Parametros: k = 1,
Condigoes iniciais: ¢(0) =1 e 7(0) = 0.
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-2000-

000

Figura 5.4: A esquerda o grafico de — 2 (rm} + Trp}) versus tempo. A
direita o gréfico de <|g0k|2> + <|7rk|2> versus tempo. Parametros: k = 2,
Condigoes iniciais: ¢(0) =0 e 7(0) = 1.

Nota-se que para k < 2 o carater inicialmente ondulatorios das fungoes
—2 (o} + mppf) cessa durante o intervalo —1 < t < 1 e estas adquirem
uma postura divergente. Enquanto para k£ > 2, embora uma mudanca de
comportamento ainda ocorra, as fun¢oes nao mais divergem quando ¢ > 1.
Isto era esperado uma vez que na equacao 5.4, k? passa a dominar o valor de
m? e 5.4 torna-se essencialmente a equacao de um oscilador harménico.

Também deve ser notado que o nimero médio de particulas, que é
proporcional a (¢2) + (72), quando k < 2 ¢ limitado para ¢ < —1, sofre
uma mudanga no comportamento durante o intervalo —1 <t < 1, e cresce
arbitrariamente para t > 1. Crescimento este sensivelmente mais intenso
para £k = 0. Por outro lado, para £ > 2, o comportamento continua
ondulatério, apresentando niimero médio de particulas essencialmente finito.

O que nos leva a concluir que apés o periodo do pré-aquecimento, a
grande maioria das particulas sao aquelas de baixa energia, preferencialmente
k = 0. E que a funcao —i (pry + mpr), que esta ligada ao fendmeno de

compressao, mostra-se relacionada com a criagao de particulas.
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5.2 O Inflaton: Criacao de Particulas

Neste secao vai ser estudado um modelo para a criacao de particulas durante

o periodo de termalizacao. O Hamiltoniano a ser considerado é:

1 1
H = 5132 + §w2 (t) 22, (5.5)

onde

w%wz(ﬁ+a@», (5.6)

a (t) = bsin® mt, (5.7)

na qual b e m sao constantes arbitrarias discutidas mais adiante.
A equacio de Heisenberg O = i[|H, O], quando aplicada aos operadores &

e p, resulta nas seguintes equagoes de movimento:

i (t) + [k + bsin®(mt)] z (t) =0, (5.8)

e
p(t) = z(t). (5.9)
A equagao 5.8 é conhecida como Equacao de Mathieu. Seu

comportamento pode ser estudado numericamente e, mais a frente, alguns
exemplos serao trabalhados.

A equacao de Mathieu admite solugoes de crescimento exponencial. Estas,
por sua vez, dependem das frequéncias de oscilagao do campo do inflaton e
da massa do campo em questao. Dois sao os regimes para que as solugoes
sejam exponencialmente crescentes: Broad e Narrow Ressonance.

Durante a inflagao, o Universo evolui do regime de Broad Ressonance,
quando a maior parte das particulas ¢é criada, para o de Narrow Ressonance.
Este fenomeno serd visto mais a frente. Por enquanto, escreve-se as solugoes

das equagoes 5.8 e 5.9 da seguinte forma:

8
—~
~+~
~—
I

uy(t)xo + ua(t)po, (5.10)



CAPITULO 5. APLICACAO A COSMOLOGIA 61

onde u; (t) sdo funcgoes de Mathieu e suas derivadas primeiras. As constantes
Zo € po sao as condicoes iniciais do problema. Por toda a discussao que segue
seré feito uso de:

h huw(0)

- =7 12
Zo 2w(0)’ Po 9 (5 )

E 1til, neste ponto, definir as seguintes variaveis sem unidade:

X0 =P, P)= [, (5.13)

H=w(t) (P> +X?). (5.14)

que levam a:

O nimero médio de exitacdes é dado pelo valor esperado do operador a'a:

N = {(a'a) = #@H—%, (5.15)

5.2.1 Resuldados Numéricos

Foi feito um tratamento numérico dos seguintes casos:
e Narrow Ressonance: b=4-10"%, m=10%ek=9-10"7
e Broad Ressonance: b=8-10"2, m=10%e k=108

Em cada um estudou-se a criacao de particulas e sua relacdo com as
quadraturas e a funcao de Wigner, equagao (2.78).

Para os casos em questao, escreveremos a fungao de Wigner como fungao
de X e P, a invéz de a e a*, como foi apresentado no Capitulo II. A

transformacao ¢ feita da seguinte maneira:

a=X+iP, o =X —iP. (5.16)

Acredita-se que durante o periodo do pré-aquecimento do universo, este
tenha experimentado inicialmente o regime de Broad Ressonance. Regime no
qual a maior parte das particulas é criada, ou seja: ha grande transferéncia

de energia do inflaton para o campo usual de matéria acoplado a ele.
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Em um segudno estagio, o universo para pela Narrow Ressonance.
Quando a maior parte da energia ja foi transferida, resultando em um menor
e mais devagar processo de criacao de particulas.

Abaixo seguem os resultados obtidos para os dois casos.

Narrow Ressonance

015+

0.10+

0.05

—

1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 |
2.%10° 4.x10° 6.x 10° 8.x10°

Figura 5.5: Grafico do nimero médio de particulas (equagao 5.15) versus

tempo.

Das figuras acima e da figura 5.7, fica clara a ligagao entre a fungao de
Wigner, compressao, e criacao de particulas. Vé-se na figura 5.5 que um salto
no nimero médio de particulas acontece a cada intervalo de 5. Além disso,
também se pode notar que o salto é maior a medida que o tempo passa.

Na figura 5.7 nota-se que a funcao de Wigner, a medida que o tempo
passa, torna-se cada vez mais comprimida. Mas a orientagao da compressao
muda periodicamente. A direcdo na qual a funcao de Wigner estd
comprimida, segundo a figura 5.5, tem ligacao direta com a taxa criacao
de particulas. Enquanto a compressao total da funcao, parece estar ligada
ao numero médio total.

Notou-se que nos instantes de tempo para os quais a funcao de Wigner
estava comprimida na direcao de um dos eixos principais, no caso X ou P,

o nimero médio de particulas experimentava maior taxa de crecimento. Ao
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Figura 5.6: Grafico das varidncias (AX)® (azul), (AP)®> (roxo),
s (XP+ PX) (vermelho), e (AX)* (AP)*> — 1(XP+ PX)* (preto), em

funcao do tempo.

1
4

passo que quando aquela encontrava-se comprimida na direcao precisamente
entre os eixos principais, via-se no numero médio de particulas um plateau,

ou, taxa zero de criagao.

Broad Ressonance

5.x10° 1.x10° 15x10° 2.x10" 25x10" 3.x10’
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Figura 5.7: Evolugao no tempo das fungdes de Wigner para o caso de Narrow
Ressonance. Inicalmente em t = f—; até t = %, incrementos de 7-. Os
graficos na primeira e terceira colunas dizem respeito aos instantes nos quais
% (XP+ PX) =0, eN (equagao 5.15) apresenta maior taxa de crescimento.
As segunda e quarta colunas ja mostram intantes para os quais N é constante

¢ 3 (XP+ PX) ¢ mdximo em valor absoluto.
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Figura 5.8: Grafico do logaritimo do nimero médio de particulas (equagao

5.15) versus tempo.

Figura 5.10: Gréfico da funcao de Wigner (equacio 2.78) em t = <.

m

De maneira semelhante a observada no regime de Narrow Ressonance,
nota-se que a funcao de Wigner esta ligada aos picos no nimero médio de

particulas também para o caso de Broad Ressonance. Mas, diferente do que
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foi observado anteriormente, nota-se agora apenas picos muitos estreitos,
instantaneos, e de periodicidade 27. Uma andlise do grafico 5.8 deixa claro
como este comportamente das funcoes de Wigner esta entrelagado com o
fenomeno de criacao de particulas.

Como era esperado pelo modelo do pré-aquecimento, o numero de
particulas criadas durante o regime de Broad Ressonance é muito maior
que durante o regime de Narrow Ressonance. Além disso, a tranferéncia
de energia se da se maneira muito mais abrupta no caso ”Broad”.

Efeito este presente também nas funcoes de Wigner, que no regime
"Narrow” comprimiu-se de maneira gradativa ao passo que girava
periodicamente. Enquanto que no regime ”Broad” foi rapidamente a zero, e
apenas por instantes de tempo, periodicamente separados por %’r, apresentava
perfil estreitissimo.

Capitulo 6!



Capitulo 6
Conclusoes

Foi mostrado que a independéncia temporal do determinante da matriz
de covariancia, valida para sistemas gaussianos nao autonomos, pode ser
estendida em sua forma generalizada para um campo escalar complexo no
vacuo. Este fato permite que modelos de um campo escalar dependente
do tempo sejam tratados, modo a modo, como sistemas quanticos usuais.
Permitindo, inclusive, que este campo seja totalmente caracterizado pelos
seus momentos quadraticos. Foi visto que o mesmo resultado nao é valido
para estados térmicos, embora aproxime-se assintoticamente quando em
regimes de baixas temperaturas (7' — 0), e\ou modos muito energéticos
(k* > 1).

Foi estudado um modelo para a trasicao de fase responsavel por iniciar
o periodo de termalizacao durante a era inflacionaria do universo. Os
resultados obtidos foram condizentes com o esperado. No que diz respeito ao
nuimero médio de particlas, um comportamento oscilatorio seguido de criacao
intensa foi visto para os modos mais baixos; 0os modos superiores mantiveram
o carater oscilatério. Este resultado leva a conclusao que findado o processo,
a maior parte das particulas observadas sao aquelas de baixa energia.

A funcao de Wigner, ferramenta importante na area de Sistemas
Quanticos Abertos, mostrou-se util para o entendimento de fenomenos
referéntes a Teorias Quanticas de Campos. No modelo abordado, sua
geometria e orientacao fornecem informagcao a respeito da taxa criagao assim

como do nimero médio total de particulas.
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Os casos de Broad e Narrow Ressonance foram abordados e os resultados
obtidos corroboraram as hipdteses do modelo. Constatou-se que a maior
parte das particulas é criada durante o periodo de Broad Ressonance. O
processo de criagao se da de maneira rapida e abrupta em Broad Ressonance,
em contraste com o observado para Narrow Ressonance. A anélise funcao
de Wigner acusou todos os resultados encontrados para o nimero médio de
particulas, fortalecendo o parelelo estabelecido no capitulo 4.

O fenomeno de compressao, 1til em sistemas como as Paul-Traps, mostrou
ligacao com o processo de criagao de particulas nos dois casos trabalhados.
E também com o comportamento da fungao de Wigner. Pode ser notado que
o termo (XP + PX >2, responsavel direto pela compressao (como visto no
capitulo 3), apresenta a mesma periodicidade e perfil crescente que o nimero
médio de particulas.

O mapeamento de um modelo cosmolégico em um sistema
usual de Mecanica Quantica, abre a oportunidade para se testar
experimentalmente hipdteses sobre a criacao do universo. Técnicas
como as ja citadas Paul-Traps, Cavidades de Fabry-Perot, ou BEC, podem
ser utilizadas para recriar as condigoes primordiais do universo e ajudar a
entender os processos que o moldaram.

Tendo em vista os resultados encontrados, pode-se dizer que os objetivos
estipulados para este trabalhado foram todos alcancados. Nao h&a duvida
que muito ainda deve ser feito, e espera-se que a iniciativa bem sucedida
aqui apresentada seja continuada. Por agora, contento-me em por um fim a

esta dissertacao.

"Viver é muito perigoso.”?

'Riobaldo Tatarana, Grande Sertdo: Veredas, Guimardes Rosa
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Demontracao das equacoes 3.27
e 3.28

O objetivo deste apéndice é calcular as quadraturas Ag? e Ap? em funcao
das varidaveis P e () introduzidas no capitulo 3. Lembremo-nos que, em
termos de x e y, varidveis introduzidas na transformagao de Bogolyubov, as

quadraturas ficam:

1
A= (L2l v+ 2yl (L +v) = L+ ) (y+ay)], (1)
0

Ap? = % (142 2P v+ 2y]? (1+v) + (1 + ) (z*y + zy")] . (2)

Relembrando as definigoes feitas no capitulo 3, temos:

x:cosha+g, y:sinha+g, (3)

2
1+ 2v 1+ 2v
P =74/ = _”H . 4

Cabe também definir:

_ 2 _ _ 20 o,
73_ (1+2V)M()P_T’ Q_ 1+2VQ_6 ) (5)

da onde fica claro que:
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Além disso, também temos:

de modo que:

1 P?
| ‘2 4Q2 (1 + Q2) I? (8)
2 1 2 2 P?
ol = g (1= @)+ ©
. 1 1 P2 PO
TS 4Q2(1_Q) 4—1- 5 (10)
. 1 P2 iPQ
Ty ~ 10 (1-9"+ I Ty (11)
by P
xy+xy—2Q2(1—Q)+7 (12)

As equagoes 8, 9 e 12 sao tudo que precisamos. A equagao 1 fica:

Ag?

2 2 2
4%(@ vr Q1)+ Q (1+2y))

1
— Q% (1+2v)
240

Q. (13)

De maneira analoga, a equacao 2 fica:
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Ap® = ”0{1+<— (1+Qz)2+73—)u+
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