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Resumo

Investigamos analiticamente o transporte de calor em alguns cristais unidimensi-
onais com massas alternadas, cujas extremidades sao ligadas a reservatorios térmicos
a duas diferentes temperaturas. Analisamos as versoes quantica e classica do modelo
harmonico, para o qual a lei de Fourier nao é valida, bem como uma cadeia classica
de osciladores com reservatérios auto-consistentes ligados aos sitios internos e sujeita
a um potencial on-site anarmonico, caso em que a lei de Fourier é valida.

Para o modelo harmonico no regime classico de altas temperaturas, calculamos
rigorosamente a expressao exata da corrente de calor, assim estendendo resultados
da literatura. Mostramos que um efeito termo-isolante surge em uma cadeia com
massas grandes e pequenas se alternando, quando esta é comparada a uma cadeia
homogénea com massas grandes, sendo o efeito consideravelmente mais pronunciado
na auseéncia do potencial on-site. Também analisamos o modelo harmonico no regime
de resposta linear e baixas temperaturas, para o qual os efeitos quanticos se tornam
importantes. Neste tltimo caso, obtemos estimativas para a corrente de calor tanto
numa cadeia homogénea com massas muito grandes, quanto numa cadeia de massas
grandes e pequenas alternadas, assim mostrando que o efeito isolante observado no
limite classico ainda é valido no regime de baixas temperaturas.

Finalmente, usamos uma abordagem nao-rigorosa para estudar o transporte de
calor em um modelo classico nao-linear com reservatorios auto-consistentes ligados
aos sitios internos. Obtemos expressoes aproximadas para a corrente de calor e para
o perfil de temperatura no estado estacionario de nao-equilibrio. Entao mostramos
que um efeito isolante similar ao observado no modelo harmonico com condutividade
anomala também é vélido para este modelo cldssico, nao-linear e com condutividade
normal. Um efeito similar também ocorre se os potenciais on-site sao alternados, ao
invés das massas das particulas.

A existéncia de tal efeito isolante em modelos tao diferentes entre si quanto os que
analisamos indica que esta deve ser uma propriedade geral de sistemas com massas

alternadas, com possiveis aplicagoes no controle do fluxo de calor.






Abstract

We analytically investigate the heat transport in a few one-dimensional crystals
with alternate masses, whose ends are connected to thermal reservoirs at unequal
temperatures. We consider both the quantum and classical versions of the harmonic
model, for which the Fourier law does not hold, as well as a classical chain of oscil-
lators with self-consistent reservoirs connected to the inner sites and subject to an
anharmonic on-site potential, in which case the Fourier law does hold.

For the harmonic model in the classical high temperature regime, we rigorously
calculate the exact expression of the heat current, thus extending previous results in
the literature. We show that a thermal insulating effect emerges in a chain with alter-
nate large and small masses as compared to a homogeneous chain with large masses,
the effect being considerably more pronounced in the absence of the on-site potential.
We also analyze the harmonic model in the linear-response, low-temperature regime,
for which the quantum mechanical effects become important. In the latter case, we
obtain estimates for the heat current in both the homogeneous large-mass chain and
the one with alternate large and small masses, thus showing that the insulating effect
observed in the classical limit still holds in the low-temperature regime.

Finally, we follow a non-rigorous approach in order to study the heat transport in
a classical nonlinear model with self-consistent reservoirs connected to the inner sites.
We obtain approximate expressions for both the heat current and the temperature
profile in the non-equilibrium stationary state. We then show that an insulating
effect similar to the one observed in the harmonic model with anomalous thermal
conductivity also holds for this nonlinear classical model with normal conductivity.
A similar effect holds if the on-site potentials are alternated, instead of the particle
masses.

The existence of such insulating effect in models as different to one another as
the ones we analyze indicates that it may be a general property of one-dimensional

systems with alternate masses, with possible applications in the heat-flow control.
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Capitulo 1
Introducao

Desde a formulagao da mecanica estatistica de equilibrio no século XIX, intimeras leis
empiricas da termodinamica puderam ser compreendidas do ponto de vista da estru-
tura microscopica da matéria. A teoria desenvolvida por Boltzmann, Gibbs e Maxwell
sintetizou, em poucos principios gerais, a descricao microscopica de fendmenos de
equilibrio observados na escala macroscépica. Ao prescrever o calculo de médias em
determinados ensembles estatisticos, a mecanica estatistica de equilibrio eliminou a
necessidade de se estudar a evolugao temporal de sistemas microscopicos regidos pelas
leis da mecanica (cldssica ou quantica). Esta simplificagdo nao é valida para sistemas
fora do equilibrio termodinamico, para os quais nao existe uma teoria geral que esta-
beleca de forma simples a conexao entre a dinamica microscopica e as propriedades
fisicas macroscopicas.

Dentre os fenéomenos de nao-equilibrio, incluem-se os fenémenos de transporte,
cujas leis empiricas sao conhecidas desde longa data. Em particular, a conducao de
calor em um material é descrita pela lei empirica conhecida como lei de Fourier, que
estabelece a proporcionalidade entre o fluxo de calor e o gradiente de temperatura.

Matematicamente, a lei de Fourier pode ser expressa como
J=—krVT |,

sendo J a corrente de calor, k a condutividade térmica e VT o gradiente de tempe-
ratura.
A deducgao rigorosa da lei de Fourier por primeiros principios, i.e., a partir de

um modelo microscépico com evolugdo deterministica (e.g. hamiltoniana) ainda é



um problema em aberto [1]. Por outro lado, vérios estudos numéricos testaram a
validade da lei de Fourier em diversos modelos [2, 3], lancando alguma luz sobre as
possiveis condigoes necessérias e/ou suficientes para que uma condutividade térmica
normal seja observada.

Em um artigo seminal [4], Rieder, Lebowitz e Lieb mostraram, com argumen-
tos matematicamente rigorosos, que uma cadeia de N osciladores harmonicos fora
do equilibrio térmico nao obedece a lei de Fourier, apresentando uma condutividade
térmica que diverge no limite N — oo . Isto significa que modelos hamiltonianos
mais realistas devem incluir algum tipo de anarmonicidade. No entanto, a nao linea-
ridade das equagoes dinamicas que descrevem os sistemas anarmonicos impoe grandes
dificuldades matematicas ao estudo analitico dos mesmos, de modo que a quase to-
talidade dos trabalhos acerca desses modelos sao estudos numéricos. Em um artigo
recente [5], Bricmont e Kupiainen partiram de uma aproximacao nao rigorosa e de-
rivaram a lei de Fourier para um sistema multidimensional de osciladores acoplados
sujeito a um potencial on-site quartico de fraca intensidade.

Ainda no contexto das condigdes necessérias a validade da lei de Fourier (a pri-
meira delas é a presenca de anarmonicidade), insere-se a discussao acerca da relagao
entre a conservacao do momento total do sistema e a divergéncia da condutividade
térmica com o tamanho do sistema. A Ref. [6] apresenta uma suposta prova de que
a conservacao do momento total de qualquer sistema unidimensional leva a uma con-
dutividade térmica andémala. Entretanto, a Ref. [7] indica um contra-exemplo que
viola essa regra, o modelo do rotor. J& a Ref. [8] afirma que hd um erro no argumento
de [6], ainda que a conclusao seja valida em condigoes relativamente gerais. Também
destacamos o artigo [9], que mostra de maneira inequivoca a importancia da nao con-
servacao do momento para a validade da lei de Fourier no caso especifico de uma rede
de osciladores harmonicos perturbada por uma dinamica estocdastica, que por sua vez
conserva tanto o momento quanto a energia do sistema. Chamando de N o tamanho
do sistema (i.e., o nimero de sitios numa linha reta entre os dois banhos térmicos) e
d a sua dimensao, os autores mostram o seguinte resultado: na auséncia do potencial
on-site, a condutividade diverge como ~ N se d = 1, ~ In N se d = 2 e tende para
um valor finito se d > 3 ; na presenca do potencial on-site, que quebra a conservacao
do momento, a condutividade tende para um valor finito em qualquer dimensao.

Em busca de um modelo efetivo que descrevesse, de maneira simplificada, o efeito



de forgas nao lineares ausentes na hamiltoniana do sistema, os autores de [10] intro-
duziram, nos sitios internos de uma cadeia de osciladores harmonicos, reservatérios
estocdsticos auto-consistentes (i.e., suas temperaturas sao definidas de modo que, na
média, ndo haja troca de energia com os respectivos sitios no estado estacionério).
Posteriormente, Bonetto, Lebowitz e Lukkarinen [11] demonstraram rigorosamente a
validade da Lei de Fourier para esse modelo e para a sua versao multidimensional.
Uma versao quantica desse modelo ¢ estudada na Ref. [12].

Um aspecto de grande interesse, tanto tedrico quanto pratico, no estudo das pro-
priedades da condugao de calor em modelos microscopicos é a possibilidade de mani-
pulacao de materiais para controle do fluxo de calor. Um exemplo é o dispositivo co-
nhecido como diodo ou retificador térmico, proposto por Terraneo et al. em 2002 [13].
De modo anélogo ao diodo utilizado na eletronica, o diodo térmico é um dispositivo
que conduz calor a taxas diferentes quando se inverte o gradiente de temperatura a
que o sistema esta submetido. Desde o trabalho de Terraneo, o fenémeno da reti-
ficacao térmica vem sendo intensamente investigado, principalmente em simulagoes
computacionais [14,15]. A engenharia de materiais e a nanotecnologia também tor-
naram possivel a manipulagao de materiais no nivel molecular para a construcao de
tais dispositivos em laboratério [16].

Neste trabalho, estudaremos o transporte de calor em dois modelos representando
cristais dielétricos unidimensionais com massas alternadas. Nosso objetivo serd in-
vestigar analiticamente o efeito das massas das particulas no fluxo de calor nesses
sistemas. O estudo de sistemas com diferentes massas é recorrente na literatura: ca-
deias desordenadas contendo massas aleatérias [17], cadeias ordenadas com massas
variando periodicamente [23] e sistemas de massas alternadas [18, 19,28, 30, 31] sao
alguns exemplos.

O restante do texto se organiza como segue. No Cap. 2, estudamos uma cadeia
de osciladores harmonicos quanticos cujas extremidades se conectam a reservatérios
térmicos a duas diferentes temperaturas. Sabemos que a lei de Fourier nao é valida
nesse modelo, mas ressaltamos que o estudo detalhado de modelos simples e ana-
liticamente trataveis pode ser de grande valia para uma melhor compreensao dos
mecanismos subjacentes as propriedades fisicas de interesse. Para o limite classico de
altas temperaturas, estendemos o resultado apresentado na Ref. [28], deduzindo a ex-

pressao exata da corrente de calor no limite termodinamico e contemplando também



o caso em que o potencial on-site esta presente. Também estudamos o limite de bai-
xas temperaturas, em que os efeitos quanticos se tornam mais evidentes. Seguimos a
abordagem desenvolvida nas Refs. [20-22]. No Cap. 3, estudamos uma cadeia clssica
fora do equilibrio térmico e sujeita a um potencial on-site anarmonico. Consideramos
a presenca de reservatérios auto-consistentes no interior da cadeia, tais como aqueles
propostos na Ref. [10]. Usando a abordagem nao-rigorosa desenvolvida na Ref. [34],
calculamos aproximadamente a funcao de correlacao de dois pontos no estado es-
tacionario de nao-equilibrio, da qual deduzimos a lei de Fourier e a condutividade
térmica em funcao das massas. Finalmente, o Cap. 4 é dedicado as consideracoes

finais.



Capitulo 2

Cadela de osciladores harmonicos

quanticos fora do equilibrio

Neste capitulo, estudaremos o transporte de calor em uma cadeia de osciladores
harmonicos quanticos fora do equilibrio térmico. A primeira parte do capitulo sera
dedicada a um estudo geral do transporte de calor através de uma rede d-dimensional
de osciladores harmonicos quanticos que interage com dois reservatorios térmicos a
duas temperaturas distintas. Estes tltimos também serao modelados como redes de
osciladores harmonicos quanticos. Além de obtermos uma equacgao dinamica do tipo
Langevin para o modelo, deduziremos uma expressao geral para o fluxo de calor no
estado estaciondrio. Seguiremos a abordagem das Refs. [20-22] na construgao de um
modelo para descrever o sistema aberto fora do equilibrio.

Na segunda parte, estudaremos o caso especifico de uma cadeia de osciladores
harmonicos quanticos com massas alternadas. Deduziremos uma férmula integral
para a corrente no estado estacionario de nao equilibrio, da qual obteremos uma
expressao exata para a corrente no limite classico (altas temperaturas), além de esti-

mativas para a corrente no limite de baixas temperaturas.

2.1 Equacoes de “Langevin” quanticas

Comecaremos descrevendo o modelo mais geral possivel em que todas as partes do sis-
tema (que é composto por uma rede d-dimensional de osciladores e dois reservatdrios
térmicos) sao formadas por osciladores harmonicos quanticos e interagem entre si

harmonicamente.



O modelo consiste de uma rede d-dimensional de osciladores harmonicos quanticos
(que sera representada por W) em contato com dois reservatérios térmicos (esquerdo
e direito, representados por L e R) a duas diferentes temperaturas. Estes tltimos
também sao constituidos de osciladores harmonicos quanticos. O hamiltoniano total

do sistema ¢ a forma quadratica

1. .1
H= 5XTMX + 5 XeX (2.1)

=Hy+H,+Hp+V,+Vr ,
1. : 1
onde Hy = 5XVTVMWXW + §XVTV<I>WXW ,

1. |
H; = §XZ“MLXL + 5XLTchXL :

1. .1
Hp = §X£MRXR + §X£<I>RXR :

Vo= XuViXy , Ve=XiVeXr

Nas Eqs. (2.1), M, My, My, Mg sao respectivamente, as matrizes diagonais das
massas de todo o sistema, da rede, do reservatorio esquerdo e do reservatorio direito.
A matriz de interacao ® é simétrica e positiva-definida, assim como @y, &5 e Op.
As matrizes Vi, e Vg, que representam o acoplamento entre a rede e os reservatorios,
sao definidas de tal forma que X\ Vy X r + s X7 gV g Xw = XV X g (isto
é sempre possivel porque os operadores de posi¢ao comutam). Os vetores X, Xy,
X1, Xg contém as d componentes de cada um dos operadores (na representagao de
Heisenberg) de deslocamento das particulas em relagao as suas posigoes de equilibrio.

Usando a relagdo de comutagao canodnica [X;, P;] = ihd;;, obtemos as equagdes de

Heisenberg
. Pk
T = —
my ,
e == Pujz;
logo

mrpXyp — — E (I)kj«rj
J

Em notagao matricial, a equacao de Heisenberg se escreve

MX = —®X



Das Egs. (2.1), temos

My 0 0 X by  —Vr, —Vg X
0 M, 0 X, |=| -V -®, 0 X, | .
0 0 Mg Xg ~VEi 0  —dg Xr
ie.,
My Xy = —0wXw — Vi X, — VeXgp (2.2)
M X, =-VIXy -0, X, | (2.3)
MpXp = -VEXy — dpXp . (2.4)

2.1.1 Integracao das equacoes de Heisenberg para os reser-

vatdrios

Tratando a Eq. (2.3) como uma equagao diferencial em X; com o termo néo-

homogéneo —V/I Xy, a solugao geral da referida equagao é dada por
Xy (t) = X7(t) + X7(t) (2.5)

onde X?(t) é a solugao geral da equagao homogénea associada e X7 (t) ¢ uma solugao
particular da equagao nao-homogénea. Para achar esta solucao particular, usaremos
o método da “funcao” de Green, que serd descrito a seguir.

A funcao de Green causal do reservatério esquerdo é definida como a solugao da
equacao

Mg+ ®rgr, = 6(t) (2.6)

que satisfaz a condigao de causalidade g1, (t) o 6(t), onde 6(t) denota a fun¢ao degrau
de Heaviside com salto em ¢ = 0.

Uma solucao particular da Eq. (2.3) é entao dada por

Xt == [ gule—WIXw () - @7

to

Com efeito, temos



d2 o) d2 T
(ML@ + @L) XP(t) = — /to dd’ <ML@ + <I>L) gr(t =tV Xw(t')
_ / dt' 6(t — )WV Xy (1))
to

= =V Xw(t)

A condigao de causalidade g (t) o 6(t) significa que X7 (t) depende de X7 (t')
apenas para t’ <t .

A Eq. (2.6) é uma equagao de distribui¢oes. Sua solugao geral é da forma

gr(t) = gr(t) + g1 (t) (2.8)

onde g% (t) é a solugdo geral da equagao homogénea associada e g7 (t) ¢ uma solugao
particular da equacao nao-homogénea.
Solucao geral da equagao homogénea
A equagao homogénea associada a Eq. (2.6) pode ser facilmente resolvida com uma
transformacao de modos normais:
-h h
Mgy + ®rgr =0 . (2.9)

Consideremos primeiro a mudanga de variaveis

Mgk =G
ML—1/2(DLML—1/2 _ 3,

A equagao (2.9) se transforma em

h

A~

h o~ g
gr = —PL1
Como @, é uma matriz simétrica, positiva-definida, &, também o é. Seja Uy, uma

matriz ortogonal que diagonaliza @, i.e.,

UrU, =1
{ L=k , (2.10)

Ure, U, =02

8



onde a matriz diagonal ﬁLTEI; LU, foi escrita na forma Q3 em virtude da positividade
de ® 1 (os elementos diagonais da matriz positiva-definida Qj, séo as freqiiéncias dos
modos normais do reservatério esquerdo, enquanto as colunas da matriz U 1, sS40 0s
autovetores normalizados).
Desta forma, a equacao diagonalizada se escreve
d? 77T ~h 2 (77T +h
@( 19r) +QULgr) =0
que é um conjunto de equacoes do tipo oscilador harmonico simples. A solucao geral
¢ imediata:
UFGh(t) = cos(Q.t)Cy + sin(Q.6)Cs

onde (' e (5 sao vetores constantes arbitrarios.

Seja Uy, = ML_I/2(7L . Entao temos (usando a relagdo g = Mi/Qg,@)

sin(Qpt)

L

g,’-f(t) = UL COS(QLt)UgMLcl + UL UEMLCQ N (211)

onde C; e Cy sdo vetores constantes arbitrarios.
Das Egs. (2.10) e da relagao U, = M£1/2[/J\L, deduzimos que a matriz U, possui

as seguintes propriedades:

(2.12)
UTO U, =02

{ UT MU =1
Solucao particular da equagao nao-homogénea

Uma solugao particular da equagao de distribui¢oes nao-homogénea (2.6) pode ser

obtida pelo método da transformada de Fourier. Definindo a transformada

gr(w) = /OodtemgL(t) , (2.13)

—00

no espago de Fourier a Eq. (2.6) assume a forma
(—w*Mp +®p)gr(w) =1 . (2.14)

A Eq. de distribuigoes (2.14) admite infinitas solugoes, pois ao somarmos a uma



solucdo a transformada de Fourier de alguma solugao da equagdao homogénea (2.9),
geramos uma nova solu¢ao. Por motivo que ficard claro em breve, escolheremos a

solucao particular

1 1
= wli
(W +i0)2My + B o —(w +ie)> My + Py

gr(w) = : (2.15)

onde o simbolo wlim denota o limite fraco, i.e, se {f.} é uma familia de distribuigoes
€l0

indexada por € > 0 e F' é uma funcao da classe de fungoes-teste de Schwartz, entao

<Wlimf€, F> Eleif{)l<f5, Fy

€l0

sendo (-, -) definido por

(f. F) = / " dw fw)F(w)

o0

De fato, é imediato verificar que o funcional (2.15) satisfaz a Eq. (2.14). Se F' é uma

funcao-teste, temos

<(—w2ML + CI)L) g7, F> = ligl dw (—wQML + CI)L) [—(w +i€)* My, + CIDL]_I F(w)

= lim M, U d L
AT L/_Oow—(w—i—ie)?—i-Q%

UL, F(w)

1
w +i€)? + Q2

Como [—(w+ie)> + Q7] # 0 Ve > 0, [_(

analitica de w + i€ no semi-plano superior Imw > 0.

} é uma funcao

Temos

o , [ ' o €(2iw —€)
(e’ My +®1) gf F>—/Ood“F(“)“3i£‘MLUL/OOd“ GRS P 7]

UL, F(w)

_ cotie e(e + 2iz)
:(1,F>+1§%1MLUL/ dz—,2'2——|—§2%

—o00o+i€

UL F(z — i)

€(e+ 2iz)

Ny Ul F(z —ie) ¢é analitico no semi-plano superior,
- L

Como o integrando

10



Imz

—R—=
R Rez

Figura 2.1: Contorno de integracao da integral (2.16)

podemos escrever

e(e +2iz) o _
ULédZ—Z2——|—Q%UL F(Z—ZG):O s (216)

onde C é o semicirculo da Fig. 2.1.

oco+1ie 2
= UL/ dzMULTF(z—ie)

co+-ie —2% + Q%
€(e + 2iz) ,
:—UL/f\dZ_ZQ—_'_S)%UgF(Z—ZE)

e(—e + 2iRe®)

. UL F(Re®) 222
—(ie + Re®)2 + Q2 ~F (f2e”) ’

=_-U, / dfiRe
0

logo
(~w’Mp+ @) g, F)=(1,F)

i.e., (—wQML + @L) g’,i =1. O

11



Imz

Figura 2.2: Contorno de integracao da integral (2.17) para t > 0.

Funcao de Green causal no dominio do tempo

Calculemos agora a transformada de Fourier inversa

1 00 e—z‘wt
Pt) = — [ dwwli
20 27 /_OO wviilgn—(ijie)QML—l—(I)L
1 o) e—iwt
— wlim— [ d
Vo 2 /OO Y (Wi M, 1+ @

onde usamos a comutatividade entre a transformada de Fourier e o wlim, um teorema
€l0

conhecido da teoria de distribuicoes. Entao temos

1 oo e—i(wt)
P () = wlim— U d Ur
g.(t) = whimo L/_Oow—(w—kie)?—k{)% z

1 oco+ie —i(z—i€)t
= wlim— UL/ dze—UT

oo+ie e(Imzfe)tefiRez T
= wlim— d . 2.1
g U] g 217

Se t < 0, temos e™==9)t M) 0 para Im z > ¢, logo podemos fechar o contorno

como na Fig. 2.1. Como o integrando é analitico no semi-plano superior,

. . 1 e(Imzfe)tefiRez T »
il i 5 U [ 4s i U =0 410 =0

N
Se t > 0, temos elmz—9)t [#i70 0 para Im z < ¢, logo podemos fechar o contorno
no semi-plano inferior, como na Fig. 2.2. Neste caso, hd um pélo simples em z = —€),

e outro em 2z = (1;. Entao temos

12



1 co+-ie —i(z—ie€)t
— U, / &t yr=

2m oco+ie — 22 + Q% g
r —i(z—ie)t —i(z—1€)t
— L - £ |yr
= —iU; _ZB_egle ST + ZP:nSelsL_Z2 n Q%} U;
U r R _e—i(z—ie)t R _ o—i(z—1ie)t UT
= —1 es + Res
L _ZZ—QL(Z+QL)(Z—QL) Z:QL<Z+QL)(Z_QL):| L
i _ —i(z—te)t _ —i(z—ie)t
e e
=—iU, | ——— R Ur
L I Z—QL J—C. Z+QL =Qy L
oy, sin(Qpt) ur
Qr
Desta forma, concluimos que
in(€2t
g7 (t) = wlim [e_EtULMUEQ(t)] : (2.18)
€l0 QL

A solugao geral da equagao de distribuicoes (2.6) é, portanto,

sin(Qpt)

Q

91(t) = wlim |:€_6tUL

ULTe(t)} +

sin(Qpt)

+ UL COS(QLﬂUgMLCl + UL O
L

UIMLCy . (2.19)

Neste ponto, esta claro que a tnica solucao causal possivel é obtida para C =

C5 = 0. Deste modo, a funcao de Green procurada é de fato

in(Qpt
gr(t) = wlim e_EtULM

T
g o, ULom| (2.20)

A escolha da solugao particular (2.15) foi conveniente neste caso porque satisfaz
a condicao de causalidade. Caso procurassemos, por exemplo, uma funcao de Green
avancada, seria mais conveniente escolher g% (w) = [—(w —i0)2My + ®] " ao invés
de g7 (w) = [—(w +10)2 My, + &7 .

13



Solucoes das equagoes de Heisenberg para os reservatoérios

A solugao da equagao homogénea associada a Eq. (2.3) para as condigoes iniciais
Xt = to) = Xp(tg) e Xp(t = to) = X.(to) é aquela j& obtida para g} (t), com a
escolha Cy = X (tg) e Cy = X (ty). Supondo que em t = t; a rede é conectada aos

reservatorios, temos, para t > to,

sin(Qrt)

L

XZ(t) = UL COS(QLt)UIj:MLXL(to) + UL UIY;MLXL(%) . (221)

Para t > ty, a solugdo da equagao nao-homogénea (2.3) que satisfaz as condigoes

iniciais é, portanto,

Xo(t) = XP(t) - / Cat gult — VI X () (2.22)

to

co1m

sin(Qt)

o vlow| . (2.23)

g1(t) = wlim [e‘“UL

Expressoes similares valem para o reservatorio direito:

Xalt) = Xhit) - [ At gt — OWVEXw(t') (2.24)

to

co1m

sin(Qgt)

R

Uio)| . (2.25)

9gr(t) = V‘Llfgll {G_EtUR

2.1.2 A equacao de “Langevin” quantica

Substituindo as expressoes (2.22) e (2.24) na Eq. (2.2), obtemos a equagao de evolugao

temporal para a rede:

+ng(t +/dt Vegr(t — VA Xw(t) (2.26)



com

T]L(t) == —VL {UL COS [QL(t — to)] UEMLXL(tO) + ULSin [th(t — tO)] UIY:MLXL(t())} Q(t — to) s
ﬁR(t) = —VR {UR COS [QR(t - to)] UEMRXR(tO) + URSin [Q];;t — tO)] UgMRXR(to)} g(t - to) .

(2.27)

A Eq. (2.26) é uma equagao de “Langevin” quantica: as condigdes iniciais dos reser-
vatoérios, X (o), XL(to), Xr(to), XR(tg) formam uma mistura estatistica. O termo
“Langevin” | usado pelos autores de [20], é geralmente reservado a equagao estocdstica
markoviana que descreve sistemas hamiltonianos classicos em contato com banhos
térmicos. A Eq. (2.26), a principio, nao descreve um processo markoviano, devido a
presenca dos termos f;dt’ Vigr(t — VI Xw(t) e f;dt’ Vrgr(t — Vi Xw(t'), que
estao associados a algum mecanismo de dissipacao com efeito de meméria. Uma vez
conhecida a distribuicao de probabilidades inicial de cada reservatério, os termos de
“ruido” ny, e nr evoluem deterministicamente, de acordo com as Eqgs. (2.27).
Partindo da hipé6tese de que a distribuigao de probabilidades inicial (i.e., no ins-
tante t = ty) de cada reservatério isolado seja a distribui¢ao canonica (i.e., a distri-
buigao de equilibrio & temperatura do reservatério em questao), podemos determinar
as propriedades estatisticas dos termos de ruido 1, e ngr. Imediatamente apds o ins-
tante t = tg, o sistema é conectado aos banhos e comeca a interagir com os mesmos.
A evolucao dos termos de ruido a partir da mistura estatistica inicial é deterministica,

conforme a Eq. (2.27).

2.1.3 Correlacoes de equilibrio para os reservatorios

O hamiltoniano do reservatério esquerdo isolado,

1. . 1
Hp = EXLTMLXL + 5 ECDLXL )

15



pode ser reescrito na forma diagonal se usarmos a propriedade (2.12):

1. : 1
H; = §X{(ULT)—1UL—1XL + 5Xf(U{)—lQiU;XL

| 1 1, _

= §(UL 1XL>T(UL 1XL) + §(UL 1XL)TQ%(UL 1XL>
1 7T = ~ ~

= ;X X0+ XI2 X,

onde definimos

X, =U;'X,

A equagao (2.28) também pode ser expressa na forma

" (1.2 1 ..
HL:Z<§ i —i—iwf:cf)

=1

1, 1,
=3 (57 + 342

=1

Introduzindo os operadores de criacao e aniquilacao

temos
~ h (A n AT>
T a; — a; )
2(4.)@'
~ L [hw; (A AT>
pi == a; — a; )
7 2

e a equagao (2.30) pode ser reescrita na forma

r

1
H,=> (aja,- + 5) he;

i=1

= T NZ—Fl hw;
> (7+3)

=1
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onde N; = 53@ é o operador de numero.
Os autoestados de Hj, tém a forma de um produto tensorial, |ny) |n2)...|n,), e

satisfazem a condicao de ortonormalidade
((nal{nal . (ne| ) CIng) [ng) - 00} ) = Onywy Onomy - - - Oy, (2.34)

Os operadores a;, 61 e N; possuem as seguintes propriedades:

[A,-,aT —1 . (2.35)

A média canonica de equilibrio a temperatura T}, é dada por

Tr [ . e—BLHL]
()= iy ] (2.36)
onde BL = ]—/kBTL .

Calculemos agora as correlagbes de equilibrio (Z;7;), </x\i§c\j>, </f[x\]> e </x\f$\]>

A~ A~

68 = \/z_% ((a+al) (a +a!))
- \/z_% (@a) + (aa) + (aal) + (afa, )

Das Egs. (2.34) e (2.35), concluimos que os termos (@;a;) e

<EIZL\}> sao nulos e que os termos <6Z-Zi;> e <6}Zij> sé nao se anulam se ¢ = j, logo

55, = ((@al) + (ala;)) oy - (2.37)

N 2(4}7;

—~

Usando a relacio de comutacao dos operadores @; e @ (tltima das Eqs. (2.35)),

17



temos @;a, = 1+a.a; , logo

~ h /. 1 h /[~ 1

_am ()]
T w o Tr[efudi]

B 2mi=0" " 2ammo (1 (] (Ni + %) e PriLin) o |n,)

w; Ziﬁzo"-ZZﬁ:o (n1| ... (n.le=Prir ng) .. |n,)

ho1l 9 - -
=—— In [ Z (ny] ... (n,| e P ng) o |n,)

w; ﬁLh (9%-

n1=0 n,=0

1 8 = G -BL erl nk‘i‘% hwp
:_ﬁLwi 8wi1n lzze e ) 0ij

n1=0 n,=0

1 9 r oo
_ | | E —Brhwkng ,—Brhwg /2 B
 Brwi Ow; hl( coe )52J

k=1 nk=0

1 0 — —Brhw /2
= — Z In —6 (Sij
Brw; Ow; £ 1 — e Buhw

1 0 <« 1 1
_ > In [5 csch (5&7@%)} 5ij

Brw; Ow; 1

1

8&)1'

ﬁsz‘

logo

h o,
AiA' - th : 6@
{#2i) = 5,5, < (ZkBTL) J

Para a correlagao velocidade-velocidade, temos

<§£J> = (piDj)

Pela Eq. (2.37), temos

18
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logo

onde usamos a Eq. (2.38).

A correlacao <§ﬁ]> é dada por

Usando a Eq. (2.40), obtemos

19
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Em notagao matricial, as correlagoes (2.38), (2.39), (2.40) e (2.41) se escrevem

. h hy,
X XT> — 2 coth
1AL/ =5, <2kBTL> ’

< AT hQy h$2p,
X, )= oth
< L L> 5 @ (szTL) ’

Usando a relagao Xy = U L)/(\' 1, obtemos finalmente

h hQ
(X, XT) = Up ~—— coth( L > ur -,

20, 2kgTy,
<XLXE> =Uy % coth (QZZJL}) ur o,
<XLXE>:UL (%i) Ui .
<XLX§> ~ U, (—?) vt (2.42)

As expressoes para o reservatorio direito sao analogas. Observamos ainda que no
equilibrio, (X)) = <X L> = 0 (pois as médias canonicas dos operadores de criagao e

aniquilacdo sdo nulas), logo as médias acima sao realmente fungées de correlagao.

2.1.4 Correlagoes dos ruidos

Nesta subsegao, usaremos os resultados da subsegao anterior e a Eq. (2.27) para obter

as fungoes de correlagao do ruido de cada reservatério. Da Eq. (2.27),

sin [Q(t — to)]
Qr

T]L(t) = —VL {UL COS [QL(t - t())] UEMLXL(tQ> + UL UEMLXL(tO)} Q(t—to) s

20



temos

sin [Q(t — to)]

<77L(t)7’]f(t,)> = VL <{UL COS [QL(t — to)] UEMLXL(to) + UL

Qp
sin [QLétL' —1to)] ULT}> VIOt —to)0(t — to)

= {VL UL COS [QL(t - t())] UEML <XL(t0)Xg<t0)> MLUL COS [QL(t/ - t[))] Ug Vg +

sin [Q(t —
Qr

V3 Uy cos [Qu(t — )] UL My, <XL<tO)X§(tO)> MU,

sin [QL(fJ — to)]
Qr

UEMLXL(tO)} X

{Xg(tgﬂ\/[LUL COS [QL(t/ — to)] Ug + Xg(to)MLUL

t .
+ VL UL 0)] UEML <XL(t0)XZ(t0)> MLUL COS [QL(t/ — t())] Ug VLT+

sin [ (' — t)]
Qp

sin [, (" — )] Ul VLT} O(t — t0)0(t' —to) -

Ul vi4

YV UL U My, <XL(t0)X§(tO)> MU,

L

Inserindo as correlagoes (2.42) na expressao acima e usando a propriedade
UrMpUp, =TI (Eq. (2.12)), obtemos

Vit {(COS [Q1(t —to)] cos [Qu(t' — to)] + sin [Q(t — to)] sin [ (' —to)]) % coth (2222%) -

—1 (Sin [QL(t — to)] CcOos [QL(t/ _ to)] — sin [QL(t — tO)] COS [QL(t/ B tO)]) % } y

x ULVE 0(t —t0)0(t' — to)

Portanto, a matriz de correlacoes do ruido é dada por

(e () = Vilr {COS [Qw(t — )] % coth (222%) — i sin [Qp(t —t')] % } X

x UL V5Ot —to)0(t' —to) . (2.43)

A expressao para o reservatorio direito é analoga.

2.1.5 Solucgao estacionaria das equacgoes de “movimento”

Nesta subsegao, resolveremos a Eq. (2.26) pelo método da func¢ao de Green, no limite
to — —oco e para as condigdes iniciais Xy (tg) = XW(to) = 0.
A “funcao” de Green Gy (t) para a rede em contato com os dois reservatorios

térmicos é definida como a solucao causal, i.e., tal que Gy (t) x 6(t), da equagao

21



diferencial de distribuigoes

t
My Corp + GGy = / At Vigu(t — )WV G () +

—00

+ / vy gr(t — WVIGwE) +6(t) . (2.44)

—00

A solucao da Eq. (2.26) que procuramos é entao construida através da integral

de convolugao -
Xurlt) = [ dt Gurlt =) (mt) + nalt)) (2.45)

Note-se que esta solucao satisfaz as condicdes iniciais Xy (—o0) = Xy (—oc0) = 0.

Sejam as transformadas de Fourier

~ 1 oo .
Xw(w> = —/ thW(t)e“"t s

2 J_ o

~ 1 > iw
nr,r(w) = —/ dt ner(t)e™

2 J_ o

gL,R(W)Z/ dt g, r(t)e™"

—00

Gy (w) = / T dt G (et (2.46)

—00

A transformada de Fourier da Eq. (2.44) é a equagcao algébrica de distribuigoes
[—w* My + Py — B (w) — Bp(w)] Gw(w) =1 (2.47)

onde Y1 r(w) = Vi g grr(w) Vg

Uma possivel solu¢ao da Eq. (2.47) é a distribuigao

Gw(w) = wlim ! : (2.48)

€l0 —(UJ -+ iE)QMW + (IDW — EL(W) — ER(W)

Nao mostraremos aqui que (2.48) é de fato solucdo da Eq. (2.47). A prova é
semelhante ao caso ja discutido dos reservatoérios.

Como no caso anterior, a transformada de Fourier inversa de Gy (w) é nula para

t < 0se Gy (w) é analitica no semi-plano superior, i.e., se todas as suas singularidades

ocorrem no semi-plano inferior. Na secao 2.3 mostraremos, para uma classe particular
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de reservatérios, que a funcao de Green (2.48) satisfaz a condi¢do de causalidade.
Vale salientar que se existe uma solugao causal da Eq. (2.44), esta deve ser unica.
Com efeito, dada uma solucao causal, qualquer outra solucao difere desta por alguma
solugao da equacao homogénea associada a Eq. (2.44). Como nenhuma solugao nao-
trivial da equagao homogénea pode ser causal (pois é sempre uma funcao diferencigvel
no sentido estrito), a conclusao ¢ imediata.

No dominio das freqiiéncias, a solugao (2.45) se transforma num produto,
Xiw(w) = Gw () [li(w) +7r(w)] - (2.49)

Na sec¢@o (2.2), mostraremos que esta solucao é estacionaria no sentido de que a
energia média da rede é conservada, sendo o fluxo de calor independente do tempo.
Das equagoes (2.21), (2.22) e (2.27), temos

=V Xp(t) = n(t) + /Oodt, Vegr(t =)V, Xw(t') (2.50)

to
A transformada de Fourier desta equacao se escreve

— VX1 (W) = (W) + Sp(w) Xw(w) (2.51)

onde lembramos que X (w) =V gr(w) V. Substituindo a Eq. (2.49) na equagao

acima, obtemos a solugao para o reservatorio esquerdo,
—ViXp(w) = [T + (@) Gw (@) 7p(@) + Gw(w)iaw) (2.52)
Similarmente, obtemos para o reservatorio direito

—VR)?R(w) =[I + Xr(w)Gw (W) Mr(w) + Gw (W)L (w) . (2.53)

2.1.6 Correlagoes dos ruidos no dominio das freqiiéncias

Nesta subse¢ao, usaremos a Eq. (2.43) para deduzir a matriz de correlagoes da trans-

formada de Fourier do ruido.
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Das definigoes (2.46), temos

<77L ,":]’g 27T / dt / dt <77L nL > ez w't'+wt)

Sejam
s = dt dt sin [Q (t — t)] @D (2.54)
I. = ) /Oodt' /oodt cos [Qp(t — )] @t (2.55)
Entao podemos escrever
_ h hQy _h
(i (W)TE(w)) = iUy, {ICE coth (%BTL) — i ]SE] utvit . (2.56)

Da Eq. (2.54), segue que

_1 > N / ! > N !
I, =~y / d’ e+t / oodt sin [Q(t — t')] e t1)

—00

-1 (1 1 [ ,
— - dt’ e i(w'+w)t’ = / dt (w+Qrp)t _ i(w—Q)t
21 (27r / 2m ( c ) ’

I = 27 0w + ') [§(w+Qr) — d(w — Q)]

De modo analogo, obtemos

logo

1= L 6 o) [0+ 20) 4 50 - 24

Levando os resultados acima na Eq. (2.56), obtemos

<77L<w,)77£(w>> 2(5(w + w’)VLUL {[(S(W + QL) + (S(Cd _ QL)] i coth ( h QL ) 4

h
UTVT
4QL } LYL

Supondo inf;(€);; > 0, seja 0 < & < inf;(21);;

+[0(w+ Q) + 6w — Q)] —
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Entao podemos escrever

0, se|lw <&
(@) (@) = { —6(w +w)WVilUp 3w + Qr) — 6(w — Q)] & [1 + coth (2&%)] Urvy,
se|w| > ¢
(2.57)

A funcao de correlacao acima pode ser expressa em termos da funcao de Green

gr(w), se usarmos a identidade

1 T 1

—(w+i0)2+Q7 29, eyeH
Segue que
i T 1 T
gL(w):ULE[(S(W_QL)_(S(W_’_QL)] UL—ULPrQ% UL s (258)
logo
s 1 T
Usando esta ultima relagdo na equagao (2.57), obtemos
(i () 0, sefw| <¢
(W) (W) = h 3
dw+ W)V Im[gL(w)]VLT% [1 + coth (%ZTLH , selw| > ¢
(2.60)
1
Seja fy(w,T) = —— (fy é a conhecida funcao de distribui¢ao de bésons
e2kpT — ]
nao-interagentes). Temos
1 i T 1
e2kBTy,
L 1+coth( )} L N S S
2 { 2kpTy, eTFETL _ o TniE R | fole, )
entao podemos escrever
e 0, se|lwl <&
(M (W)L (w)) = h , (261)

S(w+w)Tp(w) =1+ fiw,T)], se|w| >¢&

pl
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onde I'z(w) = Im[X (w)] = Vi, Im[gr (w)]V] .

A expressao para o reservatério direito é similar.

2.2 Correntes estacionarias

Nesta secao, deduziremos alguns resultados referentes as transferéncias de energia no
sistema.

Multipliquemos a equagao de Heisenberg para a rede (Eq. (2.2)),
My Xw + @wXw = Vi X, — VaXg
a esquerda por XVTV Temos
XE My Xw + XEdw Xy = —XEVi X, — XEVeXr . (2.62)
A transposta da equagao (2.62) se escreve
XE My Xy + XEdw Xy = —XFVE Xy — XEVEXyw . (2.63)

Somando membro a membro as Egs. (2.62) e (2.63) e dividindo por 2, obtemos

d (1. : 1
— <—XVTVMWXW + §XVTV<I>WXW> =

d <XVTVVLXL + XTIV Xy . XTVrXp + X,%;VRTXW>
dt \ 2 '

S dt 2 2

Observando que o lado esquerdo desta equacao é a derivada temporal de Hyy, e

que V7, foi definida de maneira que X{,V; X, = X7 VI Xy, obtemos
Hy = - X5V X, — XEVeXp . (2.64)
Multipliquemos agora a equacao de Heisenberg para o reservatorio esquerdo,

M X, +®,. X, = -VIXy |
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a esquerda por Xf Temos

XM Xp 4+ XPo, X, = -XI'VEXy . (2.65)
A transposta da Eq. (2.65) se escreve

XM X+ XTo, X, = -XEVi X, . (2.66)

Somando membro a membro as Egs. (2.65) e (2.66) e dividindo por 2, obtemos

d (1., o 1, o d (XTVIXw + XEVEX
5 (§XL My Xy + 5 X] @LXL) = ( 5 :
logo
H, =-X"'VIXxy . 2.67
LVYL

Analogamente, obtemos para o reservatério direito
Hp=—-XEVEXw . (2.68)
Das definicoes dos potenciais de interacao entre a rede e os banhos, obtemos ainda

Vi = XTIV Xw + XEVL X, (2.69)
Vi = XEVEXw + X5 VeXr (2.70)

Observe-se que a energia total é conservada: H;, +V; + Hy + Vg + Hg = 0.
Tomando as médias térmicas nas Eqs. (2.67), (2.69), (2.64), (2.70) e (2.68), obtemos

'[\D
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As Egs. (2.71)-(2.75) exprimem as transferéncias de energia entre as partes do
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JL —LI JLI—»W JW—»RI JR]—»R
N
7

Figura 2.3: Representagao esquematica das transferéncias de energia entre
as partes do sistema.

sistema. Chamemos de “interface esquerda” (LI) o conjunto formado pelas particulas
do banho esquerdo que interagem com alguma particula da rede e também pelas
particulas desta que interagem com alguma particula daquele. A Eq. (2.71) mostra
que o fluxo de energia do reservatério esquerdo (L) para a interface esquerda (LI) é
dado por <XEVLTXW> =Jiornr -

Da Eq. (2.72), depreende-se que a energia da interface esquerda varia a uma
taxa igual a diferenca entre o fluxo de energia proveniente do reservatério esquerdo,
<X§VLTXW> = Jr_ 11, e o fluxo da interface esquerda para a rede, — <X{§,VLXL> =
Jriw . Analogamente, as Eqgs. (2.73) e (2.74) nos permitem interpretar o termo
<X%/VRX R> = Jw_gr como a corrente de energia da rede (W) para a interface direita
(RI) e as Egs. (2.74) e (2.75) mostram que — <X£VEXW> = Jgrr_ g representa a
corrente da interface direita (RI) para o reservatério direito (R).

Em resumo, as equagoes (2.71) - (2.75) podem ser reescritas na forma

(i)
)
)
)

= _JLHLI )

Jrorr — Jrisw

<HW Jrisw — Jworr (2.76)
(Ve

<HR> = JrisrR

= JW%RI - JRI%R ’

As equagoes de transferéncia de energia (2.76) estdo representadas no diagrama
da Fig. 2.3.
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Calculo da corrente J;_,w

Ja mostramos que a corrente da interface esquerda para a rede é dada pela funcao de

correlacao

Tirow = — <XVTV(t)VLXL(t)>

Usaremos as solugoes estacionarias das equagoes de “movimento” para deduzir
uma expressao para a corrente estacionaria entre a interface esquerda e a rede.

Lembrando que

XLt = —/ dwe @ X T (w)

—00

= —i/ dw e ™' wX T (w)

e que
X (1) :/ dw’ e_iwlt)?L(w/) ,
temos

JLI%W = / d(,U/ dw/ e’i(““"/)tz’w <X%(M)VL)’ZL(M/>>

—00 o0

Da transposta da Eq. (2.49) |
T () = [ @) + TH@)Eh )]
e da equacio (2.52), temos
S == [ o [t e ([ ) + )] Gh) () +
S G ) + TIN5 27T)
Consideremos o termo
T == [ dw [ dur e 0 ()G ()2 ) Gor )
== > [T [t G, G @l B0t s o))

j7k7l -

= — /;OO dw /;OO dw’ e*i(wﬂd')tiw <TI‘ [%(W)Ga/(W)EL(CU/)GW(CUI>773(M/)}>
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Usando a invariancia do traco sob permutacoes ciclicas, podemos escrever

Ty == [ dw [l e (Te [ ()2 ()G )T ()

= [ [ Ty (G B )G o) ()]

Substituindo na equagao acima o andlogo da Eq. (2.61) para o reservatério direito,

obtemos (no limite & — 0 *)

he

Ty = =i [ dw [ 4 )T (GRS G A W] 2 (14 filw T)
_ / " o T [G0 (@) 21 (—0) G () Tr(w)] % 1+ fo(w, Tr)]

Como a matriz Gy (w) é simétrica, podemos escrever

[ hw
Ty =i | A Tr Gurlw)Su(—) G ()l a)] "o [L+ o, Ta)] - (278)
Note-se que JF _,y, é independente do tempo.

Consideremos agora o termo

Jf]*)W = — /_Oo dw /_OO du’ efi(erw/)tZ'w <ﬁf(w)G§,(w) [I + ZL(w’)Gw(w’)] ﬁL(W/)>
=~ /_ K /_ " ! O (G () [T + () G ()] T ()L @)
= /_ e /_ T T [ Gy (@) [+ S ()G ()] (i (@) ()}

=—i /OO dw Tr{Gw(w) [ + Ep(—w)Gw(—w)] 'L(w)} % 1+ fo(w,T1)]

—00

(2.79)

Observando que (7, (w)k(w')) = 0V w, w' (os ruidos esquerdo e direito sdo

*Observe-se que o limite estd bem definido, j4 que a func¢do wfy(w,Ty) possui apenas uma sin-
gularidade removivel em w = 0.
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independentes) e trocando a varidvel w <+ —w nas equagoes (2.78) e (2.79), obtemos

JLI%W = —1 /Oodw {TI‘ {Gw<—UJ) [I —+ EL(w)GW(w)] FL(—CU)} %fb(w,TL)—i—

—00

+Tr [Gy (—w) 2L (w) G (W) r(—w)] %fb(wa TR)} ;

onde usamos que 1 + fi(—w,Tr) = —fy(w, TR) .
Como I'p p(—w) = Im[E, gp(—w)] = Im[EL g(w)]* = —Im[E, g(w)] = —T'Lr(w),

temos

JLI—>W = i[wdw {TI‘ {Gw<—W) [I -+ EL(CU)G[/V(W)] FL(w)} %fb(w, TL)+

o0

T (G ()21 @) G () Tr()] ™ oo, TR>} L (280

que é independente do tempo.

Denotando
Gw(w) =Gl , Gw(—w) =Gy , Seerw) =L, , Sr(-w)=%1,
temos

[ _ hw
JLI—>W = Z/ dw Tr [GWFL} ?fb(w,TL)—

o0

- / dwTr {Gy Im [SF] G T} %fb(W,TL)‘i”

oo

+1¢ /00 dwTr {Gyy Re [E]] G To(w)} %fb(w, Tr.)

—0o0

_ / dwTr {G5, Im [3F] G, T} %fb(w, Tr)

oo

+i/oodwTr{G;VRe [27] G TR} %fb(w,TR) : (2.81)

—00

Observando que

(G+W)_1 = —(w + ZO)2MW + &y — Zz_ — EE N
(G;V)_l = —(w — ZO)2MW + Oy — EZ — Z}E
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(Ga) = (GH) ™ = (5F —X1) + (5 — Tp) + diewMyy
= QZ(FL —I— FR) —f- 4iEWMW

= Gy, — Gy = 201Gy, (T + Tr)Gy + diewGy, My Gy, temos
Im[GY] = G (T + Tr)GYy + 2ewGy, My Gy, logo
Gy TG, = =G TRrGY, + Im|[GY] — 2ewGry M Gy, (2.82)

Usando a Eq. (2.82) na (2.81), obtemos

Y _ hw
Jri—w = Z/ dw Tr [GWFL} 7]‘},(0), TL)—|—

—00

> hw
+ / dw Tr {G;VFRG%FL} 7fb(w, TL)_

o0

— /Oodw Tr [Im[G}, )T ] %fb(waTL)"{'

(e}

[e's) hw2
+ hﬁ)l 26/ dw Tr [G;VMWGITVFL} — folw, T)+
€ m

—00

—i—’i/oodw Tr{Gy Re [S]] Gy TL(w)} %fb(w,TL)—

o0

— / dw Tr {G}, Im [S]] Gy, T} %beaTRH‘

o0

—l—’i/ dwTr {G}, Re [S]] Gy TR} %fb(w,TR)

o0

Como i Gy, —Im[Gy,] = iRe[Gy,] e

0 th
lim 26/ dw Tr [G;VMWG?,{,FL} — fo(w,Tr) =0 , temos
_ T

€l0 50
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g

dw Tr {Re[G}| '} %fb(% Tp)+

Jrisw = Z/

> hw
+ / dw TI'{GI;/FRGIJ/FVFL} 7fb(w,TL)+

[e.9]

3

—i—’i/oodw Tr{Gy Re [S]] Gy TL(w)} %fb(w,TL)—

— dw Tr {G}, Im [S]] Gy, TR} %fb(% Tr)+

o0
+i / QT {Gyy Re [SF] G} 2 o, Tw) (2.83)
—00
No célculo do limite € | 0 acima teriamos, a rigor, dois parametros diferentes,
digamos €; e e_, associados, respectivamente, as fungoes de Green Gy, (w) e Gy (w).
Este fato decorre da Eq. (2.79), que envolvia originalmente uma integral nas duas
varidveis w e w': o fator Gy, (w) = Gy, (—w) advém precisamente da substituigao da
variavel w’ por —w, devida a presenca do fator §(w+w’). Em outros termos, teriamos
de avaliar o limite da integral acima quando as duas variaveis independentes €, e €_
tendem a zero simultaneamente. Isto equivaleria a calcular o limite ao longo de uma
curva arbitraria convergindo para a origem no plano e, X e_. Nas passagens acima,
restringimo-nos a reta €; = €, seguindo os passos de [20]. Nao faremos aqui o calculo
a duas variaveis, mas supondo que o limite de fato exista, o mesmo é independente
da curva ao longo da qual é tomado.

Observando que

(T (G Re [54] T} )" = T G e [55.4] G ()
= Tr {T1r(w)Gy, Re [EF ] Gy }
=Tr {G}; Re [E;R} GiTrrw)}

ie., Tr {GI}, Re [ZZR} G%FL,R(w)} é real, e observando que Jp;_,w é real por primei-

ros principios®, descartamos os termos imagindrios (que somam zero) da Eq. (2.83) e

*Das Egs. (2.76), vemos que HL auto-adjunto = <HL> real = Jp_, 7 real e VL auto-adjunto

= <VL> real, logo Jr;_,w € real, e assim por diante.
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obtemos

[e.9]

huw
dw Tr { Gy Tr Gy Tr} ~— fo(w, Tr)

oo
[e.9]

> hw
JLI—)W :/ dw Tr {G;VFRG;/FL} ?fb(w,TL) - /
> n 4 hw _ . hw
= dw Tr {FRGWFLGI/V} 7fb(w, TL) - dw Tr {GWFLGWFR} 7fb(w, TR)

oo [e.e]

Entao temos
JLI*)W = dw Tr {GWFLGWFR} 7 [fb(w, TL) — fb(w, TR)] . (284)
Mudando a variavel de integracao de w para —w, obtemos

JLI—>W = /OO dw Tr {GJ'VE/FLG;VFR} % [—fb(—w, TL) + fb(-W,TR)]

o

Observando que — fy(—w,T) = 1 + fy(w,T'), finalmente obtemos
JLI—>W = dw Tr {GWFLGWFR} ? [fb(w, TL) - fb(w, TR)] . (285)

Note-se que Jp;,w = 0 para T, = Tk , como deveria ser.

2.2.1 Igualdade das correntes e a relacao flutuacao-dissipacao

Nesta subsecao, mostraremos que Jy_.r;r = Jrrw, 0 que implica, por simetria, que
todas as correntes sao iguais.

A corrente Jp_.;; é dada por

Jinr = (XTOVEXw (1))

= —/ dw/ dw’ ety <X§(M)VLT)?W(WI)>
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Usando as solugoes (2.49) e (2.52), obtemos

Jrrr = i/_oodw /_Oodw' e Wt RUACHE:
+ [ (W) + 7r(W)] Giy (W) BT (W) } Gw (W) [L(w') + Tr(W)])
= z/ dw/ dw’ e~ Hwtet, {Tr {<ﬁL(w')ﬁ£(w)> [] + G%(w)Ez(w)} GW(w')}

T [( () T5()) Gl ()5 ()G ()]}

= i/oodw {Tr {FL(W) [] + Gw(w)ZL(w)] GW(—W)} @ [1 + fb(W,TL)]

T L) G ()22 ) G ()] 221+ o T
= z'/oodw {Tr {Gw(—w) I + 21 (w)Gw(w)] T'L(w)} %

—0o0

14 e T
T G ()22 G )] 2 1+ flo Ti)

Usando a Eq. (2.80), obtemos

(e 9]

Jrorr = Jrrsw +i/

—00

dw {Tr {Gw(—w) I +31(w)Gw(w)] I'L(w)} o

™

+ Tr [Gw (—w)XL(w)Gw (W) r(w)] %}

O célculo do segundo termo da equacao anterior é idéntico ao da corrente Jr; w,
mas com %fb(w,TL) substituido por ﬁ?“, logo é nulo pela Eq. (2.84), pois a forma
especifica dos fatores ™ fy(w, T1,) e ™ fy(w, Ti) néo foi utilizada nos passos que levam
da Eq. (2.80) a Eq. (2.84). Isto implica que Jy 17 = Jorw-

Também ¢é facil verificar que J;sw = Jw_gr. Com efeito, por simetria a corrente
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—Jw_rr pode ser obtida da troca L <> R na expressao da corrente Jpr_, :

_JWHRI = /oodw Tr [G%FRGQ/FL] % [fb(w,TR) - fb(w,TL)]

[e.9]

Jw sk = /OO dw Tr [[rGy TGy o [folw, T1) = fo(w, Tr)]

[e.o]

_ / " T [GR TG R] ™ [, Th) — il Ti)

o0

= JLI%W

Como Jrrsr = —Jrrr = —Jri—w = Jw_r1, vemos que todas as correntes sao

iguais e independentes do tempo:

Ji—rr = Jrisw = Jworr = Jpisr = J . (2'86)

Da igualdade das correntes, deduzimos (cf. Eq. (2.76)) que

(V) = (Hw) = {(Vr) =0 . (2.87)

Note-se que <H L> e <H R> sao diferentes de zero, mas na hipétese de banhos infi-
nitos, estes sao fontes inesgotaveis de energia térmica, de modo que as temperaturas
T, e Tk permanecem inalteradas.

A existéncia de um estado estacionario de nao-equilibrio decorre especificamente
da Eq. (2.61) e da equag@o andloga para o reservatério direito. Tais equagdes podem
ser interpretadas como relacoes flutuacao-dissipacao: as correlagoes dos ruidos estao
relacionadas as suas flutuagoes estatisticas, enquanto os termos I';, g(w) da Eq. (2.61)
estao relacionados a dissipacao da energia do sistema. A perfeita sintonia entre as
forcas aleatoérias e a forga dissipativa exercidas por cada reservatério é que sustenta

0 regime permanente.

2.3 Cadeia de osciladores harmonicos quanticos com

massas alternadas

Nesta secao, estudaremos o transporte de calor no caso especifico de uma cadeia de

N osciladores harmonicos quanticos com massas alternadas.
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O hamiltoniano da cadeia é dado pela forma quadratica

N N+
Hy, = — (&2 2q2 —(z, — xp_1)? 2.88
w ; 2 ($T+WOLET)+;2(I xz 1) ) ( )
sendo
my , ser éimpar
my =4 P (2.89)
ms , ser épar

Cada extremidade da cadeia é ligada a um reservatorio térmico 6hmico, i.e., um
reservatorio tal que a forga dissipativa é proporcional a velocidade instantanea da
particula que interage com o mesmo. Para r = 1,2,..., N, a equagao de Langevin

quantica para o r-ésimo sitio se escreve

. 2
MypZy = Tp_1 — 2Ty + Ty — MpWyTy +

+ 0p1 (=221 — w0 + L)1) + 0rv (—YREN — Tni1 + MR]N) - (2.90)

Adaptando as idéias de [24] ao formalismo da fungao de Green de nao-equilibrio,
mostraremos que para uma determinada classe de reservatorios térmicos, os efeitos
de memoria sao despreziveis no limite de infinitos graus de liberdade. Em outras
palavras, encontraremos uma classe de reservatérios quase 6hmicos, para a qual a
dinamica de Langevin é aproximadamente markoviana.

A idéia é encontrar uma classe de matrizes de interacoes ®; para a qual, no
limite de infinitos graus de liberdade do reservatério (digamos) esquerdo, o ntcleo
Vi, gr(t) Vi da integral no lado direito da Eq. (2.26) pode ser aproximado por uma
combinacao linear das distribuigdes 6'(¢) e (¢) .

Para um reservatorio constituido de massas unitarias, i.e., com M = [ , a matriz
Up, da Eq. (2.12) é uma matriz ortogonal que diagonaliza a matriz positiva-definida
®; . A escolha da matriz de interacoes ®; é equivalente a escolha do conjunto
de autovalores {sz} e do conjunto dos elementos da matriz Uy, com a restricao
UlUp =1 (i.e., as linhas ou as colunas da matriz U, formam conjuntos ortonormais).

Pela Eq. (2.58), no dominio das freqiiéncias o nticleo V;, g VI é dado por

s 1

EL(W) = VL gL((.U) VLT = VLUL {E [5(&] — QL) — 5(w + QL)] + Pm} ULTVLT

37



Supondo que apenas uma particula do reservatorio esquerdo interaja com a particula

da extremidade esquerda da cadeia, temos
Vilrs = [Vi]116r160 (2.91)

logo
()]s = [Er(w)idmds (2.92)

com

(Er()n = [Vilh Y UL {% [0(w —€2y) — o(w + Q)] + Pﬁ}

j=1 J
(2.93)
Consideremos a escolha
J
Qj - EQCO 5 (294)
0, /(%)
[ (2.95)

25 ()

onde ¢, é uma freqiiéncia de “cut-off” e f(£2) é uma funcdo a ser escolhida pos-
teriormente. Note-se que a condiao de normalizacao Y 7 ,[U]f; = 1 é satisfeita,
Os demais elementos de Uy nao serao especificados, de modo que a escolha acima
abrange uma classe de matrizes de interacoes @y, .

Levando (2.94) e (2.95) na Eq. (2.93), obtemos

L S il - ) = 0w+ )] + PR f(9)A0,
> Qi F()AQ, 7

QCO

onde multiplicamos o numerador e o denominador por A, =
n
Observando que o numerador e o denominador desta tltima expressao sao somas

de Riemann e tomando o limite n — oo, obtemos

F fim (e — Q) — 6(w + Q)] + P25} F(Q)d0
J r@)an

Sal)lir™ = 5 Vilh
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Escolhendo f(£2) = 2, obtemos

oo 3 , w o 9()2
[EL( )] — _293 [VL] |:Z7Tw rect (2 CO) + P ; mdﬂ}
3 . w Qoo +w
293 \Z {mw rect (QQco> + 20 —w In S ] ,

onde

NI= N~

0, se |z|>

1, se |z|<
rect(a:):{ a

Para €2, suficientemente grande, temos aproximadamente

3

Do g

w
V]2, (miw + 2Qc,) Tect <2Qco)

Tomando a transformada de Fourier, obtemos

sin (2Qcot)
t

(L)) = [Vegr(t) V] }n—wo = 2(323 VR (‘W%ﬂL 2Qco>

sin (2Qc0t)

Para Q, muito grande (mas finito), a funcao é aproximadamente uma

funcao delta de Dirac, logo

Vg VITL™ 2 g Wik [ =78 0) + 200,000

Ressaltamos que a introdugao de uma freqiiéncia de “cut-oft” no espectro de
freqiiéncias do reservatério é um procedimento recorrente na literatura [24,25].

Definindo
3T

= sor Villi (296)

€SCreveimos

2/3
[WJA)WTHME—%y@+<%@ﬁ£QE> 5(t) . (2.97)

™

Neste caso, a r-ésima componente do termo

/<Mnﬂ@—ﬂﬁkmw

[e.e]
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da equacao de Langevin quantica (2.26) se reduz a

2/ dt" [Vogr(t —t V]| (') = 5,4/ dt" [Vogr(t =tV ], = (t)

—00

2/3
2v/31, [VL]n) o1 (2.98)

2 0p | =z @u(t) + < -

O termo linear em i (t) representa uma forga dissipativa instantanea, tal como
haviamos suposto na Eq. (2.90). Pela Eq. (2.96), a condicao de que a freqiiéncia de
“cut-off” seja muito grande é satisfeita ao supormos que o coeficiente de dissipagao
v seja muito pequeno. Para v, suficientemente pequeno, o termo linear em z;(¢) na
equacao acima pode ser absorvido no termo da equagao de Langevin correspondente a
forca harmonica sobre a particula que interage com o banho esquerdo, logo o segundo

termo da Eq. (2.97) pode ser ignorado:

n—oo

(Vi gr(t) VL] o =)
Tomando a transformada de Fourier, obtemos
Er)y = [Vigr(w) VL] 1;;00 = wn (2.99)

logo
Tr(w)ly; =Im[Er(w)]);, & wy . (2.100)

De modo analogo, obtemos para o reservatério direito

[Vrlrs = [VRINN OrnOon (2.101)
(Br(w)]rs = iwyR drndon (2.102)
[FR(w)]T‘S = Im [ER(UJ)]TS = WYR 57"N65N : (2103)

Pela Eq. (2.85), a corrente de calor é dada por

Jy = lim J§ | (2.104)
b
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onde J3 se escreve
" o i _ hw
JE = / A T {GHT1G TR} 2 [fu(w) = falw)] (2.105)

sendo

-1

Das Egs. (2.91), (2.92), (2.100), (2.101) e (2.103), segue que

K= [ lGi Gl Tl o) = fulw)]

- 7L7;7R / o (G (G o 02 o [fo (@) — fr(w)] (2.106)
sendo 1
+ _
Gy = —(tw +ieL)2 My + ®y — X — X (2.107)
com

[ZL]TS = Z.W’}/Ldrlé‘sl )
[ZR]TS = Z.w/YR(SrN(SsN . (2108)

Da equacao de Langevin quantica (2.90), segue que a matriz de interagoes da
cadeia é dada por
(I)W = Mwwg —A y

co1m

mi O0ps , Ser éimpar
[MW]T’S = ,
mg 0ps , SerT épar

Ars = _267“3 + 6r,s+1 + 57‘,371
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Em notagao matricial, temos

2 —I—mlwg —1

—1 2+m2w8 —1

NxN

Definindo
ZiE—(iw+i€i)2Mw+(I)W—ZL—ER R

podemos escrever a Eq. (2.107) na forma
Gy = (257",
logo a corrente (Eq. (2.106)) é dada por

JE = YLVR /Oodw [(ZJF)_l}

m 00

N1

Vamos definir a “matriz de impedancia” Z° como
Z2°=Z% 20 = WMy + Py — X — Zp

Os elementos desta matriz sao dados por

20 _ { 21005 — Opsi1 — Opst — iw(Y16,1051 + YrOrndsy) 5 se r 6 fmpar

2257"3 - 5r,s+1 - 57‘,571 - iw(’YL(Srlésl + 7R5TN55N) , Ser é par

onde

2 =2+ mws — mw?

29 =2+ meg — Maw?
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Na notagao matricial, a a equagao acima se escreve

onde

(21 —iwvr)
—1

—1
Z9 —1
—1 21

21
21,2 =

Z9

2
22,1 =

21

bl

Y

se N é impar

se N é par

se N é fmpar

se N é par

O elemento N1 da inversa da matriz Z* é dado por

onde adj ZT denota a adjunta cldssica da matriz Z*. Temos

[adj Z+]N1

— (_1)N+1

[(Z) w1 =

sendo 27 = 21]u4ic, , l0go

—1 2z -1
-1 2z -1
(Z7) I

[adj Z+]N1
det Z+ ’
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— (_1>N+1<_1)N—1 -1

(N-1)x(N

—1
(21,2 - iUWR) Ny N
(2.115)
(2.116)
(2.117)
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Analogamente, obtemos

ey 1
(Z7)" hw =57
e a Eq. (2.112) se reduz a
o= 8 [ e o 1) — fa@)] (2.118)

Expandindo o determinante da matriz Z° (Eq. (2.115)) em cofatores da primeira

linha, obtemos

29 —1
-1 21 -1
det Z° = (21 — iw7yL) | : | : | : :
—1 22,1 —1
—1 <Z1,2_iW7R) (N—=1)x(N-1)
-1 =1
21 -1
—1 29 —1
+
-1 2z, —1
—1 (212 —iwygR) (N—=1)x(N—-1)
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(2)

= (21 —iwyL)(212 — iwyR) Dy_y + (21 — iwyL)

sendo D](\?) definido por

Entao temos

det Z° = (z1—iwyr)(212—iwyr) D

(2)—2_ (=1 _iW7L>Dz(\?)—3_ (2172—iw73)D1(\})_3+D§\})_4 )

N

-1 21,2 -1

-1 221

45

(N=2)x(N—2)

NxN

-1 22,1 -1
—1 21,2
—1

—1

(N—2)x(N—2)

(2.119)

(2.120)



sendo D](\}) definido por

Z1 —1
-1 29 -1

pV = R . (2.121)

-1 22,1 -1

-1 =z
L2 InxnN

No Apéndice B, mostramos em detalhes o cdlculo do determinante D](\P .

Usando as relagoes de recorréncia

2 1 1
Zngv) 9 — D(N) 3= D](V) 1
2 1 1

ZlDz(v)—g D§v)—4 = D](V)—Q

(cf. Eq. (B.6)), a Eq. (2.120) se reduz a
det 2° = (212 — iwyn)[Dy), — iy DRy) — [DyLy — iy DY)
Usando a relacao DE\?)_?, = ZQDE)_Q — Dg\?)—1 , obtemos

det Z° = 21,2D§\P—1 - w27R'7LD§\2)—2 - iW(VRDg\})—l + 7L21,2D1(\?)—2) -
— DL, —iw(yDJ, = 12Dy, (2.122)

Apenas o caso em que N é par serd discutido neste trabalho. Neste caso, a corrente
é simétrica sob a troca das massas m; € ms, 0 que nao ocorre para N impar. Com
efeito, se N é par, a troca das massas é equivalente a inversao da cadeia, que por sua
vez é equivalente a troca das temperaturas 77, e Tr. Como se constata da expressao
(2.85), a magnitude da corrente nao é alterada pela troca das temperaturas e dizemos
que neste caso nao ha retificagao térmica. Para N fmpar, nao ha simetria sob a troca
das massas: no caso extremo m; > my ambas as extremidades sao essencialmente
pontos nodais, ao passo que para m; < ms ambas as extremidades sao praticamente
livres.

Para N par, temos 215 = 29. No Apeéndice B, mostramos que para N par e
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2125 # 0, temos

z
DRy = sy [ 2 DY (Vi) o DLy = Dho(VEE)
2
zZ
DR =512 Dhoy(Vam) o DSy = Dho(Vam) (2.123)
1

onde s; = sgn(z;) , so = sgn(z) e D% (z) é o determinante

DY(z) = | , (2.124)

NxN

o qual é calculado no Apéndice A.
~ . p 21 . .
Como z; e 29 sao reais, as raizes quadradas /z129 € = sao puramente reais ou
2

puramente imaginarias. Nas expressoes acima, a raiz quadrada de uma varidvel real

qualquer z é definida de tal forma que

Vz=Re[\/z] >0 , se 2>0

ﬁzlm[\/?]z() , se 2<0
i

Levando as expressoes (2.123) na Eq. (2.122), obtemos

det Z° = [\/zle D% (Vz122) — (1 + ypygw?) D% (\/212’2)} -

(’yLsM/ —|—73321/ )wD?V (Vz122) (2.125)

Lema 2.3.1. Se z € real positivo, entdo

1yh-1 sinh(Np)

i(— se N =2k
Diy-1(iz) = o1 cosfl(zASi\}flﬂﬁ) i ’
-1 — N=2k—-1
(=1) cosh g >
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onde k=1,2,3,... ¢ 8 >0 € dado por

2 1/2
p_~2 Z 1
e 2+(4+>

Demonstracao. Com efeito, para z > 0 temos (cf. Egs. (A.25) e (A.26))

_ sinh (Na)

DY =—
N*l(lZ) SlIlha Y
com
, N2 1/2 2 1/2
=B (E) —1] =i|i+ (241
© T 2 2 "\ 1
5 22 1/2
Como z > 0, temos 5 + (Z + 1) > 1, logo podemos definir

B =In

~ 22 1/2
— — 41 >0
s (5 7

de modo que

et =ieél
Entao temos
DO ( )_ €Na _ efNa N 6N6+ (_1)N7167NB
NI = e e T e —e B

Se N =2k (k=1,2,3,...), temos

R — i (—1)! sinh (V)
eb +e b cosh 8

Se N=2k—-1(k=1,2,3,...), temos

Dy 4(iz) = i (=1)

oy €N 4 e NP B w1 cosh(Np)

Diy_y(iz) = (-1) TP treB (=1) cosh

Se 2122 < 0, o Lema 2.3.1 implica
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i (—1)1 sinh(IV5) se N =2k

DY (VEz) = cosh 3 , (2.126)
e (=11 —CO(:S?S%B) se N=2k-1

onde k=1,2,3,... e >0 ¢édado por

1/2
VAL (|2122| + 1) >1 . (2.127)

92 4

Se z12o=0 , temos e*=i = a=1ir/2 ,logo

sin (NW>

5 0 se N =2k

DY (0) = — 2/ —gin (Nf) — ™ (k=1,2,3,...)
sin (§> 2 (=1)F! se N=2k—1

portanto a férmula (2.126) também é vélida para 2129 = 0, mas com =0 .

Lema 2.3.2. Se z129 # 0, entdo

Re [det Z°] = \/z122 DY, (V7122) — (1 + ypyrw?) D% _5(Vz122) (2.128)

Im [det Z2°] = — ( le,/ —i—vgsm/ >w D% (vz1z2) - (2.129)

Demonstragao. Com efeito, se z12z5 > 0, entao pelas Egs. (A.25) e (A.26), DY _,(\/z1%2)
é real V N e as expressoes (2.128) e (2.129) decorrem imediatamente da Eq. (2.125).
Se, por outro lado, z125 < 0, pela Eq. (2.125) sé precisamos verificar que as
expressoes (2.128) e (2.129) sao reais.
Neste caso, a equagao (2.126) mostra que DY _,(\/z122) ¢ real. Além disso, temos

\/ 2122 D?V—l(‘/zl’ZQ) =1 ‘2122’ D?V_l(\/zlzg) s

que é real, pois as Eqs. (2.126) e (2.127) mostram que D% _,(y/z122) é imaginério
puro para N par.
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Temos ainda

('YLSM/ +7382~/ >wDN1 NEE)) (%81“ + VRS2

que é real, pois D% _,(1/Zz122) neste caso é imaginério puro.

)szN {(Vz122)

Acabamos de verificar que as expressoes de Re [det Z°] e Im [det Z°] s@o reais, o
que completa a prova.

]

No Apéndice C, os seguintes lemas sao demonstrados:

Lema 2.3.3. A matriz Z°(w) € invertivel na linha real Tm(w) =0 .
Lema 2.3.4. A matriz Z°(w) € invertivel se Imw > 0 .

Coroldrio 2.3.1. Seja G, (w) = [Z°%w)]|™!. Entdo

wlim G}, (w) = Gy (w) , i.e.,

e+10
GV € a (unica) funcao de Green que satisfaz a condi¢ao de causalidade GYy (t) o< 0(t).

Demonstragio. Com efeito, dos Lemas 2.3.3 e 2.3.4, segue que G (w) = [Z°%(w)] ™! é
analitica no semi-plano superior e na linha real (i.e., para Imw > 0), logo a transfor-
mada de Fourier inversa desta fungao satisfaz a condigao de causalidade G (t) o< 0(t)
(cf. discussao que se segue a Eq. (2.48)). Como ja haviamos argumentado apds a Eq.
(2.48), a fungao de Green causal ¢ tnica, logo concluimos que Vﬁlf(l)l G (w) = Gy (w).

[

Do corolario acima, também concluimos que

wlim Gy, (w) = [GYy (w)]”

e_J0
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Do coroldrio acima e das Egs. (2.104) e (2.118), concluimos que a corrente de

calor é dada por

I =200 [ g hlu(e) — fa)] (2130
) (det 2]

pois a analiticidade de [Z°(w)] ™! no semi-plano superior Imw > 0 implica a igualdade

lim Jx = Jx|c, = —o -

e+10
e_10

2.3.1 Limite termodinamico e estrutura de bandas

Nesta subsegao, mostraremos que |det Z°| — oo no limite termodinamico N — oo, a
nao ser em determinadas faixas de freqiiéncias. Primeiro, obteremos estimativas para
as contribuigoes & corrente das faixas de freqiiéncias nas quais |det Z°| — oo ; em
seguida, deduziremos uma expressao para a corrente no limite termodinamico.

Sejam

m< = min{my, ma}

ms = max{my, ma} . (2.131)
Considerando as Eqgs. (2.114), podemos definir

2e =2+ me(Wf —u?)

zs =2+ ms(wh —w?) . (2.132)

Ainda que nao se tenha necessariamente z. = min{zy, 20}, 2> = max{zy, 22},
adotaremos a notacao z., z-, identificando z. <> m. e 2z~ <> m-~..

Pelas Eqs. (2.126), (2.127), (A.25) e (A.26), o comportamento de |D%,_(y/z122)|
em funcao da freqiiéncia muda conforme seja z12o < 0, 2129 = 0 ou 2720 > 0 . No
Apéndice A, mostramos que z;z; = 4 deve ser analisado como um caso a parte,
sugerindo que os casos 0 < 2120 < 4 e z129 > 4 também devam ser analisados
separadamente.

Das Egs. (2.132), segue que

I) 2129 <0, se ,/w3+ml><|w|< w%—l—n%
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) 0< 2120 <4, se wy<|w|<y/wf+ % ou ,/w§+mi<<]w]<\/w§+mi<+mi>

I) 2129 >4 , se |w/<wl ou |w> \/wg—kn%—i—i

m<

Analisemos os trés casos enumerados acima.

2 2
I W4 — < |w| < y[wE+—
) (e <ol < e+

Neste caso, z122 < 0 e da Eq. (2.129) temos

2,2 0 2
- D
|Im [detZOH2 = (vzl22| — yrlzl)”w [ N—1(\/212’2)}

P (2.133)
As raizes de Im [det Z°] sdo
_171/2
we =+ |wi+2 (’YLZ-L’YR me + 'YLT'YR ml) ] , le., (2.134)

Im [det 2°] =0 & w=w.

YL
mo +
YL + VR YL + YR

w2+i<|w|< w2+i (2.135)
0 m> + 0 m< . .

Como m. < mi < m~, temos

Sejam
, se mo=m
e = { = <= (2.136)
Ve o, se me=my
, Se ms =m
=4 0t >= (2.137)
Ve, se M =my

A equagao (2.133) pode ser escrita na forma

2
|Tm [det ZOHZ = (v<lzs| = 5 12<])’ w? [DY_1(VZ22)]

| 2122
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Seja

2 2
20 = —wy - — , — — 2.138
mm{wi wy e ,m<+w0 wi} ( )
2 2
Se 0<w2—w0——§5 ou 0<——|—w§—w2§5 , entao
m- mc

(v<|zs| — 1s]2<|)? = C para alguma constante C' > 0 .

Das Egs. (2.126) e (2.127), temos

sinh(N )

DY 4| =

com
|Z122| = 4Sinh25 s

logo

Cw? sinh?(Ng)
~ 4sinh? 5 cosh? 8

|Tm [det 2°)|” >

Observando que

sinh(NB) _ e =™ v s =1 _vonys Ze%ﬁ >

sinhf ~ ef —e B e —1
N-1
N v~ N
-1)B 2k8 —(N-1)B_" 258 -
Z e >e 5 € 27 > 5
k=N/2
concluimos que se  w§ + 2 < w? <w0—|——+6 ou wj+ = 5§w2<w§+ml< ,
entao "
Cw?N?
[Tm [det 2°]|° > ——— (2.139)
16 cosh” 8

2 2 2 <
Se w® = wj + — , entao z- = 0 e temos
m>

N+2
|Im [detZOH = 7> |w] [2<| 9

N
> s |wl ’Z<’§

23



Se m< # m-, entao neste caso |z-| > 0, logo

Cw?N?
cosh? B

2 2
vV wre {w%—l—— ,w3+—+5} , (2.140)

|Im [det 2°)|” >
ms ms

para alguma constante positiva C' .

2 -
Analogamente, se w? = w? + —— e me #ms , entdo z. = 0 e temos
<
Cw?N?

072 Dbt
|Im [det Z%)|" > col? 5

2 2
vV we {w?ﬁ—— : w3+—+5] ., (2.141)
me Mo
para alguma constante positiva C' .

Note-se que se m; = mao, a faixa de freqiiéncias com 212, < 0 desaparece, ja que

neste caso 2y = 2o = 2129 = 27 .

2 2
Se w§ + o +0 <w? <w?+ e d , entdo segue da Eq. (2.128) que
> <

2 2(N+1)8 2NB N
0112 0 o cosh’[(N+1)3] _ e e £
[Re [det Z°]|” > | DY (vVz122)|” = cosh? 7 > = 2
(2.142)
2
onde ¢ é uma constante. Como 3 > 0 em todo o intervalo |w3 + — 4§ , w3+ — — 4| ,
m> m<
temos £ > 1.
Das equacoes acima, concluimos:
Cw?N?
|det ZO{Q > |Im [det ZOH2 > w—2 , se
cosh”
2 2 2 2
wre W, = [w§+— , w§+—+5} U [w§+——5 , wo + —
ms ms mc m<
(2.143)
0|2 07|2 &y
|det Z°|” > |Re [det Z°]|” > T E>1) s
2 _ |, 2 2 2 2
weWp=|wj+—+0 , wi+——46| . (2.144)
m m<
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A contribuigao a corrente das freqiiéncias no intervalo

\/W0+_< jw| < \/Wo

tende a zero no limite N — oo, pois (cf. Eq. (2.130))

/ dw —— hw [fL(w) — fr(w)] <

|det Z9|
Rt Slol<, o+

4
< ﬁ / dw cosh? 3 hw[fL(w)—fR(w)]+5—N

OJQEW[ WQEWR

uma vez que £ > 1 e as integrais convergem (pois |w| > 0 e |w| é limitado).

2
II) |w|<wy ou ]w]>\/w§—l-—+—
m

Neste caso, 2120 > 4 .

Observe-se que 2122 = 4 nos extremos |w| =wp e |w|= \/wg + mi< + n% . Da
Eq. (C.11), obtemos

2 _ (yzlzel — yglz))’ w? sinh®(Na)
2129 sinh? o

|det 2°|* > [Im [det 2°]]

onde a > 0. Usando a Eq. (A.26), obtemos

inh?*(Na)

det 2°> > _ 2,20

| ¢ ‘ = (yelz2l = yrlar])"w 4 cosh? o sinh? o
2sinh2 (%204)

sinh?(2a)
2

2_
16 7’

= (vz|z2| — ’YR’Zﬂ)zw
> (vr]2e| — 7R|Z1|)2W

sinh(nz) _ n o i
————= > — para n inteiro positivo e z > 0 .

onde usamos a desigualdade — >
sinh x 2

25
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Esta ultima desigualdade ja foi provada para n par. Se n for impar, a prova é

similar:
. n—1
smh(nx) —(n—1)z e — 1 —(n—1)z 2kx
N - = >
sinh z c e2r — 1 c kz_; © =
n—1
> 6—(n—1)x Z 62k:c > 6—(n—1)azn + 1€(n+1)x _ n+ 162z > E
2 2 2
k="t

Portanto, temos

2

N
> (velz2| — ’YR\Z1|)2 w?— > Cw?N? ,

0
‘det A 16

|2
onde usamos o fato de que as raizes de v |2z2| —vgr|21| est@o fora dos intervalos |w| < wp
ou |w| > \/wg + mi< + % (cf. Eq. (2.135)).

m

No limite termodinamico N — oo, mostraremos a seguir que também inexiste

transporte de calor nas faixas de freqiiéncias |w| < wy ou |w| > \/wg 2 L2
m« m>

Com efeito, os valores absolutos das respectivas contribuigoes a corrente sao co-

tados por

7TCN2 hw hw

ek —1 ekBTr —1
|w|< wo

h Fiew 2 -
LR /dw[ + ]SMkB(TL+TR)N;>O ,

hw
onde usamos a desigualdade e*sT — 1 > k;i:r , €

hw hw
YLYR / duw [ ! I
e

TCON? kT, — ]  ekBTrR — 1

2 2 2
wl2y/wot st ms

pois claramente a integral converge.
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2 2 2
IIT)  wy < |w| < 4/w§ + w0+—<|w|<\/w§—|——+—
m< Me M

Neste caso, 0 < 2122 < 4 . Observe-se que 2129 = 0 nos extremos |w| = /w2 + n% e

lw| = 4 /wg + mi< e que 2123 = 4 nos extremos |w| =wp e |w| = \/W(Q) + ml< + ml> :
Definindo
2
B1 = |:w0 s wg + — 1 )
m>
2 2 2
m< m< m>

segue dos itens (I) e (II) e da Eq. (2.130) que a expressao da corrente Jy em uma

cadeia de tamanho N é dada por

_ LR w? W) — Folw
By= 20 [ el — el + 0 55) - (20)

|w|€B1UB>

Nas préximas paginas, deduziremos uma expressao para a corrente no limite ter-

modinamico N — oo .

Das Egs. (C.6) e (C.7), obtemos

sin® 0 |det Z0’ { V7122 sin(NO) — (14 v,y w?) sin[(N — 1)) }2+

(B w2 ) s

= {[Vz1z2 — (1 + y7p w?) cosf | sin(NO) + [(1 4+ vy, vr w?) sin 6] cos(NG) }2 +

(WL\/iﬂR\/:;) w? sin?(NG) . (2.147)
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Sejam

A(6)

B(0) = /2120 — (1 + ypyr w*) cosf (2.149)

(’YL\/Z-F R\/7) (2.150)

Usando as defini¢oes (2.148)-(2.150), a Eq. (2.147) se escreve

(1+~yyr w?) sinf | (2.148)

sin” 6 | det ZO|2 = [Acos(NB) + Bsin(NG))* + C?sin®(NG)
= A%cos®(NO) + B*sin?(NO) + 2AB sin(N6) cos(N8) + C*sin*(N6)
= A%cos®(NO) + (B? + C?)sin*(NO) + ABsin(2N0)

2 2 2
= A? (14 cos(2NO)] + % [1 — cos(2N0)] + ABsin(2N0)

Y

logo

1 1
sin® 0 |det 20’2 = 5(142 +B*+C?) + 3 [A* — (B? + C?)] cos(2N0) + ABsin(2N6)
(2.151)
Na proposigao seguinte, sugerida por Casher e Lebowitz [23], apresentamos uma

técnica para calcular a corrente no limite termodinamico N — oo .

Proposigao 2.3.1. [Casher-Lebowitz] Seja F : [0,p] x R — R, (z,y) — F(z,y),
uma fungdo continua, diferencidvel em relag¢io a x em (0,p) X R e tal que a derivada

oF
parcial o ¢ limitada em (0,p) X R. Entdo se F(x,y) € periddica de periodo p em
T

P
lim/F(x Nzx) :—// (z,y) dzdy
N—oo 0

[T Sy

pj/N

relacao a vy,

Demonstracao.

O

Zb

==

/p(j+1) y
F (— : y) dy
0 pJj N

<.
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Como F(z,y) ¢ continua em [0, p] x R e diferenciavel em relagao a x em (0, p) x R,

pelo Teorema do Valor Médio temos

Y o (pJ OF (pj . y—pj

y—pJ
—

onde 0 < §; <

Entao escrevemos

P Nl ppGHD) F — i
pJ y—p)
F(z,Nzx) dx = — F d — d
[resna=3y [T () Xy [T (R0

Mudando a variavel de integracao de y para y — pj, obtemos

/pF<xNx)dx—NZi/F(m y+pj> dy+z /p6F< 6 y+pj)ydy
R 2N )y T\ N i N

Y
COHIO<£j<N.

Como F'(z,y) é periddica de periodo p em relagao a y, temos F(x,y+pj) = F(z,y)
8F( + pj) 8F( )
e —(x = —(x 0go
O Y T DPJ O v Y), 108

N—1

P 1 paF
0 im0
(2.152)
Y
ondeO<§j<N.

O primeiro termo da Eq. (2.152) é uma soma de Riemann, de modo que

N-1 .
) 1 4 pJ 1 P P
NI%O;N/OF<N?J> dy—E/O/OF(%y)dxdy

Resta-nos apenas demonstrar que o segundo termo da Eq. (2.152) se anula no

limite N — oo .
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Com efeito, 0 < ¢ < LA 0 <j <N —1implicam

N
‘ N -1
0<%<fv+§] %+%SP(N )+% (2.153)
N -1 N -1
ComoOSySp.,temOS Z%—i—%§Z¥—i—%:p,loganq.
(2.153) implica 0 < Bl & <p.

. N
Como 0 < % +¢; <p e aderivada parcial é limitada em (0,p) x R, temos

OF
<
O <N+£J’ >‘_M ’

onde M é uma constante (i.e., independente de z,y). Entao temos

POF Yy 1 P loF pJ Y
N/ C(Ers o) ral < Xy [ 5 (Bre )| Fa
=0

N—-1

IN

logo
: POF ]
J}Iinoo, N/ < e >Ndy_0 !

donde concluimos que

P
lim F(z,Nx) :—/ / (z,y) dezdy
N—oo 0
L]
Da Eq. (2.146), segue que a corrente é dada por
w/2 w/2 1
JIN :/0 Fi(0,N0) d9+/0 Fy(0,NO)do + O (ﬁ) : (2.154)
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onde as fungoes Fy (0, ¢) e Fy(0,¢), definidas em R?, sao dadas por

vk (dw/df) w?sin® 6

F
12(0,¢) us Gi2(0,0)

hw [fr(w) — fr(w)] (2.155)

(a fungdo G(6, p) serd definida adiante). Os contra-dominios de F} e F» sao, respec-

tivamente, os conjuntos

{Fl(ev 90) ; (9790) < R2 ) |w<0)| S Bl} )
{F2(0,0) 5 (0,9) €R?, |w(0)| € B}

Invertendo a relagao z-2s = [2 — mo(w? — w2)] [2 — ms (W? — w?)] = 4cos? 0
(Egs. (C.5) e (2.132)), obtemos w? como fun¢ao de

1 1 1 1 \? 4sin?0
e T VG ) T o klEB
Wt — w2 = = ~ = T (2.156)
1 1 1 1 4sin’ 0
— =+ =] - . se |w| € By
mc ms mc ms m<ms

Das Egs. (2.151) e (2.148)-(2.150), temos para (0, ) € R* — {kn/2; k € Z}

a6, ) :% [42(0) + B*(6) + C*(0)] + % [42(8) — B2(6) — C*(9)] cos(2¢)+

+ A(0)B(0) sin(2¢) (2.157)

com A(0) = (1 +YeYs w2) sinf
B(6) = (1 — VY wQ) cosf |

2

w
02(9) = (v<|zs| + 7>|Z<|)2 dcosd

e e =2 - me(w? —wp)

zs =2 —ms(w? — wj)
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Como Fi (0, ¢) é fungao par e periddica de periodo 7 com relagao a 6, temos

/2 1 /2 1 ™
/ F1,2(9,N9) d9 == 5/ FLQ(&, Ne) de - 5/ F172<9, N9) d9 . (2158)
0 0

—7/2

Dada a dificuldade da analise, nao mostraremos aqui que a funcao I’ satisfaz as
hipéteses da Proposicao 2.3.1. Aceitaremos este fato sem demonstracao.

Aplicando a Proposicao 2.3.1 a integral do lado direito da Eq. (2.158), obtemos

w/2

N—oo 0

Como F} 5(6, ¢) ¢é funcao periddica de periodo m em relacéo a 6, podemos escrever

/ / F12 d@d(p—l-—/ / F12 d@dgp )

Como a funcao Fi2(0, @) é par, segue que

/ / F12 d@dg&——/ / F12 d&dgo—i-—/ / F12 d@dgp s

Como Fi (0, ¢) é funcao periddica de periodo m em relacdo a ¢, temos

/ / F12 d@d@——/ / F12 d9d<p s

logo

/2 1 T /2
lim / FLQ(H / / F1 ,2 d@ ng = / / FLQ(@, QO) deé ng
N=o0 g m™Jo Jo

(2.160)

Das Eqs. (2.154), (2.155), (2.157) e (2.160), concluimos que o limite N — oo da
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corrente é dado por

J = A}im Jy = 7;ZR / dw w?sin® 0 hw [fr(w) — fr(w)] / 2dp { (A*+B*+C°) +
— 00 0

|w|eBluB2

4 [AQ . (BQ + 02)} cos(2¢) + 2ABsin(2¢p) }_1

Seja

1(0) = 2 / "de { (A% + B? 4+ C?) + [A? — (B? + C?)] cos(2¢) + 24Bsin(2¢) } '

(2.161)
Entao
J= Jim gy = 218 / dw w0 sin® 0 ho [f1. (@) — fa(@)] 16) ,  (2.162)
—00 T
|w|€BlUBQ
com
[(0) B /27r ng
Jo (A2+ B24C2) + [A2 — (B2 4 C?2)] cos(2¢) + 2AB sin(2yp)

™ dgp
B /_7r (A2 4 B2 + C2) 4 [A2 — (B2? + C?)] cos(2¢) + 2AB sin(2y)
A integral I(6) pode ser calculada a partir de uma substituicdo de Weierstrass,

t = tan (g) . Temos, portanto,

ot 1 —¢? 2dt
14+¢2 7

sin @ =
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Na nova variavel, a integral I(f) se escreve

1(9):/_00 (A2 4+ B2+ C?)(1+2) +[A2 — (B2 + C?)] (1 — 12) + 4 ABt

o dt
_/_oo (B2 +C2)12 +2ABt + A2

B 1 /°° dt
B2 2 AB 2 A2 A2B?
B2+ 0 J o (t + B?+C2) + e (BZ+C?2)2

! /°° dt
[ZENN el AT -

00 dt
(2 2
= (B +O)/OO (B2 + C2)2¢2 + A2(B? + C?) — A2B2

> dt
B /oo 2 + A2(B? + C?) — A2B?
B /‘” dt
) A2 42

logo
T

1) = ——
(6) AC]
Das Egs. (2.162) e (2.163), obtemos

(2.163)

7= lim Jy =108 / o % ho [fu(@) — fa@)] . (2.164)

|LU|€B1UB2

Das Egs. (2.148) e (2.150), obtemos

z z .
|A(0)C(0)] = (VL\/ Z_i + YRy /Z—; > (14 v17r w?) |wsind|
Z> < 2 .
= (,}/< — + _)(1+’7<7>O) ) |WS1D9|
\/ 2 \ 2

|w sin 6|

= (7<|Z>| + ’Y>|Z<| ) (1 +v<Y> Wz)
<Z>

Usando a Eq. (C.5), obtemos

|w sin 0]
2cos 6

[AO)CO)] = (v<lzs] + 75 l2<]) (T +7<y> Wz) (2.165)
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Levando esta expressao na Eq. (2.164), obtemos

277> / |w| sin 6 cos @
J = dw i [y (@) — Frw |
g (7<|Z>| +’Y>’Z<’)(1—|—"}/<’}/> w2) [ L( ) R( )]
|w|€B1UB2
(2.166)
onde lembramos (cf. Egs. (C.5), (2.132) e (2.145)) que
cosf = \/22122 ’ 167
e =2k melwg — W) (2.168)
> =24ma(ep ) (2.169)

2 2 2 2
Blz[wo,\/wg—l——},Bgz[\/wg—l——,\/wg—k—%——} . (2.170)
ms m< Me My

Como o integrando na Eq. (2.166) é uma fungao par de w (o fator hw [fr(w) — fr(w)]

é uma funcao par de w), escrevemos

J:4fy<—fy> / d : w sin @ cos hos [F1(0) — fr(w)]

m Yelzs| + 75 l2<] ) (14 7<y> w?)
wEB1UBy

Das Egs. (2.168), (2.169) e (2.170), segue que

Ze , se weE by
|2<| =

—2< , se wE By
Z , se W - Bl
|Z>| =
_Z> 9 se w €& BZ
Temos, portanto
—47< 7> / / w sin  cos 6
T (’7<Z>+7>Z<><1—|—’y<7> w2) [ L( ) R( )]

By Ba

No modelo em questao, temos 7. = (cm< e 7= = (=m- (i.e., a forca dissipativa
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sobre uma particula da extremidade da cadeia é proporcional ao seu momento), logo

J— dmom (< (s /dw _ /dw ( wsinfcosd hw [fr(w) — fr(w)]

T Cemezs + Gmsze) (14 Cc(omams w?)
(2.171)

Esta ultima expressao sera estudada analiticamente em dois casos limites: altas

B1 B>

temperaturas, correspondendo ao limite classico; baixas temperaturas, em que os

efeitos quanticos sao mais pronunciados.

2.3.2 Limite de altas temperaturas (classico)

No limite — 0, a Eq. (2.171) se escreve
BLLR
Je dmom~C(s /d /d w sin 6 cos 0
= w— [ dw
kp(Ty — Tr) T 2 F (Cemezs + Gomsze ) (1 + (cGmams w?)
1 2
(2.172)

Usando a mudanga de varidvel = =w? —w? e a Eq. (2.167), obtemos

Jcl o
kp(Tp — Tr)
2/m> 2/m<+2/m> 7 1— @
_ mems(<(s V 2172 4
= — de — dz 5 :
T 5 2/ (Cemezs + Gmsze ) [1 4 (cGmams (7 + wp)]
mg
(2.173)
onde (cf. Egs. (2.168) e (2.169))
R< = 2 - m<r
s =2 —Mm-T . (2.174)

Observando que
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a Eq. (2.173) pode ser reescrita como

J, <‘2 2/m> 2/m<+2/m>
ol Mems

= h(z;C, (<, (>, wp) do /‘hx7 ,Cey (s wp) do ,
k(T — Tp) -+3&) 0/ (2;¢, (<, Cs, wo) . (2;¢, (<, Cs,wo)

(2.175)

onde definimos

¢ = V(<ls (2.176)

e sendo

(C< + C>)\/1 - % (Z<Z> - 2)2

(Cemezs + Gmsze ) [L+ Cmems (z+ W%)]

h(z; ¢, (<, (5 wo) = (2.177)

Das Egs. (2.174), obtemos

(cmezs +(smsze = (C< +¢5) (2

logo

<M+ (ms
C<+ ¢

B V1= 1@ - ma)@—mox) -2

h(I;<,<<,<>,w0>: ( C

= m<m>x> 1+ Cmems (v + wd)]

o Me + (sm Mme+m
|:2 <C< C< =+ g> o 2 >> +me+ms — m<m>$:| [1 + C2m<m> (x + OJS)]
< >

Denotemos a média ponderada na equagao anterior por

W{m<,ms;(c, G} = §<772: j__ gim> (2.178)

e a média aritmética por

m<+m>

A{mo,ms} = (2.179)
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Entao escrevemos

V1= 112 = me)(@2 - moa) - 27

2(W — A) +mc+ms —memsz] [1 + Cmems (2 + W3)]
(2.180)

)

h(l’, C? §<7 C>7 (.Uo) =

onde omitimos os argumentos para simplificar a notacao.

Observando que

h(l’, Qa <<,C>,W[)) =

_1 ( ¢ ) V1= 1@ = mea)@ = moa) - 2
2(W - A)

¢\ 1+ Cmemswi ¢? ’
<M>Wy +me +ms —memsx] |1+ 1% o o2 MeMsT

definimos o coeficiente de dissipagao reescalonado

¢

(= ViR (2.181)
e escrevemos O
h(z; ¢, (<, G5, wo) = (%) h(z; ¢, (<, C,0) (2.182)
onde
, V1= 112 = ma)@ - m.x) -2
ha; (<, G, 0) = . (2.183)

2(W —A)+mc+ms —memsx] [1 + §’2m<m>x}

Explicitando os argumentos ¢, (- , (-~ e wy da corrente J, na Eq. (2.175), temos

2/ms 2/m<+2/m>

Jcl(Ca <<7 <>7w0) Tn<7/n><.2 / /

= h(z;(,(<,(~,wp) do — h(z;(,(<,(>,wp) dx
kB(TL . TR) 7_‘_({< +C>) J ( C C< C> 0) / ( C C< C> 0)

2/mc<

(2.184)
Das Egs. (2.182) e (2.184), concluimos que

JCZ(C7C<7C>7WO> = Jcl(§,7C<7C>aO) ) (2185)

com (' dado pela Eq. (2.181).
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No Apéndice D, obtém-se o resultado exato (cf. Eq. (D.30))

kp(Ty — Tg)

:2m1m2c/2 (CL + CR) 1+ C/2(m1 —+ TI’LQ) _ 2§/2(W . A) B

cl

B 4/4\/[(7711 — m2)2 - 4(W - A)Q} [(m1 + m2)2 — 4(W — A)Q}
14 ¢ (my + my) + 2¢%(W — A)
VI 202 (s + ma)] (142 (1 +2¢%m,)

T I Pl ) 13050V = ) B

onde lembramos (cf. Egs. (2.181), (2.176), (2.178) e (2.179)) que

C/ _ gLCR
1 + (Crmamaw}

_ Crmy + Crma
Cr+Cr

. mi + Mo

N 2

Y

A

Em particular, para (; = (g = ¢ temos W = A e a Eq. (2.186) se reduz a
(Ref. [29])

_ kp(Tp —Tg)

 dmamsy (P

14 2 .52
1+<—/2(m1+m2)_ C |m1 m2| .

Je
: L+ ¢%(my +my)

/[ 207 ma)] (14 20%ma) (14 2% ma)

2.187
1 —|—C’2(m1 +m2) ( )
No limite m; — my = m e para wy = 0, a Eq. (2.187) se reduz a
kg1, — T,
Ju = B<4L—2<3R) (1+2m¢ = VT+am®) (2.188)
m

que é o mesmo resultado obtido por Rieder, Lebowitz e Lieb para o fluxo de calor em
uma cadeia cldssica homogénea, na auséncia de qualquer potencial on-site [4].

No limite assintético m — oo, a corrente na cadeia homogénea com wy = 0 decai
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CO1o h

C

kp(Th, — Tr)  2(m

Escrevendo m = 1/e, onde € < 1 (o sistema de unidades é definido de tal forma

que a massa seja adimensional), temos

Jhom(wy =0) €
S~ — 2.189
kp(Tp, —Tr)  2( ( )

Para wy # 0, temos

Jhom(wo 7& O) 62

cl

l{?B(TL — TR) ~ 2ng

(2.190)

Observe-se que o potencial on-site produz o efeito de diminuir a corrente.
Consideremos agora uma cadeia com massas muito grandes e muito pequenas se

alternando, mais precisamente com

m< :€<< 1 5
ms =1/ | (2.191)

em que o sistema de unidades é definido de maneira que as massas sejam adimensio-
nais.
Levando (2.191) na Eq. (2.187) e expandindo em poténcias de €, obtemos
Jalt CIQ

cl _ > 2 3
—k?B(TL—TR) 4<€+O(6)

Da Eq. (2.181), segue que

let B C
kp(Ty, —Tr)  4(1+ C2w}) e+0(e) (2.192)

Note-se que esta expressao € valida para ambos os casos wy = 0 e wy # 0. Nova-
mente, o potencial on-site produz o efeito de diminuir a corrente. Esta expressao ja
havia sido obtida nas Refs. [28,36] para o caso wy =0 .

Para wy = 0, segue das Eqgs. (2.189) e (2.192) que
Ji'wo=0) ¢

— =~ ) 2.193
J(Som(cdo — 0) 2 € ( )
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I:I Cadeia homogénea

‘ I:l Cadeia com massas alternadas

001

Figura 2.4: Contribuicao das freqiiéncias para a corrente em uma uma
cadeia homogénea com m = 7 vs. cadeia com massas alternadas m. = 1/7,
ms="T7,para (; =(g=1e wy=1.

Para wy # 0, segue das Egs. (2.190) e (2.192) que

Jilt(wo #£0) 1( C2w? > 1

— < = . 2.194
T 20) " 2\@ug+1) <2 (219

As Egs. (2.193) e (2.194) mostram que a alternancia de massas ora muito grandes,
ora muito pequenas ao longo da cadeia é um mecanismo de isolamento térmico mais
eficiente do que o simples aumento das massas numa cadeia homogénea. No caso
wo = 0, tal efeito ja havia sido apresentado nas Refs. [28,36]. O grafico do integrando
da Eq. (2.172) em funcao da freqiiéncia, mostrado na Fig. 2.4, evidencia que ha mais
frequiencias contribuindo significativamente para a corrente na cadeia homogénea,
originando o efeito isolante observado na cadeia de massas alternadas. Nos gréficos
das Figs. 2.5 e 2.6, observa-se que o decaimento da corrente ¢ mais acentuado ao
longo da diagonal m; = ms do que ao longo da hipérbole m;ms = 1. Note-se também

que o efeito é mais acentuado para wy = 0, tal como previsto nas Eqs. (2.193) e
(2.194).
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Figura 2.5: Corrente por diferenca de temperatura em fungao das massas
my e mg para (; =(g =1 e wy =0 (cf. Eq. (2.187)).

ky (Tr - Tg)

Figura 2.6: Corrente por diferenca de temperatura em fungao das massas
my e my para (;, =Cr=1ewy =1 (cf. Eq. (2.187)).
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Corrente em uma cadeia homogénea com massas tendendo a zero

Para uma cadeia homogénea (i.e., com m; = ms = m) mostraremos que o limite
da corrente quando m — 0 muda abruptamente do regime cléssico (limite de altas

temperaturas) para o quantico.

Pondo m. = m- = m na Eq. (2.187) e expandindo mJ, em série de Taylor para

pequenas massas, obtemos

1 -
Jo _ Ly om)] ™=

Fn(Tr —Tp) ~ 2Cm (2.195)

Consideremos agora o regime quantico. Para (. = (. =(em.-=m~=m , a

Eq. (2.171) se escreve

m¢ “im w\/l —[1—im(w? - wg)]Q
= — / dw

i 1+ 2m2w?

J hw [fr(w) — fr(W)]

wo

Usando a mudanga de varidvel u = m (w? — w?) , temos

C2r 1+ mlwd 4+ Cmu /m vm
0

u
J_hC 4du Vi 1_1 Vu + mw? [f (x/u+mw(2)> F (Vu+mw§>]
= L — R\ —F—— ;

logo

712 B [ i <_W) [ . (ijmwg) . (xﬁ%mwgﬂ
(2.196)

Observando que

hiw _1>hw+1 hiw 2>1 hw 2:
P kT R “ kTrr 2 \kgTrr) — 2 \kTLr

hw -1 2 k% T?
2 BLLR
= w [exp (k‘BTL,R> - 1} < 0

73



obtemos

2k TE i

W fr,r(w) < = ,

logo a desigualdade (2.196) implica

4
¢vm u
|J|f;—7;ﬁ—'k% CI%'+[Té) du 1— Z ,
0
ie.,

1J| <

8¢v/m
h

S ki (T2 +712) "% 0 . (2.197)

Em resumo, no regime quantico a corrente decai a zero nao mais lentamente
que v/m , em contraste com o regime classico, no qual a corrente tende a infinito

proporcionalmente a 1/m.

2.3.3 Limite de baixas temperaturas

Nesta subse¢ao, obteremos estimativas para a corrente no limite de baixas tempera-
turas, tanto para wy = 0 quanto wy # 0, em dois casos distintos: cadeia homogénea
com m; = mg = 1/e€ > 1 e cadeia com massas grandes e pequenas se alternando, tal
como na Eq. (2.191).

2 2

Usando novamente a mudanga de varidvel x = w® — wj e lembrando da relacao

\/ 2172
2

cosf = , para (- = (-~ = ( a integral (2.171) pode ser escrita como

2/m> 2/m<+2/m> 1 2
J:m<m><’ /dx—/dx ( \/1—Z(Z<Z>—2)

™ Mezs + M 2< ) [1 + Pmems (z+ W%)]

X

0 2/m<
X hyJwi + [f,;(\/wg +x) — fr(y/wi + x)} , (2.198)

onde z. e z- sdo dados pelas Egs. (2.174).
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I) WOZO

No regime de baixas temperaturas, apenas valores de x préximos de zero contribuem
substancialmente para a integral (2.198), logo a corrente numa cadeia com massas

me=€e<K 1, ms=1/e édada por

Jx x
I = CE/ 6 \Jwid +x

1~|—C2w + 2z

2 2
exp (_h\/wo +:)3) ~ exp (_h\/wo + :B)

kBTL kBTR

x
Mudando a variavel de integracao para y = 5 obtemos
€

1
Jalt — 2<62 /dy Y (1 _ y)
LT T 14 C2wd + 2C%ey

/ ha/w? + 2 ha/wi + 2

k)BTL kBTR
1

22
HCQ /dy< - HCCQ 5 y> y(1—y) x

0
. p( h\/w§+26y> exp ( h/wi +2ey>]
xp|l————-——"| —exp| ——"F——"7~—=

0

X hy/wd + 2ey

kBTL kBTR
(2.199)
Para wy = 0, temos
Jalt< 0) ~
1
2V2 1 (€2 ) h2e\/y W2y
e 1-2 1- - | — B ——
- / dy (1-2Cey)y y |exp T exp | ==
0
1
42 R 2 hv/2 hv/2
zg/duu?’(l—%?ﬁu?)vl—zﬂ exp [ — € u —exp | — € u
T kpTy, kpTr
0
1
4N/2 R 2 /2 hiv/2
%’&/duu?’\/l—zﬂ exp | — u —exp | —  u (2.200)
T kBTt kpTr

0
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) . T, + T
No regime de resposta linear T, — T < L i

=T, temos

fuw hw huw B ,
a - B ——— | (T, -T T, —T
exp < kBTL) exp < kBT> + e exp < . ) (Ty, )+ O (T, R,

he hu hu hu )
exp <— k?BTR) = exp <— k;BT> + e exp (_k:B_T> (T —=T)+ O (T, —Tg)”

hw hw hw Fiw )
N - - = —— | (T, - T, T, — T,
P ( k?BTL> P ( kBTR> kpT? P ( k:BT) (T r)+O(TL R)

(2.201)
Usando esta expansao na Eq. (2.200), obtemos

1
alt — 2013
Jirlwo =0) o 8h*Ce / du uVI = exp (_m—e ) S (2202)

o U
kg (T, —Tr) = (kBT)2 / kgT

Observando que

1

nv/2e 1 1
2 3 T knT 2 3 VZe 2 3
Scee o7 5 /duu4\/1—u2§—8hge2/duu4v1—u2€ZBT“S—ShCEQ/dUU4vl—U2
W(kBT) ) W(k}BT) . 7T(k’BT>

0
e Fat _BIE
4(kgT)> ~ 7 (kgT)

1

2/duu‘l\/l—'zﬂe kpT = < %
) 4 (kgT)

e que o erro devido a substituigao de Ji&(wy = 0) pela expressao do lado direito da

Eq. (2.202) é de ordem superior & mesma, existem constantes 0 < C; < 1 e Cy > 1

tais que V e e V (T, — Tg) suficientemente pequenos

RCe Rt M (g = 0) R2¢
f— e < LT < p R— e . (2203)
4 (kgT) kg (T, — Tr) 4 (kgT)

Consideremos agora a cadeia homogénea a baixas temperaturas, com wy =0 . A
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corrente neste caso é obtida da Eq. (2.198) pondo-se m. = m~ = m,
2/m 4/m

2
mh ¢ 4—(22-2)
Jom = ——=1 [ d d
i /*/ e e wd)]
0

2/m

<fuh o | £y 4 0) = e+
4/m

mh ( V4 — 22
| YT e @)
0

X y\Jwd +x {fL(\/wg +x) — fr(y/wid —l—:z:)}
Lembrando que z =2 — ma (Egs. (2.174)), obtemos
4/m
h 4 —
Jhom — TZWC dx 1 +Z;a;1(2 @ 7—7:3;)8)] Vwi+ {fL(\/wg +2) — fr(y/wi + x)}
0

RS 4du\/u(4—u)\/u+mw§ F Vu + mw? y Vu 4 mwd
dmy/m ) [+ ¢Pm (o mug)] ’ vm " vm

Mudando a varidvel para y = \/u, segue que

vm

2 > 5 2
Jhonl FLC d y2+mw3\/ 1_% 2[f ( 92+mwc2)> f < y2+mw
- L\ — — —JR\ —  —

wvm ) T Cm (2 mad) !
0

Para wy = 0, temos

7
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Para baixas temperaturas e no regime de resposta linear (cf. Eq. (2.201)), obtemos

C(Ty, — Tk) \/1—— h
T = o) = T R/ e (<)

kaBT2 1+<2 ]{?BT\/_

32h2 TL - TR / 4\/ 1— 22 2hx
= exp | ———
mmkgT? 1+ 4C2mx2 P kgT\/m ’

logo

1

8h2(TL — TR) 4, /1 — 1:2 b 8h2(TL _ TR) )

T . a4 e om — < — 3
w(m2kgT? P kBT knT/m /d“T 2 < Jpp'(wo =0) < —/dxm VvV1—=x

w(m2kgT?
0

(8vV2 — 11)R*(Ty, — Tr) 2 < TPy = 0) < R2(Ty, — Tg)
2CkpT?m? kpT~/m = 2CkpT?m?

Para m = 1/¢, temos

2hy/e

2 —11)e F8T hom — 2
R (8v2 —1 )2 e i (wo O)g h e (2.205)
2¢ (kgT) kp(Tr —Tr) ~ 2¢ (kgT)
Das desigualdades (2.203) e (2.205), concluimos que
C%fﬁg JH (wo = 0) CQG%\/TE
C < <Ch—> € (2.206)
2 JE§™ (wo = 0) 2 (8v2 —11)

Portanto, o efeito termo-isolante observado em cadeias classicas com massas al-
ternadas e com wy = 0 (cf. Eq. (2.193)) continua sendo véalido no regime de baixas

temperaturas (v. grafico da Fig. 2.7).
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Figura 2.7: Corrente em fungao das massas m; e my para (; = (g = 1,
wo = 0, kT, = 1/1000, kgTr = 1/1050, sendo h = 1. Grafico obtido por
integracao numérica (cf. Eq. (2.198)).

) wp #0

Neste caso, temos /w2 + 2y = wy + &Y , logo a Eq. (2.199) implica
Wo
Jalt( 7&0) ~ 2h<€2 /1 d (1 ) < _khw’l(“) Tk ;L“e Y _ktho Tk ?6 y)
w = — w e FBYLe FB*LYO — e ~*B'rRe FBY'R%O
LT\*0 T (1 + ngg) o Yy Yy Yy 0

2hw0(62 ! — T — g
~ TS (1 ( kT kT ) ) 29
e g)/o dy vy ( y) e *8TL —e FBTR (2.207)

T, + T
No regime de resposta linear T, — T < L+ ’r =T, segue da Eq. (2.201) que
2hwy C €2 ! hwoy — _hwo
Jalt w 0 ~ / d 1 o e kBT
B 200 = o Jy WYY Gy

hwo
2h? w2 ( 2e *BT !
= k / dy Vy(1—y) .
0

7 (1 + C22) (kgT)?
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logo
B2 2 gezef%
0
4(1+ ¢2p) (kpT)*

Consideremos agora uma cadeia homogénea a baixas temperaturas, com wy # 0.

Ti(wo # 0) = (2.208)

A corrente neste caso é dada pela Eq. (2.204),

\/m\/l——

\/_ 1+C2 (y? + muw?) v

[ () ()

42 2. /1 — u2
_ 8h¢ du Va2 + mwiv/1 —u 2

Cm/m 1+ 2m2w? + 4¢2mu?
0

du? +muwg ) 4u? + mw3
) ()

No limite de baixas temperaturas, obtemos

Jhom (WO ?é 0)

1

8h ¢ du Vau2 + mwiy/1 — u? 2
T/m 1+ 2m2w? + 4¢*mu?
0

x[e <h\/4u2+mw8> . (h\/éluz—l—mwg)]
xp | — —exp | —

T (o 7 0) =

kpTi/m kpTry/m

Para m = 1/e > 1, obtemos

2 W W 1
hom( wy #0) = Bhe (67 ’“quL — efk;ToR) / du u?V1 — u?2
0

m{wo

T, +Tg

No regime de resposta linear T, — T < =T, segue da Eq. (2.201) que

hom 8h2 62 ] ' 2
T wo #0) =2 ————— e Fs7T du u*vV1—u? |
¢ (kpT) 0

logo
2 2 "
Jom(y £ 0) 2 1 i (2.209)
2¢ (kgT)*
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Figura 2.8: Corrente em fungao das massas m; e my para (; = (g = 1,
wo = 0.01, kT, = 1/1000, kgTr = 1/1050, sendo h = 1. Gréfico obtido por
integragao numérica (cf. Eq. (2.198)).

Das Egs. (2.208) e (2.209), finalmente obtemos

alt 1 2, 2 1
—JhLT(w” 70 1 C;’O <= (2.210)
Ji(wo #0) 2 \Cug + 1 2

Neste caso, o efeito é idéntico ao observado em cadeias classicas com massas
alternadas e com wy # 0 (cf. Eq. (2.194)). O grafico da corrente em funcdo das

massas para este caso pode ser visto na Fig. 2.8.
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Capitulo 3

Cadeia classica fora do equilibrio
sujeita a um potencial on-site

anarmonico

Neste capitulo, estudaremos um modelo classico para o transporte de calor em uma
cadeia de osciladores fora do equilibrio térmico. Enquanto a interacao entre os os-
ciladores serd puramente harmonica, cada particula estara sujeita a um potencial
on-site anarmonico, composto de um termo quadratico e um termo quartico. As ex-
tremidades da cadeia serao mantidas em contato com banhos térmicos reais a duas
temperaturas distintas e os sitios internos serao conectados a reservatorios estocasticos
(supostamente) representando o efeito residual de interagdes nao lineares ausentes na
hamiltoniana do sistema.

O capitulo serda organizado como segue: primeiro, descreveremos o modelo; em
seguida, apresentaremos um método aproximativo que tornara possivel o célculo de
grandezas fisicas relevantes; finalmente, o referido método sera aplicado ao céalculo
do fluxo de calor e do perfil auto-consistente de temperaturas. Mostraremos que um
“efeito isolante” similar ao observado em cadeias harmonicas classicas e quanticas com
massas alternadas (Cap. 2) também ocorre em cadeias harmonicas e anarmonicas com

massas alternadas e com reservatorios auto-consistentes ligados aos sitios internos.
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3.1 Descricao do modelo

Nesta secao, descreveremos em detalhes a dinamica do sistema, que consistira de
uma parte deterministica (hamiltoniana) e de uma parte estocéastica. Como ja dis-
semos anteriormente, as extremidades da cadeia serao mantidas em contato com re-
servatorios térmicos reais a duas temperaturas distintas, enquanto os sitios internos
serao conectados a reservatorios estocdsticos que satisfazem a chamada condicao de
auto-consisténcia, garantindo-se que tais reservatérios, na média, nao injetam nem ab-
sorvem energia dos sitios internos no estado estacionario. A introducao deste artificio
na dinamica de Langevin foi proposta em [10] sob a justificativa de se simularem
interacoes anarmonicas ausentes na hamiltoniana do sistema. No caso harmonico,
verificou-se que tal mecanismo é suficiente para destruir a coeréncia dos fonons que
realizam o transporte da energia através da cadeia, levando ao equilibrio local e & Lei
de Fourier (v. Ref. [10] e, para um argumento rigoroso e valido no caso multidimen-
sional, v. Ref. [11]).

A particularidade do modelo estudado neste capitulo serd a presencga de um poten-
cial on-site anarmonico em cada sitio da cadeia, consistindo de um termo quadratico
e um termo quartico. Enquanto a introducao de um termo quartico no potencial tor-
nard o modelo mais realista, serd inevitavel introduzir ruidos estocasticos nos sitios
internos da cadeia, por razoes técnicas que ficarao claras na Segao 3.3. Por outro
lado, a presencga de reservatérios auto-consistentes nao é determinante para que al-
gumas propriedades do transporte de calor sejam observadas. Por exemplo, a cadeia
harmonica classica nao-homogénea, mesmo com reservatorios nos sitios internos, nao
apresenta retificagao [33], mas tal fendmeno pode ser observado em cadeias sujeitas a

potenciais on-site anarmonicos, em que os reservatorios internos estao presentes [34].

Consideremos uma cadeia de osciladores regida pela hamiltoniana

N+1 2 N+1

p; 1 1 2
H@p) =D g+ U @) +5 2 U0 @ —a)| - (3.1)
j=1 =1
(I#7)
Para j =1,..., N, as equagoes de movimento (dinamica de Langevin) sdo obtidas
acrescentando-se a cada equacao de Hamilton p; = 30 a forca dissipativa ohmica
9
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dB;
—(;pj e a forca aleatéria 7;/2%- (t), sendo n;(t) = d_tj (j = 1,...,N) ruidos bran-

cos independentes e gaussianos, i.e., varidveis estocasticas gaussianas satisfazendo as

seguintes propriedades:

i) () =0

i) (n;(s)m(t)) = o(t — s)dju -

Portanto, as equagoes dinamicas para j = 1,..., N se escrevem
Dj
dg; = —dt 3.2
4; m; ) (3.2)
oOH
dpj = = -dt = Gpydi + v/2dB; (3.3)
j

em que a intensidade do ruido em cada sitio esta relacionada ao coeficiente de dis-

sipacao e a temperatura do sitio através da relacao de Einstein
Vi = 26GmyTy (3.4)

onde adotamos o valor kg = 1 para a constante de Boltzmann. Esta condi¢ao é um
tipo de relagao flutuagao-dissipacao, necessaria para que o equilibrio seja atingido
quando todas as temperaturas forem iguais.

Nas extremidades da cadeia, impomos condigoes de contorno de Dirichlet ho-

mogeneas, i.e.,

G =qn+1 =0

po=pn+1 =0

Consideremos o caso em que o potencial on-site U;l)(qj) ¢ dado por

1
U (@) = 5Kid; + AP (as) (35)
sendo
q
P(QJ)ZZ : (3.6)

. . ~ , . 2 - .
Os potenciais de interagao entre as particulas da cadeia, U ;l )(qj—ql), sao harmonicos,
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ie.,
(2) 1 2
Uy’ (g5 — @) = 3 g —a)” (3.7)
onde K é uma matriz simétrica, cujos elementos sao todos nao-negativos.

Neste caso, a Eq. (3.1) se escreve

N+1 9 N+1

2 1 1
H(g,p) =) 5 T 5 e + ZZKj’ (5 —a)°| - (3.8)
j=1 7 =1
(1#35)
eaEq. (3.3), para j =1,..., N, se escreve na forma
/ 1/2
dp; = — | Kjyq + Y K (g— @) + AP'(q) | dt — Gpydt +;°dB; . (3.9)
I

Considerando apenas interacoes entre vizinhos proximos, a matriz simétrica K se

reduz a uma matriz tridiagonal e a Eq. (3.9) pode ser escrita na forma

dp; = — [K50; + Kjj1 (@5 — @j—1) + K1 (@5 — gj1) + AP (g;)] dt —
1/2
sendo j =1,..., N e com a convencao gy = qn+1 = 0 (i.e., condigdes de contorno de

Dirichlet homogéneas).
Seja J uma matriz simétrica (de elementos J;;) e M uma matriz diagonal (de

elementos diagonais M), definidas de tal forma que

1 1 1 1
> §ijq]2 + ZZKjl (5 —a)’ =) §qu]2- +3 > g
j il il

J
J#l

Esta ultima equagao mostra que J + M é uma matriz positiva-definida. Seguem

as seguintes relagoes entre a matriz K e as matrizes M e J:

Kjl = —le , S€ ]7&[ ; (3.11)
Kjj=M+J;+ > Ji - (3.12)
k
ki
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observe-se que para j # [ temos J; < 0).
J

A hamiltoniana (3.8) pode ser expressa em termos das matrizes M e J como segue:

N+1 2 1 N+1

Dj 1
H(q,p) = Z — + —qu?- + 5 Z ququj' + )\jP(qj) . (313)

- 2mj 2
j=1 =1

Em termos das matrizes M e J, a Eq. (3.10) se escreve

dp; = [ (M; + Jig) 4 = Jyjmrdi-1 = Jrgmdien — AP (g) b = Gpydt +7;7dB;
(3.14)
sendo j =1,..., N.

3.2 Fluxos de energia em uma cadeia classica fora
do equilibrio

Nesta sec¢ao, sera deduzida a expressao geral da conservacao local da energia em uma
cadeia classica fora do equilibrio.
Consideremos uma cadeia cléssica descrita pela hamiltoniana (3.1) e com as equagoes

de movimento (3.2) e (3.3). Podemos definir a energia local do j-ésimo sitio como

2 N+1
p; 1 1 2
Hj(q,p) = 2—ﬂg+Uf )(qg')+§ SUP(g—a) - (3.15)
J I=1
(1)

Note-se que Zjvzl H; =H.
A diferencial da Eq. (3.15) é dada pela Férmula de It6 [26],

OH; OH; OH;
dH; = E)t] dt+ ) 5 ¢; der + 5, 8;5 dordén,
k k,m m

0H;
Como —2 =0 , temos
ot

o°H,
op?

1 1 2 Pj 1
dH; = VU! )(Qj)dqj"i_éZvU](l (gj—a) (0 — 0 ko+Edepj+§ ; dprdpr

(1#5)
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Aplicando as regras do Célculo de It6, deduzimos da Eq. (3.3) que dpxdpi = ;dt,
logo

AH, = VU (g Ped + 5 5 S VU = a) (g~ da) + 2y + 50

2m;
(l#J)
Usando a relacao de Einstein (3.4) e as Egs. (3.2) e (3.3), obtemos
Pi G0 1 @ 17
H. = ZvuW (g, - ) (g, — 52 -
dH, mjVU] (gy)dt + 5 ZI:VUJZ (¢; — @) (mj ml) dt
(1#7)
' 71/2
- f;—f v (g;) Zv )+ Gy | dt+ —Lp,dB, + G Tydt
J m;
(Z#J)
Escrevendo dB; = n;(t)dt, temos
dH; (2) Dj D 1/2 Dj
) _ A U _ 2 ST p.(t) . (3.16
b (n-L)- S0 (2 ) el P @
(lsﬁj)
A esperanca desta ultima expressao é dada por
dH;
(G = ®y - - 7o) (3.17)
em que
(#5)
Rty = (1~ L) (3.18)
j
1e (2) pi M
(Fjm) = 52 [Vsz (¢; — Ql)] m; + o : (3.19)
1=2
(I>4)
e 0 p
2 I j
I=1
(1<3)

A Eq. (3.18) representa o fluxo de calor entre o j-ésimo reservatério e o j-ésimo

sitio da cadeia. As Eqs. (3.19) e (3.20) representam, respectivamente, o fluxo de calor
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que sai do j-ésimo sitio pela direita e o fluxo que entra no mesmo pela esquerda. Note-

se que os fluxos de calor entre os sitios da cadeia dependem apenas dos potenciais de

interacao entre as particulas.

Consideremos o caso em que a interagao entre as particulas é puramente harmonica,

i.e., o potencial é dado pela Eq. (3.7),

1
2
U](l)(%' —q) = 5 g — QZ)2

Neste caso, temos

VUJ(E)(QJ —q) = Kj(q —q) = —Julg; — a)

Caso haja interagoes apenas entre vizinhos préximos, as Eqgs. (3.19) e (3.20) se

escreveln

1 b Pj+1
(Fjojr1) = —5 i+ <(qj — qj+1) <#j + —mj;l)> ; (3.21)
1 Dji—1 . Dj
Fooi V== . =) | ==+ _3)> , 3.22
( j 1%3) o V31 <(qJ 1 q]) (mjl m; ( )

isto é, a corrente de calor esta associada as correlacoes posicao-momento.

No estado estacionario de nao-equilibrio, a energia média de cada sitio é constante,

logo
dH;
SR

Neste caso, a Eq. (3.17) se reduz a

(R;(1) = (Fim) = (Fg) (3.23)

Para os reservatorios internos (j = 2,..., N — 1), usaremos a chamada condi¢ao
de auto-consisténcia [10] para garantir que, em média, ndo haja transferéncia de calor
entre cada sitio interno da cadeia e respectivo reservatério no estado estacionario. Esta
condi¢ao pode ser expressa como (R;(t)) = 0 e obtida a partir da escolha particular
de temperaturas (Eq. (3.18))

m;

: (3.24)
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de modo que

(Fim) = (Foi) (3.25)

isto é, a energia apenas passa através do j-ésimo sitio, sem que haja qualquer retencao.

3.3 Um método aproximativo para o estudo do

modelo anarmonico

Nesta segao, sera apresentado um método aproximativo, proposto na Ref. [34], que
possibilitara o calculo da corrente de calor e do perfil de temperatura no modelo
descrito na Se¢ao 3.1.

Antes de prosseguirmos, serd tutil introduzirmos a notagao mais compacta do vetor
no espaco de fase ¢ = (¢,p), com 2N coordenadas. As equacoes dinamicas (3.14),

. ~ Dj . . .
juntamente com as relagoes dg; = —~dt, podem ser escritas na forma matricial
m;
j

o =—Ap—AP'(¢) +on (3.26)

onde A = A° + J e ¢ sdao matrizes 2N x 2N dadas por

A0:<0 —m_1> | j:<0 0) ’
M T J 0
00 0 0
A_<0 )\) ’ U_<o 2FmT> ’ (3:27)

onde [ é a matriz identidade N x N ; M é uma parte diagonal da matriz de interagoes
® e J é uma matriz simétrica tridiagonal N x N igual a diferenca entre a matriz de
interagoes ® e a matriz M (ie., =M+ J); ', m, T, X sdo matrizes diagonais
N x N cujos elementos diagonais sao, respectivamente, (; , m; , T; , A; ; o vetor 7
contém os ruidos brancos independentes e gaussianos; P’(¢) ¢ uma matriz 2N x 1 com
P(p)j=0paraj=1,....N e P (p); =dP(pi—n)/dpi—n parai= N +1,...,2N.

No que se segue, adotaremos a seguinte notacao indicial: usaremos o indice ¢ para
valores no conjunto {N +1, N +2,... 2N}, j para valores em {1,2,..., N} e k para
valores em {1,2,...,2N}.

A fim de simplificar os calculos, o sistema serda mapeado em um sistema de massas
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unitarias, i.e., m; =1V j , através da mudanca de varidveis e parametros (Ref. [34])

—-1/2

—1/2
G = mY2q, ik =m; P T my
{ ~ '_1/2 ) i\i: /\]/mf . (328)
M; = M;/m;

As equagoes dinamicas para ¢; , p,; sao semelhantes as de g;, p;, porém com m; = 1
Vj e com Jj;, \; e M; substituidos por j;»k, Xj e ]\Z, respectivamente. Para simplificar
a notacao, escreveremos por exemplo g; ao invés de g;, mas posteriormente todas as
variaveis e parametros serao reescalonados, de modo a recuperarmos a dependéncia
com relagao as massas da corrente e do perfil de temperatura.

A fim de calcularmos a corrente de calor através da cadeia (Eqgs. (3.21), (3.22)
e (3.25)), precisaremos obter alguns elementos da matriz de covariancia (p(t)@” (t))
no limite de tempos longos ¢ — oo, i.e., no estado estacionario de nao equilibrio.
Descreveremos agora o método proposto na Ref. [34] para o célculo da covariancia.
O método consistird em aplicarmos o Teorema de Girsanov [26], também conhecido
como férmula de Cameron-Martin, para estabelecermos uma representacao integral
para a funcao de correlagao de dois pontos.

Seja ¢(t) o vetor no espago de fase quando o potencial de interagdo entre as
particulas da cadeia é desligado, i.e., quando J = 0, e seja p(t) o vetor que representa
o processo completo, com J # 0. Usando o Teorema de Girsanov, podemos relacionar
as distribuicoes de probabilidade dpu, e djug associadas, respectivamente, as variaveis

estocésticas ¢(t) e ¢(t) como segue:

djip = Z(6(0))dpis (3.29)

onde o fator Z(¢(t)) é dado por

Z(6(t)) = exp ( /0 "udB(s) - % /0 t u2ds) , (3.30)

sendo u um vetor cujas coordenadas satisfazem

721,/?\;111 = — Z Tixdr = — Z Jij¢; - (3.31)
k J
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Nesta ultima equagao fica claro que o teorema se aplica somente na presenca de ruidos
nos sitios internos da cadeia.

Temos
u-dB = — Z%__%jSj%dBi

i,J

A equagao de Langevin (3.26) pode ser escrita na forma

dpy = = 3" Adds — N P (@)ids + 7% dB; . (3:32)
k./

Das duas ultimas equacgoes, segue que

u-dB ==Y "7 T, (dgzﬁi +) A% drds + Ai_NP’(gf))ids) . (3.33)
k/

i3

Segue do célculo de It6 e da Eq. (3.32) que
d (W n0:iTi595) = VT (056: + ¢id;)
Como d¢; = ¢j1nds , temos
d (VN 0iTii05) = 1w Tiiidoi + vy 0iTijdi4nds
Somando nos indices i , 7 em ambos os lados desta ultima equagao, obtemos

- Z YionTij9idg; = — Z d (v v 0iTijd5) + Z Vi-nGiTidsnds
%,] 1,7 %,J

Substituindo o termo — ;. v,y Ji;¢;d¢é; da Eq. (3.33) por esta tltima expressao,

obtemos
u-dB ==Y d(v v¢:iTy0;) + Y i i Tidiends—
i,j 2

- Z 03 T3 Vi N A rds + Z ;T Ni-nP (@)ids . (3.34)

i,5,k 1,7
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Da Eq. (3.31), temos

= ugu; = Z% TiviinTiydy - (3.35)

1,5,5"

Levando as expressoes (3.34) e (3.35) na Eq. (3.30), finalmente obtemos

Z(9(1) —eXP( Z’V (t)Tij05(t +Z'7 (0)T:50;(0 ))
X €Xp [Z/ ds 71 N¢Z< )$J¢]+N Z/ d8¢] ]z/}/z - A?k¢k( )

4,5,k

—Z/dsaz T NP O = 33 /ds@ VT Tdn(s)|

1,5,5"

(3.36)

onde assumimos que a condi¢ao inicial ¢(0) ¢ fixa (i.e., deterministica).
Da Eq. (3.29), obtemos uma representacao integral funcional para a fungao de
correlacao de k pontos nos instantes tq,...,t; <1,

f¢r1 tl d)rk(tk) <¢(t))d,u
<90T1 (tl) - Pry, (tk)> j‘ Z dl% 2

, (3.37)

onde Z(¢(t)) é dado pela Eq. (3.36) e duy € a distribuigao de probabilidade associada
ao processo estocastico ¢(t).

Como a varidvel ¢(t) satisfaz uma equacao diferencial estocdstica nao-linear (o
termo qudrtico do potencial on-site gera um termo ciibico na equacao diferencial),
nao sera possivel calcularmos as fungoes de correlacao ou a distribuicao no espaco
de fase djuy(t) de tal varidvel, para qualquer instante de tempo. Entretanto, como o
processo ¢(t) envolve apenas particulas ndo interagentes, cada qual em contato com
um reservatério térmico, sabemos que a sua distribuigao du.(¢) para tempos longos

(i.e., de equilibrio) é a distribuigao canonica de Boltzmann

N N
dpts(¢) = exp (— > H= /Tj> [T d6;d6;.n/morm. (3.38)
=1 i=1
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com
_ 1
J=0

HY= = 503w + Mjgb? +AP(d;) (3.39)
Como no caso J = 0 nao ha interacao entre as particulas da cadeia, a distribuicao
conjunta do processo ¢(t) em qualquer tempo é o produto das distribui¢oes marginais
de cada sitio j = 1,..., N. Para verificar que a distribuicao de Boltzmann é de fato
a distribuigao estaciondria (neste caso de equilibrio) do processo ¢(t), basta mostrar

HY=0 Ty

que a densidade de probabilidade marginal e /norm. é solugdo estaciondria

da equacao de Fokker-Planck associada a dinamica de Langevin do j-ésimo sitio.
Pelas Eqs. (3.21) e (3.22), o célculo da corrente de calor envolverd expressoes do
tipo (wu(t)py(t)), comu > N e v < N.
Escrevendo o fator Z(¢(t)) (Eq. (3.36)) na forma

Z<¢<t>>=e—V<¢<t>>=exp{—[F<¢<t>)—F<¢<0>>]— /O W(¢><s>>ds} , (3.40)

podemos expandi-lo ao considerarmos apenas interacoes fracas entre as particulas da

cadeia:

Z(9(t)) = 1=V (6(t)+O (Il7]*) = 1-[F (4(t)) — / W (¢(s)) ds+O ([7]7)
(3.41)

sendo ||J|| = max; y{J;; } e
Zv (1 Tj04(t) (3.42)
W(g(s)) = — Z%_lzv@ ) Tis05en(s) + Y 65() T NARSK(s)+  (3.43)

1,7,k

+Z¢J TEr N A=n P (0)i(s) + O (|1 T]1%)

Levando a expansao (3.41) na Eq. (3.37), podemos obter uma expansao pertur-
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bativa da covariancia (. (t)¢,(t)), em fungdes de correlagio truncadas:

(u(t)u(t)Z((1))),
(Z(0(1))

(Du(t)pu(t) [1 = V(o(£)] + O (I 7]1%)),
L= V(o)) +O(7]?)

(ult)pu(t)), =

(Bu0)6,(8) L= V0)] + O (ITI7)), (1 + V(6(2) + O (1)),
(66,0}, — [(6uD6.OV O}, — (Gu(6.(), (VEO),] + O (ITTP)
( — BuB6(0) VS, + O (I1P)

= (a0} — (D)0 F D)), + (9u0)60(0) FSO)), ~

- [ oW e, ds+ 0 (1)

Nas expressoes acima, introduzimos a notagao

(X(0(t1)); Y ((t2)))y = (X(0(11))Y ((L2))) g — (X(0(t1)))y, (Y ((t2))),  (3.44)

para a fungao de correlacao truncada de duas fungoes quaisquer X (¢(t1)) e Y(o(t2)).

No limite ¢ — oo (estado estaciondrio), temos (¢u(t)¢,(t)), — 0 , pois a dis-
tribuigdo de Boltzmann (3.38) nédo correlaciona os vetores posigdo e momento, cujas
médias sdo nulas no estado estaciondrio. Note-se também que (¢ ()¢, (t); F'(¢(0))), =

0, pois a condigao inicial ¢(0) é fixa. Assim, temos

(Pu(t)pu(t), = = (Dult)Pu(t); F((t))), — /Ot (@u(t)u(t); W(d(s))), ds+

+ ( termos que se anulam no limite t — oo ) + O (||J||*) . (3.45)

Para calcular as fungoes de correlagao no lado direito desta ltima equagao preci-
sariamos, a principio, conhecer a distribuicao de probabilidade do processo estocastico
¢(t) em qualquer instante de tempo. No entanto, aplicaremos a aproximagao proposta
na Ref. [34] para separar a dependéncia temporal no cdlculo das correlagoes.

Integrando a equagao de Langevin (3.32) de um instante de tempo fixo s até um
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instante ¢ qualquer, obtemos

60) =)= =3 [ Montriar = [P lonar+ [ ani)

A esperanca com relagao a distribuicao do ruido desta iltima equacao se escreve
60~ ) = -3 [ At ar = [ Plomniar - @0

Ainda que a medida dp, seja desconhecida, sabemos que no limite assintético
t — oo a diferenga entre a densidade de probabilidade da transicao ¢(s) — ¢(t) e a
distribui¢ao de Boltzmann (3.38) decai exponencialmente, i.e., proporcionalmente a

e—a(t—s)

para algum « > 0 (v. Ref. [27] para um argumento nao-rigoroso). Observando
que no segundo termo do lado direito da Eq. (3.45) apenas os instantes de tempo
s proximos de ¢ contribuem significativamente para as médias, a proposta de [34] é
substituir a distribuicao du, pela distribuicao de equilibrio dp,. Entretanto, como
esta 1ltima nao contém nenhuma dependéncia temporal, ainda precisamos reescrever
a Eq. (3.45) de tal forma que todas as varidveis ¢ no segundo termo do lado direito da
equagao se encontrem no mesmo instante de tempo. A solu¢ao aproximada proposta
na Ref. [34] para esta incongruéncia é trocar o termo (P'(¢(7));) pelo produto

(P'(0)i/ $i-N)eq (Pi-n(T))  (em que ()., denota a esperanga com relagao a dyi.) na

Eq. (3.46), que neste caso se reduz a

URCCESY / ) dr - / A (P (8): )61 (i ()} 7

(3.47)
Seja A a matriz definida por

A = A+ M (P (@) [ r)eq (3.48)

onde k" = max{1,k' — N} (para as definicoes das matrizes A, A e P'(¢), cf. Eq.
(3.27)). Em outros termos, a matriz A ¢é obtida a partir da matriz A° substituindo-se

a submatriz M (Eq. (3.27)) pela matriz M cujos elementos diagonais sao

My =M+ 5 (P@in/di)ey (=1 N) . (3.49)
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Em termos da matriz A, a Eq. (3.47) pode ser escrita na forma

ww—w@w—Z/Ammmw,mO

d<¢§t(t)> = —Zk:Az'k (or(t))  Le.,
d{o(t))
g = Al)

A solugao formal desta tltima equagao, com a condicao inicial (¢(s)), é dada por

((1)) = e 94 (g(s))

que relaciona as médias do processo ¢ nos instantes s e t.

Se no segundo termo da Eq. (3.45) assumirmos que, de modo aproximado, ¢(s)

evolui para ¢(t) da mesma forma que a média (4(s)) evolui para a média (¢p(t)), i.e.,

efetuando a troca

o(t) — e~ 94p(s) | (3.50)

separamos efetivamente a dependéncia temporal do célculo das médias na Eq. (3.45),

que passa a envolver apenas médias de equilibrio:

(Lu()Pu(t)) = — (Dutus F(9)) o — /0 t ((e779)  (e7799) s W (9)),, ds+

+ ( termos que se anulam no limite ¢t — co ) + O (||J[|?)

Mudando a variavel de integracao para 7 =t — s, obtemos

<%w%w»%—wm@mwu+<ﬁ(eﬂwgeﬂwﬁhxww» n

eq

+ ( termos que se anulam no limite ¢t — oo ) + O (||J||*)

No limite ¢ — oo, obtemos uma expressao para a covariancia do estado esta-

96



cionério de nao equilibrio,

(%ﬁpv%st = lim (pu(t)pu())

t—o00

> _ (puth F(6))o + < [0, () ar i w <¢>> Lo (P

eq

(3.51)

A exponencial da matriz —7.A4 é dada pela Eq. (E.7),

oA _ e (2-0) 0 ifp_l + %] %p_l B
0 e 7(37r) —%/\/l,o’1 —;lle’l + %]

B < o—7(5+0) 0 ) ( irﬂ_l _ %I %p—l >
(L _ - '
0 e 7(5t) —IMp=t —irpt 1T

onde p é a matriz diagonal da Eq. (E.2),

com M dado pela Eq. (3.49).

A acdo da matriz e"™ em um vetor qualquer ¢ do espaco de fase é dada por
_ 1 _(u_ 1 _( Cu _(Su_ Cu (%
TA | 2o () S (o) Su () Su o (Seu)T
(e740), = [ 5 e g g S (o] g4
+ _Mue_(%_pu>7—_'__Mue—(%‘-i-pu)T ¢qu ) (352>
2pu 2pu
_ 1 _(w_ 1 (@ Co _(@w_ G (@
A | 2o (Smpe)m o (o) L S ()T S (ST
(e (b)v |:2€ + 26 +4PU€ 4/)1;6 Out
1 ~(%- I (@
gop)t o (Fe)r 3.53
+ [2PU€ 2[)1)6 :| ¢v+N ) ( )

onde Cu = Cqu y Pu= Pu—N € Mu = Mqu .

Substituindo as expressoes (3.42), (3.43), (3.52) e (3.53) na Eq. (3.51), podemos
obter uma expressao para a covariancia do estado estacionario de nao equilibrio.
Primeiramente, analisaremos o caso harmonico A = 0.

Para A = 0, a distribui¢do de equilibrio (3.38) se reduz a uma distribui¢ao gaus-
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siana. Neste caso, vale a conhecida propriedade

(Oks B 3 OhsOra g = (Prs D)y - Dk By (Ohs ks g (Pra )y - (3.54)

A forma geral de uma distribuigdo gaussiana multivariada de média nula é dada

por

dps (@) = exp (—— prCt ) qubjdngN/norm : (3.55)

onde C = <¢¢T>eq é a matriz de covariancia.
Comparando as Eqgs. (3.55) e (3.38), obtemos imediatamente a covariancia de

equilibrio no caso harmonico:

- T;
Ciyr = ($idi)nr’ :ij
Cir = <¢i¢i'>;\q:0 = Tidw
Cji = (0. = 0,

Cy = (didj) = 0, (3.56)

0jjr

onde lembramos que j,j' € {1,...,N} e @i e {N+1,...,2N}.

Usando as Eqgs. (3.54) e (3.56) , é possivel calcular a covariancia do estado esta-
cionéario de nao equilibrio no caso harmonico A = 0. Reescalonando as varidveis ¢
e os parametros M e J para recuperar a dependéncia com as massas (Eq. (3.28)),

encontramos

<SO © >)\ 0_ juv(€u+€v)m;1
u¥Fv/ est ( 7:1]\4u _ mv—le)Q + (mﬁlMqu + mglecu) (Cu + Cv)

(T, = T,)+O (II7]1°) -
(3.57)

Esta tltima expressao ¢ idéntica ao resultado obtido na Ref. [31] através de calculos
perturbativos sem qualquer aproximagao (a nao ser o préprio fato de se descartarem
termos O (||J||?)). Desta forma, no caso harménico A = 0, o esquema aproxima-

tivo proposto na Ref. [34] para o célculo da covariancia elimina apenas termos que

desaparecem no limite ¢ — oo .

Usando as Egs. (3.21), (3.22), (3.25) e (3.57) e considerando J; ;11 =J , (G =(
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V je{l,...,N}, obtemos a Lei de Fourier (Ref. [31])

Ty — TN

-7'—1/\—?1(3/:’1]\7_1

+0(J%) (3.58)

sendo a condutividade térmica x dada pela média harmonica

I{:(N—l)(i+...+i)l , (3.59)

R1 RN

com 9 1 1
2CJ*m> "m;
Ky = ¢ L . (3.60)
(Mj B Mj+1> Py (Mj . Mj+1)

My Myt my o Mt

Consideremos agora uma cadeia harmonica com massas e potenciais on-site al-
ternados, i.e., M; = My, m; = my, para j impar e M; = M,, m; = my, para j par.

Neste caso, a condutividade é dada por (Ref. [31])

2¢J%my ' myt

TR NIEA (301
) (2
my meo mq Mo
Para uma cadeia homogénea (m; = my = m, My = My, = M), obtemos
J2
K:QCMm.ParaMleQ:M € m1:€<<1;m2:1/6,0btemos

2¢.J? L%,
(1)e =€) M2 +202M (1/e+¢)  M?

(3.62)

Portanto, o efeito isolante que observamos em cadeias harmonicas com massas
alternadas e ligadas a banhos térmicos apenas nas extremidades também ocorre em
cadeias harmonicas com sitios internos ligados a reservatérios auto-consistentes. Pela
Eq. (3.61), o mesmo efeito pode ser obtido alternando-se potenciais on-site de inten-

sidades altas e baixas.

3.4 Analise de cadeias anarmonicas

Consideremos agora o caso A # 0. Substituindo as expressoes (3.42), (3.43), (3.52)

e (3.53) na Eq. (3.51) e calculando as integrais em 7, obtemos a seguinte expressao
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para a covariancia do estado estacionario de nao equilibrio:

~ juv Mv - Mu — —
<‘Pu%0v>est = _ZCu—Tu <¢i>eq <¢,2,>eq + D—uv (’Yu 4 Yo 1) T <¢i¢12;+]v>eq +

U + v jU'U USU 'M u
Lt e fon [Me (2 (G = 2252 (00, (000 +
+ 2 g = M) + Gl 6l f (222 4 M“) CA
+ %<¢§i_N¢3> + —<<z>u No)e }+O (71 (3:63)

onde

Dyy = (M, — M,)? + (MG + MG (G +G) (3.64)

No célculo da expressao (3.63), usamos o fato de que na distribuigao de equilibrio
(3.38) todas as componentes ¢, ..., ¢an Sa0 estatisticamente independentes.

Supondo J;; = 0, temos (©j+nP;) o = (Pjt1+NPj+1)oe = 0. Pela Eq. (3.21), o
fluxo de calor neste caso é dado por Fj_j11 = 3Jj541 ((DjGj41) e — (GPj+1)est) s 1-€-»

por

1
Fu—N—)v - ijuv (<90u§0v>est - <90u—N(pU+N>est) ) (365>

comu—N =jev=_j+1. Como nesta expressao u — N # v e como ¢y, ..., Pay SA0
estatisticamente independentes, na Eq. (3.63) temos (¢? +N>eq (02)oq (02 +N>eq’
(BB, = (B (B (Phn, = (Bhn)o (g & (P, =
<¢ > ¢4>eq :

A escolha de temperaturas (3.24), que satisfaz a condigdo de auto-consisténcia,
nos fornece (¢7),, = 7; para qualquer i > N (lembremos que 7; denota T;_y). No
entanto, ainda precisamos calcular as médias <¢?>eq e <¢§>eq . Como agora A # 0, a

distribuigao de equilibrio (3.38) nao ¢ gaussiana.

Sejam
M;
aA —_ — s
J 271]
s
Bi =L | (3.66)
J 471]
¢ = a]ﬁ 1/2
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Precisamos calcular

oo
f x2ke—a]~x2—ﬁjx4dx
_ J—o

2%k
<¢] >eq foo e—ar?=Bizt qq
—o0

para k =1, 2.

. 1/4
Usando a mudanca de variavel u = ﬁj/ x, obtemos

o 2.4
f u2ke fju“—u du
—00

o0
f eSivt—uldy
—0oQ

(0= 57" , (3.67)

onde &; é dado pela Eq. (3.66).

Vamos introduzir a notagao
(f(u)), E/ f(u)e_“4du (3.68)

para uma funcao qualquer tal que ffooo |f(u)] e du < 0.

Entao podemos escrever

2k —§ju2
e o2
R )

Expandindo a fungao exponencial em poténcias de ; no numerador e no denomi-

(3.69)

nador, obtemos*

)= W), G+ 0(E)
(g — (W), §+0 (632)

()= 55

Introduzindo a notacao

(3.70)
escrevemos <<u2k>>4 _ <<u2k+2>>4 &+0 (532)
1—(u?)s &+ 0 (&2)

*Usando o teste da razao e a aproximacao de Stirling para a funcao gama, pode-se demonstrar que
os raios de convergéncia de ambas as séries de poténcias (numerador e denominador) sao infinitos.

(67 )a =57
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Para ¢; < 1, podemos expandir o fator [1 — (u?))4 & + O (€7)] ~! em série geométrica.

Assim, obtemos

(0) oy = B L™ Da = [ ) — (@halu™)s] G +0()) - (3.71)

Resta-nos calcular {(u?*)),. Temos

()4 = J:Z we du _ j;oo uke—vt dy
j;: e fooo e~u'du

Usando a mudanca de variavel t = u*, obtemos

fo‘x’ £(2k=3)/4,—t ]y
o0
j; t=3/4e~tdt

(u* ) =
Lembrando da definicao da funcao gama,

[(z) = / e T ldt (3.72)
0

podemos escrever
2k+1
L )

(U™ = (3.73)

Usando este resultado na Eq. (3.71), obtemos para §; < 1

by g [T TR T T
R b R

§j+(9(§§)} . (3.74)

1

Das Eqgs. (3.66), temos &; = logo §; €1 & M; < )\;/27}1/2. Todos os

y
1/2,71/2°
calculos a seguir serao validos apenas neste regime.
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Das Egs. (3.66) e (3.74), deduzimos

2 _ 71/211(4%)
<¢j>eq*ﬁj F(i)jLO(gj)

T (3) 72 .
EPRNGIEY +O X—AZL—— , (3.75)

4 _ -1
T, M,
_ _j L0 (Aj/z—qij/?) . (3.76)

Das Egs. (3.49) e (3.75), segue que

M, = M+ X (62)

eq

I (3) M,
— o\l +0<—J> . (3.77)
T F(%) )\;/27,];/2

Substituindo as expressoes (3.75), (3.76) e (3.77) na Eq. (3.63) e usando a férmula
(3.65) para calcular o fluxo de calor, chegamos numa expressao que nao é identica-
mente nula para T} = T, = ... = Ty, um erro inerente ao esquema aproximativo
no qual os célculos foram baseados. A proposta de [34] para corrigir este erro é in-
troduzir um coeficiente para cada média de equilibrio <¢§>eq e <¢§>eq e ajustar cada
coeficiente de tal maneira a anular a corrente no equilibrio térmico, i.e., no caso limite
Ty, =T, = ... = Ty. Procedendo aos calculos, a unica solucao encontrada consiste
em trocar o fator I' (%) /T (%) ~ 0,338 por 1/2 no valor médio <¢?> , mas sem

eq
’ . 4

alterar o valor médio <¢j>eq.
Substituindo as expressoes das médias <¢jf>eq e <¢§>eq (esta tltima ligeiramente
modificada) na Eq. (3.63) e utilizando a Eq. (3.65), é possivel calcular a expressao

local do fluxo. Reescalonando as varidveis ¢ e os parametros J e \ para recuperar a

dependéncia com as massas (Eq. (3.28)), finalmente encontramos

Ty & (G + ¢irn) (i)
o mimg1D; 1

(Tj = T) + O (I1I1°) (3.78)
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onde

\L/2 \L/2 2 \L/2 \L/2
i l)2 i+1 l/2 i l)2 i+1 1/2
Djj = (%—T/ - TJ+/1> + (G + Gr) (CJ-H#T‘J‘/ + G TJ+/1>

j j+1 j mji1
(3.79)
Para J; ;1 =J, (G=¢ V je{l,...,N}, temos
2( J?
Fiigx— 2% (T —T; o (J? 3.80
J—=i+1 mjijrle,jH ( J J+1) + ( ) ’ ( )
2
2\L/2 A\L/2 AL/2 AL/2
D = | Z—1}? - ZHLp! 202 | Z-r!? 4 L2 ) (381
3.d+1 ( my ——— i ] t2¢ my + —— j+1 ( )
Da condicao de auto-consisténcia (3.25), temos
Fioo=Feyz=...=Fy1Nv=F1un
logo (para j=1,...,N —1)
Fion =65 (T; = Tjpa) + O (J°) (3.82)
com =
2
Ky = C—D . (3.83)
mimj41755+1
Das Egs. (3.82), segue que
T W A
~ -1 174N 3
fl%N<—N_1;f€j> N_1 —|—O(J) , (384)

i.e., o sistema obedece a Lei de Fourier, com a condutividade térmica x dada pela

média harmonica das condutividades locais x; :

;| Nl » -1
K= (mzmj ) . (3.85)

Jj=1
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Considerando pequenos gradientes de temperatura e escrevendo

T1 =T + CL15 s
TN =T + CLN5 s (386)
segue que
T;=T+a;6+ 0 (%) (3.87)

onde os coeficientes a; podem ser determinados das Eqs. (3.82). Desta ultima
equacao, obtemos

1/2 _ p1/2 . 0 2
Tj =T +aJ2T1/2+O(5)

Neste regime, a expressao (3.81) se escreve

\L/2 1/2 \ 2 /2 412
Djji1 = (772_ — J—“) T+2¢2T/? (f— + J—“) +0 () = Dj j41l5=0+0 (9)
J

mji1 m;o My
(3.88)
Usando as Egs. (3.82), (3.83) e (3.88), encontramos para j =1,...,N — 1
Fon o G=Tw) __ (4—0)0 (5?)
202 mymyp Dy mymyaDjjials—o ’
logo
~ JrlaN —
(@ —a1)0 = TR > mym Dy ls=o
j=1
Em particular, para [ = N obtemos
~ fl—>N «
(CLN — (11) o= —W Z mjijDj,jH](;:O . (389)
j=1

Das duas tltimas equagoes e das Eqgs. (3.86) e (3.87), obtemos o perfil de tempe-
ratura paral=1,...,N —1:

-1
> im1 My Dy jials=o
N—-1

Ti=T —(Th — Tv)
ijl mimjy1Djji1ls=o

+0(8%) . (3.90)
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Das Egs. (3.86) e (3.89), obtemos

-1

1 T, —T
~ 1— 4N
FlHN = 2CJ2 [m ; mjijDj,jH](;:o ﬁ s (391)
i.e., a Lei de Fourier, com a condutividade térmica dada por
=, -1
K = QCJQ [m ]Zl mjmj+1Dj,j+1|5:0 + @ (5) . (392)

Para uma cadeia com massas e potenciais on-site alternados, i.e., \; = A\, m; =

my, para j impar e \; = Ay, m; = mo, para j par, temos para j =1,...,N —1
2
A2 L2 A2 L2
m;mji1Djji1]s—0 = mimaDy a|s—0 = mima (1— -2 ) T+ 2C2T1/2 LT
maq meo my ma

Neste caso, o perfil de temperatura (Eq. (3.90)) é linear se desprezarmos corregoes

de segunda ordem na diferenca de temperatura 77 — Ty :

-1
N -1

Ty =T, — (T\ — Tn) +0(8%) . (3.93)

A condutividade (Eq. (3.92)) é dada por (Ref. [29])

2
H:L—i—@(é) , e,

m1m2D1,2|5:0

2¢.*mytmy !

K= +0(0) . (3.94)
A2 L2 2 A2 L2
<1_ — 2_> T + 2¢2T/2 (1_ T 2_>

m mo my m2
Esta ultima equacao é idéntica a Eq. (3.61), apenas trocando-se M; por )\jl-/ZTl/2
paraj =1,2.

Para uma cadeia homogénea (m; = my = m, A\; = Ay = ), obtemos
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J2

K:m‘ParaA1:A2:)\ e my=¢€¢<1,my=1/¢, obtemos

2¢.J? L2,
(1/e — €)> XT +2C2\Y/2TY2 (1/e4+¢€) AT

(3.95)
Portanto, o efeito isolante observado em cadeias harmonicas classicas e quanticas

também ocorre no modelo anarmonico em questdao. Ao que tudo indica, o efeito

parece ser relativamente geral, dada a sua existéncia em modelos bastante distintos.
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Capitulo 4
Conclusao

Nesta dissertagao, estudamos as propriedades do transporte de calor em cristais
harmonicos e anarmonicos unidimensionais com massas alternadas, cujas extremi-
dades se ligavam a reservatérios térmicos a duas diferentes temperaturas. No Cap. 2,
estudamos rigorosamente aspectos gerais do transporte de calor em redes quanticas
multidimensionais com hamiltonianos quadraticos e aplicamos as técnicas desenvol-
vidas nas Refs. [20,23] ao caso especifico de uma cadeia harmonica com massas alter-
nadas. Os reservatorios foram modelados como sistemas de particulas que interagem
com o sistema de interesse. No limite classico de altas temperaturas, calculamos a ex-
pressao exata da corrente de calor na cadeia com massas alternadas, estendendo resul-
tados da literatura. Mostramos que tanto a versao quantica como a versao classica do
modelo apresentam um efeito isolante quando se alternam massas ora muito grandes,
ora muito pequenas ao longo da cadeia: a corrente de calor neste caso é considera-
velmente menor que a corrente numa cadeia homogénea com massas arbitrariamente
grandes. Na versao classica do modelo e na auséncia do potencial on-site, tal efeito
ja era conhecido na literatura [28,36].

No Cap.3, estudamos analiticamente o transporte de calor em uma cadeia cléssica
sujeita a um potencial on-site anarmonico, com reservatorios auto-consistentes ligados
aos sitios internos da cadeia. Desta vez, os reservatorios foram modelados através de
ruidos brancos gaussianos e independentes. Apresentamos um método aproximativo,
desenvolvido na Ref. [34], para reduzir o cdlculo das fungoes de correlagoes no estado
estacionario de nao-equilibrio ao calculo de correlacoes de equilibrio. Mostramos que a
técnica fornece o resultado exato quando removemos o potencial on-site anarmonico,

i.e., no modelo puramente harmonico com reservatérios auto-consistentes. Uma
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vez calculadas as funcgoes de correlagao do estado estacionario de nao-equilibrio, foi
possivel calcular a corrente de calor e o perfil de temperatura no regime de resposta
linear. Aplicando o resultado ao caso especifico de uma cadeia com massas e poten-
ciais on-site alternados, mostramos que o efeito termo-isolante observado em cadeias
harmonicas quanticas e classicas com reservatorios apenas nas extremidades também
ocorre no modelo em questao.

A ocorréncia de um efeito termo-isolante em modelos tao distintos indica que
esta deve ser uma propriedade geral de cadeias com massas alternadas, sendo pouco
relevantes a natureza classica ou quantica do modelo, a presenga ou auséncia de
ruidos nos sitios internos da cadeia e a presenca ou auséncia de termos anarmonicos

no potencial on-site.
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Apeéendice A
Célculo do determinante D)

Neste apéndice, sera calculado o determinante tridiagonal n x n

nxn

Este resultado serd necessério ao céleulo do determinante DS no Apéndice B.

Expandindo o determinante em cofatores da primeira linha, obtemos

-1 -1

DY =zDV_ |+

(n—1)x(n—1)

Expandindo o segundo termo do lado direito em cofatores da primeira coluna,

110



obtemos a relagao de recorréncia
0_ .o 0 _
Dn —_— ZDTL—l - DTL—Q (n —_— 3, 47 5, PR ) 9 (A.Q)
cujas condicoes iniciais sao dadas por

DY ==z | (A.3)
DY=2—-1 . (A.4)

Definindo D°; = 0 e D) =1 e usando as Eqgs. (A.3) e (A.4), verifica-se que a Eq.

(A.2) pode ser estendida para n = 1,2. Entdo podemos escrever

D) =1, (A.6)
DY =D , —-DY, (n=1,2,3,...) . (A7)

Ao resolvermos a recorréncia (A.7) sujeita as condigoes iniciais (A.5) e (A.6), ha

trés casos a considerar:

i) 2 £2
i) z=2
i) 2= —2

1° caso: z # +2

Definindo A = DY — D?

n_1, segue da relagao de recorréncia que

D)—Dy  =(z—2)D)_+D,_,—D)_,

n—

AV =(z—-2)D° | +A° | . (A.8)

Y

Dg = (2 — 1)D271 + D271 - DOfQ

n

DY =(x—1)D°% | +A | . (A.9)

Y
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As Egs. (A.8) e (A.9) podem ser escritas na forma matricial:
A? 1 z2-2 Al
[ © nelo) (A.10)
DY 1 z2—-1 DY,
A solugdo da recorréncia (A.10) é
AN (1 a2\ [ A
pt ) \1 -1 DY
A 1
Como D%, =0 e DY =1, temos 0] = , logo
D} 1
A 1 z-2Y) (1
L - : . (A.11)
Do 1 21 1

z—2

z—1 z—1

1 ! 1 22
A poténcia ( ) ) pode ser calculada via diagonalizagao da matriz ( ) ) :

. 1 2—-2 .
O autovalores da matriz ) ) sao
Z —

)\izgi {<§>2—1} , (A.12)

( )\:i: +11 —Z ) 7 (Al?))

Neste ponto, fica claro o motivo de separarmos os casos z = +2 dos demais: se

com autovetores

respectivamente.

z # £2, temos Ay # A_, logo neste caso os autovetores sao linearmente independentes.
1 z2-2

A transformacao de similaridade que mapeia a matriz ( ) )
Z J—

) na sua forma
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diagonal se escreve

-1
L 2=2\ [ A +1-2z A+1-2 Ao 0 A4+1—2 A +1—2
1 2—1) 1 1 0 A 1 1 ’

(A.14)
. . . 1 z—2
logo a enésima poténcia da matriz ( o ) é dada por
1z=2\ [ A41—z A+1—2\ [ 0 1 1 (A +1-2)
(1 z—l) _< 1 1 )(o R e N R R A
(A.15)

Levando a expressao (A.15) na Eq. (A.11), obtemos
AO . 1 )\7+1—Z )\++1—Z )\71 O 1 —()\++1—Z> 1
DY) A=Ay 1 1 0 A" 1 A +1-z 1
B 1 A+1l—2 M+1—2 A0 z2— Ay
A= 1 1 0 A" —(z =)

3

(A.16)
Da Eq. (A.12), obtemos
2= =My (A.17)
logo
(Ag)_ 1 1—As 1—/\_>(A’1 0)(/\_>
DY A=Ay 1 1 0 A1 A+
1 1—Xp 1= At
A=A 1 A
PUALIED VAL YO WD L NSD W W\,
S B " HAA-F A AL (A.18)
A=Ay AL —

Da Eq. (A.12), obtemos
oG]
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logo
A=A (A.19)

Das Egs. (A.18) e (A.19), finalmente obtemos

Do _ )\1—‘:-1 ot B )\Tl . )\;(nﬂ)
LD VS D VD

(A.20)

Se Ay € C — (—00,0] x {0}, definimos a = log A}, onde o ramo da fungao log é
escolhido de tal forma que —m < arg(\;) < 7, com corte em A\, € (—o0,0] x {0}.

Para A, € R tal que A, < 0, definimos o = im + Log|A|. Temos, portanto,

a = Log|A;+| +targ(A4)

E@R+i061 s <A21)
com
AL € C—(—00,0 Ay € (—00,0
+ ( o0 ] ou + ( o0 ) <A22)
—m <arg(A\y) <m arg(A\y) =7
Em qualquer caso, também podemos escrever
A+ =% . (A23)
Das Egs. (A.17), (A.19) e (A.23) obtemos
AJ’_ + A_ =z
= A +A =2
= e+e ‘=2z |
logo
z=2cosha . (A.24)
Das Egs. (A.20) e (A.23), obtemos (em qualquer caso)
Do — sinh [(n + 1)a] | (A.25)

sinh «
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com (cf. Eq. (A.12))
=3+ |G -] (A.20)

sendo « tal que

—r<ar<m , se A €C—(—00,0] (A27)
Q= ,  se Ay € (—00,0) ’ '
onde a; = Im o
2° caso: z =2
Neste caso, temos paran =1,2,3,...
P, =0 ,
D) =1,
Dg = 2D2—1 - D?L—2
Segue da relacao de recorréncia que
Dp—Dyp_y =Dy — Dy, von
= D'-D° =Dy-D° = vV on
Desta ultima equacao, segue que
> (Dy-DYy)=> 1=n+1
k=0 k=0
= D-D" =n+1
logo
Dl=n+4+1 . (A.28)
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3° caso: z = —2

Neste caso, um pequeno artificio nos permitira recair no caso anterior

a relacao de recorréncia por (—1)", obtemos

(=1)"Dy = =2(=1)"Dy,_y = (—=1)"Dy_,
= (=1)"Dy=2(-1)"""D,_; - (-1)"*D;_,

Seja D° = (—1)"DP. Temos

D’ =0 = D° =0,
Di=1 = DJ=1

Na varidvel DY | a relacao de recorréncia se escreve
~
D, =0,
~

Dy =2D,_; —D;_,

’

. Multiplicando

(A.29)
(A.30)
(A.31)

i.e., voltamos ao caso anterior. Portanto, D = n + 1, donde concluimos que

DY = (-1)"(n+1)
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Apeéendice

Calculo do determinante D,

B

(1)

Neste apéndice, sera calculado o determinante tridiagonal n x n

onde

Z21

z22

21,2 = {

se n é impar

se n é par

—1 221 —1
—1 21,2
22,

) 22,1 =
AT

Expandindo o determinante em cofatores da primeira linha, obtemos

-1

-1
Z1 —1
-1 Z9 -1

-1 22,1 -1

—1 21,2
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, (B.1)
nxn
se n é impar
se n é par
. B2
(n—1)x(n—1)




onde

D@

n

Il
—

0

W
N~—

-1 21,2 -1

-1 291
’ nxn

Expandindo o segundo termo do lado direito de (B.2) em cofatores da primeira

coluna, obtemos a relacao de recorréncia

1)
1 - Dn 2 . (B.4)
Efetuando a troca z; +> 2z nesta tltima equacao, obtemos

DY = z,D

n n—

—-D¥, . (B.5)

n—

As Egs. (B.4) e (B.5) formam um sistema de recorréncias nas varidveis DY e

DY
D) = 2D, - DY, (B.6)
DY = Z2D1(11—1 - Dq(f—z ' .

As condigbes iniciais do sistema de recorréncias (B.6) sao dadas por

Dgl) —_ B7)
D§2) = 22 ’

Dél) = 2129 — 1
DéQ) — Z1%9 — 1

O céleulo do determinante DS se dividird em quatro casos:

i) 21,20 70 com /Z125 # 2
i) 21 =0

i) 2 =0

iv) /2122 =2
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1° caso: 21,20 # 0, /2129 # 2

Na forma matricial, o sistema de recorréncias (B.6) se escreve
(1) (1) (1)
. 0 = ~
Os autovalores da matriz S20
Z9 0

V2122

com autovetores

21
:l:w /2129 7
respectivamente. A raiz quadrada /z é definida de tal maneira que Re(y/z) > 0 se
z>0elIm(y/z) >0sez<0.

A matriz 0 2 pode ser diagonalizada através da transformacao de simila-
ridade N
<Z Zol)zw<_¢ozl_zz \/%)Wl , (B.10)
onde

W:< 1 1 ) _ (B.11)
~VaE Jam

P

n

D

n

Definindo D,, = ( ) e levando a expressao (B.10) na Eq. (B.9), obtemos

—Jam 0
D, =W 1= W'D, 1 — Dy s | (B.12)
0 \/ 2172

donde obtemos



que é valido paran = 3,4,5,....

As condigdes iniciais da recorréncia (B.13) s@o
Dgl) Z1
D, = D(g) = )
1 <2
DY —1
Dy = ( ?2) ) - ( o ) : (B.14)
D2 2129 — 1

Definindo

DY 1
D0:<D?2)>:(1> : (B.15)

e usando as condigoes iniciais (B.14), verifica-se que a relagao de recorréncia (B.13)
pode ser estendida para n = 1,2, com as novas condigoes iniciais dadas por (B.15).
A inversa da matriz W (Eq. (B.11)) é dada por

W—l — ; V Z1722 —Z21 (B 16)
221\/2122 \ /7122~ ' '

Das Egs. (B.15) e (B.16), obtemos

W—D_, = )
0

WDy = — [ VA=~ a (B.17)
’ 2212122 NV R4l . '

A Eq. (B.13) é uma relagio recursiva para a seqiiéncia de vetores W'D, com
condigoes iniciais dadas pelas Egs. (B.17). A Eq. (B.13) representa o sistema de

equacoes

[W_an}(l) = /a5 [W_an_l] n [W_an_g} 1) ’
(WD,]” = /a2 W'D, ]® = (W'D, ] . (B.18)
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As Eqs. desacopladas (B.18) sdo da mesma forma da Eq. (A.7), porém com as

condigoes iniciais (B.17), logo as respectivas solugoes sdo proporcionais (A.25), i.e.,

[W_an}(l) _ (-1 V21722 — 21 Sinh[(n + 1)a] 7
221+/71 29 sinh o
WD, @ _ Vazrtza sinh[(n +1)a] , (B.19)
221+/71 22 sinh «

com e* dado por (cf. Eq. (A.26))

o [(F)] | B20)

Portanto, escrevemos

WD, — 1 sinh[(n + 1)a] (—=1)" (\/2122 — zl)
2217/7122 sinh « m + 2z

Usando a Eq. (B.11), obtemos

D — 1 sinh[(n + 1)a] ( 2 2 > ( (=) (\/z122 — 1) )
" 2myaz sinh o —Jam Jam NEEE

(B.21)
A componente D! ¢ dada por
1 sinh[(n + 1)a]
D(2) - [ [ 1 -1 n+1 1 —1)"
" 22 sinh « { Z1z2[ +(=1 }+Zl[ + )]}
Denotando s; = sgn(z1), s2 = sgn(zy), escrevemos
- “1%2 = 5 8152—|Z1||Z2| = S1v/ 5152 |Z_2| = 91 2 )
<1 ‘Z1| |Z1| <1
logo
inh[(n + 1)q] zg 1+ (=1 14 (=1)"
p® =1 z . (B2
" sinh o sgn(z1) 21 2 + 2 ( )
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De modo anéalogo, obtemos

sinh[(n + 1)a]
sinh o

DWW —

n

{Sgn(@)

Finalmente, concluimos

sinh[(n + 1)/
sinh «

?

[z1 sinh[(n + 1)«
sgn(z2) z_: iinha |

3° caso: 29 =0

1
i,
1 = 0

2122—12—1

,  sen éimpar

se n é par

Do caso anterior, deduzimos que se zo = 0, entao

Para n impar, temos

122

se n é par

se n é impar

s sS€ N € 1mpar

po_J0
" (_1)71,/2 )

se n é par

(B.23)

(B.24)

(B.25)

(B.26)

(B.27)

(B.28)



Definindo

a relacao de recorréncia pode ser reescrita como

n

Desta ultima equagao, obtemos

n

0~ 1
> <D§cl) - D,E}_)2> = n; 2,

k=1
{kimpar}

que implica

~ ~ 1
Dﬁzl) - Dgl) = i - 21
2
Como 551) = Dgl) = 21, obtemos
~ 3
21) - %Zl )
logo

D;l) o ( 1>n;1n‘2i_321

para n impar.

Para n par, temos
1 1
D~ —pf,
DS) = Z1%9 — 1=-1

logo
DS) — (_1>n/2

Em resumo, para z; = 0 temos

n

DO — (_1)%17%321 ,  sen ¢ impar
(=12 , sen épar
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4° caso: /2129 = 2

Das Egs. (B.18) e do caso z = 2 discutido no Apéndice A (Eq. (A.28)), deduzimos

[W—an} 1) —

[W—an} (2) —
Entao escrevemos

1

221

Usando a Eq. (B.11), obtemos

DW= (n+1) [ 5

<1
1=
(n+ 1)

n+1

DWW —

n

2 — 21
42’1
2+ Z1
421

n+1 21 2
+
4 -2 2

1+ (=1)"

(=D)"(n+1) ,

(n+1)

n+1( (=1t
()

)
1
1 , l.e.,

(B.35)

)

1 1 + (_1)n+1
2 2

, sen éimpar
(B.36)

, sSen épar
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Apéndice C

Invertibilidade de Z'(w) no

semi-plano superior Im(w) > 0

Neste apeéndice, serao demonstrados os lemas 2.3.3 e 2.3.4.

Prova do Lema 2.3.3

Mostraremos que det Z° # 0 V w real. H4 trés casos a considerar:
i) 2120 <0
Usando a relagdo de recorréncia (A.2) na Eq. (2.128), obtemos
Re [det 2°] = DYy_;(Vz122) — 17vm w* Dy _»(Vz122) (C.1)
Da Eq. (2.126), temos sgn [D%(y/z122)] = —sgn [D%_,(v/Z122)] , logo

[Re [det 2% = | D% (vam)| + e [DYo(vam)| - (C2)

hi(NV +1
Pela Eq. (2.126), temos ’D?V_l(w/zlzg)’ = I h; ) # 0 V w real, logo
cos

Re [det Z°] #£ 0 V w real, o que implica det Z° # 0 V w real se 2125 < 0 .
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11) Z1R9 — 0
Se z; = 0, temos

1 1 N-—-2 2 N-2 2 N-2
Dy, =0, Dy),=(-1)"F Dy, =(-1)F %P n , DYl,=(-1)7

logo

vl

det 2° = (—1)

Se z5 = 0, temos

1 N 1
DY, =—(-1)> 22 DY, = —(-1)

logo

S

det 2° = (-=1)2 (14+y7r w* )+ i Yr w (—1)%]\7;r2 2. (C4)

Das Egs. (C.3) e (C.4), deduzimos que se 212, = 0, entdo det Z° # 0 V w real.

111) 0< z1290<4

Neste caso, temos

o que implica |e“| = 1. Portanto, neste caso « é imaginario puro e escrevemos o = i ,

com 0 <6 < g dado por

a5 s

Para N qualquer, o determinante D%(1/z122) ¢ dado por (v. Apéndice A)

cosf =

D?V(\/%) = Sinhs[iirglv(;)l)g] _ sin[(N + 1)6]

sin 6
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As partes real e imaginaria de det Z° sao dadas por

sm(NQ) sin[(N — 1)6]

Re [det Z° = \/z1 2, (1478 w?) — : (C.6)

(NO)
Im [det Z°] = ( 1/ —l—fyR Zl) Slrslmg , (C.7)

sendo s = s = S .

A fim de verificar que det Z° # 0 V w real, primeiro observamos que
2129 < 4 = w # 0, pois se fosse w = 0 terfamos z; = 2 + mlwg ez =2+ meS (V.

Eq. (2.114)), o que implicaria 2125 > 4 .

Suponhamos sin(/N) = 0. Entao neste caso

sin[(N — 1)6]

Re [det Z°] = —(1 + vyr w?) =

Observe-se que
sin[(N — 1)0] = sin(N6) cos§ — sin cos(N0)
Como sin(N6) = 0 temos |cos(NO)| = 1, logo
sin[(N — 1)0]| = sinf >0
(pois 0 < 6 < %), logo Re [det Z°] # 0, o que implica det Z° # 0.

Caso seja sin(N6) # 0, temos Im [det Z°] # 0 e, novamente, det Z° #£ 0 .
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iv) 2120 =4

Neste caso, temos D% (y/z122) = N + 1, DS _(\/z122) = N e D%, _,(y/z2122) = N — 1,
logo

Re [det ZO] =(N+1)—vvr w? (N—=1)= (1 —7y7r w2) N+ (14 vr w2) ,

(C.8)

Im [det Z°] = — s (')/L\/7+’YR\/Z2> (C.9)

Se w # 0, entao Im [det Z°] #0 = det Z° # 0.
Se, por outro lado, w = 0, entao Re [det Z°] = N+1#0 = det Z° # 0.

V) 2129 > 4

Neste caso, temos

\/Z1% 1/2 1/2
o — 212+(21422—1> > 1+<%—1) 1 = a>0

As partes real e imaginaria de det Z° sao dadas por

sinh[(N +1 sinh|[(N — 1
Re [detZO] [s(lnhoz o — YLYR W [s(lnhoz o , (C.10)

h(N
Im [det Z°) = — s (7,;1 | =+ YRy — o ) sinh(Na) . (C.11)
29 “sinha

Comoa>0 w#0 = Im[detZ°]|=N+1#0 = detZ°#0 .

sinh[(N + 1)a]

Se w = 0, entao Re [det Z%] = -
sinh o

> 0 (pois a > 0), logo det Z° # 0.

128



Prova do Lema 2.3.4

Nas paginas seguintes, demonstraremos a invertibilidade de Z° para Imw > 0 se-
guindo as idéias sugeridas por Casher e Lebowitz [23]. Antes de demonstrarmos o

resultado, enunciamos o seguinte lema:

Lema C.0.1. Seja ® : RY — RY uma transformacao linear simétrica, positiva-

definida e seja d:CN 5N g transformacao linear definida por

D, Eé*rcb’észef@es

D, (r,se{l,...,N}) ,

onde (e, ...,ex) € uma base ortonormal de RN e (ey,...,en) € uma base ortonormal

de CN. Entio sen # 0 é um vetor em CN, tem-se n*®dn > 0 .

Demonstracao. Verifiquemos primeiro que 77*:1317 é real. Com efeito, seja

WE

n= (u, + iv,)e,

r=1

Entao

(uy — i0,) P (us + 70,

(uy — 10, )P (ug + ivg)

N
r,s=1
N

Lr,s=1

N
urq)rsvs - E Ur(prsus

r,s=1

WE

=
)
Il
—

N
ur(prsvs - § UT(I)STUS

r,s=1

WE

=
)
Il
—

Djz

T(CDTS - (Psr>vs

=
o
Il
—

Como ® : RY — RY é simétrica, temos ®,; = ®,,, logo Im(n*%n) =0, i.e., 77*577 é
real.

Mostraremos agora que 77*577 > 0sen#0.
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A verificacao é imediata:

N N
n*EIVDn = Re(n*CT)n) = Z U P + Z TRONEON

r,s=1 r,s=1

=uldu+ v dv |

onde u = Zivzl Upe, € VU = Zivzl vre, sao vetores em RY. Como, por hipétese,
d : RY — RY é positiva-definida, entdo v # 0 = u?®u > 0e v # 0 = vIdv > 0,
logon # 0= u# 0 ou v # 0, logon*§n>0.

m

Prova da invertibilidade de Z° para Im(w) > 0

A matriz Z° é invertivel para Imw > 0 se, e somente se, o sistema linear Z°n = 0
(n é um vetor em CV) admite apenas a solucao trivial n = 0. Para verificar que
Z% =0 = n = 0 sob a hipétese Imw > 0, mostraremos que n*Z% = 0 = n = 0,
onde 1* denota o conjugado hermitiano do vetor n em CV. Note-se que Z% = 0 =
n*Z%n = 0.

A matriz Z° é dada pela Eq. (2.113),

7% = —w* My —iw(Ap + Ag) + Oy
sendo (cf. Eq. (2.108))

[AL]T‘S - rYL(srl(Ssl )
[AR]T‘S = 7R5TN55N

Entao escrevemos
n*Z =0 = n*Mynw® + i (AL + Ar)nw —n"Pyn =0

Suponhamos 1 # 0. Como My, é positiva-definida, escrevemos

o (AL + Agr)n n*Own
w”+1 w — =
n* Myn n* Mwn

0 . (C.12)
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As raizes desta equacao sao

wE) — 0 (AL + Agr)n 4 { n"ewn {n*(AL + AR)U} 2}1/2 . (C.13)
21" Mwn - Mwn 21" Mwn
Aa matrizes Ay g sao positivas-definidas, pois n*Az gy = v rlein|* > 0.
Por hipétese, @y é simétrica e positiva-definida em RY, logo pelo Lema C.0.1
temos n*®yn >0sen #0¢e CV .
Como o argumento da raiz quadrada na Eq. (C.13) é real, hé dois casos a consi-

derar:

*P “(Ap 4+ A 2
go T oW {n (AL + R)n} entio
n* My 2 n*Mwn

(AL + Ar)n _ 0

I -
BT T My

)

logo neste caso a Eq. (C.12) ndo admite solu¢ao se Imw > 0.

n* Oy < {n*(AL +AR)77}2
n* My 2 n*Mwn

Se, por outro lado, , entao

0 (AL + Agr)n

Imwy = — 2 My
w

9 1/2
(n*(AL + AR>77> Py
2 n*Mwn n* My

logo também neste caso a Eq. (C.12) ndo admite solugao tal que Imw > 0 , o que

completa a prova. U
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Apendice D

Calculo da corrente no limite

classico

Neste apéndice, sera calculada a expressao exata da integral da corrente no limite
classico (altas temperaturas).

Seja
(C< +C>)7TJcl ' (Dl)

I
kp(Ty, — Tr)m<m=("

Entao a Eq. (2.175) se escreve

2/ms> 2/m<+2/m>
. / Wi Coy G 0) dar — / Wi ¢ Cer o, 0) da (D.2)
0 2/m<

sendo

V1= 112 = mea)2 = moz) - 2
2(W —A)+me+ms —memsx] [1 + §’2m<m>a:}

h(x§C/7C<a<>>O) = (D3)

Consideremos a mudanca de variavel y = x — (L + L), que desloca a origem
m« m>

para o ponto médio entre os intervalos de integragao (Fig. D.1). Na nova varidvel y,
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1/m:+1/m:

Y

] -
0 zfrm::» z,lrm-:: 2;’r‘n:+2;’m}

Figura D.1: Intervalos de integracao.

a funcao h(x; (', (<, (>, 0) se escreve
Ai¢', s 0) = b [y + (7 + 75 ) 3¢ Cs 1 0)

1= 3 [ - (- 2] -2}

2(W —A) —momsy] [1 + C’z(m< +ms) + m<m>C2y]

(D.4)
A mudanga de varidvel transforma a integral (D.2) em
-1, 1 1 1
m< m> me m>
I / h[y+mL<+mL>,C/,<<,C>,O} dy— / h|:y+mL<+m_1>aC/7C<7C>70} dy
Tme s me s
11 IR
m< m> m< m>
— [ oh[ ey 0] ay = Ryl il (G0 ay,
stz me s
ie.,
11
I {h] =y 4t G0 =hy+ i+ ¢ 0] | oay
(D.5)
Da Eq. (D.4), obtemos
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1 1 . 1
h|:_y+m_<+m_>7 C7C<7<>70]_h[y+m<

%? C/,C<a<>70] =

2m.

ms [1+ ¢ (me +ms) = 204(W — A)] y\/l_%lmimi [yQ— (m%JFm%)r

|:m2<y2 B 4(Wm—2 A)2‘| { [1 I <,2<m< + m>)]2 . C’4m2<m2>y2}

>
(D.6)
Usando a nova mudanca de varidavel u = m.y e definindo
M«
=< D.
rels (D.7)
a integral (D.5) se escreve
I = [1+§'2(m<+m>) _2C/2(W_A)} X
m<ms
14+r 1
\/1—4 w2 —(1+7r2)]° wdu
X 5 : (D.8)
(T (T ey
1—r
Seja
Clz(m< +ms)=x"" . (D.9)
A integral (D.8) pode ser reescrita como
1 T [y2 — 2)12
L /2 47‘2 [u? — (1+7r2)]" wudu
I=——|l+x (W - 4)] =
<M~ 4(W A ] 1 —1\2 _ 2
[( R <1+'r)2“]
\/1 -— (1+72)]* udu
2
[Hx 2\ (W — A) / ar
m<m>

HM “wh

1 1
Usando a mudanga de variavel z = > [u* — (1+7r?)] , temos dz = — udu ,
r r
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u? =2rz + (1 +1?) , e podemos escrever

2
=2 gt - )] x
mems
1
x/ V1—22 dz
—A)? 1472 2r
2z (14 12) — W] (14 )2 - B
o P ey =S5 |00 - e~
2 () X [T = 20 (W - A)]
mams [14—7“2 — W:TZ—;AP}
>
1
V1= 2
X/ = (D.10)
2rz )
- 1+1+r2_4(W7A)2 [T+ X)" (1 +7)% = (14 72) — 2rz]
ms,
Sejam
2r
e away (D.11)
ms
2
b= e (D.12)
(LX) (1+7)2 = (1472
Observando que
L2+ =141 > 1+r)2— 1+ =2 |
temos

Lembrando que W é uma média ponderada e A é a média aritmética das massas,

vale a desigualdade

M~ —Me  Ms
WAl < T Sy
logo
4(W — A)?
AW —AF 5 )<(1—r)2
m
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Desta tultima desigualdade, deduzimos que

AW — A)?

1472 — 5
ms

> 2r

ie.,

O<a<xl1

As defini¢oes (D.11) e (D.12) nos permitem reescrever a Eq. (D.10) como

1:ab(1+r)2x[1+x—2<’2x(W—A)}/1 Wi

2rmems .

Seja
1

[

z 1+ az)(1—0b2)

dz

21
Entao temos

ab(1+7)2x [1+x — 2¢*x(W — A)]

2rmems

I = 7z

1
(14 az)(1—0bz2)

L (L) 20+

a

(14 az)(1—0bz2) 1+az N 1—bz

Decompondo em fragoes parciais, obtemos

Da Eq. (D.16), segue que

(14+az)(1—10b2)

1o () e (10]) R e

AN cos? 6 b AN s 2
— (142 7 (142 T
( +a) / 1+&sm9d9+a( +a) / 1 —bsind 40

—7/2 —7/2
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cos“ 0

dz

(D.14)

(D.15)

(D.16)

(D.17)



Definindo

w/2
cos? 0
H = —— df D.1

(z) / 1+ xsind 7 (D.18)

—7/2

podemos escrever
T = 1+9*3ﬂ@+9]+€ Aﬂpw (D.19)
N a a a ’ ’

Calculo da integral H(x)

A integral (D.18) pode ser calculada a partir da substituigdo de Weierstrass
t =tan (0/2). Temos

2t 1— ¢ 2dt
——— , cosf d
1+1¢2

sinf =

1t 1+ 2

Na nova variavel, a integral (D.18) se escreve

B / 20t — 212 + 1)
H(z) _/ P ronis Do (D.20)

Decompondo o integrando em fragoes parciais, obtemos para x # 0

a2 1
t2+1)2 a2 241
(D.21)

2(t1 — 2t2 + 1) 2(1 — 2?) 1

(12 + 20t + 1) (1 +12)2 22 2+ 22t + 1

1
x

Levando (D.21) na Eq. (D.20), obtemos

1 1 1

H(x)__2(1—x2)/ dt _2/ 2tdt +3/ dt
B x? 2+2xt+1 x) (#2412 22 ) 1+t

-1 -1 -1

1

dt 2 1 2 =1
=2 (1—¢2 Z 4 Ztan 't
( ‘”/<1—x2>+<t+x>2+[xt2+1+x2 o }
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Como precisamos calcular H(z) apenas para z = a ¢ x = —b (Eq. (D.19)) e como

0<a<leO<b<1(Egs. (D.13)e (D.14)), temos 0 < |z| < 1, logo

1
2 dt 2 1 2 =t
H(ﬂ?) = 3 {—ﬁ + —Qtanfl t:|
T J 1+< t:i?) T v+ T =1
2 t+x =1 T
= |—ZV1—22tan ' | ——— =
e ()]
2 e (S 2 e () T
= ——+V1—22tan — —=V1—2z?tan —
x? 1—=x x? 1+z x?
1 1-—
Como tanl( 1+:r) :g—tan1< 1+x) , obtemos (para 0 < |z| < 1)
—x x
H(z)= = (1-vI—22) . (D.22)
22

Calculo da corrente
Das Egs. (D.19) e (D.22), obtemos
™ b\ ! T b\ !
=" (142 (1—\/1—(12)—1—— 1+~ (1—\/1—192)
a a ab a
As Egs. (D.1) e (D.17) implicam

7. kp(Ty — Tr) (% ab(1+7)% x [1+x — 20 x (W — A)] I
o 217 (C< +¢)

Das duas ultimas equacoes, obtemos

k(T —T) PO+ [LAx 2" (W —A)] || VI-a® a1

Jo = _ _ 1
l 2r X2 (Ce + C) L
_ kp(Ty —Th) [1+ ¢ (me +ms) — 2% (W — A)] - Vi—a®  a 1
20" ((< + ¢) mems 1+ % 1+ % b?
(D.23)
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Das Egs. (D.11) e (D.12), deduzimos que

(142" (1+7)? — 0540

a . ms
5= T . (D.24)
Da Eq. (D.11), segue que
AW — A)2] 72
\/1—@2:\/1—47"2{14—7"2——( 5 )}
ms
\/[r2—2r+1—w] [7«2+2r+1_w]
ms ms
o 1+ 7:2 _ M
\/[(1 — )2 — 4(W*A)2] [(1 +7)2 — 4(W*A)2}
ms ms
_ — . (D.25)
ms
Das Egs. (D.24) e (D.25), segue que
2 M} [ 2 _ AW-4p
T \/[(1 r)2 — AAR (1 4 py2 - A0V
b+3 (1420 (14 7)2 - 1042
>
Usando a Eq. (D.9) e lembrando que r = "= (Eq. (D.7)), obtemos
= _ ¢yl =m0V = AP] [ TP =AW =7 o
1+ (14 ¢P(me +ms)]” — 4¢H (W — A)2 '
Das Egs. (D.11) e (D.24), obtemos
a 2r
— = — : (D.27)
LHE (400" (L) = Y

ms
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Da Eq. (D.12), segue que

- = — [+ A+ +2r) = (1+r7)]" 1
:%{(1“2) (LX) =1 +2r (14} —1
:ﬁ[(1+r2)x(2+x)+27“X(2+X)+27’}2_1
:%[(r—l—l)Qx(Q—i—X)—i-QT]Z—l
_ ﬁ(rﬂ)zx (24 ) [4r + (r + 12X 2+ X)]

Lembrando que r = Z—i , podemos escrever

1 1= 1 (mc +ms)?
b? 42 m2

>

1

T Am2Zm2 (m< +m=)*x (2+X) [4m<m> + (me +ms)*x (2 + X)]
<ms

Adm_m Mme +ms)?
X(2+X)[ 7/;2 >+( < >)

>

by @e )

Usando a Eq. (D.9), obtemos

le —1= % (2+x) [4m<m>C'2 + (me +ms) (2 + x)} :
logo
1 1 .
5 L= gV me ) 20 [mama ¢ o (me ot ) (24 )
= W\/[l +2¢% (me + ms)] [Amems ¢t + 14 2¢% (me + ms)]
= W\/[l + 202 (me +ms)] [dmams ¢t + 207 (me +ms) +1]
portanto

/1 1
o 1= W\/[l +2¢%(m< +ms)] (1+2¢°m<) (1+2¢%ms) . (D.28)
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Das Egs. (D.27) e (D.28), segue que

\/7 L+ 203 me +m)] (1+2¢%m) (1+2¢%m.)
p2 2

m2 ¢ (14 )" (14 7)2 = A2

+ &
b

Usando a Eq. (D.9) e lembrando que r = 7= (Eq. (D.7)), obtemos

+ 202 (m<+ms)] (1+2¢%m<) (1+2¢%ms)
‘ /b_2 — \/ . (D.29)

+C’ m<+m>)] _4§,4(W_A)2

%
Levando as expressoes (D.26) e (D.29) na Eq. (D.23), obtemos finalmente

k(T —Tr)
2mom-("? (C«+¢)

C’4\/[(m> - m<)2 —4(W — A)Z} [(m> + m<)2 —4(W — A)ﬂ
- L4 ¢?(me +ms) + 2¢%4(W — A)

V203 me +ma)] (14 20%m) (1+2¢m..)
- 1+ (P (me +ms) +20%(W — A) 7

c —

{ 1+ % (me+ms) =207 (W — A) —

ie.,

kg(Ty — Tg)
2m1m2C’2 (¢ +Cr)

c —

{1+¢%m+m»%%WA>

¢t Tlms — ma)? = 4W — AP [(ms + ma)’ — 40V — AF]
B 1+ ¢(my +ma) + 2¢C*(W — A)

/[ 207 ma)] (14 20%ma) (14 2¢%m) } | (D.30)

1+ C%(my +my) + 2¢2(W — A)
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onde lembramos (cf. Egs. (2.181), (2.176), (2.178) e (2.179)) que

CI _ CLCR
1+ (Cpmamowi

_ Crmi + Crma

CL+Cr
my + Mo

2

?

A:
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Apeéendice E

Célculo de e ™A

Neste apéndice, mostraremos os passos para o calculo da exponencial e™™* . Primei-

M T

Como todos os blocos N x N da matriz A sao diagonais e invertiveis, podemos

0 -1
ramente, sera necessario calcularmos as poténcias da matriz A = ( .

tratd-los como nimeros. Desta forma, podemos provisoriamente tratar a matriz A
como uma matriz 2 x 2 , a fim de obter uma “decomposicao espectral” para a mesma.

Os “autovalores” da matriz A sao

r
Ozi:§:|:p : (E.1)

sendo p a matriz diagonal

ORI o

Os “autovetores” de a4 sao, respectivamente,

Ox
-M
A matriz A pode ser “diagonalizada” através da transformacao de similaridade

a_ 0 1
A—V(O )V , (E-3)

Qy
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onde

V:(j&_ﬁ#). (E.4)

A inversa da matriz V' é dada por

1, 1 .
e f(Mml , (E5)
—5/)_1 T (Mp)~

Da Eq. E.3, obtemos a n-ésima poténcia da matriz A ,

,M:V<“'O)v*. (E.6)
0 af

Observando que aja_ = (I'/2)> — p> = M e usando as Eqs. (E.4)-(E.6),

encontramos
a™ —p 1(1/+ a™ lp 1 a™ _pfla_ a™ _pfl
A" — T2 -2 _ 2 *2
a” §p’1/\/l a"~pla_ —aly Epflj\/l —aﬁép*1a+

Desta ultima equacao, obtemos

N e
oM e
) (—T:;H %p‘la (—T:;H %p‘l
_(_7;3-%) %p 1A _Tﬁ+)n%p1a+

Somando ambos os lados desta equagao de n = 0 até oo , obtemos

e Ta— —p_lOé e~ Ta- _p—l e~ T+ 1,0_105 e~ T+ 1)0_1
—TA _ 2 + 12 _ 21 a 2
—e - §p—1M —eTa- 510—10(7 —e T+ §p—1M —€_Ta+§p_105+
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ou seja,

L L
A (e‘m 0 ) 5/? a4 150
(& = _ 1 —
0 e T _ -1 I
5P M 5P o
1 1

—TQ e ot
e 0 5P a- 12p
0 e T 1

—510_1/\4 —§ﬂ_l@+

Substituindo as expressoes dos autovalores ay (Eq. (E.1)), finalmente obtemos

_(L_ _ _
e (5-r) 0 Lpt 421 T B
- r
0 e (i) “IMpt —iTpt 4l

e (5+0) 0 }lfpfl — %] %p’l (E7)
0 e—fr(g—i-p) _%Mpfl _}lrpfl N %I . .
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