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Resumo

Neste trabalho, apresentaremos os principais resultados sobre os grupos soliveis
finitos e estudaremos os subgrupos transitivos e soltiveis em grupos simétricos de

grau primo.
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Introducao

O problema de resolver equacgoes polinomiais sempre fascinou os matematicos e se
tornou um grande foco de estudo da Algebra. Ha relatos histéricos de que a férmula
para resolver a equacdo ax® + bx + ¢ = 0 comecou a ser estuda pelos Babilonios.
Em meados de 1.500, os italianos Spcione del Ferro (1465 - 1526), Tartaglia (1499 -
1557), Girolomo Cardono (1501 - 1576) e Lodovico Ferrari (1522 - 1565) deram suas
contribuicoes para a solugao de polinomios de terceiro e quarto grau. Porém, uma
formula para resolver os polindmios de grau maior ou igual a cinco ainda nao tinha
sido encontrada.

No inicio do séc XIX, matematicos como Leonhard Euler e Joseph-Louis La-
grange, também se dedicaram a tentar encontrar uma solugao para os polinomios
de grau cinco. Porém, os primeiro resultados foram publicados por Abel, em 1826.
Abel demonstrou que nao existem formulas simples para a solugao de equacoes de
grau superior a quatro. Sendo assim, abriu as portas, para anos mais tarde, Evariste
Galois (1811 - 1832) formular um critério de solubilidade para equacoes algébricas
da forma

anx™ + ...+ a1x+ag=0.

Galois deu origem a teoria dos grupos em 1832, esbocando o seu famoso trabalho
sobre solubilidade por radicais.

A teoria de Galois associa cada polinémio f(x) € F[z| ao seu chamado Grupo de
Galois de f(z) sobre F', denominado assim em homenagem ao famoso matematico
e denotado por Gy ou Gal(f/F). E essencial enunciarmos um de seus principais

teoremas:

Teorema 0.1. Sejam F de caracteristica zero e f(x) € F[z] um polinémio de grau
n > 1. Se o polinomio € irredutivel sobre F' de grau n, entdo o seu grupo de Galois

Gal(f/F) € um subgrupo transitivo de S,, cuja ordem é divisivel por n.

Além disso, outro resultado importante é definir que uma extensao L de F é dita

uma extensao radical se existe uma cadeia
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Fh=FCFHCIKhC...Ck

tal que, paracadai = 1,...,t, F; = F;_1(w;) eu;* € F;_; para algum n; € N. Diante
disso, a equagao f(z) = 0 é solivel por radicais, se existe uma extensao radical F’
que contém o corpo de decomposigao de f(z).

A partir dai, Galois garante um critério de solubilidade para equacoes algébricas.
Isto é, o polinémio f(x) é solivel por radicais, se, e somente se, o grupo Gal(f/F) é
solivel. Portanto, o conhecimento sobre os grupos soliveis é de singular importancia.

A presente monografia tem como objetivo apresentar os principais resultados
sobre os grupos soltveis finitos. No capitulo 1, vamos relembrar algumas defini¢oes
e resultados necessarios para a compreensao dos capitulos subsequentes. No capitulo
2, vamos apresentar a definicao e alguns exemplos dos grupos soliveis tais grupos
e demonstrar seus principais resultados e propriedades. Além disso, vamos discutir
proposicoes que determinam a solubilidade de um grupo a partir de sua ordem.

Por fim, no capitulo 3, discutiremos um teorema para identificar os subrupos

soliveis de grupos simétricos.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo, comegaremos com o estudo de alguns resultados basicos da Teoria de
Grupo. Em seguida, vamos discutir conceitos inicias dos grupos simétricos. Nosso
objetivo é abordar as principais definicoes e resultados que se farao tteis ao longo

do nosso trabalho.

1.1 Grupos

Nesta secao, apresentaremos algumas defini¢oes e teoremas relacionados a grupos.
Vamos apenas enunciar tais resultados. Ao leitor interessado, solicitamos consultar

a referéncia indicada.

Teorema 1.1. (/3], Capitulo VI, Teorema 1) (Lagrange) Seja G um grupo finito e
H um subgrupo de G entdo |H| é um divisor de |G|, isto é, a ordem de H € um

divisor da ordem de G.

O numero de classe laterais de um subgrupo H em um grupo G é representado
por [G : H] e denominado indice de H em G. O Teorema de Lagrange também
mostra que [G : H| é divisor de |G|. Além disso, segue como sua consenquéncia que

todo grupo finito de ordem prima é ciclico, e, em particular, abeliano.

De acordo com seu indice no grupo, podemos afirmar a normalidade de um
subgrupo. Recordaremos um resultado que discute as condicoes para garantirmos

que um dado subgrupo é normal.

Teorema 1.2. (/3], Capitulo VI, Coroldrio 3 do Teorema 4) Seja G um grupo finito
e p o menor divisor primo de |G|. Se existe um subgrupo H de G tal que [G : H] = p,
entéo H <1 G.

11
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Sendo assim, é claro que se H é um subgrupo de G tal que |G : H] = 2, entao

H ¢é um subgrupo normal de G.

O préximo teorema garante a existéncia de elementos de determinada ordem em

um grupo finito.

Teorema 1.3. (/3/, Capitulo VI, Teorema 6) (Cauchy) Seja G grupo finito e |G| =n
e um primo tal que p | n. Entao eziste x € G tal que O(x) = p

Antes de enunciarmos outros resultados, vamos apresentar algumas definigoes

basicas.

Definigao 1.4. Um grupo G # {1} € simples se G e {1} sao seus unicos subgrupos

normais.

Definigao 1.5. O centro de um grupo, representado por Z(G), é o conjunto dos

elementos que comutam com todos os outros elementos em G, isto €,

Z(G)={2z€G|Vged, zg=gz}.

Analisando a defini¢ao do subgrupo Z(G), podemos afirmar que ele é abeliano e
normal em G. Além disso, por simples verificacao, é possivel constatar que se H é
um subgrupo de Z(G) e G/H ciclico, entdao G é abeliano.

Relembramos, também, que G/Z(G) nunca tem ordem prima. De fato, pois se
|G/Z(G)| = p, entdo |G/Z(G)| é ciclico. Neste caso, note que G ¢é abeliano, ou seja
G = Z(G), uma contradigao.

Seja p um numero primo e G um grupo finito. Se |G| = p", n € N, dizemos que
G é um p-grupo. Pelo Teorema de Lagrange, um subgrupo de um p-grupo também
¢ um p-grupo. Recordamos, também, que o centro de p-grupo nunca ¢ trivial, para
a demonstragao consultar [1], pdgina 410.

Por fim, ressaltamos que se |G| = p?, segue que G é abeliano. Para comprovar-
mos a afirmacdo, basta mostrar que Z(G) = G. Como Z(G) < G, pelo Teorema
de Lagrange, temos que |Z(G)| divide |G|. Sendo assim, |Z(G)| = 1, p, p*. J4 co-
mentamos que Z(G) # {1} e também podemos afirmar que |Z(G)| # p. De fato, se
|Z(G)| = p temos |G/Z(G)| = p, uma contradi¢do pois ja mencionamos que G/Z(G)
nao tem ordem prima. Logo |Z(G)| = p* = |G| e, consequentemente, Z(G) = G,

como queriamos.

Vamos enunciar um importante teorema.
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Teorema 1.6. (/3/, Capitulo VI, Teorema 5) (Teorema da Correspondéncia) Seja
G e G' grupos e ¢ : G — G' um homomorfismo sobrejetivo, tal que N = Ker(p).

Entao,

(a) Para todo H < G tem-se H = p(H) = {p(h) : h € H} < G'. Mais ainda
H<LG= H QG

(b) Para todo H' < G’ existe unico H = ¢ Y(H') = {9 € G : p(g9) € H} D
N,H <G, tal que p(H) = H'. Mais ainda H <G = H 4G.

Como uma consequéncia do Teorema da Correspondéncia, temos que se G um
grupo e N < G entdo, todo subgrupo do grupo quociente G = G/N ¢é do tipo
H = H/N, onde H é o tinico subgrupo de G contendo N tal que 7(H) = H e
m: G — G = G/N é a projecio candnica (H recebe o nome de pré-imagem de H
em G). Mais ainda

H<QG e HCG,

Definigao 1.7. (/5/, Capitulo 1) Seja X um subconjunto nao vazio de um grupo G,
o fecho normal de X em G, denotado por X, é a intersecio de todos os subgrupos

normais de G que contém X, equivalentemente,
X9 ={(g'Xg|geq)

O fecho normal de X em G é um subgrupo normal. Ja o core de X em G, denotado
por Xq, € definido pela intersecao de todos os subgrupos normais de G contidos em

X. Se nao existe nenhum tal subgrupo, X = {1}.

Claramente, X é o menor subgrupo normal de G que contém X.

Definicao 1.8. Sejam G um grupo H um subgrupo de G. Definimos o normalizador

de H em G como o conjunto
Neg(H)={a e G| aH = Ha}.
A partir da definigao acima, é claro que X C Ng(H). Agora, vamos considerar

a seguinte proposicao dos normalizadores em p-grupos.

Proposicao 1.9. (/2/, Capitulo VI, Proposicao VI.3.3) Seja G um grupo de ordem
pm
seja, se H € um subgrupo proprio de um p-grupo finito entao H estd propriamente

e seja H um subgrupo de G de ordem p" com r < m entao H < Ng(H). Ou

contido no seu normalizador.
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Estabeleceremos alguns resultados sobre agoes de grupo sobre um conjunto.

Uma agao de um grupo G sobre um conjunto X é uma aplicagao

p:Gx X —X

(g,2) —> g*u
talque lxz=xe (g1xgp)*r =g % (gaxx),VareXeV g,g €G. A aplicagao

pg X — X
TH—>g*x
é chamada de transformacao de X por g. Agora, vamos considerar a seguinte de-
finicao
Definicao 1.10. Seja X um conjunto nao vazio. O conjunto
Sim(X) ={o: X — X | o bijetiva }

€ um grupo com a opera¢ao composicao de funcgoes. Qutra notacao muito utilizada
para Sim(X) € B;;(X).

Uma maneira equivalente de expressar que ¢ : G x X — X é um agao de grupo
¢ afirmando que
G — Sim(X)

g%y

é um homomorfismo.

Defini¢ao 1.11. ([7], Capitulo 26, Defini¢ao 26.4) Suponha que G age sobre um
conjunto X.

(a) A equagiao y = g x expressa que g move x para y.
(b) Dado x € X temos

Orbg(x) :={g*x|g € G},

que € o conjunto de todos os elementos em X mowvidos a partir de x. Este conjunto
¢ chamado de orbita de x em G. Por outro lado, os elementos em G que fixam x,

formam um subgrupo de G denotado por

Stabg(z) == {g € G|g xz = z},
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chamado de estabilizador de x em G. Este é um subgrupo de G.

(c) A agdo é transitiva se todos os elementos de X podem ser movidos, isto €,
se para dois elementos x,y € X existe um elemento g € G onde g *xx = y.

(d) Dado g € G, x € X € chamado de um ponto fixzo de g se g xx = x. Se

gxx=ux,V g€ G entao x é chamado de ponto fixo da agao.

O préximo teorema mostra a relacao entre a orbita e o estabilizador de um

elemento. J4 definida a acao do grupo finito G no conjunto X, temos:

Teorema 1.12. (/2], Capitulo VI, Teorema VI.1.4)( Orbita - Estabilizador) Seja
x € X entao

| Orbg(x) |= [G : Stabg(z)] e assim, |Orbg(x)| divide |G]|.

Proposicao 1.13. ([7], Capitulo 26, Proposi¢io 26.6) Suponha que o grupo finito
G age transitivamente em um conjunto finito X.

(a) | X| divide |G].

(b) Se N <G é um subgrupo normal de G entdo todas as drbitas sob a a¢do de
N tem a mesma cardinalidade. Dai o tamanho de uma N-orbita é um divisor de

Re

Finalizaremos nossa primeira segao com os Teoremas de Sylow. O resultado
garante a existéncia de certos subgrupos em um grupo. Enunciamos os teoremas
de forma resumida e omitimos a demonstragao, solicitamos que o leitor consulte as

referéncias [1], [2] e [3].
Teorema 1.14. (Teorema de Sylow)Considere G um grupo finito de ordem

|G| = p*m, onde a > 1 e mde(p,m) = 1.

(1) Para cada 8 € N,1 < 38 < a, existe um subgrupo Hg, tal que |Hg| = p°. Um
subgrupo de ordem p® é chamado p-subgrupo de Sylow de G.

(2) Se Py e Py sao p—subgrupos de Sylow de G, entao existe g € G, tal que Py = P.

Ou seja, os p—subgrupos de Sylow de G sdo todos conjugados.

Vamos denotar por Syl,(G) o conjunto de todos os p—subgrupos de Sylow de G.
Temos que: P € Syl,(G) < |P| = p*. Além disso, vamos denotar: |Syl(G)| = n,,.
Dado P € Syl,(G), temos Syl,(G) ={P | g € G} e, como consequéncia do Teorema
1.12, seque que n, = [G : Ng(P)].
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(3) Temos:

in,|m e
it)n, = 1(mod p) .
~— ——
plnp—1

(4) Um subgrupo de ordem p?,1 < v < «, estd contido em um p—subgrupo de Sylow.
Isto é, se H < G e |H| =p?, entao existe P € Syl,(G), tal que H < P.

1.2 Grupos Simétricos

Nesta secao trataremos algumas defini¢oes e resultados basicos dos grupos simétricos,
S,. Como ponto de partida, vamos apresentar algumas defini¢oes, teorema e pro-
posicoes sobre o grupo das permutacoes.

Na definigao 1.10, comentamos sobre o grupo Sim(X), ele é chamado de Grupo
das Permutacoes de um conjunto. Agora, para o conjunto S = {1,2,...,n} deno-
taremos esse grupo por S, grupo simétrico de grau n. A ordem de S,, é exatamente

nl.

Definicao 1.15. Uma permutacdo o € S, € um r-ciclo de S,, n > 2, se existem

Q1,12 ..., 10, distintos elementos de {1,2,...,n} tais que
U(il) == ’iQ,O’(iQ) = i3, e ,U(ir_l) == ’ir,O(ir) == il
eo(j)=7Vie{l,2,...,n} - {i1,ia,... 0 }.

Usaremos a notag¢ao o = (iyis .. .i.) € S,. Definimos, também, os ciclos de compri-

mento 2 como transposicoes.

Exemplo 1.16. Considere S = {1,2} entdo temos Sy = {01,092} onde 01 = 1 e
o9 = (12). Sy € abeliano.

Proposicao 1.17. ([3], Capitulo VI, Exemplo 3) Os grupos S,, n > 3, ndo sao

abelianos.

Demonstragao. Basta verificar que o = (12) e 7 = (123) ndo comutam em S,. Isto
é,

or = (23) # (13) = 710.
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Os proximos teoremas e defini¢oes sao tteis para demonstrarmos diversas propri-
edades a cerca dos grupos simétricos. Os teoremas serao apenas enunciados. Todas

as referéncias estao indicadas.

Defini¢ao 1.18. Sejam o = (iy,42,...,4,) € T = (J1,J2,---,]s) dois ciclos de S,,.

Dizemos que o e T sao dois ciclos disjuntos se {iy, iz, ... 0.} N {J1,72,---,Js} = 0.

Observacao 1.19. Se o e 7 sao dois ciclos disjuntos de S,, entdo como permutagoes

de S, eles comutam entre si, ou seja, oT = TO.

Teorema 1.20. (/3], Capitulo VI, Teorema 10) Toda permutacio 1 # « € S,, pode

ser escrita de modo unico (a menos da ordem) como um produto de ciclos disjuntos.

A maneira Unica para a escrita de uma permutacdao como produto de ciclos
disjuntos, determinada pelo Teorema 1.20, caracteriza a estrutura ciclica da per-
mutacao.

O fato de podermos escrever de maneira tinica todo elemento do grupo S,, como
um produto de ciclos disjuntos auxilia nos calculos no grupo S,,.

Vemos, ainda, que todo ciclo é um produto de transposigoes:

Portanto, toda permutagao ¢ um produto de transposigoes.

Definicao 1.21. Uma permutacao que pode ser expressa como um produto de um
numero par de transposicoes € chamada de permutacao par. Uma permutacao que
pode ser expressa como um produto de um miumero de impar de transposicoes €

chamada de permutacao impar.

O conjunto A, das permutacoes pares de .S,, forma um subgrupo chamado sub-

grupo alternado de S,,. Tal grupo tem ordem n!/2 e é um subgrupo normal em

Sh-
Definicao 1.22. Se o0 e T sdo suas permutagoes em S,, tais que:
o=(ir.ctp) . (1o Js)-o (o lg) eT=(0 o) (g gk ()

onde os ciclos em o, e também em T, sao disjuntos. Dizemos que o e T possuem a

mesma estrutura de ciclos.

Teorema 1.23. (/3/, Capitulo VI, Proposicao 13) Sejam o e T € S,,. Entio o e T

sao conjugados em S, se, e somente se, possuem a mesma estrutura de ciclos.
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Agora, apresentaremos dois teoremas referentes ao comprimento dos ciclos dis-
juntos, que compoem a estrutura ciclica de uma permutacao, e a ordem desta per-

mutacao.

Teorema 1.24. ([1], Capitulo 5, Coroldrio) A ordem de uma permutacao escrita na

forma de ciclos disjuntos € o minimo multiplo comum dos comprimentos dos ciclos.

Teorema 1.25. ([7], Capitulo 22, Proposi¢ao 22.4) Se n € um nimero primo, entio

0s unicos elementos em S, de ordem n sao os n-ciclos.

Seguem algumas informagoes sobre .S, e seu subgrupo alternado.

Teorema 1.26. (/3], Capitulo VI, Proposi¢ao 14 e Coroldrio 1)
Os conguntos {(12), (13),...,(1n)} e {(12),(12...n)} geram o grupo S,.

Demonstragao. Basta mostrar que toda transposigao (ij) pertence a ((12), (13),..., (1n)).

Note que:

(i) = (12)(15)(14).
Se 1,14, j sao distintos. E a primeira parte do resultado esta provada. Para a segunda
parte, seja 7 = (12) , 0 = (12...n) e G = (1,0), o grupo gerado por 7 e o. Logo,

usando a conjugacao temos que:

o lro =(23)
o 2r0? =(34)
o 310 =(45)

o lrot =(i+1i+2) Vie{l,2,...,n—2}

pertencem a GG. Entao G contém as transposigoes:
(12)(23)(12) = (23),(13)(34)(13) = (14),..., (I n—=1)(n =1 n)(1 n — 1)=(1 n).

Pela primeira parte do resultado temos que G = S,,. Portanto, o conjunto {(12), (12...n)}

gera o grupo S,. [

Teorema 1.27. (/3], Capitulo VI) Temos as sequintes informagoes sobre o subgrupo
alternado:
(a) A, n >3 € gerado pelos 3-ciclos.

(b) Todos os 3-ciclos sao conjugados em A, n > 5.
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Demonstra¢ao. Se (i j k) é um 3-ciclo qualquer, temos que (i j k) = (i k)(i j) e
assim (i j k) pertence a A,,. E dai segue que ({3 —ciclos}) C G. Queremos mostrar
a igualdade. Para isso, seja a € A,,, temos o = (i1 j1)(i2 jo) - - - (ix Jx) onde k é um
nimero par. Se |[{iy, ji1,%2,j2}| = 4 entao (i1 j1)(i2 jo) = (41 t2 j2)(i1 j1 j2). Por
outro lado, se [{i1, j1,12, 72} = 3 entao (i1 j1)(ia j2) = (41 J1)(G1 Jo) = (41 j2 Jj1)
ou (11 j1)(i2 j2) = (i1 j1)(i2 41) = (41 i2 j1). Repetindo esse raciocinio a cada duas
transposigoes, concluimos a prova de (a).

(b) Considere dois 3-ciclos « = (r st) e f = (' §' t') em A,,. Pelo Teorema 1.23,
sabemos que existe v € S, tal que @ = 3. Se v € A, nao ha o que demonstrar.
Caso contrério, tomamos ¢, ¢ {r,s,t} e assim, v = v(i j) € A, e temos também
a’ = 6. n

Agora, estamos em condicoes de demonstrar que o subgrupo alternado de S, é

simples, para n > 5.
Teorema 1.28. ([3], Capitulo VI) Sen > 5, entao A, é simples.

Demonstragao. Primeiramente, suponhamos que H # {1} seja um subgrupo normal
de A,,. Queremos mostrar que H = A,, e para isto, pelo item (b) do teorema anterior,
basta mostrarmos que H contém um 3-ciclo. Sendo assim, considerando o Teorema

de Cauchy, seja p um primo que divide | H | e tome 0 € H, tal que | o |= p.

Defina: o = (iy iy --- 4,) e escrevendo o como um produto de ciclos disjuntos
temos: o = (iy ig - ip) = TiTy - - Ty,. Pelo Teorema 1.24 segue que o m.m.c dos
ciclos disjuntos 7;, j = 1,--- ,m é p. E portanto, cada 7; s6 pode ser um p-ciclo.

A partir destas consideracoes mostraremos que H contém um 3-ciclo. Para isso,
analisaremos os seguintes casos:

Caso 1: Se p = 2, vamos ter que 7; sao transposicoes para todo ¢ e que m é par
(ja que 0 € H < A,,). Digamos que 71 = (a b) e 75 = (¢ d). Mostraremos que:

(i) (abc)o(abc)to™r = (ac)(bd) e H. De fato, pois

(abe)o(abe) ot =(abc)ab)(cd)(acb)(cd)(ab)
=(a ¢)(b d)

Além disso, temos:

(abc)o(ab c)_lg_:/: (ac)(bd) e H,

N

-

€H, pois H<A, cH

(ii) Tomando k ¢ {a, b, c,d} temos (a c k)(ac)(bd)(ack) ™ (ac)(bd) = (akc) €
H. De fato, pois por (i) temos que (a ¢)(b d) € H, logo: (a ck)(a c)(bd)(ack)™! e
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H, ja que H< A, e portanto:

(ack)(a C)Ebrd)(a c l{:)_lj(a c)bd)=(akc)eH,

como queriamos.

Caso 2: Se p = 3. Podemos ter m = 1 e entao H contém o 3-ciclo ¢ = 77.
Agora, se m > 2, escrevendo 71 = (a b ¢) e o = (d e f), temos que o 3-ciclo (b d c¢)
é disjunto de 7;, para i = 3,--- ,m, e assim, pelo Teorema 1.23, comuta com todos
eles. Visto isso, queremos mostrar que (b ¢ d)o(b ¢ d)~'o~! é um 5-ciclo que pertence
A H. Sendo assim: (b ¢ d)o(b c d)to™! € H, pois:

(e d)a‘(,b cd) o]

CH, pois HaA,  <H

E também:
(bedobed ot =0cd)(abe)de fms--Tm(bdc)r, 75 d fe)acb)
Como (b d ¢) comuta com 7,1 =3,...,m:

(bedobed ot =(bcd)(abe)de f)bdc)ms T, - 75 (d f e)(a cb)

m

(bed)(abe)de f)(bdc)d fe)acb)
(adbce)

E assim obtemos um 5-ciclo pertencente a H e o resultado fica provado com o

préximo caso.

Caso 3: Se p > 3, escrevendo 11 = (a; ay ---ay,), temos que o 3-ciclo (as as a4)
é disjunto de 7;, para i = 2,--- ,m e assim comuta com todos eles. Pretendemos
mostrar que (ag az as)o(ay az ag) to™! = (ay az as) é um 3-ciclo que pertence & H,

pois assim o resultado estara provado. De fato, note primeiramente que:

Sag as ag)o(as as a4)’i ot

~
€H, pois HdAp, €H

Além disso,

(az a3 ag)o(ay ag ag)to™!

1

= (ag a3 aq)(ay ag -+~ ap)To -+ Tlag ag a3t 15 (ay ap -+ ag).
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Usando o fato de que (ay a3 a4) comuta com 75, ¢ =2,--- ,m :

(ag a3 ag)o(ag asz ay) o =(ay as as)(a; as eap)(ag ag az)(r - T Tt Ty )
(a1 ap ---az) = (a2 as as)(ar az ---a,)(az a4 as)
(a1 ap ---az) = (ag as as),

que é um 3-ciclo pertencente a H, como queriamos.
Neste ponto, nossa demonstragao se reduz ao teorema anterior. Uma vez que H
possui um 3-ciclo, ele possui todos os outros por conjugacao. Portanto H = A,,, n >

5 e temos, finalmente, que A,, é simples. n

Os préximos resultados discutem sobre os subgrupos normais dos grupos: Ay,
Sy e S,, paran =3 oun > 5. Tais resultados sao necessarios para demonstrarmos
importantes proposicoes e teoremas que serao apresentados no capitulos subsequen-

tes.

Proposicao 1.29. (/2], Capitulo V, Teorema V.10.22) Os inicos subgrupos normais
de Ay sao {1}, Ay e Ky, sendo Kq:={1, (12)(34), (13)(24),(14)(23)} o Grupo de
Klein.

Demonstracao. Escrevendo os elementos de Ay, observamos que seus elementos nao
triviais sao 3-ciclos ou um produto disjunto de duas transposicoes. Suponha que
H seja um subgrupo normal nao trivial de A4. Se este subgrupo normal H contém
um 3-ciclo entao, pelo Teorema 1.23, H contém todos os 3-ciclos. Em virtude do
Teorema 1.27, A, é gerados pelos 3-ciclos logo H = Ay.

Por outro lado, se H nao contém nenhum 3-ciclo, entao ele contém um produto
disjunto de duas transposigoes, digamos (12)(34). Logo, ele contém também (13)(24)
pois segue que:

(13)(24) = (234)(12)(34)(234) .

E também, (14)(23) pois temos:
(14)(23) = (12)(34)(13)(24).

Portanto, H = K. ]

Proposicao 1.30. (/2], Capitulo V, Corolario V. 10.23) Os unicos subgrupos nor-
mais de Sy sao {1}, Ay, Sy e Ky, sendo Ky:={1, (12)(54), (13)(24),(14)(23)} o
Grupo de Klein.

Demonstra¢ao. Suponha que N é um subgrupo normal préprio e nao trivial de

S,. Inicialmente, note que N nao contém uma transposicao, pois se existe uma
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transposicao 7 € N, entao, pelo Teorema 1.23, N contém todas as transposicoes.
Consequentemente, N = Sy, pois, pelo Teorema 1.26, as transposicoes geram Sy.
Se N contém um 3-ciclo, logo N contém todos os 3-ciclos, pois eles sao todos
conjugados em Sy e N <1.5;. Pelo Teorema 1.27, temos que A,,, para n > 3, é gerado
pelos 3-ciclos entao, N = A4. Por outro lado, se N contém um 4-ciclo, a saber

(abed), entao ele contém seu conjugado (bacd), e também o produto, isto é:
(bacd)(abed) = (bdc) € N.

Dessa forma, N contém um 3-ciclo e N também contém uma permutacao impar.
Diante disso, N # A4 e assim N = S;. Finalmente, se N nao contém uma trans-
posicao, 3-ciclos ou 4-ciclos, mas ele contém um produto disjunto de duas trans-
posigoes (ab)(cd), entdo N = K. O

Proposicao 1.31. Os unicos subgrupos normais de S, sao {1}, A, € Sy, paran =3
oun > 5.

Demonstragao. Sabemos que {1} <S5, e S, < S, pois {1} e S, sdao os subgrupos
normais triviais de S,,. Note que [S, : A,] =2, entdo A, < 5,.

Agora, seja N um subgrupo normal de S,. Logo A, " N < A,. Como A, é
simples, para n > 5, segue que A, "N = A, ou A,NN = {1} . Se A,NN = A,,
entdao N = A, ou N = S,,. Por outro lado, se A, N N = {1} desejamos garantir que
N ={1}.

Suponha, por absurdo, que existe 7 € N tal que 7 # 1. Como 7 ¢ A, NN,
entdo 7 é uma permutacao fmpar. Mas 72 € A, e 72 € N entdao 7 € A, N N, logo
72 = 1. Temos que N = {1,7}. De fato, suponha que 0 € N , onde o # 7. Como
o ¢ A,NN temos que ¢ é uma permutagao impar. O produto o7 é uma permutagao
par e, portanto, pertence a A, N N logo o7 = 1. Como 7 # 1 temos o = 1.

Considerando a estrutura ciclica de 7, temos 7 = aq s . . . o, com cada «;, sendo

uma transposicao pois 7 tem ordem 2. Logo,
7 = (1151)(i22) - - - (irJi)-

Analisando as possibilidades para k, temos que para k = 1 segue que 7 = (i1J1).

Tomemos j € {1,...,n} e j #i1,71, como N <5, entao
7)) — (iljl)(hj) = (jj1) # .

O que é um absurdo, pois contradiz N ser fechado por conjugacao de elementos

em S,. Por outro lado, para k impares maiores que 2, tomamos a transposi¢ao
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(1192) # «; , sendo s as tranposi¢oes da estrutura ciclica de 7, observamos que

TR = ((iy1) (izga) - - - (irge)) ™) = (ivia) (d2ir) (d553) - - - (inji)-

Logo, 7(1%2) é um elemento em N diferente de 7. Novamente, um absurdo. Portanto,

N = {1}, como querfamos. O

Para finalizar, notamos que o grupo S,, age sobre o conjunto X = {1,2,... ,n}.
Esta acao é obviamente transitiva.
Um subgrupo H de S, é transitivo se V 7,5 € {1,2,...,n} existe ¢ € H tal que

o(i1) = j. Note que K, é um subgrupo transitivo de Sj.
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Capitulo 2

Grupos Soluveis

2.1 Solubilidade

Quando estudava o problema de resolver equagoes algébricas polinomiais, o famoso
matemdtico Evariste Galois (1811-1832) desenvolveu o conceito de grupo soluvel,
um dos conceitos mais antigos na teoria de gupos. Galois teve a brilhante ideia de
associar a cada equacao um grupo, e tal equacao tem solucao mediante radicais se,
e somente se, o grupo associado é soluvel. Portanto, vamos introduzir e discutir o

conceito e importantes resultados a respeito dos grupos soltuveis.

Definigcao 2.1. Um grupo G diz-se solivel se existe uma série de subgrupos
{1} =G <G <Gy <. <G <G, =G

tais que G;_1 < G; e G; /Gy € abeliano, ¥V i € {1,...,n}. Uma série como esta é
dita série abeliana de G.

O comprimento da menor série abeliana de um grupo solivel G € definido como

grau de solubilidade de G.

Exemplo 2.2. Todo grupo abeliano G € solivel. Para comprovarmos, basta consi-

derar a sequinte série abeliana: {1} < G.
Agora, vamos destacar alguns exemplos de grupos soliveis.

Exemplo 2.3. O ®y, grupo de simetrias do quadrado, é solivel.
Sabemos que D4 = {1,0,0% 0% t,10,10% 103} = (r,0), onde 1> = 0* =1 e 10 =

0~ 'r. Para este grupo, podemos considerar a série abeliana abaizo:
{1} < (0*) < (0) < Du.

25
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Note que |(0%)] = [(0) : (6*)] = [D4 : (0)] = 2. Diante disso, a série acima é uma

séria abeliana para o grupo Dy.

Observagao 2.4. Uma pergunta surge naturalmente: A série abeliana, que carac-
teriza a solubilidade de um grupo, € unica?

A resposta para a questao € nao. O nosso exemplo anterior € itil para justi-
ficar que € possivel um grupo possuir mais de uma série abeliana. Assim, vamos

apresentar mais uma série do Dy:
{1} < (16°) < (1,6%) <D,
onde, também, temos |(t0?)| = [(r,0%) : 16%)] = [Dy : (r,0%)] = 2.

Exemplo 2.5. E imprescindivel mencionar que os grupos Ss e Sy sao soluveis.
Pela Proposicao 1.31, temos que Az <1 S3 e sabemos que Az € abeliano. Assim,

temos a sequinte série abeliana do S3:
{1} < A3 < Ss.
Analogamente, para o Sy consideramos a série:
{1} < K, <Ay < 84

De acordo com as Proposicoes 1.29 e 1.30, temos que A4 <1Sy e Ky<tAy. Analisando
as ordens dos quocientes, seque que Sy/Ay e Ay/Ky sao abelianos. No decorrer
do nosso trabalho, vamos concluir que dentre os simétricos S3 e Sy sao 0s unicos

soluvess.

Uma definicao muito importante no estudo dos grupos soliveis é a definicao do
comutador de dois elementos de um grupo G. Além disso, vamos definir o comutador

de dois subgrupos de G.

Definicao 2.6. Seja G um grupo. Dados x,y € G, definimos o comutador de x ey

como elemento ryx~ly~' € G e serd denotado por [z,y].

Definicao 2.7. O comutador de dois subgrupos X, Y < G é definido como o sub-
grupo de G gerado por todos os comutadores [z,y| onde x € X ey €Y, isto €,

[(X,Y] = (wyz 'y oz € X,y €Y).
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Um caso especial de comutador de dois subgrupos é o subgrupo comutador G' =

[G, G| de um grupo G. Ou seja,
G = (vyxty o,y € G).
O grupo G’ é denominado subgrupo derivado de G. Agora, definimos que G =
Ge G = [ GO | GV, sendo assim G+Y ¢é o subgrupo derivado do grupo G,

Vi € N. Além disso, destacamos que o subgrupo G é chamado o i-ésimo grupo

derivado de G e a sequéncia
G=GYogW>o..oG"MW>O...

¢ chamada de série derivada de G.

Veremos abaixo algumas propriedades do subgrupo derivado de um grupo G.
Proposicao 2.8. Valem as sequintes afirmacoes sobre o subgrupo derivado de G':
(1) G é abeliano <— G'= {1}.

(2) G'<Q@G.

(3) G/G" é abeliano.

(4) Se N <G e G/N € abeliano — G’ C N.
(5) Se H<GeG <H— H<QG.
Demonstragao. (1)

G abeliano <= zxy=yx, V z,ye€CG
= qyz 'y l=1, V x,yeq
— [r,y]=1 V z,yed
— G =1

(2) Vamos mostrar que G'<<G. Assim, desejamos verificar que para a € G' e Vg € G

temos a? = gag~! € G'. Como a € G’, segue que

a = []}il, yﬂ]a“ Ce [l’is, yis]ais.
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Seja g € GG, entao

@’ = ([za, ya]™ - (w05, is] ") = (w1, 9] ™) - ([@is, 1is] )

= ([xir, v ]?)* .. ([wis, Yis)?) .

Desde que
[, y)? = gryz 'y g
=grg 'gyg 'grg gy g
(NP S
=29y (a7 (y )
= 2%y (2) " (1) = [27,y]
Temos

ad = ([x?b yigl])om o ([ngm ygs])ais ca.
(3) Sejam z,y € G, entdo

/

2,9 € G = ayr 'y ' € G = Gayzly ' =G
= G'vy = G'yr = G'2G'y = G'yG'x.

Portanto, G/G’ ¢ abeliano.

(4) Sejam x,y € G. Logo Nz, Ny € G/N. Como G/N é abeliano temos que

NxNy = NyNx = Nzy = Nyx

— oyr 'y 'e N= G C N.

(5) Sejam h € H e g € G. Entao
W = ghg™" = (ghg™)h"'h = [g,hlh € H, pois [g,h] € G' < H.

Logo H < G.
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Ja que estamos interessados em discutir os subgrupos soliveis em grupos simétricos
e o estudo do subgupo derivado de um dado grupo é 1til para o desenvolvimento do

nosso trabalho, vamos verificar o subgrupo derivado dos grupos simétricos.
Proposicao 2.9. (a) S, =A, ¢ A, = A, para n > 5.

(b) S5=A3 e Ay, ={1}.

(c) Si=As, Ay = Ky e K| = {1}.

Demonstragao. (a) O subgrupo dos comutadores S/ é normal em S,, e, portanto,
pela Proposicao 2.8, segue que S), = {1}, A4, ou S,. Como S,, ndo é abeliano,
logo S!, # {1}. Obseve que A, < S, e S,/A, é abeliano. Pela proposigao
anterior, temos S C A, entao S/, # S,. Portanto, S, = A,.

Analogamente, A/ é um subgrupo normal de A,,. Assim, A/, = A, ou {1}, pelo

Teorema 1.28. Como A, para n > 5, ndo é abeliano, temos A/, # {1}, e, logo,
Al = A,.

(b) Em S5 os subgrupos normais sao {1}, A3 e S5. Como S3 nao é abeliano temos
que S5 # {1}. Por outro lado, A3 < S3 e S3/A3 abeliano. De acordo com a
Proposigao 2.8, segue que S, C Az, entao S} # S3. Sendo assim, S§ = As.

Pelo Teorema 1.28, A3 é simples e, assim, seus subgrupos normais sao Az e {1}.

Note que |As| = 3 e A3 ¢é abeliano, entdaoA; = {1}, pela Proposicao 2.8.

(¢) Mostramos, na Proposicao 1.30, que os tinicos subgrupos normais de Sy sao {1},
K4, Ay, Sy . Como Sy nao é abeliano, logo Sy # {1}. Note que A, <1Sy e Sy/A4
é abeliano, da Proposigao 2.8, segue que S; C A4. Diante disso, S} = A4 ou
S, = Kjy.

Afirmamos que S} # K,. De fato, considere (12), (123) € S, entao:

[(12), (123)] =(12)(123)(12)"1(123) ' =
=(123)1(132) = (213)(132) = (123) ¢ K.

Diante disso, S} = Aj.

Agora, pela Proposigao 1.29, os subgrupos normais de Ay sao {1}, K, e Ay.
Note que Ay # {1}, uma vez que A4 ndo é abeliano. Observe que K, <1 Ay e
| A4/ K4| = 3, logo o quociente A/ K, é abeliano. De acordo com a Proposigao

2.8, A} C Ky, entao A # Ay. Portanto, A = K.
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Como |Ky| =4 = 2%, temos que K, ¢ abeliano. Pela Proposigao 2.8, segue que
Ky ={1}.
m

Vamos mostrar uma caracterizagao de solubilidade em termos da série derivada
e da série de composicao de um grupo finito. Inicialmente, é necessario definir e

discutir a série de composicao de um grupo.
Definicao 2.10. Uma série subnormal de G é uma cadeia de subgrupos
{1} =Gy Gy < ... <G, =G (%)
onde G;_y < G; ¥V i=1,..,n

Observacao 2.11. (1) Os grupos quocientes da série subnormal sao os grupos G;/G;_1

parat=1,...,n.

(2) O comprimento da série subnormal é o nimero de inclusoes estritas ou, equi-

valentemente, o numero de grupos quocientes nao-triviais.

(3) O refinamento de uma série subnormal é obtido a partir da insercao de alguns,
possivelmente nenhum, subgrupos em uma dada série como em (). O refina-
mento € chamado proprio se algum subgrupo distinto dos ja existentes € inserido

na série.

(4) Chamamos a série subnormal de série de composicdo se ela nao admite um

refinamento proprio.
Proposicao 2.12. Todo grupo finito G # {1} admite uma série de composi¢ao.

Para demonstrar a proposicao desejada vamos considerar a seguinte afirmacao:

Afirmagdo. Existe um subgrupo Gy de G que satisfaz a propriedade G1 & G e
G, < G, Gy é maximal para a propriedade, ou seja, se exviste H tal que Gy C H
& GeH<G, entao Gy = H.

Demonstragdo. ( da Afirmagao) Temos {1} & G e {1} <G. Se {1} é maximal
para esta propriedade, podemos tomar G; = {1}. Caso contrério, por defini¢ao,
existe um subgrupo H tal que {1} C H que satisfaz H C G e H < G. Caso H
seja maximal, para esta propriedade, podemos tomar G; = H. Caso contrario,
por definicao, existe um subgrupo H; tal que H C H; que satisfaz H; C G e
H, < G. Caso H seja maximal para esta propriedade, podemos tomar G; = H;.
Caso contrério, continuamos o processo. Observamos que o processo ¢ finito, pois

obtemos subgrupos H, Hy, Hs, ... cada vez maiores e G é um grupo finito. O]
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Agora, estamos aptos para demosntrar a Proposicao 2.12.

Demonstragao. (da Proposi¢ao 2.12) De acordo com a Afirmacao provada acima,
existe um grupo Gy de G que satisfaz Gy & G e G <G, onde G é maximal com
essas caracteristicas. Se G; = {1}, entdo {1} = G1<1 G é a série de composic¢ao. Se
G1 # {1}, aplicamos a afirmacao no grupo GG; e obtemos um subgrupo Gy de G,
que satisfaz Gy & G e Gy <1 Gy, onde G5 é maximal para esta propriedade. Se Gy
= {1}, entdo {1} = G2 < G1 < G ¢ a série de composic¢ao. Se Gy # {1}, continua-se
o processo, aplicando a afirmagao no grupo G,. O processo termina, pois obtemos

subgrupos Gy, G, G3s, ... cada vez menores e o grupo G é finito. n

2.2 Caracterizacao de Solubilidade
Neste momento, vamos demonstrar uma caracterizacao de solubilidade. Ela ¢ muito
util para verificar alguns resultados sobre os grupos soluveis finitos.

Teorema 2.13. (Caracterizacio de Solubilidade). Seja G um grupo finito. As

sequintes condicoes sao equivalentes:
(1) O grupo G € solivel.
(2) Existe um natural n tal que G™ = {1}.

(3) O grupo G possui uma série de composi¢ao cujos grupos quocientes sao abelianos

(e, portanto, sao ciclicos de ordem prima,).

Demonstracao. Inicialmente, vamos verificar que (1) = (2).
Se G soluvel, entao existe uma série subnormal com G; /G;_; abeliano, V i €
{1,...,n}, isto é,

{1} =Gy G <Gy <... <G, 1 <G, =G,

Como G,,/G,_1 é abeliano, segue que GV = (G,,)’ € G,,_1, da Proposicao 2.8 parte

(4). Analogamente, se G,,_1 /G,_2 é abeliano temos que

G¥ = ((Gn)/)/ C (Gn—l)/ C Gpa.

Continuando, obtemos G C G,,_;, Vi € {1,...,n}. Em particular, temos G™ C
Go = {1}, e, logo G™ = {1}.

Agora, vamos demonstrar que (2) = (1). Considere a série derivada de GG

{1}=G" 1"V aG" P q... a0V a0 =G ().
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Como GV = [G® | GO |, temos que G+ < GO e o GO /GUFD ¢ abeliano
Vi=0,...,n—1, pela Proposigao 2.8, parte (2) e (3). Portanto, a série em (x %) é
subnormal e satisfaz as condigoes da defini¢ao 2.1. Diante disso, G' ¢é soluvel.

A implicagdo (3) = (1) é trivial. Por fim, vamos comprovar que (1) = (3).

Se G soluvel, entao existe
{1}:G0<]G1<]G2<]...<IGR,1<]G7L:G

uma série subnormal com G;/G;_; abeliano, Vi € {1,...,n}. Como G é um grupo
finito, entao cada quociente G;/G;_1 é um grupo abeliano também finito. Logo, pela
Proposicao 2.12, podemos obter uma série de composigao deste grupo quociente, isto
é, uma série de subgrupos entre G; e GG;_1 tal que cada grupo quociente desta série

é ciclico de ordem prima. Assim, podemos considerar:
Gi,1 = Gio < G’h ... Gis—l < Gis = G,L

onde cada G;/G;_1 é ciclico de ordem prima. Aplicando a Proposigao 2.12, para

todo indice 7 = 1,...,n, obtemos

{1} =Go <Gy =Gy 9 Gy, Q... <Gy, <Gy, ... <G,
=Gy Gy, <...QAG,,, <G, =G, =G

ou seja, temos uma série de composicao de GG cujos grupos quocientes sao ciclicos

de ordem prima. O

Apresentaremos importantes propriedades dos grupos soliveis. Elas mostram
que a imagem homomorfica de grupo soluvel é soltuvel, subgrupos de grupos soliveis

sao soliveis e que o produto direto de grupos soluveis ¢ ainda soluvel.
Teorema 2.14. Seja G um grupo finito e H < G. Se G € soluvel, entdo H é solivel.

Demonstragao. Sejam x,y € H < G. Entao [z, y] é um comutador de elementos de
G. Sendo assim, temos
2,y € GV, ¥V z,y € H.

Portanto, H" C GM. Com o mesmo raciocinio e por inducdo, segue que
H<G=HYcCc@g® vi=1,...,n.

Agora, se G é soliivel, entdo existe n tal que G™ = {1}, pelo Teorema 2.13. Logo
H™ C G™ = {1}. Portanto, H™ = {1}, entdo H é soltvel. O
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Exemplo 2.15. S,, nao € soluvel, para n > 5.
De acordo com a Proposi¢ao 2.9, temos que Al = A,,. Consequentemente, A, =
A® v ke N . Pelo Teorema 2.13, seque que A, ndo € soluvel. Assim, basta

observar que A, < S,, entao S, ndao € soluvel.

O proximo teorema garante que a imagem homomorfica de um grupo solivel é

soluvel.

Teorema 2.16. Seja G um grupo finito. Se ¢ : G — H é um homomorfismo e G

é solivel, entao o(G) € solivel.
Para demonstrar o teorema acima, vamos mostrar o seguinte lema:

Lema 2.17. 1. Seja G um grupo finito. Se ¢ : G — H ¢é um homomorfismo,
entdo o(G™) C (p(G)®, ¥V k > 1.

2. Seja G um grupo finito. Se ¢ : G — H ¢é um homomorfismo sobrejetivo,
entdo o(G®) = (H)®, ¥V k> 1.

Demonstra¢ao. 1. A demonstragao da inclusao é por indugao sobre k. Sendo
assim, vamos considerar k = 1 e provar que p(GM) C (p(G))Y. Sejam
z,y € G, entdo [z,y] € GV, Assim,

o[z, y]) = playz 'y ™) = p(@)e()e() oly) ™ = [p), o(y)] € (p(G))M.

Diante disso, (GM) C (o(G))D e o resultado é valido. Agora, vamos supor
k = n. Entdo, pela hipétese de inducdo, o(G™) C (p(G))™. Sejam [x,y] €
G+ tais que z,y € G™, logo

o([z,y]) = [p(@), p(¥)] € (p(G))D

pois (), (y) € (p(G))™. Portanto, p(G®) C (¢(G))®), ¥ k > 1.

2. A demonstracao também é por inducao. Inicialmente, considere k = 1, vamos
provar que o(GM) = HWY. Sejam a,b € H. Como ¢ é um homorfismo
sobrejetivo, existem x,y € G tais que p(z) = a e p(y) = b. Assim, [a,b] =
[o(x), (y)]. Verificamos, no item anterior, que [p(z), ¢(y)] = ¢([x,y]). Entao,

[a, 8] = [p(2), o(y)] = ¢([z,y]) € (GD).

Logo, [a,b] € p(GM), ¥V a,b € ¢(G). Sendo assim, HY C ¢(GWY). De acordo
com o item anterior, temos que o(G™M) ¢ HW. Concluimos que p(GW) =

H® quando ¢ é um homomorfismo sobrejetivo.
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Agora, suponhamos k& = n. Pela hipétese de inducdo, temos que ¢(G™) =
H™ e vamos provar que ¢(G")) = HT+D . Como ¢ é sobrejetivo e o(G™) =
H®™_ podemos considerar o homomorfismo sobrejetivo G™ — H™ . Di-

ante disso, podemos repetir o raciocinio utilizado no caso k = 1 e temos que
((GM)D = (H™)YD De acordo com a definicio, (H™)M) = [H™ HM] =

H®+D - Além disso, devemos observe que

(P(GMND = [p(G™), p(G™)] = p(IG™, G™]) = (G™HD).

Sendo aSSim, de (@(G(n)))(l) = (H(n))(l) Veriﬁcamos que SD(G(”"’I)) — H(”+1)'
Desta maneira, completamos a demonstracao e segue o resultado desejado.
O

Agora, estamos prontos para demonstrar o teorema almejado.

Demonstracao. Como G é soluvel, pelo Teorema 2.13, segue que existe n tal que
G™ = {1}. Claramente, G — ¢(G) é um homomorfismo sobrejetivo. Pelo item
(2) do lema anterior, segue que ¢(G™) = (p(G))™. Assim, temos que

P(G™) = (p(G)" = o({1}) = (p(C)™ =1 = (p(G)™.

Logo ¢(G) é soluvel.
0

Teorema 2.18. O produto direto de grupos finitos ¢ soluvel se, e somente se, todos

0s seus fatores sao soliveis.

Novamente, para demonstrar o teorema vamos enunciar e demonstrar um lema.

Portanto, temos:
Lema 2.19. Se G =[[", G; € um produto direto de grupos G's, entao
GW =TI, M vk >1.

Demonstra¢ao. A demonstragao do lema é por indugao sobre k. Suponha k = 1.

Vamos mostrar a inclusdo G < [, GZO). Sejam z,y € G, entdao x = (x1,...,Tpy)
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ey = (Y1,.--,Ym), onde x;,y; € G;, Vi=1,...,m. Assim,

[z, 9] = (@1, 2m), (Y15 Ym)]

= (21, ) YY) @ T (UL Y
=z D ) @ ) (W Ym)
= (79 Ty T Y Tl

= ([zr, ], [2m, Ym])

= (

[.Z’l,yl] 1G27 ey 1Gm) . (1G17 1G27 ey [.T}m,ym])

Diante disso, cada comutador em G = [[;%, G; é o produto direto de um comutador

em Gy, em Go, ..., em G,,. Portanto, G | GZ(-l). Agora, vamos mostrar a
inclusdo contréria, isto é, [, Ggl) c GW. Seja (91,92, -, 9m) € [1, Ggl), entao
g1 = [r1,y1] € Ggl), g2 = [T2,y0] € Gél), s Gm = [T, Ym) € Gﬁé). Sendo assim,
(91,92, 9m) = ([z1, 1), [22,90], - - [, Y])
= (1 'y ey, 2y g ey, 7x7:zly;11xmym>
= (erh ey Dy by D (@, ) (e, )
= (w1, 09, .. ., 21) Ny, ¥y ) N, o, ) (Y, Y2, Y1)
=[x,y Tm), W1y Ym)]

Observe que (Z1,...,Tm), (Y1, .-, ym) € G =[]~ G;. Além disso, é possivel notar
que o produto direto de um comutador em G, com um comutador em G5 e, assim
sucessivamente, até G, ¢ um comutador em [[", G;. Entdo, G® c [, GV
Como esperdvamos, G = [T, GV

Agora, suponhamos que o resultado é valido para algum n > 1, isto é, G(”):HZZI Gg").

)

Inicialmente, vamos verificar que G"+*Y < [, GE"H . Sejam z,y € G™, tais

que z = (z1,...,2,) € y = (Y1,...,Ym). Por hipétese de indugao, temos que

T1,Y € Gg"), To, Yo € ng), e T Ym € G Assim,

[z, y] = [(z1, . s Zmly (T - oo Y]

= ([z1, 1], - [T, Ym]) € HGZ(‘”H).
=1
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Portanto, GV c [, GE"H). Para finalizar a demonstracao do lema, resta

verificar que [, Gz(»"H) C G Sejam (g1,...,9m) € [, GE”H), logo g; €

ngﬂ), onde g; = [z;,y;] com z;,y; € GZ(-n), Vi=1,...,m. Por hipétese de inducao,

GM=TT", G™ entdo

m

@12 0m) = (@1, @), ()] € [T G

i=1
Dessa maneira, concluimos que G*) = I, ng), VEk>1. n
Neste momento, estamos prontos para provar o Teorema 2.18.

Demonstracio. Se G é soltivel, entdo existe n tal que G = {1}. Pelo Lema 2.19,

temos que
m

{1}=c" ="
i=1
Entao, GE") = {1} Vi. Assim, G; é solivel V i, como queriamos.
Por outro lado, se G; é soluvel Vi = 1,...,m, entao existem nq, ns,...,n,, tais
que
G = {13,658 = {1},..., G0 = {1}.

Seja n = méax{ny, na,...,ny,}. Logo, pelo Lema 2.19 temos que

(1 =T[a" = a™.

Entao, G é soluvel. O
Vamos apresentar mais um importante critério de solubilidade.

Teorema 2.20. Seja N < G. Entao G é solivel se, e somente se, N e G/N sao

soliveis.

Demonstragdo. Suponha G solivel e seja n tal que G™ = {1}. Seja
7 : G — G/N o homomorfismo canonico.

Note que se N < G e G é soliuvel, entao N é solivel, pelo Teorema 2.14. Sendo
assim, N C G™ = {1}, logo N™ = {1}.
Pelo Lema 2.17, (G/N)™ = 7(G™). Como G é soltivel, temos

(G/N)™ = x(G™) = n({1}) = {1}.
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Portanto, N e G/N sao soliveis.

Agora, suponha N e G/N soltiveis e sejam n e m naturais, tais que N™ = {1} e
(G/N)™ = {1}. Note que se{1} = (G/N)™ = 7(G™), entdo G™ C Ker(n) = N.
Assim, se G = (G™)™) C N = {1}, entdo G é soltvel. O

2.3 Relacao entre Ordem e Solubilidade de um
Grupo

Nesta secao, vamos discutir resultados que mostram que a ordem de um grupo pode

implicar sua solubilidade.
Proposicao 2.21. Todo p-grupo finito é solivel.

Demonstra¢ao. Seja G um p-grupo tal que |G| = p™, m > 1. Vamos provar o
resultado por indugao sobre m. Se m = 1, se |G| = p, entao G é abeliano, e, logo,
soluvel. Agora, vamos considerar m > 1 e o resultado valido para um p-grupo J,
tal que |J| = p*, m > k.

No caso G abeliano, temos G soluvel. Ja para G nao abeliano, temos que Z(G) #
G e Z(G) # 1. Além disso, sabemos que Z(G) é abeliano e Z(G) < G, e, assim,
podemos considerar G/Z(G). Note que tais subgrupos sao p-grupos cujas ordens
sao menores que p"*. Portanto, pela nossa hipotese de indugao, ambos sao soliveis.

Assim, pelo Teorema 2.20, temos que G é soluvel. O
Proposicao 2.22. Sejam p,q primos.Todo grupo de ordem pq € solivel.

Demonstragdo. Seja G um grupo, tal que |G| = pg. Se p = ¢, entao |G| =p? e G é
um p-grupo. Pela Proposicao 2.21, segue G ¢é solivel e temos o resultado desejado.

Agora, considere p # ¢q. Sem perda de generalidade, suponha p < ¢q. Como ¢
é primo, temos que existe 1 # = € G tal que O(z) = ¢, pelo Teorema de Cauchy.
Considere H = (z) e como |H| = ¢, entdo H ¢ ciclico. Logo, H ¢ abeliano e,
portanto, soltavel.

Observe que [G : H| = p, entdao H <G, pela Proposigao 1.2. Considrere o grupo
quociente de G por H, note que |G/H| = p, entdo G/H é solivel. Como H <G,

temos H e G/H soluveis, segue que G é soluvel, de acordo com o Teorema 2.20. [
Proposicao 2.23. Sejam p,q primo. Todo grupo de ordem p™q € soluvel.

Demonstracao. Se p = q, entao G é soluvel, pois, neste caso, ele é um p-grupo finito.
Agora, vamos considerar p # ¢. Suponhamos, por absurdo, que G nao é soluvel.

Vamos considerar |G| = p™¢ minimal para essa caracteristica do grupo.
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Neste caso, afirmamos que G é um grupo simples. De fato, se G nao é simples,
considere N um subgrupo préprio, normal e nao trivial de G. Como todo grupo
com a ordem menor que G é soltivel, pela minimalidade definida, temos que N e
G/N sao soluveis. De acordo com o Teorema 2.20, temos que G também é solivel,
o que é um absurdo.

Pelo Teorema de Sylow, temos que n,, o nimero de p-subgrupos de Sylow de
G, divide ¢ entao n, = 1 ou n, = ¢q. Note que n, = ¢, pois se n, = 1 segue que
existe um unico subgrupo de G com p™ elementos e tal subgrupo é normal em G,
contradizendo a simplicidade de G.

Sendo assim, existem ¢ p- subgrupos de Sylow de G, tais que |P;| = p™, Vi =
1,...,q. Vamos supor que a intersecao de quaisquer dois p-subgrupos de Sylow
distintos seja trivial. Note que contando o niimero de elementos nao triviais contidos
nos p-subgrupos de Sylow de G temos que ¢(p™ —1) = p"q—q. Os outros elementos
de G totalizam um conjunto de ¢ elementos, isto é, formam um tnico g-subgrupo
de Sylow de G. Este raciocino, novamente, contradiz a simplicidade de G.

Diante disso, vamos considerar P, e P, dois p-subgrupos de Sylow de G distintos
tais que a intersecao entre eles seja a maxima possivel. Denote I = PN P,. Observe
que I # {1} é um subgrupo préprio de p-grupos. Pela Proposicao 1.9, temos I <
Np,(I) e I < Np,(I). Denote J = (Np,(I), Np,(I)). Observe que J < Ng(I), logo
I <J. Note que se J é um p-grupo, segue que ele estd contido em algum p-subgrupo

de Sylow de G, a saber P;. Assim temos que
P10P3ZP1QJZNP1(I)ZI(*>

Note que (%) contradiz a maximalidade da ordem de I. Logo, J nao é um p-grupo,
entao ¢ divide |J|. Considere ) um g-subgrupo de Sylow de J, entdao P, NQ = {1}.
Além disso, |P,Q| = p™q e G = P,Q. Vamos considerar o I, o fecho normal da

intersecao I em (G, note que
{1}y #1<I¢=1"9,
Como J < Q e Q < Ng(I), entao I/ = I. Sendo assim,
{1}y #£I<IC=1"=1" <P <G
Observe que {1} # I9 e sabemos que I¢ é um subgrupo normal préprio de G.
Absurdo, pois contradiz que G é simples. Diante disso, temos G soluvel. n

Proposicao 2.24. Sejam p,q primos.Todo grupo de ordem p*q* é solivel.

Demonstragdo. Se p = q, entao |G| = p*. Neste caso, G é um p-grupo finito e, logo,
soluvel. Agora, vamos considerar p # ¢. Suponhamos, por absurdo, que G nao é

soltivel, cuja ordem é p?q>.
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Pelo Teorema de Lagrange, se N # G, N # {1} e N 4G, temos que |N|
pode ser p,p?,pq, p°q,q, ¢, pg*. Para todas as ordens possiveis ja demonstramos
que N é soluvel, e, consequentemente, G/N também é solivel. Assim, G é soluvel,
pelo Teorema 2.20. Diante disso, podemos assumir G simples e, sem perda de
generalidade, p > q.

Pelo Teorema de Sylow, temos que n, = 1 mod p e ny|¢*, entdao n, = 1 ou
n, = q oun, = ¢*. Observe que n, # ¢, pois p > g e n, =1 mod p. Além disso,
n, # 1, pois G é simples. Sendo assim, n, = ¢*.

Agora, suponhamos que existem P; e P, dois p-subgrupos de Sylow de G distintos
tais que I = Py N Py, # {1}. Note que |P;| = p?, entao P; é abeliano V i. Sendo

assim, [ < P; e I < P,. Observe o diagrama abaixo:

G

q

J = (P}, P,)
TN
e

1£1=P NP

P,

T~

p

{1}

Seja J = (Py, P»), entdo I <.J. Diante disso, J # G. Como J # G, temos [G : J| = q.

Pela Proposigao 1.2, segue que J <1 G, o que é um absurdo. Assim, quaisquer dois

p-subgrupos de Sylow de G tém intersecao trivial.

Contando o nimero de elementos nao triviais contidos nos p-subgrupos de Sylow
de G, temos que ¢*(p? — 1) = ¢*p* — ¢*. Logo, os outros elementos de G totalizam
um conjunto de ¢? elementos, isto é, formam um tnico g-subgrupo de Sylow de G.
Este raciocinio, novamente, contradiz a simplicidade de G. Portanto, concluimos

que G tem que ser soluvel. O
Proposicao 2.25. Sejam p,q,r primos. Todo grupo de ordem pqr ¢ solivel.

Demonstragdo. Se p = q = r, entdao |G| = p*. Sendo assim, G é um p-grupo finito,
e, logo, solivel. Agora, se p # q = r, entao |G| = pg®. Neste caso, G é soltvel,
pelo Teorema 2.23. Por fim, sejam p, ¢, primos distintos. Suponha, sem perda de

generalidade, que p < ¢ < r. Considere ) um ¢-subgrupo de Sylow de G e R um
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r-subgrupo de Sylow de G, temos RN Q = {1}.

G

p

(@, R)=H

PN
S

Q

D

R={1}

Considere o subgrupo H = (@, R) de G, logo |H| = gr. Note que [G : H] = p,
isto é, o menor primo que divide a ordem de GG. Assim, H <1 G, pela Proposicao 1.2.
De acordo com a Proposicao 2.22, segue que H ¢é solavel.

Agora, tome o grupo quociente de G por H logo |G/H| = p. Diante disso, temos

que G/H é solivel. Como H e G/H sao soliveis, temos que G é solivel. O

Além das proposicoes apresentadas, que relacionam a ordem de um grupo e sua
solubilidade, vamos enunciar dois resultados famosos na teoria dos grupos finitos. O
primeiro deles foi demonstrado por W. Burnside, no inicio do século. O matematico

usou teoria de representacoes e caracteres para prova o seguinte teorema:

Teorema 2.26. (Burnside-1904). Sejam p,q primos distintos e a,b nimeros natu-

rais. Todo grupo de ordem p°q® é solivel.

Em 1911 Miller-Burnside fizeram a seguinte conjectura: todo grupo de ordem
impar é soltivel. Tal conjectura foi estudada e comprovada pelos matematicos W.Feit
e J. Thompson, no inicio da década de 1960. Segundo alguns matemaéticos, foi um
dos trabalhos mais celebrados na teoria de gupos finitos e é lembrado por apresentar
uma demonstracao de mais de 200 paginas, foi publicado no Pacific Journal of

Mathematics em 1963. Portanto, este é o outro famoso resultado que vamos destacar:

Teorema 2.27. (W. Feit & J. Thompson - 1963) Todo grupo de ordem impar é

soluvel.

Note que o Teorema 2.27 garante que se G for nao soltuvel, entao G possui um

elemento de ordem 2.



Capitulo 3

Subgrupos Soltveis de Grupos

Simeétricos

Neste capitulo, vamos provar um resultado que caracteriza os subgrupos soliveis
transitivos em um grupo simétrico S, quando p é primo. Basearemos na referéncia

[7].

3.1 Subgrupos Afins

Considere Bij(Z,) o grupo {f : Z, — Z, | [ bijecao}, onde Z, é o grupo das
classes dos restos médulo n. Além disso, relembramos que um inteiro a tem um
inverso multiplicativo médulo n se, e somente se, a e n sao relativamente primos.
Entao, para cada n > 1, definimos U(Z,,) o conjunto de todos os inteiros positivos
menores que n e relativamente primo a n.

Agora, vamos definir um subgrupo afim de um grupo simétrico. Para isso,

comegaremos com a seguinte definigao:

Definigao 3.1. Sejan € N. O grupo de permutacio afim, Af f(n), € definido como
o subgrupo de Bij(Zy), que consiste de todas as fungoes o,p : v — ax + b tal que
a€U(ly,)ebe Zy,.

Além disso, para todos os a,c,e € U(Z,) e b,c,d € Z, verificamos que

(i) A operagao composicao de funcao é fechada em Aff(n). De fato,

(Gap © 0ca)(®) =0qp(cx + d)
:(ac)a} + (ad + b) = Uac,ader(x)'

41
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(ii) Associatividade

[(0ap 0 0ca)o Ue,f](x) =(Cac.ad+b © Ue,f)(x)
=a(ce)r +alcf +d)+b
:(Ua,b o Uce,cf—l—d) (I)

=[04p 0 (0c,d © T, f)](T).

(iii) O Elemento neutro de Aff(n) é 01. De fato, 1o (z) =1l +0 =12,V x € Z,.

iv) Cada elemento o,;, € Aff(n) admite um inverso. Isto é, (04) " = T4=1 _pa-1.
( ) s 3 s a=1 —ba

Defini¢ao 3.2. Um subgrupo G de S, é chamado afim, se {1,2,...,n —1,n} pode

se identificado com Z,, de tal maneira que G pode ser visto como um subgrupo de

Mais especificamente, {1, 2, ..., n — 1,n} pode ser identificado com Z, como

estabelecemos abaixo

n—1—n-1
nr—0
Diante disso, vemos que existe um isomorfismo entre S, e Bij(Z,). Se G <
Sy, cada elemento de G é uma permutacao de S,,. Para ¢ € G e identificando

{1,2,...,n—1,n} com Z,, temos que o permuta Z,. Sendo assim, podemos ver o

como um elemento de Bij(Z,) e G é visto como um subgrupo de Bij(Z,). Ou seja,

S, — Bij(Z,)

o — o.

Assim, G — Aff(n), G estd isomorficamente imerso em Aff(n). Portanto, podemos

dizer que g = 0,4, V g € G e para algum a € U(Z,) e b € Z,.

Exemplo 3.3. Um subgrupo ciclico de S,, gerado por um n-ciclo o = (iy,ig, ..., i)
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¢ afim. Inicialmente, vamos identificar {1, 2, ...,n — 1,n} com Z, via

iy — [0]

in — [n—1].

Dessa forma, o € identificado como uma aplicacao & : Z, — Z,, dada por

o(lk]) = oli1) =ik = [k + 1] = [k + [1].
Sendo assim, & € uma "translagio” v —— x + 1, ou seja, ¢ = o1,1. Além disso,
note que o* = (@) = o1, onde que k é tomado mddulo n.

b
Observagao 3.4. Considerando G = { ( “ . > a€U(Ly,) ebeZ, }

0

a b
e : G— Aff(n), onde 01 — 0ap. Afirmamos que ¢ é um isomor-

fismo.

b d
De fato, sejam A, B € G, tais queA:<g 1) e B = <(C) ) ) Observe

que
a b c d ac ad+b

AB) = = — Oac,a .

¢(AB) ¢<01><01> w(o . > Tac.ad+b

Por outro lado,

a b c d
A B)= = Ogpb © Ocd = Ogc,a .
©(A)p(B) 80<01>90<01> b d Jad+b

Assim, ¢ é um homomorfismo.

b b
Note que Ker (p) = { ( g ) ) ‘ ( g ) ) = 01 } Entao, temos que

a b a b
( 01 ) € Ker(p) = ( 0 1 ) = 01,0 = Tap(T) = 010(T)

—ar+b=r=a=1,0=0.
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0 1
Claramente, ¢ é sobrejetiva, entdo, G = Aff(n).

b
Agora, vamos mostrar que G = { ( “ ) >

10
Logo, Ker ¢ = { < } Diante disso, ¢é possivel garantir que ¢ ¢ injetiva.

0
Considere o subgrupo derivado G’ = | G, GJ, ou seja,

a€U(Zy)ebel, } é soluvel.

[G,G]:<[A,B]‘A,BEG>.

Temos

a b c d [ a D c d a b o c d _1_
(0 1)’(0 1)]_ 01)(01)(0 1) (0 1) a

[ ac ad+b a ! —ba ! ot o—de |
Lo 1 )(0 1 )(o 1 >_

[ ac ad+b ale! —da et —ba! B
Lo 1 0 1 B

(1 —d—cb+ad+b
0 1 '

1 X
Considere X uma matriz da forma ( 01 ) ,onde X é a expressao —d — cb +

ad +b. Assim, G® =[G/, G| = < [ X, Y] ’ XY € G > Observe que

GOCDCDEDET) () -
()66 )

(1 v+X 1 Y -X\
o 1 0 1 B
(1o
“\o 1)’

Logo, G é solivel e com o grau de solubilidade < 2.

O préximo teorema apresenta a relevancia dos grupos afins no contexto dos

grupos soluiveis.

Teorema 3.5. Se H é um subgrupo de S,, e H é afim, entdo H é solivel.
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Demonstracao. Se H < S, entao H pode ser identificado com um subgrupo de
Bij(Z,). Como H ¢ afim, entdo H — Aff(n). Além disso, a Observacao 3.4 nos

mostra que existe um isomorfismo ¢ : G — Aff(n), onde

)

Portanto, H ¢ identificado como um subgrupo de um grupo solivel . Pelo Teorema,

a€U(Zy,)ebeZ, }
2.14 segue que H é soluvel. n

3.2 Subgrupos Soliveis em 5,

Agora, vamos concentrar nos grupos simétricos S, onde p ¢ um primo.

Proposicao 3.6. Seja p um nimero primo. Suponha G um subgrupo transitivo

de S, e que nenhum elemento o # 1 em G tem mais que um ponto fizo.
(1) Se o € G € livre de pontos fixos entdo o € um p-ciclo.

(2) Eziste um p-ciclo o tal que os elementos de G livre de pontos fizos sio exata-

mente p — 1 elementos: o,0%, ..., 0P L.
(3) G é afim.

Demonstragao. (1) Sejao = o ...0, a decomposigao de o em ciclos disjuntos e seja
o1 = (i1...1,) o menor ciclo da decomposigao de o. Observe que O(oy) = 7.
Como o é livre de pontos fixos, segue que r > 2. Note que iy, ...,%, sao pontos

fixos de o7 e, portanto, de o". Pela hipdtese, temos que 0" = 1 e assim

T o__ _ T o__
oy = =o0,=1
De acordo com a minimalidade de O(o1) = r, todos os ciclos o1, ...,0, tem o
mesmo comprimento 7. Como cada elemento de {1,2,...,r} ocorre em exata-
mente cada um dos ciclos 0;, Vi =1,...,n, segue que p = rn. Como p é primo

er > 2, entao r = p e m = 1. Diante disso, segue que ¢ é um p-ciclo.

(2) Considere a Orbg(i) para cada i € {1,...,p}. Como G é transitivo, segue que
Orbg(i) = {1,...,p} V i. Sendo assim, temos que |Orbs(i)| = p. Pelo teorema
da Orbita - Estabilizador, temos que

[Stab(i)| = e =IStaba(i)] = 2., (+)
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Vi=1,...,nel <¢<p. Por hipétese, nenhum elemento o # 1 em G tem dois
pontos fixos. Assim, Stabg(i) N Stabg(j) = {1}, sempre que i # j. Se listarmos
os elementos dos estabilizadores Stabg(1), ..., Stabs(p), entao cada elemento de
G aparece exatamente uma vez, exceto o elemento neutro que aparece p vezes.

Entao,
|Stabe(1) U ... U Stabg(p)| = |Staba(1)| + ... + |Staba(p)| - (p — 1).
De (x), segue que

|Staba(1)| + ... 4 |Staba(p)| — (p — 1) =|G|/p+ ... +|G|/p — (p— 1)
=|G] - (p—1).

Note que o complemento da | J_, Stabs (i), que consiste de todos os elementos
de G livres de pontos fixos, sao p — 1 elementos. Tome um desses elementos,
a saber o. Pelo item (1), temos que o é um p-ciclo. Considere as poténcias
o%,...,0""1 de 0. Estes sdo os elementos remanescentes de G e livres de pontos

fixos.

Mostrar que G é afim equivale a verificar que G — Aff(n), isto é,V g € G temos
g = Oq4p, para algum a € U(Z,,) e b € Z,,. Sem perda de generalidade, podemos

assumir 0 = (1 2 ...p), na parte (2). Agora, tome g € G e considere gog—'.

1

Afirmamos que o elemento gog™ é livre de pontos fixos. De fato, se existe x

ponto fixo do elemento gog™!, segue que

(gog " )(z) =z = 0o((g7")(2)) = ((g7")(=)).

Entao, ((¢71)(x)) é ponto fixo de o, absurdo. Diante disso, gog~! é livre de
ponto fixo. De acordo com a parte (2), o e suas poténcias sao os inicos elementos
de G livres de pontos fixos. Sendo assim, gog~! = o*, para algum k tal que

1 <k<p-1. Logo, go = o*g (x). Observamos que
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. 1 2 ... p
Assim, go = :
9(2) 9(3) .. g(1)
Por outro lado, temos que
o(i) =i+ 1
o%(i) =i+ 2

Logo, observamos que o*(g(i)) = g(i) + k.

1 2
Assim, o¥g = b .
g +k g2)+k ... glp)+k

De (%), segue que

Logo, g é identificado como um elemento de Aff(n), isto é, g = o4 g1)—k. Por-
tanto, G é afim.
O

Proposicao 3.7. Seja G um subgrupo transitivo de S,, onde p € um nimero primo.

Entdo G ¢ soluvel se, e somente se, G € afim.
Demonstracao. Se G é afim, entao G é soluvel, pelo Teorema 3.5. Vamos estabelecer
a implicacao contraria. Se G é soluvel, entao existe uma série

G=Gy>G >... G, = {1},

onde cada quociente G;/G,41 € ciclico de ordem prima , V i. Inicialmente, vamos
demonstrarque cada grupo Gy , Gy , ... , G,_1 é transitivo. A demonstragao é por

indugao sobre i. Como Gy = G, por hipdtese, G é transitivo.
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Agora, suponha G; transitivo, vamos mostrar que GG;; é transitivo. Como G; >
G,11, entao todas as érbitas de G;; tem a mesma cardinalidade, pela Proposicao
1.13. Sendo assim, a cardinalidade é um divisor de p = | X|. Assim, as 6rbitas de
G,11 tem comprimento 1 ou p.

Afirmamos que se Gy # {1}, entdo G, é transitivo. De fato, para G; 1 #
{1} existe alguma 6rbita de G;;; nao trivial. Diante disso, |Orbg(i)] = p, ¥V k €
{1,2,...,p}. Portanto, G;y; é transitivo.

Como G,_1/G, = G,_1 é ciclico de ordem prima e transitivo, entao G,_; é
gerado por um ciclo. A sua transitividade nos permite garantir que tal ciclo é um
p-ciclo. Sendo assim, G,_; = (7).

Do Exemplo 3.3, segue que G,_; é afim. Precisamente, podemos identificar
{1,2,...,p} com Z, de tal maneira que 7 : Z, — Z, e 7(x) = x + 1, com 7 =
01,. Esta identificagao ¢ muito 1til para o restante da demonstracao. Sendo assim,
vamos fixa-1a até o final da prova da proposicao e das demonstragoes subsequentes.

Agora, vamos mostrar que se GG; é afim, entdao G;_; é afim. Consequentemente,
como G,,_1 é afim vamos concluir indutivamente que G = Gy é afim, como desejamos

demonstrar. Inicialmente, tome o € G;_;. Como G;_; > G, e T = 071, segue que
~1 _ 1 1 ~1
o o0=0 T0€0 Gh0C0o GioCG;.

Como G; é afim, entao existem a, b tais que a € U(Z,,) e b € Z,, onde 0 ‘o110 = 0,

(xx). Note que

oh, = (07 lo110) (0 o110) . .. (0_101,10)/ =0 'ol, 0
D Ezes

Além disso, observe que
P p_ po_ o _—1 P -1 _
o= =1l=o0,,=0"0l;0=0"10=1 (%)

Da observagao 3.4 e de (%*), temos que
a b\ (10
01) \o1
ab >0 aP™'h (10
0 1 01/

Logo, a”? = 1 em Z,. Por outro lado, do Pequeno Teorema de Fermat, segue que

a?~! =1 (mod p). Assim, a? = a, e, portanto, a = 1. Entao, em (**) temos

0_101710 =01p = 01,10 = 0 O1.
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Isto significa que
o) +1=0(x+0b),VzeZ, (x
Utilizando a relacao em (x), observamos que
o(kb) =o((k—1)b+b)

o((k —1)b) + 1
o((k—2)b) +1+1

=o((k=k)b)+1+1+...+1
k  wvezes

=0(0)+k, V2 € Z,

Note que b # 0 tem inverso em U(Z,). Agora, vamos definir k := 2b~!. Sendo
assim, o(z) = ¢(0) + zb', V x € Z,. Entdo, 0 = 0,5, onde a := b~ e 8 := o(0).

Isso mostra que G;—; é um subgrupo afim de .S,, como queriamos. n

Proposicao 3.8. Seja G um subgrupo transitivo de Sy, onde p € um nimero primo.
Entao G ¢ afim se, e somente se, nenhum elemento o # 1 em G tem mais que um

ponto fixo.

Demonstracao. Provamos, na Proposi¢ao 3.6, que se nenhum elemento ¢ # 1 em
G tem mais que um ponto fixo, entao GG é afim. Reciprocamente, suponha que G
¢ afim e que existe 0 € G tal que o tem dois pontos fixos. Identificando o com a
funcao afim oy, de Z, em Z,, segue que existem dois elementos distinto 7, j € Z,

tais que

ai+b=i (1)
aj+b=7j (2).

Subtraindo (2) de (1), temos que a(i — j) = ¢ — j. Como i — j # 0, temos que
i —j € U(Z,). Diante disso, a = 1. Além disso, b = 0 e, portanto, ¢ = o1 = 1.

Logo, nenhum ¢ # 1 em G tem mais que um ponto fixo. ]

Proposicao 3.9. Seja G um subgrupo transitivo de S,, onde p € um nimero primo.
Se G € afim, entio |G| < p(p—1).

Demonstracao. Por defini¢do Aff(p) é um subgrupo de Bij(Z,), que consiste de todas
as funcoes o,p: Z, — Z,, definidas por o,(z) = azx + b tais que a € U(Z,) e
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b € Z,. Sendo assim, o nimero de elementos de Aff(p) sdo todas as combinagoes
possiveis entre as possibilidades para os numeros a e b. Como a € U(Z,), entao
as possibilidades para a sao p — 1 , ou seja, todas os k € Z, tal que k # . As
possibilidades para b sao os p elementos de Z,. Pelo Principio Multiplicativo, segue
que |[Aff(p)| = p(p — 1) elementos. Como G é afim, entdo G pode ser identificado
como um subgrupo de Aff(p), tal que |G| < | Aff(p) | = p(p — 1). O

Proposicao 3.10. Seja G um subgrupo transitivo de S,, onde p é um nimero primo.

Se |G| < p(p—1), entao |G| = pm, para algum nimero natural m < p.

Demonstragao. Como |G| < p(p—1) e G age transitivamente em X = {1,2,...,p},
entao |G| é divisivel por p, de acordo com a Proposi¢ao 1.13. Sendo assim, |G| = pm,

para algum ntmero natural m < p O

Proposicao 3.11. Seja G um subgrupo transitivo de Sy, onde p é um nimero primo.

Se |G| = pm, para algum nimero natural m < p, entio G € afim.

Demonstragao. Seja |G| = mp com m < p e seja P um p - subgrupo de Sylow de
G. Logo, |P| = p e P é gerado por um elemento o de mesma ordem. Sendo assim,
o € S,. Pelo Teorema 1.25, sabemos que os tnicos elementos de S, de ordem p sao
os p-ciclos, assim o é um p-ciclo. Sem perda de generalidade, podemos assumir que
o= (1,2,...,p).

Do Teorema de Sylow, temos que n, = 1 (mod p) e n, | m, sendo n, o nimero
de p-subgrupos de Sylow de G. Note que 1 + kp tal que k € Ny representa a forma
do numero de p-subgrupos de Sylow de G. Assim, 1 + kp | m. Consequentemente,
k=0en, =1, entao P é o tinico p-subgrupo de Sylow de G, dai G &> P. Seja g
um elemento arbitrario de GG, entao

1 1 k

gogte€egPg ' =P ;gog ' =0

~1o*. Repetindo o argumento da Proposicao

para algum 1 < k < p—1. Logo, go =g
3.6, parte (3), segue que g = 0, 41)—k. Como g foi arbitrariamente escolhido, temos

que G um grupo afim. O

Os resultados apresentados nas proposigoes acima estabelecem condigoes ne-
cessarias e suficientes para satisfazer as equivaléncias do teorema abaixo. Ele fornece

a identificagao dos subgrupos transitivos e soliveis de S, onde p é primo.

Teorema 3.12. ([7], Capitulo 28, Teorema 28.23) Seja G um subgrupo transitivo

de S, onde p é um nimero primo. Entao as sequintes condigoes sao equivalentes.

(1) G ¢é solivel.
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(2) G € afim.
(3) Nenhum o # 1 em G tem mais que um ponto fizo.

(4) |G| < p(p—1).
(5) |G| = pm para algum nimero natural m < p.

Agora, vamos identificar os subgrupos transitivos e soliveis de S5 e S;. Mas

antes precisamos mostrar a seguinte proposicao:

Proposigao 3.13. Seja G um subgrupo prdprio de S, e G # A,. Entao [S, : G] > p,
isto é, |G| < (p—1)!, para p > 3( ou p maior ou igual a 5).

Demonstragao. Inicialmente, denote d = [S, : G| e considere X = {0Glo € S,}.

Assim, definimos a seguinte acao de S, sobre nas classes laterais de G

S, —Sim(X)
or—p, : X — X
(2G) — o(xG).

Observe que Kerp = {0 € S, | ¢,(0G) = oG,V 0 € S,} e Stabs (G) = {0 €

S, | ¢G = G}. Diante disso, é possivel observar que o Kery é a intersecao dos

estabilizadores das permutacoes de X. Em particular, o Kery esta contido em G.
Por outro lado, sabemos que Kerp< S,, entao Kery = {1}, S, ou 4,. Como G

nao contém S, ou A,, segue que Kery = {1}. Agora, pelo Teorema do Isomorfismo:

~ ] < Sim(X) ~ 5.
Kery mip < Sim(X) d

Isto é,
G~ Imp < Sim(X) ~ S,.

Sendo assim, | G |<| Sim(X) |. Logo, p! < d!oup < d, como querfamos demonstrar.
O

Exemplo 3.14. Os subgrupos transitivos e soliveis de Sj.
Suponha G um subgrupo transitivo e soluvel de Ss. Mostramos que S5 e As nado
sao soluveis, logo G € um subgrupo proprio de S5 e G # As. Pelo teorema acima,

temos que

|G| = 5k, onde 1 < k < 4.
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Note que para todas as possiveis ordens determinadas acima, jd demonstramos que
o subgrupo G € solivel.

Por Sylow, existe um subgrupo P de G tal que |P| = 5. Note que para k = 1,
2 ou 3, |G : P| serd o menor primo que diwvide a ordem de G. Neste caso, temos
PadG.

Agora, para k = 4, temos ns = 1. FEntao, P < G. Diante do exposto, P é um
subgrupo normal em G, isto é, G C Ng,(P).

Como P ¢€ ciclico, podemos assumir que P = (o), onde o tem ordem 5. Observe
que P < G < S5, pela Proposicao 1.25, o é um 5-ciclo. Sem perda de generalidade,
podemos assumir o = (1 2 8 4 5).

Observe que se p € Ng,(P), entio pop™* = ¢", onde 1 < n < p—1, pela
Proposicio 3.6. Assim, para 0%, temos p = (2 3 5 /) um elemento que conjuga o
para o?.

Note que As nao normaliza P, pois |As| = 60. Da proposi¢ao anterior, |Ng,(P)| <
24, logo Ng,(P) ndao contém nenhum 3-ciclo. Mas por outro lado, (o, p) € um sub-
grupo de Ng,(P), isomorfo a Zy X Zs e de ordem 20. Assim, novamente pela pro-

posi¢ao acima, temos que Ng. (P) = (o, p). Portanto,
(0) C G C (0,0).

Logo as possibilidades para G sao (o) = Zs e (o,p) = Zy X Zs. Além disso, ob-
serve que |p| = 4, entdo |p*| = 2 . Claramente, (o, p?) C (0, p). Assim, o subgrupo
(0,p%) = D5, onde D5 = (0, p%|0® = 1,p*> = 1,07 = o), também é uma possibili-

dade para G.

Exemplo 3.15. Vamos identificar, analogamente ao exemplo anterior, os subgrupos
transitivos e soluveis de Sy.

Suponha G um subgrupo transitivo e solivel de S;. Como S; e A; ndo sdo
soluvets, seque que G € um subgrupo proprio de S; e G # A;. Pelo teorema 3.12,

temos que
|G| =Tk, onde 1 < k < 6.

Note que para todas as possiveis ordens: |G| = 7,7.2,7.3,7.22,75 ¢ 7.2.3, o
subgrupo G € soluvel.

Sendo assim, existe um subgrupo P de G tal que |P| = 7, de acordo com o
Teorema de Sylow. Note que para k = 1, 2, 3 ou 5, o [G : P] serd o menor primo
que divide a ordem de G. Logo, P 1 G . Agora, para k =4 e k =6, temos n; = 1.
Assim, também, seque que P <1 G. Diante do exposto, P é um subgrupo normal em

G, isto é, G C Ng,(P).
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Note que P € ciclico, logo P = (1), onde T tem ordem 7. Pela Proposi¢io 1.25,
T € um 7-ciclo e vamos assumir que T = (1 23 456 7).

Além disso, v = (2 4 375 6) € o elemento que conjuga T para 7.

Temos, também, que A7 ndo normarliza G, pois basta verificar que proposicao an-
terior garante que |Ng.(P)| € menor que 6!. Como (7,7) é um subgrupo de Ng,(P),
isomorfo a Zg X Z7 e de ordem 42, temos que Ng.(P) = (1,7). Logo,

(1) ©G S (1,7).
As possibilidades para G sdo:
(1) (1) = Zs.
(2) (1,7?). Note que € o grupo de Frobenius de ordem /2.

(3) (1,7) = Zs X Z7. Note que € o grupo de Frobenius de ordem 21.

(4) 97 = <7—7 73>
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Consideracoes Finais

A fim de relembrarmos os resultados mencionados da teoria de Galois, destacamos

0 seguinte teorema:

Teorema 3.16. Sejam F um corpo de caracteristica zero e um polinémio f(x) €
F[z]. Se o polinomio é irredutivel sobre de graun > 1, entdo o seu grupo de Galois

Gal(f/F) € um subgrupo transitivo de S,, cuja ordem € divisivel por n.

Além disso, a teoria estabelece que a equagao f(x) = 0 é soluvel por radicais,
se existe uma extensao radical de F' que contém o corpo de decomposicao de f(x).
Isto é, se existe uma cadeia

Fo=FCFCFKC---CFk

tal que F; = F;_1(u;) e u]" € F;_q, para algum n; € Ne paracadai=1,...,¢.
Assim, associando cada polinémio a um grupo, os resultados de Galois garantem

um critério de solubilidade para equagbes algébricas f(z) = 0, sobre corpos de

caracteristica zero e que dependem da estrutura do seu grupo de Galois . Sendo

assim, enunciamos o seguinte resultado

Critério 3.17. O polinémio f(x) € solivel por radicais, se, e somente se, o grupo
Gal(f/F) € soluvel.

O critério acima é conhecido como Critério de Galois.

Vamos considerar f(z) = 27 — 142° + 562° — 5623 — 562 +22 e F' = Q. Sabemos
que Gal(f/Q) sobre Q é o grupo de Frobenius de ordem 21, para mais detalhes
sugerimos a referéncia [6]. De acordo com o exemplo 3.15, temos que o Gal(f/Q) é
um subgrupo soluvel e transitivo do S7. Sendo assim, o Critério de Galois garante
que f(z) é solivel por radicais.

Agora, seja p(z) = 22° — 10x + 5, o Gal(p/Q) sobre Q é o Ss5. Neste caso, p(z)
nao é soluvel por radicais, pois mostramos que S5 nao é solivel.

E notoria a importancia dos grupos soluveis na Teoria de Galois. No decorrer

do trabalho, procuramos estudar os principais resultados sobre os grupos soliveis
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e discutir o teorema que tem como objetivo identificar os subrupos transitivos e
soluveis de S, onde p é primo. Contudo, ¢ perceptivel a extensao do tema, ainda ha
muitos resultados a serem discutidos. A nossa monografia é apenas uma introdugao

aos estudos iniciais sobre os grupos soluveis finitos.
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