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Resumo

O ramo da Biologia que estuda relagoes de escala é a Alometria. Varias leis de escala
permeiam o mundo biolégico. Em particular, muitos artigos foram publicados nas ultimas
décadas sobre a alometria dos ossos. Entretanto, até hoje nenhum modelo foi capaz de
explicar o comportamento experimentalmente observado. Em nosso trabalho, mostramos
que a alometria dos ossos esta diretamente ligada a alometria da area do miusculo nos
mamiferos e nas aves. Se considerarmos que L ox M!, D o« M% e A x M®, onde L e D
sao, respectivamente, o comprimento e o diametro dos ossos, M é a massa corporal e A é
a area muscular, o acoplamento entre a alometria dos ossos e da area muscular significa
que 3d — | = a. Mostramos ainda que a alometria dos ossos estd ligada a locomocgao a
velocidade maxima. Varios pesquisadores ja haviam sugerido a existéncia dessa conexao,
entretanto, nenhuma evidéncia real havia sido apresentada. Nés percebemos que algumas
varidveis ligadas a locomocao a velocidade maxima tém, assim como a alometria dos ossos,
regimes de escala distintos para mamiferos pequenos e grandes. Este fato é marcante, ja
que a grande maioria das relagoes de escala tem sido considerada vélida para todos os
mamiferos, sem distinguir mamiferos pequenos de grandes. Além disso, percebemos que
a mesma massa corporal (50 kg) separa os mamiferos pequenos dos grandes tanto na
alometria da velocidade méxima quanto na alometria dos ossos. Chamamos atenc¢ao
para o fato de que a forca de reacao do solo e o comprimento do passo nem sempre Sao
proporcionais, respectivamente, a massa corporal e ao comprimento da perna, como tem
sido usualmente suposto. Reanalisamos dados da literatura sobre a massa do esqueleto nos
mamiferos e sugerimos uma nova equagao alométrica e uma nova interpretacao. Fizemos
uma revisao da literatura sobre a alometria da area do mriisculo e sobre a alometria da
frequéncia maxima de passos. No caso da alometria da area muscular, encontramos que o
expoente alométrico 0.80 é valido para todos os mamiferos. No caso da freqiiéncia maxima
de passos, encontramos novas evidéncias que também levam ao expoente alométrico -0.18
encontrado na literatura. Nao havia na literatura uma equacao alométrica para o fator
de carga a velocidade maxima para aves e mamiferos pequenos (fator de carga é a fragao
do tempo de um passo em que uma pata estd em contato com o solo). Utilizando trés
caminhos diferentes, fomos capazes de propor o expoente alométrico -0.09 para o fator de
carga a velocidade maxima para esses animais.



Abstract

Allometry is the branch of Biology concerned with scaling. Several scaling laws
underlie the biological world. Particularly, bone allometry has been the subject of several
studies during the last decades. However, no model capable of explaining its scaling
behaviour is available up to the present day. We have shown that bone allometry is
primarily coupled with muscle area allometry in birds and mammals. We have also shown
that bone allometry is coupled with locomotion at top speed. Many investigators have
suggested this coupling between bone allometry and locomotion, but they did not present
any evidence to support it. We found out that some locomotor variables present the same
two-regime behaviour observed in bone allometry. This is remarkable because most of the
scaling relationships do not distinguish between small and large mammals. Furthermore,
we found that the same body mass (50 kg) divides mammals in small and large groups
regarding both bone allometry and top speed allometry. We also highlight that, despite
the fact that many authors suppose that ground reaction force and stride length at top
speed are proportional, respectively, to body mass and leg length, that does not happen
at top speed. We have reanalysed literature data on skeleton mass and we suggest a
new allometric relation and a new interpretation. We have reviewed the literature on
muscle area allometry and maximum stride frequency. We found that muscle area has
a regular behaviour for all mammals and that 0.80 is a reliable value for the allometric
exponent. We present new evidence which suggests that -0.18 is the maximum stride
frequency allometric exponent. An allometric equation for the duty factor at top speed
for birds and small mammals could not be found in the literature (duty factor is the ratio
of one foot’s time of contact to stride period). We were able to determine this scaling
relationship and we found that -0.09 is a reliable value for the allometric exponent.



Capitulo 1

INTRODUCAO

O personagem Gulliver, de Jonathan Swift, encontrou-se em suas viagens com os peque-
ninos liliputianos e os gigantescos habitantes de Brobdingnag [1]. O autor descreve os li-
liputianos e brobdingnagianos como réplicas perfeitas do ser humano, sendo os primeiros
uma miniatura e os ultimos uma coépia em grande escala. Entretanto, seria realmente
possivel a existéncia de um ser humano 10 vezes mais alto do que nés? E como seria a
vida de um homem de 12 ¢m de altura?

Os filmes de ficgao cientifica muitas vezes assumem que, se fosse possivel aumentar
o tamanho de um animal, a sua for¢a aumentaria na mesma proporcao. Contudo, como
veremos neste texto, os seres vivos sao limitados e influenciados de varias maneiras pelo
seu tamanho.

Um ser humano, por exemplo, ao sair do banho, carrega consigo pequena quantidade
de agua, a qual de forma alguma o impede de andar. Por outro lado, um mosquito
molhado fica impossibilitado de voar, uma vez que sua massa praticamente dobra [2].
Da mesma forma, as dimensées dos ossos, a frequéncia cardiaca, a velocidade maxima,
o tempo de vida, o tamanho do territério e varias outras grandezas sao profundamente
influenciadas pelo tamanho do animal.

1.1 Alometria

A alometria é o ramo da Biologia que se preocupa com problemas de escala. Literalmente,
alometria significa medida diferente. As relacoes alométricas sao geralmente descritas por
de leis de poténcia do tipo

Y=aM, (1.1)

onde Y é o parametro bioldgico de interesse, a é uma constante, M é a massa corporal e
b é o expoente alométrico.



A importancia da alometria reside principalmente nos seguintes pontos:

1. O desvio de uma dada espécie em relagdo ao comportamento geral permite reconhe-
cer uma especializacao daquela espécie.

Exemplo 1: As hemoglobinas da lhama e da marmota norte-americana possuem uma
afinidade por oxigénio muito maior do que a esperada para animais de sua massa. Esse
fenémeno reflete uma especializagao para a vida em habitats pobres em oxigénio, uma vez
que as lhamas vivem em grandes altitudes na cordilheira dos Andes e as marmotas norte-
americanas cavam tocas de até 5 metros de profundidade. Esse comportamento também

é observado em outros roedores e animais de grandes altitudes [3].

Exemplo 2: Os musculos responsiveis por levantar as asas dos beija-flores sdo muito
maiores do que o esperado. Esses musculos representam 30% da massa de musculos
ligados ao voo nesses animais, o que contrasta com a média de 10% observada nas demais
aves. Essa observacao confirma o resultado encontrado pela andlise de filmes com beija-
flores pairando no ar: a sustentacao dessa ave no ar é obtida ndo apenas ao bater as asas

para baixo, mas também ao levanta-las [3].

2. As equagoes alométricas sao muito tuteis para a Paleontologia.

Exemplo: A partir do tamanho dos ossos de um animal extinto, como um dinossauro,
podemos deduzir a massa do animal. A partir da massa, uma série de propriedades do
animal pode ser inferida utilizando-se relagoes alométricas, como a quantidade de alimento
a ser ingerido diariamente, o tempo de desenvolvimento do embrido e a sua densidade

populacional.

3. As equacoes alométricas podem ser tteis na medicina e na veterindria.

Explicacdo: Ao desenvolver um novo medicamento, os pesquisadores precisam determinar
a dosagem correta a ser ministrada ao paciente e com que frequiéncia ela deve ser ingerida.
A partir de equagdes alométricas relacionando a meia vida de uma substancia no organismo
com a massa corporal, os pesquisadores podem testar novos medicamentos em ratos e

estimar a dosagem correta para seres humanos [3].

4. A alometria merece importancia também por ser um fenomeno universal na biologia,
esclarecendo quais sao as restricdes que o mundo fisico impde sobre os seres vivos.

A seguir, vamos analisar diversas questoes, a fim de exemplificar a influéncia que a
escala tem no mundo biolégico.

1.2 Alguns problemas de escala

Algumas questoes biolégicas muito interessantes e que estdo relacionadas a escala sao:

e Por que o beija-flor é a tinica ave que, como os insetos, é capaz de pairar no ar por
um longo tempo?



e Por que o guepardo é o animal terrestre mais veloz?

e Por que uma formiga consegue levantar objetos muitas vezes mais pesados que ela,
enquanto o ser humano levanta apenas objetos que tém aproximadamente o seu
peso?

e Existe um tamanho maximo para uma ave ser capaz de voar?
e Por que uma mosca consegue pousar em uma parede vertical?

e Por que o elefante quase nao tem pélo?

Vamos tratar aqui de algumas dessas perguntas, enquanto outras serao discutidas
em capitulos posteriores.

1.3 A similaridade geométrica

Para facilitar o raciocinio, vamos nos familiarizar com o conceito de similaridade geométri-
ca. Dois animais sao geometricamente similares se todas as dimensoes lineares do primeiro
forem iguais as do segundo multiplicadas por um fator constante. Conseqiientemente, se
um dado animal é 2 vezes mais alto do que outro, suas areas serao 4 vezes maiores e sua
massa serd 8 vezes maior (estamos considerando que ambos sdo formados pelos mesmos
materiais). Em outras palavras, animais geometricamente similares obedecem as seguintes
relacoes alométricas :

Dimensoes lineares o« L o MY |
Areas x L? < M?*?

Volumes o« L? o M' |

Y

onde L é qualquer medida linear, como, por exemplo, o comprimento do féemur.
Naturalmente, os animais nao sao geometricamente similares, devido a enorme va-
riedade morfolégica encontrada na natureza. Entretanto, vejamos alguns dados sobre
morfologia de aves coletados por Greenwalt e publicados em 1962 [3]:
Comprimento das asas oc M%3%
Area das asas oc M%7 ,
Massa do grande misculo peitoral = 0.155 M |

Massa do pequeno musculo peitoral = 0.016 M'°

Nesses casos, as previsoes da similaridade geométrica sao muito boas. Mas, vejamos
agora dois exemplos em que a similaridade geométrica nao é obedecida:

Diametro da aorta o« M°*3

Area dos musculos em mamiferos oc MO

! Durante todo o texto, expoentes previstos serfio representados por fracdes e expoentes experimentais
serdo representados por decimais.



Vemos que o expoente alométrico para o didmetro da aorta ndo é o 1/3 previsto
pela similaridade geométrica e tampouco o expoente alométrico para drea dos musculos
é 2/3 2. Contudo, quando nao h4 um modelo mais refinado, a similaridade geométrica é
utilizada como uma primeira aproximacao em problemas de escala na Biologia.

1.3.1 Utilizando a similaridade geométrica em problemas de
escala

Escalando paredes

Consideremos agora um conjunto de animais geometricamente similares que tentam
subir uma parede vertical. Para um animal ficar aderido a parede, é necessario que a forca
de aderéncia entre as patas e a parede seja maior ou igual ao peso do animal. O peso cresce
proporcionalmente a sua massa. Contudo, a forca de aderéncia entre as patas e a parede
cresce proporcionalmente A drea da palma das patas, ou seja, proporcionalmente a M?/3.
Dessa forma, o peso cresce mais rapido do que a forca de aderéncia. Percebemos, entao,
que, para serem capazes de tal escalada, os animais devem ter uma massa suficientemente
pequena. Nao vamos calcular aqui qual seria a massa maxima, contudo notamos que
apenas animais suficientemente pequenos, como formigas, sao capazes de escalar uma
parede vertical.

A forca e o tamanho dos animais

A resisténcia de um tubo a forcas de tracdo e compressao é proporcional & area da
secdo transversal do tubo e, portanto, é proporcional a M??. Uma vez que um animal
nao pode exercer uma forca maior do que aquela que seu corpo é capaz de suportar,
a forca maxima que animais geometricamente similares sao capazes de exercer também
é proporcional a M?%/3. Conseqiientemente, em relacio & massa do individuo, a forca
maxima exercida decresce, pois

Forca  M?*?

Forgaespecifica = M X Wi = M_1/3 . (12)

Através dessa simples observagao, podemos entender, qualitativamente, por que uma
formiga é tao mais forte que um ser humano, em relagdo ao seu tamanho. A figura 1.1
é muito interessante e mostra a forca maxima por unidade de massa que varios animais
exercem em varias atividades sobre o meio ambiente ao seu redor. Perceba que a forca
por unidade de massa (For¢aespecifica) diminui com a massa.

O que é necessario para voar?

H4 um tamanho maximo para uma ave ser capaz de voar? As informagoes disponiveis
para se responder a essa questao nao sao as melhores, mas um cenario aproximado

2A alometria do didmetro da aorta serd estudada no capitulo 2 e a alometria da 4rea dos misculos
serd discutida no capitulo 3.
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Figura 1.1: Variacao da forga especifica (For¢aespecifica) COM a massa em varios animais. As atividades
exercidas so o, correr; o, pular; O, puxar e empurrar; B, nadar; A, voar; A, aperto da garra de caranguejo;
7, morder. As linhas tracadas sio Forca/M = 0.5 M~'/3 e Forca/M = 20 M~'/3. As forcas estio em
N e as massas em kg. Fonte: Alexander (1985) [4].

pode ser esbogado como se segue. Usando argumentos aerodinamicos e experimentais,
Tucker propos, em 1973, que a poténcia metabdlica necessiaria para uma ave voar é
P,s, = 84.7M" [3]. Por outro lado, a poténcia metabdlica disponivel cresce mais devagar.
Resultados experimentais indicam que a poténcia metabdlica de repouso é proporcional a
M%7 em aves, logo, uma vez que a poténcia metabdlica méxima é aproximadamente 10
vezes a de 1epouso, Peiabstica maz X M2, onde Pieiabsiica mez © @ poténcia metabélica
méxima [3]. Essas relacgoes estdo ilustradas na figura 1.2.

Vemos, portanto, que, para aves grandes, a poténcia metabdlica necessaria para o voo
¢ maior do que aquela que o corpo pode fornecer, existindo assim um tamanho maximo
para uma ave voadora. De fato, sabemos que a maior ave capaz de voar é o kori bustard,
que tem uma massa de 13 kg. Aves maiores do que essa, como a ema e o0 avestruz, nao sao
capazes de voar. Reflexdes similares podem ser feitas com respeito a pairar no ar. Muitos
dos insetos voadores sao capazes de pairar no ar, enquanto os beija-flores sao as unicas
aves capazes de se manter iméveis no ar por um longo tempo. Para compreender essa
observagao, vamos analisar a figura 1.3. Ela apresenta os resultados de um estudo com
mariposas. A linha inferior mostra a poténcia necessaria para pairar no ar e a superior
mostra a poténcia metabdlica maxima, que é a poténcia metabdlica disponivel para exercer
qualquer atividade.

Vemos que, mais uma vez, a poténcia metabdlica necessaria para pairar no ar cresce
mais rapidamente do que a disponivel. Extrapolando o gréafico, encontra-se um tamanho
maximo para pairar no ar de 100 g. Este é aproximadamente o tamanho das maiores aves
que pairam no ar.



10—

Metabolic power (relative units)

L
1 10 100 1000 10,000

Body mass (g)

Figura 1.2: Tlustracio qualitativa da relacdo entre as poténcias metabdlicas de repouso, mixima e
necessaria para voar.

Body mass (g)

02 0-4 06 08 1 2 3 4
2507 T T T T T T T 2T 250
200 - 200
150 + ~ 150
3 3
100 + - 100
- —~
1 .
50 4 sog
z E
£ 40 - 4 4
o 3
3 o
3 i &
5 30 7 3038
=} I
5 H
2 20 4 202
o
10 - 10

T T T T T 1717 T T ™
06 08 | 2 34
Body mass (g)

o |
o
(=1
-
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a curva do rato ao elefante. Retirado do livro Scaling [3].

1.4 A Lei de Kleiber

Provavelmente, a relacao alométrica mais conhecida é a lei de Kleiber. Max Kleiber
publicou, em 1932, a seguinte equagdo alométrica para a poténcia metabdlica (energia
gasta por tempo) de um animal em repouso [3]:

Pmetabélz'ca, =733 M0.74 y (13)

onde Pretapstica €St4 em kcal/dia e M em kg. Essa relagao significa que, apesar de um
gato ser aproximadamente 100 vezes maior do que um rato, ele gasta apenas 30 vezes
mais energia por dia para se manter vivo.

Apds o trabalho de Kleiber, o assunto foi estudado por muitos outros pesquisadores,
que confirmaram que o expoente alométrico para a poténcia metabdlica é aproximada-
mente 0.75 e demonstraram sua validade para todos os mamiferos e aves. A figura 1.4
tornou-se famosa e é conhecida como a curva do rato ao elefante.

A lei de Kleiber afirma que a poténcia metabdlica especifica diminui com a massa,

P metabdlica
_ —0.25
Pmetabo’lica especifica — M o< M ’ (14)

ou seja, quanto maior o organismo, menos energia por célula por dia ele precisa para
sobreviver e, conseqiientemente, ele precisa comer menos (em relagdo a sua massa). Em
outras palavras, quanto maior o organismo, mais eficiente ele é.
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Por um bom tempo, acreditou-se que a poténcia metabdlica deveria ser proporcional
A 4rea superficial, ou seja, a M?/3. Essa suposicdo vem da necessidade do calor gerado
dentro do corpo ser transferido para o ambiente. De fato, se a poténcia metabdlica
crescesse muito mais rapido do que a area superficial, os animais grandes iriam cozinhar
sob sua prépria producao de calor.

Poder-se-ia argumentar que o expoente para a drea superficial ndo é 2/3, mas estd
mais proximo de 0.75. Contudo, experimentos mostram que, apesar de os animais nao
serem geometricamente similares, o expoente para a drea superficial é, de fato, 0.67 [3].

Uma vez que o expoente alométrico da poténcia metabdlica (0.75) é maior do que o
da 4rea superficial (0.67), os animais grandes enfrentam maiores problemas para se livrar
do calor produzido internamente. Logo, a falta de pélos na pele dos elefantes é uma forma
de evitar a retencao de calor. Para ajudar no resfriamento, os elefantes possuem ainda
orelhas grandes e finas.

O expoente 0.75 da poténcia metabdlica permaneceu sem explicacao durante um
longo tempo. Foi s6 em 1997 que West, Brown e Enquist propuseram um modelo que
prevé corretamente o expoente alométrico dessa e de muitas outras grandezas, como o
didmetro da aorta, a freqiiéncia cardiaca e a densidade de capilares [5]. No préximo
capitulo, discutiremos esse modelo em detalhe. Veremos como ele foi bem sucedido em
seu objetivo de compreeder a origem de vérias leis de escala na Biologia.

1.5 A alometria dos ossos e a locomocao

A origem de algumas relacoes alométricas, entretanto, permanece desconhecida. Durante
nosso trabalho, estivemos particularmente interessados em estudar a alometria dos ossos.
A forma como as dimensdes dos o0ssos (comprimento e didmetro) variam com a massa do
animal é a questao-chave do nosso trabalho.

Encontram-se na literatura duas teorias concorrentes para explicar a alometria dos
0ss0s, a saber: a similaridade geométrica e a similaridade eldstica. Como veremos no
capitulo 3, nenhuma das duas explica satisfatoriamente os resultados experimentais. Ape-
sar de nao termos sido capazes de formular um modelo final, fomos capazes de estabelecer
uma ligagao entre a alometria dos ossos, a alometria da area muscular e a locomocao.

O problema da alometria dos ossos serd discutido detalhadamente no capitulo 3, onde
veremos também como a alometria da area muscular se acopla ao problema. A conexao
entre a locomocao e a alometria dos ossos sera discutida no capitulo 4. Finalmente, no
capitulo 5, apresentaremos as conclusoes do nossso trabalho.



Capitulo 2

O MODELO DE WEST, BROWN E
ENQUIST PARA A ORIGEM DAS LEIS
ALOMETRICAS NA BIOLOGIA

No capitulo anterior, introduzimos o conceito de alometria e apresentamos varios exemplos
de leis de escala na Biologia. Neste capitulo, discutiremos o modelo proposto por West,
Brown e Enquist para a origem de vérias leis de escala na Biologia [5]. Veremos como o
modelo extrai uma série de relagoes alométricas de apenas trés hipdoteses fundamentais.

2.1 As suposicoes fundamentais

West e colaboradores perceberam que uma caracteristica que unifica todos os seres vivos
é a presenga de uma rede de distribuigao de nutrientes (o sistema circulatério no caso dos
mamiferos). Explorando esse ponto de unificagao, eles propuseram as seguintes suposigoes
fundamentais:

1. A rede de distribui¢ao de nutrientes deve ter um padrao de ramificacao fractal com
a propriedade de preencher todo o volume do organismo. Além disso, o volume
preenchido em cada etapa de ramificacdo deve ser preservado.

2. A dltima ramificacdo da rede, que sao os capilares no caso dos mamiferos, é uma
unidade invariante (isso significa que o raio e o comprimento dos capilares e a
velocidade do sangue e a diferenca de pressao nos capilares sao independentes da
massa do mamifero).

3. A energia gasta para distribuir os nutrientes é a menor possivel (essa hipdtese
significa que a rede serd tal que a impedancia total a passagem do fluido seja a
menor possivel).



Naturalmente, essas hipoteses sao justificadas pelo sucesso do modelo. Mas, além
disso, podemos também justificd-las de outra forma. Uma vez que todas as células
precisam receber alimento, a rede de distribuicao deve chegar a todos os pontos do corpo
do individuo, como esta colocado na primeira hipotese. Assim, como o sistema circulatério
assemelha-se realmente a um fractal, a primeira suposicao é bastante sensata.

A segunda hipotese pode ser justificada por observagoes experimentais de que as
dimensoes das células e dos capilares de diferentes mamiferos ndo dependem da massa
corporal [3]. Finalmente, a terceira suposi¢do é bem intuitiva. Ela restringe a rede fractal,
dentre as varias possibilidades, a redes que resultam em uma economia de energia para o
animal. Esta é, sem duvida, uma caracteristica esperada em organismos vivos.

Vérios sistemas biolégicos possuem redes de distribuicao, como, por exemplo, os
sistemas respiratorio e circulatério dos mamiferos e o sistema vascular de distribuicao da
seiva em plantas. Contudo, ha varias diferencas entre eles. Os tubos podem ser elasticos
(artérias) ou rigidos (em plantas), o fluido para transporte de nutrientes pode ser liquido
(sangue) ou gasoso (ar) e a natureza do bombeamento pode ser pulsante (nosso coragao),
por difusao (traquéia dos insetos) ou por pressao de vapores (plantas).

Observacao : No modelo a ser proposto, complicagoes, como estreitamento dos tubos,
turbuléncia e nao-linearidades, serao desprezadas.

2.2 0O modelo

A rede de distribuicao dos nutrientes estd ilustrada na figura 2.1. Ela é composta por
N +1 geragoes de tubos. Em um nivel k, a velocidade média do fluido é uy e os tubos tém
comprimento [, raio ry e estao submetidos a uma diferenca de pressao Ap,. Ao passar
do nivel £ — 1 para o nivel k£, cada um dos tubos se ramifica em n; tubos menores. Logo,
o numero de tubos no nivel k£ é

k
N, =ninons...ng = H n; . (2.1)
5=0

A ramificag@o da rede pode ser caracterizada pelos fatores de escala v e (x, definidos
€omo

= (2.2)

k

B = AL (2.3)
Tk

Observe que v, e (B sao ambos menores que 1 e que ny é maior que 1.

2.2.1 Determinagao de 7; e da vazao

Um fractal que preenche todo o espago do organismo é uma estrutura natural para
garantir que todas as células sao servidas de nutrientes pelos vasos capilares. Um tubo
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Figura 2.1: Tlustragdo do modelo.

no nivel £ alimenta um grupo de células, que serd chamado de volume de servico. Como
o comprimento [ de um tubo é muito maior que o seu raio r, o volume de servigo desse
tubo pode ser aproximado pelo volume de uma esfera de raio ly/2. Assim, a soma do
volume de servigo de todos os tubos no nivel k é (47/3)(lx/2)®Ny. Para um ntimero
total de ramificagoes IV grande, essa estimativa nao depende significativamente do nivel
especifico k, sobretudo se k é grande. A hipétese 1 diz que o fractal deve preencher todo
o volume e que esse volume deve ser preservado de um nivel para outro. Em linguagem
matematica, essa hipétese fica expressa como

47 lk+1 3 4 lk 3
—|— ] Nyy1=—1[=] N, 2.4
3 ( 2 k+1 3 2 k > ( )
que implica
N,
3 k -1
7k Nk+1 k+1 ( )

A vazdo @y num tubo ¢ definida por Q; = 7riuy, onde 1y é o0 raio do tubo e uy é a
velocidade média do fluido no interior do tubo. Devido a conservacao do fluido, a vazao
total é a mesma em todos os niveis, ou seja,

Q() = Nka = Nkﬂ'T',%Uk = NN7TT12V’U,N s (26)

onde Ny é o nimero de capilares, ry é o raio dos capilares e uy é a velocidade do sangue
nos capilares. A hipdtese 2 da secao 2.1 implica que ry e uy s@o grandezas invariantes,
isto é, nao variam com a massa. Portanto, temos que

Qo x Ny (2.7)

Como o fluido transporta oxigénio e nutrientes para o metabolismo, podemos dizer
que a taxa metabolica (Ppetassiica) € proporcional a vazao do fluido (Pretabstica X Qo),
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pois a taxa com que os nutrientes sao entregues deve ser proporcional a taxa com que eles
sao consumidos. Supondo que a taxa metabdlica pode ser descrita pela lei de escala
Prctabsiica < M?*, usando a equagao 2.7 e a proporcionalidade entre Pyciapstica € Qo,
obtemos

NN x M* . (28)

Outra grandeza importante é o volume total de fluido Vj presente na rede. Ele é
dado por

N
= ZN]JI’T%Z}C . (29)
k=0

2.2.2 Minimizacao da impedancia hidrodinamica

Vamos ver agora quais sao as conseqiiéncias da suposi¢ao 3 da se¢ao 2.1 (minimizacao
da energia). Consideremos o fluxo de um fluido viscoso incompressivel num tubo de
comprimento [ e raio 7, submetido a um gradiente de pressao que oscile no tempo (o
formalismo da hidrodinamica necessdrio a esse estudo estd no apéndice A). Se o raio do
tubo for pequeno, temos que a diferenca de pressao Apy entre as extremidades do tubo
pode ser escrita como (equagao A.21, apéndice A)

8nl
Apy = Lka exp(—imt — ) . (2.10)
Ty
Esta equacdo é conhecida como lei de Poiseuille. Como Ap, = R,Q:', temos que a

impedancia hidrodindmica de um tubo é Ry = 8nly/7ry. Assim, assumindo que este
regime seja valido para a rede toda, a impedancia da rede inteira sera

N N
Be _ 5 "l’“ . (2.11)

Z]_ =
o Ny, P 7er

Quando o raio do tubo é grande, a equacao A.23 do apéndice A nos fornece a seguinte
equacao para a diferenca de pressao Apy:

Apy =

(— imt—ig) : (2.12)

que implica que Ry = mnly/7riv. Dessa forma, a impedancia da rede inteira no caso em
que o raio do tubo é grande é

N
mnly,

Zy =% 2=y — Tk 2.13

2 = v Ny (2.13)

com 27 /m sendo a frequéncia de oscilagao.

! Essa equacdo é a relacdo da hidrodindmica andloga & relacdo V = RI do eletromagnetismo. A
diferenca de pressdo Apy, a impedancia hidrodinamica Ry, e a vazdo @y, sdo, respectivamente, os andlogos
da diferenca de potencial V', da resisténcia elétrica R e da corrente elétrica I.
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Considere o sistema mais simples: um fluido escoando laminarmente, com a impe-
dancia Z;. A energia W gasta pelo coracdo para bombear o sangue depende de todas
as varidveis relevantes e é dada por 2 W (ry, Iy, ng, M) = Z1Q>. Para manter uma taxa
metabdlica ( Petapstica X Qo) dada num organismo de massa M com um volume de sangue
Vo(M) dado, o principio de minimizagao requer que W seja minimizado sujeito a restrigao
de preenchimento do volume. Utilizaremos a técnica dos multiplicadores de Lagrange.
Considerando que @)y é constante, minimizar a energia W é equivalente a minimizar a
impedancia Z;. Assim a funcao auxiliar a ser minimizada F' é dada por

F= Zl(rk,lk,nk) —f—)\[%(Tk,lk,nk) % Z)‘kalk+AM(M MO) , (214)
k=0
N 87’]lk
F= Z +)\[Z Nk’ﬂ"l“klk—‘/b + Z)‘kalk+/\M(M MO) s (215)
o TNk k=0 k=0

onde A, /\;C e A\js sao os multiplicadores de Lagrange.
Calculando 0y F' = 0, obtemos

aVy,  Am
—— = — = constante 2.16
que nos leva a importante conclusao de que o volume de sangue é proporcional a massa,
ou seja,

Viox M . (2.17)

Embora isto nao esteja afirmado no artigo de West et al. [5], esse resultado é aproximado,
ja que a vazao )y também depende da massa.

Vamos considerar, a partir de agora, que a massa ¢ constante e calcular as derivadas
de I’ em relacdo ao raio ri, ao comprimento [, e ao parametro de ramificacdo nx. A
7
primeira derivada (0, F = 0) nos fornece

167

r 2.18
w2ri N2 ( )

Como A ndo depende de k, temos que 7Ny2 = (r511)®(Vis1)® = constante. Como
Br = Tks1/Tk € Ngr1 = Niy1/Ng, obtemos imediatamente que o fator de escala [ é

B =nesy (2.19)

A avaliacao de 0, F' = 0 fornece que

8n

A\ —
T ANz

(2.20)

A principio, Ay depende de k£ e ndao podemos tirar nenhuma imformacdo dessa relagao.
Entretanto, West e colaboradores afirmam que a avaliacao de 0, F' = 0 fornece que [5]

Yo =ngyy (2.21)

2 Essa equacdo é a relagio da hidrodinamica anéloga & relagio P = RI? para um circuito elétrico,
onde P é a energia elétrica gasta, R é a resisténcia elétrica e I é a corrente elétrica.
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Apesar de nao termos obtido a relagao acima entre v e n da forma sugerida por West et
al, sabemos que ela é verdadeira, pois ja obtivemos essa relagdo anteriormente (equacao
2.5).

Vamos agora calcular a derivada 0,, F' = 0. Usando a equagao 2.1, temos que

ON} 0 : 21>k .
- :{ Mol i<k (2.22)
Calculando 0,,F = 0, encontramos que
5 +/\Z 2 +Z)\l3N =0,1...N . (2.23)
=— — ara i = ...N . i
an = wry Ngn, - * i P ", P ’

Subtraindo a equacao para i = k 4+ 1 da equacdo para ¢ = k podemos reescrever as
equagdes acima como

B VS (L W =0 k=0,1,...N 2.24
WT,%Nan TT bk n; kb~ n; , para 3 Ly ey 3 ( )

que nao fornece nenhum resultado novo.

West e colaboradores afirmam que, calculando-se 0, F' = 0, encontra-se que ny = n
[5]. Entretanto, 0, F = 0 nos levou a uma trivialidade (equagdo 2.24). Assim, vamos
apenas admitir que existe um tnico fator de ramificacdo. Em outras palavras, vamos
supor que n, = n. Utilizando essa suposi¢ao, temos que

y=p=n"13 . (2.25)

Caso o sistema seja caracterizado pela impedancia Z, para toda a rede, obtemos, via
uma minimizagao similar a que foi feita, que

—1/2
B =gyt (2.26)
Sabemos, pela equacao 2.5, que v, = n,;i{s Assumindo novamente que a rede seja

caracterizada pela ramificagdo Unica ny = n, obtemos que
vy =n"3 (2.27)
B =nt? . (2.28)
2.2.3 Relacao do expoente a com (3, y e n

O expoente a da taxa metabdlica (Petabsiica) ¢ definido através da relagdo Petapstica X
M*. Usando as equagoes 2.1 e 2.8, obtemos imediatamente que

n™ oc M° . (2.29)

Por outro lado, a equacao 2.17 mostra que o volume de fluido é diretamente proporcional
a massa. Para relacionar o expoente a com grandezas da rede, necessitamos da expressao
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para o volume em termos de 3, v, N e n. Isso pode ser feito facilmente, se supormos que

a rede seja um fractal, isto é, que ny = n em todos os niveis de ramificacdo. Agora, a

rede é descrita por fatores de escala isotrépicos (vx = 7, B = (). Além disso, o niimero
de tubos no nivel k, o comprimento [ e o raio r, podem ser expressos em termos de n e

de grandezas capilares como

Nk:nk 5
=
k — )
N—k
Y
N
Tk = BNk

O volume de fluido pode entao ser calculado:

N 2l 1_(527n)N+1
Vo= 2 Nl = (o 1=

No limite de N grande, obtemos o comportamento assintético como sendo

(8%7)™ se pPyn <1
Voox § N(B*y)™™ se pBPyn=1
nV se (Pyn>1 .

Utilizando as equagoes 2.17 e 2.34, temos que

(62NN x M,

quando 3%yn < 1. Usando a equacao 2.29, temos que
n™ o [(B%y) N .

Assim, encontramos finalmente que

__In(n)
In(32y)
quando N > 1.
No caso em que $%yn = 1, temos que
N(@y)™ oM .

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

Como N o In(M) (equagao 2.35), essa relacdo se aproxima da equagdo 2.35 para N

grande. Dessa forma, o resultado expresso pela equacao 2.37 também ¢é vélido quando

B%yn = 1.
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2.3 Resultados do modelo

2.3.1 O expoente a da taxa metabdlica

Inicialmente, considere o sistema mais simples: um fluido newtoniano escoando laminar-
mente, de tal forma que a viscosidade tenha um papel predominante. A impedancia é
entdo dada por Z; e, como vimos, isto implica v = 3 = n~'/? (equacio 2.25). Usando
a equacao 2.37, o expoente ligado a taxa metdbolica é a = 1. Este resultado estd em
desacordo com o valor experimental 0.75 [3].

O regime caracterizado pela impedancia Z, possui as relacdes v = n~1/3 e 3 = n=1/2
(equagbes 2.27 e 2.28). Usando esses valores de v e  na equacdo 2.37, obtemos que a =
3/4, um valor em 6timo acordo com o encontrado experimentalmente. Uma observagio
importante: o regime caracterizado pela impedancia Z, estd ligado a propriedade de
conservacao das areas. Se a area é preservada quando passamos de um nivel de ramificacao

para outro (Nymri = Nyi17mrs,,), temos que 3 =n /2.

No caso dos mamiferos, entretanto, temos um fluxo pulsante em tubos elasticos. No
apéndice A, desconsideramos o aspecto eldstico do tubo por simplicidade e deduzimos a
impedancia para um gradiente de pressao oscilando no tempo, aplicado nas extremidades
de um tubo rigido. Obtivemos dois regimes controlados pelo pardmetro o = ry/mp/n,
onde r é o raio do tubo, m ¢ a freqiiéncia angular de oscilacao, p é a densidade do fluido
e n é a viscosidade do fluido. Para r grande, como na aorta e nas grandes artérias, o
fluxo é tal que a impedancia é inversamente proporcional a r? (equagao 2.13). Temos o
regime de conservagio das dreas e isto nos leva a a = 3/4. A medida que o fluido avanca
para os capilares, cujos raios sao pequenos, a viscosidade predomina e o fluido adquire
um escoamento laminar. Agora, a impedancia ¢ inversamente proporcional a r* (equagao
2.11), o que nos levaria a a = 1. Um aspecto positivo da diminuigao do raio dos tubos é
que a velocidade do fluido diminui, permitindo assim a troca de nutrientes e gases com as
células. O aspecto negativo concerne ao estabelecimento do regime de escala, que exige
de nés uma discussdo mais longa. O primeiro ponto dessa discussdo é que os mamiferos
nao podem ser caracterizados por um fator de escala 3, com um valor independente de
k. Uma aproximacao mais realistica é que 3 tenha dois valores, ou seja,

[ B=n"'% para k<Fk*
ﬂk - { ﬁZ — n—1/3 para k> k* (239)

O valor de corte k* pode ser obtido, observando-se que nesse nivel de ramificacao, r
e | sao tais que Ry = Ry. Obtemos entao que

rk*:,/g—”:,/s—" , (2.40)
m mp

onde usamos que v = n/p. Por outro lado, usando a equagdo 2.32, temos que

I = (527)%19 . (2.41)

16



Usando as equacoes 2.39, 2.40 e 2.41, obtemos que

()
Br=N-— S AN (2.42)

Usando os dados para seres humanos (n = 4 x 1073 kg/ms, m =~ 70 Hz, ry = raio
da hemdcia = 3.75 X 10°% m, psangue X Pagua = 1000 kg/m? [3]) e assumindo n = 3 e
n¥ = 2 x 101% [5], obtemos que N =~ 22 e k* ~ 8, implicando que o regime de Poiseuille
domina logo apds algumas ramificacoes. A medida que a massa do animal diminui, este
regime comeca cada vez mais perto da aorta. Para obter o expoente da taxa metabdlica,
precisamos avaliar o volume de fluido, que agora é dado por

k* N
1= z Nymrgly, + Z Nymrply (2.43)
k=0 k=k*

Apo6s algumas manipulacoes, obtemos que

B

Ve = mrilyn® {n S

+N - k} . (2.44)

Usando os valores acima para os seres humanos, podemos mostrar que o primeiro termo
entre chaves domina. Este termo corresponde ao regime de conservacao de areas. Em
geral, esse primeiro termo domina a soma e, para N grande, temos que

Vy o nV 5 o i (2.45)
onde usamos que k* &~ N (equagdo 2.42). Usando a equacdo 2.29, temos que
Vi ox M3 (2.46)

Assim, como V, o« M (equagdo 2.17), encontramos que a = 3/4. Portanto, o regime de
conservagao de dreas domina o comportamento de escala. (Observagao: A medida que a
massa dos mamiferos se torna pequena, existe um desvio desse expoente, ja que fizemos
a aproximagao N > 1. A experiéncia confirma essa tltima afirmacao [3]).

2.3.2 Comparacgao entre os expoentes alométricos previstos e os
valores experimentais

Vimos até aqui como o modelo prevé corretamente o expoente 3/4 da poténcia metabdlica.
A tabela 2.1 lista varios expoentes previstos pelo modelo e seus respectivos valores
experimentais. Vamos agora usar o modelo para obter alguns dos expoentes listados.

Volume de sangue

A equagao 2.17 fornece diretamente a previsdo do modelo para a alometria do volume
de sangue nos mamiferos: V, oc M. Vemos na tabela 2.1 que essa é uma previsao correta.
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Tabela 2.1: Comparacgdo entre os expoentes previstos pelo modelo e os valores experimentais. Fonte:
West et al [5].

Variavel Expoente
Previsto | experimental

Raio da aorta rg 3/8 = 0.375 0.36
Pressao na aorta Apg 0 = 0.00 0.032
Velocidade do sangue na aorta ug 0 = 0.00 0.07
Volume de sangue V} 1 = 1.00 1.00
Tempo de circulagao 1/4 = 0.25 0.25
Distancia de circulagao 1/4 = 0.25 -
Freqiiéncia cardiaca —-1/4 = —0.25 —0.25
Nimero de capilares Ny 3/4 = 0.75 -
Raio do volume de servigo 1/12 = 0.083 -
Numero de Womersley o 1/4 = 0.25 0.25
Densidade de capilares -1/12 = —0.083 —0.095
Afinidade por O, do sangue Psq -1/12 = —0.083 —0.089
Resisténcia total Z -3/4 = —0.75 —0.76
Poténcia metabdlica Petabsiica 3/4 = 0.75 0.75

Numero de capilares

A equacdo 2.8 prevé que Ny o M3* uma vez que a=3/4. Contudo, nio hé na
literatura dados sobre a alometria do nimero de capilares para se testar essa hipotese.

Raio e comprimento da aorta

No modelo de conservagao das areas, obtemos imediatamente que

l0:l—jj\;oan/:';ocM“/?’och/4 , (2.47)
v

roz%anN/ZaM“/2aM3/8 . (2.48)
1

Para os mamiferos, com 3 assumindo os valores 3; e (5, o comprimento da aorta
nao sofre nenhuma modificacao, pois v s6 depende da propriedade do preenchimento do
volume. Por outro lado, temos agora para ry a seguinte expressao

k*
Tk T ry (ﬁz) TN k*/6-+N/3
7"0 = + = " — = el —_— — XN . (249)
B B g B) BN
Como k* ~ N, obtemos de novo que 79 & n™/?, o que implica que o valor 3/8 continua

valido para o expoente. Esse valor estd muito préximo do valor experimental 0.36 (tabela
2.1).

Impedancia total
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Para exemplificar o calculo do expoente alométrico da resisténcia total, vamos usar
a resisténcia total Z; (equagdo 2.11):

N

8nly,
7, = } 2.
] ,cz;;w,‘é 7 (2.50)

Usando as equacoes 2.30, 2.31 e 2.32, encontra-se que
N N k
B g
Z1 = RN <— - , (251)
gl ,CZ::O Bin
onde Ry = 8nly/7ry é a resisténcia hidrodindmica de um capilar. Como v/8*n = 1,
temos
Zi=Ryn (N +1)= RyNy ' (N +1) . (2.52)
Como Ry é constante e Ny cresce mais rapido do que N 2, temos que Z; o« Ny~ '
Usando a relacao de escala encontrada acima para o nimero de capilares Ny, temos que
7 oc M—3/4,
O mesmo resultado seria obtido, com um pouco mais de esfor¢o, para o caso real dos
mamiferos em que a resisténcia total é dada por Z, até o nivel £* e por Z; a partir de
entao.

Pressao na aorta

Uma vez que Apy = Z(@)y, basta usar o comportamento de escala da resisténcia total
(Z oc M—3/*) e da vazdo (Qy oc M3/*) para encontrar a relagio Apy = constante.

Velocidade do sangue na aorta

Como Qg = mriug, Ty o M3® e Qo x M3/*, temos que uy = constante.

2.3.3 Consideracoes finais sobre o modelo

Apesar de termos tratado aqui somente de leis alométricas ligadas ao sistema circulatoério
dos mamiferos, o modelo proposto por West et al descreve também o sistema respiratério
dos mamiferos e o sistema vascular das plantas [5]. West e colaboradores publicaram, em
1999, um artigo na Nature em que o modelo é aplicado exclusivamente ao sistema vascular
das plantas [6]. Sugerimos ao leitor interessado em se aprofundar no modelo que também
leia esse artigo [6].

E preciso dizer também que existem autores que criticam o modelo, afirmando que
o expoente 3/4 da poténcia metabdlica pode ser encontrado por métodos mais simples
[7, 8]. Contudo, mesmo que a solugdo encontrada por West e colaboradores nao seja a
mais simples, ela é correta. Além disso, o modelo foi bem sucedido nao s6 no célculo
do expoente de escala da poténcia metabdlica, como também no célculo das relagoes de
escala de vdrias outras grandezas (ver tabela 2.1 e os artigos [5] e [6]).

3N cresce com o logaritmo de M (N o In(M), equagdo 2.35), enquanto que Ny cresce com M?®
(equagdo 2.8).
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Capitulo 3

A ALOMETRIA DOS OSSOS

O apéndice B é um pré-requisito para este capitulo.

No capitulo anterior, vimos como o modelo proposto por West e colaboradores explica
a origem de varias leis de escala na Biologia. Neste capitulo, vamos tratar do problema da
alometria dos ossos. Vamos apresentar a hipotese da similaridade elastica e, em seguida,
confrontar suas previsoes com os dados experimentais disponiveis na literatura. Veremos
que nem a similaridade eldstica nem a similaridade geométrica sao capazes de explicar
o comportamento observado. Finalmente, proporemos uma nova forma de encarar o
problema, a saber, acoplando a alometria dos ossos a alometria da area muscular e a
locomocao. Antes de seguir adiante, o leitor deve estar familiarizado com os conceitos de
resisténcia de materiais expostos no Apéndice B.

3.1 Introducao

Como as dimensdes dos ossos (comprimento e didmetro) variam com a massa do animal?
Essa questao tem sido muito discutida desde a década de 1970, mas até hoje nao se
encontrou uma solucao. A alometria dos 0ssos, assim como as demais relacoes alométricas,
sao descritas por leis de poténcia, ou seja,

Lo M,
Do M? |
onde L e D sao, respectivamente, o comprimento e o diametro dos ossos e M, a massa

corporal. O objetivo final de um modelo para a alometria dos ossos é, portanto, prever
os expoentes [ e d.

Galileu Galilei, em 1637, sugeriu que os ossos dos grandes mamiferos terrestres
deveriam ser proporcionalmente mais robustos do que os ossos dos mamiferos pequenos.
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Em outras palavras, Galileu sugeriu que os ossos de diferentes mamiferos nao podem
ser geometricamente similares. Galileu chegou a essa conclusao de uma forma intuitiva,
contudo vamos utilizar um argumento matematico para chegar a essa mesma conclusao.
Considere que a pressao nos ossos ¢ independente da massa do animal, ou seja,

Forca

Pressao = = constante (3.3)

area
e suponha que a forga aplicada seja proporcional ao peso. Essas consideragoes levam a
seguinte lei de escala para o diametro D dos ossos em relacao a massa corporal M:

Do MY? | (3.4)

isto é, o didmetro dos ossos cresce mais rdpido do que prediz a similaridade geométrica.
Entretanto, esse é um tratamento muito reducionista do problema e, por isso, sua previsao
¢ incorreta, como veremos adiante. Por outro lado, podemos perceber qual é a estratégia
para lidar com o problema. Inicialmente, precisamos saber se podemos supor que ossos de
diferentes animais estao submetidos as mesmas tensoes. Em segundo lugar, precisamos
saber como sao as forgas aplicadas aos 0ssos e como elas variam com a massa corporal.

3.2 Tensoes nos 0sSsOS

Existem varios artigos na literatura sobre tensoes em ossos. Vamos apresentar aqui apenas
um deles, que nos é suficiente para responder a questao de estarem ou nao os ossos de
diferentes animais submetidos as mesmas tensoes.

O artigo que vamos discutir é de autoria de Rubin e Lanyon e intitula-se Dynamic
Strain Similarity in Vertebrates; an Alternative to Allometric Limb Bone Scaling [9].
Os dados importantes apresentados no artigo estao nas tabelas 3.1 e 3.2. A tabela 3.1
apresenta a deformacdo especifica ¢ medida em varios animais durante suas atividades
cotidianas. A deformagao especifica € é definida como (veja o apéndice A)

AL
€= — , (3.5)

onde AL é a deformacao do material de comprimento inicial L devido a tensdo a que estd
submetido. Analisando a tabela, percebe-se que as deformacdes especificas observadas em
diferentes animais sdo aproximadamente as mesmas. Uma vez que a tensao é diretamente
proporcional a deformagcao especifica (o0 = Ee, onde E é o mddulo de elasticidade do
material), conclui-se que tensoes aproximadamente iguais agem nos ossos dos animais.

A tabela 3.2 apresenta as tensoes maximas, medidas ou estimadas!, nos ossos de 5
animais cuja massa varia de 7.3 a 2500 kg. Analisando a tabela, percebe-se que as tensoes

LA tensdo foi estimada nos dois animais maiores através da andlise de filmes dos animais correndo
e estimando-se a forca méxima de seus musculos a partir de seus diametros. Por outro lado, nos trés
animais menores, uma placa foi implantada no osso através de um processo cirirgico. Medindo-se a
variacdo da resisténcia elétrica da placa & medida que o animal corria em uma esteira, foi possivel
encontrar diretamente a tensao a que o 0sso era submetido.
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Tabela 3.1: Deformagoes especificas € medidas em varios animais exercendo vérias atividades.

| Osso | Atividade | €
Rédio de um cavalo trotando —2800 x 106
Tibia de um cavalo galopando —3200 x 1076
Metacarpo de um cavalo acelerando —3000 x 1076
Rédio de um cachorro trotando —2600 x 1076
Tibia de um cachorro galopando —2100 x 1076
Umero de um ganso voando —2800 x 1076
Ulna de um frango batendo as asas | —2100 x 10~°
Fémur de uma ovelha trotando —2200 x 107°
Umero de uma ovelha trotando —2200 x 107°
Radio de uma ovelha galopando —2300 x 107°
Tibia de uma ovelha trotando —2100 x 1076
Rédio de um porco trotando —2400 x 107
Osso de um peixe nadando —3200 x 1076
Mandibula de uma macaca mordendo —2200 x 1076
Tibia de um peru correndo —2350 x 1076

Tabela 3.2: Tensdes maximas medidas ou estimadas nos ossos de animais correndo. o,z € a tensdo
devido a forcas de compressdo, ofiezao ¢ a tensdo devido a forcas de flexo e oyotar é a tensdo total
(Ttotal = Oazial + Oflezio). As tensdes sdo dadas em mega Pascal (MPa).

‘ Animal ‘ Massa (kg) ‘ Oaziar (MPa) ‘ O flezao (MPa) ‘ Ototar (MP2) ‘

peru 7.3 11 32 43
cachorro 29.0 7 37 44
cavalo 137.0 7 46 53
bufalo 500 11 47 58
elefante 2500 6 51 57

maximas variam pouco com a massa corporal. Portanto, como uma primeira aproximacao,
pode-se concluir que as tensoes maximas que agem nos ossos independem da massa do
animal.

Uma outra informacao que podemos tirar da tabela 3.2 é que a maior parte da tensao
que ha no osso é consequéncia de forcas de flexdo. Essa informacdo serd muito relevante
quando formos apresentar nossa forma de tratar o problema.

As conclusoes importantes a que chegamos sao:

e Em uma primeira aproximagao, as tensoes maximas aplicadas aos 0ssos sao inde-
pendentes da massa do animal.

e A maior parte das tensoes é devida a forcas de flexao.

Estamos agora em condicoes de apresentar a hipotese da similaridade elastica.
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3.3 Similaridade elastica

Em 1973, Thomas McMahon supos que a flambagem seria o elemento chave para se
determinar as dimensoes dos ossos e também de arvores [10]. Existe uma carga méxima
que uma coluna suporta sem flambar, a qual é chamada carga critica. A carga critica
para uma coluna flambar é (Apéndice B, equagio B.18)

w2 El
F = 2

(3.6)

onde E é o médulo de elasticidade do material, I é o momento de inércia da area da
secao transversal e L é o comprimento da coluna. Se considerarmos uma coluna cilindrica
(Iitinaro = mD*/64) e que a carga agindo nela é proporcional & sua massa (F o« M =
pV o pD?L), onde p é a densidade da coluna, temos

B\ /3
Ler <;> D3 (3.7)

Mudangas na forma da coluna e na forma de aplicagao da carga (se é distribuida con-
tinuamente pela coluna ou se estd aplicada no centro de massa) alteram apenas a constante
de proporcionalidade da equacao acima [10]. Dessa forma, L o D?/3 ¢ a previsao da teoria
eldstica para colunas que quebram por flambagem. McMahon testou essa previsdo para
um grupo de arvores em que E/p é constante. A hipétese funcionou bem, como mostra
a figura 3.1.

A fim de saber como o comprimento L e o diametro D dos ossos variam com a massa
corporal M, basta usar a equacao 3.7 e a hipdtese de que a massa de um determinado
0sso € uma, fracdo constante da massa do corpo, ou seja,

LD*>x M (3.8)

como ja foi usado no desenvolvimento da equacgao 3.7.

Dessa forma, as previsoes da similaridade elastica sao:

L o MY* | (3.9)
D o« M?3® | (3.10)
L «x D3 . (3.11)

3.3.1 Swuporte experimental para a similaridade elastica

Dois anos depois, McMahon publicou um segundo artigo, apresentando uma lista com
o comprimento e o didmetro dos ossos de 118 mamiferos ungulados?, representando 95
espécies [11]. Uma vez que ele ndo tinha as massas dos animais, McMahon s6 pode
encontrar o expoente alométrico b da relacio L o< D°. Os resultados encontrados estdo na
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Figura 3.1: Altura versus didmetro de drvores que tém os mesmos valores de E/p, onde E é o médulo
de elasticidade e p é a densidade da madeira. A linha cheia, com uma inclinagio de 2/3 (como prevé a
equagdo 3.7), é a previsdo tedrica. A linha tracejada é a curva que melhor se ajusta aos dados e também
tem uma inclinagdo igual a 2/3. “Buckling” é a palavra inglesa para flambagem. Gréfico obtido por
McMahon [10].

Tabela 3.3: Expoentes b da relagdo alométrica L o< D® obtidos por McMahon [11].

‘ Osso ‘ Expoente b ‘ Correlacao | Numero de espécimes ‘
Umero 0.654 0.931 118
Ulna 0.623 0.851 119
Fémur 0.721 0.956 117
Tibia 0.599 0.875 118
Metatarso 0.683 0.824 96
Membro dianteiro 0.669 0.942 118
Membro traseiro 0.604 0.901 95

24



tabela 3.3. As posicoes no esqueleto dos ossos mencionados neste capitulo estao ilustradas
no apéndice C.

Pode-se ver que os expoentes estdo préximos do valor previsto (2/3). Alguns sdo um
pouco maiores, outros um pouco menores. Trés pontos sao ressaltados pelo autor:

1. O expoente para a perna dianteira como um todo estd muito proximo do valor
previsto (2/3).

2. O expoente alométrico é consistentemente maior para o fémur.

3. A correlagio dos gréficos é consistentemente maior para os ossos préximos  (iimero
e femur) que para os outros (ulna, tibia e metatarso)

Em 1977, R. McN. Alexander publicou seu artigo sobre a alometria das pernas de
antilopes, no qual mais resultados a favor da similaridade elastica foram encontrados
[12]. Usando dados sobre 13 espécies de ungulados, provenientes de outro autor (Sachs),
Alexander encontrou as seguintes equacoes:

Comprimento do corpo = 0.315M%276 (3.12)
Altura do ombro = 0.280M026% (3.13)
Altura traseira = 0.329M%23% (3.14)

cujos expoentes estao relativamente préximos do valor esperado (I = 1/4). Além desses
dados, o autor também fornece equacgoes alométricas para dados coletados por ele mesmo
em antilopes. Os expoentes encontrados para o comprimento e o diametro dos ossos em
antilopes estao na tabela 3.4.

Os expoentes para o comprimento estao préximos do valor previsto (I = 1/4), mas os
expoentes para o didmetro se afastam um pouco do valor previsto (d = 3/8). Dessa forma,
esses dados tém uma concordancia razoavel com os resultados da teoria da similaridade
elastica. Entretanto, logo surgiram novos dados que estavam em completo desacordo com
a teoria.

Observagao: A tabela 3.4, juntamente com as demais tabelas a serem citadas a seguir,
possui uma coluna denominada 3d — [ e outra denominada 4d — 2[. O leitor nao deve se
preocupar com essas colunas por enquanto. Seu significado sera discutido na se¢do 3.6.

3.4 Os novos dados experimentais

Em 1979, Alexander e colaboradores analisaram os ossos de 37 mamiferos, indo do menor
ao maior mamifero terrestre (do musaranho ao elefante) [13]. Eles encontraram relagoes
alométricas muito diferentes das previamente encontradas e que entravam em contradicao
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Tabela 3.4: Expoentes [ e d (definidos pelas equagoes 3.1 e 3.2) obtidos por Alexander para antilopes
[12].

‘Osso ‘ l ‘ d ‘3d—l‘4d—2l‘
Fémur 0.263 | 0.330 | 0.73 0.79
Tibia 0.233 | 0.309 | 0.69 0.77
Metatarso 0.252 | 0.337 | 0.76 0.84
Umero 0.262 | 0.381 | 0.88 1.00
Ulna 0.310 - - -
Metacarpo 0.255 | 0.355 | 0.81 0.91
Expoente médio ¢ | 0.263 | 0.342 | 0.76 0.84

2 Os expoentes | e d médios sdo simplesmente a média
aritimética dos expoentes de cada osso. O valor médio de 3d —1 é
obtido a partir dos expontes médios.

Tabela 3.5: Expoentes alométricos [ e d obtidos por Alexander et al. para grupos de mamiferos e para
todos os mamiferos juntos [13].

‘Grupodeanimais‘ l ‘ d ‘3d—l‘4d—2l‘

Insetivoros 0.38 [ 0.39 | 0.79 0.80
Primatas 0.34 | 0.39 | 0.83 0.88
Roedores 0.33 | 0.40 | 0.87 0.94
Fissipedia 0.36 | 0.40 | 0.84 0.88
Bovinos 0.26 | 0.36 | 0.82 0.92
Todos mamiferos | 0.35 | 0.36 | 0.73 0.74

com as previsoes da similaridade elastica. Os expoentes alométricos encontrados estao na
tabela 3.5.

Os expoentes para o grupo dos mamiferos como um todo (I = 0.35 e d = 0.36)
implicam que L o« D, o que é uma caracteristica da similaridade geométrica. Esse
resultado sugere que os ossos dos mamiferos sdo geometricamente similares, o que contra-
diz a idéia intuitiva de Galileu apresentada na secao 3.1.

Em 1983, Biewener apresentou novos dados experimentais, que foram interpretados
como uma nova evidéncia de que a similaridade geométrica seria a descri¢ao correta para a
alometria dos ossos dos mamiferos [14]. Ele analisou os ossos de 32 espécies de mamiferos
de 0.020 a 3500 kg e encontrou os dados apresentados na tabela 3.6. Note que os expoentes
médios estao préximos de 1/3, que é o valor previsto pela similaridade geométrica.

Apoés os trabalhos de McMahon, Alexander et al e Biewener, muitos outros artigos
foram publicados sobre a alometria dos ossos em mamiferos. As tabelas 3.7 a 3.10

2 Ungulados sdo mamiferos cujos dedos sdo providos de cascos.
3 Veja no apéndice C a definicio de ossos préximos e distais.
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Tabela 3.6: Expoentes alométricos [ e d obtidos por Biewener para os mamiferos [14].

| Osso | 1 | d [3d—1]4d—2l|
Umero 0.31 1 0.36 | 0.77 0.82
Rédio 0.32 | 0.37 | 0.79 0.84
Fémur 0311034 | 0.71 0.74
Tibia 0.28 | 0.34 | 0.74 0.80
Expoente médio ¢ | 0.31 | 0.35 | 0.74 0.78

% Os expoentes I e d médios sdo simplesmente a média
aritimética dos expoentes de cada osso. O valor médio de
3d — 1 é obtido a partir dos expontes médios.

Tabela 3.7: Expoentes alométricos [ e d para o fémur retirados de varios artigos.

‘ Animais ‘ l ‘ d ‘ 3d —1 ‘ 4d — 21 ‘ Fonte ‘
Primatas 0.21 [ 0.38 | 0.93 1.10 [15]
Ceratomorfos * 0.24 1 0.39 | 0.93 1.08 [16]
Insetivoros e roedores * | 0.35 | 0.38 | 0.79 0.82 [17]
Artiodéctilos 0.27 1 0.34 | 0.75 0.82 [18]
Marmiferos 031034 0.71 | 0.74 |[14,19]
Primatas 0.330.39 | 0.84 0.90 [20]
Carnfvoros 038037 | 073 | 072 | [20]
Roedores 0.36 | 0.38 | 0.78 0.80 [20]

% O artigo reporta expoentes obtidos pelos métodos dos minimos quadrados e “Reduced
Major Axis”. Os expoentes aqui relatados sdo os obtidos pelo primeiro método.

apresentam uma compilacao de dados disponiveis na literatura. Analisando as tabelas
3.4 a 3.10, o leitor percebera que o expoente [ varia de 0.18 a 0.39, enquanto d tem valores
de 0.31 a 0.46. Nao hd, portanto, um comportamento bem definido. Os resultados
experimentais dependem do osso e do grupo de animais considerado. Essa foi a maior
dificuldade que encontramos em nosso estudo sobre a alometria dos ossos.

3.5 Animais pequenos x animais grandes

Uma das causas da pluralidade de expoentes alométricos encontrados é a existéncia
de dois regimes de escala distintos. Economos foi o primeiro a sugerir a existéncia de
comportamentos de escala distintos para mamiferos pequenos e grandes [21]. Ele propos
que os mamiferos pequenos seriam geometricamente similares, enquanto os mamiferos
grandes seriam elasticamente similares. Essa idéia explicaria porque os expoentes alomé-
tricos para os bovinos eram diferentes dos resultados para os outros mamiferos (compare
os resultados para os bovinos com os demais apresentados na tabela 3.5), uma vez que os
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Tabela 3.8: Expoentes alométricos [ e d para a tibia retirados de vérios artigos.

| Animais | | | d |3d—1]|4d—2l]| Fonte |
Ceratomorfos * 0.20 | 0.40 | 1.00 1.20 [16]
Insetivoros e roedores * | 0.25 | 0.43 | 1.04 1.22 [17]
Artiodéctilos 0.18 [ 0.32 | 0.78 0.92 [18]
Mamiferos 0.27 1 0.36 | 0.81 0.90 | [14, 19]

% O artigo reporta expoentes obtidos pelos métodos dos minimos quadrados e “Reduced
Major Axis”. Os expoentes aqui relatados sdo os obtidos pelo primeiro método.

Tabela 3.9: Expoentes alométricos [ e d para o imero retirados de vérios artigos.

| Animais | | | d |3d—1]|4d—2]]| Fonte |
Primatas 030 | - - - [15]
Ceratomorfos * 0.25 | 0.45 | 1.10 1.30 [16]
Insetivoros e roedores ¢ | 0.34 | 0.39 | 0.83 0.88 [17]
Artiodéctilos 0.28 | 0.37 | 0.83 0.92 [18]
Mamiferos 0.31 | 0.36 | 0.77 0.82 | [14, 19]
Primatas 039 (039 | 0.78 | 078 | [20]
Carnivoros 0.39 039 | 078 | 0.78 | [20]
Roedores 0.350.36 | 0.73 0.74 [20]

% O artigo reporta expoentes obtidos pelos métodos dos minimos quadrados e “Reduced
Major Axis”. Os expoentes aqui relatados sao os obtidos pelo primeiro método.

intervalos de massa desses grupos sao diferentes. Bertram e Biewener também ressaltaram
a existéncia de comportamentos de escala diferentes para pequenos e grandes mamiferos
[19, 22]. A figura 3.2 ilustra a diferenga de comportamento entre mamiferos pequenos e
grandes utilizando os dados desses autores.

Entretanto, foi s6 em 1999 que Christiansen, analisando uma grande quantidade de
dados, estabeleceu de forma mais precisa a existéncia de comportamentos diferentes para
mamiferos pequenos e grandes [23, 24]. A figura 3.3 mostra o gréafico comprimento versus
didmetro da tibia obtido por Christiansen. Ele sugeriu que a massa de 50 kg é a fronteira
entre os dois regimes de escala. Apesar da sugestao de Economos sobre a existéncia de dois
regimes de escala ter sido confirmada, Christiansen demonstrou que nem a similaridade
elastica nem a similaridade geométrica sao boas descricoes da alometria dos ossos para
nenhum dos dois regimes. Os expoentes alométricos [ e d encontrados por Christiansen
estao na tabela 3.11.
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Figura 3.2: Tlustrac¢ao da diferenca de comportamento entre mamiferos pequenos e grandes na alometria
dos ossos. Dados de Bertram e Biewener [14, 19)].
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Figura 3.3: Comprimento versus didmetro da tibia em coordenadas logaritmicas. A figura mostra
a existéncia de regimes de escala distintos para mamiferos pequenos e grandes. Gréafico obtido por
Christiansen [23].
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Tabela 3.10: Expoentes alométricos [ e d para o radio e a ulna retirados de varios artigos.

| Animais | | | d |3d—1]|4d—2l]| Fonte |
Insetivoros e roedores * | 0.29 | 0.46 | 1.09 1.26 [17]
Artiodéctilos 0.32 | 0.41 | 0.91 1.00 [18]
Mamiferos 0.31 ] 0.39 | 0.86 0.94 | [14, 19]

% O artigo reporta expoentes obtidos pelos métodos dos minimos quadrados e “Reduced
Major Axis”. Os expoentes aqui relatados sao os obtidos pelo primeiro método.

Tabela 3.11: Expoentes alométricos I e d obtidos por Christiansen [24] e os valores de 3d — I (expoente
alométrico da forca de flexdo, equagdo 3.18) e 4d—2[ (a previsao da similaridade eléstica é que 4d—21 = 1).
r é o coeficiente de correlacdo. Modelo I é a regressao linear pelo método dos minimos quadrados. Modelo
IT é a regressdo linear pelo método “reduced major axis” (RMA).

Mamiferos pequenos - M < 50 kg

Modelo I Modelo II T
0SS0 d l 3d—1]4d-21| d [ 3d—1|4d—21l | d l
Fémur | 0.34 | 0.33 | 0.69 0.70 |0.36 | 0.34 | 0.74 0.76 .95 | .96
Tibia | 0.37 | 0.34 | 0.77 0.80 | 0.39|0.36 | 0.81 0.84 | .96 | .93
Umero | 0.39 | 0.32 | 0.85 0.92 |0.40|0.35| 0.85 0.90 96 | .91
Radio | 0.45 | 0.36 | 0.99 1.08 | 0.48 | 0.41 | 1.03 1.10 .94 | .89
Ulna 0.11 1 0.35 | —0.02 | —0.26 | 0.44 | 0.38 | 0.94 1.00 .26 | .92

Mamiferos grandes - M > 50 kg
Modelo 1 Modelo IT T
0SS0 d I |3d—-1|4d—-2l| d I |3d—1|4d—-2l| d [

Fémur | 0.35 | 0.28 | 0.77 0.84 |0.37|0.31| 0.80 0.86 | .96 | .90
Tibia | 0.34 | 0.20 | 0.82 0.96 | 0.36 | 0.28 | 0.80 0.88 | .95 .73
Umero | 0.36 | 0.29 | 0.79 0.86 | 0.37]0.32| 0.79 0.84 | .97 | .89
Radio | 0.31 | 0.28 | 0.65 0.68 |0.36 | 0.35| 0.73 0.74 | .86 | .80
Ulna 0.50 | 0.25 | 1.25 1.50 | 0.66 | 0.32 | 1.66 2.00 |.75 | .80

3.6 A conexao entre a alometria dos ossos e a alome-
tria da area muscular

Vamos apresentar agora nossa forma de tratar o problema da alometria dos ossos. Vimos,
na secao 3.2, que a maior parte das tensoes em um osso é devida a flexdao. A teoria de
resisténcia dos materiais nos fornece a seguinte férmula para o célculo da tensao de flexao
(apéndice B, equagao B.9):

TY

O flexao = 7 (315)

1
onde O fieza0 € a tensao devida a flexao, 7 é o torque, y é a distancia do eixo neutro ao
ponto considerado e I é o momento de inércia da area da secao reta.

Vimos na se¢ao 3.2 que a tensao maxima agindo no osso é independente da massa.
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Tabela 3.12: Expoente alométrico a da area muscular reportado ou calculado a partir dos dados das
referéncias citadas. O expoente a é definido pela relacdo Areangscuio < M.

‘ Animais ‘ a ‘
Antilopes [12] 0.77
Aves que correm °¢ [25] 0.79
Mamiferos [26] 0.80
Insetivoros e Roedores [27] 0.83
Roedores [28] 0.78
Mamiferos [29] 0.81

2 Qs autores denominam “aves que correm” as
aves que ndo voam ou que, quando perseguidas,
preferem correr a voar.

b incluindo avestruz.

¢ inclui somente musculos da perna.

Considerando que esta tensao é unicamente devida a flexao, temos que

Omaz = O flezio maz = CONStante . (3.16)

Considerando que o osso é um cilindro, temos I = wD*/64. As tensdes maximas
ocorrem quando y = D/2. Como uma primeira aproximagao, vamos supor que 7 o
Fliegao - L, onde Freqq, € a forca que estd produzindo a flexao. Usando estas relacoes na
equagao (3.15), temos

D3

Fflez&o X T ) (317)

que, usando as equagoes 3.1 e 3.2, pode ser reescrita como

Fienao < M3, (3.18)

As tabelas 3.4 a 3.11 mostram, além dos expoentes [ e d, uma coluna com os valores
3d—1. Uma vez que Christiansen utilizou um conjunto muito maior de dados do que todos
os trabalhos anteriores (98 espécimes representando 77 espécies), seus resultados sdo os
mais confiaveis. Dessa forma, vamos analisar primeiro os valores de 3d — [ obtidos a partir
dos dados deste pesquisador (tabela 3.11). Percebemos que 3d — [ tem aproximadamente
o valor 0.80 para o féemur, a tibia e o imero.

Vamos agora examinar a alometria da forca muscular. A forca de um miusculo é
proporcional & sua drea [3]. N6s coletamos e calculamos o expoente alométrico médio
da area muscular a partir de resultados apresentados em varios artigos. Os resultados
estao na tabela 3.12. Nota-se que a alometria da drea muscular tem um comportamento
bastante regular, escalando como M%®, o que estd de acordo com os valores de 3d — [
para os dados do fémur, da tibia e do umero obtidos por Christiansen.

Note que os coeficientes de correlagao para o radio e para a ulna sao menores do que
os dos outros ossos (veja a tabela 3.11). Isso nos faz acreditar que o radio e a ulna tém
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Tabela 3.13: Expoentes [ e d obtidos por Alexander para ungulados e relatados por Hokkanen [30].

| Osso | d | | [3d—1]4d—21|
Fémur 0.35]0.27 | 0.78 0.86
Tibia 0.35]0.22 | 0.83 0.96
Metatarso | 0.33 | 0.20 | 0.79 0.92
Umero 0.39 [ 0.27 | 0.90 | 1.02
Metacarpo | 0.34 | 0.19 | 0.83 0.98

um comportamento de escala ainda mais irregular que os outros 0ssos, o que acarreta um
maior afastamento de 3d — | em relacdo ao valor 0.80 para esses dois ossos *.

As tabelas 3.4 a 3.10 mostram valores de 3d — | que oscilam em torno do valor
0.80. Em alguns casos, a discrepancia é grande. Em particular, os expoentes do grupo
dos ceratomorfos ° estdo longe desse valor. Por outro lado, a tabela 3.9 mostra que
3d — | ~ 0.80 para varios grupos de animais. Outros dados que sugerem o acoplamento
entre a alometria dos ossos e a alometria da area muscular sao apresentados na tabela 3.13.
Esses dados pertencem ao grupo de dados recolhidos por Alexander et al [13], contudo,
eles foram publicados por Hokkanen [30].

Vamos agora comparar nossa previsao de que 3d — [ = 0.80 com a relacao andloga
da similaridade elastica. Utilizando a hipdtese do McMahon de que a carga critica de
flambagem (equagédo 3.6) é proporcional & massa do animal, encontra-se que 4d — 2] = 1.
As tabelas 3.4 a 3.11 e 3.13 possuem uma coluna com os valores experimentais de 4d — 2I.
Analisando essas tabelas, percebe-se que 3d — [ estd muito mais préximo do valor 0.80 do
que 4d — 2/ se aproxima de 1. Dessa forma, concluimos que a flexao, e nao a flambagem,
¢ o fenomeno que dita a alometria dos o0ssos.

Essa conexao entre a alometria dos ossos e a alometria da area muscular havia sido
proposta por Selker e Carter em 1989 [18], os quais encontraram que 3d — [ = 0.82
para seu grupo com 12 espécies de artiodactilos e que 3d — [ = 0.77 para os dados do
Biewener citados na tabela 3.6. Entretanto, apresentamos aqui um corpo maior de dados,
expandindo assim os resultados deles. Em particular, mostramos que a alometria dos
ossos esta acoplada a alometria da drea muscular mesmo quando mamiferos grandes e
pequenos sao separados em dois grupos distintos, o que acreditamos ser a forma correta
de abordar a questao. Na préxima secao, mostraremos que essa conexao entre a alometria
dos ossos e da drea muscular também é observada em aves, o que nao havia sido sugerido
por Selker e Carter.

4 0 radio e a ulna tém coeficientes de correlacio menores em praticamente todos os artigos.
5 Ceratomorfos é um grupo de mamiferos ao qual pertencem a anta, o rinoceronte e o hipopétamo.
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Tabela 3.14: Expoentes alométricos | e d para varios ossos de aves reportados ou calculados a partir
dos dados nas reférencias citadas.

‘ Osso ‘ d ‘ l ‘ 3d —1 ‘
Fémur [31] 0.42 | 0.35 | 0.1
Fémur @ [25] 0.43 | 030 | 0.99
Fémur [32] 042 | 037 | 0.89
Fémur [33] 0.383 | 0.342 | 0.802
Tibiotarso [31] 0.42 | 0.37 | 0.89
Tibiotarso  [25] 0.39 | 0.40 | 0.77
Tibiotarso [32] 0.39 | 0.37 | 0.80
Tibiotarso [34] 039 | 0.33 | 0.84
Tibiotarso [33] 0.376 | 0.326 | 0.807
Tarsometatarso [32] | 0.38 | 0.34 | 0.80
Umero © [31] 0.39 | 0.46 | 0.71
Umero [33] 0.368 | 0.430 | 0.674
Ulna ° [31] 0.36 | 0.43 | 0.65
Ulna [33] 0.351 | 0.393 | 0.660

¢ incluindo avestruz.
b animais com M < 15 kg.

3.7 Alometria dos ossos em aves

Até aqui discutimos apenas o problema da alometria dos ossos em mamiferos. Um
comportamento similar é observado nas aves. Vimos, na tabela 3.12, que a area dos
musculos das pernas das aves que correm também escala com M%8. Na tabela 3.14,
apresentamos uma compilacao de dados sobre alometria dos ossos em aves. As posigoes
no esqueleto dos ossos mencionados na tabela 3.14 estao ilustradas no apéndice C.

Vemos que o expoente da forca de flexao obedece a relagao 3d — [ = 0.80 tanto
para o tibiotarso quanto para o tarsometatarso. O fémur apresenta um comportamento
interessante. Para as aves em geral [33], o expoente para Fles, ¢ 0.80, mas para as aves
que correm [25], a forga que causa a flexdo parece ser o peso (Fleza0 < M). Esta relacao
para as aves que correm é reforcada pelo seguinte resultado publicado por Gatesy [35]:
D oc L'*6 para o fémur das aves que ndo voam.

Tendo em vista o valor de 3d — [ para os ossos da asa (imero e ulna), nés previmos
que a area dos miusculos da asa escala geometricamente (drea do musculo oc M%€7).
Infelizmente, ndo encontramos dados sobre a alometria da drea muscular em misculos da
asa para testar essa hipotese.

Salientamos que entre todos os expoentes citados na tabela 3.14, os resultados de
Olmos e colaboradores [33] sdo os mais confidveis, j4 que esses pesquisadores utilizaram
um conjunto muito maior de dados do que os outros. Com isso em mente, é interessante
notar que os resultados deles apresentam expoentes bem caracteristicos para os ossos das
asas (0.67) e da perna (0.80).
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Tabela 3.15: Alometria da massa do esqueleto (M;) em funcdo da massa corporal (M). n é o nimero
de espécies ou ndmero de espécimes, dependendo do artigo. r é o coeficiente de correlagdo.

| Animais | n | Massas (kg) | Equagdo | r | Fonte |
Peixes 11 | 0.003 - 1.200 | M, = 0.033 M9 - [36]
Peixes 17 | 0.055 - 0.658 | M, = 0.19 M*%2 | 0.82 | [37]
Anfibios 75 | 0.005 - 0.400 | M, = 0.0356 M4 | (.96 [38]
Anfibios ® | 6 | 0.005 - 0.400 | M, o MO - | 38
Aves 311 | 0.0031- 80.92 | M, = 0.065 M7 0.993 | [31]
Mamiferos | 49 | 0.006 - 6600 | M, = 0.061 M9 | 0.992 (31]

@ exceto Rana septentrionalis.

3.8 Alometria da massa do esqueleto

Uma informacao que, a principio, pode ser de grande valia no estudo da alometria dos
0ssos ¢ a alometria da massa do esqueleto. Os dados coletados sobre este assunto estao
resumidos na tabela 3.15.

A observagao mais importante que temos a fazer sobre esses dados se refere a equagao
para os mamiferos. Dos 49 animais® usados por Prange et al, 44 tém massa inferior a
12kg. Os animais com massa maior que 12kg sdo um cachorro (M = 20kg), um castor
(M = 23kg), um homem (M = 67kg) e um elefante (M = 6600kg). O elefante tem uma
massa muito superior aos demais animais da lista e o cachorro e o homem tém esqueletos
mais pesados do que o esperado para suas massas, desviando, assim, a curva para cima.

Utilizando apenas os dados dos mamiferos com massa inferior a 12kg, encontramos
a relacao’
M, =0.061 M"  r=0.993 , (3.19)

onde M, é a massa do esqueleto e M a massa corporal. Dessa forma, apesar do expoente
1.090 encontrado por Prange et al ser muito citado na literatura [3, 36, 37], acreditamos
que 1.02 é um valor mais apropriado.

Esse resultado leva a uma interpretacao dos dados diferente da universalmente feita
na literatura. A interpretacao difundida na literatura é a de que a massa do esqueleto
nos mamiferos escala mais rapido do que a massa corporal. Contudo, a equagao 3.19
mostra que, em mamiferos pequenos, a massa do esqueleto é diretamente proporcional a
massa corporal. Infelizmente, ndo encontramos dados sobre a massa do esqueleto em
mamiferos grandes para comparar o comportamento dos animais grandes com o dos
animais pequenos.

6 Apesar dos autores relatarem ter usado 49 animais para obter o expoente 1.09, no seu artigo s6
aparecem dados de 48 animais.

7 Qutra diferenca entre a equacido encontrada por eles e a equacio 3.19 é que nés fizemos médias das
dimensoes dos ossos de animais da mesma espécie.
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Capitulo 4

A CORRIDA DOS ANIMAIS

No capitulo anterior, vimos como a alometria dos ossos esta conectada a alometria da area
muscular. Intuitivamente, espera-se que a alometria dos ossos esteja relacionada também
a locomocao dos animais, pois as maiores forcas que agem nos ossos ocorrem durante a
locomocao. Esta idéia foi proposta por véarios autores, entretanto, nao ha na literatura
nenhuma evidéncia que a corrobore.

Vimos, na secao 3.5, que uma caracteristica que diferencia a alometria dos ossos das
outras relagoes alométricas é a existéncia de regimes de escala distintos para mamiferos
pequenos e grandes. Se a alometria dos ossos for, de fato, determinada pelas forcas
que agem no esqueleto quando o animal corre, é de se esperar que grandezas ligadas a
locomocao também se comportem de forma diferente para mamiferos pequenos e grandes.
Neste capitulo, apresentaremos dados experimentais que justificam essa previsao, sendo
esse um resultado inédito na literatura. Em seguida, discutiremos varios aspectos da
locomocgao dos animais e veremos que ainda hd muito o que ser compreendido nesse
campo.

4.1 A conexao entre a locomocao e a alometria dos
0SSO0S

4.1.1 Velocidade maxima

Os melhores dados que encontramos na literatura sobre a velocidade méaxima dos mami-
feros estao plotados na figura 4.1. Eles foram publicados em 1983 por Theodore Garland
Jr. e dizem respeito a 106 mamiferos [39]. Segundo o préprio autor, os dados pecam em
precisao, mas tém a vantagem de englobar toda a literatura da época sobre o assunto.
Apesar da imprecisdo, os dados demonstram uma tendéncia bem visivel: a velocidade
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Figura 4.1: Velocidade méxima versus massa corporal em coordenadas logaritmicas para 106 mamiferos.
Dados de Garland [39].

méxima cresce com a massa até chegar a um maximo, a partir de onde ela diminui (veja
a figura 4.1).

O comportamento de escala da velocidade maxima difere bastante de todos os outros
até aqui discutidos, pois este é o inico caso em que a variavel estudada cresce com a massa
para algumas massas e diminui para outras. Logo, assim como a alometria dos 0ssos, a
alometria da velocidade maxima possui dois regimes de escala distintos. Mas, qual serd a
fronteira entre esses dois regimes?

Garland ajustou um polinémio do segundo grau aos dados e obteve a equagao

10G Vpmag = 1.47832 + 0.25892 (log M) — 0.06237 (log M)? , (4.1)

onde v, é a velocidade méxima em km/h e M é a massa corporal em kg. Utilizando
essa expressao, Garland encontrou que a massa que maximiza v,,.; € 119 kg. Entretanto,
a figura 4.1 mostra que o maximo esta mais préximo do valor 50 kg, sendo essa aproxima-
damente a massa do guepardo, o mais veloz dos mamiferos. Acreditamos, portanto, que
a massa de 50 kg é a fronteira entre mamiferos pequenos e grandes no que diz respeito
a alometria da velocidade maxima. Note que 50 kg é a mesma fronteira sugerida por
Christiansen para dividir os mamiferos em grandes e pequenos na alometria dos 0ssos.
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Tabela 4.1: Expoente alométrico da freqliéncia de passos maxima ( fpassos maz) retirado de vérias fontes.
r é o coeficiente de correlagdo.

| Animais | Massa (kg) | Expoente | r | Fonte |
ungulados | de 20 a 1000 —0.18£0.11 | 0.78 | [40]
aves de 0.075a41,5| —0.18 £0.16 [25]

mamiferos | de 0.03 a 200 | —0.162 +0.026 | 0.94 | [41]
bipedes de 0.045a 90 | —0.178 £0.007 | 0.99 | [42]

4.1.2 Freqiuiéncia de passos a velocidade maxima

Fizemos uma revisdo da literatura sobre a alometria da freqiiéncia de passos maxima '
(fpassos maz) € €ncontramos um comportamento muito regular. A tabela 4.1 apresenta
os dados encontrados. Esses resultados sao interessantes, pois mostram que, apesar da
existencia de dois regimes de escala para vp.;, 0 comportamento de escala da fpessos max
¢ descrito por uma tnica lei de poténcia para todos mamiferos e aves, a saber:

fpassos max (68 M_Ols . (42)

Além das medidas diretas de fpass0s mas apresentadas na tabela 4.1, propomos que
outros trés resultados experimentais suportam a relacdo expressa pela equagdo 4.2. Apesar
de os autores dos dados a serem discutidos nao terem percebido, seus resultados sao
evidéncias indiretas do expoente —0.18 para a freqiiéncia de passos a velocidade maxima.

1. Primeira evidéncia indireta

A poténcia metabdlica durante a locomocao foi descrita por Taylor e colabora-
dores como [43]

P iqs ~
metabolz;\aflocomogao _ fl(M) cp 4 f2(M) , (43)

onde f1(M) e fo(M) sao duas fungoes de M e v é a velocidade do animal. Propomos
uma, forma mais intuitiva de se olhar para essa mesma relacao

Pmetabo’lica locomogiao = El passo * fpassos + f2’ (M) ) (44)

onde E; p.s0 € a energia gasta por passo pelos musculos, fp.ssos € a freqiiéncia de
passos e f, (M) é a poténcia metabélica gasta pelas outras partes do corpo. Uma
vez que a energia gasta pelas outras partes do corpo tem uma variagdo pequena com
a velocidade em relagao a variagao da energia consumida pelos misculos e como o
termo f, (M) corresponde & poténcia metabélica da locomocio no limite v — 0,
podemos aproximéa-lo pela poténcia metabdlica de repouso. Dessa forma, a equagao
4.4 pode ser reescrita como

L A fregiiéncia de passos utilizada quando o animal corre 3 velocidade méxima é a freqiiéncia de passos
méxima que ele consegue alcancar.
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Pmetabélz'ca locomogao — El passo ” fpassos + Pmetabélica Tepouso (45)

onde Ppetabsiica repouso € @ poténcia metabdlica do animal em repouso.

Para velocidades fisiologicamente equivalentes, E; p.s50 € proporcional a massa
corporal [41]. Alguns autores questionam o significado do termo velocidade fisiolo-
gicamente equivalente [39]. Uma defini¢do mais precisa pode ser: animais diferentes
correm a velocidades fisiologicamente equivalentes quando eles correm com o mesmo
valor de E pgsso/M. Deste ponto de vista, Heglund e Taylor demonstraram que a
velocidade preferida para trotar, a velocidade de transicao trote-galope, a velocidade
preferida para galopar e a velocidade méxima sustentada aerobicamente sao veloci-
dades fisiologicamente equivalentes.

Sabemos que a poténcia metabdlica a velocidade maxima sustentada aerobica-
mente (Pretabstica maz) Obedece a relagio ? [44]

Pmetabo’lica maxr — 1.94 MOJQ ) (46)

1

onde Ppetapstica maz € dado em ml Oy - s e M em kg. Nas mesmas unidades, a

poténcia metabdlica de animais em repouso é [44]

Prctabstica Tepouso — 0.188 M0'75 . (47)

Note que Pmetabélica TEepPOUSO ¢ 10 vezes menor do que Pmetabélica maz €, PoOrtanto,
pode ser desprezada. Assim, usando a proporcionalidade entre E) pus50 € M a
velocidade maxima sustentada aerobicamente, a equacao 4.5 e que fpassos maz X
M~%18 encontramos a seguinte relacdo aproximada:

0.82
Pmetabélica maz X M ) (48)

que estd de acordo com a relacdo experimental (equagao 4.6).

2 A poténcia metabdlica maxima (Ppetabsiica maz) foi medida por Taylor e colaboradores em 14 espécies
de animais selvagens e 8 domésticos. Considerando apenas as 14 espécies de animais selvagens, a equagao
encontrada foi

Pretabética maz = 1,94 M0‘7907 r = 0.995

A equagdo encontrada para as 8 espécies de animais domésticos foi
Pretabstica maz = 1,69 MO r =0.961

Usando os dados para os 22 animais domésticos e selvagens, a equacdo obtida foi
Prctabstica maz = 1,92 M%8%9 p = 0.987

A equacgio mais significativa é a encontrada usando somente os animais selvagens e, por isso, os autores
sugerem que ela deve ser usada como a descri¢io da alometria da poténcia metabdlica mixima. A
correlacdo menor observada para os animais domésticos se deve a grande variacio na Pyetapstica mae PATa
animais de mesma massa. Cavalos e cdes tém aproximadamente as mesmas massas de bois e ovelhas,
respectivamente, mas tém uma, poténcia metabdlica 3.5 vezes maior.
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2. Segunda evidéncia indireta

Rome [45] argumentou que, durante a corrida, a poténcia metabdlica especifica
é proporcional a velocidade médxima de encurtamento das fibras musculares [45].
Usando seus resultados sobre a alometria da velocidade méxima de encurtamento
das fibras musculares, ele propos que

P, etabdlica max
m x M 0.18

i : (4.9)
que, mediante os mesmos argumentos anteriores, leva a
fpassos max (68 M_0-18 . (4.10)

3. Terceira evidéncia indireta

Young e colaboradores [46] descobriram que, durante o trote e o galope, os
animais respiram uma vez por passo. Eles mediram a freqiiéncia natural de vibragao
da caixa toradxica (fnaturer) Para alguns mamiferos e encontraram a relagao

fnatural =5.02 M_O'ls . (411)

Uma vez que uma eficiéncia maior é esperada nos sistemas respiratério e cardiovas-
cular dos mamiferos a velocidade maxima, ja que os predadores estao correndo pelo
seu alimento e as presas para salvar sua vida, chegamos a mesma conclusao obtida
anteriormente

fpaSSOS max X M7018 . (4.12)

4.1.3 Tamanho do passo a velocidade maxima

Vimos, até aqui, que a velocidade maxima dos mamiferos possui dois comportamentos
de escala distintos, enquanto a freqiiéncia de passos maxima pode ser descrita por uma
unica lei de poténcia para todos os mamiferos e aves. Naturalmente, isso implica que o
comprimento do passo nos mamiferos a velocidade maxima também possui regimes de
escala distintos.

Dados sobre o tamanho do passo a velocidade médxima (Lypgsso maz) 80 relativamen-
te escassos. Alexander e colaboradores relataram que, para 10 espécies de ungulados®
africanos, vmaz X M7 e fliccos maz < M08 [40]. Uma vez que a velocidade do
animal é igual ao tamanho do passo vezes o nimero de passos por segundo (Ve =
Lpasso maz * fpassos maz), Podemos concluir que Lpasso maz o< M. Gatesy e Biewener,
por outro lado, mediram diretamente o comprimento do passos em 8 espécies de bipedes

. X M0.387:|:0.008

correndo & Vg, [42]. Eles encontraram que Lpusso ma com correlacao

r? = 0.96.

3 Ungulados sdo mamiferos cujos dedos sdo providos de cascos e incluem os perissoddctilos (e.g. cavalo,
zebra) , os artiodactilos (e.g. camelos, bovinos) e os proboscideos (e.g. elefante).
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Portanto, o tamanho do passo a velocidade maxima também possui regimes distintos
para mamiferos grandes e pequenos. Esse fato é uma conseqiiéncia da existéncia de dois
regimes para a velocidade méaxima, uma vez que a frequéncia de passos maxima possui
um unico comportamento para todos os mamiferos.

4.1.4 Tempo de contato e fator de carga a velocidade maxima

Vamos deduzir rapidamente uma férmula que nos serd bastante util. Sabemos que o
impulso é igual a variacdo do momento linear, ou seja,

/F dt = mAv . (4.13)

Se aplicarmos esta equacao a um passo de um animal, temos
/ (Mg — Fyyp) dt =0 | (4.14)

que leva a
Fsolo Atc n = Mg Tpasso ’ (415)

onde F,,, é a média da componente vertical da forca que uma pata faz no solo, At,
é o tempo de contato médio de uma pata com o solo, n é o numero de patas, M é a
massa corporal, g é a aceleracao da gravidade e T)p,ss5, € 0 tempo de duragao de um passo.
Definindo o fator de carga 3 como
At
8= = (4.16)

Tpasso

temos que a média da componente vertical da forca aplicada no solo por cada pata do

animal é
Mg

ng

O parametro da locomocao de maior interesse para a alometria dos ossos é o fator

Fsolo = (417)

de carga a velocidade méaxima (Bqz), pois, a partir dele, podemos usar a equacao 4.17
para encontrar a maior forca que o animal faz no chao.

Em seu trabalho com ungulados africanos, Alexander e colaboradores encontraram
que [40]

Braz 0 MOHECOT (patas dianteiras) = 0.79 , (4.18)
Brnae 0¢ MOMEC00 (patag traseiras) r =0.78 , (4.19)

onde r é o coeficiente de correlagao.

Nao ha uma equacao alométrica para (., para animais pequenos na literatura.
Contudo, podemos usar alguns métodos indiretos para encontrar essa relagdo. Em um
artigo de Biewener [14], hd um grafico de § versus velocidade para varios mamiferos
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Tabela 4.2: Fator de carga & velocidade maxima (3,4, ) para alguns animais pequenos. Dados retirados
dos artigos de Biewener [14] e Gatesy e Biewener [42].

‘ Animal ‘ Massa (kg) ‘ Bmaz ‘
Rato 0.034 0,413
Esquilo 0.1575 0,369
Cachorro pequeno 1.8 0,225
Cachorro grande 15 0,263
Codorna 0,17 0,51
Galinha-d’angola 1,52 0,434
Ema 20 0,352
Casuar 40 0,352
Homem 72 0,241
Avestruz 90 0,405
Mamiferos Bipedes
< ) I ]
Sl 2 | ]
O o °
% .\\ % L d
. | —
5 . 5 *
@© (4]
LL LL
O tonl Lol Lol L 0 Lol Lol Lo
0 0 1 10 100 0 1 10 100
Massa (kg) Massa (kg)

Figura 4.2: Fator de carga versus massa corporal (kg). Gréfico obtido a partir dos dados da tabela 4.2.

pequenos. Em outro artigo, cujos autores sao Gatesy e Biewener [42], temos 0o mesmo
grafico para varios bipedes. A partir dessas duas fontes, retiramos os dados apresentados
na tabela 4.2.

A partir desses dados obtivemos os graficos plotados na figura 4.2 e as equagoes:

Brmaz = 0.30 M~%% 7 =0.85 mamiferos pequenos |, (4.20)
Braz = 0.45 M7%% 1 =0.74 bipedes , (4.21)

onde 7 é o coeficiente de correlagao.

Note que, apesar do coeficiente alométrico ser diferente nas equacoes 4.20 e 4.21,
o expoente é praticamente o mesmo. Uma vez que os dados para mamiferos e bipedes
provéem de fontes diferentes, podemos ter um pouco de confianca no valor do expoente
encontrado (—0.09).
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Tabela 4.3: Expoentes alométricos para diversos parametros ligados & locomoc¢do dos animais. Os
expoentes para as aves foram retirados ou calculados do artigo [42]. Os expoentes para os ungulados
foram retirados ou calculados do artigo [40]. Lperne € 0 comprimento da perna calculado a partir do
comprimento dos ossos da perna.

Parametro Aves  Ungulados

M70.18 M70'18

fpassos max X

0.387 0.10
Lpassos max X M M
Umaz o M0.21 M70.08
ﬂ o M70.09 M0.11

max

0.38 0.27

Lyperna x M M

H4 ainda mais uma forma de estimar o expoente alométrico para (3,,., para os animais
pequenos. Biewener mediu a razao entre os bracos de alavanca da for¢a muscular e da
forga do solo, a qual denominou EMA (effective mechanical advantage) [47]. Ele relata
que EMA =r/R o< M%% onde r é o brago de alavanca da for¢a muscular e R o brago de
alavanca da forca do solo. Uma vez que

Fsolo -R = Fmdsculo T (422)

e que Flgscuto < M8 (como vimos no capitulo anterior), concluimos que F,q, oc M.
Mas, pela equagao 4.17, sabemos que Fyy, ox M /3. Portanto, encontramos que Spas X
M=%9%_ Como os animais medidos, excetuando-se o cavalo, pertenciam ao grupo dos
mamiferos pequenos (M < 50 kg), este resultado fortelece o valor -0.09 para expoente de
Bmaez Para os animais pequenos encontrado nas equagoes 4.20 e 4.21.

O tempo de contato de um animal com o solo varia com a velocidade e a massa do
animal. Hoyt e colaboradores encontraram a seguinte equacgao relacionando o tempo de
contato (At.), o comprimento da perna (L) e a velocidade (v) [48]:

0.84
At,=080 ——— , r>=0.97 . (4.23)

V087
Essa equacao foi encontrada para um grupo de 12 animais, composto por 5 aves, 4
mamiferos pequenos, um homem, um poénei e um cavalo. Logo, dos 12 animais, 9 podem
ser considerados animais pequenos. Dessa forma, seria de se esperar que essa equagao sO
fosse valida para esse grupo. Mas, surpreendentemente, ela faz previsoes corretas para
todos os mamiferos, como pode ser testado usando os dados da tabela 4.3.

Utilizando a equacao 4.23 e os dados da tabela 4.3, obtemos Bpmes o< M=% para
as aves, um expoente proximo a —0.09. Essa é mais uma evidéncia que fortalece o valor
—0.09 encontrado nas equagoes 4.20 e 4.21. Podemos, portanto, ter um pouco de confianca
nesse valor, uma vez que ele foi obtido por trés métodos diferentes.

Comparando os expoentes alométricos para o fator de carga a velocidade méxima
para mamiferos pequenos (-0.09) e grandes (0.11/0.14), encontramos regimes de escala
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distintos. Enquanto, para os mamiferos pequenos, (., diminui com a massa, para os
mamiferos grandes, 3,4, Cresce com a massa 4. Isso significa que, assim como a alometria
dos ossos e a alometria da velocidade méaxima, a alometria do fator de carga a velocidade
maxima apresenta comportamentos distintos para mamiferos pequenos e grandes.

Um fato que deve ser ressaltado aqui é que a Fi,, & V4, varia com a massa de
forma diferente para animais grandes e pequenos. (Quase sempre, na literatura, os autores
assumem incorretamente que Fj,, < M para todos os mamiferos a todas as velocidades
[32, 47, 49], enquanto, na verdade, F,,, oc M'% para animais pequenos e Fjy, oc M98
para mamiferos grandes a v,,q, -

Outra hipétese incorreta freqiientemente encontrada na literatura é a de que o
comprimento do passo é proporcional ao comprimento da perna. A tabela 4.3 mostra
que, apesar de ser essa uma boa suposicao para aves correndo a v,,.;, ela nao é valida
para os ungulados galopando a v,4s-

4.2 Leis de escala na locomocao

Uma vez que a alometria dos ossos esta conectada a locomocao, um modelo geral capaz de
descrever a locomocao dos animais seria de grande valia no estudo da alometria dos 0ssos.
Pensando assim, estivemos estudando a locomocao dos animais, em busca, principalmente,
de uma forma de se prever a velocidade maxima de um animal e o fator de carga a
velocidade maxima. Apesar de nao termos alcancado nosso objetivo, resolvemos fazer
aqui algumas discussoes pertinentes ao problema com a esperanca de que este texto possa
orientar estudos futuros.

4.2.1 Velocidade maxima

O que determina a velocidade maxima de um animal?

O que impede um animal de correr mais rapido quando ele estd correndo a vp,e;7
Esta é uma pergunta fundamental cuja resposta nao pode ser encontrada na literatura.
Duas hipdteses foram testadas e descartadas. As hipdteses descartadas sao:

1. A v,,4. é limitada pela capacidade maxima dos musculos de exercer trabalho. Essa
hipétese foi feita, por exemplo, por Alexander [50];

2. A v, € limitada pela poténcia metabdlica maxima.
A primeira hipétese foi testada por Farley [51]. Ele utilizou duas espécies de lagartos

e mediu suas v,,,; no plano e no plano inclinado. Caso a hipdtese 1 estivesse correta, a
Umaz NO Pplano inclinado deveria ser muito menor do que na reta, pois grande parte do

4 Caso a fronteira entre os dois regimes também seja 50 kg, esse comportamento implica que os
mamiferos mais velozes sdo aqueles capazes de correr com os menores fatores de carga.
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trabalho estaria sendo usado para elevar o centro de massa. Os experimentos mostraram
que Vpqe de fato é menor no plano inclinado, entretanto, nao é tao menor quanto prevé a
hipétese °.

A segunda hipétese pode ser testada da seguinte forma. A equacao encontrada por
Taylor e colaboradores, a qual representamos pela equacao 4.3, para a poténcia metabélica
de animais correndo é [43]

P,

etabo’li;&locomog&o = 0.533 M70.316 v+ 0.300 M70'303 . (424)

Substituindo a equacao 4.6 na equacao anterior e rearranjando os termos, temos

Vpaz = 3.64 M%1% —0.563 MO013 (4.25)

Segundo essa equagao, V., Cresceria sempre com a massa. Logo, ela é incapaz de
explicar os dados observados (figura 4.1) e assim a hip6tese 2 estd refutada.

Os homens mais rapidos

Vimos na secao 4.1.1 que os mamiferos mais velozes nao sao os maiores. Sabemos
que a freqiiéncia maxima de passos diminui com a massa, enquanto o comprimento do
passo cresce com a massa (se¢do 4.1). Esses dois parametros escalam de tal forma que
existe uma massa que maximiza a velocidade maxima nos mamiferos.

’

E interessante notar que existe uma massa que maximiza a velocidade maxima até
mesmo para animais de uma mesma espécie. Os homens mais velozes, por exemplo, nao
sao0 nem os mais altos nem os mais baixos. O apéndice D apresenta uma lista com as
alturas e massas de 18 corredores dos 100 metros rasos, a prova mais rapida do atletismo.
Em média, os atletas tém 77 kg e medem 1.79 m. O apéndice D também fornece as
alturas e massas de 7 maratonistas. Em média, os maratonistas sao menores e mais leves
que os corredores dos 100 metros rasos. Atletas de outros esportes, como o voleyball e o
basketball, tém uma estatura bem maior que a dos corredores dos 100 m. Assim, existe
uma massa otima para se correr, tanto para uma determinada espécie, quanto para os
mamiferos em geral.

Correndo morro acima

C.T. Farley, trabalhando com 2 espécies de lagartos, fez uma observa¢do muito
interessante [51]. Ao subir um plano inclinado correndo & vy,,,, 0s lagartos usam a mesma
freqiiéncia de passos maxima (fpassos maz) Observada no plano. Ou seja, apesar de a Vg
que um lagarto consegue alcancar em uma subida ser menor do que a v,,,, alcancada
no plano, a diminuicdo em v,,,,; € devida somente a uma diminuicdo no comprimento
do passo, ficando a fpassos mas COnstante. Esse comportamento também é observado em
cavalos [48].

5 Para maiores detalhes, ver artigo citado [51].
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Tabela 4.4: Variagio da velocidade maxima (Vpqz, em km/h) com a massa corporal (M, em kg). Fonte:
Garland [39]. As trés primeiras equacdes foram calculadas por nds e as outras duas estio relatadas no
artigo citado. r é a correlagdo.

| Animais | Massas (kg) | equagao alométrica | r |
Mamiferos com massa < 50 kg 0.016 - 45 Upaze = 23.4 M%?% | 0.66
Mamiferos com massa < 50 kg ¢ | 0.016 - 45 Upmaz = 28.1 M%27 | 0.87
Mamiferos com massa > 50 kg 50 - 6000 | Vypae = 112.7 M0 | 0.49
Artiodéctilos 20 - 3800 | Ve = 114.4 M~%13 | 0.46
Artiodéctilos sem o hipopétamo | 20 - 1000 | ¥yee = 97.8 M09 | 0.33

@ Retirando-se os pontos discrepantes. Os critérios para justificar a retirada de tais pontos
sdo dados por Garland em seu artigo [39].

Tabela 4.5: Virias equages para a alometria da velocidade maxima (vimqz) € suas respectivas fontes
(Umaz em m/s). r é a correlagdo e n é o nimero de pontos.

| Animais | Massas (kg) | n | equagdo alométrica | r | Fonte |
Ungulados 20 a 1000 10 | Ve = 17 M%9% 1 0.50 | [40]
Roedores ¢ | 0.0086 a 0.1052 | 17 | vpee = 8.3 M%2° | 0.82 | [52]
Roedores ® | 0.0089 a 0.0976 | 6 | e =22 M%42 | 0.83 | [52]
Bipedes 0.045 a 90 8 Vmag < M2 - [42]

@ experimentos feitos em laboratério
b experimentos feitos em campo

Dados experimentais

Vamos agora apresentar algumas equagoes alométricas relacionando v,,, € M. Utili-
zando os dados de Garland discutidos na secao 4.1.1, podemos ajustar leis de poténcia a
grupos especificos de mamiferos. A tabela 4.4 apresenta algumas equacoes que obtivemos.
Note que o expoente alométrico para a velocidade maxima depende do grupo considerado.
Note também que os coeficientes de correlacao sao, de forma geral, muito baixos.

Podemos comparar as equacoes assim obtidas com outras relacoes alométricas para a
velocidade maxima disponiveis na literatura. A tabela 4.5 resume os dados encontrados.

Podemos comparar o expoente alométrico encontrado por Alexander e colaboradores
[40] para os ungulados com o encontrado por Garland para os artioddctilos 8. Percebemos
que os resultados sao indistingiiiveis (—0.08 e —0.09, respectivamente), se considerarmos
os artiodactilos sem o hipopétamo.

Os bipedes do trabalho de Gatesy e Biewener sao compostos por 7 espécies de aves
e 0 homem [42]. E interessante que o expoente para os bipedes (0.21) seja similar ao

6 Ungulados sdo mamiferos cujos dedos sdo providos de cascos e incluem os perissodéctilos (e.g. cavalo,
zebra) , os artiodéctilos (e.g. camelos, bovinos) e os proboscideos (e.g. elefante).
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Tabela 4.6: Alometria das velocidades equivalentes [41]. r é a correlagdo.

| Velocidade equivalente | velocidade (m/s) | 1? |
v minima para trotar v = 0.593 M%?* | 0.84
v preferida para trotar v=1.09 M°%??2 | 0091
v transicdo trote-galope v=1.54 M°21% | 0.90
v preferida para galopar v =278 M%®176 | .87
v méxima sustentada aerobicamente | v = 3.71 M%16 | 0.87

expoente para os mamiferos pequenos (0.27), apesar de estarmos comparando aves com
mamiferos e bipedes com quadripedes. Deve-se perceber ainda que uma das duas equagoes

apresentadas para os roedores possui praticamente o mesmo expoente encontrado para os
bipedes (0.20).

A velocidade maxima estd correlacionada ao comprimento do corpo

A velocidade maxima estd mais correlacionada ao comprimento do corpo do que a
massa, pelo menos para os dados de Alexander e colaboradores [40]. Em seu trabalho
sobre ungulados africanos, esses pesquisadores publicaram duas equagoes para vpmaz. A
primeira ja foi apresentada na tabela 4.5 e estd reescrita a seguir:

Vpmaz = 17 M7%%® =050 , (4.26)

onde Vg, estd em km/h. A segunda equagdo relaciona a velocidade maxima (vy,q,) cOm
o comprimento do corpo (L.) e possui uma correlagdo muito maior

Umaz = 46 L, %% 1 =0.96 , (4.27)

onde vy, estd em comprimentos do corpo/segundo.

Note que a velocidade maxima estd mais correlacionada ao comprimento do corpo
do que a massa.

4.2.2 Velocidades fisiologicamente equivalentes

Heglund e Taylor propuseram a existéncia de 5 velocidades fisiologicamente equivalentes
para os mamiferos [41]. A variagdo dessas velocidades e da freqiiéncia de passos a essas
velocidades com a massa estd descrita nas tabelas 4.6 e 4.7.

Nesse artigo, Heglund e Taylor utilizaram a equacao 4.24 para calcular a energia gasta
por cada animal a cada passo. Eles chegaram a seguinte conclusao: a todas as velocidades
equivalentes (exceto a velocidade minima para trotar), a energia gasta por passo por
unidade de massa é constante. Na notagao que utilizamos na equagao 4.5, isso significa
que Ey passo/M = constante. Os valores dessa constantes sdo: 5.0 J kg~! passo™ para a
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Tabela 4.7: Alometria da freqiiéncia de passos as velocidades equivalentes [41]. r é a correlacdo.

| Velocidade equivalente | fpassos (871) | 1 |
v minima, para trotar Tpassos = 2.42 M09 1 (0.71
v preferida para trotar fpassos = 3.35 M~%13 1.0.92
v transigdo trote-galope fpassos = 4.19 M~%15 1 0.93
v preferida para galopar fpassos = 4.44 M 0156 | (.95
v méxima sustentada aerobicamente | fpassos = 4.70 M 0162 | 0.94

velocidade preferida para trotar; 5.3 J kg ! passo ! para a velocidade de transicio trote-
galope; 7.5 J kg~! passo™! para a velocidade preferida para galopar e 9.4 J kg~—! passo™*
para a velocidade maxima sustentada aerobicamente. Observe que a energia gasta por
passo por unidade de massa cresce com a velocidade. Observe também que o fato de que
E1 passo/M = constante foi usado por nés na segio 4.1.2.

O que é velocidade preferida?

Ao se locomoverem em seu habitat natural, os animais ndo utilizam o intervalo
inteiro de velocidades que sao capazes de usar. Poucas velocidades sao escolhidas, as quais
recebem o nome de velocidades preferidas. Pennycuick observou este comportamento em
gazelas e gnus em migracao na Africa [53]. A figura 4.3 mostra o nimero de animais
observados em cada intervalo de velocidades. A figura 4.4 mostra o niimero de animais
observados em cada intervalo de freqiiéncia de passos. Observe que as velocidades prefe-
ridas para galopar ndo sao as velocidades méximas, uma vez que a velocidade méxima da
gazela Thomson é 22.5 m/s 7 e a velocidade méxima do gnu é 25 m/s, segundo Garland
[39].

A freqiiéncia de passos a velocidades preferidas varia com o comprimento da perna

elevado ao expoente =~ 0.5, como mostram as equagoes abaixo obtidas por Pennycuick
[53]:

v preferida andar  fyg5505 0 h70°71 (4.28)
v preferida trotar  fpasses X hm0s2T (4.29)
v preferida galopar fpasses 0c K04 (4.30)

onde h é a altura do ombro até o chao, estando o animal em repouso. Um resultado
similar foi obtido por Alexander e colaboradores [40] para ungulados galopando:

v preferida galopar fpussos = 2.5 h™05t =087 (4.31)

onde h é a altura da perna traseira, estando o animal em repouso. Esse comportamento
¢ muito interessante, ja que ele é similar ao comportamento de um péndulo simples

7 Alexander relata um valor bastante inferior a este (14 m/s) [12], mas que ainda é superior & velocidade
preferida para galopar mostrada na figura 4.3.

47



w b
S o
I

| Trote Galope Gazela de Thomson

[
o
I

—
o o
I
—
=

I

-

=)

w0 A
o OO

Nimero de observacgdes

S
o

w
o

—-N
o o

o

0 1 2 3 4 S 6 7 8 9 10 11
Velocidade (m/s)
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(fpenduto X 17172, onde fpenduio € a freqiiéncia de oscilagdo e [ o comprimento do péndulo).
Parece, portanto, que os animais preferem correr utilizando freqiiéncias de passos iguais
as suas freqiiéncias naturais de oscilagdao, economizando, assim, energia metabdlica. De
fato, medidas feitas em cavalos indicam que animais livres escolhem galopar e trotar
com velocidades proximas aquelas em que o animal gasta menos energia por distancia
percorrida [54].

E importante ressaltar que a proporcionalidade entre a freqgiiéncia de passos e h %2,
onde h é o comprimento da perna, nao é valida quando os animais correm a velocidade
maxima. Para se conferir a invalidade dessa relacao para a freqiiéncia de passos maxima,
basta usar os dados da tabela 4.3.

Freqiiéncia de passos e freqiiéncia de mastigacao

Druzinsky mediu a freqiiéncia de mastigacao em 26 mamiferos de 0.007 a 2812 kg
[28]. A expressao reportada por ele é

fmastigar =126 M70'128 s (432)

onde frastigar €Std em s ' e M em gramas. Esse resultado é curioso porque o expoente
alométrico para a fpestigar ¢ muito semelhante aos expoentes alométricos da fpass0s Te-
portados na tabela 4.7. Em particular, o valor —0.13 encontrado para o expoente da
freqiiéncia de mastigacao é o mesmo encontrado para a freqiiéncia de passos a velocidade
preferida para trotar. Esse comportamento de escala provavelmente deve estar presente
sempre que musculos estiverem sendo solicitados repetidas vezes, como na mastigagao e
na locomocao.

4.2.3 Energia da locomocao

Uma questao importante relativa a locomocao dos animais se refere a quantidade de
energia gasta por um animal para se locomover e como essa energia depende da massa e
da velocidade do animal. Taylor et al obtiveram a seguinte relagio experimental (equagao
4.24, secdo 4.2.1) para a poténcia metabdlica durante a locomogao:

Pmetabo’lica locomogao —0.533 M—0.316 S+ 0.300 M—0.303
M . . s

(4.24)

onde Petapstica tocomocio © & Poténcia metabdlica consumida em unidades de ml Oq/s, v é
velocidade em m/s e M é massa em kg.

Taylor e colaboradores estavam procurando demonstrar uma correlacao entre a po-
téncia metabdlica da locomogao (Pretabéiica locomocio) € @ taxa de variagdo da energia
mecénica total dos animais (Ppecanica). Para esse fim, eles filmaram vdrios animais
correndo, mediram os momentos de inércia dos segmentos do corpo e assim foram capazes
de determinar a energia mecanica do centro de massa e dos segmentos do corpo em
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Tabela 4.8: Custo de transporte encontrado por vérios investigadores. Os dados foram compilados por
Schmidt-Nielsen [3].

| Animais | Custo de transporte | Custo para M = 1kg |
7 mamiferos Custo = 8.46 M40 0.53
8 répteis Custo = 5.9 M~0-33 0.60
7 aves Custo = 2.45 M—0-20 0.62
22 mamiferos Custo = 6.35 M 034 0.61
52 mamiferos, aves e répteis Custo = 5.01 M 032 0.55
69 aves, mamiferos e répteis Custo = 3.89 M 02 0.56
72 mamiferos, aves, répteis, formigas | Custo = 8.61 M 9352 0.76
62 mamiferos, aves Custo = 4,73 M 0316 0.53

relagdo ao centro de massa em cada quadro do filme [55, 56, 57]. A partir desses dados,
eles chegaram a relacao
Pan =0.478 v"% +0.685 v + 0.072 . (4.33)
Essa equagao diz que, em termos especificos, a taxa de variagao da energia mecanica
total depende apenas da velocidade, o que é surpreendente, ja que a poténcia metabdlica
especifica (equagdo 4.24) ndo depende somente da velocidade, mas também da massa.
Os autores se viram obrigados a concluir que ndo é possivel explicar a alometria da
energia metabodlica da locomocao simplesmente correlacionando-a a variagao da energia
mecanica. Conseqlientemente, a energia metabdlica nao estd diretamente relacionada ao
trabalho feito pelos misculos.

O custo de transporte

O termo f;(M) na equagio 4.3 tem unidade de energia por unidade de disténcia por
unidade de massa. Ele foi denominado custo de transporte e representa a energia gasta por
um animal para transportar cada quilograma seu a distancia de 1 km. Schmidt-Nielsen
coletou varios dados na literatura para o custo de transporte [3]. Os dados compilados
por ele estao na tabela 4.8.

Knut Schmidt-Nielsen acredita que o custo de transporte tem um comportamento
universal, escalando como M ~1/3. Isso justifica colocar mamiferos, aves, répteis e formigas
em um mesmo grafico, como foi feito em um dos trabalhos citados (ver tabela 4.8).
Schmidt-Nielsen justifica o expoente -1/3 para o custo de transporte através do argumento
que se segue. Considere animais geometricamente similares. O niimero de passos n ne-
cessarios para um animal andar uma distancia D é

, (4.34)

onde L4550 ¢ 0 comprimento do passo.
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O trabalho que um misculo faz pode ser escrito como
Wl miasculo — L'masculo * ALmdsculo ; (435)

onde Fiscuto ¢ @ forca que o misculo faz e AL, uscui0 € 0 encurtamento do misculo.
Experimentalmente, sabemos que a for¢a maxima de um misculo é proporcional a sua
area e o encurtamento maximo é 0.3 vezes o comprimento do musculo relaxado [3]. Assim,

Wl masculo X Amdsculo ) Lmdsculo X Ml mausculo s (436)

onde A, scuto € @ area da secao reta do musculo, Ly,gseuto € 0 comprimento do musculo e
M7 jascuto € @ massa do musculo. Uma vez que a massa total de musculos é proporcional
a massa do corpo [3] e cada misculo se contrai 1 vez por passo, temos que

Wl passo o M ) (437)

onde Wi passo € 0 trabalho feito pelo animal em um passo e M é a massa corporal do
animal. Assim, o custo da locomog¢ao pode ser escrito como

Energia n - Wi passo 1

Custo = =
distancia - M D-M Lypasso

(4.38)

Considerando que os animais sdo geometricamente similares, L é proporcional a
y Hpasso
M1/3, pOiS é uma medida linear. LOgO,

Custo x M™% (4.39)

Essa deducao é atraente, porém ela possui alguns problemas. Primeiramente, ela
supoe que a energia metabdlica utilizada seja proporcional ao trabalho feito pelos miscu-
los. Isso ndo é correto, pois os musculos podem fazer forca sem alterar seu comprimento,
ou seja, os musculos podem gastar energia sem realizar trabalho. Depois, a for¢a de um
misculo é proporcional a area do miusculo quando este exerce sua forca maxima. Contudo,
durante a locomocgao, os misculos nao exercem sua forca maxima o tempo todo. Logo,
nao podemos afirmar que as forcas que os miusculos exercem sejam sempre proporcionais
as suas areas.

Vamos apresentar agora outra origem para o expoente -1/3 do custo da locomogao.
Utilizando a equagao 4.5, o custo da locomocao pode ser escrito como

Ey
Custo = —22 (4.40)
M - Lpa,sso

Vimos que E; p4s50 € proporcional a M, logo

Custo

(4.41)

Lpasso
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Tabela 4.9: Alometria do comprimento do passo (Lpgssos) &s velocidades equivalentes. Relagdes
deduzidas dos resultados apresentados nas tabelas 4.6 e 4.7.

| Velocidade equivalente | Lpassos

passos X MO3t
passos X MO-3%
passos X MO37
passos X MO-33
passos X M0'34

v minima para trotar

v preferida para trotar

v transicao trote-galope

v preferida para galopar

v maxima sustentada aerobicamente

SRS RSN

Nao sabemos prever a alometria de L4, mas podemos usar os dados das tabelas
4.6 e 4.7 para saber como Ly,ss, escala com a massa para varias velocidades. A tabela 4.9
fornece os resultados. Vemos que os expoentes de Lpss0s €stao todos préoximos do valor
1/3, o que esta de acordo com o expoente —1/3 da alometria do custo da locomogao .

A hipétese de Kram e Taylor

Uma proposta interessante e que merece ser discutida é a hipétese de Kram e Taylor
para a poténcia metabdlica durante a locomogao. Esses autores propuseram que a energia
metabdlica gasta pelos miusculos durante a locomocao é proporcional a taxa de aplicagao
da forga, o que significa que [58]

c-M
Pmetabélica locomocao — Pmetabo’lica repouso — At ) (442)
c

z

onde Ppeiabstica locomocio € @ Poténcia metabdlica durante a locomogao, Pretabstica repouso €
a poténcia metabdlica quando a velocidade é zero, ¢ é o coeficiente de custo, M é a massa
corporal e At, é o tempo de contato com o solo °.

Como p P
metabdlica locomogao metabdlica repouso
— =Custo-v , 4.43
i iv; (4.43)
temos que c
Custo= ——— . 4.44
v+ At, ( )

Definindo [, = v- At,, onde [ é a distancia horizontal que o animal percorre enquanto
uma pata estd em contato com o solo, temos

Custo = lE . (4.45)

c

Kram e Taylor testaram essa hipotese medindo o custo de transporte e . para varios
mamiferos [58] e aves [59] correndo a vérias velocidades e encontraram que a hipétese

8 Lembre-se de que, & velocidade méxima, Lpssso < M°% nos ungulados, como mostra a tabela 4.3.
Isso significa que o custo da locomocdo em ungulados correndo a velocidade méaxima nio escala com
M-1/3

9 Z : P )

Pretabstica locomocio — Prmetabslica repouso € @ energia gasta pelos musculos e M /At. é a taxa de
aplicacdo da forga.
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descrita pela equacao 4.42 explica de 70 a 90% da variacdo na poténcia metabdlica com
o aumento da velocidade nos animais testados. Assim, a hipétese descrita pela equacao
4.42 nao é completamente satisfatoria.

Outros problemas encontrados foram:

e o coeficiente ¢ encontrado nao é constante (nos mamiferos ¢ = 0.16 M%% e nas aves
c = 0.25 M90%);

e apesar de aves e mamiferos terem o mesmo Custo de transporte, o coeficiente ¢ é
1.7 vezes maior nas aves. Os autores esperavam que o coeficiente tivesse o mesmo
valor em aves e mamiferos [59];

e como vimos anteriormente, o Custo de transporte é o termo f;(M) na equagao 4.3.
Universalmente, na literatura considera-se que esta grandeza depende apenas da
massa do animal [58]. Contudo, se a hipdtese de Kram e Taylor for correta, o Custo
de transporte depende também da velocidade (usando a equacao 4.23, temos que
l.=v-At, = 0.80 L8 y%13  logo, I, varia com a velocidade e, portanto, o Custo
de transporte varia com a velocidade).

Por outro lado, uma evidéncia positiva para a hipétese de Kram e Taylor foi en-
contrada por Hoyt e colaboradores [48]. Esses investigadores observaram que cavalos
aumentam o tempo de contato com o solo (At.) quando carregam cargas, o que esta de
acordo com a hipédtese, pois, aumentando o tempo de contato com o solo, o cavalo esta
procurando diminuir a energia metabdlica gasta.
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Capitulo 5

CONCLUSOES

A alometria dos ossos tem sido bastante estudada nas ultimas décadas, entretanto, até
hoje, nao se encontrou um modelo capaz de explicar os resultados experimentais. O
problema da alometria dos ossos, assim como os demais problemas de escala na Biologia,
é descrito por leis de poténcia: L oc M' e D o M?, onde L e D sao, respectivamente, o
comprimento e o diametro dos ossos e M ¢é a massa corporal. Fizemos uma grande revisao
dos dados experimentais disponiveis na literatura e pudemos perceber que os expoentes
alométricos [ e d nao tem valores bem definidos, variando de um osso para outro e de um
grupo de animais para outro. Consequentemente, nenhum modelo que proponha valores
fixos para [ e d, como por exemplo o modelo da similaridade eldstica, é uma boa descri¢ao
da alometria dos ossos.

No6s demonstramos que, apesar da variagao dos expoentes [ e d, a quantidade 3d —
[ tem um valor aproximadamente constante e igual a a, onde a = 0.80 é o expoente
alométrico da forga muscular (for¢ca muscular o« drea muscular « M®). Portanto, a
relacdo 3d — | = a descreve um acoplamento entre a alometria dos ossos e a alometria
da area muscular. Um lado importante desse resultado é que ele surge de consideracoes
sobre a flexao dos 0ssos, em contraste com o modelo da similaridade elastica que basea-se
em consideracoes sobre flambagem. Nods observamos este acoplamento entre a alometria
dos ossos e a alometria da drea muscular em varios grupos de mamiferos e também nos
0ssos das pernas das aves.

Nao hé, na literatura, nenhuma evidéncia de que a alometria dos ossos esteja conecta-
da a locomocao, embora varios investigadores tenham proposto que esta conexao deveria
existir, j& que é durante a locomogao que os ossos sao submetidos as maiores forgas.
No6s percebemos que a alometria da velocidade maxima e a alometria do comprimento
do passo a velocidade maxima apresentam regimes de escala distintos para mamiferos
pequenos e grandes. Mostramos que a fronteira entre os dois regimes estd préxima dos
50 kg. Encontramos ainda que a alometria do fator de carga a velocidade maxima também
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distingiie mamiferos pequenos de grandes. Uma vez que Christiansen demonstrou que
mamiferos pequenos e grandes se comportam de formas distintas quando o assunto é
alometria dos ossos e propés que a massa de 50 kg seria a fronteira entre esses dois
regimes, obtivemos evidéncias experimentais da conexao entre a alometria dos ossos e
a locomocao. Este resultado é importante, pois mostra que a alometria dos ossos ¢ um
problema dinamico e ndo estdtico. Esse ponto mostra outra vantagem do nosso tratamento
em relacao ao modelo da similaridade eldstica, pois forcas de flexao ocorrem durante a
locomocao, enquanto, por outro lado, a flambagem esta relacionada a compressao pura,
que é um evento pouco provavel durante a corrida dos animais.

Nao havia na literatura uma relacao alométrica para o fator de carga a velocidade
maxima para mamiferos pequenos e aves. Utilizando trés procedimentos distintos, en-
contramos a relacio Bee o< M %% onde B4, é o fator de carga & velocidade méxima.
Utilizando também dados da literatura, encontramos trés evidéncias indiretas que supor-
tam a relagao alométrica fpassos maz o M 1% para a freqiiéncia de passos méxima.

Virios autores supéem que a for¢a que os mamiferos aplicam no solo é proporcional a
seu peso a todas as velocidades. Mostramos que essa suposi¢ao nao ¢ valida a velocidade
maxima. Vimos também que o comprimento do passo nao é proporcional ao comprimento
da perna para todos mamiferos a todas velocidades, como é usualmente suposto.

Utilizando dados da literatura, encontramos que a massa do esqueleto é proporcional
a M™% em mamiferos pequenos. Esse resultado leva a uma interpretacdo dos dados
diferente da universalmente feita na literatura. Nossa interpretacdo é a de que a massa
do esqueleto é proporcional a massa corporal em mamiferos pequenos.

Enfim, fomos capazes de dar algumas contribuicoes ao problema da alometria dos
0SSOS.
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Apéndice A

Conceitos de Hidrodinamica

Neste apéndice, vamos apresentar a equacao de Navier-Stokes, obter a lei de Poiseuille para
um tubo e discutir a vazao num tubo rigido devido a oscilagoes temporais do gradiente
de pressao.

A.1 A equacao de Navier-Stokes

Muitos dos conceitos apresentados aqui podem ser encontrados de uma forma mais ex-
plicita em livros-textos [60]. Um fluido pode ser tratado tanto na descri¢ao de Lagrange
como na de Euler. Na descricio de Lagrange, o foco estda em cada particula do fluido,
sendo que cada uma delas é caracterizada por sua posi¢ao 7 e sua velocidade ¢ no tempo
t. Por outro lado, na descricao de Euler, o foco estd no fluido, o qual é caracterizado
por campos escalares e vetoriais como densidade, pressdao ou velocidade. Assim p(7,t) é
a densidade do fluido no ponto 7 e no tempo ¢, p(7,t) é a pressdo no ponto 7 e no tempo
t e (7, t) é a velocidade do fluido no ponto 7 e no tempo ¢, ou seja, a velocidade que os
elementos de fluido adquirem quando estao na posi¢ao 7 no tempo t. Aqui, utilizaremos
a descricao de Euler.

A equagao de Navier-Stokes surge da aplicacao da equagao de movimento F = ma
para um elemento de fluido. Como (7,t) é a velocidade do fluido, a derivada parcial
da velocidade em relagao ao tempo, 0;7, nao é a aceleracao de um elemento de fluido.
Para obter a aceleracao, imagine que, no instante t;, um elemento de fluido esteja em 7y
com velocidade ¥(rg,ty). No instante ¢y + dt, o elemento estard em 7y + (70, t9)dt, com
velocidade ¥(7) + 9(7g, to)dt, to + dt). Assim, a aceleragdo de um elemento de fluido serd
dada por

) _ 95+ (- V)7 (A1)

a=

dt
onde V é o operador gradiente.
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As forgas que agem num elemento de fluido sao devidas a pressao, a viscosidade e a
potenciais externos. Aqui, nao consideraremos os potenciais externos.

Para encontrar a forca devida a pressao do fluido, considere um elemento ciibico
de volume drdydz. A componente z da forca resultante terd contribuicoes da pressao
atuando nas duas faces opostas com normais na direcdo z e de dreas iguais a dydz.
Essas faces estao localizadas nas posicoes x e x + dx, respectivamente. Assim, temos que
—F, = [p(x + dz,vy, z,t) — p(x,vy, z,t)]dydz*. Expandindo essa expressdo, obtemos que a
forca por unidade de volume na direcao z serd f, = —0d;p. Aplicando-se um raciocinio
similar as outras faces, obtemos que a forca por unidade de volume devida a pressao serd
dada por

fo=—Vp . (A.2)

A tensao de escoamento na direcao x devida & viscosidade que uma camada de fluido
(plano zz) localizada em y+dy faz na camada localizada em y é definida por o, , = n0yv,,
onde 7 é o coeficiente de viscosidade. Para encontrar a componente z da forca devida a
viscosidade, considere novamente um elemento de fluido cibico de volume dx dy dz. As
faces opostas de normais na direcao y, localizadas nas posicoes y e y + dy, contribuem
para F,. Assim, temos que Fy = [05,(2,y + dy, 2,t) — 054(2,y, 2,t)]dzdz. Expandindo

e dividindo pelo volume, obtemos que a componente x da forca viscosa por unidade
9%v,
oy? -

de volume é f, = n Utilizando argumentos similares para as outras componentes,

obtém-se que?
fa=nV?7T . (A.3)
E bom salientar que a expressio acima é vélida apenas para fluidos em que V-7 = 0 [60].

Utilizando as trés equacoes acima, obtemos a equacao de Navier-Stokes:
1
O+ (0- V)i = —=Vp+vV?7 , (A.4)
P

onde v = n/p é a viscosidade cinemadtica.

Na auséncia de fontes ou sumidouros, a massa do fluido é conservada. Essa conser-
vacao é expressa em termos da equacao da continuidade, ou seja,

Bp+V - (p7) =0 . (A.5)

Finalmente, necessitamos de uma equacao de estado que relacione a densidade com a
pressao e a temperatura. No caso mais simples, assumimos que o fluido é incompressivel
(p = constante). Da equagao de continuidade obtemos entao que V - ¢ = 0.

A.2 Vazao estacionaria em um tubo

Vamos estudar a vazao estacionaria de um fluido viscoso incompressivel num tubo de
comprimento L. Escolhemos o eixo z paralelo ao comprimento do tubo. Claramente, a

10 sinal negativo aparece porque p(z + dz) < p(x), ou seja, a pressdo cai com z.
2 Esta ndo é uma demonstracdo rigorosa. Esses argumentos estdo apresentados aqui apenas para dar
uma idéia da origem do termo dado pela equacdo A.3.
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velocidade do fluido tem que estar na direcao z e, portanto, a relacao V - ¥ = 0 implica
que 0,v, = 0. Dessa forma, a velocidade do fluido depende somente de x e y. Temos que
7= v,(z,y)k.

As componentes z e y da equagao de Navier-Stokes fornecem que 9,p =0 e 9,p = 0,
implicando que a pressao s6 depende da variavel z. J& a componente z da mesma equacao
nos fornece que

d v, 0%v,
_, [ ] (A.6)

dz | 022 * 0y?
Como o lado esquerdo da equacao é funcdo de = e y e o direito é funcao somente de z,
os dois lados devem ser iguais a uma constante. Logo, o gradiente de pressao é constante
e pode ser escrito como dp/dz = [p(L) — p(0)]/L. Assim, a distribui¢do de velocidades
é obtida de V?v, = constante. A condicao de fronteira é que a velocidade do fluido em
contato com o tubo deve ser nula. Se o tubo tiver uma secao circular de raio R, entao
as coordenadas cilindricas (7, € e z) sdo adequadas. Devido a simetria, a velocidade é
independente de . A condigdo de fronteira agora é v,(r = R) = 0. Usando a expressio
do Laplaciano nessas coordenadas, a equagao acima fica

1d ( dv,\ p(L)—p0)
rdr ( dr) =T (A7)

A integragao direta nos fornece que

p(L) = p(0)

L > +aln(r)+b . (A.8)

v, =
Como v, deve ser finito no centro do tubo, temos que a = 0. A constante b é determinada
pela condicao de fronteira. Assim, obtemos a distribuicao parabdlica de velocidades, ou

seja,
_ Ar

v:r) = 4L
onde Ap = p(0) — p(L) é a diferenga de pressao entre os terminais do tubo. A vazao @,
definida como @ = [v,da, é integrada facilmente. Obtemos que

(R* —r?) | (A.9)

4

Q= ;}iLAp : (A.10)

Essa expressao é conhecida como lei de Poiseuille. Por analogia com a relacao V = RI
do eletromagnetismo, onde V é a diferenca de potencial, R é a resisténcia elétrica e I é
a corrente elétrica, definimos a resisténcia hidrodinamica Z = 8nL/mR* de tal forma que
Ap = Z(@). Assim, a diferenca de pressao Ap é o analogo da diferenca de potencial V', a
resisténcia hidrodinamica Z é o andlogo da resisténcia elétrica R e a vazao () é o andlogo

da corrente elétrica 1.
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A.3 Tubo rigido com um gradiente de pressao osci-
latério dado

Vamos apresentar a solucao para a vazao de um fluido incompressivel viscoso num tubo
de comprimento L e raio R, quando um gradiente de pressao oscilatério é aplicado no
tubo. Essa solu¢io foi apresentada por J. R. Womersley [61].

Trabalharemos em coordenadas cilindricas (z, r e ), com o eixo z paralelo ao
comprimento do tubo. A velocidade do fluido é ¥ = v,k. Devido a incompressibilidade
do fluido e a simetria do problema, v, = v,(r,t). Considerando as componentes 7 e 6 da
equagao de Navier-Stokes obtemos que p = p(z,t). Assim, a componente z dessa equagao

é

op pv 0 ov, ov,

— =—— — . A1l

0z r or <T or ) P ot ( )

Consideraremos um gradiente de pressao

op Ap .
- = — A12
P = L exp(imt) | (A.12)

periédico no tempo com frequéncia f = m/(27). Aqui, Ap = p(L) — p(0). Supondo uma
solugdo do tipo v,(r,t) = u(r) exp(imt) e definindo y = r/R, a = R\/m/v e A = Ap/L,
podemos reescrever a equagido (A.11) da seguinte forma:
d? 1d AR?
e et (A.13)
dy>  ydy n
Note que u = u(y), y toma valores entre 0 e 1 e a condi¢do de contorno é agora u(1) = 0.
A solugéo particular dessa equagao é u; = 1AR?/(an). A solugio da equagio homogénea

é obtida definindo-se a varidvel z = i*2ay e reescrevendo a equagdo acima como
d*u  1du
— + —— =0 . A14
dz? + x dx o ( )

Essa equagao é a equagao diferencial de Bessel [62], cujas solugoes sao as fungoes de Bessel
Jo(z) e No(z). No limite x — 0, Jo(z) ~ 1 e Ny(z) diverge. Como x = 0 descreve o fluido
no centro do tubo, apenas Jy aparecera na soluc¢do. A solugdo para u(y) serd

_iAR?

a’n

+ CJo(3 ay) . (A.15)

u(y)

Determinando-se C' mediante a condigdo de contorno u(1) = 0, obtemos que v,(r,t) é
dado por

v,(r,t) =

iAR? ll B Jo(i*2 ar/R)

T ) ]exp(imt) . (A.16)

a?n

A vazao @ é definida como
1
Q= /vz(r, t)da = 27TR2/ v, (y,t)y dy . (A.17)
0
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A partir da expressdo para v,(y,t) e utilizando-se a seguinte relacdo entre as fungdes de
Bessel [63]

d
xzdo(x) = . [xJ1(z)] (A.18)
obtemos que a vazao é dada por
it AR* 2 Ji(%%a)
= 1— ) . Al
Q1) a?n [ BPa Jy(i320) exp(1mt) (A.19)

Observe que o parametro o = Ry/m/v controla o comportamento da vazao. Utilizando
as definigoes das fungoes de Bessel [62], pode-se mostrar que, no limite de x pequeno,

Ji(z) =z z?
=—|(14— e A.20
@ 20T (4.20)
Portanto, no limite de o pequeno, a vazao
TR* . .
Q ~ —Apexp(imt + im) (A.21)

8nL

apresenta o comportamento de Poiseuille. Note que a pequeno implica que R é pequeno
ou que a viscosidade é muito grande.

Como, no limite de x grande o comportamento das funcoes de Bessel é dado por

J5(z) ~ \/gcos (:p - ﬂ—; - %) , (A.22)

o comportamento da vazao para a >> 1 é dado por

TRy
~Y

mnL

Q) Ap exp (z‘mt + zg) . (A.23)

Esse limite corresponde a um raio grande ou a uma viscosidade pequena.
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Apéndice B

Conceitos de resisténcia dos materiais

Este apéndice apresenta os conceitos da teoria de resisténcia dos materiais usados no
capitulo 3. Esses conceitos podem ser encontrados em livros-texto de resisténcia dos
materiais [64, 65].

B.1 Introducao

Quando aplicamos uma for¢a F ao longo do eixo de uma barra (como mostra a figura B.1),
a barra se deforma. Muitos materiais, como madeira, aco e pedras, tém a propriedade de
voltar a sua forma original quando a forca é retirada, contanto que a for¢a aplicada nao
ultrapasse certos limites. Esse fenomeno é conhecido como elasticidade.

Para se conhecer as propriedades elasticas de um material, um dos experimentos mais
importantes é o ensaio de compressao (ou de tragdo). Um ensaio de compressao consiste
em se comprimir um corpo de prova com cargas cada vez maiores a0 mesmo tempo em
que se mede a deformacao do material. Antes de analisarmos os resultados de um ensaio
de compressao, precisamos definir as variaveis tensao e deformacao especifica.

Figura B.1: Forcas de compressdo agindo em uma barra de comprimento L e drea da secdo reta A.
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Figura B.2: Diagrama tensdo-deformacdo. A figura ndo estd em escala.

A tensao o a qual um material estd submetido é definida por

AF

o= lim 1

(B.1)

onde F' é a forga aplicada e A é a 4rea da secao reta perpendicular & forca F . A deformacao
especifica € da barra é definida por

€= AL , (B.2)

onde AL é a deformacao do material de comprimento inicial L.

A figura B.2 mostra um resultado tipico de um ensaio de compressao. Vemos que,
para cargas suficientemente pequenas, a tensao é diretamente proporcional a deformacao
especifica. Esta regidao é conhecida como regiao elastica. Nessa regiao , a seguinte relacao
é valida

o= Fe , (B.3)
onde E é uma constante caracteristica do material e é chamada mdédulo de Young ou
modulo de elasticidade. Quanto maior for o médulo de Young de um material, mais tenaz
(menos flexivel) ele é. A tabela B.1 apresenta os médulos de Young de vérios materiais.

Note que , usando as equagoes B.1 e B.2, podemos escrever a equacao B.3 como

FA

L A tensdo definida pela equacio B.1 é a chamada tensdo normal, pois é devida a uma forca normal 3
secdo reta considerada. A tensdo devida & uma forca tangente & secio reta é chamada tensdo cisalhante
(Ocisalhante) € é definida como

. AF;
Tci = m ——-—
cisalhante AA0 AA )

onde F; é uma forga tangente & secdo reta de drea A.
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Tabela B.1: Comparagio entre os médulos de Young de virios materiais. Fonte: Hibbeler [64] e Rubin
and Lanyon [66].

| Material | Médulo de Young (GPa) |
Liga de ago (Ago-ferramenta L2) 200
Concreto de alta resisténcia 29.0
Osso 18.2
Madeira estrutural de alta qualidade 13.1
—

F

R F

Figura B.3: Barra submetida a forcas de flexdo.

que é a lei de Hooke (F' o« AL), quando E, A e L sdo constantes.

Como mostra a figura B.2, quando aumentamos a carga aplicada ao corpo de prova
além do limite de proporcionalidade, o material sofre uma grande deformagao sem aumen-
to na tensao. Essa regiao do grafico chama-se escoamento. Quando um material escoa ele
sofre um deformagado permanente, o que se contrapoe ao regime elastico, onde um material
¢é capaz de recuperar sua forma original se retirarmos a carga aplicada.

Em um animal vivo, os ossos nao podem sofrer escoamento, pois um 0sso permanen-
temente deformado traria problemas para o animal. (Da mesma forma, colunas e vigas
sao projetadas na construgao civil para trabalhar dentro do regime eldstico). Portanto, a
partir daqui vamos estar lidando apenas com materiais trabalhando no regime eléstico.

B.2 Tensoes devido a flexao

Consideremos agora uma barra cilindrica submetida a forcas de flexao como estéd ilustrado
na figura B.3. Em uma situagdo como esta, a barra fica curvada, como mostra a figura
B.4. Como sao as tensoes dentro da barra nessa situacdao? Podemos perceber que o
material do lado de dentro da barra na figura B.4 serd comprimido, enquanto o material
do lado de fora serd tracionado. Entre essas duas regides, hd uma superficie que ndo é
nem tracionada nem comprimida e que é chamada de superficie neutra.

Vamos analisar o que ocorre em uma fatia pequena da barra, a qual estd ilustrada
na figura B.5. Usando semelhanca de tridngulos, podemos escrever

Al
== B.
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Figura B.4: Barra flexionada.

R /L..\e

\l—e—

/
| /
‘ / ' Superficie
neutra

—{——3

Figura B.5: Uma pequena fatia da barra mostrada na figura B.4.

onde y é a distancia do ponto em consideragio em relagio & superficie neutra (veja a figura
B.6), R é o raio de curvatura da barra (veja as figuras B.4 e B.5), [ é o comprimento da
fatia antes da barra ser flexionada e Al é a deformacao do segmento de comprimento .

Usando as equacoes B.1, B.2, B.3 e B.5, temos a forca que atua no elemento de

espessura Ay
AF:E%AA. (B.6)

A fatia mostrada na figura B.5 estd em equilibrio. Dessa forma, sabemos que o
torque produzido na superficie direita da fatia pelas particulas da fatia é igual ao torque
produzido nessa mesma superficie pela parte da barra que esta a direita da superficie
considerada. O torque 7 que age na secao reta é dado por

rz/de, (B.7)

secao reta

Ay
e
Superficie w

neutra

Figura B.6: Secdo reta da barra mostrada na figura B.4.
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[
: ]
Figura B.7: Barra cilindrica sofrendo flambagem.

que, usando a equacao B.6, pode ser reescrito como

EI
- B.
TR (B-8)

onde I = [ y? dA é o momento de inércia da drea da secao transversal. Finalmente,
usando as equacoes B.2, B.3, B.5 e B.8, temos que

TY
O flexao = T s (B9)

onde O feza0 € a tensdo devida as forcas de flexao.

B.3 Flambagem

Vamos agora explicar o que é flambagem e calcular a carga critica para uma barra flambar.
Consideremos uma barra submetida a compressao pura como estd ilustrado na figura B.1.
Se a barra for esbelta, uma forca suficientemente grande causa um deslocamento lateral
na barra como est4 ilustrado na figura B.7 2. Esse fenomeno é conhecido como flambagem.
(Deve ficar claro para o leitor a diferenca entre flexdo e flambagem. Na flexao, a barra
se curva devido a forcas perpendiculares ao eixo da barra, como mostra a figura B.3,
enquanto na flambagem a barra se curva devido a forcas ao longo do eixo da barra, como
mostram as figuras B.1 e B.7).

A pergunta que queremos responder € a seguinte: dada a situagao mostrada na figura

B.7, qual é o médulo da for¢a F' que quebra a barra? O torque que age no ponto P da
figura B.7 é

r=Fz , (B.10)

onde z é a altura da barra no ponto z em relagdo & posigao inicial da barra (veja a figura
B.7). Como o torque dado pela equagio B.10 é anulado pelo torque devido & tensdo interna
da barra (dado pela equagao B.8), podemos igualar as equagoes B.8 e B.10, ficando com

El
Fz=— B.11
z R ? ( )
ou seja,
1 Fz
- == B.12
R EI ( )

2 0O leitor é aconselhado a observar este fendmeno usando uma régua flexivel.

65



O inverso do raio de curvatura (1/R) pode ser escrito como [67]

1 d*z/dz?
R [1+ (dz/dz)?]3/2

(B.13)

Se considerarmos apenas deformacoes pequenas, a derivada dz/dx serd pequena e
poderemos assim desprezar seu valor em comparagao com 1. Assim temos que 1/R =
(d*2z/dz?) e portanto

d?z F

~

v Lt B.14
a2~ FEI” (B.14)

O sinal negativo é devido a curva ser concava. A solucao da equagao B.14 é simplesmente

2= sen l(%)m x] , (B.15)

F 1/2
(ﬁ) L=nr ,n=..-2, —1,0,1, 2 ... (B.16)

Da figura B.6, podemos ver que o comprimento de onda () da curva é 2L. Sabemos
que na funcado sen(kz), o valor de k é 2m/A. Logo a equacao B.15 é da forma sen(wz/L).

Portanto, n = 1 e ficamos com
F /2
— ) L= B.17

(EI) T (B.17)
e assim, o médulo da forca F' necessario para a configuracao mostrada na figura B.7 é

mEl
F = 72

(B.18)

Essa forga é conhecida como carga critica ou carga de Euler.

O interessante sobre esse resultado é que, para pequenos deslocamentos, a forca é
independente do deslocamento z. Ora, se com essa forca temos a situacao de equilibrio da
figura B.7, uma forca menor do que essa nao é suficiente para encurvar a barra, enquanto
uma, for¢ca maior flexionaria ainda mais a barra. Para fins praticos, considera-se que a
carga critica (equagao B.18) é a forca que quebra a barra por flambagem.
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Apéndice C

Nomenclatura dos ossos

Este apéndice é uma fonte rapida para a identificagao dos ossos estudados no capitulo 3.
Os ossos estudados sao os chamados o0ssos longos, que sao os maiores 0ssos dos membros
dianteiro e traseiro.

C.1 Nomenclatura dos ossos dos mamiferos

A figura C.1 mostra o esqueleto de um gato e a figura C.2 o esqueleto de um cavalo. A
nomenclatura dos ossos estudados no capitulo 3 esta dada, respectivamente, nas tabelas
C.l1eC.2.

Os ossos mais préximos do corpo do animal (o fémur e o imero) sao chamados de
0ssos prozimos. Os ossos mais distantes (a tibia, a fibula, o rddio e a ulna) sdo chamados
de ossos distais.

Nos mamiferos em geral, a fibula e a ulna sao muito pequenas, de forma que a
sustentacao se da principalmente pela tibia e pelo imero respectivamente.
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Tabela C.1: Ossos estudados no capitulo 3 e seus respectivos nimeros na figura C.1.

Ossos do membro traseiro

féemur — osso 11
tibia ¢ — o0sso 13
fibula — 0sso 12
metatarso — o0sso 15

Ossos do membro dianteiro

imero — 0SS0 H
radio —  0sso 6
ulna — o0sso 7

Também chamada perdneo.

Figura C.1: Esqueleto de um gato. Os nomes dos ossos estudados no capitulo 3 estdo na tabela C.1.
Fonte: Dyce, Sack e Wensing [68].
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Tabela C.2: Ossos estudados no capitulo 3 e sua respectiva numeragio na figura C.2.

Ossos do membro traseiro

féemur —
tibia ¢ —
fibula —
metatarso —

0sso 18
0sso 21
0sso 23
0SS0 25

Ossos do membro dianteiro

umero —
radio —
ulna —

metacarpo —

osso 4
0sso 9
0sso 7
0sso 12

2Também chamada perdneo.

Figura C.2: Esqueleto de um cavalo. Os nomes dos ossos estudados no capitulo 3 estdo na tabela C.2.

Fonte: Getty [69].
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C.2 Nomenclatura dos osso das aves

Os ossos das aves tém nomes um pouco diferentes dos ossos dos mamiferos. A figura C.3
mostra o esqueleto de uma ave e a tabela C.3 fornece a nomenclatura dos ossos estudados
na secao 3.7.

Tabela C.3: Ossos de aves estudados no capitulo 3 e sua respectiva numeracdo na figura C.3.

Ossos do membro traseiro

fémur —  o0sso 21
tibiotarso —  osso 31
fibula —  o0sso 30

tarsometatarso — 0sso 33

Ossos do membro dianteiro

umero — o0sso 9
radio — osso 10
ulna — osso 11

Figura C.3: Esqueleto de uma ave. A nomeclatura dos ossos estudados na se¢do 3.7 estd na tabela C.3.
Fonte: Dyce, Sack e Wensing [68].
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Apéndice D

Alturas e massas de atletas

D.1 Os homens mais rapidos

A tabela D.1 fornece as alturas e as massas de 18 corredores dos 100 m rasos, a prova
mais rapida do atletismo. Note que todos os atletas tém massas entre 70 e 84 kg.

Tabela D.1: Alturas e massas de varios corredores profissionais da prova dos 100 m rasos. Fonte: USA
Track & Field, http://www.usatf.org/athletes/bios.

| Atleta | altura (m) | massa (kg) |
Bernard Willians 1.83 81
Brian Lewis 1.73 72
Coby Miller 1.75 84
Curtis Johnson 1.80 80
Dennis Mitchell 1.75 70
Floyd Heard 1.78 76
Gentry Bradley 1.83 7
Ja‘Warren Hooker 1.78 79
John Capel 1.80 82
Jon Drummond 1.75 73
Ken Brokenburr 1.78 79
Kevin Little 1.83 73
Maurice Greene © 1.75 79
Michael Johnson 1.85 79
Shawn Crawford 1.80 75
Terrence Trammell 1.88 79
Tim Harden 1.78 82
Tim Montgomery 1.78 70
Média 1.79 7

¢ Medalha de ouro na olimpiada de Sydney (2000) e atual
recordista mundial.
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D.2 Os maratonistas

A tabela D.2 apresenta as alturas e as massas de 7 maratonistas. Observe que, em média,
os maratonistas sao mais baixos e, principalmente, mais leves que os corredores dos 100 m
rasos.

Tabela D.2: Alturas e massas de varios corredores profissionais da maratona. Fonte: USA Track &
Field, http:/ /www.usatf.org/athletes/bios.

‘ Atleta ‘ altura (m) ‘ massa (kg) ‘
Alfredo Vigueiras 1.65 29
David morris 1.73 61
Jerry Lawson 1.83 69
Keith Brantly 1.78 64
Khalid khannouchi ¢ 1.65 57
Peter de la Cerda 1.78 79
Rod Dehaven 1.73 59
Média 1.74 64

@ Atual recordista mundial.
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