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Resumo

A execucao de testes de completa aleatoriedade espacial para analise de padroes pontuais loca-
lizados em uma regiao planar é importante em diversas areas do conhecimento, tais como ecologia e
epidemiologia. Inicialmente, os trabalhos que tratavam desse tema no contexto das regides em que
o mapeamento completo é invidvel foram desenvolvidos através do chamado Método de Distancia.
Nessa metodologia, as unidades amostrais sao pontos arbitrarios selecionados na regiao em estudo
e a inferéncia estatistica é baseada nas distancias entre cada ponto e os eventos observados mais

préximos a ele.

Assuncao (1994) e Assungao e Reis (2000) introduziram uma abordagem diferente, o Método
de Angulo. Nesse caso, a informacao utilizada é o angulo formado entre os vetores que ligam o
ponto arbitrario aos seus primeiro e segundo eventos mais préximos. Os testes baseados no Método
de Angulo apresentam um poder menor que aqueles classificados no Método de Distancia. Este
trabalho tem o objetivo de unir as medidas ja propostas na literatura, distancia e angulo, em novos
testes de hipdteses para aleatoriedade espacial. Dentre os cenarios simulados, a proposta resultou

em testes mais poderosos do que os testes atualmente vigentes.

Palavras-chave: Métodos de distancia, Métodos de Angulo, aleatoriedade espacial, padroes pon-

tuais.
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Abstract

Running complete spatial randomness tests for analysis of point patterns located in a planar
region is important in many areas of knowledge, such as ecology and epidemiology. Initially, studies
focused in this issue in the context of regions in which the complete mapping is not feasible were
developed through the so called Distance Method. In this methodology, sampling units are arbitrary
points selected in the area of interest and statistical inference is based on distances between each

point and its two nearest events.

Assuncao(1994) and Assuncao and Reis(2000) introduced a different approach, the Method of
Angle. From this perspective, the information used is the angle between the vectors connecting
the arbitrary point to its first and second nearest events. The tests based on the Angle Method
presented a power smaller than those classified in the Distance Method. This paper aims to join the
measures already proposed in the literature, distance and angle, in new tests for spatial randomness.

In the simulated scenarios, the proposal resulted in more powerful tests than those currently used.

Keywords: Distance Methods, Angle Methods, spatial randomness, point patterns.
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Capitulo 1

Introducao

A seguir serd apresentada a motivagao desse trabalho por meio da descricao de algumas das
areas do conhecimento em que a modelagem de dados pontuais é importante. Os principais testes
de hipdtese para completa aleatoriedade espacial serao citados em uma breve revisao da literatura.

Finalmente, serao definidos os objetivos do trabalho e as propostas secundarias.
1.1 Motivagao

A analise de dados que podem ser representados como pontos no espago é importante em di-
versas areas do conhecimento. Um exemplo é a ecologia vegetal que trata das relagoes entre esses
organismos e o ambiente em que estao inseridos. Um ponto crucial de tal ciéncia é o estudo da
distribuicao dos seres vivos utilizando, portanto, técnicas de estatistica espacial. Segundo Li e
Zhang (2007), a forma como as arvores estao localizadas estd relacionada com o crescimento e, por
isso, com a produtividade do ecossistema. Essa informacao é importante, inclusive, na adminis-
tracao de florestas voltadas para a producao de madeira pois, conhecendo os padroes espaciais que
mais favorecem o crescimento é possivel definir estratégias para maior rentabilidade do empreen-
dimento. Nao apenas para as atividades extrativistas, a analise da localizagao de plantas auxilia
no manutencao e inventario dos biomas (ErfaniFard et al., 2008). Shapcott (1995) destaca ainda
que o acompanhamento das florestas pode auxiliar tanto no desenho de areas para conservagao
ambiental quanto nos delineamentos amostrais, utéis na selecao de plantas para uso em programas

de melhoria genética.

Como citado em Diggle (2003), o desenvolvimento cientifico impulsinou o estudo de dados pon-
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tuais situadas em regides planares em &reas tais como a neuroanatomia e a epidemiologia. Na
neuroanatomia, sao feitas pesquisas que, por exemplo, acompanham o crescimento e o posiciona-
mento de células cancerigenas na secao de um tecido nervoso. A epidemiologia, por sua vez, é a
andlise geografica de incidéncia de doencas (Gatrell et al., 1996) e, usualmente, examina os locais

de residéncia para os casos observados em uma determinada area.

Como citado em Gatrell et al. (1996) a analise de processos pontuais apresenta dificuldades na
epidemiologia pois ignora a mobilidade dos individuos, o que implica a irreal suposicao de que uma
pessoa nao pode contrair doencas em lugares diferentes de sua prépria residéncia. Apesar disso, o
estudo de padroes de pontos tem sido sido empregado na estimagao rapida de tamanho de amostras

como descrito em Boestoen et al. (2007).

Outro exemplo de aplicacao é na Criminologia. No Brasil, especificamente, verifica-se o pro-
gresso das andlises criminolégicas como meio de combater a violéncia no pais (Assuncao et al.,
2007). Para isso, é interessante compreender a distribuicao espacial dos delitos, caracterizados

pelos pontos de sua ocorréncia nos centros urbanos.

Assim, é visivel que a analise espacial de padroes pontuais é necesséaria em diferentes dimensoées
da realidade, desde o nivel microscépico até o macroscépico. Em todas essas situagoes, pode-se
utilizar testes de hipdtese para verificar se o conjunto de dados pontuais se dispoe aleatoriamente
em um espago bidimensional. Esse é o tema da proxima se¢ao que aborda os principais testes de

hipotese para aleatoriadade espacial quando apenas dados amostrais podem ser coletados.
1.2 Revisao da Literatura

Como descrito em Diggle (2003), existem intimeras razoes que motivam um pesquisador a exe-
cutar o teste de completa aleatoriedade espacial logo no inicio de suas analises. Primeiramente, s
faz sentido procurar um modelo para os dados apds descartada a possibilidade de que os mesmos
estejam distribuidos aleatoriamente. Além disso, esse teste ajuda a explorar as informacoes dis-
poniveis e propor alternativas a aleatoriedade, operando até mesmo como divisor entre as hipéteses
de agregacao e regularidade. Por ora, pode-se dizer que a agregacao ocorre quando hd uma grande
concentracao de eventos em apenas algumas regioes, enquanto a regularidade é aparente quando os

eventos tendem a ter distancias iguais até os seus vizinhos mais proximos. Posteriormente, os con-
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ceitos de aleatoriedade e agregacao, os mais importantes para esse trabalho, serdao melhor definidos

conforme a explicitacao dos mecanismos estocasticos geradores desses padroes.

Existem varios trabalhos aplicados a ecologia cujo objetivo principal é verificar a hipdtese de
que os dados estao distribuidos de forma completamente aleatdria espacialmente. Em ErfaniFard et
al. (2008) estuda-se uma regiao da selva iraniana de Zagros para a qual dez testes de hipdtese foram
feitos e comparados entre si. Wolf (2005) verifica a presenga de aleatoriedade espacial para com-
preender os padroes temporais de mudanca em uma floresta localizada na Dinamarca durante um
periodo de cinquenta anos. Nesses exemplos as areas de interesse foram completamente mapeadas
embora em muitas situagoes isso nao seja possivel. A despeito do desenvolvimento das técnicas de
geoprocessamento, casos em que o interesse estd em arvores com caracteristicas muito especificas,

nao captadas por imagens de satélite, exigem que o pesquisador colete os dados em campo.

E possivel distinguir duas etapas na amostragem de dados pontuais em um determinado ter-
ritério. Nas andlises florestais, por exemplo, quando a regiao é muito grande, a primeira fase define
a parcela da mata a ser analisada e a segunda estabelece quais as arvores serao amostradas dentro
da parcela escolhida. A dltima, que corresponde ao escopo desse trabalho, engloba as técnicas aqui
chamadas de amostragem esparsa, tema central do Capitulo 2. Usualmente, os elementos do grupo
selecionado ao final desse processo sao referidos como eventos a fim de distingui-los dos demais

pontos arbitrarios da drea em questao.

Dentre os métodos de amostragem esparsa disponiveis, o foco desse trabalho estd na amostragem
centrada em pontos. Tal tépico foi introduzido de forma independente por Skellam (1952) e Moore
(1954) os quais recomendaram a amostragem aleatéria de m localizagoes da regiao em estudo,
chamadas pontos de coleta. Resumidamente, a inferéncia estatistica dos testes é baseada em dados
obtidas no entorno dos pontos de coleta e na compatibilidade dos valores observados e esperados
sob a hipotese de aleatoriedade. O beneficio desse procedimento de amostragem é o sorteio de

pontos aleatérios, o que elimina a necessidade de enumeragao da populacao de eventos.

As técnicas de amostragem mais tradicionais dentre as centradas em pontos, chamadas Método
de Distancia, propéem o uso da distancia dos pontos de coleta até seus eventos vizinhos como

medida de informacao. Na figura 1.1, O é um ponto de coleta e P e (Q sdo o primeiro e o segundo
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eventos mais préoximos de O. Os segmentos OP e OQ sao exemplos das quantidades utilizadas, as
distancias do ponto amostral até o evento mais préximo e até o segundo evento mais proximo. Nas
préximas secoes serao descritos com mais detalhes alguns testes de hipdtese pertencentes a classe dos
Métodos de Distancia, como os sugeridos por Besag e Gleaves (1973) e Hines e Hines (1979), os mais
proeminentes da literatura em termos de poder. Especialistas em botanica se apropriaram muito
bem dessas técnicas. Li e Zhang (2007), por exemplo, descreveram a disposi¢ao de abetos vermelhos
do noroeste dos Estados Unidos valendo-se da proposta de Besag e Gleaves (1973). Atualmente,
é possivel visualizar aplicagoes também na estimativa do tamanho de populagoes humanas em

situagoes de emergéncia (Grais et al., 2006 e Boestoen et al., 2007).

L]
T

Tl

Figura 1.1: Representagao dos eventos (P, Q e T, inclusive) e de um ponto de coleta (O) distribuidos em
uma determinada regiao

A utilizacao dos Metédos de Distancia para amostragem das areas estudadas nao sofreu modi-
ficagoes até a década de 90, quando Assungao (1994) introduziu uma nova concepgao do problema,
por meio do uso do angulo 6 formado por POQ. Sob a hipdétese de aleatoriedade, 6 é uniforme-
mente distribuido em (0,7). Esse teste serd melhor explicado nas préximas segbes juntamente
com algumas de suas modificagoes propostas em Assuncao e Reis (2000) e Staupendahl e Zucchini

(2006).

Diante da tecnologia disponivel no periodo em que foi proposto, o angulo 6 possuia vantagens de
aplicacao em campo. Quando os eventos mais proximos ao ponto de coleta estavam visiveis, tornava-
se mais facil calcular 8 que as demais medidas e, em outras circunstancias, o esfor¢co na obtencao
de 6 era apenas marginal. Ja existem trenas eletronicas que simplificam calculo das distancias nos
mais diversos cendrios mas, devido ao custo, elas ainda nao se encontram amplamente disponiveis.

Dessa forma, o angulo ainda é atual e seu uso pode ser visto em Graz (2006) e Crecente-Campo et
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al. (2009).
1.3 Objetivos

Este trabalho pretende unir algumas das propostas ja feitas pela literatura sugerindo novos
testes de hipdtese para completa aleatoriedade espacial que utilizem simultaneamente a medida do
angulo e das distancias entre o ponto de coleta e o primeiro e segundo eventos mais préximos a ele.

Os objetivos especificos sao:
e revisar os principais testes de hipétese para completa aleatorieade espacial que consideram a
amostragem centrada em pontos,
e propor um novo teste de hipdtese nessa classe,
e encontrar a distribuicao da estatistica de teste proposta,

e comparar os métodos da literatura e o sugerido nesse trabalho.

1.4 Organizacao do Trabalho

Esta dissertacao esta disposta da seguinte forma: no Capitulo 2, define-se amostragem esparsa
e, mais especificamente, os Métodos de Distancia e de Angulo. No Capitulo 3 sdo apresentados
os teste de hipétese que correspondem a contribuicao desse trabalho para o tema e no Capitulo
4 o poder dos teste propostos sdo comparados com o poder daqueles ja existentes na literatura.
Finalmente, no Capitulo 5 faz-se um resumo dos objetivos pretendidos e discute-se os principais

resultados alcancados.



Capitulo 2

Amostragem Esparsa

Na amostragem tradicional seleciona-se uma tnica sub-drea a ser completamente mapeameada
pois os resultados obtidos para ela representam também as conclusoes esperadas para a regiao
em que estd inserida. O mapeamento completo das areas, entretanto, pode requerer uma soma
grande de recursos humanos e financeiros. Como opg¢ao ao mapeamento completo, surgiu entao a
amostragem esparsa. Por meio dela, coleta-se dados em localizagoes dispersas por toda a regiao de

abrangéncia e nao apenas uma grande massa de informacao em uma pequena localidade.

Segundo Diggle (2003) existem dois tipos de amostragem esparsa: a centrada em pontos, de-
finida no Capitulo 1, e a via quadrats. Os quadrats sao poligonos de mesmo tamanho e forma,
alocados aleatoriamente na area em questdo, que delimitam pequenas parcelas do territério a se-
rem completamente mapeadas. O procedimento que faz uso de tais poligonos é preferivel, em
relagao a amostragem centrada em pontos, para a deteccao de padroes agregados nos quais os aglo-
merados sao grandes, formando um caso particular de heterogeneidade (Grabarnik e Chiu, 2007).
A utilizagao dos quadrats em campo, entretanto, requer atencao, ja que resultados obtidos podem
diferir de acordo com o extensao das parcelas escolhida pelo pesquisador (de Souza Lima-Ribeiro,
2007). Essa é uma decisao dificil pois implica em considerar a relacao entre a forma e o tamanho
do quadrat com a escala da distribuigdo de eventos. Quando os eventos sao esparsos, por exemplo,
as parcelas exigidas seriam relativamente grandes e, por isso, de complicada delimitacao em um

ambiente florestal (Liu, 2001).

Uma vez que a amostragem centrada em pontos nao pretende substituir o mapeamento completo

dos dados, a facilidade e rapidez com que as informacoes sdo obtidas a tornam atrativa em um
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estagio de andlise preliminar, principalmente em grandes populagoes. Embora seja muito util em
alguns casos, a coleta centrada em pontos possui algumas desvantagens. Como citado em Liu (2001),
as informagOes tendem a ser processadas apenas para os vizinhos imediatamente mais préximos.
Desse forma, apenas as nuances do processo nas menores escalas sao captadas, e as escalas maiores
sdo ignoradas. Além disso, o poder da maior parte dos métodos baseados em pontos de coleta é
muito baixo quando a hipétese alternativa é que o padrao dos dados é regular. Logo, nao existe um
método amostral uniformemente melhor. A escolha ird depender dos recursos financeiros e tempo

disponiveis assim como da configuracao esperada para dados a priori.
2.1 Meétodo de Distancia

A hipétese de completa aleatoriedade espacial é equivalente a supor que o mecanismo estocastico
gerador do padrao de pontos é o Processo de Poisson Homogéneo (PPH). Considere A uma regiao
em estudo e A a intensidade, ou nimero médio de eventos por unidade de drea. Sejam ainda m
o nimero de pontos de coletas sorteados em A e Dj; a distancia entre o j-ésimo ponto de coleta,
j = 1,...,m, e o i-ésimo evento mais proximo a esse, i = 1,2. Segundo as propriedades de
PPH e ignorando efeitos de borda, a distribuicao da variavel aleatdria 7TDJ2-1 é Exponencial ()\).
Essa informacao, entretanto, é insuficiente para originar um teste de hipétese, pois a distribuicao
encontrada depende de A que, em geral, é um parametro desconhecido. Tal problema foi solucionado
por Holgate (1965) ao propor um teste baseado na média amostral da razao Zg; = d?l / d?z, da

seguinte forma:

Hy=m"" Z(d?1/d32'2)-

Essa estatistica de teste, aqui chamada de Hy, é distribuida aproximadamente de acordo com
uma Normal com média 1 e variancia 12m~! sob a hipétese de aleatoriedade. Logo, ndao depende
de quaisquer parametros desconhecidos e pode ser adotada facilmente. Uma variante da estatistica

de Holgate (1965) é:

Hp = Zd?1/2(d§2 —d)

que possui aproximadamente distribuicao Fo, 2.

A idéia de compor estatisticas independentes de A por meio da comparagao de duas medidas
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de distancia diferentes foi explorada em outros trabalhos. Um artigo de destaque foi o de Besag
e Gleaves (1973), que propos o teste T2. Nele os autores utilizam, de forma original, a distancia
entre eventos em uma area de busca restrita, uma vez que, até entao, apenas a distancia entre os
pontos de coleta e os seus eventos mais proximos havia sido considerada. Este teste é ainda mais
poderoso que aquele sugerido por Holgate (1965) e, para compreendé-lo melhor, observe a Figura
1.1. Seja T o evento vizinho mais proximo de P, sob a restricao de que angulo OPT possui pelo
menos 90°. O teste T2 se baseia nas distancias OP (Dj;) e PT (Tj1). As duas possfveis estatistica

de teste sao:

Ty =m™ "> d5/(d3) +t51/2)

Tp=2Y d3/) 1

as quais apresentam distribuicoes sob o PPH iguais as suas estatisticas de Holgate correspondentes,

Hy e Hp.

Hines e Hines (1979) sugeriu uma bem sucedida modificacdo da estatistica 72, que é da seguinte

forma:
Hy = 2m >-(2dj +tj)

Y (V2 + D

A estatistica de Hines e Hines (1979) possui um poder semelhante aos testes de Besag e Gleaves
(1973) sob a hipdtese alternativa de regularidade, mas um poder superior a este sob a hipdtese
alternativa de agregacao. Os valores criticos de H; sao encontrados também em Hines e Hines

(1979).

Ainda existe o interesse no aprimoramento desses testes. Uma mostra disso é o trabalho de Liu
(2001), que modifica estatisticas de testes baseadas em distancias ji conhecidas, observando seu
comportamento para j de ordem maior que 2. Assim, o poder dos cinco testes modificados é com-
parado via simulacées Monte Carlo para os padroes alternativos regular, agregado e heterogeneo.
O padrao heterdgeneo corresponde ao Processo de Poisson nao Homogéneo, que nao serd abordado
nesse trabalho. Além disso, Boestoen et al. (2007) propdem um aprimoramento do teste 72 durante

o processo de selecao de eventos. As informacgoes obtidas entretanto, nao sao utilizadas para fins
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de testes de hipotese e sim para estimagao do nimero de eventos na populagao.
2.2 Meétodo de Angulo

Uma nova abordagem para testes de hipdteses em regioes que nao podem ser completamente
mapeadas foi proposta por Assungao (1994). Sabe-se que o angulo 6 formado por POQ na Figura
1.1 possui distribuicao U(0, 7) sob a hipétese nula. Entretanto, quando um padrao de agregagao
ocorre, o angulo observado tende a ser menor que o esperado sob o PPH. Para uma compreensao
intuitiva, considere um padrao cujos eventos possuem uma agregacao bastante alta. De acordo com
a selecao aleatdria dos pontos de coleta, uma vez que a regiao fora dos conglomerados tenderd a ser
maior, hd maior probabilidade de que eles sejam alocados nesse local. Logo, os primeiros e segundos
eventos mais proximos possivelmente farao parte da borda do conglomerado mais proximo e, por

isso, terao uma distancia pequena entre si.

Supondo que os angulos 64, ...,0,, de diferentes fontes amostrais sao independentes, o teste
proposto para avaliar a aleatoriedade foi o teste de Kolmogorov. Durante as simulagoes, entretanto,
o teste do angulo apresentou poder menor que 7T, possivelmente por se basear em um teste global
que nao esta associado a alternativas especificas. Outro problema é que como o nimero de pontos
de coleta deve ser restrito a 10% do total de eventos para garantia da independéncia entre os
angulos amostrais (Byth e Ripley, 1980), o nimero de unidades amostrais tende a ser pequeno e

os resultados assintoticos pouco confiaveis.

Em Assuncao e Reis (2000), procura-se solucionar esse problema obtendo-se mais informagoes
de um mesmo ponto de coleta e também utilizando outros testes de aderéncia para a distribuicao
uniforme. O aumento de dados é feito pela inclusao dos angulos com os terceiros e quartos eventos
mais proximos ao ponto de coleta. Esse teste do angulo modificado obteve poder similar ao teste

de Besag e Gleaves (1973).

Os testes baseados em angulos tiveram uma boa aceitacao por parte dos ecdlogos que o utili-
zaram e modificaram. Em Trikovi¢ e Yamamoto (2008), por exemplo, os autores propdem a média
de 04, ...,0,, como indice de dispersao. Para isso, sugerem a comparagao da média amostral com

o seu valor esperado sob a hipétese de aleatoriedade.
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Outra idéia muito utilizada pelos ecélogos foi a substituicao do valor absoluto pelo uso de uma
medida de referéncia calculada por simula¢ao Monte Carlo (Staupendahl e Zucchini, 2006). O indice
proposto entao é a fracao dos dngulos na amostra menores que o angulo padrao. A distribuicao de
frequéncia dessa estatistica de teste é calculada e o teste Qui-quadrado é utilizado para observar
a aderéncia dos valores observados a distribuicdo esperada. A vantagem desse método é que, na
maior parte dos casos, é possivel concluir sem quaisquer ferramentas, apenas pela observacao, se

um angulo é maior ou menor que o limite critico determinado.

J& em Corral-Rivas et al. (2010) o angulo é utilizado na estatistica de teste com um formato
bem diferente. Inicialmente, a amostragem centrada em pontos surge de uma maneira nao usual
em que o ponto de coleta nao é a unidade amostral e sim o evento mais préximo a ele. A partir daf,
o indice denominado média direcional é obtido para cada elemento da amostra. Para isso calcula-se
a soma IR; de vetores unitdrios cujo ponto de origem ¢é a arvore referéncia e cuja direcao é orientada
para um dos seus quatro vizinhos mais préximos. Seja «aj2,...,a;, o valor dos angulos entre o
primeiro e cada um dos demais n vizinhos mais préximos, respectivamente e no sentido horario, é

possivel mostrar que R; é da forma:

n n
By= (4 cosa? + (3 sine
1=2 =2

A estatistica final ¢ a média dos R; que possui o valor critico encontrado por meio de simulacoes,

assim como em Staupendahl e Zucchini (2006).



Capitulo 3

Contribuicao

A seguir serao apresentados os testes de hipdtese para a completa aleatoriedade espacial suge-
ridos nesse trabalho. A interpretacdo geométrica dessas propostas sera discutida e a distribuicao

assintética da estatistica de teste principal serd provada.
3.1 Msétodo de Area

Uma vez que a proposta desse trabalho se alicergara em argumentos geométricos, antes de mais
nada, é importante estabelecer uma nova visao sobre os testes ja definidas na literatura. Sabe-se,

por exemplo, que a estatistica Hgr é expressa por:

Hp = Zd?1/2(d§2 —d3).
J J

A informagao pertencente a equagao anterior também pode ser obtida de forma visual recorrendo-se
a Figura 3.1. Nela, os pequenos circulos sélidos em preto sao os dois eventos mais proximos ao ponto
de coleta, representado, por sua vez, pelo quadrado situado no centro da imagem. Considerando
ainda, o circulo Cj1 de raio Dj; e o circulo Cj2 com raio Djo, entao Hp pode ser interpretada como
a comparacao entre as areas do circulo Cj; e do anel hachurado AN; = CjoNCj1, j=1,...,m, da
seguinte forma:

> drea de Cji

>_jdrea de AN;

Zj 7Td32'1 Zj d?l

Zj W(d?Q - d%) ; Zj (d?2 - d32‘1).

11
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Quanto maior a diferenca entre o tamanho dessas areas, maior sera o indicio de um padrao agregado.
Isso ocorre uma vez que, quando um padrao agregado é observado, os eventos mais proximos a ele
tendem a ter uma distancia pequena entre si, como visto no Capitulo 2. Soma-se a isso o fato de
que, com alta probabilidade, o ponto de coleta estara situado fora do conglomerado em que os seus
eventos mais proximos estao localizados. Assim, Dj; tendera a ser grande em relacao a Dj; — Djo,

o que leva a alta diferenca entre a area do circulo Cj1 e do anel AN;

A estatistica Hp pode ser til para identificar configuragoes como na Figura 3.1(a), mas é pouco
eficiente quando hd um padrao como na Figura 3.1(b). Note que a diferenga entre os cendrios nao
pode ser captada apenas pela distancia do ponto de coleta até os eventos, mesmo que essa seja
uma informagao importante. Embora em ambos os casos as distancias sejam as mesmas, na tltima
situacao os dois eventos nao parecem pertencer a um mesmo conglomerado e, por isso, hd maior

propensao de que venham de um PPH.

(a) Cendrio favoravel a agregacao dos eventos (b) Cendrio desfavoravel a agregacdo dos eventos

Figura 3.1: Interpretacao geométrica da estatistica de teste Hp

Para solucionar esse problema Besag e Gleaves (1973) incluiu a distancia entre eventos nas
estatisticas de teste e, para que houvesse independéncia dessas medidas com relagao a D1 e Djo,
utilizou a area de busca restrita. O angulo sugerido por Assuncao (1994), entretanto, é capaz de

distinguir as diferengas entre as Figuras 3.1(a) e 3.1(b) sem a necessidade da coleta de distancias.
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Em campo, isso permite que o pesquisador permanecga em sua base de observacao inicial se os dois
eventos mais préximos estao visiveis. Nao é necessario ainda utilizar a area de restricdo de T2 pois

6; ¢ indendende de Dj; e Djo, sob a hipétese nula.

Assim como o teste T2 ndo emprega somente a distancia entre os eventos, o interessante é que
o angulo seja visto como informacao complementar a D;; e Dj> e nao uma fonte de dados isolada.
Dessa forma surgiu o Método de Area que é a proposta desse trabalho e que une as medidas de
distancia e angulo nos testes de hipdtese para completa aleatoriedade espacial. Isso é feito por
meio de estatisticas de teste que correspondem a razao da area de diferentes formas geométricas

compostas pelas medidas Dji, Dj2 e 0;. Sao elas:

>~ (dj1 * cos 0;)*
Y (dy —dfy)

> (d?1 * cos )
Do (diy —dfy)

A =

Ay =

A interpretagdo dessas estatisticas pode ser vista com auxilio da Figura 3.2. Nela, assim como
anteriormente, o quadrado no centro representa um ponto de coleta e os pequenos circulos sélidos
sdo os primeiro e segundo eventos mais proximos a ele. Além disso, as duas imagens possuem
a mesma escala e, por isso, utilizando-se as indicagoes de distdncia da Figura 3.2(a), pode-se
distinguir, na Figura 3.2(b), os circulos Cj; e Cj, de raios Dj; e Djo, e o anel hachurado AN},
todos eles ja definidos na Figura 3.1. Acrescenta-se a esses, entretanto, a presenca do circulo C}

cujo raio Djj cosfl; é a projecao de Dj; em Djo.

3 .6 . \2 4 4 2 P2 fons
A drea de C; é m(Djy + cos0;)* enquanto a drea de AN; é m(D3, — D3;). Logo, a estatistica de
teste A; corresponde & razao entre a soma das areas de C; e a soma das dreas de AN, para todos

os pontos de coleta, da seguinte forma:

> érea de C;
> 4rea de AN;
Z 7T(dj1 COS 9j)2 _ Z (djl COS 9j>2
> W(d§2 - d?1) > (djzz - dgzl)

A =

Por meio da Figura 3.2(b), é possivel observar que a drea do retangulo R;, de base Dj; e altura
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O
G
D,
(a) Poligonos para interpretagio de A; (b) Poligonos para interpretacao de As

Figura 3.2: Formas geométricas que compdem as estatisticas de teste do Método de Area

) ~ .
Djicos, é D5, cosf. Na mesma figura, estao representados ainda os quadrados Q;1 e Qj2 de lados
Dji1 e Djo, respectivamente. A estatistica A é a razao da soma das dreas de R; e a soma das area

de @; para todos os pontos de coleta, sendo @); a diferenca das areas de Q2 e Qj1:

> 4rea de R;
area de Q9 — drea de Q;;
J J
> (al?1 cosb;)
> (d3y — d3y)

Ay =

Para entender o funcionamento dessas estatisticas, basta pensar em A; e Ay como uma versao
ponderada da tradicional estatistica Hp, tendo cosf; como fator de ponderacao. Intuitivamente,
pode-se imaginar que, quando um padrao agregado é observado, os primeiros e segundos eventos
mais proximos ao ponto de coleta estarao localizados no mesmo conglomerado e Dj; serd aproxi-
madamente igual a Djs, como visto na Figura 3.1(a). Por isto, a diferenca Djz2 — DJQ-1 tendera a ser
pequena e Hp apresentard um valor maior que o esperado sob a hipdtese de aleatoriedade. Esse
fendmeno, entretanto, nao é o tinico observado quando os dois eventos mais préximos ao ponto de
coleta vém do mesmo adensamento. Como discutido no Capitulo 2, em padroes agregados, o d&ngulo
0; tenderd a ser pequeno e, por isso, cosf; proximo de 1. Assim, quanto mais forte a agregacao,

maior também serdo as estatisticas A; e As. Logo, A1 e A, utilizam mais informacoes para con-
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cluir sobre a natureza dos eventos. Se, por exemplo, um ponto de coleta tiver os seus primeiros e
segundos eventos a uma distancia parecida, mas em direcoes muito diferentes, como visto na Figura
3.1(b), a evidéncia de agregagdo é menor do que a esperada para configuragoes como na Figura

3.1(a). Tal evidéncia é captada corretamente por A; e A mas nao por Hp.
3.2 Distribuicao da Estatistica de Teste

Dentre as estatisticas de testes propostas, aquela que possui os melhores resultados empiricos é
As. Esse resultado esta na Secao 4, onde o poder assintético dessa estatistica, que se mostrou apro-
ximadamente igual ao poder empirico, é apresentado. Logo, é importante obter a sua distribuicao
de probabilidade calculando-se, primeiramente, a distribuicao de cosf;, que compoe As. Sabe-se
que, sob a hipétese nula, 6; ~ U(0,7). Como X = cosf; é uma funcao monétona decrescente no

intervalo [0, 7]

Fx(x) = P(cosf; <x) = P(; >cos 'x)=1—P(0; <cos 'x)=1-

Assim, para obter a densidade de X basta derivar a equacao acima:

_ dFx(z) _ LR

== e

Para encontrar a distribuicao de DJQ-1 cos 0; pode-se utilizar ainda Yj; = 27r)\DJ2»1 que ¢ indepen-
dente de 6; sob a hipdtese nula e, segundo Diggle (2003), segue uma Qui-quadrado com 2 graus de
liberdade. Seja ainda Yj3 = cosf);, a distribuicao de Wj; = Yj1Yj2 pode ser calculada via método
do Jacobiano, tendo como varidvel auxilar W2 = Yj2 pois ambas sao fungoes bijetores e resultam e
um Jacobiano cujas derivadas parciais existem. Nesse caso, a distribuicao conjunta de Wj; e Wja

é:

Wi1 1 wjl
fw, W (wjl wj2) = fy, Y; ('LUj2 J) ’ sewjp>0el < ——<1
j1 32 I jl, 152 7'wj2 J(yjlyij) ) wj2
e~ Ws2/2 e~ Wwi2/2

2wjpmy/1 — (wji/wj2)® 27, /wjz1 - wsz
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A fim de que a distribuigao de Wj; seja encontrada corretamente, deve-se avaliar os limites

de integracao de Wjs, indicados pela drea destacada na Figura 3.3 e obtidos considerando-se as

seguintes condicoes de existéncia:

wj1 @ —O0 < wj1 < 00

wjz . wjz Z 0

Wil Wi

L —l< L <l = —wjp <wjp < wja.

wjz ’ij

w2

Figura 3.3: Limites de Integracao de Wjq para cédlculo da marginal de Wj;

Logo, a distribuicdo marginal de interesse é:

e~ Wi2/2

fOO+

wt T /—

31 /[ 2 2
2 w3 — Wiy

e S — v

w !

31 /2 2
2 W) — Wiy

Substituindo-se z = wjl/wjg, o que implica que wjs = rwj1 e dwjo = drw;i, os novos limites

dwjg 5€ Wj1 < 0

ijl (wjl) =
d’u)jg se wj1 > 0
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de integracao sao:
se wjo = +00 entao r = —oo
wjp <0 se wjo = —wj; entdo x = —1 )

como wjz > 0 se wj; < 0 entao x < 0.
\

se wjo = +00 entao r = +00

wj1 > 0: ¢ se wjo =w; entao x =1

como wj2 = 0 se wj; > 0 entao x > 0.

Assim, a distribuicao de Wj; pode ser reescrita como:

oo e—mwj1/2
J S wi dz se wj; <0

/02,2 _ .2
2 TEWG — Wi

ijl (wjl) = e~ TW;1/2

1+ Wy
(02,2 2
27 TEWG — Wi

—zw;1/2

dx se wj; > 0

o €

1T orvzZ — 1

—JC’LUjl/2

dx se Wj1 < 0

fwjy (wjn) = e

1 o2mvr? —1

dr se wj1 >0

A relagao entre os limites de integracdo e as condigoes de existéncia dessas duas equacoes,

permite que elas sejam representadas na forma tunica:

o e—a?|wj1|/2
ijl('wjl) = / ————dx,—oc0 < wjp < 00
1

+ 2mvx? —1
(3.1)

Esse resultado remete a funcao de Bessel modificada do segundo tipo de ordem v que, segundo
Abramowitz e Stegun (1972), possui a seguinte representacao via integral:

B 771/2(1/22)”

> —zt (12 1\w—1/2 _
KV(Z)F(V—i—l/Q)/l e “(t*—1) dt, se Rv > —1/2
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sendo Rv a parte real de v, se v é complexo. Considerando v = 0:

xl/2

Ko(z) = T(1/2) /loo e (12 — 1)~ 2q1

[e'¢) e—zt
/ B
1 /(2 —1)
Finalmente, é possivel aplicar a funcao de Bessel diretamente na Equacao 3.1, obtendo-se entao:

Ko(Jwjr|/2)

2 , —00 < wjp < 0.
T

fwjy (wjr) =

A funcao de Bessel possui diversas representacoes, sendo que a mais usual delas é na forma:

00 122 k
Ko(z) = —in(3) fo(2) + %Z {2 x Pk +1) (4%!) }
k=0

onde ¢ é a funcao Digamma e [y(z) é a fungao de Bessel modificada do primeiro tipo, ambas
definidas em Abramowitz e Stegun (1972). Trata-se portanto, de uma soma infinita de séries de
poténcias que, por isso, s6 pode ser delineada graficamente via integracao numerica. Utilizando

esse recurso, a Figura 3.4 representa a distribuicao marginal de W;; = 27r)\D]2~1 cos 0;.

04

03

fw1)
[a]
|

0.1

0.0

wi

Figura 3.4: Distribuicao de probabilidade de 27r)\D]21 cos 0;
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E possivel observar que a fungao de densidade de Wj; = 27T)\Dj21 cos 0; ¢ simétrica e centrada em

zero. Além disso, dentre as fungoes k, (x), aquela com v igual a zero apresenta a maior inclinagao.

Diante dos resultados obtidos, resta ainda encontrar a distribui¢do da soma Sy, = ZTzl Wi =
2TA > DJQ-1 * cos 05, uma vez que a distribui¢ao 27X j (D]z2 — Djz-l) ¢ conhecida na literatura. Pelo
Teorema Central do Limite, sejam Wj1,j = 1...m, varidveis aleatdrias independentes e identica-

mente distribuidas, com média 0 e variancia o2, é possivel dizer que:

S
m 2im 4, N(0,02), quando m — oo.
m

Uma vez que a E(Wj1) = 0:

) ) 0o ) oo —xlwsi]/2

Utilizando o Teorema de Fubini pode-se inverter a ordem de integracao. Logo:

2 > 1 [ o w2
o° = B wi e Tt 2 da s | do
/1+ 2rvx? —1 _/_oo i ]1]

> 1 [0 o w2 * o, /2
= B wi e T\TWa S doy —i—/ wi e TVl A dw } dx
/1+ o2mva? — 1 _/oo i 7 0 7 a

e} 1 M o0 9 . /2
= A

> 2 2 > x 2 —wiix/2

A integral em Wj; corresponde a E (Y2) se Y segue uma distribuicio Exponencial com média

A = x/2. Sabe-se que, nesse caso,

2 8
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Portanto, a variancia de Wj; é:

e e ()
o° = | 5 |d2.
1+ vz -1\

_ 8/0016195
om i a3Var -1

Segundo Spiegel (1968), a forma indefinida da integral obtida anteriormente corresponde a:

x22—-1 1
+ —sec” " |z|.

1
dxr =
/933\/562 -1 . 212 2

Aplicando os limites de integracao, tem-se que:

T 222

( . vaz—1
— (limy 1+ ———

8 21 1
2= = [(hmm_mO e — o + limg 00 B sec™! \x|)

: I
5,2 + lim,_,;+ 5 sec ! |ZC|>] .

Para solucionar essa equagao é necessério aplicar a regra de L’Hopital em:

. 1
T—00 22 z—00 8p+/12 — 1 B

Além disso, precisa-se definir claramente a fungdo inversa da secante, que é:

y =sec H(z) & z =sec(y), y € [0, g) U (g’ﬂ :

Os valores de y para cada z estao representados na Figura 3.5. Diante dos resultados anteriores,

torna-se possivel calcular a variancia de Wy,

8 1m
2_ % T _
o° = <0+22)(O+0)—
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- T n/2
3 1 ! @ T
% i_g L 1 i g l‘T -1 K
| N
: D h
0

(a) Secante

(b) Inversa da Secante

Figura 3.5: Representacao dos valores da secante para varios angulos e da inversa da secante relacionada
o . . . . o~ . L. o 2 0. 4.
Assim, pode-se concluir que a distribuigio assintética de Sy, = 27A Y- D3 * cos 6 é:

S
Vm 2k LA N(0,2), a medida que m — oo.
m

(3.2)
Sabe-se ainda, segundo Holgate (1965) que os Z; = 27T)\(D32-2 - Djzl) J...m, sdo varidveis

aleatérias independentes cuja distribuicao é Qui-Quadrado com 2 graus de liberdade. Logo, de

acordo com a Lei Forte dos Grandes Nimeros, pode-se dizer que, com probabilidade 1,

Som _ 2w\ Zj(Djz'Q - D32‘1)

m

C
5 2, quando m — oo.
m

(3.3)

Finalmente, utilizando as Equagoes 3.2 e 3.3 é possivel encontrar a distribuicao de As:

Vi Ay = o™ 4 2

Som /1 — 5 (0,2), com m — oo,

ou seja,

2
Vm Ay 4N <O, \/§> , a medida que m — oo.



Capitulo 4

Simulacoes

Com o objetivo de avaliar a qualidade dos testes de hipdtese propostos nesse trabalho, o poder de
cada um deles foi calculado. A hipétese alternativa utilizada durante os calculos foi a de agregagao,
uma vez que a regularidade quase nao é observada na natureza e, por isso, nao é de grande interesse
nesse estudo. Processos seguindo a hipdtese de agregacao podem ser gerados construtivamente como
um conjunto de pontos originarios do chamado Processo de Thomas Modificado (Diggle et al., 1976).
Esse processo se inicia com a geragao aleatdria dos eventos pais em uma regido A de acordo com um
PPH com intensidade A. Na segunda etapa, cada evento pai produz independentemente um nimero
aleatorio de eventos filhos segundo uma distribuigao de Poisson com média p. Os eventos filhos sao
alocados independentemente em torno dos seus respectivos pais seguindo uma distribuicao normal

bivariada, composta por varidveis aleatérias independentes com média 0 e desvio padrao o.

Exemplos dos cendrios utilizados nesse trabalho podem ser vistos na Figura 4.1. E importante
lembrar, entretanto, que as imagens representam a configuracao completa de eventos embora os
métodos abordardados abranjam apenas o entorno dos pontos de coleta como regiao de andlise.
Durante as simulacoes, considerou-se A=0,1, u igual 4,6,8 e 10 e ¢ entre 0,5 e 1, com incrementos
de 0,1. Os processos pontuais foram gerados na drea A=|[0,50] x [0, 50], enquanto os pontos de
coleta foram sorteados na janela S=[0,40] x [0,40], a fim de evitar possiveis efeitos de borda.
Os parametros escolhidos permitiram a avaliacao da qualidade dos testes propostos tendo como
hip6teses alternativas desde padrdes com aglomeragao muito evidente (Figura 4.1(a)), até padroes

em que a agregagao dos pontos é mais fraca (Figura 4.1(c)).
Foram utilizadas 5000 repeti¢cdes Monte Carlo para achar a distribuicdo empirica da estatistica

22
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Processo de Thomas.
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Aj tanto sob o PPH quanto sob o Processo de Thomas. Os percentis 0,025 e 0,975 da distribui¢ao

encontrada foram estabelecidos como limites criticos para o calculo do poder. Ja para As, o poder

foi obtido tomando-se como base a distribuicdo assintética de As sob Hy e utilizando-se uma

distribuicao empirica sob a hipdtese alternativa de agregacao.

Os resultados estao descritos na Figura 4.2. Dentre os testes do Método de Distancia, o que

apresentou melhor desempenho foi Hy. Por esse motivo, os resultados para as estatisticas Ty, Tr,

Hpy e Hp foram suprimidos das imagens, embora tenham sido calculados. Além disso, a estatistica

de Assungao (1994) foi utilizada como representante dos testes baseados em angulo pois vale-se

apenas dos dois vizinhos mais préximos ao ponto de coleta e, por isso, tem a regiao de abrangéncia

similar a de Ay e As. Se estatisticas que fazem uso de um nimero de vizinhos maior do que 2

fossem consideradas, seria necessario analisar o esforco na coleta da amostra, que nao é o objetivo

atual desse trabalho.
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Figura 4.2: Poder dos testes sob a hipétese alternativa de padrao agregado.

Por meio dos graficos nas Figuras 4.2(a) a 4.2(f) é possivel observar que o poder dos testes nao
sofre grande impacto com a mudanga de p mas é muito influenciado por oscilagbes no parametro

o. Isso se deve ao fato de que, quanto maior o o, maior a probabilidade que os pontos de coleta
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sejam alocados no interior dos conglomerados. Assim, os eventos mais préximos irao se dispor de
forma semelhante a um PPH e, por isso, a identificacao do padrao de eventos real serd dificultada.
Este é um exemplo do problema ji mencionado em que apenas as pequenas escalas dos processos

sao objeto de estudo da amostragem centrada em pontos.

Dentre os testes propostos anteriormente pela literatura, H; é o que possui o poder mais elevado
quando ¢ apresenta os menores valores. A medida que o cresce, entretanto, todos os testes sofrem
uma substancial queda no nivel de poder. Por outro lado, para as estatisticas A; e Ay é verificado
um poder razoavel quando o <0,7 e, além disso, nao é possivel observar uma queda tao acentuada
no poder de acordo com o. Com isso, A1 e As destacam-se das outras estatisticas abordadas quando

o >0,7.

Os resultados encontrados, indicam A; e Ag, principalmente As, como as melhores opgoes
de estatisticas para o teste de aleatoriedade espacial quando nao é possivel mapear toda a area de
interesse. Isso é verdade, pois eles possuem bons resultados quando ¢ pode ser considerado pequeno

e nao apresentam poder tao baixo quanto os demais testes quando o é grande.



Capitulo 5

Conclusoes

Esse estudo teve o objetivo de propor um novo teste de hipétese para completa aleatoriedade
espacial na presenca de dados pontuais situados em uma regido planar. Considerou-se ainda que
as informacoes provém de uma amostragem esparsa cujas unidades amostrais sao pontos de coletas
selecionados aleatoriamente na regiao em andlise. Nesse contexto, os testes de hipotese até entao
presentes na literatura podem ser categorizados nos chamados Métodos de Distancia e Métodos
de Angulo. Essa nomenclatura varia de acordo com o tipo de informacao requerida, coletada no

entorno dos pontos amostrais, seja distancia ou angulo, respectivamente.

As inovagoes desse trabalho tiveram inicio com a interpretacdo geométrica da estatistica Hp
desenvolvida por Holgate (1965). Por meio disso, foi possivel perceber que os testes baseados no
Método de Distancia nao funcionam bem quando os eventos vizinhos ao ponto de coleta possuem
distancias parecidas mas em direcoes diferentes. A partir dai, identificou-se formas geométricas
que seriam uteis nas situagoes em que esses testes falham. Observou-se, assim, que as estruturas

encontradas possuiam simultaneamente o angulo e as distancias como componentes de formagao.

Os testes sugeridos nesse trabalho utilizam entao: 1) a distancia Dj; do j-ésimo ponto de coleta,
j=1,...,m, até seu i-ésimo evento vizinho, i = 1,2 e 2) o angulo #; formado entre os primeiros
e segundos eventos mais proximos ao ponto de coleta j, tendo o préprio ponto de coleta como
origem. A inovagao dos testes propostos, entretanto, nao foi as medidas em que se basearam e, sim,
o fato de utilizd-las conjuntamente. Duas estatisticas de testes, A; e Ay, foram entdo originadas e
iniciaram uma nova classe de analise, o Método de Area, um contraponto aos Método de Distancia

e Método de Angulo. O método de Area possui esse nome pois corresponde & razao entre dreas de
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formas geométricas constituidas por Dj; e 0;.

Um consideravel ganho no poder do teste de completa aleatoriedade espacial foi obtido por
meio das estatisticas A1 e As. Quando os conglomerados do Processo de Thomas, utilizado como
hipétese alternativa ao PPH, sao estreitos (o < 0,7), a maior parte dos testes de hipdtese sao bons.
As estatisticas do Método de Area também nao deixam a desejar e registram um poder apenas
ligeiramente menor que a estatistica de Hines e Hines (1979). J& quando os conglomerados sao
mais extensos (o > 0,7), os testes de hipdtese tendem a apresentar um poder pequeno. Nesse caso,

Aj e, principalmente Ao, se destacam como os testes que possuem os maiores poderes observados.

Em trabalhos futuros seria interessante incluir os dados de mais eventos vizinhos aos pontos
de coleta, e ndo apenas as informacoes sobre os primeiro e segundo eventos mais préximos. Esse
procedimento pode ser 1til para minimizar o problema da ma deteccdo do padrao de pontos em
escalas maiores. Além disso, seria importante verificar o nimero de pontos de coleta a partir do

qual os resultados assintéticos sao confidveis.
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