Espalhamento Eletronico: Abordagens classica
e quantica

Joao Carlos de Oliveira Guerra

Fevereiro de 2005



Espalhamento Eletronico: Abordagens classica e
quantica

Joao Carlos de Oliveira Guerra

Orientador: Prof. Ronald Dickman

Co-orientadora: Profa. Karla Balzweit

Dissertacao apresentada a UNIVERSIDADE
FEDERAL DE MINAS GERAIS, como requisito
parcial para a obtencao do grau de MESTRE EM
FISICA.

Fevereiro de 2005



Aos meus pais Carlos e Aparecida
que tanto fizeram para que eu chegasse aqui
e aos meus familiares e amigos



Agradecimentos

Agradeco a todos aqueles que de alguma maneira contribuiram para a
minha vitéria, sobretudo aos meus pais, sempre presentes, aos meus ori-
entadores, Ron e Karla, sempre pacientes, aos meus amigos e colegas de
laboratoério.

i



Resumo

Neste trabalho, aplicamos um algoritimo de Monte Carlo para simular
as trajetorias de elétrons retroespalhados de alguns materiais-alvo, extraindo
algumas propriedades estatisticas como: distribuicao de distancias radial e
longitudinal e valor médio da componente Z do vetor unitario que aponta na
direcao de movimento instantanea do elétron.
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Abstract

In this work, we apply a Monte Carlo algorithm to simulate the trajecto-
ries of backscattered electrons in certain materials, extracting some statisti-
cal properties such as radial distance distribution and longitudinal distance
distribution.
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Capitulo 1

Interacao do feixe de elétrons
com um espécime

1.1 Introducao

Um feixe eletronico quando penetra um espécime, em um experimento de
microscopia eletronica, sofre uma variedade muito rica de interagoes, as quais
podem revelar muito das propriedades do material. Algumas destas pro-
priedades sao: composi¢ao, topografia, potencial elétrico e campo magnético
local.

As interagoes elétron-espécime podem ser divididas em duas classes:

1) Eventos de espalhamento eldstico. Nestes eventos, as trajetdrias, ou
momentos dos elétrons do feixe dentro do espécime, sdo alteradas, mas a
perda de energia cinética pode ser considerada desprezivel. O espalhamento
elastico responde pelo contraste quimico no sinal de elétrons retroespalhados
em um microscépio eletronico de varredura (MEV). O espalhamento eldstico
também é responsavel por informacoes de cardter cristalografico em um mi-
croscopio eletronico de varredura;

2) Eventos de espalhamento ineldstico. Nestes eventos, além de serem
seguidamente alteradas as trajetorias dos elétrons do feixe, apds cada colisao,
ha também transferéncia de energia dos elétrons para atomos do espécime,
por meio da geracao de elétrons secundarios, producao de raios X carac-
teristicos e bremsstrahlung, criacao de pares elétron-lacuna em semicondu-
tores, geracao de vibracoes de rede ou fonons, pldsmons, entre outros proces-
sos. Voltaremos a esta lista de produtos da interacdao entre feixe eletronico e
espécime para dar-lhes significado. E importante lista-los e conhecé-los, uma
vez que eles podem ser usados para prover informacoes sobre a natureza do
espécime inicialmente desconhecidas.



1.2 Espalhamento Eletrénico

A coluna 6tico-eletronica é uma parte do microscopio eletronico, anterior
a interagao do espécime com o feixe de elétrons, cuja fungdo é o controle do
feixe quanto a manipulagao de trés parametros, a saber: diametro, corrente e
convergéncia. Feixes eletronicos tipicos usados em microscopia eletronica de
varredura (SEM) e microandlise consistem de elétrons cujas energias situam-
se tipicamente na faixa de 1 keV a 40 keV, os quais percorrem trajetérias
retilineas proximamente paralelas (antes de penetrarem a amostra e numa
dire¢ao que vamos supor sempre ser normal a superficie da amostra).

1.2.1 Espalhamento Elastico

Na discussao do espalhamento eldstico, um conceito chave é o da secao de
choque diferencial de espalhamento elastico, a qual é definida pela seguinte
eXpressao:

do
d_QdQ =

N¢ de elétrons espalhados em um angulo df2 por unidade de tempo

(1.1)

onde df2 é um elemento de angulo sélido na dire¢ao €2. Como ficara mais claro
abaixo, ao se simular as trajetérias de elétrons (retroespalhados) dentro de
um espécime, despreza-se a interacao entre os elétrons do feixe, de maneira
que a simulagao é construida trajetoria apds trajetéria. Além disso, os cen-
tros espalhadores sao por sua vez randomicamente distribuidos no sélido e
aproximados pelos potenciais de &tomos neutros constituindo o sélido. Desde
que a forca de interacao é supostamente central, deve haver completa sime-
tria em torno da dire¢ao de movimento que antecede um determinado evento
de espalhamento elastico. Logo, o elemento de angulo s6lido pode ser escrito
da seguinte forma:

Intensidade incidente

dQ = 27senfdf (1.2)

onde # é o angulo entre as direcoes espalhada e incidente, e é conhecido como

o angulo de espalhamento. Note-se que o nome “se¢ao de choque” é digno

de que %2()dS) tenha dimenséo de srea.

Outro conceito importante e que é relacionado ao conceito de secao de
choque diferencial elastica é o do livre caminho médio A, que é a distancia
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média percorrida pelos elétrons do feixe eletronico entre eventos de espalha-
mento elastico. O livre caminho médio pode ser calculado da se¢ao de choque
diferencial pela seguinte expressao:

A

A=
NAPUtot

(1.3)

onde A é a massa atomica, N4 é o niimero de Avogadro (6.02x10% dtomos/mol),
p ¢é a densidade do espécime, e,

4m
Otot = /0 %(Q)dﬁ (1.4)
é a secao de choque total de espalhamento elastico.

No espalhamento eldstico, o qual é ilustrado na fig 1.1(a), apenas a dire¢ao
do vetor velocidade do elétron v (ou momento) é alterada, sendo a magnitude
da velocidade, v, (ou momento) mantida inalterada. Logo, a energia cinética
do elétron, F = %meUQ, onde m, é a massa do elétron, é constante. O elétron
¢é espalhado pela interacdo coulombiana com a carga nuclear dos dtomos do
espécime a qual é, por sua vez, blindada pelos elétrons orbitais. Na verdade,
uma pequena fragdo da energia cinética do elétron incidente (primadrio), da
ordem de 1 eV, ou menos, é transferida para o espécime. Esta perda de
energia pelos elétrons do feixe é, portanto, desprezivel se comparada com a
energia incidente, a qual é tipicamente da ordem de keV. Em vista disso, ¢é
totalmente plausivel aproximar as interacoes sofridas pelos elétrons do feixe,
no espécime, para eventos de espalhamento elastico. O angulo de espalha-
mento pode tomar um valor entre 0 e 180°, com um valor médio de 2° a 5°.
Entao, para a grande maioria dos eventos de espalhamento elastico, o elétron
continua a se deslocar aproximadamente na mesma direcao, através do sélido,
mas, ocasionalmente, um evento simples de espalhamento elastico ocorre tal
que cause um desvio brusco na trajetoria do elétron e muito raramente o
elétron pode espalhar através de um angulo proximo a 180° de maneira que
sua direcao de movimento seja praticamente invertida.

O primeiro tratamento do espalhamento de uma particula carregada por
um ntcleo é devido a Rutherford. No experimento de Rutherford, particulas
alfa sao feitas espalhar através de folhas finas de metal. Os experimentos de
Rutherford resultaram em um modelo para o atomo, cujo nome lhe foi dado
em sua homenagem, modelo este que consiste de grande parte da massa do
dtomo concentrada no nucleo, de didametro menor que 10 2 pm, e o nicleo
tendo uma carga + Ze.



E,

{1}
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______ v
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Figura 1.1: Exemplos de espalhamento eldstico e inelastico. Em a), E; = E,,,
eemb), Er < E,. Fonte: Goldstein et. al., Scanning electron microscopy and

X-ray microanalysis: A text of biologists, materials scientists, and geologists,
2% ed..

Vamos obter uma expressao para a secao de choque diferencial de es-
palhamento elastico para o caso classico, em que o elétron é sujeito a uma
interacao do tipo coulombiana. Imaginemos que o elétron de velocidade v
aproxima-se de um nitcleo de tal maneira que passaria por ele a uma distancia
s, o parametro de impacto, se nao houvesse interacao, conforme fig. 1.2. Por
agora, vamos desprezar a blindagem do nicleo pelos elétrons orbitais. A car-
ga nuclear é +Ze. Escreve-se, pois, a equagao de Newton para o movimento
do elétron:

dp 3} e2Z r
— =mi=—

—_— 1.5
dt Amey, 3’ (1.5)

onde r é, naturalmente, o vetor que aponta do nicleo atomico em direcao
ao elétron que se aproxima dele e depois é espalhado e sua magnitude r é a
distancia que os separa. Considerando agora o momento angular L = r x p,
sua derivada temporal torna-se

dL . .

— =rXp+rxp=0, (1.6)

dt
uma vez que r e p = mr sao paralelos e o sao também r e p por causa de
(1.5). O momento angular é, consequentemente, conservado, o que significa
que o movimento do elétron é confinado em um plano (no caso da fig. 1.2,
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o plano y-z) normal a L = const.. Este é um resultado geral para forgas
centrais. Neste plano, nés introduzimos coordenadas polares r e ¢ (fig. 1.2).
A magnitude de L,

|L| = L = mws, (1.7)

é obtida considerando-se o elétron em uma posicao A longe do nicleo. A
qualquer outro instante, ou a qualquer outra posicao, ter-se-a:

L = mr?$ = muvs = constante. (1.8)

A componente y da equagdo (1.4) torna-se

dv e?7
F, = md—ty = Tner? seng = F'seng. (1.9)
De (1.8), r* = e Introduzindo-se este resultado na equagdo (1.9),
produz-se:
dvy, €7 1 do

= ) 1.1
dt 4me, mvbsen dt (1.10)

Agora, vamos integrar a expressao (1.10) do ponto A ao ponto C da fig.
1.2. No ponto A, v, = 0 e o angulo polar ¢ — 0. No ponto C, nds temos
vy, = vsenf e ¢ — m+ 0. Integrando-se a expressao (1.10) produz-se:

vseng 2 748

eZ 1
dv, = — d 1.11
/0 Yy 4dme, mus /0 sengde ( )

ou
senf 7z 1 (1 + cosf) (1.12)
vsenf = — . .
4dme, mus

Notando que 1 + cosf = 2COSZg e senfl = 2sengcosg vem que cotgg =

27
e mu?s, ou seja,

e2Z 1 ; 0 (1.13)
s = ——cotg—. .
4me, mu? g2

10



Figura 1.2: Geometria de um evento de espalhamento. s é o parametro de
impacto, ¢ é o angulo entre o vetor velocidade v do elétron e sua posi¢ao r
relativamente ao nucleo de carga +Ze. Fonte: Reimer, L., Scanning electron
microscopy: physics of image formation and microanalysis. Berlin; New
York: Springer-Verlag, c1985.

Voltando um pouco para a defini¢ao de secao de choque de espalhamento
eldstico, expressao (1.1), vemos que um exame atencioso desta com o auxilio
da fig. 1.3, nos leva a concluir que o niimero de elétrons espalhados em um
angulo sélido df2, entre 6 e 6 + df (se em lugar de um elétron tivéssemos
um feixe de elétrons) deve ser igual ao nimero de elétrons incidentes com
parametro de impacto entre o s correspondente e s + ds:

ZWZ—gIsenGdQ = 2nlsds, (1.14)

ou seja,

do = 2rsds, (1.15)

onde na expressao (1.14), I é a intensidade ou densidade de fluxo do feixe
eletronico incidente, que da neste caso o numero de elétrons atravessando
uma unidade de drea normal a direcao do feixe na unidade de tempo.
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Figura 1.3: O conceito de uma se¢do de choque diferencial de espalhamento.
Fonte: Goldstein et. al.: Classical Mechanics, 3% ed.

Portanto,

etZ? 2msenfdf
do = 27msds = 1.16
0 = amsas A(4me,)?mPvt sent? (1.16)

onde s e ds sao substituidos de (1.13), ou seja,

do et 72 1

- = 1.17
d)  4(4me,)?mPut sentd’ (1.17)

a qual é a secao de choque diferencial de Rutherford para espalhamento por
um nicleo nao-blindado. A se¢ao de choque de Rutherford (1.17) tem uma
singularidade a # — 0. Pequenos angulos de espalhamento correspondem a
grandes valores de s, e a singularidade é uma consequéncia direta do fato
de que o campo coulombiano é um campo de longo alcance, que, por sua
vez, é gerado por um nucleo ndo-blindado. Veremos, mais tarde, que, a
singularidade desaparece quando a blindagem é considerada.

Para aplicagoes posteriores, como simulagao de Monte Carlo, necessita-
mos conhecer a secao de choque para eventos de espalhamento através de
angulos de espalhamento 6 > «, ou seja,

a(a)z/ 3—?227rsen0d0. (1.18)

9
2

0

Usando a relagao senf) = 2sengcos e a substituigao de varidveis u = seng

e du = cosg‘é—e obtem-se facilmente que
et 72 N
O'(Ot) = Wcotg 5 (119)

12



A inspegao da equagao (1.19) revela uma dependéncia do espalhamento
eldstico com o nimero atomico e a energia eletronica incidente, com a se¢ao
de choque aumentando com o quadrado do nimero atémico e caindo com
o quadrado da energia do elétron. Também, para valores de a cada vez
menores, a secao de choque cresce indefinidamente e vai para o infinito,
quando o — 0.

Se considerarmos eventos de espalhamento eldstico tais que o angulo de
espalhamento é sempre maior ou igual a 5%, ou seja, aqui o = 5°, o livre
caminho médio pode ser avaliado a partir das relagoes (1.3) e (1.19). Uma
inspecdo da relagao (1.3) mostra que o livre caminho médio aumenta com a
energia eletronica incidente e cai com o nimero atomico do elemento quimico
do qual é constituido o espécime.

1.2.2 Espalhamento Inelastico

Durante um evento de espalhamento inelastico, ilustrado na fig. 1.1
(b), energia é transferida a elétrons atomicos, do espécime, pelos elétrons do
feixe. Dependendo do tipo de processo, um evento simples de espalhamento
ineldstico pode transferir qualquer quantidade de energia do feixe eletronico
variando de uma fracao de elétron-volts, como no caso da excitacao de fonons,
a um valor da ordem da energia carregada pelo elétron-sonda incidente, que
é da ordem de muitos kiloelétron-volts, como no caso de bremsstrahlung. A
despeito da perda de energia, a trajetoria do elétron desvia apenas por um
pequeno angulo, da ordem de 0.1° ou menos.

Os processos principais envolvidos no espalhamento ineldstico sao os se-
guintes:

1) Excitagao de fonons. Uma porcao substancial da energia depositada no
espécime pelos elétrons do feixe, durante a cascata de processos de espalha-
mento inelastico, é convertida em fonons ou calor. Na verdade, a excitacao de
fonons é causada por eventos individuais com pequenas perdas de energia pe-
los elétrons do feixe, perdas estas menores que 1 eV por elétron. Na maioria
dos casos, a condutividade térmica do material é tao alta que o aquecimento
do espécime nao sera um problema sério. A irradiacdo com pulso eletronico
periddico cria ondas térmicas fortemente amortecidas, as quais podem gerar,
por sua vez, ondas acusticas que podem ser detectadas por um transdutor
pizoelétrico para formar um sinal de imagem.

2) Excitagao de pldsmons. Para espécies metédlicas, os elétrons mais exter-
nos sao tao fracamente ligados que em um sélido estes elétrons nao pertencem
a um atomo especifico. Logo, tais elétrons formam um “géas de elétrons
livres”. O elétron energético do feixe pode excitar ondas nesta nuvem. Por
causa da regularidade do arranjo atomico no espécime, a energia transferida
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a nuvem tem valor especifico; no aluminio, por exemplo, a excitacao de um
plasmon custa uma transferéncia de uma energia de cerca de 15 eV do elétron
energético do feixe para os elétrons do gds de elétrons livres.

3) Excitacdo de elétrons secunddrios. O espalhamento ineldstico dos
elétrons energéticos do feixe eletronico pode fazer com que elétrons fraca-
mente ligados da banda de valéncia sejam promovidos a banda de conducao.
Os elétrons excitados terao energia suficiente para o subsequente movimento
através do solido. Nos metais, uma tal promocao pode ocorrer diretamente
dos elétrons da banda de conducao. Este elétron do espécime que passa a se
mover através do sélido é chamado elétron secundario e também esta sujeito
ao espalhamento ineldstico e consequentes perdas de energia. Os elétrons
secunddrios podem ser gerados por excitagao inelastica para niveis de ener-
gia tao altos que os mesmos podem sobrepujar a funcao trabalho antes de
serem efetivamente desacelerados para o nivel de Fermi, conseguindo com
isso reter energia suficiente para quando alcancar a superficie do espécime,
escapar do sélido como um elétron secundario de fato. A maioria dos elétrons
secunddrios ejetados tém energias inferiores a 10 eV. Elétrons atomicos de
orbitais atomicos mais proximos do nicleo, ou seja, mais fortemente ligados,
podem ser ejetados com energias cinéticas mais altas, criando os chama-
dos “elétrons secundarios rapidos”, que sao bem menos numerosos que 0S
elétrons secundarios devagares, os quais sao ejetados do espécime com ener-
gias cinéticas até 50 eV.

4) Geragdo de Raio X continuo. Um elétron do feixe eletronico pode
sofrer uma desaceleracdo no campo coulombiano dos dtomos do espécime.
A perda de energia pelo elétron do feixe neste processo de desaceleracao, é
convertida em um féton. Esta radiacdo é chamada bremsstrahlung. A ener-
gia da radiacao eletromagnética, consequentemente, pode assumir qualquer
valor, desde uns poucos eV até toda a energia carregada pelo elétron inci-
dente. Logo, os raios X de bremsstrahlung formam um espectro continuo de
energia.

5) Ionizagao de Camadas internas. Um elétron suficientemente energético
pode interagir com os atomos do espécime e causar a ejecao de um elétron
atomico de uma camada mais interna, levando, com isso, o 4tomo para um es-
tado excitado. A energia de de-excitacao entao liberada quando um elétron
de um nivel mais alto preenche a vacancia na camada ionizada pode ser
convertida em fétons com energia hy = Ey — Fy, ou mesmo pode ser trans-
ferida para outro elétron atomico que deixara o espécime como um eletron
Auger com uma energia cinética caracteristica dada por Fy — FE; subtraida
pela energia necessaria para o elétron sobrepujar a energia de ionizacao e a
funcao trabalho.
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1.2.3 Regiao de Interacao

Na figura a seguir esbogamos a regiao de interagao entre um feixe eletronico
e um espécime. Note que a regiao de interagao para qualquer espécime tem
a forma aproximada de uma pera. Note que estdo esquematizadas também
as regioes de onde sao provenientes elétrons retroespalhados e elétrons se-
cundarios. Naturalmente, elétrons secundarios s6 podem ser provenientes de
regioes vizinhas a “garganta” da pera, desde que sao ejetados dos atomos,
em virtude de interagOes ineldsticas entre elétrons do feixe e os atomos da
amostra, com energias bem inferiores que as dos elétrons do feixe, e, a partir
dai, sofrem processos inelasticos assim como os elétrons primarios do feixe.

o A7
[ E =
{::':' r%— [neident 1"'} 16 f 5 {l"
"':.5' £ Mo o

Figura 1.4: Esquema da Regiao de Interagao. Fonte: www.jeol.com

A origem do formato de pera da regido de interagdo para um espécime
pode ser compreendida em termos das caracteristicas do espalhamento eldstico
e inelastico. De fato, desde que em um processo real ocorrem perdas de
energia por parte dos elétrons do feixe, em virtude da cascata de interagoes
inelasticas sofridas por eles, a medida que espalham através da amostra, o
livre caminho médio (1.3) cai. Logo, se cai a distancia média entre-colisdes
ou o livre caminho médio a medida que o feixe penetra o espécime, a regidao
ou o volume de interagao nao pode ser uniforme.
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Capitulo 2

Monte Carlo

2.1 Meétodos de integracao numérica em uma
dimensao

Com o proposito de introduzir métodos de Monte Carlo no contexto
do cédlculo numérico de integrais definidas, é 1til discutir primeiro métodos
classicos de integracao numérica. Tais métodos sao preferiveis em poucas
dimensoes, mas nao sao praticos em integrais multidimensionais perdendo
lugar ai para métodos de Monte Carlo.

Figura 2.1: A integral (2.1) fornece a drea sob a curva f(z). Fonte: Gould
et. al., An Introduction to Computer Simulation Methods: Applications to
Physical Systems Part2.

Considere o problema do calculo de integrais em uma dimensao da forma
b
/ dz f () (2.1)
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A integral (2.1) fornece a édrea sob a curva da fung¢ao f(z) de x = a a z = b,
conforme fig. (2.1). De modo a obter uma estimativa para ela, o eixo x é
dividido em n sub-intervalos iguais de largura

b—a
Az = " (2.2)

x
0 /4 7/2

Figura 2.2: A aproximacao retangular para f(z) = cos x para 0 < z < 7/2.
Fonte: Gould et. al., An Introduction to Computer Simulation Methods:
Applications to Physical Systems Part2.

A estimativa mais simples da drea sob a curva de f(z) é a soma dos
retangulos mostrados na fig. 2.2. Na representagao retangular usual, f(z)
é avaliada ao inicio de cada sub-intervalo e uma estimativa para a integral
sera dada por

n—1

Z f(zi)Az (2.3)

1=0

onde Az é calculado em (2.2) Uma outra aproximacao é a trapezoidal para a
qual a integral é estimada computando-se a drea sob um trapézio, onde um
de seus lados é igual a f(x), no inicio do sub-intervalo, e o outro lado é igual a
f(z), no final do sub-intervalo. Com isso, substitui-se a fun¢do por uma linha
reta conectando os valores de f(x) no inicio e no final de cada sub-intervalo.
Desde que a drea sob a curva de z; a ;41 é dada por 3[f(zi1) + f(z:)]Ax,
a drea de um trapézio de vértices (x;,0), (211, 0), (i, f(2:)), (Tit1, f(Tiz1)),
a area total serd
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t=n—1
1

SF@+ Y J@) + 50 (24)

2.2 Integracao numérica de integrais multidi-
mensionais

Muitos problemas fisicos envolvem médias sobre muitas variaveis. Por
exemplo, é dado um sistema de particulas interagentes, digamos que ha N
dessas particulas nesse sistema. Desde que em trés dimensoes cada particula
tem 3 componentes de posi¢ao e 3 componentes de momento, a energia to-
tal do sistema é uma fun¢do de 6N varidaveis. E, consequentemente, um
calculo da energia média por particula envolvera o cédlculo de uma integral
6N-dimensional. Seria, entao, invidvel aplicar as técnicas numéricas usuais
para N grande. H4 ainda uma complicagao extra, quanto ao calculo de uma
integral N-dimensional, que diz respeito a definicao dos N — 1 limites de
integracao os quais podem ser dificeis de determinar.

Um método direto para avaliar integrais multidimensionais é reduzir as
integrais para um produto de integrais unidimensionais. Este método sera
eficiente se a fronteira é simples e se a fun¢ao a ser integrada é bem compor-
tada. Nés ilustramos o método para uma integral bidimensional da forma:

/zz /yz(ﬂ?) dxdy f(z,y) (2.5)

1 Jyi(z)

A regiao de integracao é determinada pelos limites inferior e superior de
y, aos valores dados de z, denotados por y;(x) e ys(x), respectivamente, e
pelos limites inferior e superior de z, denotados por z; e x5, respectivamente.
Se definirmos a func¢ao g(x) como a integral em y, interna:

y2(x)
9(z) = / iy (2.6)

entdo (2.5) torna-se

/w " 4z o) (2.7)

1
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2.3 Calculo de Monte Carlo de Integrais uni-
dimensionais

Imagine que queiramos medir a area da superficie de um lago. Se dis-
pusermos de um monte de pedras, uma estimativa desta area pode ser feita.
Bom, se o lago estd no meio de um campo de area conhecida S, podemos
jogar as pedras de uma maneira tal que elas sempre caiam na regidao do cam-
po de area S. Tal um experimento é aleatério em natureza. Aquelas pedras
que atingem o lago, logicamente, provocam um barulho, um “splash” e estes
eventos sao contados. Por conseguinte, a area do lago é, aproximadamente,
a area do campo vezes a fracao das pedras que fazem um “splash”, ou seja,
que atingem o lago de fato. Este simples e classico exemplo ilustra o método
de Monte Carlo.

Vamos utilizar este mesmo raciocinio para avaliar a integral (2.1). O
contorno do lago é substituido pela curva f(z) e os limites do campo tornam-
se um retangulo de comprimento b — a e largura H. Gera-se, entao, n pares
de nimeros aleatdrios (z;,y;), taisque a < z; < be 0 <y, < H. A fragao de
pontos (z;,y;) tais que y; < f(z;) é uma estimativa da razdo entre a integral
de f(z) e a drea do retangulo. Consequentemente,

ngs
5, (2.8)

é uma estimativa para a integral (2.1), onde ng é o nimero de “splashes” ou
nimero de eventos onde um ponto (z;,%;) jaz sob a curva de f(z), e S é a
area total do retangulo. Veja a figura 2.3.

H

f(x)

a b

Figura 2.3: A funcdo f(z) é definida para a < z < b. Fonte: Gould et. al.,
An Introduction to Computer Simulation Methods: Applications to Physical
Systems Part2.

Outro procedimento de Monte Carlo é baseado em um Teorema do Célculo
que estabelece que a integral (2.1) é determinada pelo valor médio do inte-
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grando f(z) no intervalo ¢ < z < b. De modo a determinar esta média, nés
escolhemos os valores de x no referido intervalo de forma aleatéria. Logo,
uma estimativa para a integral unidimensional (2.1), segundo esta técnica de
“amostragem média” seria dada por

(b—a) < f(5) >= (- a) 3 J(w) (2.9

onde os z; sao numeros aleatérios uniformemente distribuidos no intervalo
a < x; < ben éonumero total de tentativas ou eventos de gerar nimeros
aleatorios z;. Observe-se que as expressoes (2.3) e (2.9) sdo idénticas exceto
pelo fato de que os n pontos sao escolhidos com igual espacamento Ax en-
tre eles em (2.3) e com espacamento aleatério em (2.9). Para integrais de
dimensao mais baixa (2.3) é mais 10til, mas para integrais de dimensao mais
alta (2.9) é mais indicada.

2.4 Variaveis Aleatorias

Uma variavel aleatoria é definida por:

1) Um conjunto de valores possiveis chamado o espa¢o amostral;

2) Uma distribuicdo de probabilidades sobre este conjunto.

O conjunto de valores possiveis de uma variavel aleatéria pode ser dis-
creto ou continuo. Como exemplo de quando um tal conjunto é discreto,
cite-se o numero de elétrons na banda de condugao de um semicondutor, ou
o numero de moléculas de um certo componente quando em uma mistura,
reagindo nesta mistura, ou ainda o nimero de elétrons retroespalhados por
uma determinada amostra em um microscopio eletronico. Agora, como um
exemplo de quando um tal conjunto é continuo, cite-se uma componente da
velocidade ou momento linear de uma particula browniana, a qual é definida
para valores que vao desde —oo até +o0o0. Ou mesmo, o médulo do momento
transferido para um determinado elétron do feixe eletronico que penetra um
solido qualquer, num certo evento de espalhamento eldstico, em um experi-
mento de microscopia eletronica. Neste tultimo caso, a varidvel estocastica
momento transferido pertenceria ao intervalo que vai de 0 a 2P, onde P é o
moédulo do momento linear do elétron no instante de tempo do evento.

A distribuicdo de probabilidades da variavel aleatoria X, no caso de um
intervalo unidimensional continuo, é dada por uma fun¢io px(x), que é nao-
negativa,
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px(z) >0, (2.10)

e normalizada no sentido que

/px(x)da: =1, (2.11)

onde a integral se estende sobre todo o intervalo ou espago amostral. A
probabilidade com que X tenha um valor entre z e z + dx é px(x)dz.

Como uma descricao alternativa de uma distribuicao de probabilidades,
em uma dimensao, frequentemente usa-se ao invés de px(z), uma fungao
P(z), definida como a probabilidade total que X tenha valor qualquer < z.
Entao:

P(z) = /m px(z)dx’, (2.12)

—0o0

onde o limite superior de integracdo inclui um pico delta, eventual, em =,
ja que P(z) é a probabilidade que X tome um valor < z. A interpretagio
geométrica de P(z) é que P(z) é a drea fracional sob a curva de p(x) & esquerda
de z. Os fisicos chamam P a funcao distribuicao cumulativa mas preferem
usar p.

2.4.1 Meédias

O conjunto de estados e a distribuicao de probabilidades juntos definem
completamente a variavel aleatdéria, mas um nimero adicional de conceitos
deve ser usado. O valor médio ou esperado de qualquer func¢do f(X) definida
sobre o mesmo espaco de estados ou espaco amostral é

< f(X) >= [ f(z)p(z)dz

Em particular, < X™ >= u,, é chamado o m-ésimo momento de X, e
¢é o valor médio ou valor esperado da variavel estocastica X. Também:

ol=< (X— <X > >=py— 2 (2.13)

¢é chamada a variancia ou dispersao, que é o quadrado do desveio-padrao o.
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2.4.2 Distribuicao de Probabilidades nao-uniformes

Seja X um nimero aleatério uniformemente distribuido no intervalo [0, 1]
com a fun¢ao densidade de probabilidade

1, se0<z <1,

0, para outros x. (2.14)

px(z) = {

Uma varidvel que satisfaz a densidade de probabilidade (2.14) ¢é dita ser
um desvio uniforme. Suponhamos que ha uma outra variavel aleatéria Y tal
que py(y)dy é a probabilidade com que Y esteja no intervalo [y, y + dy) e

fjo? dy py(y) =1

Deseja-se encontrar a relacao entre X e Y tal que se X é distribuida de
acordo com (2.14), Y sera distribuida de acordo com py(y). De modo a
obtermos uma tal relacao, primeiro avalia-se a integral

P(y) = [Y_dy'py ()

Ja é sabido que P(y) é a fungao distribui¢ao cumulativa para a varidvel
aleatoéria Y. Definindo:

P(Y) =X (2.15)

obtemos

Y =P 1(X) (2.16)

Da relagao (2.15), desde que X é uniformemente distribuida no intervalo
unitario, a funcdo P(Y), que é relacionada a X segundo (2.15) propriamente,
o também é. A probabilidade com que P(Y") esteja no intervalo [P(y),P(y) +
dP(y)) é dP(y), que de acordo com (2.15) é dz. Agora, a partir de (2.12),
vem que:

dP(y)

d—y = py(y) (2.17)

na varidvel Y. Consequentemente, usando (2.14) e para 0 < X <1

dP(y) = py(y)dy = px(z)dz (2.18)
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De (2.18) vemos que Y é distribuida segundo a densidade de probabili-
dades py (y)-

A sequéncia de passos associados com o método da transformacao inversa
é gerar um numero aleatério X e resolver (2.16) para o valor correspondente
de Y.

Em simulagoes de Monte Carlo, normalmente trata-se a distancia percor-
rida entre colisoes por um elétron espalhado por um sélido como uma variavel
aleatéria S tal que 0 < S < oo e S é distribuida segundo a densidade de
probabilidade

A

0, para outros s. (2.19)

le’f, se 0 < 5 < o0;
ps(s) =

O ntmero real A é identificado com o livre caminho médio. A escolha
de (2.19) como sendo a densidade de probabilidade para a varidvel aleatéria
distancia percorrida entre colisoes S tem suas razoes matematicas, uma vez
que:

fj;o ps(s)sds
i :;o ps(s)ds
Desejamos aplicar o método da transformacao inversa desenvolvido aqui
a densidade (2.19). Se substituirmos entdo (2.19) em (2.12) e efetuarmos a
integragéo nés encontramos:
= [ ds'p(s') = [7 ds'p(s') = (§) Jods'ex = (3) (A e X) =
=1-

<S>= (2.20)

>«|rn

Agora, dada uma variavel aleatoria X distribuida uniformemente no in-
tervalo [0, 1] segundo (2.14), vem que:

S =P1(X) = -Aln(l - X)

Desde que 1 — X é distribuida da mesma forma que X (tanto X quanto
1 — X sao varidveis aleatorias uniformemente distribuidas sobre o intervalo
[0,1]), pode-se escrever que

S=P(X)=-AInX (2.21)

A varidvel S encontrada em (2.21) é distribuida de acordo com a den-
sidade de probabilidade (2.19). Para aplicar o método de transformagao
inversa, duas condicoes devem ser satisfeitas. A primeira é quanto a forma
de P(y). A forma de P(y) deve permitir que a integral
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P(y) = [7_ dy'py(y')

possa ser desenvolvida analitica ou numericamente. A segunda condigao,
por sua vez, estabelece que deve ser factivel inverter a relagio (2.15) para na
relagdo (2.16) sermos capazes de expressar Y em termos da varidvel X, um
numero aleatério uniformemente distribuido no intervalo unitdrio.

2.5 O Método de Rejeicao

O método de transformacao inversa discutido anteriormente é limitado
a fungdes para as quais a fungao de transformacao inversa P~ (y) pode ser
encontrada analiticamente ou aproximada numericamente. Necessitamos,
portanto, de um outro método para gerar distribuig¢oes de probabilidade que,
em principio, nao seriam realizadas em um processo computacional via o
primeiro método. O método que procuramos para achar distribuicoes de
probabilidade nio uniformes tais que P~!(y) ndo é avalidvel chama-se Método
de Rejeicdo. Esta técnica é baseada na generalizagao da técnica de Monte
Carlo usada na estimativa de integrais definidas discutida na Seg¢ao (2.3).

Suponhamos que px(z) é a fun¢ao densidade de probabilidade, ndo uni-
forme, que desejamos gerar. Consideremos, agora, uma fun¢do comparagao
f(z), tal que f(z) > px(z) no intervalo de interesse, ou seja, o espago
amostral da varidvel aleatéria X. Aqui, X é uma varidavel aleatéria dis-
tribuida nao-uniformemente sobre um intervalo arbitrario. Uma simples e
prética, porém nem sempre 6tima, escolha de f(z) é uma constante igual ao
valor maximo de px (z). Desde que a drea sob a curva de p(x) no intervalo de
x a x+ Az é a probabilidade de gerar algum X nesse intervalo, podemos de-
senvolver um procedimento similar ao usado para estimar integrais definidas.
Comecamos com a geragao de dois nimeros aleatdrios que definem a posigao
de um ponto aleatério o qual é distribuido uniformemente sobre a area sob
a curva da fungdo comparagdo f(z). Se este ponto estd fora da drea sob a
curva de px(z), o ponto é rejeitado; sendo, se ele jaz dentro da &rea, ele é
aceito. Os pontos aceitos sao, por conseguinte, uniformes sobre a area sob
a curva de px(z) e as correspondentes abscissas sao distribuidas conforme
px(z).

Vamos estabelecer um procedimento para gerar um ponto aleatério (z,y),
sob a curva da func¢do comparacdo f(z). Para comecar, a forma funcional
de f(z) deve ser definida. Seja entdo A a drea total sob a curva de f(z).
Geramos um numero aleatério uniforme no intervalo [0, A] e usamo-lo para
ober um valor correspondente de X da seguinte maneira. Seja a funcao:
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Fla) = /_ " () (2.22)

que define a drea sob a curva de f(x) no intervalo (—oo, z]. Dada a drea total
A de f(z), e uma varidvel aleatéria A uniformemente distribuida no intervalo
[0, 4], entao X assume o valor

X = F~'(A) (2.23)

E imprescindivel que F' seja inversivel de modo que a cada valor A gerado
no intervalo [0, A], haja em correspondéncia um tnico z, distribuido segundo
px (z) sobre o espago amostral de X, conhecido de antemao. Obtido entao z,
obtemos também um nimero aleatério uniforme Y que pertence ao intervalo
[0, f(z)]. O ponto (z,y) é uniformemente distribuido sobre a drea sob a
curva da funcdo comparacdo f(z). Se y < px(z), entdo aceitamos x como
um nimero aleatdrio distribuido de acordo com px(z). Tal procedimento é
repetido muitas vezes.
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Capitulo 3

O Primeiro Modelo:
Rutherford nao-blindado

3.1 Introducao

Na discussao a seguir, um numero “aleatério” é um numero uniforme-
mente distribudo em um intervalo unitdrio. Em nosso caso, para a simulagao
das trajetérias de um feixe eletronico através de um sélido, é de extrema
importancia o uso de um gerador de niimeros aleatérios no intervalo [0,1].
Um tal gerador usa uma semente pré-definida e, quando solicitado, gera uma
sequéncia de nimeros a qual varia se mudarmos a semente.

3.2 0O Modelo

Ao fazermos uma simulagdo de Monte Carlo do espalhamento de um
elétron procuramos calcular a trajetoria desse elétron. As interacoes sofridas
pelo elétron dentro do sélido podem ser elasticas ou inelésticas, logo as mu-
dancas tanto na direcdo de movimento quanto na energia do elétron seriam
avaliadas sobre a base da sequéncia de eventos de espalhamento sofrida por
ele. Para ilustrar, vamos estabelecer que a sequéncia de eventos é descrita
pela secao de choque de Rutherford obtida na se¢ao 1.2 do Capitulo 1. Nesta
situacao, o elétron sofre uma sequéncia de eventos de espalhamento elastico.

A base geométrica para a simulagdo considera que o elétron sofre um
evento de espalhamento eldstico na posicdo X,, tendo vindo para X, de
um evento de espalhamento anterior em X,,_;. Um dos objetivos principais
da simulagao é computar as coordenadas da posicao X, ; para a qual o
elétron se desloca como resultado do evento de espalhamento em X,. O
Unico parametro que descreve a situacao instantanea do elétron é o angulo
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entre o segmento de reta que vai de X,, a X,,11 € 0 segmento de reta que vai
de X,,_1 a X,, o qual é o angulo de espalhamento eldstico. A energia cinética
e o momento linear do elétron sao, por enquanto, conservados durante todo
o processo. Veja a fig. 3.1 que esbocga a geometria do problema.

Para calcular a posi¢cao do novo ponto de espalhamento X,,,;, primeiro
necessitamos conhecer a distancia entre X,,.; e o ponto de espalhamento
precedente X,,. Como estabelecido acima, uma hipétese deste modelo par-
ticular é que apenas eventos de espalhamento elastico ocorrem. A distancia
entre eventos de espalhamento sucessivos é consequentemente relacionada ao
livre caminho médio elastico, o qual, por sua vez, é funcao da se¢ao de choque
elastica total. A sec@o de choque elastica total de Rutherford é dada por:

metZ? e
a) = —————cotg”—. 3.1
7(2) = Tlre)7 B2 <% 5 (3:1)
Na se¢ao (1.2.1) do Capitulo 1, discutimos a necessidade de impor um angulo
de espalhamento minimo 6,,;, = a.
A secao de choque elastica total define um livre caminho médio elastico
A, o qual é dado por:

A
A= o) (3.2)

onde N, é o numero de Avogadro, p é a densidade do espécime e A é a massa
atomica do espécime. Conforme ja discutido na secao 2.5.2 ) representa a
distancia média que um elétron trafegard entre eventos sucessivos de espa-
lhamento elastico. Uma tal distancia variara, é claro, de maneira aleatoria.
Conforme se¢ao 2.5.2 e expressao (2.19), a probabilidade pg(s) de um elétron
se deslocar de uma distancia s, entre eventos de colisao sucessivos, quando o
livre caminho médio é A, é

e X, se0<s<oo;
ps(s) = { 0, para outros s. (3.3)

>

Uma estimativa para a distancia percorrida pode entdo ser encontrada
escolhendo-se um nimero aleatério R e resolvendo a equagio (2.21):

S=-XIn(R) (3.4)
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No evento de espalhamento em X,,, o elétron é defletido através de um
angulo 6 relativamente a sua dire¢do de movimento (Veja a fig. 3.1). O
caminho em que este evento de espalhamento ocorre é descrito pela secao de
choque diferencial eldstica de Rutherford, dada por:

do  we'Z?  senf (3.5)
d9  8(4me,)2E? sen!’ '
Conforme a equacdo (1.1) do Capitulo 1, z—‘g é a razao entre o nimero de

elétrons espalhados entre um angulo de espalhamento 6 e 8+ df, por unidade
de tempo, e a intensidade incidente. o(«) por sua vez, é o nimero total de
elétrons espalhados por unidade de tempo dividido pela intensidade do feixe
incidente. Por conseguinte:

do/df N de elétrons espalhados entre 6 e 6 + df
df = -
o(a) N de elétrons espalhados entre a e 7

implicando em:

do/df _ o cos?

o(a) 2 sen?’g

(3.6)

A expresséo (3.6), na verdade, traz consigo um resultado bastante profun-
do. Ela é a probabilidade com que um elétron particular do feixe eletronico é
espalhado entre um angulo de espalhamento 6 e 6 4+ dfl, em um certo evento
de espalhamento eldstico. Logo, a densidade de probabilidade para o angulo
de espalhamento escreve-se:

0
_ 2@ C053

0) =t 3.7
polt) =185 L (37

para angulos de espalhamento no intervalo [o, 7]. A fim de selecionar um
angulo de espalhamento © em tal intervalo, usamos o método de rejei¢ao
discutido seco 2.5 do Capitulo 2. Usamos como func¢éo comparagio f(0) = 2
cossec a, a qual é uma func¢ao constante cujo valor é o valor maximo assumido
pela densidade (3.7). Um ponto aleatdrio uniformemente distribuido sobre a
drea sob a curva da fun¢do comparacdo f(#) = 2 cossec a, (z,y), para o qual
y < p(z), em um dado instante, é aceito, sendo z distribuido segundo (3.7).
Nesse instante, x serd o angulo de espalhamento ou a deflexdao angular sofrida
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pelo elétron, relativamente a sua direcao de movimento antes do evento de
colisao acontecer.

Novamente com respeito a base geométrica da simulagao, conforme a
fig. 3.1., o feixe de elétrons incide normalmente a superficie da amostra
e um elétron em particular percorrerda uma distancia arbitraria, fornecida
pela equacao (3.4), até que sofra uma colisao. Este evento é descrito pelo
sistema de referencias X, X909, X30. O eixo X3, aponta na direcao de
movimento do elétron, e os eixos Xy e Xy estao sobre o plano da superficie
da amostra. Este sistema de eixos é centrado justamente no ponto sobre a
superficie da amostra em que o elétron penetra-a e localiza o primeiro ponto
de espalhamento. Apds percorrer uma distancia dada por (3.4) e sofrer o
primeiro evento de espalhamento, o elétron além de percorrer uma nova e
arbitraria distancia também sofrerd um desvio angular #; com respeito a sua
dire¢do inicial de movimento. Além disso, o elétron também sofre um desvio
angular no plano X; ¢ X3, o qual é o angulo de espalhamento azimultal ¢;,
que é dado por:

¢1=271R (3.8)

onde R ¢ uma varidvel aleatéria uniformemente distribuida no intervalo [0,1].
Para descrever seu movimento apds este primeiro evento de espalhamento
¢ conveniente estabelecer o sistema de eixos X; i, X5, X531, cuja origem é
posta justamente sobre o primeiro ponto de espalhamento. O sistema de
eixos X1 1, X2 1, X3 localizard o segundo ponto de espalhamento, assim co-
mo o primeiro ponto de espalhamento é localizado pelo sistema de eixos
X1, X920, X3,0. Ap6s sofrer sua segunda colisao, o elétron do feixe sofre de-
flexdes angulares 65 e ¢ e percorrera uma determinada distancia (aleatéria)
sobre a dire¢ao definida pelos angulos de espalhamento 6, e ¢o (com res-
peito & sua dire¢do de movimento anterior) até que sofra uma nova colisio.
Estabelece-se, pois, o sistema de eixos X 2, X292, X3, centrado ao segundo
ponto de espalhamento, e que determinara exatamente a posicao relativa do
terceiro ponto de espalhamento.

Sejam 211, £21 e £31 vetores unitdrios e mutuamente ortogonais, tais que
Zi;-2Tq j = 0;, 05 quais expandem o sistema de eixos original, posto sobre a
superficie da amostra. Note que estamos adotando a convencao tal que Z; ;
é o vetor unitario que aponta na dire¢ao do i-ésimo eixo ao j-ésimo ponto
de espalhamento. Diz-se que os vetores unitdrios &1, 22, e Z3,; expandem
o sistema de eixos original, uma vez que o sistema de eixos colocado sobre
o primeiro ponto de espalhamento e que determina a posi¢ao relativa do
segundo ponto de espalhamento nada mais é que o sistema de eixos original
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deslocado ao longo da dire¢cao de movimento do elétron, antes do primeiro
evento de espalhamento. Naturalmente:

.%3,2 = 12'17186D01COS¢1 + §:2,1senﬁlsenq§1 + i‘371C0891 (39)

Figura 3.1: Geometria da Simulagao.

Os vetores unitdrios Z;5 e &2, sao arbitrarios. De fato, a experiéncia
mostra que hd uma razoavel simetria do volume de interacao com respeito
as direcoes X o e Xp. Estes vetores unitdrios serao tais que:

Z1,1 X T31 A

@2,2 =Tz Py y 12 = 532,2 X 533,2 (3-10)
‘1'1,1 X T3,1
Das equagdes (3.10) vem que:
) —(sen?@;sen’p; + cos?y)21 1 + sen?6sengicosdi Ty, + senbcosb cospTa

T12 =

I

[sen?6;sen?¢; + 008201]%
(3.11)

—291c080; + 3 15enb;seng,

[sen26;sen?¢; + c05291]%

To2 =
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Por extensao, a cada evento de colisao, digamos, o n-ésimo evento, estabelece-
se o n—1-ésimo sistema de referéncias, digamos, o sistema X1 1, Xon—1, X351
em relagao ao qual descreve-se um tal evento de espalhamento. Este sistema
de eixos é centrado no n —1 - ésimo ponto de espalhamento. Ainda, relativa-
mente ao n — 1-ésimo sistema de eixos, o eixo X3, _; estard exatamente sobre
a direcao do vetor momento linear do elétron apés a n — 1-ésima colisao. Ver-
emos mais adiante como um tal procedimento ajuda e muito na determinacao
da trajetoria de cada elétron do feixe através do espécime. Segue:

) —(sen?6,sen’¢,, + c0s?0,,)21 , + sen?6,sene, cos, s, + senb,cosd,cosg, s,

[sen?6,sen¢,, + COSQHR]%

Tin+1l =

—Z9 pc080y, + T3 nsenb,seng,

[sen?f,sen?¢,, + cos20n]%

(3.12)

Tony1 =

T3 pt1 = T1psend,cose, + To psend,sene, + L3 ,cos6,

Note que em (3.10) e (3.11) obtivemos os vetores unitarios que expandem
o sistema de eixos X o, X99, X392 em termos do sistema original. Em um
passo futuro obteriamos os vetores unitdrios £ 3, 23 € £33 em termos dos
vetores 12, T22 € Z32, que, POr sua vez sao expressos em termos dos ve-
tores unitarios originais. Logo, é completamente possivel escrever os vetores
unitarios &3, 2,3 € £33 em termos dos vetores originais 21,1, 21 e Z3,1. De
fato, considere a matriz:

) o)
,2 3

c® = |cf) cgﬁ} cg’%, (3.13)
2 3

onde
oo _ —(sen?@;sen?¢; + cos?6;)
bt [sen?6;sen2¢; + cos20i]% ’
(@) sen?f;seng;cos;
C1,2 = ’

[sen26;sen2¢; + COSQHi]%
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send;cosf;coso;

C(i) —
1,3 10
[sen?6;sen¢; + cos?6;]z
Céz,)l =0,
. —cosb;
o = T (3.14)
[sen?6;sen¢p; + cos?6;]z
CS);,, _ send;seng; ’

[sen26;sen2¢; + 005291‘]%
C:(;)1 = senf;coso; ,
C:(,f)2 = senf;seng; ,

ngé = cosb); .

Dessa forma, as equagdes (3.10) e (3.11) podem ser reescritas como:
Z1,2 =C( %xn-l-c( $21+C 3x31 ,
Tog = C( %3?1 1+ C( 2To1 + C 3x3 1, (3.15)

T3p = C:(),% Z11 + C:(J,I% To1 + C:()::)),JAU3,1 ;

ou seja,
T = Z C( T (3.16)
e, as equagoes (3.12) tornam-se, com n = 2:

i1’3:C§%$11+C $21+Cl3$31,
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552,320(%33114‘0( $21+C 33531,

T33 = Cé{ Zy11 + C;?% To1 + Cg;-);fs,l ;

ou seja,

33k3— E Ck]xJQ

Inserindo a equacao (3.16) em (3.18), surge que:
1=3 j=3

3=y Y CLICE5

ou seja,

onde,

k=3
(1)
Z Cz k>~k,j

Logo, por inducao,

Z Dk ij

onde

DW= 3 oo )

kyjn—1""Jn—1,n-2 Ji,1
j17]2: Jn 1

paran > 1.
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E importante frisar que uma tal andlise em termos da reducao de sis-
temas de eixos cartesianos com uma origem a cada ponto de espalhamento
para um sistema de eixos coincidente ao sistema original serve para des-
crever as posicoes subsequentes do elétron a partir do primeiro ponto de
espalhamento. Se quisermos determinar de fato a posicao deste em relacao
ao sistema de eixos original, deve-se somar aquele deslocamento inicial do
elétron, na direcao X3, logo ap6s penetrar o espécime, antes de sofrer sua
primeira colisao. Logo, apds sofrer n colisdes na amostra, a posi¢ao de um
elétron do feixe sera:

(z7, 25, 75, ) (3.24)

onde

i=n
T =-A ZlnRi [Dg,ICOSQi + DéylsenHisen@ + D’i,lsenOicosqﬁi] ,

i=1
=n

xrh = —\ Z InR; [Dj ocost; + Dj ,send;send; + D ,senf;cosdy] , e,
i=1

xh = =AInRy— A Z InR; [Déy?)cosOi + D§,3sen0isen¢i + D§,3sen9ic059i]

=1

Obviamente,

1
DW= 10 (3.25)
0

O = O
— o O

Os R; sao nimeros aleatdrios uniformemente distribuidos no intervalo [0, 1].

Finalmente, escreve-se agora um procedimento reduzido o qual é utilizado
computacionalmente para simulacao de Monte Carlo de provaveis trajetérias
percorridas por elétrons de um feixe através de um solido:

3.2.1 Algoritimo 1

- Calcule o livre caminho médio;
- Repita:
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- Determine as coordenadas (", y™ e 2(Y) para a penetracao inicial
do elétron;
- Repita:
- Determine as deflexdes angulares #™~1) e ¢(»=1.
- Determine a n-ésima distancia percorrida, apos a n — 1-ésima
colisao;
- Entao encontre as coordenadas (™, y(™ e z(® do elétron con-
forme procedimento descrito a pouco;
- Se n > 1000 entao pare;
- Se 2(™ < 0 (ou seja, se o elétron deixa a amostra) entdo pare;
- Se o0 nimero de trajetorias excede 1000000 entao pare.

3.3 Primeiros Resultados

Para o presente caso, simulamos o espalhamento através do ouro supondo-
se energias de feixe de 2.0 keV e 5.0 keV. Confeccionamos uma série de
histogramas, a saber:

- numero de eventos versus distancia radial;

- nimero de eventos versus profundidade; e mais quatro gréficos, a
saber:

- Gréfico < cos(f) > versus Numero de colisoes

- Gréfico In < cos(f) > versus Nimero de colisoes

- Gréafico Z versus X para uma energia de 2.0 keV;

- Gréfico Z versus X para uma energia de 5.0 keV;

Para a construcao dos histogramas, tomou-se a maior distancia percor-
rida por um elétron absorvido pela amostra, tanto na direcao radial quanto
na direcao longitudinal, e dividiu-se por 1000, de maneira que a cada tra-
jetéria de um elétron retroespalhado, contabiliza-se em qual sitio ocorre cada
colisao. No presente modelo supomos que um elétron que sofre um ntimero
de colisoes superior a 1000 é considerado absorvido pela amostra. E isso
independe da energia do elétron. Os perfis dos graficos de niimero de eventos
versus distancia radial e numero de eventos versus profundidade sao real-
mente bastante similares para os dois valores de energia mencionados. Ha
apenas uma diferenca de escala de um caso para o outro. Além disso, hd um
patamar extensamente constante na primeira distribuicao.

Observando os graficos (3.6) e (3.7), concluimos que < cosff > ndo é
exatamente uma exponencial de modo que In < cosfl > aos poucos encurva-
se com o tempo. Voltaremos a nos defrontar com este comportamento, no
ambito de modelos de secao de choque mais realistas. Também mais tarde
daremos uma explicacao para isto.
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Figura 3.2: nimero de eventos versus distancia radial, E = 2.0 keV.
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Figura 3.3: niimero de eventos versus profundidade, E = 2.0 keV.
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Figura 3.4: numero de eventos versus distancia radial, E = 5.0 keV.
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Figura 3.5: niimero de eventos versus profundidade, E = 5.0 keV.
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Logaritimo do Valor Medio da Componente Z do Vetor Unitario na direcao de movimento

Valor Medio da Componente Z do Vetor Unitario na direcao de movimento
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Figura 3.6: < cos(f) > versus nimero de colisoes.
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Figura 3.7: In < cos(f) > versus niimero de colisoes.
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Por fim, apresentamos a seguir graficos Z versus X para o Au e energias
de 2.0 keV e 5.0 keV. Tais gréficos tragam algumas poucas trajetorias per-
corridas por elétrons do feixe através do referido material, sobre um total
de 1000 (dessas mil, algumas correspondem a trajetérias de elétrons que sao
absorvidos e outras de elétrons que sao retroespalhados). Quando o contador
de trajetérias, durante a simulacao, atinge o valor 1001, o arquivo no qual
escreve-se as posicoes de elétrons na amostra é fechado. Note que ambos o
graficos mostram que o volume de interagdo do feixe com o material parece
formar um pedaco de esfera o qual é simétrico com respeito ao eixo Z. De fato,
se desenhdssemos cada vez mais trajetérias provaveis de elétrons retroespal-
hados através do material e se permissemos que os elétrons sofressem um
sem-niumero de colisoes, antes de sair, o volume de interagao cresceria para
todas as direcoes. E claro que, no entanto, regioes desse pedaq de esfera cada
vez mais distantes do ponto sobre a superficie a partir do qual os elétrons ini-
ciam sua “jornada” sao menos provaveis de serem alcancadas. Note também
que o volume de interacao é maior para uma energia de 5.0 keV que para
2.0 keV. De fato, se aumentarmos a energia do feixe, aumentamos também o
valor do livre caminho médio do elétron, pois segundo (3.2) e (3.1) o mesmo
¢é proporcional ao quadrado da energia.
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Figura 3.8: Grafico Z versus X para uma energia de 2.0 keV.
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Figura 3.9: Grafico Z versus X para uma energia de 5.0 keV.
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Capitulo 4

Introducao a Mecanica
Quantica do Espalhamento
Eletronico

4.1 Introducao

Neste capitulo, revisamos algumas concegoes tedricas basicas da Mecanica
Quantica ao Espalhamento Eletronico, com o intuito de dar ao leitor entendi-
mento do problema que exploraremos via simulacao de Monte Carlo, baseado
no tratamento dado por Sakurai'?.

4.2 Equacao de Lippmann-Schwinger

Vamos comecar com a formulacao independente do tempo para o Espa-
lhamento Eletronico. O Hamiltoniano de um elétron do feixe, neste caso, é
escrito como:

H=H,+V (4.1)
onde
2
|Y
H,=— 4.2
5 (4.2)

e V é o potencial de interacao elétron-atomo. Se o elétron fosse uma particula
livre escreveriamos simplesmente que:
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H,|¢) = E|9) (4.3)

A equacao de Schroedinger a ser resolvida é, pois:

(Ho +V)|[9) = E|¢) (4.4)

Ambos H, e H,+V exibem espectros de energia continuos. Procuramos por
uma solugio para a equagio (4.4) tal que quando V' — 0, [¢)) — |¢), onde
|$) ¢é a solucdo da equacio de Schroedinger para a particula livre (4.3) com
o mesmo autovalor de energia. Poder-se-ia colocar que a solugao desejada é:

1
~ E—H,

|¥) VIg) +19), (4.5)

distante de complicacgoes surgindo da natureza singular do operador E_IHO.

Note que E— H, aplicado a (4.5) dd imediatamente a equagao correta (4.4). A
presenca de |@) é bastante razodvel no sentido de que |¢) deve reduzir-se a |¢)
quando o potencial V' se anula. No entanto, nao temos quaisquer prescricoes
para lidar com um operador singular, e a equacao (4.5) néo tem significado.
Tanto |¢) quanto [¢) exibem um espectro de auto-energias continuo e, por
isso, a teoria de perturbacao nao se aplica aqui. No entanto, escrevemos:

1

- - &) 4
E—Hoj:ieij ) (4.6)

W) =g} +
a qual é a equacao de Lippmann-Schwinger. O significado fisico dos super-
indices + é discutido quando se avalia { x [¢y(*)) a grandes distancias. Segue
que

1

(x[p*)) = <X|¢>+/d3$' <X E_H tic

a qual é uma equacao integral para o espalhamento visto que o ket nao
conhecido [1)(*)) também aparece no integrando. Se o ket |@) é um estado
de onda plana com momento p, entao

x’> (x? |[V] &) (4.7)

PX/N

(x|¢) = @rh)n (4.8)
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A normalizagao em (4.8) é tal que

(0'|p) = / Po(px) (x]p) = 8*(p - p) (4.9)

Se ao invés de escrevermos a equagdo de Lippman-Schwinger usando
a representacao de coordenadas, tivéssemos usado a base dos momentos,
obteriamos:

1
E —p?/2m + ie

(ply™)) = (pl¢) + (p|V|yp*)y (4.10)

Por agora, vamos considerar especificamente a base das coordenadas e
trabalhar com a equacao (4.7). Primeiro, avaliemos:
X'> (4.11)

N h? 1
Ge(ox) = o X 5 F7 1ie

Segue que:

X) -

1
E —p'?/2m +ie

h? 1
—_ X -
2m E — H,+ e

hQ
%/d?’p,/d?)p”(X‘pI) <p/

onde H, age sobre (p'|. Naturalmente:

p"> P (412)

< /l 1 | //) _ 63(pl B p”)
p _ ) . p - _ 9 .
E —p?/2m +ie E —p'?/2m +ie
(x|p') = il (4.13)
(27 h)3/2
"t e_ip”.XI/h
(p"x') = W

O lado direito de (4.12) torna-se, pois:
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(27h)3/2 E — p'2/2m + i€ (27rh)3/2

72 B 1 P (x-x")/h
“om ) “PrhP E - p2om < ie

(4.14)

Nés agora escrevemos E = h%k?/2m e colocamos p’ = hq. Com isso, a
equagao (4.14) torna-se

B2 X 73 ihq-(X-x")/h
— Odgdfd =
m / / / ¢ senved ¢(27Th)3 R2k2/2m — 1’q2/2m =+ ie

]_ ]_ /-l—OO qdq(e"'qHX*XI‘ — eii|q||xfxl|)
k2 — g2 + 2me/h?

~ 8% |x — x/|

Note que o integrando acima apresenta singularidades nos pontos

2meil
2 _ 12
¢ =k" = =
ou seja, quando
N mei? . .,

Utilizando o Teorema de Cauchy é possivel resolver a integral logo aci-
ma, tendo-se estabelecido que os pélos sao dados aproximadamente conforme
escrito. Dessa forma, segue que:

x'> =

1
2 Zk|x X‘
872 z|x x| |(=2mie )=

I 1
—_— X —_—
2m F—H,+tic

L exex
47 |x — x|
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Logo,

1 eik|X7X’|

Gi(x,x') = (4.15)

A7 |x — x|

G+ nao é nada mais que a funcao de Green, solucdo da equacado de
Helmholtz:

(V2 + E)Gi(x,x) = 8 (x — X) (4.16)

Conhecida a forma explicita de G+, como dada em (4.15), pode-se rees-
crever a equagao (4.7) como:

) = oy - 2 [ LET gy aan
B 12 A |x — x| ’
A funcao de onda <X|¢(i)> na presenca de um espalhador é escrita, conforme
a equagao (4.17), como uma soma da fun¢do de onda (x|¢), que é a onda
incidente (lembre-se que antes de penetrar o sélido, os elétrons do feixe sao
considerados particulas livres), mais um termo que representa o efeito do
espalhamento.

Vamos estudar entdo o comportamento de (x|¢)(¥)) mais explicitamente,
considerando o caso especifico onde V' é um potencial diagonal na repre-
sentacao das coordenadas. Potenciais que sao fun¢oes apenas do operador
posicao pertencem a esta categoria. Com isto, na representacao das coorde-
nadas um elemento da matriz para V' é assim escrito:

X'NVIx")y =V (x"&(x' —x") (4.18)

Por conseguinte, o termo (x'|V](*)) em (4.17) é escrito:
KV = [ da Vi V1) =

V(X') /d3$II53 (X' _ X") <X”‘wi> —

V(x)(x'[y%) (4.19)
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P
~¢— Ponto de
observagao

x-x'

Figura 4.1: Posicionamento do observagao no fenomeno de espalhamento.
Fonte: J. J. Sakurai, Modern Quantum Mechanics, Revised Edition.

O vetor x localiza o ponto de observagdao em que a funcao de onda é
avaliada. Em processos de espalhamento estamos interessados em estudar
o efeito do espalhador. No entanto, a regiao onde o potencial é nao-nulo é
finita. Por razoes praticas, o detetor nao é posicionado muito préximo do
centro espalhador; pelo contrario, a observacao é feita a uma distancia r
muito maior que o “alcance” do potencial. Em outras palavras, escreve-se

x| >> [x| (4.20)
Introduzindo
r=[x]
r' = x| (4.21)
e
a=Z(x,x') (4.22)

temos, para r >> r'

x — x| = V/r? — 2rr'cosar + r'2
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27! r'2\ M2
=r (1 — —cosa + —2>
T T

Nr—7-% (4.23)
onde
X
F=— (4.24)
x|
e
K = kf (4.25)

A motivagao para a defini¢ao (4.25) é que k representa o vetor propagagao
para ondas alcancando o ponto de observacao x. Nds entao obtemos

. ~! . ~!
ok X=X| e:i:zk:req:kx (4.26)

para r grande.
Também, é legitimo substituir ﬁ por 1/r, e, de modo a evitarmos

trabalhar com os /’s em expressdes tais como 1/(27h)%2, é conveniente usar
|k) ao invés de |p,), onde

k) = % (4.27)

Porque |k) é normalizado como

(k|k'> = (53(k — k') (4.28)
temos
ez'k-x
(x[k) = on)i (4.29)
Logo,
(+) 1 2me* 3,1 iK X'y 0 +)
x[p™) = &lk) - i d’z'e V(x'){x[")
rgrande
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(271'1)3/2 [ Xy efrf (k, k')] (4.30)

Esta forma torna muito claro que temos uma onda plana original na direcao
de propagagio k mais uma onda esférica resultante com amplitude f(k, k')
dada por

1 32m

——(2m) 72

yp d’a' (K'|x') (x| V]9 ) (4.31)

pois, conforme (4.19), (x'|V |y = V(x')(x'|y)). Finalmente,

1 2m
Fe k') = ——(2m)° - (K|V]p'D) (4.32)
aT h
Similarmente, pode-se mostrar facilmente de (4.17) e (4.26) que (x|¢~) cor-
responde a onda plana original na dire¢ao de propagacao k mais uma onda
esférica chegando com dependéncia espacial e=*" /r e amplitude

1 32m , _
PR KV ) (4.33)
Para obter a se¢ao de choque diferencial de espalhamento do/dS2, pode-
mos considerar um grande nimero de particulas identicamente preparadas e
todas caracterizadas pela fungio de onda (4.29). Pode-se entdo arguir quanto
ao numero de particulas incidentes atravessando um plano perpendicular a
direcao incidente por unidade de area por unidade de tempo. Isto é, é claro,
proporcional ao fluxo de probabilidade devido ao primeiro termo ao lado di-
reito da equagao (4.30). Como antes, pode-se querer saber qual é o nimero
de particulas espalhadas dentro de uma pequena area do subentendendo um
pequeno elemento de angulo sélido df2. Claramente,
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do r?(j |
“d0 = —sCattl — | r (ke k')|2d0) (4.34)
d2 Jincidl

Consequentemente, a secao de choque diferencial é definida pela expressao:

d
= fI ) (4.35)

4.3 A aproximacao de Born

As equagdes (4.31) e (4.32) ainda ndo sdo uteis no que se refere a computar
a se¢ao de choque diferencial porque na expressao para a amplitude f(k, k')
aparece o ket ndo conhecido |1/(*)). Se o efeito do espalhador nio é muito
forte, pode-se inferir que nio é uma aproximacio ruim substituir (x’[(*))
(que aparece sob o sinal de integracao) por (x'|¢), isto é,

eik-X’

K|V — K |V|p) = IS

(4.36)

—~~

Nés entdo obtemos uma expressdo aproximada para f(k,k’). Porque
tratamos o potencial V' para primeira ordem, a amplitude aproximada obtida
é conhecida como a amplitude de Born de 1% ordem e é denotada por f(1:

FO k) = — 2T [ ik Xy e (4.37)

Am R
A despeito do termo —2m/4nh? a amplitude de 1* ordem é justamente a
transformada de Fourier tridimensional do potencial V' com respeito a q =
k — k’. Para um potencial esfericamente simétrico, f()(k,k’) é uma funcio
de |k — k'| dada por (lembre-se que k| = |[k'| pela conservagao da energia):

6
k-k|=¢= 2ksen§ (4.38)

Desenvolvendo a integracao angular explicitamente, é ficil obter que:

9 = —i—?é /000 rV (r)sen(qr)dr (4.39)
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Imagine que o potencial ao qual é submetido o feixe eletronico ¢é exata-
mente o potencial de Yukawa:

‘/'06*057'

V(T) ar

(4.40)

onde V, é independente de r, portanto, sendo uma constante e 1/a cor-
responde, em certo sentido, ao alcance do potencial. « estaria, portanto,
de alguma forma relacionado a blindagem do nicleo atomico pela nuvem
eletronica do atomo. Para um tal potencial, é facil mostrar que:

2mV, 1
FO@B) = — < ;’;2 ) o (4.41)

Usando ¢? = 4k?sen?? = 2k*(1 — cosf), surge que, na 1% aproximagdo de
Born, a secao de choque de espalhamento por um potencial de Yukawa é
dada por

do omV,\” 1
— = 2 4.42
dQ ( ali? ) [2k2(1 — cosf) + a?]? (442)

Quando @ —» 0, o potencial de Yukawa é reduzido ao potencial coulombiano;
é razodvel identificar a razao V,/a como sendo Ze?/4me,. Segue:

do 2mZe? 2 1
do _ : — (4.43)
dQ2 dme [2k2(1 — cost) + o?]
ou seja,
9\ 2
do _ <2mZ€2> 1 ; (4.44)
A \4me,kl” ) [2(1 — cosh) + (&)2

A constante % desparece na expressao acima se hik é identificado como |pl;
logo, reescrevendo-a:

2 2
do _ Ze ! (4.45)
d<) de,|p|?/2m ) [2(1 — cosf) + o?]?

onde
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. !
Desde que |p|?/2m = E, vem que:
d Ze? \° 1
9 _ (-2 . (4.46)
dQ dme, B ) [4sen?S + o?)?

E sabido que o potencial de Yukawa é reduzido ao potencial de Coulomb
quando o parametro &« — 0. Neste caso, tomando o processo de limite em
(4.46), quando @ — 0, teremos que:

do Ze? \* 1 zZe2 \* 1
— = 4.47
dS2 (47T60E) 165en4g ( 167T60E> sen4g ( )

que é precisamente a se¢cao de choque de Rutherford obtida classicamente no
Capitulo 1. Vamos agora discutir com respeito a validade da aproximagao
de Born de 1¢ ordem. Fica claro, da derivacao, que se uma tal aproximacao
é aplicavel, (x|y)(t)) ndo seria tao diferente de (x|¢) dentro da faixa ou do
alcance do potencial, ou seja, dentro daquela regiao onde o potencial V' é
apreciavel. Do contrario, ndo é legitimo substituir |/(*)) por |¢). Em ou-
tras palavras, a distor¢ao da onda incidente deve ser pequena. Voltando a
expressdo exata (4.17), notamos que a condicio de (x|¢(*)) ndo ser tdo difer-
ente de (x|¢) ao centro do potencial de espalhamento x ~ 0 é equivalente
a:

9 1 ikr! ] ,
‘ m / BV (x)e KX | << 1 (4.48)

?E 7!

Vamos considerar entdo o caso especial do potencial de Yukawa em (4.40)
e 0 que isso implicaria. A baixas energias, isto é, para k pequeno (k << «)
é legitimo substituir o termo e**" por 1. Logo, devemos ter:

2m 1 1 eiarl ] '
‘ /d3$1_‘/;) e'LkT COSsé << 1

K2 Ar r " or!

ou seja,
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om 1 Ve o
‘ m /d%c’L << 1

h? Arx ar'?

Nao é dificil, apés algum célculo, obter que:

2m |V,

W2 o2
Este requerimento pode ser comparado com a condicdo de que o potencial
de Yukawa desenvolva um estado ligado, que pode ser mostrada ser

<1 (4.49)

>> 2.7 (4.50)

com V, negativo. Em outras palavras, se o potencial é forte o suficiente para
desenvolver um estado ligado, a aproximacgao de Born provavelmente dara um
resultado longe de ser o correto. No limite oposto de k grande, a condigao
para que o segundo termo em (4.17) seja pequeno pode ser mostrada implicar

2m Vol [k
— — 1 4.51
2 akln(a) << (4.51)

Quando k torna-se cada vez maior, esta desigualdade é mais facilmente sa-
tisfeita. Em geral, a aproximacao de Born tende a ser melhor no limite de
altas energias.

4.4 Formulacao dependente do tempo do es-
palhamento

Na formulagao dependente do tempo, imaginamos o processo de espalha-
mento como uma mudanca no ket de estado de uma particula livre para um
ket de estado influenciado pela presenca do potencial V. A equacado bésica
de movimento é

(ing; = Ho) :0) = VI (4.52

onde |¢;t) é o ket de Schroedinger dependente do tempo na presenga de V.
A condicao de fronteira é que num passado remoto, ou seja, para t — —o0,
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a particula era livre. Este requerimento é automaticamente realizado se
ligamos o potencial adiabaticamente, isto é, muito vagarosamente; observe:

V — lim Ve™ (4.53)
n—0
A equacao diferencial parcial com um termo inomogéneo é resolvida introduzindo-
se uma fun¢ao de Green (veja equacao (4.15)); a equagao de Schroedinger
de operadores (4.52) é resolvida introduzindo-se a func¢do de Green G (t,t')
satisfazendo

(ih% - Ho> Gyt b)) =0(t—t) (4.54)

O requerimento de causalidade que se impoe sobre GG, é que a interagao de
uma particula em um instante de tempo t' tem efeito apenas para t > t'.
Consequentemente impomos a condicao de fronteira retardada

G, (t,t") =0parat <t (4.55)
Para t >t
. 8 ! !
’LhaG_F (t,t ) = HOG_|_ (t, t ) (456)
Integrando, obtemos:
G.(t,1) = emiHolt=t)/T (4.57)

Para ¢t > ¢/, uma constante vezes e tHo(t—t))/ h claramente satisfaz a equacao

diferencial (4.54) porque a fungdo delta ao lado direito é inoperativa. Para
t < t', obviamente, devemos ter a condi¢ao desejada (4.55), ou seja, de
que G4 (t,t') é identicamente nula. Logo, G, (t,t') deve ser modificada para
atender uma tal condicao. Admitimos entao que

Go(t.t) = f(t,1)e Ha-0)/M (4.58)

Inserindo (4.58) na equacdo diferencial (4.54) e resolvendo para f(¢,t') ,
encontramos, finalmente, que a solugdo para (4.54) com a condigao (4.55)
escreve-se:
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G.(t,1) = —%@(t — ¢!)eiHolt=t)/T (4.59)

A solucgao para o problema completo pode agora ser escrita como segue:

W50 = g5ty + [ G (V) (4.60)
onde
('ha H>| 1) =0 (4.61)
1 a - 0 ¢> - -

De fato |¢;t) é o ket de Schroedinger dependente do tempo na auséncia de
V. O limite superior de integragdo em (4.60) pode muito bem ser ¢ porque
G, se anula para t' > t:

t
1) = |it) + / Gy (1, 1)V Iy t)d (4.62)

Quando t — —oo0, [1){T); ) coincide com |¢;t) justamente como requerido.
Para ver que (4.62) satisfaz a equacio de Schroedinger dependente do tempo
(4.52) nés meramente aplicamos o operador (ih2 — H,) a |[¢)(*);¢). Segue:

t
(m% — Ho) ) t) = (ih% — H) / G4t )V | t"Ydt' (4.63)

Mas, (ih% — H,) agindo sobre G, d4 justamente §(t —t'), conforme equagdo
(4.54). Logo,

t
(m% — Ho) ) t) = / St — YVt (4.64)
Isso da:
L0
(ma - Ho) s t) = Vip:e) (4.65)
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em concordancia com (4.52).
Até aqui ndo exigimos que |1/(7);¢) seja um autoket de energia. Se ele o
é, podemos separar a dependéncia temporal como usual:

;1) = |ye T e, sty = [yp)e P (4.66)

Aqui ha a hipétese implicita que E nao muda se V' é ligado adiabaticamente
de acordo com (4.53). Equacoes (4.59) e (4.60) avaliadas a ¢ = 0 produzem

.0
) = 10) g [ e ety o, (4.67)
A integral pode parecer oscilar indefinidamente. Contudo, recordamos que V
é realmente entendido como Ve™. Como um resultado, a integral temporal
é direta:

i 0
|¢(+)> — |¢> — 2 lim dt/ez'(HofEfz'nh)t'/hV|w(+)>
h t"——00 !
1 . i _ 7]
=g —E—m [1 - dim el Pl | ) (4.68)

Mas, quando t’ — —o0, esta é justamente a equagao de Lippmann-Schwinger
(4.6).

Deve-se tomar cuidado com respeito ao fato de como a prescricao 7e
aparece nos dois formalismos. Mais cedo, usando o formalismo independente
do tempo dizemos que a escolha do sinal positivo do termo ze corresponde ao
estabelecimento que o espalhador afeta apenas produzindo ondas esféricas.
Na formulagao dependente do tempo apresentada aqui, a presenca de ie,
(e = nh), em (55) surge do requerimento que a particula era livre no passado
remoto.

4.5 Conexao com a Teoria de Perturbacao
Dependente do Tempo

O espalhamento pode ser discutido usando a formulacao dependente do
tempo, que é baseada na equacdao de Schroedinger dependente do tempo
(4.52). Em particular serfamos capazes de aplicar os métodos da teoria de
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perturbacao dependente do tempo ao problema de espalhamento, provido, é
claro, que o potencial seja considerado fraco.

No passado remoto, o estado ket é representado por um autoket de mo-
mento k). Quando a interacdo é vagarosamente ligada, como em (4.53), au-
tokets de momento outros que néo |k), como |k'}, por exemplo, sio “preenchi-
dos”. A probabilidade de transicao é, para a primeira ordem, avaliada da
seguinte forma:

et
WU o)l = —5 [ W Vi) e (4.69)

onde V;(t') = eiflot /Ty g=itot [ignt” o Ey = I°k?/2m.
A probabilidade de transigio de achar [k') em um instante de tempo ¢ é

2 (K Vi) k) e’

KUV (¢, —c0)|k)| = 2 {(Ek - Ek’)Q e 772] (4.70)

Quando n — 0 (¢ finito) a taxa de transigio é justamente

2
L u® ¢, —o0) )| =

=
dt h

K |Vi(t) k)% 6 (Ek . Ek,) (4.71)

Note que o lado direito de (4.71) independe de ¢. Naturalmente:

(kK) = 63(k — X) (4.72)

A relacao de completeza é escrita como

1= / d*k k) (k| (4.73)

No entanto, é mais 1util usar a normalizacao de caixa:

(k|K) = by (4.74)

onde os valores permitidos para k sao dados por
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2 T,Y,2
ka:,y,Z: Wz,y, (475)

A funcao de onda é dada por

1l ik
(xk) = 5 5¢ X (4.76)

a0 invés de [1/(27)3/2]e’®X. A relacio de completeza torna-se

1= [k)(K| (4.77)
k

Mas, para uma caixa muito grande, poderiamos muito bem tratar as varidveis
kg,y,. como continuas, logo

1= (%)3/d3k|k>(k| (4.78)

Voltando ao espalhamento, encaramo-lo como uma taxa de transicao w
de |k) para um grupo de estados |k') subentendendo o elemento de angulo
solido df). Temos w, para espalhamento elastico, dado por

L\’ k
2n ) Upe (4.79)

=2t (5) 5

Naturalmente o termo acima deve corresponder a:

Fluxo incidente X 3—;d§2 (4.80)

O fluxo incidente é obtido de

i= m(yrvy),
m

Entao
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—ikx _—ikx
. R e’ e’ hk
iI=a Im( e Y I )‘ = mL? (481)

Alternativamente, fluxo incidente = velocidade / volume = hk/mL3.
Colocando tudo junto obtemos

2

do mL32r [ L\>km| 1 3 ) !
— - __ = Z(k—k )X
aQ~ hk (%) 12 LS/de(x)e

1 2m

4_? d3£17V (X) ei(k—k,)-X
0

2

(4.82)

que é precisamente o resultado da aproximacao de Born de 1¢ ordem.

4.6 Espalhamento Inelastico Elétron - Atomo

Vamos considerar as interacoes que podem ocorrer entre feixes de elétrons
com atomos supondo que os dtomos estao em seus estados ligados. O elétron
incidente pode ser espalhado elasticamente com atomos nao excitados:

e~ + dtomo no estado fundamental —

e~ + atomo no estado fundamental (4.83)

Este é um exemplo de espalhamento elastico. Para o caso em que o atomo
pode ser considerado como infinitamente pesado a energia cinética do elétron
nao muda. E também possivel que o espécime seja excitado, na interagao:

e~ + dtomo no estado fundamental —

e~ + 4tomo no estado excitado (4.84)

Neste caso nés falamos de espalhamento ineldstico porque a energia cinética
do elétron, ao final do processo, ¢ menor do que antes do processo, a diferenca
sendo usada para excitar o atomo-alvo.

O ket inicial do sistema elétron + atomo é escrito como

Ik, 0) (4.85)
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onde k refere-se ao vetor de onda do elétron incidente e 0 é o estado fun-
damental do dtomo. Estritamente falando (4.85) seria entendido como o
produto direto do ket do elétron incidente |k) e o ket atoémico do estado
fundamental |0). A funcdo de onda correspondente é

1 x
me’ o (X1, Xg, ooy X)) (4.86)
onde nés usamos a normalizacao de caixa para a onda plana.

Nos poderiamos estar interessados em um elétron com estado final com
um vetor de onda definido k’. O ket de estado final e a funcao de onda

correspondente sao

1

k,n) e melk Xihn (X1, Xg, oy X5 (4.87)

onde n = 0 para espalhamento elastico e n # 0 para espalhamento inelastico.

Supondo que a teoria de perturbagao dependente do tempo é aplicavel,
eSCrevemos:

do 1 27 o [ L\® (k'm
— (0 __ - =7 k’. Vik:0 - v ite
20— ) = s i) (£) (E5e)
_ (¥ L6-32”%<kﬂnuqkw»2 (4.88)
- \k dm B2V ’ '
Definida a se¢ao de choque, resta-nos definir V:
1 Ze? 1 e?
=— — _— 4.89
v dTe, T + Z ( )

dre, |x — x|

Seja avaliar agora o elemento matricial (k'; n|V [k;0):

1 .
(K';n|Vk; 0) = ﬁ/d%ezq'x <n

)

1 ) z 1 Ze? 1 e?
_ 1 [ ppeiax /d3 b ) [
13 re 1:[ it (%1, %2, 0, X2) Ame, T + Z Ae, |x — x|

i

1 Ze? 1 e?
i N + -
dme, T Z Ae, |x — x|

%
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X1y (X1,X2, -y Xy) (4.90)

comq=k-k.

Notando que —[1/(4me,)]Ze?/r, onde r = |x|, é um potencial entre o
elétron incidente e o nicleo e que é independente das coordenadas dos elétrons
atomicos, o mesmo pode ser tomado fora da integracao

f[ / d3$i

m (4.90); nds simplesmente obtemos

(n)|0)dy.0 (4.91)

para o remanescente. Em outras palavras, este termo contribui apenas para
o caso de espalhamento elastico onde o atomo alvo permanesce excitado. No
caso eldstico devemos ainda integrar e’dX /r com respeito a x, o que equivale
a tomar a transformada de Fourier do potencial de Coulomb.

Ja para o segundo termo em (4.90), nés podemos avaliar a transformada
de Fourier de 1/|x — x;|. N6s podemos realizar isto mudando as varidveis
coordenadas x — X + X;:

zq (X+X;) 47T

Z/d?’ X_XZ| Z/d = 'aX: (4.92)

%

Note que isto é justamente a transformada de Fourier do potencial coulom-
biano multiplicado pela transformada de Fourier da densidade eletronica de-
vido aos elétrons atomicos situados em x; (a despeito, é claro, da constante
multiplicativa [1/(47¢,)]):

patomo Z (53 (x — x;) (4.93)

Comumente definimos o fator de forma F, (q) para excitagao de |0) a |n)

como segue
< > (w90

Z 1q-X;
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que é feito de contribuicoes coerentes dos varios elétrons. Note que quando

qg—0

1

—(n

Z
para n = 0; consequentemente, o fator de forma aproxima-se da unidade
no caso de espalhamento eldstico. Para n # 0 (espalhamento ineldstico),

F,.(q) — 0 quando ¢ — 0, por ortogonalidade entre (n| e |0). Nés podemos
entao escrever o elemento matricial como

/ dBre'dX <n

Nos finalmente estamos em condigoes de escrever a secao de choque para
espalhamento ineldstico (ou eldstico) de elétrons por dtomos:

Z 6iq-x¢

%

o> —1 (4.95)

i

1 Z€2 1 62 Z€2
- . T = ——[-0no+ Fy
[ Ame, T +Z47r60 |X—Xz'|”> eoqg[ o+ Fu(a)]
(4.96)

do K\ |1 2m, Ze? 2
a0 (0 —n)= (Z) 1 1 o [—6n0 + Fr(q)]
m? (Ze*)? ! )
- ?W (E) |_5n,o + Fn(Q)l (497)

Para espalhamento ineldstico o termo 4, , nao contribui. Dado o raio de
Bohr a, = /?/e*m,, escreve-se (4.97) como

do Za,\> (K 1 9
70 (0 —n) = (%60) (E) (qa0) [ Fn(q)| (4.98)

Nos estamos interessados na perda de energia de uma particula carrega-
da por unidade de comprimento percorrido por ela. A taxa de colisao por
unidade de comprimento é No, onde N é o niimero de atomos por unidade
de volume. A cada processo de colisdo, a energia da particula cai de maneira
que a perda é E, — E,. Logo, dE/dx é escrito como

‘;—f = N; (E, — E,) / j—g (0 — n)dg (4.99)
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E possivel mostrar que, integrando-se a expressao acima sobre a varidvel
q, obtem-se:

(4.100)

dE NZe* <2m802)
J

_ = n
dex  4meim v?

onde J é um parametro semi-empirico relacionado a energia de excitacao
média (F,, — E,).

A equagdo (4.100) pode ser escrita na formal”!

= - 4.101
dx 785AE J A (4.101)

onde F é a energia instantanea do elétron (em eV'), x é o comprimento do
caminho ao longo da trajetéria (em A), p é a densidade (em g/cm?), Z é o
nimero atomico, A é o peso atomico do material, e J é o potencial médio de
ioniza¢ao do material (em eV'). A equagao de perda de energia, nas formas
(4.100) ou (4.101), é conhecida como o poder parador de Bethe. O valor
de J pode ser encontrado de valores tabelados (exemplo, ICRU, 1984) ou
aproximado de um ajuste analitico (devido a Berger e Selzer):

dE pZ (1.166E> eV
In

98.5
70.19

J = [9.7GZ+ ] (eV),Z>13

(4.102)

J=115(eV), Z < 12

O potencial médio de ionizacao representa a perda de energia média efetiva
por interacao entre o elétron incidente e o sélido. Este simples parametro
incorpora em seu valor todos os mecanismos possiveis para perda de energia
que o elétron pode encontrar, entao permitindo a equagao de Bethe prover
uma forma compacta e conveniente de contabilizar uma grande variedade de
perdas de energia que sdo experimentadas pelo elétron.

Para ' >> J, isto é, para energias eletronicas em excesso de uns poucos
keV, a expressio de Bethe (4.101) é bem comportada, predizendo um poder
parador que varia monotonicamente com uma declividade limite de cerca de
E-%8  Mas, quando E cai para F ~ J, o valor do poder parador torna-
se dominado pelo termo logaritimico. Consequentemente, o poder parador
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atinge um maximo que ocorre quando E = 2.5/ e entao cai rapidamente para
zero quando E = J/1.166. Para valores ainda mais baixos de F, a equagao
entdo prediz um poder parador negativo, que é claramente nao fisico. A
relagdo de Bethe, como é dada na expressdo (4.101), ndo é de uso prético
para casos onde a energia do elétron é menor que cerca de 5.J, que, para
a maioria dos materiais de interesse, esta na faixa de 1 a 3 KeV. Algumas
solugoes propostas para esta dificuldade sao discutidas com certa extensao
por D. C. Joy e S. Luo.”’. No entanto, apresentamos aqui a expressio de
Bethe modificada para incorporar a dependéncia de energia pelo potencial
de ionizagao:

dE pZ  (1.166(E +tJ)\ eV
PRy VoL ( J ) A
dE pZ  (1.166E)\ eV
S °r 4.103
dz 785AEln< ' ) A (4.103)
onde
J
J=_7 (4.104)
1+ 4

A quantidade J na expressdo (4.103), que representa de algum modo o
somatorio das interacoes elétron do feixe - elétrons atomicos é melhor consi-
derada um termo dependente da energia do que constante. A tabela seguinte
dd valores da constante ¢ que melhor se ajustam a expressao (4.103) aos
dados experimentais para 7 elementos:

Valores de t para 7 elementos
Elemento t

C 0.77

Al 0.815

Si 0.822

Cu 0.83

Ni 0.83

Ag 0.852

Au 0.851

Existem, atualmente, uma série de expressoes usadas para descrever a
interacdo elétron-amostra no espalhamento. Browning et. al.lll usaram a
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aproximacao de Bethe, mas com a extensao de Rao-Sahib-Wittry em seus
trabalhos simulacionais. Czyzewski et. al. [, por sua vez, usaram a ex-
pressdo (4.103) em seu trabalho sobre retroespalhamento eletronico pelos
materiais Au, Cu, Al, Ag, e C. J4 Kotera et. al. [4 propuseram a seguinte
expressao de perda de energia, derivada da Teoria de Lindhard para um feixe
ionico:

_@ _ )\SW22/8 142 2/264/anE1_2/s | (4.105)
dx 1-1/s
onde n é a densidade atémica do material-alvo, a = 0.8853ayZ /3, ay é o
raio de Bohr, e é a carga eletronica, £ é a energia do elétron e s e A\ sao
parametros determinados por ajuste de dados experimentais.

Stary et. al.l’l. por outro lado, propés o uso da teoria eletrodinamica para
calcular o livre caminho médio ineléstico (a partir da determinagio da parte
complexa da constante dielétrica €) e o cdlculo de segoes de choque diferen-
ciais ineldsticas do;,(W)/dW (W é a perda de energia), que tém aproxima-
damente uma dependéncia hiperbdlica. O valor definido da perda de energia
minima W,,,;, seria conectado com o livre caminho médio ineldstico Ay, pela
relagdo A\, = W,,,/Sp, onde Sg é o poder parador de Bethe e W,,, é a perda
de energia média:

E
W, = W (W)W = Winln (WE > (4.106)
Wmin min
onde f(W) é uma funcio distribuicio normalizada. Jablonski et. all”]
seguem um caminho um tanto inverso: eles procuram determinar o livre
caminho médio ineldstico pressupondo que ha uma relacao teérica valida en-
tre o livre caminho médio inelastico e a probabilidade de retroespalhamento
elastico. O trabalho de Kwei et. al.®! também faz uso do livre caminho
médio ineldstico, para excitagoes de superficie e volume, de modo a determi-
nar distribuigoes de elétrons elasticamente retroespalhados de cobre e prata.
No entanto, diferentemente de autores ja mencionados, eles enfatizam que o
livre caminho médio inelastico depende se o elétron desloca do vacuo para o
solido ou do sélido para o vacuo, tendo estabelecido duas expressoes difer-
entes para estes casos.

Nos fizemos uso da secao de choque diferencial e total de Rutherford
blindada (4.46) bem como da expressao de perda de energia continua de
Bethe (4.103) no estudo do espalhamento eletronico através de trés materiais,
a saber o Aluminio, o Cobre e 0 Ouro. A metodologia e os resultados obtidos
sao discutidos no préximo capitulo.
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4.7 Meétodo de Ondas Parciais

Vamos supor que o potencial de interagao elétron-atomo é esfericamente
simétrico e assim invariante sob rotacées em 3 dimensoes. Considere agora o
operador de transicao T definido como

VIpth) = T|¢) (4.107)

Multiplicando a equagao de Lippmann-Schwinger (4.6) por V', nés obtemos

1

T[¢) =Vie) + Vm

T|¢) (4.108)
A equagao (4.108) vale supostamente para qualquer estado de onda plana
|¢); ademais, sabemos que estes autokets de momento formam um conjunto
completo. Consequentemente, devemos ter satisfeita a seguinte equagao de
operadores:

1
T= —T 4.1

A amplitude de espalhamento (4.32) pode agora ser escrita como:

L2 ) | T k) (4.110)

f(kl,k) = _E B

onde usamos a equagado (4.107) com os |¢) “atuando” como autokets de
momento.

Um tal operador T, como dado pela expressdo (4.107), comuta com o
operador momento angular L e também com L?, dadas as propriedades do
potencial de interacao V. Em outras palavras, T é um escalar. E util, entao,
usar a base de ondas esféricas porque:

(E’,l',m'|T|E,l,m> = E(E)él,l’dm,m’ (4111)

Em outras palavras, T é diagonal em [ e m; ademais, o elemento diagonal
nao nulo depende de F e [, mas nao de m.
Vamos agora obter a amplitude de espalhamento:

£ K) = == 2™ (23 k)
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12
_ 47”_:;”2# ZTl WK B, 1, m){(E, 1, m|k) (4.112)

Usando (k|E,l,m) = \/i—é (h - E) Y;™(k) obtemos que:

4m m 1\ vme (1
Fet) = =T SOTE) v )y ) (1.113)
I,m ~ 2m

Para obter a dependéncia angular da amplitude de espalhamento vamos
escolher o sistema de coordenadas tal que k esteja na diregao de z positivo.
Noés temos:

2l+1

onde usamos P,(1) = 1. Consequentemente, apenas os termos com m = 0
contribuem. Tomando € como sendo o angulo entre k’ e k nés podemos

escrever
204+ 1
=14/ + Py(cosh)

Define-se a amplitude de ondas parciais f;(k) =

7TTz( ) Logo,

fkX) = = (20 + 1) fi(k) Pi(cost) (4.114)
=0

onde f(f) ainda depende de k, ou a energia incidente.

Nos agora examinamos as consequéncias da conservacao de probabilidade.
Em uma formulacao independente do tempo, a densidade de fluxo de corrente
j deve satisfazer

ol
ot

V-j=-— =0 (4.115)

Seja agora considerar uma superficie esférica de raio muito grande. Pelo
Teorema de Gauss, devemos ter
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/j .dS=0 (4.116)

sobre esta superficie. As expressoes (4.115) e (4.116) querem dizer que nao
ha fonte ou sorvedouro de particulas. O fluxo resultante deve ser igual ao
incidente. Ademais, por causa da conservacdo do momento angular, isto
deve valer para cada onda parcial separadamente. Em outras palavras, o
coeficiente de e™*" /r deve ser igual ao de e~*7/r em magnitude. Definindo
S;(k) como

Sy(k) = 1 + 2ik fi(k) (4.117)

entao

1S =1 (4.118)

isto é, 0 maximo que acontece é uma mudanca de fase da onda espalhada.
A equagdo (4.118) é conhecida como relacdo unitaria para a l-ésima onda
parcial. Nés entao vemos que a unica mudanca na fun¢ao de onda a grandes
distancias como um resultado do espalhamento é a mudanca na fase da on-
da espalhada. Chamando esta mudanca de 20; (o fator 2 é convencional),
eSCrevemos:

S, = e (4.119)

com ¢; real. E entendido que ¢; é uma funcdo de k£ mesmo embora nao
explicitamente tenhamos escrito §; como ¢&;(k). Retornando a f;, escrevemos

S;—1
fr= =
ou
622'61 -1
S —— 4.120
= (4.120)

Para a amplitude de espalhamento
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© 621'61 -1
FO) =) (21 +1) ( o ) P,(cosh) (4.121)

=0

ou

fo) = i(Ql + 1)etsend; P;(cosh) (4.122)

=0

> =

As expressoes (4.121) ou (4.122) satisfazem dois principios fundamentais:
invariancia rotacional e conservacao de probabilidade.
A se¢do de choque diferencial do/dS) pode ser obtida tomando o médulo
quadrado de (4.121) ou (4.122). Para obter a segao de choque total temos:
2 Am 2
S / FO)Pd2 = T3 321+ )sen’s (4.123)

l

Como uma fungao da energia, §; muda. Consequentemente, f;(k) também
muda. A relagdo unitdria (4.118) é uma restri¢do sobre a maneira com que
fi pode variar.

4.8 Equacao de Onda relativistica

A energia total do elétron é a soma da energia cinética E = p?/2m e a
energia potencial V. A conservagao da energia pode entdo ser escrita:

»?
H=—+YV 4.124
2m + ( )

E bem sabido que a equacao de Schroedinger da Mecanica Quantica para
um elétron livre (V' = 0) é obtida substituindo o hamiltoniano H e o momento
p pelos operadores

L0 .
H= zha , p=—1hV (4.125)

e aplicando estes operadores a uma fungio de onda ¥(r,t):
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R _, ov
Al vl ] = 4.126
5 VU + 4 hat ( )

Se procuramos uma solugao separada da forma ¥(r,t) = w(r)e_i(E_V)t/h
obtemos a equagao de Schroedinger independente do tempo para (r):

v2w+ P (E V) = (4.127)

Substituindo a massa relativistica m = m,(1 + E/E,) para m (m, é a
massa de repouso do elétron e E, = m,c? = 511KeV ¢é a energia de repouso)
a equacao (4.124) pode também ser usada para altas energias. Uma férmula
relativiscamente exata deve, contudo, ser covariante sob uma transformacao
de Lorentz. Ao invés de (4.124) usamos a férmula relativistica de conservacao
de energia

(H=V)=(p—eA)’?+ E? (4.128)

onde p — eA denota o momento canonico com A sendo o potencial veto-
rial magnético e E, = m,c®> = 511KeV é a energia de repouso do elétron,
conforme ja mencionado.

Quando os operadores (4.125) para p e H sao substituidos em (4.128), a
equacao de Klein-Gordon é obtida. Dirac teve a idéia de colocar esta equagao
em um produto de 2 fatores lineares:

H - V—CZOzZ — BE,

H — V—i—cZai(pi - GAZ) +ﬂEo w
Z (4.129)

onde ¢ = 1, 2, 3 significam as componentes x, y e z de p e A, respectivamente.
Pode-se verificar facilmente que, multiplicando estes fatores lineares, a; e 3
devem ter as condicoes de anti-comutacao:

aiaj+ajai:0,aiﬂ+5ai=0,ea ﬂ2:1

que sao satisfeitas pelas quatro matrizes 4 x 4 (algebra de Clifford):
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0001] [000—1‘1
o= |00 L0 0 0 7 0
“fo1o00l ™ |0 =0 0

1000 i 0 0 0

0 0 1 0 10 0 0
b |00 0 -1 ﬂ:0100
3 1 0 0 0]° 00 -1 0

0 -1 0 0 00 0 -1

Secoes de choque exatas podem ser obtidas substituindo-se um potencial
de interacao na equacao de Pauli-Dirac

=0 (4.130)

H-V-cY oilpi— eA;) — BE,

O problema do espalhamento tem que ser resolvido separadamente para
as duas direcoes de spin. Assumindo uma dire¢ao de spin +z, a solucao
assintotica quando r — oo torna-se

2mikz
1 = [ek + hi(0. ¢)67]

(4.131)

2mikz
Yo =¥, [0+gl(e,¢)e - }

A amplitude de spin g; (6, ¢) é considerada pelo fato de que a segunda
direcao de spin pode também ocorrer apdés o processo de espalhamento e,
consequentemente, a amplitude de espalhamento pode também depender do
angulo de espalhamento azimutal ¢. Uma solucao exata pode ser expressa
como uma série infinita de polinomios de Legendre:

£10,0) = 5 7 [0+ D) + (27 = 1)] Preos(0) = £(6)
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(4.132)

91(0, ¢) — o Z [—62“" _ 62”7_1_1} Pllcos(ﬁ)ew’ _ g(e)ew

Para a direcao de spin —z, a série torna-se

f2(0) = f1(8) = f(6) s, 2(0,8) = —g1 (0, 9)e ** = —g(B)e ™ (4.133)

Se o feixe incidente consiste de uma superposicao de ambas as diregoes
de spin:

a secao de choque diferencial torna-se

—AB*e™ 4+ A*Be
A2 + | B|?

do (6, ¢)
d)

= [fI*+ g + (fg* — f*9) (4.134)

Nés assumimos um feixe eletronico nao-polarizado; logo, (4.134) reduz a
secao de choque Mott:

dO'M 2 2
- = 4.135
= |fP+ g (4135)
que independe de ¢.
Quando plotamos a secdo de choque Mott contra o angulo de espalha-
mento #, a razao

 dow/dQ)

— 4.1
"7 dog/d (4.136)

pode ser usada, onde dog/dS2 é a secao de choque de Rutherford nao-blindada.
A fig. 4.2 mostra esta razao para energias eletronicas de 1 a 100 KeV. Em
todos os graficos, r decresce para zero em 6 pequeno por causa do efeito de
blindagem, que resulta em um valor finito de doy/dQ2 a # = 0, enquanto
que a se¢ao de choque de Rutherford no denominador de (4.136) mostra uma
singularidade a # = 0 devido ao termo sen*(#/2) no denominador de (1.17).

71



2.0 C E (keV)

E (keV)

r

Figura 4.2: Razao r x 6 para alguns niimeros atomicos. Fonte: Reimer, L.,
Scanning electron microscopy: physics of image formation and microanalysis.
Berlin; New York: Springer-Verlag, 1985.
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Os resultados da fig. 4.2. mostram que podem haver fortes desvios
da secao de choque de Rutherford, especialmente para grandes numeros
atomicos, e isto afeta o retroespalhamento eletronico e a difusao.

Sakurai'® apresenta um tratamento perturbativo para o espalhamento
Mott, tendo obtido:

do et 72 1 (

6
_ 22
dQ ~ 4(4re,)?m2v sen’ 1= Fsen _> (4.137)

2

onde f = v/e. Um tal tratamento perturbativo é esperado ser valido a
energias suficientemente altas com valores relativamente baixos de Z, ou
mais quantitativamente, para Z/(13743) << 1.

D. C. Joy™, por outro lado, apresenta a seguinte secio de choque de
Mott perturbativa, mas para um potencial de Yukawa:

do etZ? 1
dQ  4(4me,)2m2vt [sen?? + a?

0 0 0
1-— ﬂQSen2§ + Ty (sen§ — sen2—>]

2

onde v = Z/137. No capitulo 5, implementaremos uma tal se¢do de choque,
porém desprezando o terceiro termo, entre chaves. Nos faremos isso em vir-
tude do custo de processamento agregado a utilizacao do método de rejeicao.

H&a uma série de modelos simulacionais empregados no estudo de espa-
lhamento eletrénico e parametros correlatos. Browning et. al. 1?2 fizeram
um ajuste de dados primeiro levantados por Reimer e Lodding para segoes
de choque elasticas totais para diversos elementos, tendo obtido a seguinte
aproximacao:

(2% 40.0322?) 1 )

=4.7x 1078 4.138
7 A0 00t 2 m g < T 000705 o (4138)

onde

u = log,,8EZ ™%

Browning et. al. também propuseram como se¢ao de choque diferencial

do 7Z? 1 ala+1)
—— =521 x 10721 =
g - 2 x 72 |1 _cosd —a | 42B11

(4.139)
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com

0.67
a=55x10"*

(4.140)

Segundo os autores, a secao de choque diferencial (4.139) compreenden-
do a distribui¢ao de Rutherford blindada modificada mais uma distribui¢ao
isotropica pode ser implementada muito simplesmente em um programa
Monte Carlo basico. A escolha de qual parte da distribuicao deve ser usada
em um evento de espalhamento pode ser feita na base de um niimero aleatorio
adicional pesando as dreas relativas das distribuiges dadas por (4.139). Se a
area correspondendo a distribuicao de Rutherford blindada for maior, entao

0 = cos ' (1 - %) (4.141)

onde X ¢é uma varidvel aleatéria uniformemente distribuida no intervalo
unitdrio. Do contrdrio, escolhe-se = cos™'(1 — 2X). H4, no entanto, um
problema na expressao (4.139). A primeira parte da expressao apresenta uma
singularidade a § = cos™ (1 — ) e Browning et. al. ndo deixam claro como
avaliar e depois pesar a drea intrinseca a esta parte da distribui¢do (dado um
valor de ), relativamente a outra parte da distribuigao.

Czyzewski et. al. [l usam a secdo de choque Mott (4.135) e os potenci-
ais de Thomas-Fermi-Dirac (TFD) e o de Hartree-Fock(-Slater) (HFS) para
Z < 55. Para Z > 55, o potencial de Hartree-Fock relativistico é simul-
taneamente empregado com um simples modelo muffin-tin. Czyzewski et.
al. mostram que o uso de diferentes modelos de potenciais produz secoes
de choque diferenciais ligeiramente diferentes principalmente para certos in-
tervalos angulares e sobretudo para energias mais baixas. Os coeficientes de
retroespalhamento também seriam afetados com o uso de diferentes modelos
de potencial. No entanto, essa tendéncia é enfraquecida para Z mais alto,
de maneira que o coeficiente de retroespalhamento obtido para um ntimero
atomico mais alto, a partir de diferentes modelos de potencial torna-se mais
préximo.

Kotera et. al. [, por sua vez, também fazem uso da secdao de choque
Mott (4.135) e do potencial

VA 2
V(r) = =25 [0.19¢7%7 4 056077 4 0.25¢16]
T
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para o Au. Na expressido acima, z = 1.13Z'/3r/ay, onde ay é o raio de
Bohr. Dentre outras coisas, Kotera et. al. plotam um gréfico ng X E (ng é o
coeficiente de retroespalhamento) e mostra que 7np cresce rapidamente com
a energia até £ = 1KeV e depois disso matém uma tendéncia muito leve de
crescimento.

Stary et. al. I°! fizeram uso dos potenciais TFD e HFWS (muffin-tin)
para comparar dados experimentais e simulacionais dos coeficientes de re-
troespalhamento para alguns materiais os quais sao Si, Cu, Au e Al. No
entanto, eles plotaram a razao dos coeficientes para 2 materiais que sofreram
medidas sob as mesmas condi¢oes experimentais, pois os resultados obtidos
seriam independentes de certos parametros experimentais, como corrente de
feixe incidente e eficiéncia do detetor eletronico. Com isso, houve ganho na
comparagao entre os resultados experimentais e os resultados obtidos por
simulacao de Monte Carlo. Para o sitema Au-Cu, a razao de intensidades
calculada por Monte Carlo foi comparada com os valores de dois conjun-
tos de dados experimentais. Para ambos os conjuntos a concordancia é no
minimo qualitativa e os valores medidos sao usualmente e sistematicamente
maiores que os simulados, principalmente, quando se usa o modelo de poten-
cial HFWS. Em outros casos, como nos sitemas Si-Cu e SiO,-Cu, na faixa
de energias de 0.2 KeV a 1.0 KeV, houve concordancia relativamente boa,
na faixa de 10 %, comparando valores experimentais e Monte Carlo.

Jablonski et. al. [6/ também fazem uso da expansdo em ondas parciais
relativistica e dos potenciais TFD e DHF de modo a investigar o uso de
diferentes potenciais (ou de diferentes segdes de choque) e o que o uso de um
ou outro influencia a determinacdo do livre caminho médio ineléstico. Eles
plotam a razao

(DCS™FP — DCSPHIY
DCSDPHF

contra o angulo de espalhamento e verificaram que esta razao é expressiva
para uma faixa muito curta de #, chegando mesmo a alcanar os 400 %. Desde
que eventos de retroespalhamento eldstico das superficies sao determinados
por eventos de espalhamento eldstico a grandes angulos, espera-se alguma
ndo muito forte dependéncia angular da probabilidade de retroespalhamento
com a DCS (se¢do de choque diferencial) empregada e que se o angulo en-
tre a direcao do feixe eletronico atacando a superficie do sélido e o eixo do
analisador corresponde a um minimo na DCS entao o valor de ng calculado
depende drasticamente da DCS, desde que desvios particularmente grandes
entre DCS’s calculadas para os dois potenciais mencionados ocorrem, geral-
mente, nas vizinhanas dos minimos.

NADCS = 100%
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Kwei et. al. 8 diferentemente de outras fontes fazem uso da expansao em
ondas parciais nao-relativistica (4.122). Em seu trabalho, o potencial HFWS
foi empregado.
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Capitulo 5

Resultados

5.1 Das simulacoes

Voltamos para simulacoes de Monte Carlo, s6 que através de trés materiais
diferentes, a saber: Cobre, Ouro, e Aluminio. Dois casos sao tratados para
cada amostra, um onde a energia inicial dos elétrons é de 2.0 keV e outro onde
a mesma é 5.0 keV. Em todos os casos, é adotada a se¢ao de choque diferencial
(4.46) e a equacao de perda de energia (4.103), ou seja, partimos para um
caso mais proximo da realidade, e, procuramos verificar se o que foi observado
para o Ouro, dada a secao de choque de Rutherford simples, perdura, mesmo
embora tenhamos restringido o espaco amostral para a varidvel angulo de
espalhamento eldstico © para o intervalo (5°, 180°], no primeiro caso.

E conveniente mencionar aqui o algoritimo, o qual é bastante similar
ao usado naquela oportunidade, a despeito da inclusao de algumas poucas
linhas, conforme pode-se constatar a seguir. Adotamos como energia de corte
o valor de 50 eV. Este valor é “padronizado” e tem suas razoes fisicas. Dentro
do espectro de energias de elétrons retroespalhados da amostra, abaixo dos
50 eV os elétrons secundarios dominam. E como estamos concentrando as
nossas atencgoes sobre os elétrons retroespalhados para a interpretagao de
alguns resultados, adotamos um tal procedimento.

5.1.1 Algoritimo 2

O algoritimo utilizado nesses estudos segue os seguintes passos:
- Calcule o livre caminho médio;
- Repita:
- Determine as coordenadas (!, y() e 2(1) para a penetracio inicial
do elétron;
- Repita:
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- Determine as deflexdes angulares §*~1) e ¢(»=1);

- Determine a n-ésima distancia percorrida, apdés a (n — 1) -
ésima colisao;

- Calcule a perda de energia sofrida pelo elétron, AFE, a partir
da expressao (4.103);

- Calcule a energia do elétron, E, antes da n-ésima colisao;

- Se E < 50 eV entao pare;

- Entéo encontre as coordenadas ™, y™ e 2™ do elétron con-
forme procedimento descrito na se¢ao (3.2);

- Se 2(™ < 0 (ou seja, se o elétron deixa a amostra) entdo pare;
- Se o niimero de trajetorias excede 1000000 entao pare.

5.2 Resultados

Na fig. 5.1 esbogcamos em um mesmo grafico as curvas para os valores
médios das componentes do vetores unitarios na direcao de movimento de
um feixe de elétrons espalhando através do ouro e do cobre. Temos ao todo
1000000 de elétrons em cada feixe. Verifica-se que para a mesma amostra, o
angulo médio com respeito a dire¢ao originial de movimento cai mais devagar
ou a uma taxa menor a uma energia de 5.0 keV que a uma energia de 2.0 keV.
Agora, para a mesma energia, verifica-se que o valor médio do cosseno do
angulo polar cai mais vagarosamente no Cu que no Au. Note que o niimero
atomico do Au é maior que o do Cu.

No gréfico da fig. 5.2, plotamos o logaritimo do valor médio da compo-
nente Z do vetor unitario na direcdo de movimento em funcao do nimero de
colisoes sofrido por um elétron do feixe (o que nada mais é que o valor médio
do cosseno do angulo entre a direcao instantanea de movimento do elétron
e a diregao inicial a qual é normal & superficie da amostra) para o mesmo
material e trés diferentes situacoes:

- Situacao realista: Espalhamento no espécime, perda de energia se-
gundo a equacao de Bethe;

- Situacao semi-realista: Espalhamento no espécime, energia constan-
te;

- Situagao nao-realista: Espalhamento no espago infinito, energia cons-
tante.

Note que as curvas para as duas primeiras situacoes se confundem até N =
10. A partir dai, hd um desvio muito pequeno de uma curva com respeito a
outra; no entanto, o comportamento exibido pelo sistema é o0 mesmo no que
diz respeito ao valor médio do angulo polar. Essa situacao vai de acordo com
o que foi dito no Capitulo 1. Em média, interagoes ineldsticas praticamente
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Figura 5.1: < cosfl > para o Au e Cu e duas energias.
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nao afetam a direcao de movimento do elétron. E visivel que a componente
7 do vetor unitario na direcao de movimento nao cai exponencialmente no
tempo. Por outro lado, se nés permitissemos que o elétron espalhasse por
todo o espaco, eliminando a condicao de fronteira absorvente a z = 0, isto
ocorreria, conforme se vé pelo mesmo grafico. Portanto, pode-se afirmar
que, seguramente, o que determina que < cosfl > nao seja uma fun¢ao do
tipo exponencial negativa, com respeito ao tempo, nao sao as interagoes
inelasticas sofridas pelo elétron, mas, sim, o fato de termos presente uma
fronteira absorvedora a z = 0, ou seja, na pratica, o fato de que quando
z < 0, para um elétron, o mesmo nao contribui para o calculo de < cos 6 >
para instantes de tempo subsequentes.

Nas figuras 5.3 a 5.10 plotamos para os mesmo nimeros atomicos e as
mesmas energias dois histogramas:

- Nimero de vezes que um determinado sub-intervalo na dire¢ao origi-
nal de movimento é visitado por um dos elétrons do feixe (retroespalhados);
- Numero de vezes que um determinado sub-intervalo na dire¢ao lon-

gitudinal (ortogonal & dire¢ao original de movimento) é visitado pelo mesmo
elétron (retroespalhado) do feixe.

O comprimento de cada um dos sub-intervalos (nas direc¢oes radial e z) é
fornecido pela seguinte tabela:

Comprimentos de sub-intervalo radial R e longitudinal Z, em cm
Material | E (keV) R Z

Cobre 2.0 1.6 x 107 2.0 x 107°

Cobre 5.0 7.5 x 107° 9.0 x 107°

Ouro 2.0 1.0 x 107 1.3 x 107°

Ouro 5.0 4.0 x 107° 4.0 x 107

De modo a levantar os histogramas, divide-se o espago dentro do material
em sub-intervalos com as dimensoes mostradas na tabela acima e contabiliza-
se cada vez que um elétron (retroespalhado) visita um determinado sitio
dentro da amostra. O leitor pode estar se perguntando como foram obtidos
os comprimentos de sub-intervalos mostrados na tabela acima. A maneira
pela qual chegamos aos valores mostrados é muito simples. Modificamos o
Algoritimo 2 para incluir um passo onde é determinado quais sao os alcances
radial e longitudinal maximos de um elétron do feixe (que serd obviamente
absorvido pela amostra). E claro, que o ponto dentro da amostra que cor-
responde ao alcance radial maximo nao é necessariamente coincidente com
o ponto correspondente ao alcance longitudinal maximo ou a profundidade
maxima de um elétron do feixe. Finalmente, dividimos por 1000 o valor en-
contrado e, por conseguinte, dividimos por 1000 o segmento de reta que vai
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da origem aos respectivos pontos.

Enquanto que para a confecao dos dois primeiros graficos tomamos um
total de 1000000 de trajetorias, consideramos agora um total de 100000 tra-
jetérias. Com tais duas distribuigoes é possfvel visualizar espacialmente a
regido do material que é mais provivel que um elétron do feixe (retroes-
palhado) tenha visitado. Além disso, é possfvel estimar com certa exatidao
a extensao maxima percorrida por um elétron retroespalhado em ambas as
dire¢oes. Como é visto nos graficos, para ambos os materiais, os alcances
méximos nas dire¢des radial e z de um elétron (retroespalhado) parecem
ser proporcionais ao quadrado da energia do feixe. No mais, os perfis dos
graficos mostrados nao se alteram significativamente quando se altera o ma-
terial (de Cu para Au ou vice-versa) ou a energia do feixe, de maneira que
a distancia radial maxima relativa ou a profundidade maxima relativa al-
cangada pelo feixe é aproximadamente a mesma, quando modificamos tais
parametros. Diferentemente do que aconteceu quando simulamos o espalha-
mento eletronico através do ouro, segundo o modelo de Rutherford simples,
aqui o alcance maximo de um elétron retroespalhado estd aquém do alcance
méximo de um elétron absorvido numa proporc¢ao que estd entre 1/2 e 1/3,
aproximadamente. Veja a seguinte tabela:

Distancias radial e profundidade maximas, em cm
Material | E (keV) Ry Roes. Lo | Z o,
Cobre 2.0 1.0 x 107°/2.0 x 107° | 6.1 x 1077/2.0 x 107°
Cobre 50 [4.5x107%/8.6 x107% [ 2.8 x 1075/9.0 x 10~°
Ouro 20 [47x1077/9.4x 1077 [ 4.0 x1077/1.3 x 107°

Ouro 5.0 1.9x 107%/3.8 x 107° | 1.2 x 107%/4.0 x 107°

Os gréficos (5.11) a (5.16) mostram as seguintes distribui¢ées: nimero de
elétrons retroespalhados versus distancia radial e nimero de elétrons retroes-
palhados versus profundidade para espalhamento através do aluminio, ener-
gias de 2.0 keV e 5.0 keV e secoes de choque de Rutherford Blindada e de
Mott perturbativa. No caso da secao de choque Mott, apenas sao mostradas
as referidas distribuigoes para a energia inicial do feixe incidente igual a 2.0
keV. Note que no caso especial dos graficos de nimero de elétrons retroes-
palhados versus distancia radial ha um patamar aproximadamente constante
e que cai vagarosamente com o aumento da distancia radial. Logo, hd uma
faixa de coordenadas radiais igualmente provaveis de um elétron ter ocupado,
em algum instante de tempo. O perfil do grafico para uma tal distribuicao é
o mesmo independente se E = 2.0 keV ou E = 5.0 keV. Novamente, h4d uma
tendéncia verificada aqui de que a distancia radial maxima e a profundidade
maxima alcancada por um elétron retroespalhado do aluminio variam com o
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Figura 5.5: numero de eventos versus distancia radial para o Cu, E = 5.0
keV.
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Figura 5.6: numero de eventos versus profundidade para o Cu, E = 5.0 keV.
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Figura 5.8: numero de eventos versus profundidade para o Au, E = 2.0 keV.
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Figura 5.9: numero de eventos versus distancia radial para o Au, E = 5.0
keV.
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Figura 5.10: niumero de eventos versus profundidade para o Au, E = 5.0 keV.
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quadrado da energia do feixe incidente. Além disso, para um elétron retroes-
palhado do aluminio a distancia radial méxima jaz entre 0.6 R e 0.7 RS |
independendo da energia inicial.

Quanto aos graficos nimero de eventos versus profundidade, para um
elétron retroespalhado do aluminio, 0.32%. < Zreiro- < (.47 njo impor-
tando se E = 2.0 keV ou E = 5.0 keV. Se, no entanto, usamos a se¢ao de
choque Mott aproximada ao invés de Rutherford Blindada, embora os perfis
das distribui¢ées ainda continuem os mesmos, a despeito do fato de Mott
ndo apresentar um patamar aproximadamente constante no grafico nimero
de eventos versus distancia radial, ocorre alguma modificagdao nos valores das
distancias radial e longitudinal maximas para o elétron retroespalhado. E im-
portante ressaltar, contudo, que no caso da implementacao da simulacao de
Monte Carlo segundo a secao de choque de Mott perturbativa, porque houve
um aumento do custo de tempo de processamento, apenas 10 000 trajetorias
foram simuladas. Veja a seguinte tabela:

Distancias radial e profundidade maximas para o Al, em c¢m
Modelo E (keV) | Rio /R, 7y |72,
Rut. Blindado 2.0 4.0%x107%/6.7x107%|22x107%/6.3x10°°
Rut. Blindado 5.0 2.0x107°/34x107° | 1.2 x 107°/4.0 x 107°
Mott Perturbativo 2.0 3.0x10°%/5.0x 107% | 3.0 x 1075/5.0 x 10°°

E importante mencionar os comprimentos de sub-intervalo de cada um
dos histogramas mostrados para o caso do aluminio, os quais sao vistos na
seguinte tabela:

Comprimentos de sub-intervalo radial R e longitudinal Z, em cm
Modelo E (keV) R Z
Rutherford Blindado 2.0 6.6 x 10°° 6.3 x 10°°
Rutherford Blindado 5.0 3.3x 1078 4.0 x 1078
Mott Perturbativo 2.0 5.0 x 107 5.0 x 10°°

No que tange a evolucao temporal de cos f a mesma nao revela diferencas
muito drésticas entre um modelo e outro (lé-se Rutherford Blindado e Mott
perturbativo). Ocorre algum (embora muito pequeno) afastamento para N =
30. Veja os gréficos (5.17) e (5.18).

Os graficos (5.19) a (5.25) mostram as distribui¢goes nimero de elétrons
retroespalhados versus numero de colisoes. E possivel ver que quanto maior
o nimero atomico, menor o nimero de colisoes que pode o elétron sofrer, es-
palhando através da amostra, antes de sair. H4 também uma leve tendéncia
de o nimero de colisdes antes de sair aumentar com a energia inicial do
feixe, para o caso especifico do modelo de Rutherford Blindado para a secao
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Figura 5.11: nimero de eventos versus distancia radial para o Al, E = 2.0
keV, modelo de Rutherford Blindado.
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Figura 5.12: ntiimero de eventos versus profundidade para o Al, E = 2.0 keV,
modelo de Rutherford Blindado.
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Figura 5.13: nimero de eventos versus distancia radial para o Al, E = 5.0
keV, modelo de Rutherford Blindado.
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modelo de Rutherford Blindado.
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de choque. Torna-se mais ficil visualizar isto, se levantarmos os graficos,
normalizados, sobre um sistema de eixos, de maneira que fornecam as dis-
tribuicoes de probabilidade para um elétron do feixe ser retroespalhado da
amostra e para um determinado valor de energia inicial do feixe em fungao
do numero de colisoes. No eixo das ordenadas, colocamos a probabilidade
para o elétron sair com um determinado numero de colisoes e no eixo das
abscissas colocamos o nimero de colisoes. Seja para uma energia inicial de
2.0 keV seja para uma energia de 5.0 keV, note que o valor do nimero de co-
lisbes mais provavel “necessario” para o elétron ser retroespalhado se desloca
para a esquerda quando Z aumenta. Ja para um mesmo material, quando E
aumenta, o nimero de colisoes antes de sair mais provavel se desloca para
a direita. Veja a fig. 5.26. A tabela a seguir corrobora com os dados ex-
traidos do grafico da fig. 5.26. Ela apresenta os valores médios dos angulos
de espalhamento para os trés materiais e as duas energias, calculados por
simulagao. Note que para um mesmo material parece haver uma tendéncia
de um tal valor médio diminuir com um aumento da energia inicial de feixe.
Note também que para uma dada energia inicial, < # > parece crescer com
Z. Se em média hd um aumento do valor médio do angulo de espalhamento,
em média, um numero de colisoes menor serda necessario para um elétron
ser retroespalhado. Em contrapartida, se ha uma diminuicao do valor médio
do angulo de espalhamento, em média um nimero de colisoes maior sera
necessario para um elétron ser retroespalhado.

Valores médios do angulo de espalhamento para trés materiais e duas energias
Material | E (keV) <0>

Al 2.0 0.4885

Al 5.0 0.3602

Cu 2.0 0.6092

Cu 5.0 0.4620

Au 2.0 0.7647

Au 5.0 0.6062

Por fim, note também que ha uma certa semelhanca entre os graficos para
o aluminio, no caso de uma energia inicial do feixe de 2.0 keV, para ambos
os modelos de Rutherford Blindado e Mott perturbativo. A diferenca reside
no fato de que como para Mott simulamos um nimero menor de trajetérias
(10000 contra 1000000 no caso de Rutherford Blindado), o eixo das ordenadas
parece ter sido dividido por cerca de 100 unidades.

Uma caracteristica comum a todos os histogramas nimero de eventos
versus distancia radial, contudo, é que ocorre uma queda brusca do primeiro
ponto para os subsequentes. De fato, tendo-se adimitido que a primeira

91



7000

6000

5000

4000

3000

2000

Numero de Eletrons Retroespalhados

1000

0 100 200 300 400
Numero de Colisoes

Figura 5.19: numero de elétrons retroespalhados versus nimero de colisoes
para o Al, E = 2.0 keV, modelo de Rutherford Blindado.

colisao de um elétron do feixe ocorre em um ponto para o qual z = y = 0,
certamente o elétron visitara um sitio para o qual R < C, pelo menos uma
unica vez, onde C' é o comprimento de um sub-intervalo, na direcao radial
caracteristico da amostra e da energia, se E = 2.0 keV, ou E = 5.0 keV.

Por fim, apresentamos a seguir gréaficos Z versus X para o Al, Cue Au e
energias de 2.0 keV e 5.0 keV para o modelo de secao de choque de Ruther-
ford blindado. Assim como foi feito para o Au e Rutherford simples, tais
graficos tracam algumas poucas trajetérias percorridas por elétrons do feixe
através dos referidos materiais, sobre um total de 1000 trajetoérias, ou se-
ja, de 1000 trajetorias simuladas, aquelas que correspondem a trajetérias
de elétrons retroespalhados tém suas posicoes subsequentes escritas em um
arquivo. Note que no presente caso, o volume de interagao parece ser um
“pedaco” de esfera “deformado”, ou uma pera; pode-se afirmar isto se com-
pararmos os graficos especificamente para o Au, segundo a se¢ao de choque de
Rutherford Blindada e segundo Rutherford simples. Lembre-se que, conforme
ja discutido no Capitulo 1 desse trabalho, o livre caminho médio diminui ao
longo das trajetdrias, no presente caso, em razao das interacoes inelasticas.
No entanto, todos os gréaficos parecem ser simétricos com relagao ao eixo Z.
Finalmente, o volume de interacao parece crescer com E.

Ainda comparando os graficos para o Au, considerando as secoes de
choque de Rutherford simples e Rutherford Blindado, note que para uma
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Figura 5.20: nimero de elétrons retroespalhados versus nimero de colisoes
para o Al, E = 5.0 keV, modelo de Rutherford Blindado.
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Figura 5.21: nimero de elétrons retroespalhados versus nimero de colisoes
para o Al, E = 2.0 keV, modelo de Mott perturbativo.
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Figura 5.22: nimero de elétrons retroespalhados versus nimero de colisoes
para o Cu, E = 2.0 keV, modelo de Rutherford Blindado.
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Figura 5.23: ntmero de elétrons retroespalhados versus nimero de colisoes
para o Cu, E = 5.0 keV, modelo de Rutherford Blindado.
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Figura 5.24: ntmero de elétrons retroespalhados versus nimero de colisoes
para o Au, E = 2.0 keV, modelo de Rutherford Blindado.
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Figura 5.25: nimero de elétrons retroespalhados versus nimero de colisoes
para o Au, E = 5.0 keV, modelo de Rutherford Blindado.
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Figura 5.26: probabilidade X numero de colisoes para trés materiais e duas
energias.
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Figura 5.27: Grafico Z versus X para o Al, E = 2.0 keV e Modelo de Ruther-
ford Blindado.
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Figura 5.28: Grafico Z versus X para o Al, E = 5.0 keV e Modelo de Ruther-
ford Blindado.
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Figura 5.29: Grafico Z versus X para o Cu, E = 2.0 keV e Modelo de Ruther-
ford Blindado.
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Figura 5.30: Grafico Z versus X para o Cu, E = 5.0 keV e Modelo de Ruther-
ford Blindado.
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Figura 5.31: Grafico Z versus X para o Au, E = 2.0 keV e Modelo de Ruther-
ford Blindado.
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Figura 5.32: Grafico Z versus X para o Au, E = 5.0 keV e Modelo de Ruther-
ford Blindado.

mesma energia inicial de feixe a regido de interacao de elétrons retroespal-
hados com o material é superestimada no primeiro modelo. De fato, isso
deveria acontecer pois considerando o efeito de blindagem no segundo mode-
lo, tornamos eventos correspondentes a pequenos angulos de espalhamento
pouco provaveis, ao passo que, no primeiro modelo, eventos correspondentes a
angulos cada vez mais prosimos de zero sao cada vez mais provaveis. Some-se
a isso o fato de que no primeiro modelo interacoes inelasticas sao completa-
mente desprezadas.
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Capitulo 6

Conclusoes

6.1 Introducao

Como vimos no decorrer desse trabalho, simulagoes de Monte Carlo
fornecem informacoes acerca da maneira como feixes de elétrons interagem
com um espécime. Além disso, dao uma idéia qualitativa da regiao de in-
teracao desses feixes com o sélido. Por fim, os resultados obtidos com sim-
ulacoes de Monte Carlo variam com o uso de diferentes se¢oes de choque
elasticas e inelasticas.

Neste capitulo, introduzimos a equacao de Fokker-Planck que acredita-
mos explicar os resultados obtidos em simulagoes apresentados nos capitulos
precedentes.

6.2 Equacao de Fokker-Planck multivariada

Para o caso em que hé r varidveis X;:

aPX t) 1 &
oA, ) . N9 px)p 1
ZaX : +2izjaxiaxj i(X) (6.1)

Os coeficientes A; e B; ; poderiam ser quaisquer fungoes diferencidveis com a
restricao que B;; fosse uma matriz simétrica devendo ser definida positiva.
Mais precisamente, a cada ponto X; no espago r-dimensional, B; ;(X) deve
ser semi-definida nao-negativa:

i,j=1
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para qualquer vetor X;. A interpretacao fisica dos coeficientes é tal que para
At — 0,

< AXZ >x
At

6.3 O Problema

At Y

:AZ(X) ’ (X)

Para o presente caso, em vista dos resultados obtidos, para obtermos
a expressao analitica para a evolucao temporal da componente z do vetor
unitdrio na diregdo de movimento do elétron, resolve-se a equagao (6.1) sobre
uma superficie esférica de raio unitario. De fato, é razoavel estabelecer que
P = P(z,0,t), a principio, e a cada ponto r(t), com respeito ao “ponto de
partida” do elétron, o vetor unitdrio p (que define a dire¢do de movimento
instantanea do elétron) difunde sobre uma tal superficie. A partir de (6.1),

oP o°P D

— = —cosf— + =V?P )

5 cost)—— +5 (6.3)
onde o operador V2 ¢ tomado com respeito as varidveis angulares, e, D é o

coeficiente de difusdo. Devemos resolver (6.3) com a condigio inicial

PP (2,0,0) = §(z F €)6(cosh F 1) (6.4)
e com a condicao de fronteira absorvente a z = +e:
P®(cosh = +1,2 = 4¢,1) =0 (6.5)

De fato, consideramos o fenomeno de espalhamento causado por uma
fonte de elétrons posicionada a z = +¢ em que todos os elétrons do feixe per-
correm, inicialmente, uma certa dire¢do z (lembre-se que adotamos a diregio
z como sendo ortogonal ao plano em que jaz a superficie da amostra) e, a par-
tir dai, descrevem trajetorias bem particulares, especificamente nas regices
z > 0 (para a fonte de elétrons a z =€) ou z < 0 (para a fonte de elétrons a
z = —e¢). Mais tarde, de modo a aplicar a condi¢do de fronteira absorvente
a z = 0, estabelecemos que a densidade de probabilidade que “descreve” a
situagao de espalhamento na regido z > 0 (regido do material), na verdade
escreve-se:

P(z,0,t) = lim [P (z2,0,t) — PO)(z,0,1)] (6.6)

e—0
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