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Resumo

O estudo das "Formulacdes Nao-Convencionais do Método de Elementos”, se baseia em abor-
dagens alternativas ao Método de Elementos Finitos, entre elas os Métodos Sem-Malha e o
Método de Elementos Finitos Generalizados. O Método de Elementos Finitos Generalizados
compartilham importantes caracteristicas dos métodos sem malhas. As suas fun¢des de apro-
ximacdo atreladas aos pontos nodais, sao enriquecidas de modo analogo ao refinamento p
realizado no Método das Nuvens hp. O Método de Elementos Finitos apresenta bons resulta-
dos para problemas de propagacao de onda com dominio eletricamente pequeno e problemas
envolvendo descontinuidade, porém em geral demanda elevado custo computacional para atin-
gir uma melhor precisdo em seus resultados, exemplo disto sdo os problemas de propagacao
de ondas em dominio eletricamente grandes. Fica entdo claro a existéncia da demanda por
metodologias e ferramentas para andlise e verificacao para estes casos de problemas em eletro-
magnetismo. Nesta tese, os problemas de propagacao de ondas eletromagnéticas, modelados
pela equacao de Helmholtz escalar bidimensional, serdo resolvidos numericamente por meio
do Método dos Elementos Finitos Generalizado. Para gerar o espaco do Método de Elemen-
tos Finitos Generalizados, as fun¢des de ondas planas foram usadas para enriquecer o espago
dos Elementos Finitos. O enriquecimento do espaco de aproximacdo por meio destas funcoes
permite reduzir efeitos de poluicdo de erro devido ao niimero de onda elevado e torna possivel
obter uma solugdo precisa para o problema com um nimero bem inferior de graus de liberdade

em comparacao com o Método de Elemento Finito cléssico.

Em problemas onde o dominio é formado por regides de diferentes materiais, os espagos de
funcoes do MEFG apresentam descontinuidade. Usualmente o tratamento de descontinuidade
é feito através dos Multiplicadores de Lagrange. No entanto, esta abordagem conduz a sistemas
matriciais mal condicionados e ndo positivos definidos. Tal fato, impoe severas restrigdes sobre

qual o método a ser utilizado para resolver o sistema. As principais contribuicoes apresentadas

iii



nesta tese estdo relacionadas ao tratamento de descontinuidade para o Método de Elementos

Finitos Generalizados.

Uma novidade apresentada nesta tese é a eliminacdo do Multiplicadores de Lagrange utilizando
uma abordagem baseada no Mortar Element Method. Esta abordagem, tem como vantagem,
o fato de gerar sistemas matriciais que preservam a esparsidade do sistema com dimensoes
bem menores que o sistemas resultante do Multiplicadores de Lagrange. Além disto, o sistema
gerado pelo Mortar Element Method é positivo definido. Tal método se mostrou tdo preciso

quanto o Multiplicadores de Lagrange e com um custo computacional inferior.

Outra contribui¢cdo importante deste trabalho, também ligada a tratamento de descontinui-
dade, foi a de estender a formulacao do Método de Elementos Finitos Generalizados com
enriquecimento por ondas planas para incorporar sub-dominios ndo conformes separados por
interfaces seccionalmente lineares ou curvilineas. Tal andlise é feita decompondo o dominio
global do problema em subdominios e em seguida realiza-se a andlise em cada um destes
subdominios. Para garantir as condicoes de continuidades entre os subdominios, prop&e-se
uma abordagem realizada por meio do Multiplicadores de Lagrange e uma outra por meio do
Mortar Element Method. Para que tais restricoes de interface entre os subdominios fiquem
corretas, dois esquemas especiais de integracao foram propostos: um para o caso linear e
outro para o caso curvilineo. Os resultados numéricos demonstram a eficiéncia das técnicas
propostas. Problemas onde a solucdo analitica é conhecida ou onde a solucao é obtida pelo
Método de Elementos Finitos s3o apresentados com o intuito de mostrar a eficiéncia de cada
uma das técnicas propostas. Por fim, a convergéncia do método também é apresentado como

uma funcdo do nimero de direcbes de ondas planas.

Palavras-chave: Métodos de Elementos Finitos, Método de Elementos Finitos Generaliza-
dos, Métodos de Elementos Finitos Estendidos, Método de Particao da Unidade, Método de
Particdo da Unidade Elemento Finito, Particio da Unidade, Métodos Sem-Malha, Método das
Nuvens hp.



Abstract

The study of "Non-Conventional Element Method Formulations” is based on alternative ap-
proaches to the Finite Element Method including the Meshless Methods and the Generalized
Finite Element Method. The Generalized Finite Element Method has important characteristics
in common with Meshless Methods. Its approximating functions linked to the nodal points
are enriched in a similar manner to the p refinement performed in the hp-clouds. The Finite
Element Method, gives good results for wave propagation problems with small electric domain
and problems with discontinuity, however it generally demands high computational cost to
achieve a better accuracy in its results, for example, solving wave propagation problems with
bigger electric domain. Then, it becomes clear that there is a demand for methodologies and
tools for analysis and verification of these cases of electromagnetism problems. In this thesis,
electromagnetic wave propagation problems modeled by bi two dimensional scalar Helmholtz
equation are numerically solved by the Generalized Finite Element Method. In order to gener-
ate the Generalized Finite Element Method space, plane wave functions were used to enrich
the Finite Element space. The enrichment of the approximation space through these functions
allows reducing the effects of error pollution generated by the high wave number. It makes
possible to obtain a solution with high accuracy for the problem using a reduced number of

degrees of freedom in comparison to the classic Finite Element method.

In problems where the domain is composed of regions with different media, the function space
of Generalized Finite Element Method presents discontinuity. The usual form to treat this dis-
continuity is to use the Lagrange Multipliers to enforce the interface conditions. However, this
approach leads to ill conditioned and non positive definite matrix systems, that impose severe
restrictions over what method should be used to solve the system. The main contributions
presented in this thesis are related to the treatment of this discontinuity for the Generalized
Finite Element Method.



The novelty presented in this thesis is the replacement of the Lagrange Multipliers by an ap-
proach based in the Mortar Element Method, this procedure has the advantage of generating
a matrix that preserve the sparsity of the system with a much smaller dimensions than the
systems obtained by Lagrange Multipliers. Addtionaly, the resulting matrix is and positive defi-
nite. This method showed to be as precise as the Lagrange Multipliers with less computational

cost.

Another important contribution of this work, also connected to the treatment of discontinu-
ity, was to extend the formulation of Generalized Finite Element Method with enrichment by
plane waves to incorporate nonconforming subdomains separated by linear or curve piecewise
interfaces. This analysis is made decomposing the global domain of the problem into subdo-
mains and then it is performed an analysis in each of these subdomain. In order to ensure
the conditions of continuity between these subdomains, it is proposed an approach performed
by Lagrange Multipliers and another by Mortar Element Method. Two special integration
schemes were proposed. To ensure the continuity between the subdomains one for the linear
case and other for the curve case. The numerical results demonstrates the efficiency of the
proposed techniques. Problems where the analytical solution is known or where the solution is
obtained by the Finite Element Method are presented in order de show the efficiency of each
proposed technique. Finally, the convergence of the method is also presented as a function of

the number of the plane wave directions.

KEYWORDS: Finite Element Method, Generalized Finite Element Method, Extended Finite
Element Methods, Partition of Unity Method, Method of Partition of Unity Finite Element,
Partition of Unity, Meshless Methods, hp-Clouds method.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao e Estado da Técnica

A equagdo bidimensional (2-D) de Helmholtz aparece em uma variedade de fenémenos fisicos
e aplicagbes da engenharia, tais como radiagcdo actstica e propagagcdo de ondas eletromagné-
ticas. No eletromagnetismo, a equagdo de Helmholtz, muitas vezes aparece como a equacao
governante para problemas de guia de onda e espalhamento bidimensional. Vdrios pesquisa-
dores, tém se dedicado ao desenvolvimento de métodos eficientes para andlise de problemas
de propagacao de ondas eletromagnéticas. Dentre os diversos métodos numéricos o Método
de Elementos Finitos (MEF), disponivel através de diversos SOFTWARES comerciais, [1, 2]
se apresenta como um dos mais utilizados para resolver esta equacao, solucionar problemas de
eletromagnetismo e de varias outras areas dada sua simplicidade e capacidade de proporcionar
solugBes préximas da solug¢do analitica, [3, 4, 5]. Apesar disso, o MEF, conforme Belytschko,

Lu e Gu [6], pode apresentar algumas limitagdes como:

e 0 custo computacional da geracdo de malha de elementos, fato ainda mais notdvel na

analise de estruturas tridimensionais;

e o refinamento do tipo A (introdu¢do de novos pontos nodais no dominio) numa regido

exige a construcdao de uma nova malha de elementos finitos;

e repetitiva e custosa alteracao da malha necessaria na simulacdo de singularidades ou
problemas com caracteristicas especiais, de forma a se evitar a ocorréncia de elementos

distorcidos:
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e Sensibilidade a distorcdo dos elementos;

e O emprego de fungdes polinomiais para a constru¢ao da aproximagdo da solugdo exige
um grande refinamento da cobertura em problemas que contenham singularidade ou
quando se pretende obter uma boa aproximac¢ao envolvendo problemas de propagacao

de ondas em dominios eletricamente grandes, o que eleva o custo computacional;

e Perda de precisao nos niveis superiores de derivadas da aproximacao, é o caso, princi-

palmente de problemas que envolvam regidoes com singularidade.

Por isto, durante as (ltimas décadas, muitos esforcos tém sido direcionados na tentativa de
criar métodos numéricos nio-convencionais que combinem boa capacidade de aproximacao
com baixo custo computacional para analise de problemas eletromagnéticos. Como o caso
do refinamento p do MEF, que permite aumentar a precisao da solucdo aproximada sem a
necessidade de refinamento da malha, porém exige a determinacdo de novas fun¢oes de forma
de grau mais elevado a cada etapa. Além disso, o mal condicionamento de funcdes de ordem

elevada é relatado por alguns autores, [7, 8].

Uma alternativa que surgiu nos ultimos anos e que é uma das principais fontes de estudo deste
trabalho s3o os métodos baseados no enriquecimento da Particdo da Unidade (PU) pela adi¢do
de funcbes n3o necessariamente polinomiais, relacionadas a solucdo da equacdo diferencial do

problema.

Destes métodos destacam-se o Método dos Modos Admissiveis (MMA) [8, 9], o Método
Composto (MC) [10, 11, 12], o MEF p-Fourier e MEF Fourier [13]. Estes métodos sdo
basicamente uma combina¢ao do MEF com a precisdo das solu¢oes analiticas. Cada um deles
é obtido utilizando o elemento convencional do MEF, com o conjunto de fun¢des de forma
enriquecidas pela adicdo de fun¢des nao polinomiais relacionadas as solucoes analiticas do
problema. Um exemplo é o MC, que é uma nova variacdo do MEF proposta por Zeng em
[10, 11, 12] para analise de vibragdes em estruturas. Este método combina o MEF convencional
com a Teoria Classica, TC, que por sua vez apresenta a solugcdo para a equacgao diferencial
que rege o problema. Em geral, a solucdo para esta categoria de equacdes é obtida através de
séries. A limitacdao desta abordagem diz respeito a dificuldade e a complexidade de se obter

solucao para condicdes de contorno diversas.
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Tipos de refinamentos deste método:

e Refinamento h: é semelhante a abordagem de andlise no MEF, onde utiliza-se uma
sequéncia de malhas com o mesmo tipo de elemento e o tamanho deste diminui unifor-

memente;

e Refinamento ¢: corresponde ao aumento do niimero de funcdes de interpolacdo, através

da inclusao de novos termos da série correspondentes a solugdo da TC.

Estes métodos permitem a imposicdo das condicdes de contorno de forma simples, utilizando
os mesmos procedimentos do MEF, e tém se mostrado mais precisos e com menor custo
computacional do que o refinamento h do MEF convencional na analise de problemas. No
entanto, as funcdes da TC devem satisfazer certas condicGes de contorno especificas, de forma

a nao alterar o valor da aproximacao nodal obtido pelo MEF.

Em 1996 foi desenvolvido o Método da Particdo da Unidade (MPU) [14, 15], como uma
técnica otimizada de enriquecimento. Atualmente o conceito de aproximacao pela PU é usado
em varios sentidos, segundo nomes diferentes: Método de Elementos Finito Estendidos, MEFE
[16, 17], o Método de elementos Finitos sem Malha [18], o Método de Esferas Finitas [19] e
o Método das Nuvens HP(Hp-Clouds) [20, 21]. Estes métodos diferem basicamente no tipo
das fun¢Oes que sdo usadas para formar a particao da unidade e na escolha de espacos locais

de funcdes de enriquecimento.

A partir do MPU surgiram diversos métodos também baseados na PU, entre eles o Método
dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG), que a principio foi referenciado como MPU
[14, 15, 22], e s6 mais tarde foi formalmente apresentado como MEFG em [23, 24].

A base do subespaco de aproximacdes locais do MPU, é constituida por funcées PU e suas
combinacdes com funcdes de enriquecimento que ndo sdo necessariamente polinomiais mas
que refletem informacgdes disponiveis a priori sobre a solucdo da equacdo diferencial. Esta

metodoldgia garante boa aproximacao local e global. Sua principal vantagem é:
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e Flexibilidade na construcdo do seu espaco de aproximacao, através de fungdes de enrique-
cimento que venham a refletir o comportamento local da solucdo da equacdo diferencial

com a regularidade desejada e refinamentos locais facilmente implementados.

Entretanto, o MPU apresenta alguns desafios que compreendem:

e Escolha adequada do espaco de funcdes de aproximacao local;

e Imposicdo das condicdoes de contorno essenciais, uma vez que os graus de liberdade

utilizados nao correspondem diretamente aos graus de liberdade nodais do MEF;

e Construcao adequada do esquema de integracdo dos coeficientes das matrizes do sistema

resultante.
e Mal condicionamento dos sistemas de equacoes;

e Tratamento de descontinuidade na solucao ou no dominio computacional.

O MEFE e o MEFG s3o métodos basicamente idénticos: O nome MEFG, foi adotado pelo
grupo da universidade do Texas [22, 15, 20] em 1995-1996 e o MEFE foi dado pelo grupo da
escola Northwestern [25, 26] em 1999. MEFE foi desenvolvido para tratar descontinuidades,
tais como fissuras e usado enriquecimentos locais. Os primeiros trabalhos no MEFG envolvem o
enriquecimentos globais do espaco de aproximacdo. No entanto, ja em 2000, o enriquecimento
local foi utilizado em singularidades do tipo cantos afinados [27]. Estes métodos que envolvem
funcdes de enriquecimento sao aplicados em problemas com singularidades em cantos, camadas

de fronteira, e melhores aproximacoes para as equac¢oes de Laplace e Helmholtz.

MEFE/MEFG pode ser usado com malhas estruturadas e n3o estruturadas. Malhas estru-
turadas s3o atraentes para muitos estudos na ciéncia de materiais onde o objetivo é o de
determinar as propriedades de uma célula unitdria do material. Por outro lado, embora alguns
métodos em desenvolvimento atualmente, sejam capazes de tratar geometrias complexas com
malhas estruturadas [28], malhas desestruturada tendem a ser amplamente utilizado na andlise
de estruturas e componentes de engenharia, uma vez que é frequentemente desejavel que a

malha seja conforme com as fronteiras externas do componente.
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Em [29], Alves e Rosi usaram uma extensdo do Método da Particdo da Unidade Elemento
Finito, MPUEF e procedimentos numéricos para resolver problemas de plasticidade. A proposta
do método é baseada no Métodos Minimos Quadrados Méveis, MMQM e também é capaz de

resolver esta classe problemas com singularidade.

Bacuta e Sun em [30] buscaram encontrar estratégias para escolher conjuntos de funcdes PU

6timas ou quase-6timas na resolucao de problemas elipticos em malhas ndo congruentes.

Vdrias pesquisas em especial na Engenharia Mecanica comprovam a eficiéncia do MEFG ba-
seado na PU para resolver problemas, como andlise de trincas [31] e plasticidade [32], entre

outros.

Usando uma malha cartesiana Strouboulis, Babuska e Hidajat apresentaram em [33, 34] a efici-
éncia do MEFG com o enriquecimento por ondas planas para tratar problemas de espalhamento

de ondas planas incidentes em cilindros circulares.

As principais idéias e a formulagdo do MEFG foram apresentadas em [35, 22, 24]. Para pro-
blemas que s3o governados pela equa¢do de Helmholtz, os trabalhos de [36, 33, 34] utilizaram
o MEFG com malhas de elementos finitos e o enriquecimento dado pelas funcdes de ondas
planas ou as funcdes de Hankel na construcdo da base de funcdes de aproximacao local. Nes-
tes trabalhos, problemas de propagacao de onda e de multi espalhamento s3o utilizados para
validar o MEFG.

Ao se fazer uso das fun¢des de forma padrao do MEF como PU no MEFG obtem-se uma
vantagem Util na aplicacdo de ambas as condi¢cdes de contorno de Neumann e condi¢des de
contorno mistos, pois o procedimento para impor tais condicoes de contorno é tao simples como
o que é feito no método MEF padrio [2, 1]. Esta é uma vantagem particular, considerando
as dificuldades que muitos procedimentos do tipo sem malha encontram na implementagdo
destas condicoes de contorno. Por outro lado, pode-se notar que praticamente ndo existem
estudos disponiveis que apresentem propostas naturais para garantir as condicGes de contorno
de Dirichlet no MEFG.

Lu e Shanker em [37] exploraram a aplicabilidade do MEFG para sistema de Helmohltz em

duas dimensdes e investigaram métodos necessarios para impor diferentes condicGes de con-
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torno. Eles concluiram,que para fazer esse método realmente aplicavel a uma ampla classe de
problemas em eletromagnetismo, é necessario o uso fun¢des de forma vetoriais. Além disso,
um outro desafio estd relacionado ao desenvolvimento de técnicas para incorporar condi¢des

de interface entre materiais.

Um dos principais desafios dos métodos de elementos finitos com enriquecimento é saber como
escolher fungdes de enriquecimento que capturam a natureza da solucdo das equacgdes. Em
[38] apropriadas decomposi¢Bes ortogonais sdo usadas no MEFG para definir as fungdes for-
mas enriquecidas. Em nossos estudos, onde o objetivo é resolver o problema de Helmholtz,
estaremos a principio, usando as func¢bes de ondas planas para construir o espaco de aproxi-
mac3o local enriquecido e em seguida queremos propor novas fungdes de enriquecimento para

construir este espaco.

No MEFG, em geral utiliza-se nos célculos dos coeficientes do sistemas integracdo numérica.
Ortiz e Sanchez tomando como base o método de integracdo desenvolvido por eles préprios
para ondas de difragdo [39], apresentaram em [40] contribui¢c3es relacionadas ao célculo de
integrais. Tal método, foi estendido em [40] para combinar ondas de refracdo e difracdo de
alta frequéncia, obtendo uma economia drastica no niimero de operacdes para um determinado

erro em compara¢ao com o métodos de integracao numérica padrao.

O MEFG aplicado a problemas de espalhamento de ondas usado por vérios autores, em especial
para tratar com a equac¢ao de Helmholtz tém sido muito bem sucedidos, em termos de redugdes
drasticas do niumero de graus de liberdade no modelo numérico. No entanto, a maior parte
deles ndo sdo diretamente aplicdveis aos problemas envolvendo diferentes tipos de materiais.
Em [41] foi desenvolvido um método baseado no Multiplicador de Lagrange (ML) para lidar
com problemas homogéneo por partes nas diferentes, regides do dominio computacional do
problema. Neste caso, o ML é usados para garantir as condicoes de continuidade entre estas
regides. O tratamento de problemas com interface de materiais é um aspecto de contribuicdo
importante. Usando o MEF aliado a técnicas como ML [42] e Método de elementos Mortar,

MEM [42, 43] é possivel garantir a continuidade entre os diferentes meios.

Rochus e Rixen em [44] mostraram a eficiéncia do MEFE que tem por caracteristica principal
o enriquecimento local, em tratar de problemas com singularidade local. Podemos dizer que
este método é um caso particular do MEFG. Funcdes de enriquecimento foram construidas

levando em conta a singularidade local do problema, uma delas foi baseada no conceito de
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funcdo enriquecimento dado em [45] e a outra foi feita por meio de sucessivas transformagdes
de coordenadas para elementos cortados pela singularidade, chamados de elementos estendi-
dos. Devido a sua versatilidade o MEFG vem sendo empregado em problemas caracterizados
por descontinuidades, singularidades, deformacgdes localizadas e geometrias complexas, simpli-
ficando a solugdo, por exemplo, de problemas que envolvem propagacdo de trinca [46]. Aqui
também é importante dizer que o sistema de equacdes resultante do MEFG em geral é mal

condicionado, [41, 47] e este é outro ponto de investigacdo pouco explorado.
Outras caracteristicas importantes do MEFG:

Caracteristicas oriundas do MEF:

e Simplicidade na geracdo da PU devido a utilizagdo da interpolacdo lagrangiana;

e A discretizagdo do dominio em elementos finitos é a mesma usada para a integracdo

numérica;

e Existe uma gama enorme de cddigos para o MEF que podem ser utilizados para a

implementacao do MEFG

Caracteristicas oriundas dos métodos sem malha:

e Permite um enriquecimento optando-se por funcdes que melhor representam o compor-
tamento da solucao exata do problema, possibilitando uma melhor taxa de convergéncia

da solucao;
e Maior facilidade de refinamento p, acrescentando novos parametros aos nds ja existentes

e Possibilidade de enriquecer a aproximagdao em apenas uma regido delimitada do dominio

global sem comprometimento da conformidade entre os elementos.

1.2 Metas e principais contribuicoes

Dentre os varios desafios apresentados, optou-se por ampliar as técnicas de tratamento de

interface de materiais no MEFG. A primeira contribuicao deste trabalho estd relacionada ao

7
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mal condicionamento do sistema de equagdes em [41]. O Mortar Element Method (MEM)
[48, 42, 43] tipicamente usado no MEF teve sua principal idéia estendida para o MEFG no
tratamento de problemas de propagacao e espalhamento de ondas com descontinuidade de
materiais. Neste caso, obteve-se resultados com a mesma precisao do MEFG com ML e uma
considerdvel reducao no nimero de graus de liberdade. Além disso, o sistema resultante é
esparso e positivo definido [47] e por conseguinte, pode ser eficientemente resolvido por uma

grande variedade de métodos.

Em problemas onde o dominio é composto por diferentes materiais, o espaco do MEFG nao
coincide nas interfaces entre os diferentes meios, o que leva a uma descontinuidade devida
a mudang¢a no nimero de onda. A solucdo usual consiste em introduzir ML para impor as
condi¢Bes de interface [49, 41, 47]. No entanto, caso o dominio global seja bastante complexo,
mesmo com tais técnicas podem tornar-se invidveis usando MEFG [50]. Neste contexto, técni-
cas ndo conforme que venham garantir com eficiéncia as condi¢cGes de interface, sem sacrificar
a precisio do MEFG, podem ser lteis para viabilizar o uso de malhas independestes especi-
almente em regides onde a geometria do problema exige maiores cuidados. Tais abordagens,

permitem modelar cada sub-regido independentemente.

Motivados pelos trabalhos desenvolvidos para o MEF n3do conforme [51, 50, 43] foi possivel
estender as idéias do MEFG com ML [41, 47] para o que chamou-se de ndo conforme MEFG
(NC-MEFG), mantendo o mesmo nivel de precisio do MEFG conforme. Problemas com
interfaces lineares ou seccionalmente lineares podem agora serem tratados usando malhas
independentes em sub-regides do dominio computacional usando toda a formulagdo original
do MEFG. Além disso, foi também possivel dentro NC-MEFG usar a extensdo MEM [47]
para garantir as condicoes de continuidade na interface entre as malhas ndo conforme, com os
mesmo resultados obtidos no MEFG. Motivados pelos trabalhos [52, 53] e utilizando esquemas
de integracdo especiais e mapeamentos a abordagem nao conforme do MEFG pode entdo ser

ampliada a problemas onde a interface entre os meios é curvilinea e parametrizavel.

1.3 Esboco do Trabalho

Apds esta introducdo, sera feito uma revisao do MEFG no Capitulo 2. Aqui serdo apresentados
os principais conceitos e a formulacdo do MEFG. O MEFG com enriquecimento por funcdes

de onda planas e malhas triangulares, sera apresentado e analisado no Capitulo 3. Para o
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enriquecimento com fun¢des de ondas planas sera utilizado o método de integracao de Gauss

de alta ordem no célculo dos coeficientes da matriz de rigidez do MEFG.

O tratamento de descontinuidade no MEFG com as abordagens do ML e do MEM, serd apre-
sentado e analisado no Capitulo 4. As duas abordagens serdo confrontadas quando aplicadas
a problemas de propagacdo e espalhamento de ondas. Por outro lado, no Capitulo 5, serd
apresentado e analisado NC-MEFG com enriquecimento por funcdes de ondas planas, consi-
derando interfaces lineares ou seccionalmente lineares e interface curvilineas. Pretende-se nas
secao de resultados comprovar a eficiéncia do NC-MEFG com o ML e o MEM comparado aos
resultados obtidos pelo MEFG com o ML e o MEM.



Capitulo 2

Método dos Elementos Finitos
Generalizados (MEFG)

Neste capitulo, é apresentado a base tedrica do Método dos Elementos Finitos Generalizados
(MEFG) mostrando que este pode ser interpretado como uma generalizagdo do Método dos
Elementos Finitos Cldssicos (MEF) através de conceitos extraidos das formula¢des sem malha
[54].

O MEFG baseia-se nas metodologias que constroem o espaco de aproximagdo por enriqueci-
mento explicito da PU, pode também ser visto como uma extensao do MEF, o que entre outras
coisas, torna possivel obter solu¢do precisa dos problemas definidos em dominios complexos.
Esta metodologia foi desenvolvida simultaneamente por Melenk e Babuska [14], no artigo The
Partition of Unity Method (PUM) e por Duarte e Oden [20], com o nome hp-Clouds ambos
possuem como principal caracteristica a capacidade de incluir ao espaco de aproximacao, in-
formagdes sobre a equagdo diferencial parcial a ser resolvida [55]. Utilizando os conceitos do
PUM e do Método de Nuvens hp gera-se uma malha que serve apenas para definir uma PU
e um dominio onde serd utilizado a integracao numérica. Uma vez definida a PU realiza-se
entao o enriquecimento das fungdes de forma, responsdveis pela qualidade das metodologias
que constroem o espaco de aproximacao por enriquecimento da PU. O elo entre as metodolo-
gias supracitadas foi apresentado no trabalho de [54] e depois consolidada no trabalho de [56].
Assim como no PUM e no Método das Nuvens hp, o espaco de aproximacdao do MEFG é for-
mado pelo produto da PU, por funcbes de enriquecimento que apresentam boas propriedades
de aproximacdo. O que difere um método do outro é o tipo de funcdo de enriquecimento que

serd utilizado. A principal caracteristica dos Métodos da Particdo da Unidade é sua habilidade

10
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em utilizar conhecimento a priori sobre a solucao de um problema na forma das suas fungoes

de enriquecimento.

2.1 Particao da Unidade PU

Tendo em vista que o MEFG possui caracteristicas do Método das Nuvens hp, ressalta-se
o conceito de nuvem ou regido de influéncia w; de um dado né. Neste trabalho, dado um
dominio, as nuvens nodais sao definidas pelos conjuntos de elementos que compartilham um
né em comum. A Fig.2.1 ilustra este conceito com elementos triangulares atrelados ao né z;

de uma malha regular de elementos finitos triangulares que cobre o dominio 2.

Figura 2.1: Particao da Unidade e regiao de influéncia w; do né x;.

Um outro conceito importante na construgdo das fun¢des de forma do MEFG é o de PU [57].

A PU em um dominio €2, é um conjunto de fun¢des cujo somatério corresponde a 1, isto &,
Zgoj(:c) =1,z € Q, (2.1)
j=1

onde n corresponde ao niimero de pontos nodais. Formalmente, o conjunto de fung¢des de ¢;
definidas na regido de influéncia w; que contém o ponto z;, constitui uma PU caso satisfaca

a condicdo dada pela Equagdo (2.1) e as seguintes outras condi¢des:

e Estas fungdes pertencem ao conjunto de fungdes para as quais w; € um suporte compacto,
isto €, as fungdes ¢; e suas derivadas assumem valores ndo-nulos somente no interior

da regido wj;

11
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e pi(r)>0emQe

e Todo subconjunto compacto de §2 intercepta apenas um nimero finito de suportes de

Da Equagdo (2.1), obtém-se uma nova equa¢do conhecida como propriedade de reproducédo

de funcdes, fundamental na construcdo das funcdes de formas de varios métodos
> wi(@)(w) = (), Ve € Q, (2:2)
j=1

onde ¢ (x) pode ser chamada de fun¢do de enriquecimento.

A principal diferenca entre o MEFG e os métodos sem malha que utilizam a PU, é que a PU do
MEFG pode ser construida utilizando as mesmas funcdes de forma do MEF convencional, visto
que as func¢des lagrangeanas também formam uma PU, pois elas satisfazem a Equagdo (2.1).
Portanto a implementacdao do MEFG é muito semelhante a do MEF tradicional, diferenciando-
se apenas na definicdo das fun¢des de forma. Tal fato, facilita muito a estratégia de integracao
em comparagdo com os métodos sem malha [58]. Neste trabalho o MEFG foi implementado

usando as func¢des de forma nodais de primeira ordem classicas do MEF, como PU.

2.2 Enriquecimento da Particao da Unidade

Na Fig. 2.2, encontram-se representadados a PU de ordem 1 (fun¢3o bi-linear) geradora de
uma aproximacao C°, uma func3o especial arbitrdria e o resultado do produto entre essas duas
funcdes. O enriquecimento é realizado em cada regido de influéncia w;, mediante o produto
da PU associada a cada né base, por funcbes de enriquecimento com caracteristicas de boa
representatividade da funcdo solucdo. A ultima apresenta as caracteristicas de aproximacao
da funcdo especial e herda o suporte compacto da PU. Dessa forma, consegue-se, que a
aproximacao global, obtida em um dado elemento pela combina¢ao das fun¢bes produtos
relativas a cada nd, seja construida sem perda de continuidade (no caso do tipo C°) entre os

elementos, que, portanto, permanecem conformes.

Considere entdo, o conjunto das fungdes ¢;, j = 1,...,n, subordinada a coberturas abertas

C, = {w;}}_, do dominio €.

12
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Particao da Unidade ¢

Fungéo de Enriquecimento

Figura 2.2: Funcao de forma do MEFG usando uma funcao de enriquecimento.

Seja x;j(wj) = span{tij},c;(;) 0s espagos locais definidos em uma base para w;, onde I(j)
s3o conjuntos de indices relacionados ao nimero de fun¢bes adicionadas a cada né de indice
je {¢ij}iel(j) uma base para o espago x;(w;). Fungdes v;; sdo as chamadas fun¢Ges de

enriquecimento ou fun¢des de aproximacgao locais.

As fungoes de aproximagao associadas a um né z; sao entdo definidas por:

¢l = ityy,i € 1(j). (2.3)

Observa-se entdo que diferentes escolhas s3o possiveis para as funcdes de enriquecimento e
cada qual conduzird a diferentes classes de funcdes de aproximagao. Neste trabalho, para
enriquecer o espaco de elementos finitos, sera usado uma das solugdes analiticas da equacao

de Helmholtz homogéneas, isto é, as ondas planas.

2.3 Funcoes de Enriquecimento

Pode-se dizer que a selecdo de fungdes de enriquecimento para um determinado espacgo local,
depende da caracteristica da solu¢ao do problema que se deseja aproximar sobre este dominio.
Em problemas com caracteristicas especiais ou onde o dominio é composto por diferentes

tipos materiais, o que provoca uma descontinuidade, sabe-se que o uso de fungles suaves,
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2.4. Espacgo de Aproximagao no MEFG

implica em aproximacgoes ndo satisfatdrias. Para estes casos, fungcdes de enriquecimento locais
com caracteristicas de boa representatividade da funcao solucdo podem melhorar a precisdo
da aproximacdo da solugdo do problema estudado. Sendo assim, o comportamento da solugdo
do problema pode ser entdo aproximado de forma local em virtude da sua descontinuidade
ou de sua caracteristica especial e de forma global independentemente. O comportamento
global pode ser representado por uma fun¢do continua. Por outro lado, especificamente para
problemas com caracteristicas especiais ou descontinuidade, a aproximacao local é feita com
o uso de funcbes de enriquecimento que possam representar tais caracteristicas locais da
solucdo ou da descontinuidade introduzida na geometria do problema. A escolha das fungdes
de enriquecimento é sem duvida um importante ponto de investigacao, porém, nao foi o foco
deste trabalho. Maiores detalhes a respeito de fun¢des de enriquecimento especiais e estratégia
de enriquecimento utilizados no MEFG podem ser encontrados em [59, 60, 61, 62]. Nestes
trabalhos fun¢bes especiais que representam bem as caracteristicas locais de singularidades
sdo utilizadas como fun¢des de enriquecimento no MEFG/MEFE para resolver problemas, por
exemplo, problemas de fissuras. As principais contribuicdes deste trabalho estdo diretamente
ligadas ao desenvolvimento para o MEFG de métodos capazes de garantir a continuidade para

problemas com diferentes tipos de materiais.

A Fig. 2.3 ilustra o conceito de enriquecimento no MEFG unidimensional. A fun¢do a ser
aproximada pelo MEFG, poder ser uma fungcao com gradientes fortes, quinas ou um salto. Cada
uma destas caracteristicas locais podem ter uma correspondéncia fisica. Um exemplo disto siao
os problemas cujo o dominio é composto por diferentes materiais. Na andlise global, muitos
autores utilizam o ML para assegurar as restricdes de interface. O estudo e desenvolvimento
de métodos que garantam as condi¢Ses de interface em dominios conformes e ndo conformes,

também s3o considerados pontos importantes a serem trabalhados.

2.4 Espaco de Aproximacao no MEFG

As funcdes 1;; sao a principio, arbitrarias podendo formar conjuntos de monémios completos ou
nao, ou mesmo ser definidas a partir de um conhecimento a priori da solucdo. S3o aproximacdes
locais que devem representar bem a solu¢ao sobre o suporte a elas associado. Uma vez que
a PU permite que as fun¢des introduzidas possam ser reproduzidas a partir de combinagoes

lineares das fung¢des de aproximacdo definidas pela Equagdo (2.3), tem-se:

{ij, Yijr1ticr) € (Se) (2.4)

onde S, representa o espaco das fun¢des definidas na Equacdo (2.3) no elemento (..
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2.4. Espacgo de Aproximagao no MEFG

Singularidade
Continuidade e quina
' Descontinuidade
' .: Aproxignagégs Locais
N

= N [\

Figura 2.3: Representacao 1D das funcoes PU e diferentes aproximacoes locais.

Utiliza-se, entdo, a PU para construir espacos de aproximacao local, cujas fun¢ées podem ser
reproduzidas em cada elemento como parte da aproximacdo global. Dessa forma, pode-se

definir o espaco de aproximacdo para o MEFG:

{{o:@Y U lei@ey@), i € 1G)] (2.5)

que sera utilizado para construir a aproximac¢ao no MEFG:
n qj
ul(@) = () {Uj + sz’j(v@)bz‘j} = oM (z) +u (2) = ®TU,  (2.6)
j=1 i=1
onde ¢; representa o niimero de fun¢des de enriquecimento 1);; utilizadas em cada né, u™&¥

é a aproximacao cldssica do MEF, u®"" é o enriquecimento da PU e

UT:[ul biv o by o Uy by bnqj] (2.7)

T = [@1 Y11 1/11qj<P1 o Pn Unipn - Q/anjsf?n]- (2.8)

Pela maneira com que se realiza o enriquecimento, pode-se observar que caso as funcdes de en-
riquecimento 1;; utilizadas sejam todas polinomiais, chega-se a uma aproximagao sem costura
[58], isto é, ndo ha necessidade de estabelecer condicdes de restricdo que garantam a conti-
nuidade dos campos aproximadores entre cada elemento, como ocorre no MEF hierarquico,
[63].

Um problema proveniente dessa estratégia de enriquecimento é a possibilidade de se obter

um espaco (Equagdo (2.5)) formando um conjunto de fun¢des linearmente dependentes, [58].
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2.5. Formulagao do Elemento Finito no MEFG

Em geral, isto ocorre basicamente em virtude do uso de monomios para enriquecer uma PU
polinomial. Isto ndo acontece no Método das Nuvens hp, em que a PU é construida por
funcbes ndo polinomiais, ou polinomiais por setores. Como consequéncia imediata desse fato
é que o sistema de equagdes gerado passa a apresentar uma matriz de rigidez semi-definida
positiva. Tal problema pode ser contornado empregando-se as estratégias numéricas sugeridas
em [64], entre elas um método iterativo conhecido como procedimento de Babuska [65] em
que se produz uma pequena pertubacdo na matriz de rigidez e através de um procedimento

iterativo, corrige-se a solugcdo aproximada obtida para o novo sitema de equagdes.

A possibilidade de obter uma matriz de rigidez singular, comparado ao potencial do MEFG, a
facilidade com que se realiza o enriquecimento e a possibilidade de introduzir novas funcoes
na aproximagdo conforme o tipo de aplicacdo desejada é um preco razoavel a ser pago para
o uso do MEFG. Conclui-se portanto, que é vantajoso e eficiente aplicar o MEFG em proble-
mas com dominio complexos, com singularidades, como no caso de meios com presenca de
descontinuidades. Sendo assim, torna-se possivel a utilizacdo da técnica de enriquecimento da
aproximacao em uma sub-regiao do dominio computacional de interesse, em substituicdo ao re-
finamento de malhas, tipico do MEF classico. Tal procedimento garante um ganho substancial
no que diz respeito a rapidez da anélise e qualidade de resposta se comparado a aproximacao

com bases polinomiais do MEF.

2.5 Formulacao do Elemento Finito no MEFG

Dada a caracteristica de definicdo das nuvens ou regido de influéncia w; no MEFG, as fungGes
de forma do método podem ser construidas observando-se diretamente os elementos finitos.

Nesse sentido toda a estrutura original do MEF classico pode ser aproveitada.

No que segue, expdem-se as equagles para a montagem do elemento sem enriquecimento e
com enriquecimento. Para isto considera-se a forma forte generalizada para problemas estaticos

2D. O elemento finito utilizado neste trabalho é triangular linear em duas dimensoes.

2.5.1 Elemento sem Enriquecimento

Dada um dominio €2, Fig.2.4, a funcdo fonte f, os parametros de contorno g e h e as constantes
]i]l e ]i]z.
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2.5. Formulagao do Elemento Finito no MEFG

Figura 2.4: Dominio {2 com condigoes de contorno

O campo u : Q2 — R satisfaz a equagdo de Poisson bidimensional

V- (kVu)=f em Q=Q;UQy,

u=g em T, Dirichlet

0
— k—u =h em I} Neumann
on
0 0
klﬂ = k@ﬂ em I' Inter face
8111 8n2

Aplicando o método dos residuos ponderados juntamente com o teorema da divergéncia,

obtém-se a forma fraca

/kVqudQ: —/fde+/vk:@dT,
Q Q T 871

onde v é a funcao teste.

(2.13)
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2.5. Formulagao do Elemento Finito no MEFG

Para facilitar o equacionamento, serd introduzido uma mudanca de varidvel Equagdo (2.14),

correspondente a uma transformagdo isoparamétrica do espaco fisico (X,Y) e (¢, 7), Fig. 2.5

r = Nll‘l + NQIL’Q + Ng[[’g (214)
y = Ny + Naya + Nays,

onde Nj, Ny e N3 sdo as fungdes de forma do elemento finito triangular atreladas a cada nd,
Equagdo (2.15).

N1 = 1 —g—?’]
Ny, = ¢ (2.15)
N3 = .

YA A

(X3.Y3)

(X2.¥2)
X131

o
0,0) X 0 1 £

E1q.m1) €2.m2)

Figura 2.5: Mudanca de coordenadas.

Assim, de acordo com a formulagao isoparamétrica, a aproximacdo da solugdo u num ponto

qualquer do elemento pode ser representada matricialmente por:

Uy
Uh:[Nl No Ns} Uz | (2.16)

U3

onde u;, sdo os graus de liberdade do né i. Segue entdo que
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2.5. Formulagao do Elemento Finito no MEFG

) o !
[f)@] u' = [84 [Nl Ny Ng] s (2.17)
%} dy U3
ou
) oul Uy
9 1 0f [2u=
lut = Jrl =B |us| , (2.18)
ey 0 1) |5
Y Y U3
onde

oN, N, N (2.19)

dy Jy dy

%w%]

Para que sejam utilizadas coordenadas (£,7) do elemento de referéncia, é necessario recorrer

a regra da cadeia. De onde chega-se em

uh oul
[8?’%] -y [;a] (2.20)
an Oy

onde

oz Oy

_ | o 0

= é o (2.21)
on  On

é a matriz Jacobiana, responsavel pela transformacao das coordenadas locais pelas coordenadas

globais.

Novamente, utilizando a Equac3o (2.16) e explicitando as derivadas de u" em relagio a = e a

out ou
[a?ﬁ] =H [ﬁ] : (2.22)

By an

Yy, chega-se em:

onde H é definida como a matriz inversa da matriz Jacobiana J:

9% o
H=|% g_;;] (2.23)
oy By
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2.5. Formulagao do Elemento Finito no MEFG

Da Equagdo (2.16) tem-se que:

ouh (41
[aafh =B |us | . (2.24)
on us
onde
ON1  9N2  ONg
«_ |o¢ Tog o
S =
on on on
Das Equagdes (2.19) e (2.25) resulta uma relagdo entre as matrizes B e B* dada por:
10
B— HB". (2.26)
0 1

A matriz de rigidez do elemento finito triangular é representada por:

K, = / / B” kBdzdy, (2.27)
Usando a mudanga de variaveis definidas em Equagao (2.14) chegamos em:

1 1-n
K, = / / (B*)TkB* |J| dédy, (2.28)
0 0

com

dzxdy = || d&édn. (2.29)

2.5.2 Elemento com Enriquecimento

Para a formulacdo com o enriquecimento devido ao MEFG, considere o elemento finito trian-

gular com os trés nds enriquecidos Fig. 2.6.

A aproximacao local da solu¢do u relativa ao elemento triangular e, Fig. 2.6 é dada por:

3 q(3)

u = levl- u; + lzw}”b}” : (2.30)
1= =1

onde

e ' é a fungdo enriquecedora [ do né i;
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2.5. Formulagao do Elemento Finito no MEFG

3

1

Figura 2.6: Elemento finito triangular com os trés nés enriquecidos.

e ¢ é o nimero de fungdes enriquecedoras e

e b, é o parametro adicional [ devido ao enriquecimento do né i.

A forma matricial da Equag3o (2.30) de um nd arbitrario i pode ser representada por:

Uy

Ul
bl

b
Uz
h u u U bqu
uh= [N N N Ny Now e Nowge Ny Nagi s Ny

by
us

u3
bl

u3
_bq _

(2.31)
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2.5. Formulagao do Elemento Finito no MEFG

Da Equagéo (2.30), obtém-se:

Uy

U1
bl

Ul
bq
Uz
Au U2

ox — B bl
auh - e . 9
oy :

U2
bq
%

u3
bl

u3
bq |

onde B, (matriz B enriquecida)

ox ox

Be — ox

0y 0y dy 9y 9y

*
er

Analogamente, temos a matriz B, matriz B enriquecida,

B — | o 96 3
¢ .. ONi 9N pui DU AN O’
an on + NZ on on qu + NZ on

) . . oyt ) ) ¥t
. ON; % U 4 N, ¥y ...%%ujq\fi Vo' L

, - o s Oy
LON;  ON; U 4 N, Yy ..3Nzw};z_|_]\/‘i Vg .

ON; ON; ) w; Bw"i ON; . u; 31/)ui
. % 11+Nl_la_£fl/}qz+NZ 4, ..

(2.32)

(2.33)

(2.34)

A matriz de rigidez do elemento finito triangular enriquecido é representada também pela

Equagdo (2.28). Numa malha de elementos finitos, a matriz de rigidez nodais devem ser

formadas pela contribuicdo de cada elemento, lembrando que os graus de liberdades adicionais

devem ser considerados no sistema resultante.

Com objetivo de avaliar e entender melhor o MEFG, no préximo capitulo as fun¢des de ondas

planas que sao solucdes particulares da equacao de Helmholtz serao utilizadas para enriquecer

as funcdes de forma lineares do MEF. Dessa forma, ficara definido o espaco de aproximacio

do MEFG e problemas envolvendo propagacao e espalhamento de ondas serao resolvidos para

validar o método. Além disto, algumas conclusGes e observacGes também serdo apresentadas.

22



Capitulo 3

Enriquecimento por Ondas planas

Muitos autores utilizam o MEFG para resolver a equacdo de Helmholtz, devido a sua ca-
pacidade de capturar grandes comprimentos de onda por espacamento nodal em 2D e 3D.
Tal abordagem baseia-se no enriquecimento do espaco de solucdo por solu¢bes analiticas da
equacgao de Helmholtz. Estas sao geralmente sob a forma de ondas planas ou através das fun-
¢Oes de Bessel. Neste capitulo, serd abordado o método dos elementos finitos generalizados
para a equacdo de Helmholtz. As funcdes de ondas planas serdo usadas para enriquecer as
funcbes de forma do elemento finito em cada vértice de uma malha triangular que cobre o
dominio computacional com o suporte da PU. A precisdo e a eficacia dos MEFG s3o determi-
nadas comparando-se os resultados numéricos a problemas selecionados com solucao analitica

disponivel ou comparando ao melhor resultado obtido pelo MEF.

3.1 Formulacao do Problema

Considere o dominio limitado mostrado pela Fig.3.1. O campo u que independe do tempo

satisfaz a equacdo de Helmholtz bidimensional

(V2 + kz) u=0 em €, (3.1)
ou
. 1 em Iy (3.2)
1

e a condicdo de contorno de Robin

ou
o, +jku=go em Iy, (3.3)
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3.1. Formulacao do Problema

Figura 3.1: Dominio 2 com fronteira interior I'y e fronteira exterior I'y

onde k£ é o numero de onda relacionado com o comprimento de onda A por k£ = 27” \%
é o operador Laplaciano, €2 é o dominio bidimensional estudado, g; e g» correspondem as
condi¢des de contorno, j é o ndimero complexo imagindrio (j2 = —1) e n; e ny s3o as normais
para fora a fronteira I'; e I'y,respectivamente. Aplicando o método dos residuos ponderados,

obtém-se a equacdo integral governante do elemento finito dada por:
/ v (VPu+ k*u) dQ = 0, (3.4)
Q
v € a funcdo teste. Com o primeiro teorema de Green's chega-se a forma fraca
B(u,v) = L(v), (3.5)
onde

B(u,v) = / (VuVu — k*uv) dQ —l—jk/ wvdl, (3.6)
Q r

2

L(v) = Z/F givdl, (3.7)

V é o operador nabla.

O dominio computacional é coberto por uma malha de elemento finitos, com n nés. Em cada
elemento o campo é aproximado usando fung¢des de forma polinomiais /N; e os seus valores

nodais u;.
i=1

24
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Em seguida, o campo em cada né i é expandido em termos de ¢ incognitas u;; relativas a g

funcbes de ondas planas em diferentes direcoes
q
u; = Z exp(JkE; - r)uy, (3.9)
=1

onde r é o vector de posicdo. As funcdes de ondas planas sdo escolhidos para serem uniforme-
mente distribuido, de modo que, considera-se &, = (cosay, sina;), com oy = 1 =1,..,q.
q

O campo u" aproximado é entdo dado por:

uh = z": Z Niexp(jkE, - r)u;. (3.10)

=1 [=1

A Fig.3.2 descreve as direcoes de onda utilizados para ¢ = 2,4,6,8 e 10 em uma regido de

influéncia tipica w;.

9=2 q=4 9=6

q=8 g=10
Figura 3.2: Exemplos das direcoes de onda utilizados em uma regiao de influéncia w;

3.2 O espaco de funcoes MEFG

De acordo com a Equag&o (3.10), para construir o espa¢o de funcdes do MEFG, basta combinar
as cldssicas funcoes de forma nodais do MEF, IN;, com as funcbes de ondas planas em diferentes
direcdes [33] em cada né. Localmente pode-se dizer que para cada elemento e, o espaco local

de combinagoes lineares de ondas planas com §&; diregdes, é dado por

local

k,q __ h Ne €, .
Ue —{u _Zileiul

w € Whee } , (3.11)
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3.2. O espaco de funcoes MEFG

onde
ka ‘
I/Vlocqal o Spa’n{ w;c = exp (]k:€l ’ I') } : (312)
Neste caso, as novas fungdes de forma enriquecidas P5 = Nfw! geram o espago das fungdes

de aproximacdo do MEFG. Ent3o, como na Equacdo (3.10) o campo aproximado u" em funcdo

das novas fun¢bes de forma é dado por

n q

u' = Z Z Nwhuyg =P -u. (3.13)

i=1 =1
Sabe-se que em geral o MEF quando aplicado ao problema de Helmholtz exige malhas refina-
das, o que nao é o caso do MEFG que depende de uma malha apenas para cobrir o dominio
do problema. Sendo assim, entende-se que parte da aproximagdo vinda do MEF ndo traz
grande contribuicGes a aproximag¢ao do MEFG para o problema de Helmholtz. Por este motivo

o campo aproximado dado pela Equagdo (3.10) n3o leva em consideragdo a aproximagdo do
MEF apresentado nas Equagdes (2.6) e (2.30).

As derivadas globais das novas fun¢des de forma sdo dadas por

P, AN,

il i cosa

ar = | 2| +jkN; | HS wl (3.14)
—ay” _ayl sinoyg

As funcoes de teste v, sdo também escolhidas a partir das novas funcées de forma enriquecidas

Py;. Segue que as Equagdo de Galerkin (3.6) podem ser escritas na forma matricial
Mu = f, (3.15)

onde
M = / (VPTVP — k*PTP)dQ + jk / PTPdr, (3.16)
Q I

2
f= Z/FPTgidF. (3.17)
i=1

O sistema resultante tem dimensdes n - ¢ X n - ¢q. As integrais das Equacdes (3.16) e (3.17)
sao realizadas por meio de integracao de Gauss-Legendre de alta ordem, isto se faz necessério
devido ao comportamento oscilatério dos integrandos. O nimero de pontos de integracao

depende do nimero de comprimentos de onda contidos por espacamento nodal.
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3.3. Resultados e discussao

3.3 Resultados e discussao

No que segue, vamos apresentar e analisar os resultados computacionais obtidos, utilizando
MEFG com enriquecimento por ondas planas para resolver um problema de propagacdo de
onda em um dominio quadrado e em seguida um problema de espalhamento eletromagnético
ambos em duas dimensdes. Para visualizacdo dos resultados, usou-se o software MATLAB
[66] versdo R2008a.

3.3.1 Onda Plana no Espaco Livre

Como um primeiro exemplo, considera-se a excitacdo transversal do campo elétrico TE, e
desejamos encontrar a componente z do campo magnético que satisfaz a equagao de Helmholtz
no dominio quadrado 2 = {(z,y)| —5 < z,y < 5}, Fig.3.3 e a condigdo Robin na fronteira

artificial I' formada pelos lados do quadrado é dada por:

Jk(1+ cosbr)ur, em {(=5,y)|—5 <y <5}
Jjk(1 —cosOr)ur, em {(5,y)|—5 <y <5}

Jk(1 + senbp)ur, em {(z,—5)]—5 <z <5}
Jk(1 — senfr)ur, em {(x,5)]—5 <z <5},

g(x) = (3.18)

onde u; é o campo magnético da onda plana incidente. O problema serd resolvido usando o

MEFG com enriquecimento por funcdes de ondas planas em diferentes direcoes.

Malha triangular

I T N N N N T X S N

Figura 3.3: Dominio Computacional {2 e malha triangular.

A malha triangular de tamanho hs4 = 1.1\ usada para resolver o problema apresentado na

Fig.3.3 é composta de 152 elementos, 102 nds e 254 arestas. Para avaliar os coeficientes do
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3.3. Resultados e discussao

sistema linear dado pela Equacdo (3.15) foi empregado o método de integracdo de Gauss-

Legendre, com 64 pontos dentro de cada tridngulo e 6 ao longo de cada aresta da fronteira
r.

As Fig. 3.4 e Fig. 3.5 mostram respectivamente a parte real e imagindria do campo magnético
analitico e aproximado numericamente pelo MEFG com ¢ = 12,14, 16, 18 direcGes de ondas
planas na linha C, = {(z,y)|ly = 0,—5 <z < 5}. Note que, para ¢ = 12 e ¢ = 14 os erros
sao manifestos na amplitude da solucdo aproximada. Por outro lado, para ¢ > 16 os erros
nas aproximagoes sdo reduzidos de forma satisfatéria. Os resultados sdo obtidos usando uma

onda plana incidente com angulo incidente ; = 15° e nlimero de onda k = 27.

1.5

e(u) solucao analitica L. Re(u) solugdo MEFG q=16

R
Re(u) solugdo MEFG =12 o Re(u) solugdo MEFG g=18
Re(u) solucdo MEFG g=14

TRARA L RA R R

o

g
~A
s\
—

Campo magnético (u) A/m
o

Ny P VY vy gV

Figura 3.4: Parte real do campo magnético analitico e aproximado numericamente pelo
MEFG ao longo de C,, com 0; = 15°, hy = 1.1\ e g = 12,14, 16, 18.

Estes resultados apontam para a robustez do MEFG que com apenas 18 x 102 = 1.836
graus de liberdade, reduziu drasticamente os erros na aproximagao. As Figuras 3.6 e 3.7

mostram respectivamente a parte real e imaginaria do campo magnético analitico e aproximado
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1.5

Im(u) solucdo analitica . Im(u) solucdo MEFG q=16
Im(u) solucdo MEFG g=12 O  Im(u) solugdo MEFG g=18
Im(u) solucdo MEFG g=14

AhARAANANADNAA

Campo magnético (u) A/m
o

-1.5 :
5
x(m)

Figura 3.5: Parte imaginaria do campo magnético analitico e aproximado numericamente
pelo MEFG ao longo de C,, com 0; = 15°, hy = 1.1\ e ¢ = 12, 14, 16, 18.

numericamente pelo MEF para uma malha de tamanho h; = 1—10)\, com 9.988 nds e para uma
outra malha mais refinada de tamanho hy = 1—15)\, com 23.010 nés. Note-se que apesar do
MEF utilizar ndmeros de graus de liberdade bem superiores ao usado no MEFG os resultados
alcancados apresentam erros absolutos médios para a parte real e imagindria da aproximacgao
numérica pelo MEF de 0.3375 e de 0.3495 para a malha de tamanho h; e de 0.1584 e de
0.1558 para a malha de tamanho hy, estdo bem distantes do esperado. O erro é manifestado

através de um atraso de fase.

3.3.1.1 ¢— convergéncia do MEFG

Para analisar a convergéncia do MEFG a precisao do modelo é medida pelo erro na norma

Ly(€2) definido em todo o dominio computacional por

. Huana - unum”LQ(Q)

(3.19)

Huana”L2(Q)
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Figura 3.6: Campo magnético analitico e aproximado numericamente pelo MEF ao longo
de C,, com 0; = 15°, e hy = 15\, (a) Parte real. (b) Parte Imagindria.
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Figura 3.7: Campo magnético analitico e aproximado numericamente pelo MEF ao longo
de C,, com 0; = 15°, e hy = =\. (a) Parte real. (b) Parte Imagindria.

Além da malha triangular, Fig. 3.3 foram utilizadas na analise de convergéncia do MEFG
outras duas malhas triangulares de tamanhos hgy = %)\ e he = %)\, com 441 e 1.664 nds,
respectivamente. As Figuras 3.8 e 3.9 apresentam os graficos de ¢—convergéncia do MEFG,
parte real e imagindria, respectivamente. Como esperado pode-se ver as caracteristicas de
convergéncia do método descrito, que usando a primeira malha atinge boas taxas de conver-
géncias para g > 16, e esta taxa de convergéncia vai melhorando para malhas mais refinadas.
Apesar da taxa de convergéncia no MEFG melhorar a medida que diminui-se o tamanho da
malha utilizada, nota-se que o niimero de graus de liberdade aumenta consideravelmente em

funcao do numero de direcdes de ondas ¢, o que leva a acreditar que no MEFG, vale mais a
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pena manter uma malha pequena ao exemplo da malha de tamanho h4 = 1.1\ e variar os

valores de ¢ no enriquecimento.

w

—O6— MEFG com MalhaA
* -+ MEFG com MalhaB |- .
—+&— MEFG com MalhaC

N
ol

N

erro relativo em Re(u)
'_\
(63}

VNDOF 0o q

(a)
Figura 3.8: g—convergéncia da solugdo MEFG Re(u) para as malhas A, B e C..

Um aspecto importante na implementa¢ao do MEFG ¢ a integracdo numérica da forma fraca,
visto que ela proporciona impacto na constru¢ao da matriz global como também na precisao
dos resultados. A Fig. 3.10, mostra o efeito do niimero de Gauss na precisdo dos resultados.
Nota-se que a partir de 60 pontos de Gauss o erro na aproximagao numérica pelo MEFG tende
a se estabilizar. Levando em conta o tamanho da malha usada que foi h, = 1.1\, adotou-se

8 pontos de Gauss por comprimento de onda em cada direc3o.

De acordo com as Figuras 3.11a e 3.11b que avaliam a amplitude em cada uma das dezoito
direcoes de ondas usadas no enriquecimento, a maior amplitude aconteceu préoxima da direcao
de propagacao da onda, ou seja, para a primeira e ultima direcao de onda plana. No entanto,
de maneira geral, ndo se sabe a priore quais sido as dire¢cdes que otimizam a aproximagao no
MEFG. Este fato pode ter ocorrido devido ao tipo de problema que foi resolvido, um problema

de propagacao de onda no espaco livre.

31



3.3. Resultados e discussao

—6&— MEFG com MalhaA
* - MEFG com MalhaB |-
—&— MEFG com MalhaC

w

erro relativo em Im(u)
N

VNDOF 0o q

Figura 3.9: g—convergéncia da solugdo MEFG Im(u) para as malhas A, B e C..

Com relagdo ao mal condicionamento previsto para o sistema resultante no MEFG a Fig. 3.12
mostra que tais sistemas no MEFG com a malha A sdo mal condicionadas, podendo inclusive
apresentar sistema singulares que é o que ocorreu para ¢ = 14 e ¢ = 18 direcoes de ondas
planas. O mal condicionamento foi calculado usando a funcdo cond do Matlab induzida pela

norma euclidiana.

3.3.2 Espalhamento de um cilindro condutor circular

Assume-se, para este teste que o obstaculo de fronteira I'; é delimitada por uma fronteira
artificial suave I'; e que o dominio anular 2 entre I'; e I'; é definido pela presenca de um
tinico meio, Fig.3.13a. Especificamente, considera-se a excitacao transversal do campo elétrico
TE, e deseja-se encontrar a componente em 2z do campo magnético que satisfaz a equagao
de Helmholtz no dominio 2. Na fronteira I'; impde-se a condicdo de contorno de Neumann
homogénea. Por outro lado, se I's for suficientemente afastada do espalhador, o campo

magnético u em T’y comporta-se como exp(jkr)/+/r. Neste caso, para impor a condi¢do de
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Figura 3.10: Erro relativo da solu¢ao MEFG u para malha A versus pontos de Gauss.

amplitudes no né (-5.0,-0.5) da malha A
amplitudes no né (.0,0) da malha A

123 45 6 7 8 9 10111213 14 15 16 17 18 123 45 6 7 8 9 10111213 14 15 16 17 18
direcdes de ondas direcdes de ondas
(a) (b)

Figura 3.11: Amplitudes para cada diregdo de onda. (a) Amplitudes em cada uma das
dezoito diregoes de ondas no né (—5.0,—0.5), com 6; = 15°, e hs. (b) Amplitudes em
cada uma das dezoito diregoes de ondas no né (0,0), com 0; = 15° e hy.

radiagdo de Sommerfeld sobre I'y serd usado neste trabalho a condi¢cdo de absor¢do (ABC) de

primeira ordem proposta por Bayliss and Turkel [67], dada por:

+ — —jkuy, =0 para r=rs. (3.20)
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Condicionamento do sistema
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q

Figura 3.12: Condicionamento do sistema no MEFG para a malha A versus q.

fronteira artificial

superficie PEC

—

Onda plana.

o ./

Figura 3.13: Dominio computacional e malha triangular. (a) Dominio Computacional €
entre a superficie PEC I'y e a fronteira artificial I'; e (b) A malha triangular utilizada nos
calculos.

Uma solugdo para este problema foi desenvolvida em termos de uma série de fun¢des de Bessel
[41]

u= i [A,d (k) + B, Y, (kr)] cos(nd), (3.21)

onde J,, e Y,, sdo as primeiras e segundas funcdes de Bessel de ordem n. Os coeficientes A,

e B, sao determinados por meio das seguintes condi¢cdes de contorno:

e Condicao de contorno Neumann sobre o espalhador:

0
6_: =0 para r=ry. (3.22)
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e Dado que u = u, + uy, chega-se com a Equagdo (3.20) em:
ou 1 oug 1
— =1 — — . .2
or + <2r jk) Y=y (27’ Jk) u (3.23)

Uma vez os que os coeficientes A,, e B, podem ser determinados por truncamento na ordem

nos indices n, a solugdo analitica expressa em (3.21) pode ser avaliada em todo o dominio €.

O problema de espalhamento a ser resolvido usando MEFG é expresso pelo sistema dado na
Equagdo (3.15) onde

M = / (VPTVP — E*PTP) dQ + / P <2i — jk) Pdr, (3.24)
Q r r
f = /PT [2% + (cost — 1)jk] exp(jkrcosd)dl . (3.25)
r

Os dados a seguir sdo usados nos calculos:

Raio da superficie PEC 'y, 71 = 1.0,

Raio da fronteira artificial I'y, 79 = 3.0);

Numero de onda k = 27;

tamanho da malha h = 1.0\.

O dominio computacional € foi discretizado em 224 elementos, 160 nds e 384 arestas, como
mostra a Fig.3.13b. Para este exemplo, foram usados os mesmo nimeros de nds de Gauss-

Legendre, usados no primeiro exemplo.

As Fig. 3.14a e Fig. 3.14b mostram a parte real e imagindria do campo magnético analitico e
aproximado numericamente na linha C, = {(z,y)|z =0,-3 <y < —1,1 <y < 3}, respec-
tivamente. O campo magnético calculado através do MEFG, com ¢ = 6 diregcdes de ondas
planas, fornece uma excelente aproximagdo a solugdo analitica da Equagdo 3.21. Observa-se
que os erros absoluto médio das partes real e imagindria sao 0.0040 e 0.0072, respectiva-
mente. Para valores de ¢ menores que seis direcdes de onda, os resultados obtidos ndo foram

satisfatdrios.
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Figura 3.14: Campo magnético para o MEFG, ao longo de C,, com ¢ =6 e h = 1.0A. (a)
Parte real. (b) Parte Imaginaria.

As Fig. 3.15a e 3.15b mostram a distribuicdo do campo magnético total em torno do cilindro
de difracdo. Os resultados numéricos para o MEFG, com ¢ = 6 sdo relatados na metade

inferior da superficie Fig. 3.13 e os resultados analiticos s3o mostrados na outra metade.

v . ’ ] v )
2 . 2
‘ . . 15 . . ‘ 15
' ! | 1\
1 ' ' ‘ 1

» . N . N
y ! 1 \ o
Q ’ : . B . ! ) e ‘ ‘ | "
W : ' g
(a) (b)

Figura 3.15: Campo magnético total em torno do cilindro para o MEFG, com ¢ = 6 e
h =1.0\. (a) Parte real. (b) Parte Imaginaria.
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Figura 3.16: Real e Imaginaria g—convergéncia no MEFG, com a malha Fig.3.13b.

Considerando que v/ NDOF é igual a raiz quadrada do ntimero de graus de liberdade n - ¢, a
Fig. 3.16 mostra a g-convergéncia da parte real e imaginaria do campo magnético aproximado
ao longo de C), pelo MEFG, com ¢ = 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14. Para obter
resultados precisos foram necessario um minimo de 6 direcSes de onda que resulta em (6 X
160) = 960 graus de liberdade.

Como esperado, a aproximacdo para o MEFG com enriquecimento por ondas planas, mesmo
utilizando um nidmero de graus de liberdade por comprimento inferior ao usado pelo MEF,
fornece bons resultados de convergéncia. Neste caso, pode dizer que o MEFG se qualifica

como uma boa ferramenta na resolucao de problemas de propagacao e espalhamento de ondas.

Na sequéncia deste trabalho, serd introduzido ao dominio computacional €2 uma interface
entre os diferentes materiais. No caso do MEFG, técnicas de tratamento de descontinuidades
serdo apresentadas e confrontadas, para garantir a continuidade de campo entre os diferentes

meios.
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Capitulo 4

Tratamento de Descontinuidade de
Materiais no MEFG

Como vimos no capitulo anterior o MEFG com enriquecimento por ondas planas se mostrou
adequado para lidar com os problemas de propagacado de ondas onde o MEF classico pode exigir
uma malha excessivamente refinada [33, 62, 37]. Usando o MEF para resolver a equagdo de
Helmholtz é comum fazer uso de malhas com uma resolucdo minima de dez ou quinze pontos
nodais por comprimento de onda. No entanto, como pode ser visto no primeiro exemplo da
Secdo 3.3 que isto ainda pode nao ser suficiente. Com o uso de funcdes de ondas planas
como fun¢des de enriquecimento é possivel obter em geral resultados precisos com tamanho
da malha maior do que um comprimento de onda. Tal fato reduz significativamente o nimero
de incégnitas do sistema resultante a ser resolvido. Em problemas onde o dominio é formado
por regioes de diferentes materiais, os espacos de fun¢des do MEFG diferem nas interfaces
entre os diferentes meios. A solu¢do usual para isto, é introduzir o ML para forgar as condicoes
de interface. No entanto, este método conduz a sistemas matriciais mal condicionados e nao
positivos definidos o que impde severas restrices sobre o método para resolver o sistema de
equacgdes [49, 41]. Em [42, 43] os autores mostraram a vantagem ao se utilizar o Mortar
Element Method (MEM) para garantir as condi¢des de interface no MEF, e neste caso a
matriz resultante é definida positiva. No presente capitulo, serdo apresentados as questdes do
ML e uma abordagem que pode ser interpretada como uma extensdo do MEM para MEFG

para lidar com descontinuidades em dominios homogéneos por partes [47].
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4.1 Formulacao do Problema

Considerem um dominio €2 que é decomposto em dois subdominios €2, e €2, conectados por
uma interface I', como mostra a Fig.4.1 e uma malha conforme que cobre o dominio €2, com

ng NOs em €2, e ny nds em (1.

Figura 4.1: Subdominios €2, e €2, com interface comum I"

Para cada sub-dominio, a formulacdo do problema obedece a formulacdo dada na Secdo 3.1 e
Se¢do 3.2. Neste caso, temos das Equagdes (3.6) e (3.7) que a forma fraca para o problema

de dois meios é dada por

B,(u,v) = L [/ (VuaVva — k:guava) ds? +jka/ uavadf} — /vaiauadf (4.1)
a “ r

aa aa na
e
R
La(v) = — @,dl | | 42
(v) = o [Z/g ] (42)
1 2 . 1 (?ub
By(u,v) = — (Vuvab — kbubvb) dQ+ jky | wupdl' | — [ vp———dI"  (4.3)
ay [Ja, T, o0y
e

Ly(v) = aib [Z/F gfvbdF] , (4.4)

onde u, e u; sdo as z-componentes do campo elétrico ou magnético, v, e v, sao as funcoes

de teste e «, e «, representam a permissividade relativa (na formulagdo do campo magnético)
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ou a permeabilidade (na formulagdo do campo eléctrico) sobre €, e , respectivamente. Os
nlimeros de ondas k, e k, s3o constantes em cada subdominio. As funcdes g¢, ¢° e g2, g5
em ', e T, provém das condigcdo de contorno de Neumann Equacdo (3.2) e da condicdo de

contorno de Robin Equa¢do (3.3) usada para truncar o dominio, respectivamente.

4.2 Continuidade entre os subdominios

Agora pretende-se garantir as restricdes ao longo da interface I'. Uma vez que o nimero de
onda é um atributo de cada regido nossa formulacao deve ser capaz de lidar com diferencas

de velocidade quando os subdominios sao conectados.

4.2.1 Multiplicador de Lagrange

Em geral, para forcar a continuidade da componente tangencial dos campos, usa-se o ML, de

forma que, a integral de contorno sobre I" nas Equagdes (4.1) e (4.3) é avaliada com

L Ou, 1 Ouy

A= = )
o, On, oy Ony

(4.5)

Substituindo a Equagdo (4.5) nas Equagdes (4.1) e (4.3) tem-se uma formulagdo mista

1
B,(u,v) = — [/ (VuaVva — k:zuava) ds? +jka/ uavadf} — /va)\df, (4.6)
r

a a

Qp

1
Bb(u,v) = — [[) (Vuvab — k:gubvb) dS) +jk’b/1‘ ubvbdf} + /Fvb)\df (47)
b b

Agora, o objetivo é encontrar u e A\. Observe que a continuidade do campo na interface ndo

foi garantida ainda. Sera imposta no sentido fraco por

/ (up — ug) vedl =0, (4.8)

onde v, é a funcio de teste em TI'.

Levando em consideragdo que no método desenvolvido por Farhat [68], os multiplicadores de
Lagrange sdo aproximados por fun¢bes oscilatérias com o nimero de onda do problema de
Helmholtz, a discretizacdo do ML usada neste trabalho serd a mesma do campo u Equacgao
(3.13). No entanto, neste caso, os elementos de aresta correspondente aos multiplicadores

Lagrange estao no limite entre dois elementos com nimeros de onda diferentes k, e ky, o que
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forca a optar por um dos dois valores na discretizacdo do ML. Sem perda de generalidade,

optou-se por utilizar o maior dos nimeros de onda na interpolaciao de \.

De acordo com [43], se a numerag¢do dos nés em cada dominio é feita de forma que os que

pertencem a interface I' sdo contados primeiros, entdo a discretizacdo do ML é dada por

nl' g
A=) Nuwphi=Q- A, (4.9)

j=1 1=1

onde n!' é o nlimero de né ao longo da interface I', k = max(kq, ks), Aj; sao os multiplicadores

de Lagrange para o né j € I' na diregdo §;.

Usando a aproximagdo do ML \ dada pela Equagdo (4.9) e escrevendo a aproximagdo da

funcdo de teste em €2, como
Vg = Nfwy, ,i € Qq, (4.10)

o dltimo termo no lado esquerdo da Equagdo (4.6) pode ser reescrita, lembrando que

a,,l _ ; I
Niwy, |[r =0 parai>n

nl' q
/va/\dF => Y / Nfwt | Njwh |r dTy (4.11)
r r

=1 1=1
ou na forma matricial
CuA, (4.12)
onde

C,= /P}deP, (4.13)
r

C,, P, e Q sio matrizes de dimensdo n' - ¢ x n! - q.

Analogamente, usando a aproximag¢do do ML )\ e escrevendo a aproximacao da funcao de teste
em €2, como
vp = Njwj, i € Oy, (4.14)

o ultimo termo do lado esquerdo da Equagdo (4.7) torna-se

nt q
/ v Adl =) "> / N{w;, |r Njwj, [ dT Ay (4.15)
r r

j=1 I=1

ou na forma matricial

CuA, (4.16)
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onde
Cy = / Pl Qdr, (4.17)
I

C,, P}, e Q s3o matrizes de dimensdo n' - ¢ x n' - ¢.

Se a mesma aproximagdo do multiplicador Lagrange A é usada para a representacdo da fungao

de teste v, na Equagdo (4.8), tem-se
ve = Nywt,i=1,....n". (4.18)

Usando a Equagdo (4.18) e a aproximagdo do campo u, € u,, ambos extraidas da Equagdo
(3.13)

nl' g
/ ugvedl =) > / Niwy |p Njwy |[p dUAj, (4.19)
r r

j=1 =1

nl' ¢
/ upvedl =Y ") / Niwy, v Njwp |r dTAy, (4.20)
r r

j=1 1=1
ou

Clul (4.21)

Cluy . (4.22)

Finalmente, o sistema simétrico em bloco é obtido:

M, 0 —-C, ul
0 u? [ £, |
0 M, . G || uw =8, (4.23)
0 u)
o 0
| -cl'o.clo. o || ]

onde M,, M,, f, e f}, sdo as matrizes de rigidez e vetores fonte do MEFG para cada subdominio.

ul e u] sdo os vetores com os graus de liberdade relativos aos nés da interface I', enquanto
u? e u) sdo os fora de I em Q, e (2, respectivamente.
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4.2.2 Extensao do Mortar Element Method para MEFG

Em [43] os autores propuseram uma técnica com base no MEM para impor restricdes de
continuidade no MEF classico. Neste trabalho as matrizes de acoplamento dos subdominios
que aparecem no sistema final do ML para MEF sao utilizadas para construir o sistema final
do MEM. O MEM considera duas malhas independentes que estdo ligadas por uma interface e
que sao condensadas independentemente como no MEF, o que significa dizer que em geral os
nods da interface entre os dois subdominios para cada uma das malhas ndo sdo necessariamente
os mesmos. Considera-se uma destas malhas escrava e a outra mestre. A base do MEM é
encontrada em [69] onde o vetor com os graus de liberdade da interface escrava é fungdo do

vetor com os graus de liberdade da interface mestre e pode ser expresso por
u, = Huy, (4.24)

onde
H=C,'C,. (4.25)

Com as condigBes de mortar dadas pelas Equagdes (4.24) e (4.25) relacionada ao ML, o
sistema resultante do MEF usando o ML pode ser transformado em um sistema esparso e
positivo definido (4.32). Nota-se que tal abordagem, poderia entdo, ser usado no MEFG
com o ML que apresentou problemas de condicionamento do sistema resultante. A principio,
pensou-se em usar as Equagles (4.24) e (4.25) diretamente como é feito em [43] e chegar
no sistema final do MEFG com MEM. Tal estratégia ndo foi possivel pois as matrizes C, e
C, do MEFG em geral ndo admitem inversa e isto é uma exigéncia do MEM de acordo com
a Equagdo (4.25). Para evitar a singularidade das matrizes C, e C, do MEFG, foi utilizado

uma estratégia para cada direcdo onda plana dada por:

X1 N I I ()
uy (I +q) uy (1 +q)
ul (1 +2q) =H, up (1 + 2q) , (4.26)
| ug(l+ (n" = 1)q) | | up (I + (n" = 1)q) |
onde
H, = C,'Cy, (4.27)
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C. e Cy podem ser calculadas por integrais de linha ao longo de I’

Cu(l,J) = / N{jw}, Nyw}dl (4.28)
r

Cull,J) = / NYwj, Nyw;dr. (4.29)
r

Note-se que agora para cada direcao de onda existe a inversa da matriz C,; que é requerida.
Este fato ndo introduz sobrecarga significativa no tempo total para resolver o problema, visto
que a dimensdo n' x n!" da matriz C,; quase diagonal, depende diretamente do nimero de nés
da interface. Esse nimero é minimizado no MEFG, pois o mesmo permite o uso de malhas

menos densas que o MEF tradional.

As matrizes H; sdo combinadas de acordo com a direcao de onda em cada né da interface I'

e é entdo possivel encontrar a matriz relacionada a interface dada pela Equagdo (4.24)

Usando a condi¢do dada pela Equagdo (4.24), temos que os graus de liberdade ao longo de

todo o dominio 2 = 2, U ), podem ser ligados como segue:

ul 0 H o 0
u
u? Id 0 0 :
Ll = u; (4.30)
u, 0 Id O 0
0 ,
u, 0 0 Id
que pode ser expresso por
u=Hu (4.31)
onde H é a matriz de acoplamento global e Id é a matriz identidade.
Aplicando a matriz de acoplamento no sistema do MEFG Mu = F, obtém-se
H"MHu = H'F. (4.32)

Para obter a condicdo Hermitiana, o sistema final é multiplicado previamente pelo conjugado
da matriz dos coeficientes. Entdo, o sistema resultante passa a ser esparso e positivo definido,

podendo ser resolvido por meio de varios métodos iterativos [70].
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4.3 Resultados e discussao

Nesta secdo, serao apresentados e analisados os resultados computacionais obtidos usando as

abordagens do ML e do MEM para forgar a condi¢ao de interface no MEFG.

4.3.1 Problema de propagacao de onda

Seja 2 = Q, U, um dominio quadrado, definido pela presenca de dois meios, onde a inter-
face encontra-se na linha x = 0, conforme mostrado na Fig. 4.2a. Neste primeiro exemplo,
considera-se a excitacdo transversal do campo elétrico T'E, e desejamos encontrar a compo-
nente z do campo magnético que satisfaz a equacao de Helmholtz no dominio computacional
() e a condicdo Robin nas fronteiras I', e I', formadas pelos lados do quadrado. O problema

sera resolvido usando o MEFG.

Yy Malha triangular

5

I'a 5 I'y 4
3

2

1

Q, Q) .
5 T 5 X 4
2

3

-4
-5 5

(a) (b)

Figura 4.2: Dominio computacional e Malha triangular. (a) Subdominios €2, e €, com
interface comum I", (b) Malha triangular.

Os seguintes dados sdo aplicados nos calculos:

e onda incidente de amplitude unitdria com angulo incidente 6; = 15¢;
e numero de ondas k, = 2w e ky = 7;

e hh=10.6)\,.
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A malha usada para resolver o problema, apresentado na Fig.4.2b, é composta de 643 elemen-
tos, 1.002 arestas e 360 nds. Sendo que destes nds, 41 estdo sobre a interface I'. Adicional-
mente, optou-se também por avaliar o desempenho do MEFG com ML e com MEM usando
uma malha de tamanho h = 1.1)\, igual ao da malha usada no primeiro exemplo da Sec¢do 3.3.
Esta malha é composta de 164 elementos, 265 arestas e 102 nds. Apenas 11 do total de nds
da malha estdo sobre a interface I'. Para avaliar os coeficientes do sistema linear dado pela
Equagdo (3.15) foi empregado o método de integracdo de Gauss-Legendre, com 64 pontos

dentro de cada triangulo e 6 ao longo das aresta.

4.3.1.1 MEFG com ML

As Fig. 4.3a e Fig. 4.3b respectivamente mostram a parte real e imagindria do campo
magnético analitico e aproximado numericamente pelo MEFG com o ML e ¢ = 12 diferentes
diregBes de ondas planas na linha C, = {(z,y)|y = 0, =5 < 2 < 5}, os erros absolutos médios
encontrados para a parte real e imagindria do campo magnético sdo respectivamente 0.0082
e 0.0094. Os resultados sdo obtidos usando uma onda plana incidente com angulo incidente
0 = 15°. Note que o sistema resultante do MEFG de dimens3o igual a 12 x (360 +2 x 41) =
5.304 é mal condicionamento (o nimero de condicdo é de ordem 10?°), n3o é positivo definido
e possui 427.536 elementos ndo nulos. Para obter a convergéncia foi utilizado o método do

gradiente biconjugado.

Re(u) solugéo analitica

Im(u) solug&o analitica
15 T O Im(u) solugdo MEFG-ML
R D
[0)

Campo magnético (u) A/m
Campo magnético (u) A/m
o

-1t

-15 L -15

5 0 5 -5 0 5
x(m) x(m)
(a) (b)

Figura 4.3: Campo magnético para MEFG com ML, ao longo de C,, com 6; = 15°,
h = 0.6\, e ¢ = 12. (a) Parte Real. (b) Parte Imaginéria.

Por outro lado, nota-se nas Fig. 4.4a e Fig. 4.4b que a aproximacao dada pelo MEFG com ML

ja ndo apresenta boas caracteristicas de convergéncia quando aplicada a malha de tamanho
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h=1.1)\, e ¢ = 12. Mesmo aumentando o nimero de direcoes de ondas a aproximacao neste
caso continua nao apresentado boas caracteristicas de convergéncia. Conclui-se que isto se

deve principalmente a pequena quantidade de nds usada na discretizacao da interface I'.

‘ Re(u) solucdo analitica ‘ Im(u) solugéo analitica
15 g Rl Re(u) solugdo MEFG-ML 15 — === Im(u) solugdo MEFG-ML

Campo magnético (u) A/m
e ° .
Campo magnético (u) A/m

-15 b
5

Figura 4.4: Campo magnético para MEFG com ML, ao longo de C,, com 6; = 15°,
h=1.1X\, e ¢ = 12. (a) Parte real. (b) Parte Imaginaria.

4.3.1.2 MEFG com MEM

A parte real e imaginaria da solugdo deste primeiro exemplo, considerando o MEFG com MEM
e ¢ = 12 direcdes de ondas planas é mostrado nas Fig. 4.5a e Fig. 4.5b, através das quais
também é possivel observar que a solugdo do campo magnético obtida por este método é tao
precisa quanto a do MEFG com ML. Os erros absolutos médios para a parte real e imaginaria
neste caso, foram de 0.0079 e 0.0092, respectivamente. Apesar do MEFG com MEM ter
utilizado a mesma malha e 0 mesmo nimero de dire¢cdes de ondas que MEFG com ML, o seu
sistema resultante apresentou uma dimens3o igual 12 x 360 = 4.320 bem inferior ao sistema
do ML. O nimero de elementos ndo nulos do sistema é igual a 783.936, quase duas vezes
mais que o ML. Além disto, o sistema final é esparso e quando multiplicado pelo conjugado da
matriz dos coeficientes fica positivo definido o que facilita a escolha do método de resolucao
do sistema. Nota-se que o tempo de calculo dos sistemas resultantes do MEFG com o ML
e com o MEM s3o praticamente os mesmos, o que muda consideravelmente é o tempo para
resolver o sistema. Em todos os testes o tempo com o MEM é bem inferior ao ML. Tal fato,

se da em func3o das caracteristicas de cada um deles.

Semelhante ao ocorrido com o MEFG com ML, nota-se pelas Fig. 4.6a e Fig. 4.6b que a
aproximac3do dada pelo MEFG usando o MEM também n3o apresenta boas caracteristicas de

convergéncia quando utiliza-se a malha de tamanho h = 1.1\, e ¢ = 12 direcdes de ondas.
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Im(u) solugdo analitica
O Im(u) solugdo MEFG-MEM
R =

Re(u) solugéo analitica ‘
15

15

0.5 0.5

Campo magnético (u) A/m
o

Campo magnético (u) A/m
o

-15
-5

Figura 4.5: Campo magnético para MEFG com MEM, ao longo de ), com 6; = 15°,
h=0.6)\, e ¢ =12. (a) Parte real. (b) Parte Imaginaria.

Im(u) solugéo analitica
15 T === Im(u) solugdo MEFG-MEM

‘ Re(u) solugéo analitica
15 12 Inlinliel Re(u) solugdo MEFG-MEM

Campo magnético (u) A/m
Campo magnético (u) A/m

Figura 4.6: Campo magnético para MEFG com MEM, ao longo de ), com 6; = 15°,
h=1.1X\, e ¢ = 12. (a) Parte real. (b) Parte Imaginaria.

4.3.2 Guia de placas paralelas

Este exemplo é a caracterizado por uma descontinuidade em um guia de onda de placas
paralelas. A geometria do problema é ilustrada na Fig. 4.7, onde a onda no guia propaga da
esquerda para a direita. Devido a descontinuidade, quer geométrica, ou material, ou ambos,
apenas uma parte da onda incidente pode passar pela descontinuidade e continuar a propagar
ao longo do guia de ondas. A outra parte da onda incidente serd refletida, propagando na
direcao oposta. Neste exemplo, serd considerado a excitacdo transversal do campo elétrico
TFE. e deseja-se encontrar a componente z do campo magnético que satisfaz a equacdo de
Helmholtz no dominio computacional, onde uma haste dielétrica retangular estd inserida no

guia. A condicdo Robin é imposta nos lados AB e C'D enquanto a condi¢cdao de Neumann
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homogéneo é imposta nos lados AC' e BD, veja Fig. 4.7. O dominio computacional do
problema foi discretizado por uma malha triangular de elementos finitos de tamanho h, =
hy, = 0.1)\g, composta de 449 elementos, 714 arestas e 266 nds. Sendo que destes nos,
44 estao sobre a interface I'. Para validar os resultados obtidos com o MEFG, usou-se os
resultados obtidos com MEF com uma malha de tamanho h = 0.01)\y com 4.448 elementos,
2.387 nds e 6.834 arestas.

1y \
A C
3.5ecm
¢ 1.75¢cm

N

D 7

B “—> !
Sem

Figura 4.7: Haste dielétrica inserida em um guia de ondas de placas paralelas

4.3.2.1 MEFG com ML

As Fig. 4.8a e Fig. 4.8b mostram respectivamente a parte real e imagindria do campo magné-
tico aproximado numericamente pelo MEF e pelo MEFG com o ML e ¢ = 4 diferentes dire¢coes
de ondas planas na linha C,, = {(z,y)|y = 0, =20 < = < 20}. O ndmero de graus de liberdade
para obter este resultados foi de 4 x (266 + 2 x 44) = 1.416. Como esperado, mesmo fazendo
uso do ML para garantir a continuidade do campo na interface entre os diferentes materiais, o
nimero de graus de liberdade usado na aproximac¢ao pelo MEFG diminuiu consideravelmente,
chegando quase que a metade do nimero de graus de liberdade utilizado pela aproximacao
feita como o MEF. A Fig. 4.9 apresenta as linhas equipotenciais da parte real e imagindria do
campo magnético aproximado pelo MEFG com o ML. Nota-se que a frente de onda atinge a
haste dielétrica retangular e uma parte dela atravessa a descontinuidade e continua a propagar
ao longo do guia de onda. A outra parte da onda incidente é refletida e propaga na diregdo
contraria. Os resultados sdo obtidos usando uma onda plana incidente com angulo incidente
0 =0° Ao =10cm €, = 4.0 — 1.05.
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15

15

T T T
Re(u) solugédo MEF
O Re(u) Solugdo MEFG-ML

T T T
Im(u) solugdo MEF
O Im(u) Solugdo MEFG-ML

0.5

Campo Magnético (u) Alcm
o
Campo Magnético (u) Alcm

1t

-15 . . . . . . . 15 . . . . . . .
-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2
x(cm) x(cm)
(a) (b)

Figura 4.8: Campo magnético para MEFG com ML versus MEF, ao longo de C, com
O = 0° he = hy = 0.1)\g, A9 = 10cm, €, = 4.0 — 1.0j e ¢ = 4. (a) Parte real. (b) Parte
imaginaria.

C=> equi-Re(u) MEFG-ML| = equi-Im(u) MEFG-ML|
0-035 T TIH T [ 0.035 [ I N
. Il 1 . | f i N

|
0.03F 0.03}
|

|
0.025 0.0251
|

0.015F 0.015H
|

|
0.01F 0.01}

|
0.005F 0.005
|

A . |
0
0.05 0.1 0.15 0.2 -0.2

Figura 4.9: Linhas equipotenciais do campo magnético para MEFG com ML, 6; = 0°,
ha = hy = 0.1Xg, Ao = 10cm, ¢, = 4.0 —1.05 e ¢ = 4. (a) Parte real. (b) Parte imaginaria.

4.3.2.2 MEFG com MEM

Os resultados apresentados nas Fig. 4.10a e Fig. 4.10b mostram que a solucdo do campo
magnético obtida pelo MEFG com MEM e ¢ = 4 diferentes dire¢cGes de ondas planas na linha
C, é tdo precisa quanto a do MEFG com ML. O mesmo ocorre com as linhas equipotenciais,
de acordo com a Fig. 4.11. Nota-se que o nimero de graus de liberdade do MEFG com o
MEM ¢ igual a 4 x 266 = 1.064, inferior aos utilizados pelo ML.
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15
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T T T
Re(u) solucdo MEF
O Re(u) Solugdo MEFG-MEM
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Im(u) solugdo MEF ‘

‘ O Im(u) Solugdo MEFG-MEM
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Campo Magnético (u) Alcm
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Figura 4.10: Campo magnético para MEFG com MEM versus MEF, ao longo de C,,
Or = 0° hy = hy = 0.1)g, A9 = 10cm, €, = 4.0 — 1.0j e ¢ = 4. (a) Parte real. (b) Parte
imaginaria.

0.035

=D equi-Re(u) MEFG-MEM equi-Im(u) MEFG-MEM
0.035 q (
T N il I 1 |

|
0.03F 0.03}
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|
0.025 0.0251
|

0.015F 0.015H
|
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0.01F 0.01}
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0.005 ||| 0.005
|

0 Il Il i I i . ol | |
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(a) (b)

Figura 4.11: Linhas equipotenciais do campo magnético para MEFG com MEM, 6; = 0°,
ha = hy = 0.1Xg, Ao = 10cm, ¢, = 4.0 —1.05 e ¢ = 4. (a) Parte real. (b) Parte imaginaria.

4.3.3 Problema de espalhamento eletromagnético

Neste exemplo, pretende-se resolver um problema de espalhamento eletromagnético de onda
plana em um cilindro condutor 4.12a. Especificamente, considera-se a excitacdo transversal do
campo elétrico T'E, e deseja-se encontrar a componente em z do campo magnético que satisfaz
a equacdo de Helmholtz no dominio €2. Na fronteira I', impGem-se a condicdo de contorno de
Neumann homogénea e especifica-se uma condi¢cdo de contorno absorvente (ABC) para impor

a condicdo de radiagao de Sommerfeld em T,
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Malha triangular

fronteira artificial

superficie PEC
—r

onda plana 0 X
TE,

Figura 4.12: Dominio computacional e malha triangular. (a) Dominio computacional
2 entre a superficie PEC (condutor perfeito) e a fronteira artificial I', e (b) A malha
triangular utilizada nos calculos.

Uma solugdo para este problema foi desenvolvido em termos de uma série fungdes de Bessel

[41], onde os campos nas regides €2, e (2, sdo dadas, respectivamente, por

o0

g = Y [Andn(kar) + By Yy (kqr)] cosnd. (4.33)

n=0

up = Z [Cod (kyr) + Dy Y (kyr)] cosnd. (4.34)
n=0
onde J,, e Y,, sdo as primeiras e segundas funcbes de Bessel de ordem n. Os coeficientes A,

B,, C, e D, sao determinados por meio das seguintes condices de contorno:

e Condicao de contorno Neumann sobre o espalhador:

Jug

81;“ =0 para r=r. (4.35)
e Continuidade do campo na interface I'

Ug = Uy para T =ry. (4.36)

e Continuidade da componente tangencial do campo na interface I’

1 0u, 1 Ouy

il p————— 4.
k2 or ki or (437)
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e Sobre a fronteria T';, 0 campo magnético u comporta-se como como exp(jkyr)/\/r, isto
s6 é verdade em I’y suficientemente longe do espalhado. Portanto, uma forma simples

para a condicdo de absorcdo (ABC) é dada por

Jus  us .
;r’ + ;L—T — jkyus =0 para r=r;. (4.38)

Dado u, = us + uy, onde u; é o campo magnético da onda plana incidente, chegamos

8ub 1 . . 82“ 1 .
W + <Z —]k:b) Up = W + (5 - ]kb) ur. (4-39)

em:

Uma vez os que os coeficientes A,,, B,, C, e D, podem ser determinado por truncamento
na ordem nos indices n, a solugdo analitica expressa pelas Equagdes (4.33) e (4.34) pode ser

avaliada em todo o dominio €.

O problema de espalhamento a ser resolvido usando MEFG ¢é expresso pelo sistema dado na
Equacgdo (4.23) onde

M, = / (VPIVP, — k.P]P,) d, (4.40)
Qa
1
M, = / (VB/VP, — kP B,) dQ + / Pl (Z - jk:b> PydT, (4.41)
Qb Fb
C, =k’ / PrQdQ, (4.42)
r
Cy = k; / PIQdSQ, (4.43)
r
f, =0, (4.44)
1
f, = / Pr [2— + (cost — 1)jkb} exp(jkyrcosd)dr . (4.45)
Ty r

Os seguintes dados sao utilizados nos calculos:

e Raio da superficie PEC I'y, 1 = 1.0A,;
e Raio da interface dielétrica I', 7o = 2.0\,;

e Raio da fronteira artificial I'y, 3 = 3.0\,;
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e Nimeros de ondas k, = 27 e ky, = m;

e tamanho da malha h = 1.0),.

Os comprimentos de raio sdo normalizados pelo comprimento de onda no subdominio I',. O
dominio computacional € foi discretizado em 588 elementos triangulares, resultando em 941
arestas e 353 nds. Destes néds, 90 estdao na interface I', como mostra a Fig. 4.12b. Para este
exemplo, foram usados os mesmo nimeros de nds de Gauss-Legendre, usados nos exemplos

anteriores.

4.3.3.1 MEFG com ML

A Fig. 4.13a e Fig. 4.13b mostram respectivamente a parte real e imagi-
ndria do campo magnético analitico e aproximado numericamente na linha C, =
{(z,y)|lr=0,-3<y < —1,1 <y <3}. O campo magnético calculado através do MEFG,
com ¢ = 6 diregoes de ondas planas, fornece uma excelente aproximacdo a solugdo analitica,
Equacdes (4.33) e (4.34). Note-se que os erros absoluto das partes real e imaginaria s3o iguais
a 0.0027 e 0.0015, respectivamente.

0.5

Im(u) solugdo analitica
O Im(u) solugdo MEFG-ML

Re(u) solugdo analitica

‘ O Re(u) solugo MEFG-ML

Campo magnético (u)
Campo magnético (u)

Figura 4.13: Campo magnético para o MEFG com ML, ao longo da reta C, com h = 1.0},
e ¢ = 6. (a) Parte real. (b) Parte imagindaria.

4.3.3.2 MEFG com MEM

A solucdo do problema considerando o MEFG com MEM e ¢ = 6 direcGes de ondas planas é
apresentado nas Fig. 4.14a e Fig. 4.14b, através das quais observa-se que a solu¢do obtida

para o campo magnético por este método é tdo precisa quanto a do MEFG com ML. Os erros
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absolutos da parte real e imagindria foram de 0.0024 e 0.0016 ao longo de ), respectivamente.

0.5

T T
Im(u) solugdo analitica
O Im(u) solugdo MEFG-MEM

T T
Re(u) solucéo analitica
O Re(u) solugdo MEFG-MEM

Campo magnético (u)
Campo magnético (u)

_0_53 L L L L L -1

Figura 4.14: Campo magnético para o MEFG com MEM, ao longo da reta C), com
h=1.0\, e ¢ = 6. (a) Parte real. (b) Parte imaginaria.

4.3.3.3 ¢— convergéncia do MEFG com o MEM e ML

A Fig. 4.15 mostra a g—convergéncia das partes real e imagindria da solucao do campo
magnético ao longo da linha €, pelo MEFG com MEM e ML, ¢ = 1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10,
utilizando a malha Fig 4.12b de tamanho h = 1.0)\,. Para obter resultados precisos, foram
necessarios um minimo de 6 direcdes de onda, ou seja, 6 x 353 = 2.118 graus de liberdade no
MEM e 6 x (353 + 2 % 90) = 3.198 para ML. Note-se que a abordagem utilizada para for¢ar

a continuidade na interface I' ndo afeta a convergéncia.

Fig. 4.16 mostra a distribuicio do campo magnético total em torno do cilindro de difracao
aproximada usando o MEFG com o MEM, (a esquerda) parte real, (a direita) parte imaginaria.
Os resultados numéricos obtidos utilizando ¢ = 6 direcdes de ondas s3o mostrados na metade
inferior da superficie da malha Fig 4.12b e os resultados analiticos sdo mostrados na outra

metade. O campo é suavemente transmitido para o interior do segundo meio.

Os padroes de matriz mostrado na Fig. 4.17 s3o obtidos para a malha Fig 4.12b de tamanho
h = 1.0\, com seis diregdes de ondas planas, (a esquerda) MEFG com o MEM, (a direita)
MEFG com o ML. Estes padroes revelam que apesar da dimensdo do sistema resultante do
MEM ser menor que a dimensao do sistema resultante do ML, o seu nimero de elementos

nao nulos é cerca de quatro vezes maior. Fato que acredita-se ter relacdo direta com a
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Figura 4.15: Real e imaginaria ¢—convergéncia no MEFG com MEM e ML.
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Figura 4.16: Campo magnético total em torno do cilindro, ¢ = 10, € = 1.9%.

dimens3o das matrizes C, e C,. Ao multiplicar o sistema resultante do MEM pelo conjugado
da matriz dos coeficientes, obtém-se a condicdo Hermitiana. Neste caso, o sistema final pode
ser resolvido por meio de varios métodos, visto que ele é esparso e positivo definido. Neste
trabalho, para resolver o sistema resultante do MEFG com o MEM foi utilizado a funcao
mrdivide (\) do Matlab. Por outro lado, o sistema resultante para ML é mal condicionado (o
nimero de condicdo é de ordem 10%) e para obter convergéncia, foi utilizado o método do
gradiente biconjugado com 30.666 iteracdes. As boas caracteristicas do MEFG com o MEM
ficam também evidentes quando o seu sistema resultante é resolvido pelo mesmo método

utilizado para resolver o sistema resultante do MEFG com ML. De acordo com a Fig. 4.18 o
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erro relativo em funcao do nidmero de iteragdes da aproximacdao do MEFG com o MEM em
geral se mantem inferior ao erro da aproximagcdo do MEFG com o ML. Além disto, a solugcao
encontrada utilizando o método do gradiente biconjugado para o MEM e para o ML, é a
que apresentou o menor erro relativo apds o nliimero total de iteracdes independentemente da
tolerancia definida. Nota-se também que o MEM requer uma inversdo de matriz para cada
direcdo de onda, nos nés da interface, entdo ele exige um custo computacional um pouco
maior para obter o sistema final. No entanto, o sistema final do MEFG com MEM devido as

suas boas caracteristicas é muito mais rapido de ser resolvido que o sistema final do MEFG

com ML.

Figura 4.17: Vistas dos termos diferentes de zero para o MEM e para o ML.

10°
—— MEFG MEM
——— MEFG-ML

log(Erro relativo)

h H I w h M, M

1 f

0 0.5 1 15 2 25 3 35
numero de iteragoes x 10

Figura 4.18: Numero de interacoes versus erro relativo no MEFG com o MEM e ML.
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Nos resultados apresentados usando o MEFG com énfase em métodos para garantir as condi-
¢Oes de interface foi possivel mostrar que o ML pode ser computacionalmente exigente uma
vez que leva a sistemas mal condicionados. Uma nova abordagem com base no MEM foi pro-
posta para o MEFG e sua principal vantagem é de proporcionar um sistema esparso e positivo
definido, o que facilita a escolha do método de resolugdo do sistema final. As duas abordagens

sao conceitualmente equivalentes e apresentaram taxa de convergéncias muito proximas.

4.4 Aplicacao

Nesta secdo as formulacbes propostas para o tratamento de descontinuidade no MEFG con-
forme serdo aplicadas a um problema de propagacdo de onda em uma coluna circular de
concreto em 2D, com varigcdes na constituicdo do material. Os resultados s3ao comparados
com os obtidos utilizando o Método dos Elementos Finitos com elementos triangulares de

primeira ordem.

4.4.1 Coluna de concreto cilindrica

Esta aplicacao desenvolvida destina-se, a solucdo de um problema em duas dimensdes com
diferentes materiais separados por um interface circular. Considera-se como dominio compu-
tacional €2 uma coluna de concreto circular, Fig. 4.19, delimitada por uma fronteira artificial
suave ', e contendo no seu interior quatro vergalhdes de fronteira I',. O dominio computacio-
nal entre I', e [';, é definido pela presenca de dois materiais cuja interface é I'. A aproximacgao
obtida pelo MEFG com ML e com MEM serao verificada junto a solugao aproximada obtida
utilizando o MEF. Devido ao custo computacional para aproximar a solucdo pelo MEF, na
analise que segue, serd considerado apenas a regido do dominio computacional §2 localizada

nos primeiros e segundo quadrante, veja Fig. 4.19.
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y r'y
fronteira artificial

superficies PEC

onda plana
TE,

Xy

Figura 4.19: Dominio Computacional €2, coluna de concreto

Os seguintes dados sao utilizados nos calculos:

e frequéncia, f =2GHz;

e comprimento de onda no espaco livre, Ay = 0, 15m;

e Raio dos vergalhdes I, ’\—??;

e Raio da fronteira artificial I',, 1 = 3.5\;

e Raio da interface da coluna de concreto, 19 = 2.5)\;
e permissividade relativa em €2, €,, =1

e permissividade relativa em €, ¢, = 6.5 — 0.433, [71];
e permeabilidade relativa em €, p,, = 1;

e permeabilidade relativa em (2, p,, = 1;

O dominio computacional € foi discretizado por uma malha conforme da tamanho h = %)\0,
contendo 1.059 elementos triangulares, 1.662 arestas e 602 nés. Destes nds, 121 estdo na
interface I, como mostra a Fig. 4.20. Para validar os resultados obtidos com o MEFG, foi
utilizado os resultados obtidos com a melhor solucao do MEF para uma malha de tamanho
h = 0.02\g composta de 94.537 elementos, 47.787 nds e 142.325 arestas. Para esta aplicacao
foi também empregado o método de integracdo de Gauss-Legendre, com 64 pontos no interior

de cada triangulo e 6 ao longo de cada aresta da fronteira I'.
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Figura 4.20: Malha triangular conforme - MEFG

4.4.2 MEFG com ML

A Fig. 4.21 mostra a parte real e imaginaria do campo magnético aproximado numericamente
pelo MEF e pelo MEFG com o ML e ¢ = 8 diferentes direcoes de ondas planas ao longo da
semicircunferéncia de raio r = 3.5)\¢. O campo magnético calculado pelo MEFG, com ¢ = 8
direcoes de ondas planas comparado com a aproximacao encontrada pelo MEF se mostrou

satisfatério e com boas taxas de convergéncia, Fig. 4.24.

4.4.3 MEFG com MEM

A solucdo do problema considerando o MEFG com MEM e ¢ = 8 direcGes de ondas planas é
apresentado na Fig. 4.22. A solucio obtida para o campo magnético pelo MEFG com MEM
e comparada com aproximacao numérica dada pelo MEF se mostrou ser tao precisa quanto a

do MEFG com ML e com um custo computacional menor.

As Fig. 4.23 e Fig. 4.24 mostram respectivamente a partes real e imagindria da
h—convergéncia da solucao do campo magnético pelo MEF e a g—convergéncia da solu-

¢do do campo magnético pelo MEFG ao longo da semicircunferéncia de raio r = 3.5\ com
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Re(u) Melhor solugdo com MEF Im(u) Melhor solugéo com MEF
O Re(u) Solugdo MEFG-ML O Im(u) Solugdo MEFG-ML
T

Campo Magnético (u)
Campo Magnético (u)

35 35

Figura 4.21: Campo magnético aproximado numericamente pelo MEF, com h = 0.02)\g e
pelo MEFG com o ML, h = %)\0 e ¢ = 8 diferentes dire¢oes de ondas planas ao longo da
semicircunferéncia de raio r = 3.5). (a) Parte Real. (b) Parte Imagindria.

Im(u) Melhor solugdo com MEF

Re(u) Melhor solugdo com MEF
O Im(u) Solugdo MEFG-MEM

O Re(u) Solugdo MEFG-MEM

2 T T “ 25

Campo Magnético (u)
Campo Magnético (u)

35 35

Figura 4.22: Campo magnético aproximado numericamente pelo MEF, com h = 0.02)\g e
pelo MEFG com o MEM, h = %)\0 e g = 8 diferentes direcoes de ondas planas ao longo
da semicircunferéncia de raio r = 3.5)¢. (a) Parte Real. (b) Parte Imagindria.

MEM e ML, ¢ = 2,4,6,8,10. Para obter bons resultados, foram necessarios com o MEF,
cerca de 40.000 graus de liberdade, com MEFG um minimo de 8 direcdes de onda, o que
equivale a 8 X 602 = 4.816 grau de liberdade no MEM e 8 x (602 + 2% 121) = 6.752 para ML.
Note-se que a abordagem utilizada para forcar a continuidade na interface quando aplicada a
este problema preserva as caracteristicas de convergéncia. O mal condicionamento do sistema
resultante do MEFG com ML é de ordem 10%*! e para obter a convergéncia foi utilizado o

método do gradiente biconjugado.
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Figura 4.23: h—convergeéencia da solucao do MEF
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Figura 4.24: g—convergeéncia da solucao do MEFG

A distribuicdo do campo magnético total aproximado usando o MEFG com o MEM é apre-
sentado na Fig. 4.25, (a esquerda) parte real, (a direita) parte imagindria. Os resultados
numéricos obtidos utilizando ¢ = 8 direcbes de ondas sdo muitos proximos dos resultados
obtidos com MEF, Fig. 4.26.
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Figura 4.26: Campo Magnético total, para MEF com h = 0.02)
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Técnicas capazes de incorporar subdominios nao-conformes que sao separados por interfaces
lineares ou curvilineas sdo muito bem explorado no tradicional MEF, no entanto, no MEFG
tal abordagem ndo é realizada. O que se pretende com o préximo capitulo desta tese, é
apresentar formulagOes necessarias para resolver problemas onde os subdominios no MEFG s3o
nao-conformes. Todos os exemplos e aplicacdo resolvidos no MEFG com malhas conformes,
serdo agora resolvidos e confrontados com nao-conforme MEFG.
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Capitulo 5

Tratamento de Descontinuidade de
Materiais no NC-MEFG

No que segue, a formulagdo apresentada para o MEFG com enriquecimento por onda plana
nos Capitulo 3 e Capitulo 4 para resolver a equacdo de Helmholtz escalar com sub-dominios
conformes sera estendido para incorporar sub-dominios n3o-conformes que sdo separados por
interfaces seccionalmente lineares ou curvilineas. A técnica ndo-conforme pode ser usada para
forcar a condicdo de interface melhorando a eficiéncia do método, sem sacrificar a precisdo.
Ela permite modelar cada sub-regido independentemente. Além disso, também pode-se impor
refinamento seletivo apenas nos sub-dominios onde for necessario. Dai, os elementos finitos
podem ser construidos em cada regido com a maior regularidade possivel, sem ter que levar em
conta a correspondéncia entre os diferentes niveis de refinamento. Além disso, o uso de méto-
dos n3o-conformes fornecem um caminho natural para lidar com arquitetura de computacdo

paralela [50] tratando independente com cada subdominios.

5.1 Formulacao do Problema

Dado o dominio computacional €2, Fig.4.1, considera-se duas malhas independentes que cobrem

os subdominios e que s3o conectados por um interface I', como apresentado na Fig.5.1.

As malhas destes subdominios s3o geradas independentemente. Consequentemente, os pontos
em I obtidos a partir da malha que cobre a regido €2, ndo necessariamente coincidentes com os
pontos obtidos a partir da malha que cobre a regido €2,. O MEFG é aplicado a formulagdo dada

na Secdo 4.1, sendo que o objetivo agora é continuar garantindo as condi¢cdes de continuidade
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na interface I', mesmo sabendo que a triangula¢ao de €2, sobre I', I';,, ndo é necessariamente a
mesma para %, I';,, onde h, e h; sdo os tamanhos das malhas, Fig.5.1. Embora a formula¢do
apresentada aqui seja desenvolvida para garantir a continuidade na interface entre apenas dois
subdominios, os resultados obtidos podem, sem perda de generalidade, serem estendidos para

um numero arbitrario de subdominios.

Figura 5.1: Interface linear entre duas malhas nao-conformes

5.1.1 ML para malhas Nao-Conformes

O objetivo desta secdo é descrever as adaptacdes necessarias a técnica apresentada na Se-
¢do 4.2 para assim garantir as condicdes de continuidade na interface I' para a triangulacao
nao conforme. Neste caso, a técnica que foi apresentada seria entao um caso particular para

malhas conformes da formulaciao que segue.

Conforme [43], se a numeracao dos nés em cada dominio é feita de forma que os que pertencem
a interface I' tomam os primeiros lugares e se 0 mesmo espaco discreto da solu¢do aproximada

ug em Q, ou u, em €, € usado para a discretizagdo do ML ), Equagdo (4.5), chegamos em

"t g
A=) Nwhi=Q- A (5.1)

j=1 1=1

ou
q

n,
A=) Nupri=Q- X (5.2)
j=1 1=1

onde n! e n} sdo os ndmeros de nds pertencentes 'y, e 'y, respectivamente.
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5.1. Formulacao do Problema

Como as malhas usadas na discretizacao dos subdominios €2, e €2, no Capitulo 4, s3o confor-

mes, os nds na interface I" s3o os mesmos para ambos os subdominios. Neste caso,
a b
N{lr = Nj|r (5.3)

e as Equagdes (5.1) e (5.2) sdo idénticas. Daqui em diante, considera-se que os nds da
discretizacao de 2, e €0, sobre a interface I' ndo s3o necessariamente os mesmos e a Equacao
(5.3) ndo se aplica. Entdo, o ML A é aproximado usando uma das abordagens apresentadas
pelas Equagdes (5.1) ou (5.2). Neste sentido, o NC-MEFG pode ser visto como uma extens3o
do método apresentado no Capitulo 4 para malhas ndo conformes. Sem perda de generalidade
o ML pode ser baseado nos nds da interface I',, ou I'y,. Escolhendo a Equagdo (5.1) para
representar o ML e escrevendo a aproximacdo da funcdo de teste em €, pela Equacdo 4.10
chegamos aos mesmos resultados apresentados na Se¢do 4.2.1 pelas Equagdes (4.11), (4.12)
e (4.13).

Entretanto, usando a Equacdo (5.1) e a aproximacdo da fung3o de teste em €, dada por
vp = Njwj, i € Oy, (5.4)

o ultimo termo do lado esquerdo da Equagdo (4.7) torna-se

n, g
/ v dl =) > / Niwl, |r Nwj, | dDAy (5.5)
T T

j=1 i=1
ou na forma matricial

CpA (5.6)

onde

C, = / P Qdr (5.7)
I

Cy, é uma matriz nj - ¢ X nl - ¢ e P, é uma matriz de dimensdo n; - ¢ x n} - q. Note-se
que na Equagdo (4.17), a matriz C, é quadrada, mas que aqui este ndo serd o caso. Além
disso, como pode ser visto na Fig.(5.1) os nés utilizados para interpolar as fun¢des de teste e
o ML X n3o sao necessariamente definidos na mesma aresta. Consequentemente, um esquema

especial de integracdo local serd necessario para construir a matriz global C,.

Se a mesma aproximagdo do multiplicador Lagrange A é usada para a representacdo da fungao

de teste v, Equacdo (4.8), tem-se
ve = Niwh,i=1,...,nL. (5.8)
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Usando a Equagio (5.8) e a aproximagdo do campo u, e u,, ambas extraidas da Equagdo

(3.13), chega-se em

nl g
/ ugtedl =) > / Niwg, v Nfwg |r dDAj, (5.9)
I T

j=1 =1

n, g
/ upvedl =Y ") / N{wy, [r Niwl [p dDAy (5.10)
T T

j=1 =1
ou
Clul (5.11)
Cy . (5.12)

Por fim, fica determinado novamente o sistema simétrico em bloco para o NC-MEFG com ML
dado pela Equagdo (4.23).

Na Secdo 5.1.2, sera apresentado a formulagdo especifica, proposta neste trabalho para tratar
problemas onde a interface entre os diferentes meios sera considerada seccionalmente linear,
veja Fig.5.1. Em seguida na Se¢do 5.1.3 tal formulagdo serd estendido para o caso de interface

curvilinea, veja Fig.5.3.

5.1.2 Construcao das matrizes C, e C; para interfaces lineares

A construcao das matrizes C, e C,;, serd feita por assemblagem de matrizes locais calculadas
sobre as arestas da interface T', e T', [42]. Como apresentado na Fig.5.1 para a construcdo
de tais matrizes locais serdo utilizados mapeamentos entre as arestas do espaco fisico e a
aresta de referéncia. Para tanto, considerem a aresta S, = PAPs de I'},,, a aresta S, = PYPP
de I'j,, ambas relacionadas a discretizagdao da interface fisica do problema I', e I',. Defina
por S; = P{Pi a intersecdo entre os segmentos S, e S. Considere também duas mudangas
de varidveis 1 e 2 entre as arestas S, e .S;, dos elementos fisicos e a aresta do elemento de

referéncia e outras duas mudancas de varidveis 3 e 4 devidas a aresta de intersecao .5;.

As matrizes locais usadas na construcao da matriz C, e C, sdo dadas pelas seguintes equagoes:

Cloe = / PI(X,Y)Q(X,Y)dl (5.13)

Cl* = [S Pl(X,Y)Q(X,Y)dl (5.14)
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Como a interpolacdo dos valores nodais e as funcoes de teste sdo completamente definidas
em S,, a integracdo na Equa¢&o (5.13) pode ser realizada de forma independente, sobre cada
extremidade de I';,. Por outro lado, como mostrado pelo segmento de intersecdo em I,
veja Fig.5.1, a interpolacdo dos valores nodais e das fun¢des de testes, Equacio (5.14), ndo
s3o definidas em uma mesma aresta. lIsso faz com que o processo de integracdo se torne
um pouco mais complexo. No que segue, sera apresentado quatro sucessivas mudancgas de
variaveis correspondendo a quatro transformacoes isoparamétricas do espaco fisico: a primeira
entre (X,Y) e &,, a segunda entre (X,Y) e §, e a terceira e quatro entre &,, & e 1, Fig.5.2

que serdo usadas para calcular as integrais nas Equagdes (5.13) e (5.14)

Figura 5.2: Transformacao isoparamétrica dos segmentos de intersecao em I’

5.1.2.1 Procedimento de integracao, interface linear

Primeiramente, considere a aresta S, = PPy em I'y,,, Fig.5.1, a primeira mudanga de varidvel

como esbocado em Fig.5.2, é dada pelas seguintes rela¢des:

X = N{Xpo + N§Xpg., (5.15)
Y = NeYpo + NEVips
{Nf =1-¢, (5.16)
Ng = &a-
No espaco &,, a posi¢do dos pontos P/ = P{ e Py sdo:
X—Xpa
§api = 0, &upi = W (5.17)
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5.1. Formulacao do Problema

Em seguida, consideramos a aresta S, = PZI’PII’ em I'y,, Fig.5.1, a segunda mudancga de varidvel

é dada pelas seguintes relacdes:

X = NYXpp + Ny Xpp, (5.18)
{ Y = N{Ypp + N3V
N =1-¢ (5.19)
{ Ny =&,
No espaco &, a posicio dos pontos Pi = P e P} s3o:
_ _
beg =0, bef - @ (5-20)

Finalmente, para o segmento de intersecio S; = P Pi entre S, e Sy arestas de I, veja Fig.5.1,

considera-se as seguintes mudancas de varidveis, como esboc¢ado na Fig.5.2:

€a = Mi&,p; + Ma&,p;, (5.21)
& = Mi&ypi + Ma&yp;

{Ml =1-—7 (5.22)

Tendo em vista que os valores nodais e as funcdes de teste sdo completamente definidas em S,
apenas a primeira mudanca de varidvel é necessaria para a avaliar a Equagdo (5.13). Usando a
Equagdo (5.15), as arestas na Equagdo (5.13) podem ser mapeadas no elemento de referéncia

como no caso conforme.

Cloe = / PT(£,)QUE)| Julde (5.23)

0
onde J, é o Jacobiano de mudanca de varidvel dado pela Equagdo (5.15).

No entanto, devido a incompatibilidade entre as arestas sobre I', todas as quatro mudancas

s3o necessarios para avaliar C!°°, resultando em:

Cloe = / PT () Q(n)]hldn (5.24)

onde J, é o Jacobiano de mudanga de varidvel dado pelas Equagdes (5.18) e (5.21), Fig.5.2.

Note-se que se S, = S, o mapeamento reduz ao caso conforme. Além disso, a Equacdo 5.24
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foi obtida assumindo que S, e S, sdo colineares. Isto reforca que I' deve ser uma interface

linear por partes.

Na se¢do seguinte, sera apresentado uma abordagem para o NC-MEFG com enriquecimento
por ondas planas onde a interface entre os diferentes meios é curvilinea. Tal analise pretende
ampliar as idéias dadas nas se¢Ges anteriores estendendo-as a outra classe de problemas.
Novamente, para garantir as condi¢cOes de interface, um esquema especial de integracao sera

proposto.

5.1.3 Construcao das matrizes C, e C; para interfaces curvilineas

Usando malhas ndo-conformes, considere uma triangulacdo de {2, de tamanho h, sobre I’
'y, ndo necessariamente a mesma triangulagdo para €2, sobre I' de tamanho Ay, I';,. Con-
sequentemente, a intersecdo entre as duas triangulagdes nao fica bem definida, veja Fig.5.3.
Observa-se também que para interfaces curvilineas, quando o tamanho das malhas aumen-
tam, a diferenca entre I';, e I';, também aumenta. Uma primeira idéia entdo, seria usar a
formulagdo da Secao 5.1.2, aproximando a interface curvilinea I' por segmentos de retas, ou
seja, projeta-se os ndés de I';,, sobre I';,, ou o contrdrio, aproxima-se a interface I' por apenas
uma das duas discretizacdes, I';,, ou I';,. No entanto, tal estratégia, para evitar possiveis
erros de aproximacao, oriundos do tratamento de interface, exigiria uma maior discretizacao
dos subdominio €2, e € [52] e isto ndo vai de encontro a uma das principais caracteristicas
do MEFG que é a de trabalhar com malhas de elementos grandes e fixas. Para este tipo de
malha, a diferenca entre I';,, sobre I';, introduz significativamente erros ao avaliar as integrais
decorrentes do ML ao longo das arestas das malhas sobre T [52]. Diante disto, a proposta
que segue como uma das principais contribuicdes deste trabalho é estender as formulacoes
conhecidas do MEM [72] e [73] utilizada no tradicional MEF para garantir a continuidade
nas interfaces entre os diferentes meios e que foram generalizadas para o caso de interfaces
curvilineas e triangulacdo n3o correspondentes em [52]. Nestes trabalhos duas abordagens s3o
confrontadas. Uma delas segue a idéia de aproximar I" por apenas uma das duas discretiza-
¢oes, I'y, ou I'y, j& a outra trabalha com curvas parametrizdveis, onde é possivel definir o
segmento intersecdo entre as arestas. Sabe-se que a primeira destas duas abordagens ndo é
vidvel para no NC-MEFG em virtude do tamanho das malhas utilizadas. Por outro lado, a

idéia de parametrizar a interface entre os meios foi fundamental no processo de estender as
formulacées do MEM para o NC-MEFG.
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5.1.3.1 Procedimento de integracao, interface curvilinea

Suponha que a interface curvilinea I', Fig.5.3 seja suave, i.e., que admite uma parametrizagado

suave (C? ¢é suficiente) dada em termos da parametrizacio
w € C*(1,9Q), (5.25)

onde I = [a, b] é um intervalo fechado, ndo necessariamente o intervalo de referéncia.

Figura 5.3: Interface curvilinea entre duas malhas nao-conformes

Em seguida nota-se que a intersecdo entre S, e S, arestas de I';,, e I',, respectivamente ndo
estd bem definida, como mostra a Fig.5.3. Por outro lado, a interpolacdo dos valores nodais
e das fungoes de teste estdo completamente definidos nos arcos gerados por estas arestas,
inclusive para o arco intersecao entre eles. Neste caso, considera-se como arestas os arcos
definidos pelos nés sobre a interface I'. Por meio da parametrizacao ¢ é possivel definir uma
correspondéncia biunivoca entre os nés de I';,, e I',, e pontos sobre o intervalo Iﬂa Fig.5.3.

—_—
De onde surgem uma colecdo de novas arestas em . Sejam S, = PAPg e S, = P2P} os arcos
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—_—

de Ty, e I'j,, respectivamente e o arco intersecdo S; = PP entre eles. Da parametrizagdo
¢ encontra-se novas arestas S!, S e SI sobre o intervalo I correspondentes as arestas curvas
S., Sy e S;, respectivamente. Aplicando-se as novas arestas SOIL, Slf e SZ-I as mudancas de
varidveis apresentadas na Secdo 5.1.2 é possivel em seguida construir as matrizes locais CL°¢

loc
e Cy°.

Tendo em vista que os valores nodais e as funcGes de teste sdo completamente definidas sobre
a aresta curva S,, apenas a primeira mudanca de varidvel atrelada a parametrizacdo ¢ é
necessaria para avaliar a Equagdo (5.13). Usando a Equagdo (5.15) e a parametrizagdo ¢,
as arestas curvas na Equacdo (5.13) podem ser mapeadas no elemento de referéncia. Note-
se que o Jacobiano de mudanca de varidvel J, leva em consideracdo a Equacdo (5.15) e

parametrizacdo definida pela funcdo ¢.

Por outro lado, devido a incompatibilidade entre as arestas curvilineas sobre I', além das quatro
mudancas de varidveis também é necessario fazer uso da parametrizacdo ¢ na construcio das
matrizes Cl°°. Neste caso o Jacobiano de mudanca de varidvel .J, precisa levar em conta n3o
sé as mudancas de varidveis definidas pelas Equagdes (5.18) e (5.21), Fig.5.2 como também

a mudanca dada pela parametrizacao utilizada.

Uma vez que as matrizes C, e C, foram construidas e possuem dimensGes respectivamente
iguaisanl -gxnl-gen] -qgxnl-qcom o mesmo nimero de colunas é possivel garantir
as condi¢des de mortar dada pelas Equagdes (4.24) e (4.25) fundamentais para construir o
sistema resultante do NC-MEFG com o MEM.

5.2 Resultados e discussao

Nesta secdo, serdo apresentados e analisados os resultados computacionais obtidos usando as
abordagens do ML e do MEM para forcar a condicdo de interface no NC-MEFG. Os exemplos

que serdo resolvidos sdo os mesmos da Secao 4.3.

5.2.1 Problema de propagacao de onda com interface linear

Uma malha de tamanho h, = 0.6\, em €, e h, = 0.5\, em €, foi usado para resolver o
problema apresentado na Fig.5.4. Esta malha é composta de 629 elementos, 1014 arestas e

387 nés. Sendo que destes nds, 41 estdo sobre a interface I';, e 35 estdo sobre a interface
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[',. Para avaliar os coeficientes do sistema linear dado pela Equagao 3.15 foi empregado o
método de integracdo de Gauss-Legendre, com 64 pontos dentro de cada tridangulo e 6 ao

longo de cada aresta.

Malha triangular

A

O -

Figura 5.4: Malha triangular nao-conforme

5.2.1.1 NC-MEFG com ML

As Fig. 5.5a e Fig. 5.5b mostram respectivamente a parte real e imagindria do campo mag-
nético analitico e aproximado numericamente pelo NC-MEFG com o ML e ¢ = 12 diferentes
direcoes de ondas planas na linha C,, os erros absolutos médios para a parte real e imaginaria
s3ao de 0.0077 e 0.0089, respectivamente. Os resultados s3o obtidos usando uma onda plana
incidente com angulo incidente 6; = 15°. O sistema resultante do NC-MEFG de dimensao
igual a 12 x (387 4+ 41) = 5.136 inferior a dimens3do sistema resultante do MEFG com ML
é mal condicionamento (o ndmero de condicdo é de ordem 10'%) e n3o é positivo definido.
Além disto, o nimero de elementos ndo nulos do sistema é igual 424.944. Aqui também para

obter a convergéncia foi utilizado o método do gradiente biconjugado.

5.2.1.2 NC-MEFG com MEM

A parte real e imaginaria da solucao deste primeiro exemplo, considerando o NC-MEFG com
MEM e q = 12 direcdes de ondas planas é mostrado nas Fig. 5.6a e Fig. 5.6b, através das
quais também ¢é possivel observa que a solu¢do do campo magnético obtida por este método
é tao precisa quanto a do NC-MEFG com ML ou do MEFG com malha conforme, Capitulo 4.
Os erros absolutos médios para a parte real e imaginaria neste caso, foram de 0.0084 e 0.0091,
respectivamente. Apesar do NC-MEFG com MEM ter utilizado a mesma malha e o mesmo

nimero de direcoes de ondas que NC-MEFG com ML, o seu sistema resultante apresentou
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‘ Im(u) solugdo analitica
15 O Im(u) solugdo NC-MEFG-ML

Re(u) solugéo analitica
15 O Re(u) solugdo NC-MEFG-ML|
& m oo

@

0.5

Campo magnético (u) A/m
o
Campo magnético (u) A/m

Figura 5.5: Campo magnético para NC-MEFG com ML, ao longo de C, com 6; = 15°,
he = 0.6A, em Q, e hy = 0.5\, em €, e ¢ = 12. (a) Parte Real. (b) Parte Imaginaria.

uma dimensao igual 12 x (387 — 41) = 4.152 inferior ao sistema do NC-MEFG com ML e do
MEFG com MEM. O nimero de elementos n3o nulos do sistema é igual a 686.016, cerca de
1.5 vezes maior que o nimero de elementos n3o nulos do NC-MEFG com ML. Além disto, o
sistema final é esparso e quando multiplicado pelo conjugado da matriz dos coeficientes fica

positivo definido o que facilita a escolha do método de resolucdo do sistema.

Re(u) solucdo analitica ‘ Im(u) solucdo analitica

O Re(u) solugdo NC-MEFG-MEM 15 T O Im(u) solugdo NC-MEFG-MEM
B R

@

Campo magnético (u) A/m
Campo magnético (u) A/m

Figura 5.6: Campo magnético para NC-MEFG com MEM, ao longo de C,,, com 6; = 15°,
he = 0.6A, em Q, e hy = 0.5\, em €, e ¢ = 12. (a) Parte Real. (b) Parte Imaginaria.

5.2.1.3 ¢— convergéncia do NC-MEFG com o MEM e ML

A Fig. 5.15 mostra a g—convergéncia das partes real e imaginaria da solu¢do do campo mag-
nético ao longo da linha C), pelo NC-MEFG com MEM e ML, ¢ = 2,4, 6, 8,10, 12 utilizando a

malha Fig.5.4. Para obter resultados precisos, foram necessarios um minimo de 10 direcGes de
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onda, ou seja, 10 x (387 —41) = 3.460 grau de liberdade no MEM e 10 x (387 +41) = 4.280
para ML.

T T T T
—&— NC-MEFG com MEM
* -~ NC-MEFG com ML

*

log(erro relativo em Re(u))
i
o

1 1 1 1 1 1 1
25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75
VNDOF

—©S— NC-MEFG com MEM
* -~ NC-MEFG com ML

*

log(erro relativo em Imag(u))
N
o
i

25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75
VNDOF

Figura 5.7: Real e imaginaria g—convergencia da solucao do NC-MEFG com MEM e ML.

5.2.2 Guia de placas paralelas com interface linear

Para o exemplo do guia de onda de placas paralelas utilizou-se uma malha de elementos finitos
de tamanho h, = 0.1)\y para €2, e h, = 0.08)\y para €2,, composta de 408 elementos, 689
arestas e 283 nds. Sendo que destes nds, 44 estdo sobre a interface [';,, e 30 estdo sobre
a interface I'y,. Para validar os resultados obtidos com o NC-MEFG, usou-se os mesmos
resultados obtidos com MEF no MEFG Secdo 4.3.2.

5.2.2.1 NC-MEFG com ML

As Fig. 5.8a e Fig. 5.8b mostram a parte real e imagindria do campo magnético aproximado
numericamente pelo MEF e pelo NC-MEFG com o ML e ¢ = 4 diferentes direcdes de ondas
planas na linha C, = {(z,y)|ly = 0,—20 < & < 20}, respectivamente. O nimero de graus de
liberdade para obter este resultados foi de 4 x (283 + 44) = 1.308. A Fig. 5.9 apresenta as
linhas equipotenciais da parte real e imaginaria do campo magnético aproximado pelo MEFG
com o ML. Os resultados sao obtidos usando uma onda plana incidente com angulo incidente
0 =0° Ao =10cm €, = 4.0 — 1.05.

5.2.2.2 NC-MEFG com MEM

Como esperado, os resultados apresentado nas Fig. 5.10a e Fig. 5.10b mostram que a solugdo

do campo magnético obtida pelo NC-MEFG com MEM e ¢ = 4 diferentes direcGes de ondas
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T T
Im(u) solugéo MEF

T T T
Re(u) solucdo MEF
O Im(u) Solugdo NC-MEFG-ML|

O Re(u) Solugdo NC-MEFG-ML|

Campo Magnético (u) Alcm
o
Campo Magnético (u) Alcm

-15 . . . . . . . 15 . . . . . . .
-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2
x(cm) x(cm)
(a) (b)

Figura 5.8: Campo magnético para NC-MEFG com ML versus MEF, ao longo de C,,
com 0; = 0°, hy = 0.1)g, hy = 0.08)\g, A\g = 10cm, €, = 4.0 —1.0j e ¢ = 4. (a) Parte Real.
(b) Parte Imagindria.

0.035

[ Z=> eaqui-Re(u) NC-MEFG-ML]
‘ — - 0035

|
0.03fl | 0.03}
|

i | |
0.025-{jilf | 0.0251
0.015Hll | 0015

i |
0.01ffit |

|
001}

0.005 (i | 0.005
|

A . |
0
0.05 0.1 0.15 0.2 -0.2

Figura 5.9: Linhas equipotenciais do campo magnético para NC-MEFG com ML, com
O = 0° hy = 0.1Xg, hy = 0.08\g, \g = 10cm e ¢, = 4.0 — 1.0j e ¢ = 4. (a) Parte Real.
(b) Parte Imagindria.

planas na linha C, é t3o precisa quanto a do NC-MEFG com ML ou do MEFG com malha
conforme, Capitulo 4. O mesmo ocorre com as linhas equipotenciais, de acordo com a Fig.
5.11. O nidmero de graus de liberdade do NC-MEFG com o MEM é igual a 4 x (283—44) = 956,

inferior ao ML.
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T T T
Re(u) solugédo MEF
O Re(u) Solucdo NC-MEFG-MEM

Campo Magnético (u) Alcm
o

-15 L L L L L L
-02 -015 -01  -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2

T T T
Im(u) solugdo MEF
O Im(u) Solugdo NC-MEFG-MEM

Campo Magnético (u) Alcm
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Figura 5.10: Campo magnético para NC-MEFG com MEM versus MEF, ao longo de C,,
com 6y = 0°, h, = 0.1\, hy = 0.08)\g, Ao = 10cm, €, = 4.0 — 1.05 e ¢ = 4. a) Parte Real.

(b) Parte Imagindria.
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Figura 5.11: Linhas equipotenciais do campo
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(b)

magnético para NC-MEFG com ML, com

O = 0° hy = 0.1Xg, hy = 0.08\g, \g = 10cm e ¢, = 4.0 — 1.0j e ¢ = 4. (a) Parte Real.

(b) Parte Imagindria.

5.2.3 Problema de espalhamento eletromagnético com interface

curva

O problema apresentado na Se¢do 4.3.3 sera resolvido utilizando o NC-MEFG com o ML e com

o MEM. A parametrizacao da interface curvilinea I' necessaria para garantir a continuidade

entre os diferentes meios é dada por

X =rcos(0) (5.26)
Y = rsen(6).
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onde, 6 € [0,27]. O dominio computacional (2 foi discretizado em uma malha de elementos
finitos de tamanho h, = 1Ay para €, e hy = 1)g para €2, composta de 530 elementos
triangulares, resultando em 929 arestas e 399 nds. Sendo que destes nds, 90 estdo sobre a
interface I';,, e 46 estdo sobre a interface I';,, como mostra a Fig. 5.12. Para este exemplo,

foram usados os mesmo nimeros de nds de Gauss-Legendre, usados nos exemplos anteriores.

Malha triangular

Sacde

AR

Figura 5.12: A malha triangular utilizada nos calculos.

5.2.3.1 NC-MEFG com ML

A Fig. 5.13a e Fig. 5.13b mostram a parte real e imagindria do campo magnético analitico
e aproximado numericamente na linha C),, respectivamente. O campo magnético calculado
através do NC-MEFG, com ¢ = 6 direcoes de ondas planas, fornece uma excelente aproximacao
a solucdo analitica, Equacdes 4.33 e 4.34. Os erros absoluto das partes real e imagindria foram

iguais 0.0070 e 0.0073, respectivamente.

5.2.3.2 NC-MEFG com MEM

A solucdo do problema considerando o NC-MEFG com MEM e ¢ = 6 direcdes de ondas
planas é apresentado nas Fig. 5.14a e Fig. 5.14b, através das quais observa-se que a solu¢do
obtida para o campo magnético por este método é tdo preciso quanto a do NC-MEFG com
ML. Os erros absoluto da parte real e imagindria foram de 0.0086 e 0.0091 ao longo de C,

respectivamente.

5.2.3.3 ¢— convergéncia do NC-MEFG com o MEM e ML

A Fig. 5.15 mostra a g—convergéncia das partes real e imagindria da solucao do campo
magnético ao longo da linha C} pelo NC-MEFG com MEM e ML, ¢ = 1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10

utilizando a malha Fig 5.12. Para obter resultados precisos, foram necessérios um minimo de 6
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2 T T T

T T
Re(u) solucéo analitica

‘ O Re(u) Solugédo NC—MEFG—ML‘

Campo Magnético (u) A/m
Campo Magnético (u) A/m

Im(u) solucéo analitica
Im(u) Solugdo NC-MEFG-ML|

-3 -2 -1 0 1 2 3
y(m)

(a)

Figura 5.13: Campo magnético para o NC-MEFG-ML, ao longo da reta Cy, com h, = 1)
para €2, e hy = 1)\ para 2, e ¢ = 6. (a) Parte Real. (b) Parte Imaginaria.

Im(u) solugéo analitica
‘ 05 O Im(u) Solugdo NC-MEFG-MEM

2 T T T

Re(u) solugéo analitica
O Re(u) Solugio NC-MEFG-MEM,|

15

i
o

Campo Magnético (u)
o
wu

Campo Magnético (u)
s
13

Figura 5.14: Campo magnético para o NC-MEFG-MEM, ao longo da reta C, com h, =
1)\ para €, e hy = 1\g para , e ¢ = 6. (a) Parte Real. (b) Parte Imaginéria.

diregGes de onda, ou seja, 6x (399 —90) = 1.854 grau de liberdade no MEM e 6 x (399+90) =
2.934 para ML. Note-se que a formulagdo utilizando malhas n3o conformes para forcar a

continuidade na interface I' ndo afetou a convergéncia.

Os padrdes de matriz mostrado na Fig. 5.16 sido obtidos para a malha Fig 5.12 com seis
diregcBes de ondas planas, (4 esquerda) NC-MEFG com o MEM, (& direita) NC-MEFG com o
ML. Estes padroes revelam que apesar da dimens3o do sistema resultante do MEM ser menor
que a dimensao do sistema resultante do ML, o seu nimero de elementos nao nulos é cerca
de duas vezes maior. O que ja erd esperado tendo em vista que o niimero de linhas de uma

das matrizes C, ou C; diminui no NC-MEFG e como falou-se anteriormente acredita-se que

79



5.2. Resultados e discussao

10

10°

10

-2

10

log(erro relativo em Re(Phi))

10
10
-1

10

10°
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Figura 5.15: Real e imagindria g—convergéncia da

ML.

MEFG com MEM

O -+ MEFG com ML
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MEFG com MEM
O -+ MEFG com ML
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Figura 5.16: Vistas dos termos diferentes de zero para os métodos MEM e para o ML.

isto influéncia na quantidade de elementos nulos do sistema resultante do NC-MEFG. Nota-

se entdo uma outra vantagem de se trabalhar com malhas ndo conformes. Ao multiplicar o

sistema resultante do M

EM pelo conjugado da matriz dos coeficientes, obtém-se como no

MEFG a condicdo Hermitiana. Neste caso, o sistema final pode ser resolvido por meio de

varios métodos, visto que ele é esparso e positivo definido. O sistema resultante para ML para

esta formulagdo continua mal condicionado (o nidmero de condicdo é de ordem 10'?) e para

obter convergéncia, foi u

tilizado o método do gradiente biconjugado.
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5.3 Aplicacao

A aplicacdo apresentada na Secdo 4.4.1 serad avaliada através das formulagGes propostas para
o tratamento de descontinuidade no NC-MEFG. A parametrizacdo da interface curvilinea I"

necessdria para garantir a continuidade entre os diferentes meios é a mesma dada pela Equacgao
(5.26).

5.3.1 Coluna de concreto cilindrica

Na discretizacao do dominio computacional do problema sera utilizada uma malha de elementos
finitos de tamanho h, = %/\0 para £, e hy = 14—5/\0 para €2, composta de 893 elementos, 1.493
arestas e 600 nds. Sendo que destes nds, 91 estdo sobre a interface I',, e 73 estdo sobre a
interface I',,, Fig. 5.17. Os resultados obtidos pelo NC-MEFG com o ML e com MEM serdo

também verificados juntos a solu¢do obtida pelo MEF Secdo 4.4.

Malha triangular
051 VALY AN
“FA‘QP ] “""f
0.4} Aﬁ@i%!gggzﬂ"@b
| B Vi e v e S0
02} AR DA

AT
Qi sl

Figura 5.17: Malha triangular nao conforme

5.3.2 NC-MEFG com ML

A Fig. 5.18 mostra respectivamente a parte real e imagindria do campo magnético aproximado

numericamente pelo MEF e pelo NC-MEFG com o ML e ¢ = 8 diferentes direcdes de ondas
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planas ao longo da semicircunferéncia de raio r = 3.5)\y. Nota-se que a formulacdo apresentada

para malhas ndo conformes preserva as boas taxas de convergéncias do MEFG.

Im(u) Melhor solugdo com MEF

Re(u) Melhor solugdo com MEF
O Im(u) Solugdo NC-MEFG-ML

O Re(u) Solugio NC-MEFG-ML
2 . . . 25

Campo Magnético (u)
Campo Magnético (u)

35 35

Figura 5.18: Campo magnético aproximado numericamente pelo MEF e pelo NC-MEFG
com o ML ao longo da semicircunferéncia de raio r = 3.5)\y, com h, = %)\0 para €}, e
hy = £ Ao para O, e ¢ = 8. (a) Parte Real. (b) Parte Imagindria.

5.3.3 NC-MEFG com MEM

Considerando o NC-MEFG com MEM e ¢ = 8 direcOes de ondas planas, apresenta-se na Fig.
5.19 a solugao aproximada obtida utilizando malhas ndo-conforme juntamente com a melhor
solugdo obtida pelo MEF. A solu¢ao obtida para o campo magnético por este método é tao
precisa quanto a do MEFG com ML e o MEM, Subsecdo 4.4 ou a do NC-MEFG com ML,
Subsecdo 5.3.2.

Im(u) Melhor solugdo com MEF
O Im(u) Solugdo NC-MEFG-MEM

Re(u) Melhor solugdo com MEF
O Re(u) Solugio NC-MEFG-MEM

Campo Magnético (u)
Campo Magnético (u)

35 35

Figura 5.19: Campo magnético aproximado numericamente pelo MEF e pelo NC-MEFG
com o MEM ao longo da semicircunferéncia de raio r = 3.5\g, com h, = %)\0 para €1, e
hy = £ Ao para O, e ¢ = 8. (a) Parte Real. (b) Parte Imaginaria.
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A Fig. 5.20 mostra a partes real e imagindria da g—convergéncia da solu¢do do campo
magnético pelo NC-MEFG ao longo da semicircunferéncia de raio r = 3.5\g com MEM e ML,
q=2,4,6,8,10. Para obter resultados precisos, foram utilizadas 8 direcoes de onda, ou seja,
8 X (600 — 91) = 4.072 grau de liberdade no MEM e 8 x (602 + 2 % 121) = 5.528 para ML.

—6&— NC-MEFG com MEM
* -+ NC-MEFG com ML

log(erro relativo em Re(u))

-2
10 \ \ \ \ \ \ \ \ \
35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85
VNDOF

—©&— NC-MEFG com MEM
* - NC-MEFG com ML

log(erro relativo em Imag(u))

-2
10 . . . . . . . . .
35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85
VNDOF

Figura 5.20: Real e imaginaria g—convergéncia da solucao do NC-MEFG com MEM e
ML.

A distribuicao do campo magnético total aproximado pelo NC-MEFG e apresentado na Fig.
5.21 quando comparada com os resultados apresentado pelas Figuras 4.26 e 4.25 também

demonstra a eficiéncia da abordagem apresentada para malhas n3o conformes.

I.“ ‘e

77 ‘» |
/:M..“ "/(ﬂh... '

Figura 5.21: Campo Magnético total, para NC-MEFG

N

N
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Capitulo 6

Conclusao

No presente trabalho, desenvolveu-se a partir de formulacdes para o tratamento de desconti-
nuidade de materiais no MEFG com o ML e o tradicional MEF com o MEM, novas técnicas
para o tratamento de descontinuidade no MEFG. Problemas de propagacdo e espalhamento
foram resolvidos usando o MEFG enfatizando o uso destas abordagens para garantir as condi-
¢Oes de continuidade na interface entre os diferentes materiais. Mostrou-se que o MEFG com
ML pode ser computacionalmente exigente uma vez que leva a um sistema de equacdes mal

condicionado. As principais caracteristicas das abordagens proposta sao:

e Menor nimero de graus de liberdade;

e Sistema resultante esparso e positivo definido.

Nota-se que o MEFG com ML e o MEFG com o MEM s3o conceitualmente equivalentes
e apresentaram taxa de convergéncia semelhante sendo que a Ultima apresenta um sistema

resultante de facil resolucao devido as suas caracteristicas.

A principal dificuldade na aplicagdo do padrao MEF em problemas de engenharia é a geracdo de
malha em partes do dominio computacional do problema que demanda refinamentos. Por outro
lado, neste trabalho foi possivel observa que o MEFG é capaz de apresentar boas aproximacgoes
para a solucao da equacdo mesmo utilizando malhas de tamanho menores que as normalmente
utilizadas no MEF, malhas que em geral apenas sobrepoe-se o dominio computacional do

problema. O custo computacional no MEFG foi inferior ao apresentado no MEF. No entanto,
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como pode ser visto, no MEFG para garantir a continuidade de campo é preciso fazer uso
de técnicas apropriadas como o ML e MEM. Além disto, ainda n3o foi possivel resolver uma
classe de problemas que exigem condi¢des essenciais € como se sabe, tais fatos sao resolvidos

de maneira direta no tradicional MEF.

O MEFG com ML aplicado no tratamento de interface para dominio conformes, foi estendido
aos dominio ndo conformes. O método n3ao conforme proposto neste trabalho e denotado por
NC-MEFG pode ser aplicado a problemas cujas as interfaces sio lineares, seccionalmente de
lineares e interfaces curvilineas sem a exigéncia de conformidade entre as malhas das dife-
rentes regides. Este método ndo necessita de uma correspondéncia nodal um-para-um sobre
as fronteiras entre os subdominio. Como consequéncia, o método proporciona flexibilidade
nos modelos e elimina a necessidade de transicao em malha complexa. Exemplos numéricos
demonstraram a eficiéncia e a precisao do método proposto e mostra que a g-convergéncia

obtida é equivalente ao MEFG usando malhas conformes.

Para validar as implementac¢des e ilustrar as capacidades dos métodos desenvolvido, resolveram-
se alguns problemas em eletromagnetismo, como problema de propagacao de onda em um
dominio quadrado, problema do guia de ondas, o problema de propagacao de onda em um
cilindro circular reto e o problema da coluna de concreto circular com quarto vergalhdes de

ferro no seu interior.

Em tais problemas estiveram presentes as seguintes caracteristicas:

e Dominios compostos de um e dois materiais distintos;

e Geometrias formadas por segmentos e curvas, com e sem buracos presentes.

Todos os métodos apresentados para tratar as descontinuidades de materiais neste trabalho
foram utilizados, analisados e confrontados em varios exemplos. Os resultados mostraram
concordancia e boa precisao entre as aproximag¢oes dadas pelos métodos propostos e as solucdes

analiticas, quando disponiveis, e as aproximacoes obtidas através do tradicional MEF.
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Trabalhos Futuros

Ha muitas possibilidades e um potencial grande para estender as idéias propostas neste traba-

lho. Alguns deles sao descritos como se segue.

Praticamente n3do existem estudos disponiveis que apresentem propostas para impor as condi-
¢oes de contorno de Dirichlet no MEFG. E este é um ponto importante que n3o foi estudado
neste trabalho. Apesar das novas funcdes de base do MEFG nao satisfazerem a propriedade
do Delta de kronecker [40], acredita-se que com todo o suporte do MEF seja possivel impor

de maneira mais natural no MEFG as condi¢cdes de contorno de Dirichlet.

Neste trabalho foi utilizado o Método de Integracao de Gauss para calcular os coeficientes das
matrizes de rigidez. No entanto, acredita-se que um estudo na linha do que foi feito no trabalho
de Ortiz [40] seja possivel ampliar as possibilidade de diminuicdo de erros de aproximacdo e

melhorar o tempo computacional para MEFG.

A escolha das funcdes de forma de enriquecimento sao fundamentais para a obtencao de bons
resultados no MEFG e segunda a literatura esta escolha se d4 com base em fun¢des que tenham
condicoes de reproduzir as caracteristicas especificas da solucdo a ser aproximada. Problemas
com caracteristicas especiais locais podem entdo ser resolvido por um acoplamento entre o
MEF ou outros métodos e o MEFG, desde que sejam utilizado fun¢bes de enriquecimento
apropriadas. Na literatura ao MEFG com enriquecimento local da-se o nome de Método de
Elemento Finito Estendido (MEFE). Trabalhar com enriquecimentos locais em problemas com

certas caracteristica especiais € um outro ponto importante a ser estudado no futuro.

O mal condicionamento que aparece no sistema de equacdes do MEFG foi o ponto de origem
dos resultados apresentados neste trabalho, porém pouco se fez a este respeito. Acredita-se
que a escolha das direcdes de onda de forma adequada pode levar a sistema melhores, o que vai

facilitar a resolucdo do sistema. Sendo assim, este também serd uma das frentes de trabalho
dentro dos estudos do MEFG e do MEFE.

Todos os exemplos que foram resolvidos neste trabalho estdo em duas dimensées. Uma pers-
pectiva interessante para futuros desenvolvimentos é expandir a aplicabilidade a problemas
em trés dimensdes, o que tornaria o conjunto de métodos apresentados neste trabalho mais

completo.
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