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Resumo

Esta dissertacdo apresenta o desenvolvimento de um modelo gréafico/matematico para
um centro de vacinagao genérico. Um dos objetivos é criar uma ferramenta capaz de
capturar as principais caracteristicas desse tipo de sistema, permitindo analisar e entender
melhor seu comportamento sob condicoes criticas. Um segundo objetivo é possibilitar o
projeto de um controlador capaz de restringir o comportamento do centro de vacinacao
com vistas ao atendimento dos protocolos de satde pertinentes, ao mesmo tempo em
que garante o melhor desempenho possivel em termos de taxa de vacinacao. O modelo é
desenvolvido por meio de redes de Petri. Especificamente, o centro é modelado como um
grafo de eventos temporizados. O seu comportamento é matematicamente descrito com
o auxilio das ferramentas disponibilizadas pela algebra tropical. A partir do modelo, é
feito um projeto de um sistema de controle. E mostrado que uma etapa importante deste
processo consiste na causalizacao da matriz de controle inicialmente obtida. Dois métodos
de causalizacao sao analisados e uma pequena contribuigao tedrica a um dos métodos é
oferecida. Os resultados obtidos por meio de simulacao corroboram as conclusoes tiradas
durante a andlise e atestam o potencial beneficio da utilizagdo do modelo discutido aqui

no aprimoramento do funcionamento dos centros de vacinagao.

Palavras-chave: Modelo, Centro de vacinacao, Redes de Petri, Algebra Tropical.



Abstract

This Master’s dissertation presents the development of a model for a vaccination center.
The first goal is to provide a model that captures the main characteristics of the center
dynamics, allowing a better undertanding of its behavior under critical conditions. A second
goal is to use the model for designing a controller capable of restricting users admissions
to the different stages of the center’s operation in order to meet the requirements of social
distancing protocols issued by sanitary authorities due to Covid pandemic. At the same
time, the controller is expecteded to minimize users’ waiting time while keeping the center’s
vaccination rate as high as possible. The vaccination center is modelled as a Petri’s net.
Specifically, it is modelled as a timed event graph. The tropical algebra toolbox is used to
describe its behavior mathematically. Once the model is developed, it is used to design
the controller. It is shown that the causalization of the control matrix is a critical step for
the controller design. Two methods for causalization are discussed and a small theoretical
contribution is given to one of them. The system is then simulated and it is shown that
the results confirm the theoretical predictions, attesting the potencial benefit of utilizing

the model developed here to improve vaccination center’s operation.

Keywords: Discrete event modeling and simulation, Petri’s nets, Tropical algebra, Event-

based control, Queuing systems and performance model.
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1 Introducao

1.1 Apresentacao

O advento da pandemia de COVID-19, declarada no inicio do ano de 2020, trouxe
a tona as enormes dificuldades que os sistemas de satide ao redor do mundo podem ter
que enfrentar durante uma crise sanitaria de grandes proporgoes. No caso especifico da
COVID-19, uma doenca altamente contagiosa, em um primeiro momento, hospitais e
centros de atendimento se viram frentes ao desafio de cuidarem de um ntimero de pacientes
muito acima de suas capacidades méaximas estipuladas. Poucos meses apos o descobrimento
do virus SARS-Cov2, lotacdo de unidades de tratamento intensivo com consequente falta
de leitos, falta de insumos, como oxigénio e equipamentos de protecao individual para os
trabalhadores da satde, foram reportados no Brasil [Alves 2021] e em outros paises do
mundo [Sen-Crowe et al. 2021] [Ranney, Griffeth e Jha 2020]. Servigos de atendimento
de emergéncia experimentaram picos de ligacoes e problemas para determinar o nivel de

gravidade de cada caso, o que gerou dificuldade no direcionamento de veiculos de resgate.

Apébs o surgimento de vacinas eficazes, os mesmos sistemas tiveram que lidar com
um outro desafio de mesma proporcao: o de vacinar de maneira agil populagoes contadas
aos milhoes. A corrida de verdadeiras multidoes aos centros de vacinacdo em busca das
primeiras doses disponibilizadas colocou muitas daquelas estruturas sob pressao, o que em
muitos casos levou a descoordenacao interna, longas filas de espera, aglomeracao e outros

eventos indesejaveis.

Com o objetivo de colaborar com trabalhadores e gestores dos sistemas de satide no
enfrentamento da pandemia, especialistas em ciéncia, tecnologia, matematica e engenharia
vem trabalhando na pesquisa e desenvolvimento de modelos e sistemas capazes de introduzir
melhoras significativas na dindmica de funcionamento das unidades responsaveis pelo
tratamento de pessoas afetadas pelo virus, bem como na gestao do sistema como um todo.
Desde as primeiras semanas, matematicos apresentaram modelos capazes de caracterizar
diferentes fases do processo de transmissao do virus entre populagdes [Padmanabhan et
al. 2021], o que orientou a adogdo de algumas medidas importantes como fechamento
de fronteiras, lockdowns, ampliacdo de estruturas de hospitais, dentre outras. Gaubert
et al. 2020, por exemplo, apresentou um modelo desenvolvido e testado ja em margo
de 2020 e que se mostrou capaz de antecipar a evolugao dos casos de contaminagao da
populacao parisiense com base no nimero de ligagoes para o servico de emergéncia da
regiao e correspondente despacho de veiculos de atendimento. Garaix et al. 2022 reporta
quatro outras iniciativas em que especialistas da Ecole Polytechnique atuaram em parceria

com trabalhadores da linha de frente do sistema de satde francés no desenvolvimento de
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sistemas dedicados a aprimorar o funcionamento das estruturas de atendimento daquela
regiao. Em um deles, um modelo baseado em redes de Petri foi desenvolvido para antecipar
o tamanho da equipe médica necessaria para atender a demanda do centro de chamadas
de emergéncia de Paris [Allamigeon, Boyet e Gaubert 2021]. Em outro, um sistema de
monitoramento de leitos disponiveis em unidades de tratamento intensivo, alimentado
com informagoes introduzidas em tempo real pelos trabalhadores da satide por meio de
um aplicativo, foi desenvolvido [ICUBAM et al. 2020]. Ainda em 2020, Schaar et al. 2021
indicou como a inteligéncia artificial e aprendizagem de maquina poderiam ajudar no
gerenciamento dos limitados recursos das instituigoes de satide, no desenvolvimento de
um tratamento personalizado para cada paciente, na melhoria do trabalho em equipe
desenvolvido pelos trabalhadores da satide e no aumento da efetividade e eficiéncia de

testes clinicos.

No que diz respeito aos problemas observados no processo de vacinacao da populagao,
¢é seguro afirmar que muitos deles poderiam ser evitados, ou ao menos mitigados, através
de um melhor entendimento da dinamica dos centros de aplicacao de vacinas. Uma agenda
de vacinagao mais eficaz, por exemplo, poderia ser criada levando-se em conta o periodo
minimo necessario para um determinado usuario passar por todas as fases do ciclo de
vacinacdo. E possivel pensar em um sistema baseado em aplicativo para smartphones
capaz de direcionar e coordenar a chegada de usuarios aos diferentes postos de vacinacao,
que funcione com base em informacoes coletadas em cadastro prévio feito pelos usuarios
interessados na vacina, de forma que cada usuario espere o minimo necessario, evitando-se
ao mesmo tempo aglomeragoes nos espagos fisicos dos postos de vacinagao. Curiosamente,
dada a evidente pertinéncia e importancia de um estudo sobre essas estruturas, uma busca
por trabalhos relacionados ao tema realizada nas principais bases de artigos de engenharia
(Elsevier Science Direct ¢ IEEE Xplore bases) nao retornou nenhum resultado. Também

nao foi encontrado nada sobre o tema em nenhum livro.

O trabalho relatado nesta dissertagao consiste, em parte, no desenvolvimento de
um modelo para um centro de vacinagao elementar. O modelo deve ser capaz de capturar a
dindmica do processo de vacinagao em fun¢ao de parametros ligados a estrutura do centro,
como numero de terminais de vacinacao, terminais de triagem, etc, e fornecer figuras de

desempenho, como o minimo periodo de vacinagao.

Uma vez desenvolvido o modelo, é possivel projetar um controlador que imponha
restrigoes ao funcionamento do centro, a fim de atender a especificacoes previamente
estabelecidas. A segunda parte do trabalho relatado aqui consiste no projeto de um sistema
de controle realimentado que limite o tempo de espera dos usudrios e o niimero de pessoas

nas dependéncias do centro.
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1.2 Natureza do modelo buscado

A primeira questao que surge na busca por um modelo de um sistema qualquer
diz respeito ao tipo de representacao que melhor descreve os fenomenos de interesse
relacionados ao seu comportamento. Segundo o IEEE Standard Dictionary of Electrical
and Electronic Terms [Stiglitz e Blanchard 1992], um sistema é "uma combinagdo de
componentes que atuam em conjunto para a realizacdo de uma funcao que nao seria
realizavel por nenhuma das partes individuais". Essa é uma definicdo genérica, que abarca
sistemas com caracteristicas muito diferentes entre si. A principal diferenga que interessa
ao trabalho aqui proposto é aquela que diz respeito a forma como o sistema evolui de um
estado para outro. Especificamente, o que determina a transicao de estados no sistema. Os
sistemas dinamicos que obedecem as leis da natureza, tipicamente descritos por equacoes
diferenciais, tém, em geral, estados que evoluem continuamente com o tempo a medida
que algum processo de transferéncia de energia ocorre. Por isso, sao exemplos do que se
classifica como Sistemas Dindmicos a Varidvel Continua (SDVC) [Cassandras e Lafortune
2008].

Os chamados Sistemas Dinamicos a Eventos Discretos (SDED) comportam-se
de maneira diferente [Cassandras e Lafortune 2008]. Embora sejam também dindmicos,
possuem estados cuja evolugao acontece de maneira discreta, determinadas por eventos
especificos. Intuitivamente é facil perceber que uma linha de producao de um sistema de
manufatura, por exemplo, é melhor descrita como um SDED. Em tal linha de produgao, o
que marca as mudangas importantes em seu estado de funcionamento sdo eventos como
a admissao de uma peca a maquina X, ou o término de processamento pela maquina
Y, ndo a passagem do tempo. Fazer a descri¢ao de tal linha como um SDVC seria uma
escolha muito mais trabalhosa e ineficaz. Um sistema de filas de atendimento bancario
por meio de caixas é outro exemplo. O que faz mudar o estado do sistema sao eventos
que nao sao determinados pelo tempo, como a admissao de um cliente a um determinado
caixa, ou a chegada de um cliente a fila. Da mesma forma, ¢é evidente que o centro de
vacinacao também pode ser convenientemente modelado como um SDED. A chegada de
um usuario ao centro, sua admissao as diferentes etapas do ciclo de vacinacao até sua

saida das instala¢oes sdo eventos que marcam mudancas no estado do sistema.

O formalismo grafico/matematico comumente utilizado para descrever SDED’s
inclui autématos, redes de Petri, grafos, cadeias de Markov, algebra tropical, dentre ou-
tros [Cassandras e Lafortune 2008]. No presente trabalho, busca-se modelar o centro de
vacinagao como um SDED e descrevé-lo utilizando Grafos de Eventos Temporizados (GET),
uma subclasse das redes de Petri P-temporizadas, cujos lugares apresentam somente uma
transicdo de entrada e uma de saida [Baccelli et al. 1992]. GET sdo particularmente tteis
na descricao do comportamento dindmico de sistemas cuja movimentacao de elementos

esta condicionada a sincronizacao de eventos, como o caso do centro de vacinagao con-
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siderado aqui. Uma caracteristica peculiar dos GET é o fato de seu modelo dinamico,
que nos permite computar iterativamente os instantes das mudancas dos estados, ser
descrito completamente utilizando somente os operadores de maximizagao e de soma.
Consequentemente, podemos utilizar uma formulacdo em algebra tropical para descrever

esse comportamento matematicamente.

1.3 Revisao da Literatura

Embora nao tenha sido encontrado na literatura nenhum modelo de centros de
vacinacao, ha exemplos de outros sistemas modelados como GET que se valem da algebra

tropical para uma descricdo matematica formal.

Ha que se observar, entretanto, que mesmo esses exemplos sao recentes. A propria
algebra tropical, que recebe esse nome em homenagem ao matematico hiingaro-brasileiro
Imre Simon, é relativamente nova. Foi de 1972 a 2002 que Simon dedicou-se a pesquisar
o tema e logrou provar teoremas e resultados considerados seminais pela comunidade
cientifica [Pin 2019]. As redes de Petri foram introduzidas em 1962 por Carl Adam Petri
em sua dissertagao submetida ao Departamento de Matematica e Fisica da Universidade
Técncia de Darmstadt, na antiga Alemanha Ocidental. Em um artigo de 1989, Murata 1989
classifica as redes de Petri como “uma ferramenta promissora” para descrever e estudar

sistemas como o que é considerado aqui.

Dentre os trabalhos relevantes que conjugam os temas GET e algebra tropical,
Maia et al. 2003 trata dos problemas de identificacao paramétrica e controle de sistemas a
eventos discretos modelados como grafos de eventos temporizados. Neste trabalho, o autor
propoe um algoritmo para identificacdo dos parametros de um GET SISO - Single Input,

Single Output - e um método de controle baseado em retroalimentacao.

Katz 2007 produziu um trabalho influente ao estender o conceito de espago (A,B)-
invariante, aplicavel a sistemas dinamicos lineares no contexto da algebra convencional,

para os sistemas lineares no contexto da algebra tropical.

Maia, Andrade e Hardouin 2011, aprimora o trabalho de Katz 2007 ao apresentar
um método mais simples de calculo da matriz de controle em um sistema realimentado.

Este, por sinal, é extensivamente usado no trabalho apresentado aqui.

Dias 2014 e propoe dois métodos de controle para sistemas MIMO - Multiple Inputs,
Multiple Outputs - modelados como GET, descritos matematicamente por equacoes recur-
sivas em algebra tropical. O primeiro trata do calculo de um controlador de realimentagao
para controlar o fluxo de entrada. O segundo trata do problema de sincronizac¢ao dos

disparos entre as transigoes internas do sistema.

Gongalves, Maia e Hardouin 2015 investiga uma generalizacao do problema de con-
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trole de um GET submetido a restrigoes no contexto da algebra tropical. Especificamente,
dada uma representacao do GET em espacgo de estados, busca-se projetar um controlador
capaz de forcar restrigdes do tipo Exz = Dz, onde x representa o estado do sistema. No
trabalho em questao, os autores introduzem dois algoritmos para o projeto do controlador,
denominados Sincronizador Periodico e Realimentacao Otimizada de Chebyshev, ambos
com custo computacional baixo (complexidade polinomial e pseudo-polinomial, respectiva-
mente) e bom desempenho em geral. E demonstrado que o primeiro algoritmo apresenta
estabilidade assintotica, isto é, o sistema controlado converge para conjunto de estados
desejado em um nimero finito de passos, enquanto para o segundo ¢ garantida estabilidade

de Lyapunov.

Posteriormente, em Gongalves, Maia e Hardouin 2017, os autores voltam a formula-
cao geral do problema de controle considerado no trabalho anterior para tratar do problema
da regulacao. Sao estabelecidas as condi¢Oes necesséarias e suficientes para a convergéncia
de uma ampla classe de problemas de regulacdo de GET no contexto da algebra tropical.
Os resultados deste trabalho sao particularmente interessantes, pois determinam também

parametros de robustez para sistemas max-plus controlados.

[Guimaraes et al. 2020] propoes dois outros métodos de sintese de controladores para
sistemas lineares realimentados modelados como GET. Um sistema logistico responsavel
pelo transporte de matéria prima e mercadoria é considerado no trabalho. No primeiro
método, o controlador é projetado de maneira a nao gerar acimulo de pecas no sistema ao
mesmo tempo em que restrigoes operacionais sao atendidas. O segundo método apresenta
uma metodologia de projeto de controladores que levam o sistema a implementar a politica

“just-in-time”.

1.4 Objetivos

1.4.1 Objetivo Geral

O objetivo do trabalho descrito nesta dissertagao é desenvolver um modelo basico de
um centro de vacinagao, investigar sua dinamica de funcionamento e projetar um sistema
de controle realimentado capaz de garantir o um desempenho tao bom quanto possivel.
Embora o trabalho seja motivado pelo interesse em um tipo particular de sistema, sua
estrutura pode ser generalizada e os resultados a aplicados outros sistemas de estrutura

similar.

1.4.2 Objetivos especificos

e Desenvolver um modelo em algebra tropical de um centro de vacinagao;
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o Analisar as figuras de desempenho do centro, especificamente sua taxa de vacinacao,

funcionando em malha aberta;

e Projetar um sistema de controle em malha fechada capaz de impor restri¢oes ao
funcionamento do centro, especificamente, de limitar o tempo de espera de cada
usuario e o nimero de pessoas em cada sala, a0 mesmo tempo em que garante uma

taxa de vacinagao tao alta quanto possivel.

1.5 Organizacio da dissertacio

A presente dissertacao esta organizada da seguinte maneira: no capitulo 1 é apre-
sentada a motivagao do trabalho e algumas caracteristicas basicas do sistema considerado
sao discutidas. Uma revisao da literatura também é feita. No capitulo 2 sao apresentadas
as bases formais para a elaboracao do modelo do centro de vacinacao, bem como para
o projeto do sistema de controle realimentado. Em particular, sao discutidos principios
basicos da algebra tropical e alguns resultados sobre redes de Petri sao fornecidos. No
capitulo 3 ¢ feito o desenvolvimento do modelo do centro de vacinagao e o projeto do
sistema de controle. O capitulo 4 apresenta alguns resultados numéricos produzidos
por meio de simulacao. O capitulo 5 apresenta as conclusoes do trabalho, assim como

indicagoes para investigacoes futuras.
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2 Conceitos fundamentais

Neste capitulo sao apresentados os conceitos fundamentais utilizados na construgao
do modelo do centro de vacinacao, bem como no projeto do seu sistema de controle em

malha fechada.

2.1 Sistemas a Eventos Discretos

Segundo Cassandras e Lafortune 2008, um sistema ¢ dito ser a eventos discretos se
seu espago de estados pode ser descrito por um conjunto discreto de elementos e mudancgas
de estado sdo observadas apenas em instantes discretos de tempo. Além disso, essas
mudancas de estados devem estar condicionadas a ocorréncia de eventos. Na literatura,
usualmente considera-se “evento” um conceito primitivo, cujo entendimento deve ser
deixado a cargo da intuigdo [Cassandras e Lafortune 2008] [Banks et al. 2015] [Heidergott,
Olsder e Woude 2014]. Entretanto, ressalta-se que na modelagem desse tipo de sistema, os
eventos que dirigem as mudancas de estado sao considerados instantaneos e identificados por
agoes especificas, como, por exemplo, o apertar de um botao, o término do processamento

de uma peca por uma maquina, a chegada de uma pessoa a uma fila de espera, etc.

A figura 2.1 mostra um exemplo de um sistema que pode ser convenientemente
modelado como um SED. Trata-se de um trecho de um sistema de manufatura que
conta com quatro maquinas diferentes (M, My, Mz e My), responsaveis por diferentes
agoes dentro do processo de producao de um determinado produto. A maquina M, por
exemplo, executa uma etapa de processamento intermedidrio em que parte do produto é
transformada antes da montagem final. A varidvel t; representa o seu tempo médio de

processamento. A parte processada é entao levada por uma esteira até a maquina Ms. O

c, d,
—>
‘ L.A L.A L.A k.

Figura 2.1 — Representacao de um trecho de um linha de montagem
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tempo de transporte entre essas maquinas é representado por t713. Um processo semelhante
acontece na maquina M,. A méaquina M;3 executa a montagem do produto final a partir
das partes derivadas das maquinas M; e My, o que acontece em t3 unidades de tempo.
O produto final é entdo encaminhado a maquina My, responsavel pelo seu embalamento.

Considera-se aqui que cada maquina tenha capacidade de processamento unitario.

Na modelagem dessa linha de producdo como um SED, admissoes, conclusoes de
processamentos e despacho de pecas executados pelas diferentes maquinas sao escolhas
naturais de eventos que podem ser utilizados na descricao do seu comportamento. Na figura

2.1, esses eventos estao representados, respectivamente, por a;, ¢; e d;, com i € {1,2,3,4}.

Como sugere a figura, em regime permanente o sistema trabalha com suas esteiras
no limite de suas capacidades. Como os tempos de processamentos das maquinas sao, via
de regra, diferentes, é possivel que uma maquina conclua o processamento de seu item
enquanto a maquina que a sucede ainda esteja ocupada. Nesse caso, embora a maquina
tenha concluido sua operacao, o despacho do item processado nao pode acontecer, ou seja,
a maquina e a esteira devem permanecer bloqueadas até que a maquina sucessora esteja

apta a admitir um item.

Uma possivel descricdo do estado do sistema consiste em registrar o estado de cada
maquina em um determinado momento. Para o exemplo considerado, assumindo que o
estado de cada maquina possa ser descrito como inativo (I), trabalhando (T) ou bloqueada
(B), o estado do sistema pode ser descrito pelo conjunto discreto X = {xy, z9, 3,24}, em
que x1,z9,x3 € {I,T,B} e x4y € {I,T}.

A figura 2.1 mostra um outro sistema que pode muito naturalmente ser modelado
como um SED. Aqui tem-se uma fila de atendimento a pessoas, que pode, por exemplo,
ser formada em um banco ou qualquer outro tipo de estabelecimento comercial. No caso
representado na figura, clientes que chegam ao estabelecimento sdo atendidos por um dos
servidores, caso estejam inativos, ou aguardam na fila de espera, que tem capacidade para

acomodar um numero ‘n’ de clientes.

Uma escolha pertinente de varidavel de estado para modelagem desse sistema é o
numero de clientes aguardando na fila. Dessa forma, seu espago de estados poderia ser
representado como o conjunto discreto X = {0,1,2,...,n}. E evidente que os eventos
capazes de alterar o estado do sistema sao a chegada de clientes ao estabelecimento (a) e
a admissao deles a um dos servidores (b). Se em um dado instante os dois servidores estao
ocupados, a admissao de um novo cliente fica condicionada a ocorréncia prévia da saida

de um cliente (d), o que ocorre imediatamente apds a conclusao do atendimento.
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Figura 2.2 — Representacao de uma fila de atendimento a pessoas.
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2.2 Redes de Petri

Como mencionado no capitulo 1, existem diferentes ferramentas que podem ser
utilizadas na modelagem e descrigao formal de SEDs. No trabalho apresentado aqui,

modelos sao desenvolvidos utilizando redes de Petri em conjun¢ao com a algebra tropical.

As redes de Petri configuram uma ferramenta grafico/matematica que tem por
caracteristica importante a geracdo de uma representacao matricial concisa de SEDs
[Maia 2021] (em fase de elaboragdo). Isso facilita a codificagdo da rede em linguagem
computacional e posterior execucao de simulacoes. Formalmente, podem ser definidas

como indicado abaixo.

Defini¢ao 2.1 (Redes de Petri). Uma rede de Petri é um par (G, u) em que G = (V,€)
¢ um grafo orientado bipartido com um nimero finito de nés (o conjunto V), o qual é
particionado em dois conjuntos disjuntos P e Q. O conjunto € consiste de pares do tipo
(pi,q;) € (g, pi) comp; € P eq; € Q. A marcagdo inicial da rede o é um vetor contendo

|P| inteiros nio negativos. [Baccelli et al. 1992]

Em uma rede de Petri tal como a definida acima, os nés em P sao denominados
“lugares” enquanto aqueles em Q, “transi¢oes”. Os elementos de £ sao os arcos do grafo.
Por se tratar de um grafo bipartido, nao hé conexao direta entre transi¢des ou entre
lugares. Graficamente, uma rede pode ser representada como no exemplo mostrado na
figura 2.2. Os circulos maiores representam os lugares (p;, ps e p3) enquanto os tragos
verticais espessos representam as transigoes (qi, go € ¢3). Os arcos, representados pelos
segmentos de retas orientados, ligam uma determinada transi¢cao ao seu lugar de saida ou
um lugar de entrada a sua respectiva transicao. Por exemplo, na figura 2.2, p; é lugar de

saida da transicao ¢; e lugar de entrada da transicao gs. Da mesma forma, ps também é
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lugar de entrada da transicao ¢, e lugar de saida da transicao ¢3. Na rede da figura todos os
arcos tém peso unitario, mas em geral podem ter pesos de qualquer valor inteiro positivo.
Por isso, em complemento a defini¢ao 2.1, é conveniente definir uma funcao w : £ — N,

que atribui um peso a cada arco.

Ps  _ Ficha

°F P Q. P Qs
Figura 2.3 — Exemplo de uma rede de Petri.

Nas redes de Petri, as transicoes sao os elementos associados aos eventos que
dirigem a evolucao de estado do SED representado. O estado da rede em um determinado
instante é indicado pelo nimero de fichas (pequenos circulos pretos) existentes em cada
lugar. Esse nimero/arranjo de fichas é alterado toda vez que uma transigao da rede é
disparada. O disparo de uma transicao qualquer retira de seus lugares de entrada e insere
nos seus lugares de saida nimeros de fichas iguais aos pesos dos respectivos arcos. Como a
rede da figura 2.2 contém apenas arcos de pesos unitarios, fichas sao inseridas e retiradas
dos lugares uma a uma a medida em que as transi¢oes sao disparadas. A titulo de exemplo,
a figura 2.2 mostra a mesma rede da figura 2.2 apds a ocorréncia de trés disparos da
transicao ¢; (a), seguidos de um disparo da transi¢ao ¢s (b). A marcagao inicial apresentada
na defini¢do 2.1 corresponde a um vetor com o niimero de fichas contido em cada lugar da
rede antes da primeira transicao ocorrer. Se considerarmos que a rede mostrada na figura
2.2 estd em seu estado inicial, entdao u = [ x(p1) z(p2) (ps) | =[0 0 1]7. Aqui,

x(p;) representa o numero de fichas no lugar p;.

Ps
g, P Q. P, oH)

(a) (b)

Figura 2.4 — Rede de Petri da figura 2.2 apds (a) trés disparos da transigao ¢; seguidos de
(b) um disparo da transi¢ao gs.

Implicita na descrigao feita acima esté a condigao de disparo de uma determinada

transicao. Uma transicao esta habilitada, isto €, pode disparar, se, e somente se, ha em
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todos os seus lugares de entrada ntimeros de fichas iguais ou superiores aos pesos dos arcos
que os conectam a transi¢ao. Assim, a transigdo ¢, estd habilitada na figura 2.2(a), mas
desabilitada na figura 2.2(b), j& que nesta tltima o estado da rede é tal que um dos seus
lugares de entrada (p3) nao possui nenhuma ficha. Essa caracteristica das redes de Petri
torna-as adequadas a representagao de sistemas sujeitos a bloqueios, como aqueles vistos

nos exemplos dados na se¢ao anterior.

A figura 2.2 mostra uma representacao em rede de Petri do sistema de manufatura
da figura 2.1. Aqui vale observar que as estruturas em lago constituidas por dois lugares e
duas transicoes representam as maquinas da linha de manufatura modelada. Por exemplo,
as transicoes q; e g9, 0s lugares p; e ps juntamente com os arcos que os conectam e a ficha
de marcacao inicial em py representam a maquina 1 do sistema. O fato de haver apenas
uma ficha em p, indica que méaquina tem capacidade de processar apenas um item por
vez. Apds a admissdo de uma peca por M;, o que corresponde a um disparo da transicao
q1, a mesma fica inabilitada, ou seja, nenhuma outra peca pode ser admitida a maquina.
O disparo da transigdo g2, que indica a saida da peca de M7, coloca novamente a ficha em

po e habilita outra vez a transicdo ¢;, indicando que a maquina estd inativa.

Figura 2.5 — Rede de Petri correspondente ao sistema da figura 2.1

A figura 2.2 mostra uma rede de Petri correspondente ao sistema de filas mostrado
na figura 2.1. Aqui o disparo da transicdo ¢; corresponde a entrada de um cliente no
estabelecimento, o disparo de de ¢o, a admissao de um cliente por um dos servidores e de
¢3, ao término de atendimento e consequente saida clientes. A marcagao inicial da rede

mostra que a fila tem lugar para até vinte e cinco clientes e dois servidores atendendo.

2.2.1 Redes de Petri Temporizadas

As redes de Petri discutidas até aqui descrevem a ordem em que ocorrem os
sucessivos estados dos SEDs modelados, mas sem qualquer alusao aos instantes de tempo

em que as mudancas ocorrem. Em termos de representacao, nelas as transi¢oes podem ser
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P Ps

Figura 2.6 — Rede de Petri correspondente ao sistema da figura 2.1

disparadas tao logo sejam habilitadas. Consequentemente, fichas podem ser colocadas e

tiradas de lugares instantaneamente.

Ha, entretanto, situagoes em que existe interesse em incluir o tempo na analise do
sistema. E o caso, por exemplo, quando se deseja determinar uma figura de desempenho
feito a taxa de producdo de uma determinada linha de manufatura, como a da figura 2.1.
Com o objetivo de tratar esses casos, sao definidas as redes de Petri temporizadas, nas

quais vincula-se uma estrutura de relégio as transi¢oes ou aos lugares [Murata 1989].

2.2.1.1 Redes de Petri T-temporizadas

Nas redes de Petri T-temporizadas, a estrutura de reloégio é vinculada as transi¢oes

e associa a cada uma delas uma certa duracao.

Defini¢ao 2.2 (Redes de Petri T-temporizadas). Uma rede de Petri T-temporizada é
uma dupla (R,7T), em que R é a rede de Petri apresentada na defini¢gio 2.1 ¢ T uma
fungao que associa a cada transi¢io q; € Q um nimero real ndo negativo, sendo T (q;) = T

o intervalo de tempo associado d transicao. [Wang e Wu 1998]

A figura 2.2.1.1 mostra uma versao T-temporizada da rede de Petri mostrada na
figura 2.2. Graficamente, as transi¢oes temporizadas sao representadas por uma caixa mais
espessa, como indicado na figura 2.2.1.1. Aqui, 7, 7 e 73 s@o as duragoes de cada uma

das transicoes.

g, P o] P, Qs

Figura 2.7 — Versao T-temporizada da rede de Petri mostrada na figura 2.2
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2.2.1.2 Redes de Petri P-temporizadas

De maneira analoga, nas redes de Petri P-temporizadas a estrutura de relégio é
vinculada aos lugares e associa a cada ficha um intervalo de tempo que ela deve cumprir

antes de habilitar a transicao subsequente.

Definicao 2.3 (Redes de Petri P-temporizadas). Uma rede de Petri P-temporizada é uma
dupla (R, T), em que R € a rede de Petri definida na defini¢cio 2.1 e T uma fung¢io que
associa a cada lugar p; € P um nimero real ndo negativo, sendo T (q;) = 7; o intervalo de

tempo associado ao lugar. [Wang e Wu 1998]

A figura 2.2.1.2 mostra uma versao P-temporizada da rede de Petri mostrada
na figura 2.2. Graficamente, a temporizacao dos lugares é representada simplesmente
indicando-se os valores dos seus intervalos de tempo.

T3

Ps

q, P Q. P, o

Figura 2.8 — Versao P-temporizada da rede de Petri mostrada na figura 2.2

2.2.2 Grafos de Eventos Temporizados

As redes de Petri sao adequadas a representacao de SEDs em geral. Inclusive
aqueles em que ocorrem os fenémenos de concorréncia por recursos e/ou sincronizagao de
tarefas [Dias 2014]. As figuras 2.2.2(a) e 2.2.2(b) mostram representagoes do fenémeno de
concorréncia enquanto as figuras 2.2.2(c) e 2.2.2(d) ilustram o fendmeno de sincronizagao. A
representacao da figura 2.2.2(a) é adequada para se modelar, por exemplo, a concorréncia
de dois servidores por matéria-prima, enquanto a da figura 2.2.2(b) pode ilustrar a
concorréncia pelo fornecimento de produtos a um depédsito. Ja a figura 2.2.2(c) pode
representar a sincronizagao no fornecimento de diferentes partes a uma determinada

maquina, como aquela que acontece na maquina M3 da figura 2.1.

Grafos de eventos temporizados(GET) sdo uma subclasse das Redes de Petri em
que o fenémeno de concorréncia nao ocorre [Dias 2014]. Em um GET, cada lugar possui
apenas um arco de entrada e outro de saida. A despeito dessa limitagao, eles se mostram
extremamente uteis na modelagem de sistemas sujeitos a fenémenos de sincronizacao e

atraso de tempo, como os que sao considerados neste trabalho.

Uma vantagem da modelagem via GET é que estes podem ser descritos por meio

de equacoes nao lineares baseadas apenas nas operagoes convencionais de maximizacao
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e

(c) (d)

(

Figura 2.9 — Representagao dos fendmenos de concorréncia (a e b) e sincronizagao (c e d)
nas redes de Petri. [Dias 2014]

(ou minimizagdo) e soma. Por isso, se a modelagem for feita com base em algebra tropical,
o modelo resultante acaba por se constituir de um sistema de equagoes lineares recursivas

descrevendo a evolucao do sistema em seu espaco de estados.

2.3 Algebra Tropical

A chamada “dlgebra tropical”, também conhecida como “algebra Max-Plus”, é
uma estrutura matematica definida pelo conjunto R, = (R U —o00, ®,®), em que os
simbolos @ e ® denotam as operagoes basicas de soma tropical e multiplicacao tropical,
respectivamente, definidas' tal como mostrado abaixo [Heidergott, Olsder e Woude 2014]:

T @y =maz(x,y)

(2.1)
TQuU=x+y

A titulo de exemplo, vé-se que 3@ 4 =4e3R4="T.

Um fato notavel a respeito da algebra tropical é que nela nao ha definicao da
operacao inversa a soma tropical, isto é, ndo ha uma “subtracao tropical”. Na sec¢do 2.3.3
serao apresentados elementos basicos da teoria da residuacao, que em alguns casos funciona

como inversa das operagoes definidas na equacao 2.1.

2.3.1 Propriedades

Com base nas defini¢oes apresentadas em 2.1, é possivel verificar que as seguintes
propriedades se aplicam as operacoes de soma e multiplicagao tropicais [Heidergott, Olsder
e Woude 2014]:

1

Uma definigdo alternativa em que x ® y = min(z,y) (motivo pelo qual recebe o nome de “dlgebra
Min-Plus”) é utilizada algumas vezes. “Algebra tropical” é o termo mais geral, que abarca as duas
definigoes
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e Comutatividade
Vz,y€Rpew: 20y=yd2zr e 2Qy=yQu

e Associatividade

vx?l/szRmax: m@(y@z):(:c@y)@z
vx7yvz€Rmax: $®(y®2):(x®y)®z

o Distributividade da multiplicacao sobre a adicao
Vre,y,2€Rpur: 2R (yd2)=(2Qy) ®(x® 2)
o Existéncia de elemento neutro em relagao a adigao
Ve ERpur: 3J0E€ERL, /200=002=2
« Existéncia de elemento neutro em relagcao a multiplicacao
V2 ERpr: J1ER,/2R01=1Q01=2

Aqui, percebe-se que 0 = —oco e 1 = 0. Além disso, verifica-se que o elemento neutro
em relacdo a adicdo é absorvente em relacdo a multiplicacdo, isto é, 1 @0 =0® z =
0 V2eRuw

o Idempoténcia da adicao

VeeRyw: TPhr==x

A operagao de exponenciacao é introduzida muito naturalmente por meio da

associatividade da multiplicacao.

" =rr®.Qr=nxz VYneEN, n#0
—_—
n vezes (2.2)

¥ =1

Exemplo 2.1.
7 =3x7=21
4978 = 8 x4 =-32
882 =1/2x8=4
120713 = _1/3 x 12 = —4

Tal como definida acima, a algebra tropical, ou Max-Plus, é exemplo de um tipo

de estrutura algébrica conhecida como “semi-anel”.
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Definigao 2.4 (Semi-anel). Um semi-anel é um conjunto nao vazio A dotado de duas

operagoes bindrias denotadas por ®4 e X4 tal que

e B4 € associativa e comutativa com elemento neutro 04;
e ®4 € associativa, distributiva sobre ©4 e tem elemento neutro 14;

e 04 ¢ absorvente em relagio a ® 4
Tal semi-anel é denotado por A= (R, ®4,®4,04,14)

Na literatura, semi-anéis idempotentes, como o que define a algebra tropical, sao
também conhecidos como didides. Uma introducao sucinta aos semi-anéis tropicais e suas

propriedades é dada em Pin 1998.

2.3.2 Matrizes na algebra tropical

No contexto da &algebra tropical também sao definidas estruturas equivalentes
aos espagos multidimensionais definidos na algebra convencional, cujos entes elementares
sao matrizes e vetores. RI'*" representa o conjunto de matrizes de dimensao n x n, com
coeficientes em R,,,, para o qual sdo definidas duas operagoes: a soma (@) e a multiplicagao
(®) tropicais. Essas duas operagoes siao definidas de maneira andloga as operagoes de soma

(4+) e multiplicagao (.) matricial existentes no contexto da algebra convencional.

Defini¢ao 2.5 (Soma tropical matricial). Sejam A e B duas matrizes € R%". A soma

tropical dessas duas matrizes € dada por

[A @ B]U = aij @ bij = max(aij, bw) (23)

Definicdo 2.6 (Multiplicacao tropical matricial). Sejam A € RI"*P ¢ B € RPx". A

maxr max -’

multiplicacdo tropical dessas duas matrizes é dada por

A multiplicagao tropical de uma matriz por um escalar também é feita de maneira

analoga a algebra convencional.

Definigao 2.7 (Multiplicagao tropical de uma matriz por um escalar). Seja A € R"*" ¢
/8 E Rmaa:'
[B® Alij =B ® a;; (2.5)
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A definicao anterior mostra que multiplicar uma matriz A por um escalar 5 no

contexto da algebra tropical equivale a acrescentar § unidades a cada entrada da matriz.

Exemplo 2.2. Considere as matrizes

a3 ul o s
72 15 1

em Z2*2 . A soma dessas duas matrizes é dada por
19 1
|15 2

A multiplicagdo da matriz A por um escalar B =5 resulta em
|8 16
|12 7

Br9I)e(11®15) Be5Hae(11e1)
(T29)@(2®15) (T®5)d®(2®1)

B3®9) (11a5)

A@B:(nm@ 2a1)

5®3) (b®11)

neA= Ge7) (52t

Jd a multiplicacao entre elas é dada por

A®B =

{26 12
17 12

A exemplo do que acontece na algebra convencional, define-se também contexto da

algebra tropical uma matriz identidade I, de dimensoes n X n, cujas entradas sao dadas

por

[1];; = (2.6)

Outra ideia que a algebra tropical herda naturalmente da algebra classica sao os
conceitos de autovalor e autovetor. Para uma dada matriz A € R'*" se AQv =A® v,

onde A é um escalar e v um vetor em R”  com pelo menos uma entrada diferente de 0,

max
entdo A é dito ser um autovalor de A e v o autovetor correspondente [Heidergott, Olsder e

Woude 2014].

Existe ainda um operador que ¢é definido para didides em geral e que, no contexto da
algebra tropical, desempenha papel importante na resolucao de sistemas de equacoes line-
ares. Trata-se do operador conhecido como estrela de Kleene, cuja definicao é apresentada

abaixo.

Definigao 2.8 (Estrela de Kleene). Seja A € RI". A estrela de Kleene de A é dada por

A =PA* =10 A0 A” e A% & ... (2.7)
k=0

sendo A®Y = 1.
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De fato, a defini¢do anterior ajuda na resolucao de equagoes da forma xr = AQx®b,
em que x aparece como uma funcao dele préprio. Esse tipo de equagao é conhecida como

equacao implicita.

2.3.3 Residuacao

Como mencionado anteriormente, na algebra Max-Plus nao hé defini¢ao natural da
operagao inversa a soma tropical. Isso se deve ao fato de que x @y = x @ 2z nao implica em
y = 2. Por exemplo,sex =5, y=4ez=3, entaox by =5&4 =5 =>5d 3, enquanto
3 # 4. Essa inexisténcia de uma “subtracao tropical” dificulta a resolugdo de equagdes no
contexto da algebra tropical. Mesmo equagoes tao simples quanto, por exemplo, z @& a = b,

nao tém solugoes unicas.

A teoria da residuacao oferece uma maneira de se superar essa dificuldade e obter
resultados significativos para algumas classes de problemas, notadamente aqueles que sao
modelados por expressoes matematicas da forma f(z) = b. Aqui, f corresponde a um

mapeamento isotonico de um diéide M em um didide N

Definigao 2.9 (Mapeamento isotonico). Um mapeamento f de um conjunto ordenado M
em outro conjunto ordenado N € isotonico se V a,b € M, a > b= f(a) > f(b). [Baccelli
et al. 1992]

Se o mapeamento f nao for sobrejetor, haverd valores de b para os quais f(x) =b
nao terd solugdo. Além disso, se f nao for injetor, f(z) = b nao terd solugao tnica. Uma
alternativa para lidar com esses casos é considerar nao somente os valores de x para os
quais f(x) = b, mas também aqueles para os quais f(z) < b, conhecidos como subsolugoes
de f(z) = b. De maneira andloga, os valores de = para os quais f(x) > b sao definidos como
supersolugoes de f(z) = b. A teoria da residuagao permite a inversao de mapeamentos

isotonicos de forma a se encontrar a maxima sub-solugao para desigualdades da forma
f(z) <b.

Os préximos resultados (definigoes e teoremas) foram retirados de Maia et al. 2003

Defini¢ao 2.10 (Residuo e mapeamento residudvel). Um mapeamento isotonico f: M —
N, no qual M e N sdo conjuntos ordenados, é residudvel se para todo y € N existe a
maior subsolugdo para a equagio f(x) =1vy. Essa maior subsolu¢do é denotada por f*(y) e

o mapeamento f* é chamado residuo de f.

Teorema 2.1 (Residuagdo). Seja f: M — N um mapeamento isotonico no qual M e N
sdo conjuntos ordenados. Entio f é residudvel se, e somente se, f* ¢é o 1inico mapeamento

isotonico tal que

foffy) <y e flof(x)>z VeeMeVyeN (2.8)
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Definigao 2.11 (Didide completo). Um didide € classificado como “completo” se ele é
fechado em relacao a somas infinitas e se a operagdo @ se distribui sobre somas infinitas,

ou seja, se para todo m € M e todo sub-conjunto L C M,

me(Pr)=Pmex (2.9)

x €L r eL

Teorema 2.2 (Residuagao para didides completos). Sejam J e K didides completos. Um

mapeamento f: J — K € residudvel se, e somente se, para todo subconjunto X C J

f(D )= fl@) e f(0)=0 (2.10)

x eX T eX

Um caso de interesse para o trabalho apresentado aqui é aquele que trata dos
residuos de mapeamentos lineares do tipo L, : a ® x e R, : * ® a em um didide completo
D. Esses residuos sdo representados por Lf = a§x e R: = x ¢ a, respectivamente, onde
§ representa a residuacao a esquerda e ¢, a direita. Para estes casos especificos de ma-
peamentos lineares, a resituacao corresponde a uma operacao de subtracao na algebra

convencional, isto é, L = Rf =z — a.

O caso de mapeamentos lineares feitos sobre didides matriciais completos ¢é tratado
da maneira discutida a seguir. Sejam A € D™*P ¢ B € D™*? matrizes com elementos
no diéide completo D. As residuacoes a esquerda e direita para essas duas matrizes sao

definidas como mostrado nas equagoes 2.11 e 2.12 [Maia et al. 2003].

(L4(B))i; = (AYB);; /\ A% By (2.11)

(R4(B))i; = (B$A);; /\ By ¢ Ay (2.12)

Aqui, A é o operador de limite inferior.

Exemplo 2.3. Considere as matrizes

3 11 9 5 8
A = (& B =
7T 2 15 1 6
em que A € 722 e B € Z2*%3. Fazendo referéncia a discussio do ultimo pardgrafo,
aquin = 2, p = 2, eq = 3. Pela teoria da residuagdo, a maior solugdo para inequagcao

A® X < B é X = A]B e pode ser determinada da maneira indicada pela equagio (2.11)
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ARB = (@11 — b11) A (a1 — ba1) (@11 — bi2) A (a1 — baz) (@11 — biz) A (ag1 — 523)]

_(a12 —b11) A (a2 — ba1)  (aia — bia) A (age — baa) (@12 — b1g) A (age — bag)
(B9 A(T—15) (B=5)A(T—1) (3—8)A(T—6)

T lI1—9 A2 —15) (11-5)A@2-1) (11—8)/\(2—6)}

(=6) A (=8) (=2)A(6) (=5)A <1>]

(2N (=13)  (6)A (1)  (3)A(—4)

8 -2 -5

~13 1 —4

Ja a maior solugao para inequacio X @ A < B é X = B¢A e pode ser determinada da

maneira indicada pela equagao (2.12)

1-=7) (G-11)A(1-2)
6-7) (8—11)A(6—2)

(bi1 — a11) A (D21 — ag1)  (bin — arz) A (bar — asg2)
BpA = | (biz — a11) A (bag — az1)  (b12 — a12) A (bao — aa2)

_(b13 —ai) A (bag — az1) (b3 — ai2) A (bas — ag)

[(9-3)A(15—7) (9—11)A (15— 2)]

= [(2)A(=6) (=6) A (1)
B)A(=1) (=3)A(4)
6 —2

= -6 —6
1 -3

Outro caso de interesse para este trabalho é o que trata da inversao de mapeamentos
lineares afins, do tipo L, : a ® x e R, : * ® a em um didide completo D. Essa questao
esta relacionada ao conceito de residuacao dual, que é apresentado a seguir. A préxima
defini¢do, teoremas e respectivas demonstracoes podem ser encontrados em Maia et al.
2003.

Definicao 2.12 (Residuo dual e mapeamento dualmente residuavel). Um mapeamento
isotonico f: M — N, no qual M e N sao conjuntos ordenados, é um mapeamento
dualmente residudvel se para todo y € N existe a menor supersolucio para a equagdo

f(z) = y. Essa menor supersolucio é denotada por f°(y) e o mapeamento f° é chamado

residuo dual de f.

Teorema 2.3 (Residuagdo dual). Seja f: M — N um mapeamento isotonico no qual

M e N sio conjuntos ordenados. Entio f é dualmente residudvel se, e somente se, f> é o
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unico mapeamento isotonico tal que

foffy)>y e fof(x)<z VeeMeVyeN (2.13)

Teorema 2.4 (Residuagao dual para didides completos). Sejam J e K didides completos.
Um mapeamento f : J — K € dualmente residudvel se, e somente se, para todo subconjunto

xXcJg
fCN @)= N\ fl@) e f(T)=T (2.14)

T €X T EX

Neste ultimo teorema, 7" ¢ o limite superior (co na algebra convencional).

Para o mapeamento afim T,(z) = = @ a, feito sobre um didide completo, o residuo
dual é denotado por T = x e a, no qual e é o simbolo que representa a residuacio dual,
e dado por

T, sex > a,

T'=rea= (2.15)

0, se x < a.
Para di6ides matriciais completos, o mapeamento T4(B) = B & A possui como

residuo [Guimaraes et al. 2020)]

bij7 se bij > 4,

(T2)i; = (Be A)y = (2.16)

0, Se bij S Q.

Vale observar aqui que é necessario que as matrizes A e B indicadas na equagao

(2.16) tenham as mesmas dimensoes.

Exemplo 2.4. Considere as matrizes

8 2 13 7
A=|—-4 6| eB=1]2 5
15 7 11 9

em que A e B € Z3*% . Pela residuacdio dual, a menor solucio para X dado que X A > B

¢ igual a
13 7
X=BeA=1|2 0
0 9
ja que 13 >8,7>2,2>—-4,5<6,11<15e9>7,
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2.4 Grafos

Um dos objetivos deste trabalho é apresentar um modelo em redes de Petri de um
centro de vacinagao. Da definicao 2.1, sabe-se que uma rede de Petri é um tipo particular
de grafo. Por isso, nessa secao sao apresentados alguns resultados da teoria de grafos

importantes para a discussao subsequente.

Definicao 2.13 (Grafos orientados). Um grafo orientado € definido como um par (V,E),
onde V é um conjunto de elementos denominados nos e & um conjunto de pares ordenados
(mas nao necessariamente diferentes) de nds, denominados arcos. Grafos orientados

também sao denominados “digrafos”. [Baccelli et al. 1992]

Se dois nés conectados de um grafo qualquer forem representados por i e j, ambos
em V, o par ordenado (i, j) € € representa o arco que os conecta, tendo origem no né i
e término no né j. E possivel atribuir pesos a cada um dos arcos de um grafo, caso em
que o mesmo passa a ser classificado como um grafo ponderado. A figura 2.4 mostra um
grafo com trés nés (¢, g2 e q3), conectados por trés arcos [(¢1,¢2), (¢2,93) e (g3, 92)], de
pesos Ty, T € T3, respectivamente. Esse grafo é uma representacao equivalente da rede de
Petri P-temporizada mostrada na figura 2.2.1.2. Os n6s do grafo da figura 2.4 representam
as transicoes da rede de Petri da figura 2.2.1.2. Os pesos dos arcos correspondem aos
intervalos de tempo associados aos lugares da rede, os quais foram omitidos no grafo da
figura 2.4.

q1 'C1
®

Figura 2.10 — Grafo equivalente a rede de Petri P-temporizada da figura 2.2.1.2

No grafo mostrado ha apenas um arco saindo de um né ¢; e chegando em outro
né ¢;. Existem ainda os chamados multigrafos, que admitem a possibilidade de vérios
arcos conectarem um no ¢ a outro né j. Neste trabalho, entretanto, multigrafos nao serao

considerados.

A partir do grafo da figura 2.4 é possivel introduzir e ilustrar algumas defini¢oes
importantes ao estudo aqui desenvolvido. Essas defini¢coes foram retiradas de Baccelli et
al. 1992.

Definigao 2.14 (Predecessor e sucessor). Se em um grafo (i,j) € £, entdo o né i é
chamado de predecessor de j e j € chamado de sucessor de 1. O conjunto de todos o0s

nos predecessores de j é representado por w(j) e o conjunto de todos os sucessores de i é
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representado por o(i). Um predecessor é também chamado de né a montante e um sucessor,

de no a jusante.

Definic¢ao 2.15 (Fonte e sorvedouro). Se m(i) = (), isto €, se o nd i nao tem predecessores,
ele é chamado de nd fonte. Se o(i) = 0, isto €, se 0 nd i nao tem sucessores, ele é chamado
de no sorvedouro. A depender da aplicacdo, os nos fonte e sorvedouro podem também ser

denominados no de entrada e de saida, respectivamente.

Definigao 2.16 (Caminho). Um caminho p é uma sequéncia de nds (i, s, ..., 1), p > 1,
tal que i; € m(ij41), 7 =1,...,p—1. O nd iy € o nd inicial do caminho e i, o nd final. De
modo equivalente, pode-se dizer que um caminho é uma sequéncia de arcos que conecta
uma sequéncia de nos. Um caminho em que nenhum no aparece mais do que uma vez é

chamado de caminho elementar.

Definigao 2.17 (Circuito). Um circuito é um caminho em que os nds inicial e final coin-
cidem. Um circuito (i1, s, ...,1, = i1) € chamado de elementar se o caminho (iy,1a, ..., %,—1)

¢ elementar. Um digrafo é classificado como aciclico se ndo contém circuitos.

Definicao 2.18 (Lago). Um lago € um circuito (i,1), isto é, um circuito composto de um
unico no, que € o seu no inicial e também final. Esta definicao assume que i € 7(i), isto €,

que exista um arco do no i para ele mesmo.

Defini¢ao 2.19 (Comprimento). O comprimento de um caminho ou circuito € igual d
soma dos comprimentos de seus arcos, os quais tém comprimento igual a 1, a menos que
outro valor seja especificado. O comprimento do caminho p é denotado por |p|;, onde o

Cél//

subscrito faz referéncia a palavra “caminho” (“length”, do inglés).

Definigao 2.20 (Grafo fortemente conexo). Um grafo é fortemente conexo se para
quaisquer dois nos diferentes i e j existe um caminho de i para j. De acordo com essa

defini¢cdo, um no isolado, com ou sem lago, configura um grafo fortemente conexo.

Definicdo 2.21 (Grafo bipartido). Se o conjunto de nds V de um grafo G pode ser
particionado em dois subconjuntos disjuntos Vi e Vs, tal que todo arco de G conecta um

elemento de Vi a um elemento de Vs, entdo G é dito ser bipartido.

Definigao 2.22 (Ciclo médio). O peso médio de um caminho é definido como a soma dos
pesos individuais dos arcos que compoem o caminho, dividido pelo comprimento do caminho.
Se o comprimento do caminho é denotado por p, seu peso por p, € seu comprimento py,
entdo o peso médio do caminho € igual a p,,/p;. Se o caminho for um circuito, entao fala-se

do peso médio do circuito, ou simplesmente do ciclo médio.

De volta ao grafo orientado da figura 2.4, vé-se que ¢; € um noé predecessor de ¢».

Devido a existéncia do circuito (gz, g3, ¢2), 0 N6 ¢a é tanto predecessor quanto sucessor
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de g3 e vice-versa. O n6 ¢; é também um né fonte do grafo, que ndo contém nenhum né
sorvedouro. (g1, ge,q3) ¢ um caminho entre os nés ¢; e g3, cujo peso é igual a 71 + 15. O
ciclo médio do circuito (gz, g3, ¢2) é igual a (15 + 73)/2. O grafo nao é fortemente conexo,
ja que nao existe, por exemplo, um caminho partindo do né g3 e chegando no né ¢;, nem é
bipartido. Se for acrescentado um arco entre os nés ¢z e ¢;, como mostrado na figura 2.4,
o grafo torna-se fortemente conexo, uma vez que agora ¢é possivel sair de qualquer um dos
trés nés e chegar a qualquer um dos outros dois. Esse fato é relevante para a discussao

sobre estratégias de controle que sera feita nos capitulos seguintes.

Figura 2.11 — Grafo da figura 2.4 acrescido de um arco entre os nés ¢s e ¢

2.4.1 Grafos e matrizes

O grafo da figura 2.4 é conhecido como grafo de precedéncia. Este tipo de grafo
pode ser associado a uma matriz A com dimensoes |V| x [V|, em que |V| é a cardinalidade
do grafo, ou seja, seu nimero de nds. Nessa representacao, cada entrada a;; da matriz
corresponde ao peso do arco que conecta o nd j ao no i, quando ele existe. A inexisténcia
desse arco ¢ indicada por 0. A equacgdo (2.17) mostra a matriz associada ao grafo da figura
2.4.

0 0 T4
A= 0 = (2.17)
6 T2 6

Defini¢ao 2.23 (Irredutibilidade). Uma matriz quadrada é dita ser irredutivel se nao

existe uma matriz de permutacio P tal que a matriz A, definida por
A= PAP
tenha uma estrutura triangular superior. [Baccelli et al. 1992]

Teorema 2.5. A condicdo necessdria e suficiente para que uma matriz quadrada A seja

irredutivel € que seu grafo de precedéncia seja fortemente conexo.

Teorema 2.6. Se A € irredutivel ou, de maneira equivalente, se o grafo de precedéncia
associado a A é fortemente conexo, entao A possui um, e somente um autovalor (mas

possivelmente vdrios autovetores). Este autovalor € igual ao mdximo ciclo médio do grafo.



Capitulo 2. Conceitos fundamentais 39

A = max|pl.,/|pl
sendo ¢ o conjunto de circuitos de G(A)

As provas dos teoremas 2.5 e 2.6 podem ser encontradas em Baccelli et al. 1992.

Exemplo 2.5. A figura 2.5 mostra o mesmo grafo da figura 2.4 assumindo que 11 = 5,

To=3, m=1e1y =4.

Figura 2.12 — Figura do exemplo 2.5

A matriz correspondente € entao

il

A:

ol o Ol
w Ol
[T SN

Percebe-se que esse grafo contém dois circuitos, um composto por (q1,qe,qs3,q1) €

outro por (qa, g3, q2). Os ciclos médios desses dois caminhos sao iguais a

(= plw,  5+3+4

_ _ —12/3 =14
FIE /
w341
<-2 — |p| 2 — L — 2
|p|lz 2

Claramente, o mdzimo ciclo médio do grafo é X = max((y, () = 4. Como o grafo
da figura 2.5 € fortemente conexo, o teorema 2.6 garante que a matriz A possui apenas um

T
autovalor e que este é precisamente X\ = 4. De fato, se v = [O 1 O} , entao

0 0 4 0 4 0
AQuv=15 0 1| @ |1l =1[5]| =4Q |1| =AQv
0 30 0 4 0

Como visto no exemplo anterior, o teorema 2.6 prové uma maneira de se determinar

o autovalor de uma matriz irredutivel feito a da equagao (2.17). Alternativamente, métodos
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numéricos desenvolvidos no contexto da algebra tropical podem ser utilizados para isso.
Em geral, os métodos variam a depender de a matriz ser irredutivel ou nao. A seguir, a
titulo de exemplo, serd mostrado como um desses métodos, conhecido como algoritmo de
Karp, pode ser usado para se determinar o autovalor da matriz considerada no exemplo

2.5. Este e outros métodos podem ser encontrados em Heidergott, Olsder e Woude 2014.

O algoritmo de Karp é baseado no seguinte teorema:

Teorema 2.7. Seja A € R<" wma matriz irredutivel com autovalor . Entao

A®N] . [A®F].
A= max min [ i — | Ji
i=1,...,n k=0,....n—1 n—=k

(2.18)

onde j € [1,...,n| pode ser escolhido arbitrariamente e a divisao deve ser entendida sequndo
a dlgebra convencional. [Heidergott, Olsder e Woude 2014]

Algoritmo 1 Algoritmo de Karp para calculo do autovalor de uma matriz irredutivel
A eRyx"

max

1: Escolha arbitrariamente um valor para j € [1,...,n| e faca x(0) = e;, onde e; é um vetor
em R ~com a j-ésima entrada é igual a 1 e as demais iguais a 0.

2: Sendo z(k) = A® z(k — 1), determine z(k) para k =1,....,n
3: Compute o autovalor por meio de

Vo max min S — k)
i=1,...n k=0,...n—1 n—=k

A fim de ilustrar a aplicacao do algoritmo de Karp, considere novamente a matriz
4T
A do exemplo 2.5. Seja j =1e e = [1 0 O} . Utilizando a expressao iterativa para

célculo de x(k) dada no passo 2 do algoritmo, determina-se (1), z(2) e z(3).

2(0) = z(1) = 2(2) =

SR=
o vt o
© o o
&
—~
w
~—
Il

Aplica-se entao o passo 3 do algoritmo.
12 4 o
min {3, 0, oo} , in {oo, 27 oo} , Mmin {0, 0, O}
A =max {4,2,0} =4

Os autovetores podem entao ser encontrados por meio da resolu¢ao da equacao
ARv=A®u.
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4d@vs=4Q 1
ARV=AR1v= 50311 D1 Qv; =4 vy
3®U2:4®’U3

Da primeira equagcao, conclui-se que v; = vs. Da segunda, conclui-se que 5 ® v; &

1®v=4® vy = 5®v; =4 ® vy, 0 que indica que v9 = v1 + 1 na algebra convencional.
T

Dessa forma, v = [vl 1® v vl} . Tomando v; = 0, tem-se o autovetor considerado no

exemplo 2.5.

2.5 Descricao matematica de um sistema modelado via redes de

Petri

Nesta secao é mostrado como uma rede de Petri pode ter seu comportamento
descrito matematicamente. Basicamente, busca-se representar o estado de uma determinada
rede através do nimero de fichas existentes em cada um de seus lugares e a maneira como

essa configuracdo muda a medida em que as transigoes sao disparadas.

2.5.1 Modelagem de redes de Petri P-temporizadas

Como discutido na se¢ao 2.2.1.2, nas redes de Petri P-temporizadas a estrutura
de relégio associa um tempo minimo de permanéncia que cada ficha deve cumprir apés
ser colocada em um determinado lugar da rede, antes que ela possa habilitar qualquer
transicao. Além disso, como ja sabido, é necessario que haja fichas suficientes em todos
os lugares de entrada antes que uma transicao possa ser disparada. Essas observagoes
ensejam uma descricdo matematica conveniente desse tipo de rede, baseada apenas nas

operagoes @ e ®, tais como definidas em (2.1).

Para isso, define-se ¢;(k) como sendo a data (instante de tempo) em que ocorre o k-
ésimo disparo da transicao ¢;. Fazendo referéncia novamente a figura 2.2.1.2, vé-se que, com
a marcagao inicial da figura, ¢; (k) pode assumir qualquer valor, uma vez que a transigao
q1 esta sempre habilitada. Se for assumido que cada transicao sera disparada tao logo ela
esteja habilitada, pode-se expressar matematicamente o fato de que nao ha restri¢cdes ao
disparo de ¢ escrevendo-se ¢ (k) = ¢q1(k—1). J& o k-ésimo disparo da transi¢do gz nao pode
acontecer antes de ¢; (k) + 71, j& que, por defini¢do, a ficha que entra em p; no instante g; (k)
nao habilita ¢o antes que decorram 7; unidades de tempo. Pelo mesmo motivo, também
nao pode ocorrer antes do (k — 1)-ésimo disparo de g3, que devolve a ficha ao lugar ps,
acrescido de 73 unidades de tempo. Assim, ¢2(k) = max[qi (k) + 71, ¢3(k — 1) + 73]. Por
fim, vé-se facilmente que o k-ésimo disparo da transi¢ao gz ocorre 75 unidades de tempo

apds o k-ésimo disparo da transigao o, isto é, g3(k) = g2(k) + 7. Utilizando as operagoes
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fundamentais da dlgebra tropical, essas equacgdes podem ser escritas como mostrado a

seguir.
a(k)=q(k—1)
k) =n1@qk) ®noq¢glk—1) (2.19)
g3(k) = 72 @ qa(k)

Fazendo-se substitui¢gbes apropriadas, a equacao (2.19) pode ser reescrita como

mostrado em (2.20), na qual o simbolo “+” denota a soma convencional.

(k) =q(k —1)
@k)=n1@qk—1)®meqgqgk-1) (2.20)
(k) =(n+7)@qk—1)® (rn+7)@q(k—1)

Esse conjunto de equagoes pode ser anotado matricialmente da forma mostrada
em (2.21)

@k)| =] n 0 7 |®|@k-1 (2.21)
q3(k) (1+7) 0 (ro+m) g3k —1

—_———
x(k) A x(k—1)

A expressao dada em (2.21) corresponde a forma canonica da equacao de estado
de um sistema dinamico linear. Em geral, a descricao em espago de estados de tal tipo de
sistema ¢é feita da maneira indicada em (2.22), onde x, y, e u sao vetores e A, B, C'e D

sao matrizes caracteristicas do sistema.

x(k)=A®x(k—1)® B®u(k)

(2.22)
y(k)=C®x(k—1)® D @ u(k)

A equacdo (2.21) tem a forma da primeira equagao mostrada em (2.22), com B = [0]. Se
a transicdo g3 puder ser considerada como a saida da rede, isto é, se y(k) = ¢3(k), entao
T
c=1Jo o 1].
Uma outra formulacdo em espaco de estados bastante comum é mostrada na
equacao implicita (2.23), na qual Ay, Ay, By, C' e D sao também matrizes caracteristicas

do sistema.
x(k)=Ao@x(k) ® A @x(k—1)® By ® u(k)

(2.23)
y(k) = C @ x(k — 1) + D @ u(k)

O préximo teorema fornece um resultado que permite transformar uma equacao

implicita como a de (2.23) para a forma canonica mostrada em (2.22).

Teorema 2.8. Se existem apenas circuitos com pesos nao positivos no grafo de precedéncia
de A, entao hd uma solugcdo para x = AR x @b que é dada por x = A* ®b. Além disso, se

0s pesos dos circuitos sio negativos, a solugao € unica. [Baccelli et al. 1992]
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De fato, se A* ® b existe, entdo A® (A*@b)@b=(16 AR A*)@b= A*®.
A equagao de estado em (2.23) pode entao ser reescrita como z(k) = Ag®@z(k)dW,
em que W = A; @ x(k — 1) ® By ® u(k). Assumindo-se que z(k) é a solucao, segue que

z(k)=Ao@x(k)d W
(k) =A@ (Ay@zk) W)W = AP @ x(k) & Ay W & W

2(k) = A" @z(k) o A2 VeWae A" VeWae.. oW

Se o grafo de precedéncia de A nao possui circuito de peso positivo, o resultado do teorema

2.8 ¢é aplicavel, o que leva a

x(k) = Ay @ W = Ay ® Ay @ x(k — 1) & Ay ® By ® u(k) (2.24)

A equagdo (2.24) é equivalente a primeira equagdo de (2.22), com A = A5 ® A; e

Com esse resultado, encerra-se este capitulo. escrito com o intuito de fornecer
os fundamentos das ferramentas formais utilizadas na modelagem e controle do centro
de vacinacao. No proximo capitulo sera desenvolvido o modelo do centro e o projeto do

sistema de controle serao apresentados.
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3 Modelagem e Controle de um Centro de

Vacinacao

Neste capitulo é desenvolvida a parte central do trabalho apresentado nessa dis-
sertagao: a modelagem de um centro de vacinagao como um SED e o projeto de um
sistema capaz de controlar as admissoes nas diferentes etapas do processo de aplicacao de
vacinas. O modelo é desenvolvido com base em grafos de eventos temporizados (GET),
uma subclasse das redes de Petri apresentada na se¢ao 2.2.2. Desenvolvido o modelo, é
feito entao o projeto de um sistema de controle capaz de impor restrigdes ao funcionamento
do centro de vacinagao, com vistas ao atendimento de protocolos sanitarios, enquanto
garante uma taxa 6tima de aplicagdo de vacinas. Nesse processo, vantagens e desvantagens

de diferentes abordagens de projeto serao discutidas.

3.1 Descricao do centro de vacinacao

O modelo desenvolvido neste capitulo busca representar uma estrutura basica, que
contém apenas os elementos essenciais de um centro de vacinacio. E um modelo que
remete aos postos de vacinagao mais simples encontrados nas unidades de satude brasileiras,
tanto da rede publica quanto da rede privada. Apesar da aparente simplicidade, trata-se
de um modelo versatil, que pode ser modificado sem grande dificuldade para representar

sistemas mais complexos.

A figura 3.1 mostra uma representacao do centro de vacinagao como uma rede de
Petri P-temporizada, cujos lugares possuem apenas um arco de entrada e um de saida, ou

seja, um GET. O centro representado executa um processo de quatro etapas a cada dose

Admissdo
U, u, U,

Figura 3.1 — Representacao em rede de Petri do centro de vacinagao modelado.

de vacina aplicada: admissao, triagem, espera e vacinagdo. A admissao de um usuario as
dependéncias do centro é indicada pelo disparo da transicao x, seguido da colocac¢ao de

uma ficha no lugar correspondente. O disparo de x; é controlado pela entrada u;. Supde-se
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que, uma vez admitido, o usuario encaminhe-se para a sala de triagem, onde acontece a
segunda etapa do processo. Aqui sao feitas algumas hipoteses simplificadoras que poderao
ser revistas no futuro, a fim de aprofundar o estudo proposto. Primeiro, nao esta sendo
atribuido nenhum tempo ao lugar correspondente a admissao. O tempo de deslocamento
do usuario até a sala de triagem, por exemplo, pode ser incorporado ao tempo do proprio
processo de triagem. Também serda admitido que nao se formara aglomeracao de pessoas
no espaco entre a entrada do centro e a porta da sala de triagem, o que é uma hipdtese

razoavel se esse espaco for muito maior que as dimensoes das salas das etapas subsequentes.

A segunda etapa do processo, triagem, tem inicio indicado pelo disparo da transicao
To, 0 qual é controlado pela entrada wus. Na rede de Petri, esse disparo retira uma ficha de
cada lugar de entrada (um correspondente a admissao e outro a realimentagao da triagem)
e acrescenta uma ficha ao lugar de saida, no caminho direto da etapa de triagem. Nesta
etapa, todos dados do usuario sao conferidos e atualizados, um procedimento protocolar
que visa a seguranca e orientacao dos usuarios. O intervalo {7 corresponde ao tempo médio
de conclusao dessa etapa. Aqui é assumido que a sala de triagem dispoe de um ntmero
limitado m de quiosques e que nenhum usuério é admitido a sala sem que algum quiosque
esteja liberado para atendimento. Assim, como cada quiosque atende a uma Unica pessoa

por vez, esse ¢ também o nimero maximo de usuarios que podem entrar na sala de triagem.

O disparo da transicdo z3, que é seguido da retirada de uma ficha do seu lugar de
entrada e colocagao de uma ficha em cada um de seus dois lugares de saida, marca o fim da
segunda etapa, quando o cliente deixa entao a sala de triagem e se dirige a sala de espera,
onde aguarda até ser admitido a sala de vacinacao para receber a injecdo com a dose da
vacina propriamente dita. Embora o niimero de pessoas que podem ser acomodadas na
sala de espera seja fisicamente limitado, esse limite nao esta representado na figura 3.1.
Isto porque o limite fisico da sala é muito maior que o que deve ser imposto ao sistema
devido aos protocolos sanitarios. Assim, para simplificar a modelagem, ele é considerado

infinito.

Terminada a espera, acontece entao o disparo da transicao x4, que retira uma
ficha de seus lugares de entrada e deposita uma ficha no seu lugar de saida, marcando a
admissao do usuario a sala de vacinagao. A exemplo do que foi feito com a sala de triagem,
assume-se aqui que ha um numero limitado n de quiosques de vacinacao disponiveis e que
nenhum usuario ¢ admitido a sala sem que algum quiosque esteja liberado para aplicacao
da vacina. Dessa forma, n é também o nimero maximo de clientes que podem estar
simultaneamente dentro da sala. Em média, esse processo de vacinagao acontece em ty
unidades de tempo, apos o que a transi¢ao y ¢ disparada, retirando uma ficha do seu lugar
de entrada e depositando-a novamente no seu lugar de saida, o que indica o fim do ciclo

de vacinagao e saida do usuario das dependéncias do centro.

Evidentemente, o modelo descrito acima poderia ser desenvolvido de maneira
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equivalente como uma rede de Petri T-temporizada. Entretanto, essa abordagem nao traria
nenhum beneficio do ponto de vista analitico ao passo que os atrasos de tempo nao teriam

uma interpretacao fisica tao natural quanto a que é descrita nos paragrafos anteriores.

3.1.1 Restricdes impostas ao funcionamento do centro de vacinacao

A exemplo do que acontece com a COVID-19, o tipo de doenca que coloca a
estrutura de um centro de vacinagao sob estresse é aquela altamente contagiosa, cujos
protocolos de combate incluem a necessidade de se manter distanciamento social. Assim, a
fim de se garantir esse distanciamento, é preciso restringir o nimero de pessoas nos lugares

do centro de vacinagdo onde aglomeracoes possam ser formadas.

Na descrigao anterior, viu-se que as salas dedicadas aos processos de triagem e
vacinacao impoem naturalmente um limite relativamente estrito ao ntimero de pessoas em
seus interiores. Isto decorre do pequeno niimero de quiosques que podem ser acomodados
em cada sala. Neste trabalho, sera assumido que os limites naturalmente impostos a essas
salas pelas proprias estruturas sejam suficientes para atender aos requisitos dos protocolos
sanitarios. Além disso, ja foi assumido que nao ha formagao de aglomeracao entre a porta
de entrada do centro e a sala de triagem. Assim, o lugar onde esses protocolos podem ser
violados ¢ a sala de espera. O nimero de pessoas nesse recinto ¢ indicado pelo nimero de
fichas no lugar “Espera” mostrado na figura 3.1. Para esse lugar, é necessario haver um
sistema de controle que limite o nimero de usuarios a um méximo, de tal tal forma que
nao viole os protocolos. Aqui, esse nimero maximo de pessoas que podem ser admitidas a
sala de espera serd indicado por Ng. No presente trabalho, sera assumido que N > n,
ou seja, que o numero maximo de pessoas permitidas na sala de espera é maior ou igual
ao numero de terminais de vacinacao disponiveis. Do ponto de vista pratico, essa é uma

suposicao razoavel e serd utilizada na modelagem do sistema.

Uma outra restrigdo que deseja-se impor ao funcionamento do centro diz respeito ao
tempo de espera de cada usudario antes de entrar para a sala de vacinacao a fim de receber
sua dose. Deseja-se limitar esse tempo a um valor maximo, que aqui sera representado por

tp.

Obviamente, também deseja-se vacinar o maior nimero de pessoas possivel por
unidade de tempo. Esses objetivos sao conflitantes e a busca por um compromisso entre as
restricoes operacionais mencionadas e a taxa de vacinacgao do sistema ¢é o ponto central do

problema de controle tratado neste trabalho.

3.2 Modelo do centro de vacinacao em algebra tropical

A modelagem apresentada a seguir segue a mesma abordagem discutida na secao
2.5.1.
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No sistema em malha aberta apresentado na figura 3.1, a transicao x; é controlada
diretamente pela entrada u; e as duas sao disparadas simultaneamente, ou seja, x1(k) =
uy (k). O k-ésimo disparo da transi¢do xo sé poderd ocorrer apés o (k — m)-ésimo disparo
da transicao rz. Além disso, a entrada u, também controla os disparos de x5 e precisa
estar ativa antes que o possa ser disparada. A transicdo x3 é disparada t; unidades
de tempo apos o disparo de z5. Como o lugar associado a espera nao é temporizado, a
principio, a transicao x4 pode ser disparada tao logo a transicao xs seja disparada. Isso
faz sentido, uma vez que se um usuario, ao sair da sala de triagem, encontra a sala de
vacinacao com um quiosque disponivel, ele pode ser imediatamente admitido para receber
a injecao. De qualquer maneira, o k-ésimo disparo de x4 nao pode acontecer antes do
(k — n)-ésimo disparo de y, uma vez que, nesse caso, a sala de vacinacao estaria com todos
os quiosques ocupados. A entrada uz também precisa estar ativa para que a transicao s
possa disparar e ¢ mais um dos sinais que podem ser utilizados para controlar o sistema.
Por fim, o k-ésimo disparo da transigao de saida, y(k), ocorre ty unidades de tempo apds
x4(k). Utilizando o formalismo da algebra tropical, tal como apresentado na se¢ao 2.3, o

comportamento do sistema pode ser descrito tal como indicado a seguir.

) = ui(k)

) = uz(k) ® 21(k) ® x3(k —m)

) =tr ® z2(k) (3.1)
) = uz(k) © x3(k) @ y(k —n)

y(k) = tv @ z4(k)

I‘lk

3(k

s

(
ZL’Q(I{}

(
1'4(]{3

A fim de se obter uma representacao do sistema em espaco de estados na forma
implicita mostrada na expressao (2.23), em que z(k) aparece como fungao de z(k) e
x(k — 1), necessario substituir os termos x3(k —m) e y(k — n) na expressao anterior. Para
isso, introduz-se (Np+m — 1) varidveis auxiliares, as quais sao definidas da forma mostrada

no conjunto de equagoes abaixo.
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ZNE<k) = $4(l€ — NE)

Uma vez definidas as varidveis auxiliares, apds as substituicdes pertinentes o
conjunto de equagdes (3.1) pode ser reescrito da maneira mostrada em (3.3). A fim de
deixar a escrita mais clara, o simbolo ®, que denota a multiplicagao tropical, foi omitido
(o que seré feito daqui por diante) tal como usualmente acontece com o simbolo x da

multiplicagao convencional.

SN~— —~ S SN~—
S
g
3
L
o
|
=
D
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(3.3)

ZNE(k) = ZNE_l(k; - 1)

y(k) = tyaa(k)

O conjunto de equagdes (3.3) pode agora ser escrito matricialmente na forma mostrada
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em (3.4)

I’(kﬁ) AOxx AOxw AOxz ZL‘(I{?) Ala:a: Alazw Ala:z I(k’ - ]-) Bx
w<k) - AOw:r AOww Asz w<k7) ) Alwm Alww Alwz w(k? - 1) © Bw U(k’)
Z(k) AOzz AOzw AOzz Z(k) Alz:p Alzw Alzz Z<k - 1) Bz

(3.4)

Por meio de uma comparacao entre os dois ultimos conjuntos de equacoes ¢ simples



Capitulo 3. Modelagem e Controle de um Centro de Vacinagio 50

mostrar que as submatrizes de (3.4) sdo dadas por

0 0 00 0 0 0 00 ... 0
10 00 00 1 00 ... 0
A()gm: = | = e Alacw =z = = Al:pz = |= = —
0 tr 0 O 0 0 0 0 0 . 0
0 0 10 0 0 0 00 ty
0 0 1 0 0 0 0] [0 0 0 1]
0000 10 0 0000
Alwe =10 0 0 0]  Appy=10 1 0| Ay.,=10 0 0 0
000 0] 60 .. 0 000 0]
[0 0 0]
10 0
Alzz =10 1 0 AOmw [ le(m—l) AO:EZ - [0}4><NE
: : (3.5)
_6 0 6_
Aouwe = M (m—1)x4 Aoww = M (m—1)x (m—1) Aowz = M (m—1)xNg
Avze = [0} Ng x4 Avzw = [0} Ngx(m—1) Aozz = [0} NgxNg
Ataa = [I}4><4 Aro: = [0} (m—1)xNg Atz [O] Ngx(m—1)
100 000 000
010 000 000
0 00 :
001 000 000
C,=1000t] Cy=[00..0 C=[00..0
Aqui, o termo [(_)} y simboliza uma matriz de “n” linhas e “m” colunas cujos
elementos sdo todos iguais a 0. J4 o termo [I_ } y representa uma matriz com “n” linhas e

“n” colunas, cujos elementos da diagonal principal sdo iguais a 1 e os demais iguais a 0, ou

seja, uma matriz identidade no contexto da élgebra tropical.
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3.3 Controle em malha fechada do centro de vacinacao

A ideia fundamental por tras do controle de um sistema a eventos discretos é
que existe um SED cujo comportamento precisa ser modificado, de modo que o sistema
controlado atenda a um determinado conjunto de especificagoes [Cassandras e Lafortune
2008]. A premissa é a de que o comportamento do sistema em malha aberta nao é
satisfatorio e precisa ser modificado segundo uma regra de controle a ser estabelecida.
Essa modificagao no comportamento do sistema ¢é atingida, basicamente, restringindo-se
seu funcionamento a um subconjunto do espago de estados. O sistema composto pelo
conjunto de elementos que operam essa mudanga no comportamento do SED é denominado

controlador ou supervisor [Cassandras e Lafortune 2008].

Em se tratando de SEDs modelados por GET, o controlador é representado basica-
mente por um conjunto de lugares extras, introduzidos em uma malha de realimentacao
que estabelece uma relacao entre os sinais de entrada e o estado atual do sistema. Essa
abstracao da relagao entre o sistema de controle e o sistema controlado é, essencialmente,
a mesma que é comumente formulada no contexto do controle de sistemas dinamicos a
variavel continua. Uma investigacao aprofundada das condigdes e caracteristicas do controle
de sistemas modelados por GET vem sendo feita por Gongalves et al. Em Gongalves, Maia
e Hardouin 2017, por exemplo, sao investigadas as condigoes que as matrizes associadas ao
problema de regulacao devem atender antes que o problema possa ser resolvido. Goncalves,
Maia e Hardouin 2014 e Gongalves 2015 discutem a aplicagdo de métodos especificos para

a resolucao de equagoes do tipo Fx = Dx.

Uma mudanca interessante introduzida pelos lugares de controle, e que podera ser
vista mais claramente nas proximas segoes, é que eles tornam a rede de Petri equivalente
ao sistema em malha fechada fortemente conexa. Dessa forma, segundo o teorema 2.6, o
sistema em malha fechada passa a ter apenas um autovalor, o qual é numericamente igual
ao maximo ciclo médio da rede. Esse maximo ciclo médio tem uma interpretacao fisica
importante. Com o sistema operando em estado estacionario, ele representa o intervalo
de tempo minimo necessario para a execucao completa das quatro etapas do processo
de aplicacao de vacinas. Dessa forma, quanto maior o maximo ciclo médio do sistema
(ou, de maneira equivalente, o autovalor da matriz de estados associada) menor é a taxa
de vacinagao do centro. Por essa razao, um dos objetivos do trabalho é projetar um
controlador que resulte no menor autovalor de malha fechada possivel, o que conduz a

uma taxa de vacinagao 6tima.

3.3.1 Restricdes de ocupacao e tempo de espera

A primeira etapa no projeto do sistema controlador consiste em codificar mate-

maticamente as restrigoes que o sistema controlado deve atender. O modelo apresentado
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na secao 3.2 captura as caracteristicas mais importantes do comportamento do sistema
em malha aberta. Naquele modelo, percebe-se, por exemplo, que apenas as restrigoes
fisicas, relacionadas as limitagoes das salas de triagem e vacinacao, foram levadas em
conta. Consequentemente, o sistema violard as restrigoes nao fisicas caso as entradas uq,
uy € uz mostradas na figura 3.1 nao sejam controladas de maneira apropriada. Tal como
discutido na se¢ao 3.1.1, as duas restri¢oes nao fisicas levadas em conta neste trabalho sao
aquelas relacionadas ao méximo nimero de pessoas admissiveis na sala de espera (Ng) e

ao maximo tempo de espera (tg).

O namero de pessoas na sala de espera em um determinado instante depende
dos disparos das transi¢oes x3 e x4, 0s quais sao controlados pelas entradas us e us,
respectivamente. A figura 3.3.1 mostra a sequéncia critica de disparos das transi¢oes w3

e r4 que garante a nao violacao da restricao relacionada a Ng. Evidentemente, a cada

Xo(K) - Xo(k+ 1) X5 (k+2) X, (k+N-1) Xy(K+N,)

I B N L, rempo

Figura 3.2 — Sequéncia critica de disparos das transi¢des x3 e x4 que ainda nao viola a
restricao de nimero maximo de pessoas na sala de espera.

disparo de x3 uma pessoa é admitida a sala de espera e a cada disparo de x4, uma pessoa
deixa a mesma sala. Pela ilustragao, pode ser visto que, a fim de limitar o ntimero de
pessoas na sala de espera a Ng, a data do k-ésimo disparo de x4 precisa ser menor ou
igual & data do (k + Ng)-ésimo disparo de z3. Matematicamente, essa restrigdo pode ser
expressa da maneira mostrada em (3.6), onde zy, é uma das varidveis auxiliares definidas

no conjunto de equagoes (3.2).

(3.6)
$4(k’ — NE) < ZEg(k) = ZNE(k') < l’g(k))

A restricao relacionada ao tempo maximo de espera pode ser facilmente tratada
se for assumido que o centro de vacinacao funciona segundo uma politica de primeiro a
chegar, primeiro a sair. Neste caso, o tempo que o k-ésimo usudario fica na sala de espera é
dado por x4(k) — x3(k). A restrigdo correspondente pode entao ser expressa da maneira

mostrada em (3.7).
x4(k) < tgpxs(k)
z4(k) < (tg + tr)zo(K) (3.7)
—(te +tr)za(k) < z2(k)

As expressoes mostradas em (3.6) e (3.7) podem ser anotadas na forma matricial

Er <z (3.8)
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na qual E é denominada matriz de restricoes do sistema. Para o centro de vacinagao

considerado neste trabalho, a matriz de restri¢oes é dada por

E=|Ep Euww Eu: (3.9)
E Ezw EZZ
para a qual

00 0 0
000 —(tg+t

g =0 YY (E_+ T)
000 0
001 0
S _ (3.10)
0 0 0

B.=| 0 !
0 0 1
00 ... 0

Todas as demais sub-matrizes representadas em (3.9) sdo matrizes tropicais com dimensoes

apropriadas cujas entradas sdo todas iguais a 0.

Um resultado importante para discussao que se segue é dado no teorema 3.1,
retirado de Baccelli et al. 1992.

Teorema 3.1. Seja E € R<" uma matriz cujos pesos dos circuitos do grafo de precedéncia

sejam nao positivos. Entao

Ex(k) <z(k) < E'z=x
(3.11)
E'x =2 < z € ImE"

Demonstracao. De fato, se Ex(k) < z(k), entao

E.Ex(k) < Ex(k) < z(k)
E.E.Ex(k) < E.Ex(k) < Ex(k) < (k)

z(k) ® Ex(k) ® E*z(k) @ .. éE” (k)@ ...<zk)®xk)®..
(I@E@E2 Lx(k) < (k)
“w(k) < x(k)

Mas, pela prépria definicdo de E*, tem-se que I < E*. Assim, lz(k) < E*z(k) = z(k) <
E*x(k). Conclui-se, portanto, que E*x(k) = x(k) O
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3.3.2 Projeto do controlador

Como mencionado anteriormente, da perspectiva dos grafos de eventos temporizados,
o controle em malha fechada do sistema é implementado por meio da adicao de lugares
temporizados, de forma a permitir que as transi¢des de entrada sejam conectadas as demais
transicoes do sistema, de tal maneira a limitar a evolugao do sistema pelo seu espago de
estados, impedindo que ele venha a atingir estados em que alguma das restrigoes é violada.
Assim, as datas dos disparos das transicoes de entrada passam a depender das datas dos
disparos das outras transicoes. Matematicamente essa relacao pode ser expressa tal como
mostrado na equacao (3.12).

u(k) = Fa(k —1) (3.12)
onde F' é denominada matriz de controle do sistema. Da defini¢do 2.1, sabe-se que em uma
rede Petri ndo ha conexao direta entre duas transigoes, isto é, entre duas transi¢oes tem
de haver pelo menos um lugar. No caso aqui tratado, em que o sistema ¢ modelado como
uma rede de Petri P-temporizada, cada entrada f;; de F' determina o intervalo de tempo

associado ao lugar existente entre a transicao j e a entrada 7, caso exista essa conexao.

Uma vez que a matriz de controle tenha sido determinada, a expressao (3.12) pode
ser substituida na expressao (2.22), levando a descrigdo em espago de estados do sistema

em malha fechada mostrada em (3.13).
(k) = (A® BF)x(k — 1)

(3.13)

3.3.2.1 Determinacao da matriz de controle

O método utilizado nesse trabalho para a obtencao da matriz de controle é devido
ao trabalho de Maia, Andrade e Hardouin 2011. A ideia bésica parte da observacao de
que a equivaléncia expressa pelas equagoes de (3.11) implica em

(A® BF)z(k — 1) = E*z(k), Vk>1 (3.14)

Uma solugao pode ser encontrada se o estado do sistema realimentado puder ser mantido
na imagem de uma matriz () com dimensoes apropriadas, desde que Im Q) C I'm E*. Isso

pode ser garantido se existem matrizes F' e G tal que
(A® BF)Q = QG (3.15)

Tomando @) = E*, pode ser mostrado que a equacao (3.14) é equivalente a

E*(A® BF)E* = (A® BF)E" (3.16)
que, por sua vez, é equivalente ao sistema de equagoes mostrado abaixo [Maia, Andrade e
Hardouin 2011].

(E*Ae AE*) < BFE*

F < (E*B) § (AE* ® BFE")

(3.17)
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Vé-se que nas expressoes anteriores existe uma Unica variavel desconhecida, a matriz F.

Proposicao 3.1. Se a matriz B tem pelo menos uma entrada nao nula em cada linha e
se existe uma matriz Z € ZEX" com entradas nao nulas tal que Im BZ C I'm E*, entdo
existe uma solugdo para o problema de controle da equagao (3.16). Uma solugdo € dada pela
menor matriz causal do conjunto {Z'|(Z' ~ Z)&(A < BZ')}. [Maia, Andrade e Hardouin

2011].

Na proposicao 3.1, Z’ ~ Z representa a existéncia de uma relacao de paralelismo
entre Z' e Z, isto é, significa que Z' = a.Z para algum « € Z [Katz 2007]. Além disso,
uma matriz F' é denominada causal se todas as suas entradas f;; sdo tais que f;; = 0 ou
fi; > 1

No mesmo trabalho, Maia, Andrade e Hardouin 2011 mostram que o problema
de encontrar uma matriz Z tal que I'm BZ C I'm E* ¢é equivalente a resolver a seguinte
equagao

BZ =FE'Y (3.18)
Esse problema pode ser resolvido através de um algoritmo apresentado por Cuninghame-

Green e Butkovic 2003, conhecido como algoritmo alternante, o qual é apresentado abaixo

em pseudocodigo.

Algoritmo 2 Algoritmo Alternante [Cuninghame-Green e Butkovic 2003]
Requer: Matrizes B e E*
Gere uma matriz aleatéria Z com as mesmas dimensoes de F
Y« E*§ BZ
Enquanto BZ # E*Y faga
Z <+ BY{ EY
Y« E*§ BZ
Fim Enquanto
F+—Z
Retorne F

E possivel que a solucdo inicial F retornada pelo algoritmo 2 seja ndo causal.
Matrizes de controle nao causais nao podem ser implementadas por um sistema tal como o
considerado neste trabalho, uma vez que pressupoem o conhecimento de disparos futuros
das transicoes. A titulo de exemplo, podemos imaginar uma matriz de controle com entrada
nao causal [F]; = —c¢, tal que ui(k) = —c®@ x1(k — 1) = —c+ x1(k — 1). A expressiao
anterior pode ser lida como “efetue o k-ésimo disparo de u; ¢ unidades de tempo antes
do (k-1)-ésimo disparo da transigao x;”, o que envolve uma predigdo impossivel de ser
feita para o caso do posto de vacinacao considerado. Neste caso, é necessario causalizar a

matriz £, isto é, encontrar uma matriz equivalente a F', porém causal.

Esse processo de encontrar uma matriz de controle causal equivalente é crucial

para o trabalho considerado nesta dissertacao. Nao s6 porque é impossivel implementar
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uma matriz ndo causal, mas também porque a escolha dentre as possiveis matrizes causais
equivalentes impacta no desempenho do sistema. Especificamente, sera visto que a taxa de
vacinacao do centro, uma das figuras de desempenho consideradas, é afetada pelo método

de causalizacao de F'.

Na sequéncia serao discutidas duas maneiras de se causalizar uma matriz nao
causal. Uma baseada na relagao de paralelismo apresentada alguns paragrafos atras, e
outra baseada em uma técnica desenvolvida e apresentada por Maia, Hardouin e Cury
2013.

3.3.2.2 Causalizacdo da matriz de controle por meio de paralelismo

Seja F,,. uma matriz de controle ndo causal obtida por meio do processo descrito
na se¢ao anterior. Deseja-se encontrar uma matriz causal F,. que seja capaz de garantir
que o sistema em malha fechada resultante atenda a todas as restrigdes nao fisicas que se
deseja impor. A maneira mais simples de se encontrar tal matriz é por meio do conceito de
paralelismo, ja utilizado e explicado em conexao com a proposicao 3.1. Essencialmente o
método consiste em somar (convencionalmente) as entradas da matriz um valor adequado
para eliminar todas as entradas negativas existentes. Matematicamente, o método pode

ser representado tal como mostrado na equagao (3.19).

na qual min {[F,.);;} corresponde & menor entrada da matriz nao causal F,., que segura-

mente ¢ um nimero negativo.

Claramente, a matriz causal obtida em (3.19) atende ao requisito Im F. C I'm F,.,
0 que garante que o sistema em malha fechada correspondente atende as restri¢des de
maxima ocupacao e maximo tempo de espera discutidos anteriormente. Entretanto, existe
uma grande desvantagem nessa abordagem para o problema considerado aqui: o sistema
em malha fechada obtido com a matriz F,. possui autovalor maior que aquele que seria
obtido com a matriz nao causal F,,.. Como o autovalor é numericamente igual ao maximo
ciclo médio da rede, isso significa que a taxa de vacinagao do sistema controlado segundo

F,. é menor que a maxima possivel.

Com o objetivo de evitar essa mudanga indesejavel no autovalor do sistema em
malha fechada, uma abordagem alternativa para causalizacao de F,,., introduzida por

Maia, Hardouin e Cury 2013, sera explorada e desenvolvida na proxima secao.

3.3.2.3 Causalizacdo da matriz de controle mantendo o mesmo autovalor gerado por F},.

Mais uma vez, seja F},. a matriz de controle nao causal determinada da maneira

mostrada na secao 3.3.2.1, que leva a um sistema em malha fechada descrito pelas equagoes
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caracteristicas mostradas em (3.20).
u(k) = Fhex(k—1)
v(k) = (A® BFy.)x(k —1) (3.20)

As equagdes de estado e de entrada mostradas em (3.20) podem ser recursivamente

aplicadas da maneira mostrada abaixo

x(k—1)=(A® BF,.)x(k — 2)
u(k) = Fre(A® BF,.)x(k — 2)
vk —2)=(A® BF,.)x(k —3
(k= 2) = ok - 3) o)
u(k) = F,.(A® BF,.)*x(k — 3)
u(k) = Fe(A® BF,)fz(k— L —1)
Contanto que (A @ BF,.) seja irredutivel, é possivel mostrar que
lim [F.(A @ BF,.)"ij = 00,V 4, j (3.22)

L—oo

Para o sistema considerado aqui, apds a insercao dos lugares de controle na malha de
realimentacao, a rede de Petri resultante torna-se fortemente conexa. Logo, de acordo
com o teorema 2.5, (A @ BF,,.) é irredutivel. Isso significa que existe um valor minimo
de L a partir do qual a F,.(A & BFnC)L torna-se causal. Define-se entao a matriz F,, =
Foo(A® BE,.)*min onde L, é o referido valor minimo de L. Para os propoésitos deste
trabalho, a rotina recursiva mostrada no algoritmo 3 pode ser usada para se determinar

tanto o valor de L,,;, quanto F.

Algoritmo 3 Rotina para encontrar o menor valor de L que torna F, causal
Requer: A, B, F,.
Loin <1
Fopt < Foc(A@® BF,.)
Enquanto [F,,];; <0, para qualquer (i, j) faca
Loin < Lyin + 1
Fopt < Foe(A® BE,,)lmn
Fim Enquanto
Retorne F,,;, Lpn

Uma vez determinada a matriz de controle F,,, a equacao de estados do sistema

em malha fechada é dada por

x(k) = Ax(k —1)® BF o(k — L —1) (3.23)
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Deve ser observado que o vetor z(k) na equagao (3.20) ou x(k — L — 1) na equagao (3.23)
representam, na verdade, todo o conjunto de variaveis de estado definidas anteriormente,

incluindo as varidveis auxiliares definidas em (3.2).

A fim de se converter a equacao de estados do sistema em malha fechada dada
em (3.23) para a forma candnica mostrada em (2.22), sdo introduzidos L,,;, conjuntos de

varidveis auxiliares da maneira indicada a seguir.

ri(k) =x(k —1)
ro(k) =ri(k—1) = x(k —2)
r3(k) =ro(k — 1) =ri(k—2) = z(k — 3) (3.24)

Substituindo esses conjuntos de varidveis auxiliares na equacao (3.23) resulta na equagao

(3.25). Vé-se que esta é uma equagao de estados da forma candnica

Cox(k) ] [A [0] [0] BF, | [ a(k—1)

r1(k) [{] [0] [(:J] [(:J] ri(k —1)

7"2@ = [(_J] [:] [Q] : [Q] rz(k.—l) (3.25)
L L (0] [0 O] [0] ... (O] || 7o (k—1)]

Text (k) Acat Text(k—1)

Nessa expressao, Tey € REmin(Netm+3) o A e REmin(Np+m+3)xLmin(Np+m+3) g5
versoes estendidas do vetor de variaveis de estado e da matriz de estados do sistema em
malha fechada, respectivamente, apds a inser¢ao dos conjuntos de varidveis de estado
mostrados em (3.24). O termo [I] representa uma matriz identidade tropical e [0] uma

matriz cujas entradas sdo iguais a 0, ambas com dimensdes (Ng +m — 1) X (Ng +m — 1).

A proposicao 3.2 acrescenta uma pequena contribuicdo ao trabalho de Maia,
Hardouin e Cury 2013 e traz um resultado importante para o trabalho considerado aqui.
Ela garante que a matriz causal Iy, gera um sistema controlado que, além de atender as
restrigoes nao fisicas impostas ao seu funcionamento, opera com uma taxa de vacinagao
tao alta quanto a obtida por meio da matriz ndo causal, o que corresponde a maior taxa

possivel.

Proposicao 3.2. A matriz Aeye tem o mesmo autovalor de (A @ BF,.).

Demonstracio. Seja \ o autovalor de (A @ BF),.) e v um autovetor correspondente. Entao,
por definicao,
M= (A® BF,.)v (3.26)
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Essa definicao pode ser aplicada recursivamente para mostrar que
M = (A® BF,.)v = Nv=(A® BF,.)"v (3.27)
Agora, seja Ay 0 autovalor de Aqyy e vepy um autovetor correspondente. Entao,
AeztVert = AcatVeat (3-28)

Mas ez = [v] 0f ol ... vTTme ]7. Assim, de (3.25) e (3.28), segue que

AextVp = Avy © BEguv,,
min
AextUp, = Uy

)\extvrg = Ur

Ael’thg = Up, (329)
ABZth(Lmin_l) - UT(Lmin_Q)
)\extv,rl‘min - ’UT(Lmin*D

Fazendo substitui¢oes retroativas no conjunto de equagoes (3.29), é possivel concluir que
2 _
)\extvrl’min - Ur(Lmin*2>

3 —
/\e:thTme - UT(L

min =% (3.30)

)\Lmin )

ext TL = Ug

Substituindo a dltima igualdade em (3.30) na primeira igualdade de (3.29) resulta em

)\meJrl,Uerm — ()\meA D BFopt>

ext ext

(3.31)

(Y
erin

Agora, assuma que a proposicao 3.2 é verdadeira e que Aeyy = A € vy = v. Entao, de (3.27)
segue que (AEBBFM)LW"UTLW_” = Afﬁmvmmm. Entdo, Fop = Fpe(A®BF,) min = F A

e (3.31)) pode ser reescrita como mostrato abaixo.

A\Lmintl = \Lmin (A D BFnc)

(Y
exrt TLomin ext

(3.32)

(%
TLmin

De (3.26), segue que (A@BFnC)UTme = Aext¥r, . Finalmente, substituindo esse resultado

Lonin+1 Lunin+1 -
em (3.32), segue que Ag" v, = Amn Ty, o que demonstra que a proposicio 3.2

min

é verdadeira. N

Com essa demonstracao, conclui-se o capitulo 3.

Neste capitulo foi apresentado o centro de vacinacao objeto de estudo deste trabalho,
seu modelo como uma rede de Petri P-temporizada e a correspondente formulagao matema-

tica em espago de estados utilizando as defini¢oes da algebra tropical discutidas no capitulo
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2. Nas ultimas se¢oes foi discutido o projeto do sistema de controle por realimentagao de
estados. Foi mostrado como determinar uma matriz de controle F', potencialmente nao
causal, e como encontrar uma matriz causal F,. equivalente. Foi mostrado que o método
mais mais intuitivo de causalizagao, baseado em paralelismo, conduz a uma solug¢ao nao
satisfatoria e, a seguir, foi apresentado um método que resulta em uma solugao 6tima do

ponto de vista de desempenho do sistema.

No proximo capitulo serao mostrados resultados de simulagoes feitas sobre uma
instancia do sistema, realizadas com o objetivo de verificar os resultados obtidos neste

capitulo.
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4 Resultados simulados

Com o objetivo de verificar as conclusoes obtidas durante a andlise desenvolvida
no capitulo 3, simula¢des do modelo foram realizadas e os resultados sdo apresentados
neste capitulo. Todas as simulaces foram executadas utilizando o software Scicoslab®,
desenvolvido e disponibilizado gratuitamente pelos pesquisadores da Ecole Polytechnique
francesa. O Scicoslab® é acompanhado de um modulo de dlgebra max-plus, o que simplifica,

a simulagao de sistemas a eventos discretos como o que é considerado nesta dissertacgao.

A figura 4 mostra uma instancia do modelo generalizado apresentado no capitulo
anterior e representado na figura 3.1. Vé-se que no modelo desse centro de vacinagao
particular é assumido que existem trés quiosques na sala de triagem (m = 3) e duas
estagoes de vacinagao (n = 2). O processo de triagem leva em média 1,5 minutos enquanto
a aplicacao da vacina leva 2,5. E assumido que um méximo de 4 pessoas (Ng = 4) podem
estar sala de espera em qualquer instante sem violagao dos protocolos de distanciamento
social estabelecidos. Além disso, é assumido também que o maximo tempo de espera
toleravel é de cinco minutos (tg = bmin). Com base nessas especificagoes, as matrizes que

representam o modelo em espago de estados sao mostradas em (4.1).

Admissdo
u, u, U,

Figura 4.1 — Instancia do modelo do centro de vacinagao representado na figura 3.1 para
a qual t7 = 1,5 min, ty = 2,5 min, m = 3 and n = 2. E assumido também
que Ng =4 and tg = 5 min.

0 0 00 00 0 0
1 0 00 0 1 0 0
A(]zz: — - = Almw: P Almz: — —
0 15 0 0 0 0 0 0
0 0 10 00 0 25
(4.1)
0001
0010 00 0000
Alwx_ - = = = Alww: - = Alzz - = = =
0 00 10 00 0O
500 0
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0000

1000 —
Alzz_ (—) i 6 (—) AOxw [0]4><2 onz {0}4><4

0010
Awa = [0}2><4 AOww [ﬁ}gxg Asz [ﬁ}2><4
AOzz - {0}4><4 AOZ“’ [6]4X2 AOZZ {0}4><4
Ala::c [I}4><4 Alwz {—]2><4 Alzw [_}4><2

100 000
o010 B[] po |0 00

000 0 000

00 1 000
C,=[000 25 C,=[00  C.=[000 0

As simulagbes cujos resultados sao mostrados na sequéncia foram executadas
levando-se em conta trés configuragoes distintas do sistema. Na primeira, considerou-se o
comportamento do mesmo operando em malha aberta. Apesar de ser uma configuracao
sem interesse pratico, ela fornece informacgoes importantes sobre as figuras de desempenho
levadas em consideracao. Na sequéncia, simulou-se o funcionamento do sistema em malha
fechada, com um controlador causalizado por meio de paralelismo. Por fim, simulou-se o
sistema em malha fechada com um controlador causalizado segundo o método apresentado

na se¢ao 3.3.2.3.

4.1 Simulacao do sistema em malha aberta

A tabela 4.1 mostra as datas dos sete primeiros disparos das transi¢oes da rede
de Petri mostrada na figura 4 operando sem controlador. Como apenas restri¢oes fisicas
sao atendidas pelo modelo, nao existe nenhuma limitacao a admissao de usuarios as
dependéncias do centro de vacinacao. Consequentemente, um niimero infinito de admissoes
ocorre em ¢t = (. Obviamente, isto nao ¢ fisicamente possivel e evidencia um ponto de desvio
do modelo em relagao ao centro de vacinacao real. Entretanto, esse resultado fornece um
insight valioso acerca da dindmica do centro. O comportamento do sistema modelado sob
essas circunstancias corresponde a sua resposta ao impulso e revela modos caracteristicos
de seu funcionamento. Em particular, observando as datas de disparo da transicao y(k), é

possivel verificar que dois usuarios deixam a sala de vacinagao a cada 2,5 minutos, o que
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corresponde a um tempo médio de 1,25 minuto por dose aplicada. Nao por coincidéncia,

esse valor € igual ao maximo ciclo médio da rede mostrada na figura 4.

Essa analise deixa mais claro o significado e importancia do maximo ciclo médio.
Com o sistema operando em malha aberta, sem nenhuma restricao ao seu funcionamento,
todas as transicoes sao disparadas tao logo sejam habilitadas. Dentre os dois processos
temporizados, triagem e vacinacao, o segundo ¢ o mais demorado e representa, portanto,
um “gargalo” do processo. Isso mostra que 1,25 minuto é o menor tempo médio por vacina

possivel de ser implementado pela instancia considerada.

Se por um lado o sistema em malha aberta funciona com a maior taxa de vacinacao
possivel, por outro ele viola as restrigoes nao fisicas previamente estabelecidas. As figuras
4.2 e 4.3 mostram o nimero de pessoas na sala de espera (Ng) e o tempo de espera de cada
usudrio (tg). Fica claro que ambos atingem valores bem acima dos limites estabelecidos.
De fato, no modelo considerado, os valores dessas duas grandezas tendem a crescer
indefinidamente a medida em que as transi¢oes vao sendo disparadas, como sugerem as

figuras.

Tabela 4.1 — Datas dos sete primeiros disparos das transi¢coes do sistema em malha aberta.

k 1 2 3 4 5 6 7T
z(k) 0 0 0 0 0 0 0
zo(k) 0 0 0 15 15 15 3
zs(k) 15 15 15 3 3 3 45
zq(k) 15 15 4 4 65 65 9
yk) 4 4 65 65 9 9 115

—

I — TS e |
05115225335445555665775

Figura 4.2 — Nuimero de pessoas na sala de espera com o sistema operando em malha
aberta apds o k-ésimo disparo de cada transicao. A restricdo relacionada a
Npg é violada.
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Figura 4.3 — Tempo de espera do k-ésimo usudario a entrar no sistema funcionando em
malha aberta. A restri¢do relacionada a tg é violada.

4.2 Simulacao do sistema em malha fechada com a matriz de

controle determinada por meio de paralelismo

Como foi explicado na se¢ao 3.3.2.1, o primeiro passo para se projetar um controlador
que garanta o atendimento as restrigoes nao fisicas por parte do sistema em malha fechada
é encontrar a matriz de controle F'. Nas simulagoes discutidas aqui, isso foi feito utilizando
o método introduzido por Maia, Andrade e Hardouin 2011, ja explicado na mesma se¢ao.

O resultado é a matriz nao causal mostrada em (4.2).

-3 -5 -4 -10 -4 -4 -2 -8 —4 -2
Fo=|-5 —4 —4 —-10 -8 -8 —10 -7 -7 -2 (4.2)
7 -8 -7 -7 —4 —6 -4 -3 -1 -7

Uma propriedade notavel da matriz de controle F,. é que, se fosse possivel
implementa-la, a matriz de estados do sistema em malha fechada correspondente, (A @
BF,.), teria apenas um autovalor, o qual seria igual ao méaximo ciclo médio da rede, isto é,
Ane = 1,25, Isto significa que o sistema em malha fechada gerado pela matriz de controle
nao causal atenderia a todas as restrigdes nao fisicas e, ao mesmo tempo, funcionaria com
a maxima taxa de vacinagdo possivel. Entretanto, como ja mencionado na secao 3.3.2.1,
estratégias de controle baseadas em matrizes nao causais nao podem ser implementadas

por sistemas como o centro de vacinagao considerado aqui.

A ideia de causalizacao por paralelismo, explicada na secao 3.3.2.2, foi entao

aplicada a matriz F),.. resultando na matriz F,. mostrada abaixo

756066826 8
F.=|5 6 6 02203 3 8 (4.3)
323364679 3
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Remetendo a equagao (3.19) e observando as entradas das duas matrizes, percebe-se que
F,.=10® F,.

A matriz F, mostrada em (4.3) contém informacoes redundantes que podem ser
eliminadas a fim de se simplificar o controlador. Para ver isso, observe que a expressao de

uy (k) dada implicitamente em (4.3) é

uy (k) =Tx1(k — 1) @ bxa(k — 1) @ 6x3(k — 1) ® xg(k — 1) & 6wy (k — 1)
6wa(k —1) @82 (k—1) B 22(k — 1) @ 625(k — 1) B 8zy(k — 1)

Se as variaveis auxiliares forem agora eliminadas usando as defini¢oes dadas no conjunto

de equagoes (3.2), a expressao para u; (k) torna-se

6$3(k — 3) D 8234(/{7 — 2) ) 21’4(/{7 — 3) D 6234(/{5 — 4) & 8[134(/{5 — 5)

Claramente, 6x3(k —3) < 6x3(k —2) < 6x3(k —1). Logo, as entradas [F.|; 5 = 6z3(k —2) e
[Fi]16 = 6x3(k — 3) sdo desnecessérias. Uma observagao cuidadosa revela que isso acontece
com outras entradas da mesma matriz. A equacao (4.4) mostra a expressao de F, apds a
eliminacao de todas as entradas redundantes. O sistema em malha fechada correspondente
é mostrado na figura 4.2. E oportuno observar pela figura que os lugares de controle

tornam a rede do sistema realimentado fortemente conexa.

706 0008000
F,=10 06 000030 8 (4.4)
0003606790

Figura 4.4 — Sistema em malha fechada com a matriz de controle causalizada por parale-
lismo.
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Tabela 4.2 — Datas dos sete primeiros disparos das transi¢oes do sistema em malha fechada
com F, determinada por meio de paralelismo.

2 1 2 3 4 5 6 7

z1(k) 0 8 155 23 305 38 455
z(k) 0 8 155 23 305 38 455
z3(k) 15 95 17 245 32 395 47
za(k) 15 95 17 245 32 395 47

4
y(k) 4 12 19.5 27 34.5 42 49.5

O comportamento do sistema em malha fechada é entao determinado pelas equagoes
em (4.5).
z(k) = (A® BF,)z(k —1)
y(k) = Cx(k)

(4.5)

A tabela 4.2 mostra as datas dos sete primeiros disparos das transi¢oes do sistema
operando em malha fechada. Observando os disparos de x3 e x4, pode ser visto que eles
sempre acontecem ao mesmo tempo. Isso significa que cada usuario é admitido a sala de
vacinacao ao mesmo tempo em que é admitido a sala de espera. Dessa forma, seu tempo
de espera é igual a zero e nenhum usuario fica de fato esperando na sala. Logo, o sistema
controlado atende com folga as restrigoes nao fisicas impostas ao seu comportamento. Por
outro lado, observando as datas de disparo da transicao y, percebe-se que o sistema em
malha fechada, apds atingir o estado estacionario, leva 7,5 minutos para aplicar cada dose
de vacina, um valor seis vezes maior que o valor minimo possivel. Isso indica que a taxa
de vacinagao desse sistema controlado ¢ seis vezes menor que a taxa 6tima, ja investigada
na secao 4.1. Pode ser verificado que a matriz (A @ BF,) possui apenas um autovalor, o

qual, como esperado, é igual a 7.5.

4.3 Simulacao do sistema em malha fechada com a matriz de

controle causalizada pelo método da secao 3.3.2.3

Aqui, o método apresentado na secao 3.3.2.3 é aplicado a matriz (4.2) a fim de
gerar uma matriz de controle causal F,, que resulte em um sistema controlado com o
mesmo autovalor que seria produzido pela matriz F,., a0 mesmo tempo em que garanta o
cumprimento das restrigoes nao fisicas impostas ao comportamento do sistema. O resultado

desse processo é a matriz mostrada em (4.6).

7T 7 55 8 7 7 8 45 5 5
Fopr=145 45 3 3 2 45 55 0 2 25 (4.6)
6 6 45 65 55 6 7 3 35 4
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Assim como aconteceu com a matriz F, apresentada na ultima secao, F,, tem
informacoes redundantes que podem ser eliminadas em favor da simplificacdo do sistema

de controle. A versao de F,,; com as entradas redundantes ja eliminadas é mostrada em

(4.7)).

0 0 0 0 0 0 000
Fop=10 45 0 0 45 55 0 0 0 (4.7)
0 0 06500 7 000

O sistema em malha fechada correspondente é mostrado na figura 4.3.

S

8

n
u, [ \ y
6,5
O v
%

Figura 4.5 — Sistema em malha fechada com a matriz de controle causalizada pelo método
da secao 3.3.2.3

Uma vez mais, o comportamento do sistema em malha fechada é governado pelo
conjunto de equagoes (4.5), sendo apenas necessario substituir F,. por F,, na primeira
equacao. As datas dos primeiros vinte disparos das transi¢oes do sistema sao mostradas
na tabela 4.3.

Observando os datas dos disparos da transicao y, é possivel perceber imediatamente
que, uma vez que o sistema atinge seu estado estacionario, ele opera com taxa 6tima de
vacinagao: uma dose é aplicada a cada 1,25 minuto. Pode ser verificado também que o
sistema em malha fechada possui uma matriz de estados (A @ BF,,) com autovalor tnico,
cujo valor é igual a 1,25. Isso corrobora a anélise que feita na se¢do 3.3.2.3 e, em particular,

o que ¢ afirmado na proposic¢ao 3.2.

A figura 4.3 mostra que o nimero de pessoas na sala de espera nao é mais zero,
como aconteceu quando o sistema foi fechado com a matriz de controle F., mas é mantido
abaixo do limite estipulado. A mesma coisa acontece com o tempo de espera, cujos valores
estao representados na figura 4.3. O controlador mantém o tempo de espera constante e

igual a quatro minutos, um valor um pouco abaixo do maximo aceitavel.

Com essa andlise conclui-se este capitulo, no qual foram apresentados resultados

que ilustram e comprovam as predicoes resultantes das andlises feitas no capitulo 3.
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Tabela 4.3 — Datas dos vinte primeiros disparos das transi¢oes do sistema em malha
fechada com a matriz de controle causalizada pelo método apresentado na

secao 3.3.2.3.
ko xi(k) xo(k) x3(k) x4(k) y(k)
1 225 225 375 6.7 8
2 35 3.5 5 8 10.5
3 475 475 6.25 925 11.75
4 6 6 7.5 10.5 13
5 7.25 725 875 11.75 14.25
6 85 8.5 10 13 15.5
7T 975 975 11.25 14.25 16.75
8§ 11 11 125 155 18
9 1225 1225 13.75 16.75 19.25
10 13.5 13,5 15 18 20.5
11 14.75 14.75 16.25 19.25 21.75
12 16 16 175 205 23
13 17.25 17.25 18.75 21.75 24.25
14 185 185 20 23 25.5
15 19.75 19.75 21.25 24.25 26.75
16 21 21 225 255 28
17 2225 2225 23.75 26.75 29.25
18 235 235 25 28 30.5
19 24.75 24.75 26.25 29.25 31.75
20 26 26 275  30.5 33

»t (min)

125 25 375 5 625 75 875 10 1125 125 1375 15 1625 17,5 18,75

Figura 4.6 — Ntiimero de pessoas na sala de espera com o sistema operando em malha
fechada com a matriz de controle F,,; apds o k-ésimo disparo de cada transigao.
A restricao relacionada a Ng é respeitada.
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t. (min)

N w » (¢)] ()]
f
T

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Figura 4.7 — Tempo de espera do k-ésimo usudrio a entrar no sistema funcionando em
malha fechada com a matriz de controle F,,. A restricao relacionada a tp €
respeitada.
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5 Conclusoes

O estudo da modelagem e controle de sistemas a eventos discretos é uma area do
conhecimento em franco desenvolvimento e que atrai o interesse de um nimero crescente
de pesquisadores. Muito disso se deve a eficacia das ferramentas tedricas ja desenvolvidas
para analise e sintese de sistemas virtualmente impossiveis de serem modelados com as

técnicas tradicionais.

A tecnologia contemporanea tem permitido a criacao de sistemas que, fazendo uso
das ferramentas e técnicas de comunicagao, tendem a se hibridizar, a associar elementos
reais a virtuais, discretos a continuos e o que mais for possivel. Nesse contexto, as técnicas
de tratamento de sistemas a eventos discretos tendem a ganhar status de pedra angular

da modelagem de sistemas complexos.

O interesse pelos SEDs cresce também devido ao fato empolgante de que ha muito
ainda o que se investigar nessa area antes de se estabelecer em geral e definitivo um

paradigma de modelagem e analise.

O trabalho relatado aqui buscou utilizar alguns elementos estabelecidos da teoria,
como GET e a propria algebra tropical, para analisar uma aplicagao potencialmente
de grande interesse geral. Primeiro foi desenvolvido um modelo em redes de Petri P-
temporizadas. Tal como apresentado, o modelo ja se mostra bastante flexivel. Ele permite
representar centros com qualquer niimero de quiosques de triagem ou terminais de vacinacgao
sem nenhuma mudanca em sua estrutura. E certo que o modelo presume um ciclo de
vacinagao geral com as quatro etapas discutidas ao longo dessa dissertacao. Entretanto,
caso alguma outra etapa nao prevista venha a ser inserida, as mudancas requeridas no
modelo sao minimas e as matrizes caracteristicas podem facilmente ser adaptadas. O

projeto do sistema de controle permanece inalterado.

A discussao levada a cabo no capitulo 3, juntamente com os resultados simulados
no capitulo 4, serviram para estabelecer a pertinéncia da técnica de causalizacao proposta
na secao 3.3.2.3. Em particular, a proposicao 3.2 e sua demonstragao constituem uma

pequena contribuicdo ao estudo de SEDs.

5.1 Trabalhos futuros

O modelo apresentado nessa dissertagao deve ser entendido como uma primeira
tentativa de se aplicar a teoria de SEDs na modelagem desse tipo especifico de sistema.
Muitas coisas precisam ser melhor compreendidas e estudadas em trabalhos futuros.

Em particular, é notério que os valores atribuidos como parametros do sistema foram
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considerados deterministicos. O tempo atribuido ao processo de triagem, por exemplo, foi
considerado constante e igual a t7. Pode-se assumir que esse valor corresponde a um valor
médio e, para muitos propositos, isso é suficiente do ponto de vista pratico. Entretanto,
do ponto de vista tedrico, levando-se em conta a possibilidade de se desenvolver resultados
mais gerais, aplicaveis a muitos outros sistemas, é interessante fazer um estudo de um
modelo estocéstico do centro de vacinagao, modelando a chegada de usuérios ao centro e

os proprios parametros do centro como variaveis aleatorias.

Além disso, alguns resultados matematicos obtidos ja neste trabalho carecem de
investigagdo mais profunda. A prépria equacao (3.22), por exemplo, precisa ser melhor
investigada a fim de se provar as condigoes necessarias e suficientes para sua validade.

Espero ser capaz realizar tudo isso na sequéncia do meu trabalho com SEDs.
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