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RESUMO

Os métodos sem malha tradicionais usam funcdes de forma escalares e, portanto, apresentam
dificuldades na aproximagdo de campos vetoriais. O Método sem Malha Nodal Vetorial,
Vector Nodal Meshless Method (VNMM), constréi suas aproximacdes usando fungdes de
forma baseadas nos espacos H(curl) e no espaco polinomial de elementos de Nédélec do
primeiro tipo. Para a aplicacdo do método, um conjunto de nds € distribuido no dominio e em
suas fronteiras. Cada né tem um vetor unitdrio associado. Para a imposicdo direta das
condi¢des de contorno, os nds localizados nas fronteiras do dominio e nas interfaces devem
ter a direcdo vetorial tangente a respectiva fronteira ou interface. O VNMM tem sido aplicado
para resolver problemas eletromagnéticos bidimensionais. Esta tese apresenta a construgdo
das fun¢des de forma VNMM para uso em problemas vetoriais tridimensionais. Sao provadas
a capacidade de interpolacdo da fun¢do de forma e as taxas de convergéncia do método. Um
problema de autovalores de uma cavidade retangular € solucionado e os resultados sao
comparados com aqueles obtidos utilizando o Método de Elementos Finitos de Aresta, Edge
Finite Element Method (EFEM). A solu¢ao numérica para os autovalores aproximados pelo
VNMM ndo é corrompida por modos espurios. Trés problemas magnetostaticos sao
solucionados: um problema de blindagem magnética, um problema de cabo coaxial e um
problema com estrutura periddica e material ndo linear. Em todos os casos, a solucdo
numérica € validada, ndo ha dificuldades quanto a imposicdo das condi¢cdes de contorno,
fontes e interfaces. As condi¢des de contorno periddicas sdo introduzidas no VNMM e
validadas. A ndo linearidade € solucionada por aproximacdes sucessivas. Um algoritmo para
selecdo arbitrdria dos nés do dominio de suporte da fun¢cdo de forma VNMM € desenvolvido a
fim de eliminar a dependéncia de uma malha ou de uma subdivisdo espacial na escolha dos
nds de suporte. Sao apresentados os testes de interpolacdo das funcdes de forma com suporte
arbitrario.

Palavras-chave: Método sem Malha Nodal Vetorial; fungdes de forma 3-D; problemas
eletromagnéticos tridimensionais; condi¢des de contorno periddicas; ndo linearidade.



ABSTRACT

Traditional meshless methods use scalar-based functions and therefore, present difficulties in
approximating vector fields. The Vector Nodal Meshless Method (VNMM) constructs its
approximations using shape functions based on H(curl) spaces and Nédélec’s first type
elements polynomial space. For the application of the method, a set of nodes is distributed in
the domain and on its boundary. Each node has an associated unit vector. For the direct
imposition of the boundary conditions, the nodes located on the domain boundary and on the
interfaces must have the vector direction tangent to the respective boundary or interface. The
VNMM has been applied to solve two-dimensional electromagnetic problems. This thesis
presents the construction of VNMM shape functions for use in three-dimensional vector
problems. The interpolation capability of the shape function and the convergence rates of the
method are proven. The problem of eigenvalues of a rectangular cavity is solved with the
VNMM and the results are compared with those obtained using the Edge Finite Element
Method (EFEM). The numerical solution for the eigenvalues approximated by VNMM is not
corrupted by spurious modes. Three magnetostatic problems are solved: a magnetic shielding
problem, a coaxial cable problem, and a problem with periodic structure and nonlinear
material. In all cases, the numerical solution is validated, there are no difficulties regarding
the imposition of boundary conditions, sources and interface conditions. Periodic boundary
conditions are introduced into VNMM and validated. Nonlinearity is solved by successive
approximations. An algorithm for the arbitrary selection of nodes in the support domain of the
VNMM shape function is developed in order to eliminate the dependence on a mesh or an
spatial subdivision in the choice of support nodes. Shape function interpolation tests with
arbitrary support are presented.

Keywords: Vector Nodal Meshless Method, 3-D shape functions, three-dimensional
electromagnetic problems, periodic boundary conditions, nonlinearity.
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Capitulo 1

Introducao

A modelagem de fendmenos eletromagnéticos €, em geral, obtida por meio de Equacgdes
Diferenciais Parciais (EDPs), tais como as de Laplace, Poisson e Helmholtz, e por restricdes
associadas ao dominio e as condigdes fisicas do problema chamadas de condi¢des de
contorno. Problemas que envolvem EDPs e condicdes de contorno sdo denominados
problemas de valor de contorno e sua solucao é obtida fazendo com que as EDPs, assim como
as condi¢des de contorno, sejam satisfeitas, simultaneamente, em todo o dominio [1].

Os métodos numéricos sdo uma ferramenta essencial na solucdo de problemas reais de
valor de contorno, cujas geometrias e caracteristicas tornam a sua solug@o analitica invidvel.
Os métodos numéricos mais comuns utilizam técnicas de discretizacdo para aproximar as
EDPs a um sistema de equacdes algébricas em pontos discretos (nés) no espaco € no tempo.
Em outras palavras, a equacdo diferencial que deveria ser avaliada em todo o dominio de um
problema transforma-se em equagdes algébricas que serdo aplicadas a uma malha de
elementos ou a nds distribuidos pelo mesmo dominio.

Os principais métodos numéricos que envolvem a constru¢do de malhas sdo o Método de
Diferencas Finitas, o Método de Elementos Finitos e o0 Método de Volumes Finitos. Dentre
esses, o Método de Elementos Finitos, do inglés Finite Element Method (FEM), é um dos
métodos numéricos mais bem conceituados atualmente devido ao seu alto grau de precisdo e a
sua capacidade de modelar problemas complexos [2]. Dessa forma, o FEM tem sido tomado
como referéncia na comparagdo com outros métodos numéricos. Contudo, a precisdao do
método depende da qualidade da malha, o que ainda impde dificuldades na solu¢do de
problemas em trés dimensdes [1] ou que envolvam movimento. Neste dltimo caso, problemas
com interfaces méveis ou deformagdes com o tempo, quando solucionados pelo Método de
Elementos Finitos, requerem grande esforco computacional para a reconstru¢do da malha a

cada intervalo de tempo predefinido ou o uso de técnicas especificas [3].
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A fim de evitar problemas numéricos e reduzir o esfor¢co envolvendo a constru¢do de
malhas, foram desenvolvidos os métodos sem malha (Meshless). Como o proprio nome
sugere, estes métodos dispensam a construcdo de uma malha na aproximagdo numérica ao
trabalhar apenas com um conjunto de nés distribuidos pelo dominio do problema. Enquanto o
FEM deriva uma interpolacdo baseada nos elementos usando fun¢des de forma, nos métodos
sem malha o conceito de elemento ndo é mais usado. A conectividade entre os nés nao €
definida por uma malha, mas somente por conceitos de vizinhanca e/ou campo de influéncia
[3]. Além da auséncia da malha, as fun¢des de forma dos métodos sem malha podem ser
facilmente construidas para se obter a ordem de continuidade desejada e, em geral, esses
métodos apresentam melhores resultados de convergéncia do que os métodos baseados em
malhas [4].

Até aqui, tanto o FEM quanto os tradicionais métodos sem malha sdo usados para
aproximar campos escalares. Quando se trata de campos vetoriais, 0 método de referéncia € o
Método dos Elementos Finitos de Arestas, do inglés, Edge Finite Element Method (EFEM)
[2]. No EFEM as fung¢des de forma e os graus de liberdade sdo associados as arestas dos
elementos e ndo aos nds. J4 nos métodos sem malha nao héd definicdo de arestas devido a
auséncia de conectividade entre os nds. Neste caso, quando um método sem malha nodal é
aplicado a problemas vetoriais, aparecem os indesejados modos espurios na solu¢do numérica.
Ha dificuldades na imposi¢ao das condi¢des de contorno e interface e no tratamento de bordas

condutoras e cantos elétricos devido as singularidades associadas a essas estruturas [5].

—

Os problemas eletromagnéticos vetoriais cujo objetivo € encontrar 0os campos E eH
requerem, especificamente, que o método numérico tenha fungdes de base rotacionais [6], ou
seja, gerem aproximagdes vetoriais com componentes tangenciais continuas nas interfaces.
No entanto, os métodos sem malha tradicionais constroem suas funcdes de forma com base
em nods e estas ndo sdo rotacionais, levando a presenca de solucdes numéricas nao fisicas [2].
Para contornar isso, alguns métodos sem malha nodais para a aplicacio em problemas
vetoriais foram propostos. Em [7] sdo usados multiplicadores de Lagrange associados a malha
nodal para impor a condi¢do do divergente nulo. Contudo, continua sendo necessario associar
um grau de liberdade a cada componente de campo vetorial o que eleva a ordem do sistema
matricial a ser resolvido. A estratégia utilizada por [1] para garantir o divergente nulo é usar
formas fracas enfraquecidas associadas ao método da penalidade. Para aplicacdo desta técnica
faz-se necessario um grau de liberdade para cada componente de campo vetorial e um fator de

penalidade que pode variar de acordo com o problema. O método ndo elimina os modos
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espurios e apresenta dificuldades na imposi¢do das condicdes de contorno e interface. Em [8]
funcdes de base radial vetorial para o método sem malha sdo desenvolvidas como uma
alternativa para suprimir os modos espurios. No entanto, a imposicdo das condi¢des de
contorno e interface continua sendo um desafio nesta abordagem.

Com uma proposta recente e inovadora, o Método Sem Malha de Aresta, do inglés, Edge
Meshless Method (EMM) foi inicialmente proposto em 2014 por [9] para solucionar
problemas vetoriais através de fungdes de forma rotacionais conformes. Este método espalha
um conjunto de arestas sobre o dominio e seus limites. As fun¢des de forma e os graus de
liberdade sdo associados as arestas € ndao aos nods, de forma semelhante ao Método dos
Elementos Finitos de Arestas [10].

Em sua formulagdo original, as func¢des de forma EMM possuem divergéncia nula
imposta por uma fun¢do de peso que depende da distancia entre a aresta e o ponto onde a
aproximacdo € calculada [10]. Assim, as fun¢des de forma sdo obtidas forcando que a
circulacdo do campo seja satisfeita em cada aresta de suporte de tal forma que a imposi¢ado
das condi¢des de contorno e das condicdes de interface entre diferentes materiais € feita de
maneira simplificada. Além disso, o EMM consegue gerar solu¢des numéricas sem presenca
dos modos espurios [8]. Em [11], o EMM com aproximagdes polinomiais baseadas nos
espacos H (curl; Q) e nos elementos do primeiro tipo de Nédélec € apresentado e aplicado a
um dominio bidimensional. Func¢des de forma de ordem superior foram introduzidas no EMM
por [12] através do uso de quatro, cinco e seis arestas no dominio de suporte. Notou-se ainda
que um problema pode ser aproximado via EMM usando uma mistura de fung¢des de forma de
ordem distintas [12].

Ap6s constatar que o erro do EMM ndo € sensivel ao comprimento das arestas, [13]
forcou o limite dos comprimentos das arestas a zero, criando o Método sem Malha Nodal
Vetorial, do inglés, Vector Nodal Meshless Method (VNMM). No VNMM, um conjunto de
noés € distribuido sobre o dominio do problema e suas fronteiras de tal forma que exista um
vetor unitdrio associado a cada n6. Como ndo ha arestas no VNMM, as funcdes de forma
devem satisfazer uma propriedade de projecdo para impor corretamente as condi¢des de
contorno e interface. A propriedade de projecdo afirma que o componente da fung¢do de forma
deve ser igual a um na direcao do vetor unitdrio de seu préprio né e, igual a zero na direcao do
vetor dos outros nés [13].

Além de herdar todas as vantagens do EMM, tais como, auséncia de modos esptirios na

solucdo e imposicao facilitada das condi¢des de contorno e interface, o VNMM ainda € mais
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facil de implementar que o EMM. Isso porque no VNMM ndo € necessdrio calcular integrais
de linha sobre as arestas o que torna a constru¢do das suas fun¢des de forma mais simples
quando comparada ao EMM. Em suma, o VNMM ¢ capaz de contornar os problemas
associados aos métodos nodais escalares quando estes s@o aplicados a problemas vetoriais e €
mais vantajoso que o Método Sem Malha de Aresta em termos de implementagdo e custo
computacional.

A figura 1.1 traz uma visdo comparativa entre o Método de Elementos Finitos de Aresta
EFEM, o Método sem Malha de Aresta EMM e o Método sem Malha Nodal Vetorial
VNMM, mostrando como um mesmo dominio bidimensional € discretizado para a aplicagdo

de cada método.

Arestas dos Elementos Arestas

Figura 1.1: Representacao de um dominio bidimensional em diferentes métodos numéricos
vetoriais. (a) Malha triangular com arestas usada no EFEM. (b) Arestas
distribuidas sobre o dominio e sua fronteira para uso do EMM. (c¢) Noés e seus
vetores unitarios usados no VNMM.

Todas as publicagdes envolvendo o uso dos métodos EMM e VNMM levaram em
consideragdo a simetria dos problemas fisicos para modeld-los em dimensdes inferiores. No

entanto, embora alguns problemas fisicos possam ser representados ou aproximados por um



24

modelo matematico uni ou bidimensional, todos sdo, por natureza, tridimensionais. Logo,
quando uma representacdo ou aproximacao uni ou bidimensional ndo € possivel, ou mesmo
desejavel, um tratamento tridimensional é entdo necessdrio [2]. Desta necessidade surge a

motivagdo do presente trabalho de pesquisa.

1.1 Objetivos

A crescente necessidade de melhoria na eficiéncia e no desempenho de dispositivos
eletromagnéticos enfatiza o papel da modelagem vetorial 3-D na fase de projeto. Na
modelagem 2-D de dispositivos eletromagnéticos, alguns parametros sao negligenciados ou
modelados separadamente [14]. Portanto, a modelagem tridimensional ndo € apenas
necessdria, mas essencial para se dimensionar corretamente modelos mais complexos com a
presenca de transitdrios, ndo linearidades e correntes parasitas. Ha, entretanto, recursos que
podem ser utilizados na andlise 3-D para reduzir o tamanho do dominio computacional,
requisitos de memoéria e o tempo de processamento. Opcdes interessantes SAo 0O
aproveitamento de simetrias e o uso das condi¢des de contorno periddicas.

Nesse cendrio € possivel tracar os objetivos desta tese considerando a constru¢do das
funcdes de forma 3-D para introducdo do VNMM e das condicdes de contorno periddicas na

modelagem vetorial 3-D de dispositivos eletromagnéticos.

1.1.1 Objetivo Principal

O objetivo principal desta tese de doutorado € construir as fun¢des de forma do Método
sem Malha Nodal Vetorial em 3-D e aplica-las na soluacdo de problemas eletromagnéticos de
valor de contorno. Esta abordagem pode ser desmembrada em objetivos especificos que s@o

apresentados a seguir.
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1.1.2 Objetivos Especificos

No presente texto descreve-se as teorias e desenvolver as formulagdes que fundamentam o
método VNMM em 3-D. Tradicionalmente, as fun¢des de forma VNMM 3-D podem ser
construidas tomando-se como referéncia o elemento de Nédélec tridimensional de primeiro
tipo definido no espago H(curl). As funcdes de forma vetoriais devem satisfazer a
propriedade de projecao com a finalidade de impor as condicdes de contorno e interface de
forma direta.

Além de construir as funcdes de forma 3-D com a base de Nédélec busca-se explorar
recursos do método que ainda ndo foram implementados nas versdes anteriores. Em 2-D, as
funcdes de forma VNMM foram construidas considerando-se a variagdo do nimero de nés de
suporte com consequente modificagdo das funcdes de base. No VNMM 3-D as aproximagdes
locais sdo realizadas utilizando um nimero de nds de suporte invaridvel, porém, com
possibilidade de alteragdes nas funcdes de base. Essa abordagem s6 € possivel uma vez que o
VNMM atribui os graus de liberdade aos nés para qualquer fung¢do usada na base das fungdes
de forma. Logo, um problema pode ser solucionado mantendo-se o dominio de suporte fixo e
variando-se apenas a base da funcdo de forma, se desejavel.

Por ser um método sem malha, o VNMM possibilita a obten¢cdo de uma aproximacao local
sem a existéncia de parametros associados a elementos ou conectividade. Entretanto, as
funcodes de forma do VNMM tém sido construidas considerando um dominio de influéncia ou
suporte previamente conhecido o que permite menos esforco € um menor custo
computacional. Tanto no EMM quanto no VNMM 2-D, o suporte é predeterminado por uma
estrutura de dados ou uma subdivisdo planar [15]. Essa estrutura define previamente a
localizacdo dos nds e suas dire¢des vetoriais. A subdivisao estabelece ainda que os ndés de
suporte estejam sempre localizados sobre as arestas de um poligono, o que define,
diretamente, quantos e quais nds irdo participar da aproximagao local.

Seguindo o mesmo principio o VNMM 3-D busca trabalhar, inicialmente, com uma
subdivisdo regular cujos nés de cada dominio de suporte e suas respectivas dire¢des vetoriais
sdo previamente conhecidos. No entanto, a possiblidade de se trabalhar com nés de suporte
escolhidos arbitrariamente elimina a dependéncia de uma subdivisdo preliminar
proporcionando maior versatilidade ao método. Essa versatilidade pode facilitar, por exemplo,

o tratamento de interfaces moveis em problemas vetoriais.
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O método de elementos finitos de aresta tem sido referéncia na aproximagdo de problemas
vetoriais com movimento devido a sua capacidade de representar corretamente o
comportamento fisico do campo ao longo da interface mével. Contudo, a modelagem torna-se
complexa quando ocorre uma distor¢do significativa da malha ao longo da interface movel
sendo necessdrias etapas de remalhamento ou técnicas especificas [16].

No contexto do VNMM, a escolha dos nds de suporte préximos a interface mével deve ser
arbitraria de tal forma que permita uma aproximacdo adequada do campo nesta regidao
dispensando o uso de técnicas especificas para se levar em conta o movimento. Implementa-
se, entdo, um algoritmo de busca e selecdo dos nés do dominio de suporte da funcdo de forma
VNMM com intuito de eliminar a dependéncia de uma malha ou de uma subdivisdo espacial
para a escolha destes nds.

Em um segundo momento aplica-se 0o VNMM a um dominio tridimensional regular. Neste
caso, um conjunto de nds € distribuido no dominio incluindo a sua fronteira e, a cada n6 é
associado um vetor unitdrio. As caracteristicas das fun¢des de forma, tais como a capacidade
de reproducdo das funcdes vetoriais de base, interpolacdo de funcgdes vetoriais e convergéncia
sao avaliadas. Sdo feitos os testes considerando um suporte predefinido e o suporte arbitrario.

Em seguida o VNMM ¢ aplicado a problemas tridimensionais vetoriais. Na literatura o
VNMM foi aplicado a problemas de guia de onda em duas dimensdes [13]. Neste trabalho,
um problema de autovalor em uma cavidade retangular € solucionado usando o VNMM, e
suas funcdes de forma 3-D, com o intuito de validar o método e verificar se solugdo é
corrompida por modos espurios. Além disso, problemas magnetostaticos sdo aproximados
com o objetivo de testar o desempenho e aplicabilidade do método em situacdes que
envolvam interfaces e fontes. Por fim, um problema ndo-linear é solucionado usando o
método VNMM pela primeira vez.

O fundamento tedrico para aplicacdo das condicdes de contorno periddicas € introduzido
no contexto do VNMM assim como a sua implementacdo computacional. A utilizacdo das
condig¢des de contorno periddicas em dispositivos periddicos possibilita a reducdo do dominio
de estudo e consequentemente ganhos em relagdo ao custo computacional e a convergéncia da
solucdo. Um modelo tradicional na literatura [17] de um problema 3-D magnetostético e nao-
linear é usado para validacdo do uso das condicdes de contorno periddicas no VNMM

mediante comparagdo com os valores obtidos por medig¢ao.
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Publicac¢odes

Este texto visa auxiliar pesquisadores na &drea de métodos numéricos aplicados ao

eletromagnetismo e eletromagnetismo computacional, especialmente aqueles focados em

métodos sem malha e, mais especificamente, aqueles interessados na aproximacido de

problemas vetoriais 3-D. Acredita-se também que este trabalho possa contribuir para

desenvolvedores de softwares voltados a métodos numéricos.

Durante o inicio desta pesquisa até a data de conclusdo deste texto de tese, cinco

publicacdes associadas a esta pesquisa foram geradas, a constar:

B. M. F. Gongalves, E. J. Silva, R. C. Mesquita. Vector Nodal Meshless Method for 3-
D Magnetostatic Applications. Em: 20™ Biennial Conference on Electromagnetic

Field Computation — CEFC 2022.

B. M. F. Gongalves, E. J. Silva, R. C. Mesquita. Vector Nodal Meshless Method for 3-
D Applications. IEEE Transactions on Magnetics, vol. 59, no. 5, pp. 1-4, maio 2023,
doi: 10.1109/TMAG.2022.3233527.

B. M. F. Gongalves, M. M. Afonso, B. Ramdane, E. J. Silva, R. C. Mesquita. Vector
Nodal Meshless Method Applied to Solve the Symmetrical TEAM 13 Problem. Em: La
10éme Conférence Européenne sur les Méthodes Numériques en Electromagnétisme —

NUMELEC 2024.

B. M. F. Gongalves, E. J. Silva, R. C. Mesquita, M. M. Afonso, B. Ramdane. Periodic
Boundary Conditions in Vector Nodal Meshless Method. Em: 25™ International
Conference on the Computation of Electromagnetic Fields — COMPUMAG 2025.

B. M. F. Gongalves, E. J. Silva, R. C. Mesquita, M. M. Afonso, B. Ramdane. Periodic
Boundary Conditions in Vector Nodal Meshless Method. IEEE Transactions on
Magnetics, setembro 2025, doi: 10.1109/TMAG.2025.3609622.
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1.3 Organizacao do Texto

A seguir € apresentado um esbog¢o introduzindo, sumariamente, os capitulos seguintes
deste texto.

O capitulo 2 apresenta o estado da arte para os métodos sem malha vetoriais, 0o EMM e o
VNMM, sintetizando as funcdes de forma 2-D, os resultados ja consolidados em duas
dimensdes e apontando os mais recentes avancos obtidos com o uso do método.

O capitulo 3 introduz a construcio das funcdes de forma vetoriais 3-D para o Método sem
Malha Nodal Vetorial.

O capitulo 4 define o conceito de suporte arbitrdrio e apresenta as estratégias e algoritmos
utilizados na sua implementacao no contexto do VNMM.

O capitulo 5 apresenta os modelos matemdticos que serdo utilizados nas aplicagcdes
propostas nesta tese. As formulacdes discretas para o uso do método numérico VNMM ¢€ toda
deduzida através das respectivas formas fortes que caracterizam os problemas tridimensionais
vetoriais a serem aproximados. A teoria e os detalhes da implementagdo computacional das
condi¢Oes de contorno periddicas no VNMM 3-D sdo introduzidos.

O capitulo 6 foca na aplicagdo do Método sem Malha Nodal Vetorial para a solucdo de
problemas de valor de contorno vetoriais em trés dimensdes. A principio, um problema de
autovalores e, em seguida, problemas magnetostiticos sdo solucionados usando a
aproximacdo VNMM. Os resultados de interpolacdo e convergéncia utilizando um suporte
arbitrario também sdo apresentados.

O capitulo 7 resume os resultados obtidos neste trabalho destacando suas contribuig¢des e
indicando os trabalhos relevantes que podem ser executados para a continuacdo desta

pesquisa.
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Capitulo 2

Os Métodos Sem Malha Vetoriais

A aproximacgdo dos campos vetoriais representa um desafio significativo para os métodos
sem malha nodais tradicionais. Esses métodos utilizam funcdes de base escalares e, na
maioria dos casos, € necessario associar um grau de liberdade a cada componente do campo
vetorial elevando consideravelmente o custo computacional. Além disso, quando se deseja
aproximar um problema no espagco H (curl) é preciso implementar estratégias para garantir a
condicdo de divergéncia nula tais como multiplicadores de Lagrange e fatores de penalidade
na formulacdo variacional. Como consequéncia da utilizacdo dos multiplicadores de
Lagrange, a ordem matricial do sistema a ser resolvido aumenta consideravelmente [7]. Ja o
uso de formas fracas enfraquecidas associado ao método da penalidade ndo € capaz de
eliminar por completo os modos espurios e as dificuldades associadas a imposicdo das
condi¢des de contorno e condi¢des de interface [1].

Os métodos sem malha vetoriais propostos, a constar o Método sem Malha de Aresta [9] e
o Método sem Malha Nodal Vetorial [15], possuem funcdes de base vetoriais e, portanto, sdo
capazes de reproduzir campos vetoriais por completo sem a necessidade de associar um grau
de liberdade a cada componente. Suas fun¢des de forma s@o derivadas dos espagos H(curl) e
dos espacos polinomiais de Nédélec dispensando o uso de estratégias para garantia da
divergéncia nula. A projecdo das funcdes de forma verifica a propriedade delta de Kronecker
facilitando a imposicao de condi¢des de contorno essenciais e de interface.

Os aspectos supracitados evidenciam as vantagens do uso do EMM e do VNMM na
aproximacgao vetorial quando estes sdo comparados aos tradicionais métodos sem malha.
Ambos foram desenvolvidos para aplicagdes bidimensionais, porém o VNMM se destaca por
sua facilidade de implementacdo. Por isso, este capitulo dedica-se a explorar as raizes do
VNMM partindo da abordagem do EMM. Neste sentido, sao apresentadas as construgdes das

funcodes de forma 2-D para ambos os métodos.
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2.1 O Método Sem Malha de Aresta

Lima e Mesquita [9] apresentaram o Método Sem Malha de Aresta — Edge Meshless
Method (EMM) — ao meio cientifico em uma conferéncia em 2014. A proposta era trabalhar
com um novo método que aproximasse fungdes vetoriais tal como o tradicional Método de
Elementos Finitos de Aresta (EFEM) porém sem a relacao de conectividade entre as arestas.

Os resultados consolidados da aplicacio do método em dispositivos eletromagnéticos
foram publicados em 2017 [10]. O método, porém, apresentava algumas limita¢cdes como a
presenca de modos espurios quando o nimero de arestas de suporte era aumentado e a falta de
garantia de consisténcia do ponto de vista matematico. Em 2018, os autores Silva, Mesquita e
Lima [11] consideraram que a causa dessas limitacdes estavam associadas a escolha
inapropriada do espago de fungdes usado na aproximagdo vetorial. Propuseram entdo uma
nova abordagem para a construcdo das funcdes de forma do EMM com aproximacdes
polinomiais baseadas no espaco H (curl; ) e nos elementos do primeiro tipo de Nédélec. Em
2021, Ortis, Mesquita e Lima [12] introduziram func¢des de forma de ordem superior no EMM
usando quatro, cinco e seis arestas no dominio de suporte.

Vale observar e ressaltar que as fungdes de forma do EMM foram construidas e testadas
apenas em modelos bidimensionais.

Esta secdo apresenta a construcdo das funcdes de forma vetoriais para o Método Sem
Malha de Aresta baseadas no espaco H (curl; ) que sdo o ponto de partida para a construgao

das funcdes de forma do Método sem Malha Nodal Vetorial.
2.1.1 Funcao de Forma EMM 2-D com 3 arestas de suporte

Nesta secdo é apresentada a formulacdo para a construcao da func¢do de forma vetorial
utilizando 3 arestas de suporte. A fun¢do de forma vetorial para a i-ésima aresta de suporte €

dada por [11]:

Ny = Bus[] + Bai [J] + Bai [ 2] @.1)
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Como trés coeficientes precisam ser encontrados para gerar as funcdes de forma vetoriais,

trés arestas de suporte sdo utilizadas. Para garantir que as fung¢des N; apenas tenham

componente tangencial ao longo da aresta e;, for¢a-se que a circulagdo da aresta seja igual a

um sobre ela e zero nas outras arestas, ou seja:

fﬁi-fk dl =68
.

14

rd 7z LR . ~ 4 . .
onde t; € o vetor unitdrio na direcdo da aresta ey e o d;;, € definido por:

(1 se k=i
6”‘_{0 se k#i

(2.2)

(2.3)

Assim, os seguintes sistemas devem ser resolvidos para encontrar os coeficientes [3:

apB; = L;,

onde:
lix tiy f(}’1t1x_x1t1y) dl
€1

a=| tix Uty j(thZx_xthy) dl
e

2

l3x U3y (}’3t3x - x3t3y) dl

L e3

Bi =B Bai Bail"

1/1 0 0
L, = 01,L2: l/lz,L3: 1;)
0 0 l5

i=1,...,3 24

(2.5)

(2.6)

2.7)

onde ty, € ty, sdo as componentes do vetor unitdrio da k-€sima aresta de suporte e [; denota

o comprimento da i-ésima aresta. Uma vez que as funcdes de forma sdo definidas, a

aproximacio %" pode ser obtida fazendo:
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3
i (x) = Z N;(x)c; = N¢g (2.8)
com:
€1
N=[N, N, N3] e ¢ = lCzl (2.9)
C3

2.1.2 Fun¢ao de Forma EMM 2-D com 4 arestas de suporte

Nesta secdo € apresentada a formulagdo matemadtica para constru¢dao da funcdo de forma
vetorial utilizando 4 arestas de suporte. A fun¢do de forma vetorial para a i-ésima aresta de

suporte € dada por [12]:

= 1 0 0
N; = By [0] + Bai [1] + Bsi [%)/] + Bai [x] (2.10)
Forca-se a circulacdo na aresta e; para garantir que as fungdes IVi tenham componente

tangencial ao longo desta aresta tal como em (2.2). Assim, para quatro arestas, o sistema

matricial dado por (2.4) torna-se:
ap; =L, i=1,...,4(2.11)

onde:

t1y 1E1, dl f X1ty dl

: (2.12)

Valay dl j Xy4tyy dl
€y

v [
-

Bi = [B1i Bai Bai ﬁ4i]T (2.13)

4
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1 0 0 0
Li=|0 [L,=|"k|L;= 1 |-La=] 0 (2.14)
0 0 l3 /
0 0 0 L,

onde ty, € tiy, s30 as componentes do vetor unitdrio da k-€sima aresta de suporte. Uma vez

que as fungdes de forma sdo definidas, a aproximacio %" pode ser obtida tal como em (2.8) e

(2.9) considerando i = 1, ..., 4.
2.1.3 Func¢do de Forma EMM 2-D com 5 arestas de suporte

Nesta secdo é apresentada a formulacdo para a construcao da func¢do de forma vetorial
utilizando 5 arestas de suporte. A fun¢do de forma vetorial para a i-ésima aresta de suporte €

dada por [12]:
N; = By [(1)] + Bai [(ﬂ + Bsi [g] + Bai [g] + Bsi [_y;z] (2.15)

onde Bj;, com i = 1,...,5 sdo os coeficientes a serem encontrados considerando as cinco

arestas de suporte. For¢ando-se a circulag@o na aresta e; tal como em (2.2), para cinco arestas,

o sistema matricial dado por (2.4) torna-se [12]:
aﬁi :Li' i=1,.,5 (216)

onde:

tix tiy fy1t1x dl fx1t1y dl j()’12t1x—x12t1y) dl
e e e

a=]|: : : : : 2.17)
24 _ 2
lsy tsy IYSth dl fx5t5y dl f(Y5t5x xStSy) dl
€5 €5 €5

B: =B Bai Bsi PBai Bsil” (2.18)
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1 0 0 0 0
{)11 1, 0 0 0
2 1
Li=|o lL=| o }Ls=|"/| La= 1;) L = 8 (2.19)
0 0 0 ly y
0 0 0 0 Is

onde tyy € ti, sdo as componentes do vetor unitdrio da k-€sima aresta de suporte. Uma vez

que as fungdes de forma sdo definidas, a aproximacio %" pode ser obtida tal como em (2.8) e

(2.9) considerando i = 1, ..., 5.
2.1.4 Fun¢ao de Forma EMM 2-D com 6 arestas de suporte

Nesta secdo é apresentada a formulacdo para a construcdo da funcdo de forma vetorial
utilizando 6 arestas de suporte. A fun¢do de forma vetorial para a i-ésima aresta de suporte €

dada por [12]:
N; = By [(1)] + Bai [(1)] + Bsi [g] + Bai [2] + Bsi [):)2] + Bei L?z] (2.20)

onde ﬁji, comi = 1,...,6 sao os coeficientes a serem encontrados considerando as seis

arestas de suporte. Forcando-se a circulacio na aresta e; tal como em (2.2), para seis arestas, 0

sistema matricial dado por (2.4) torna-se [12]:
af; =L, i=1,..,6 (2.21)

onde:

tix tiy fyltlx dl fxltly dl fylztlx dl fxftly dl
el el e1 €1

a=|: : : : : : (2.22)
Vetesx dl j Xetsy dl j yite, dl j xéte,, dl
€p €p €p

Bi =B Bai Bsi Bai Bsi Beil” (2.23)
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-1/1- -0 1 -0 -0 1 -0 - -0 7
1 1/1 0 0 0 0
0 2 i 0 0 0
L=| 0 |L,=| 0 [L,=|"8}L,= 1/ Ls=] 0 [LLe=]| 0 (2.24)
0 0 0 L 1 0
0 0 0 0 /i 1
[ o | [ o | Lo | | o | [ o /1]

onde tyy € ti, sdo as componentes do vetor unitdrio da k-€sima aresta de suporte. Uma vez

que as fungdes de forma sdo definidas, a aproximacdo %" pode ser obtida tal como em (2.8) e

(2.9) considerando i = 1, ..., 6.

2.2 O Método Sem Malha Nodal Vetorial

Em 2021, Ortiz [13] apresentou um novo método numérico, o Método Sem Malha Nodal
Vetorial, do inglés, Vector Nodal Meshless Method (VNMM), que propde sanar os problemas
associados ao uso de métodos escalares nodais sem malha quando aplicados a problemas
eletromagnéticos vetoriais. Este método € baseado na ideia do Método Sem Malha de Aresta
(EMM) porém com o comprimento das arestas tendendo para zero.

Ortiz construiu as funcdes de forma vetoriais para aplicagdes em problemas
bidimensionais, de tal forma que trés, quatro, cinco e seis nés de suporte possam ser utilizados
na aproximacao. Para aplicar o VNMM ¢€ necessdrio espalhar um conjunto de nds na fronteira
do problema e em seu dominio, sendo que para cada né € associado um vetor unitirio. As
funcdes de forma possuem as seguintes caracteristicas: sdo funcdes vetoriais; estdo baseadas
nos espacos H(curl); as fungdes e graus de liberdade estdo associados aos ndés como nos
tradicionais métodos sem malha; tem divergente nulo impondo essa condi¢do desde a
formulacdo. O autor considera, ainda, duas condi¢des necessdrias para impor, de forma
simples, as condicdes de contorno na fronteira e na interface entre materiais. A primeira
condi¢do deve garantir que a componente tangencial da fun¢do de forma ao longo da direcdo
vetorial de um dado né seja igual a 1 (um) neste nd e igual a zero nos demais nds de suporte.
A segunda condicdo é garantir que a direcdo vetorial dos nds distribuidos ao longo das

fronteiras e interfaces sejam tangentes as respectivas fronteiras e interfaces.
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Quando comparada ao EMM, a constru¢cdo das fungdes de forma no VNMM ¢é mais
simples e computacionalmente menos custosa pois dispensa o cédlculo de integrais uma vez
que nao depende do comprimento das arestas.

Em [13], o VNMM foi aplicado no célculo dos autovalores de trés guias de onda
bidimensionais com geometrias diferentes e incluindo meios isotrépicos, anisotropicos € nao
homogéneos. O método aproximou corretamente os autovalores e a solu¢do numérica nao foi
corrompida por modos espurios. A condi¢dao de continuidade de campo na interface entre dois
meios foi satisfeita e as singularidades de campo foram corretamente superadas.

O VNMM também foi aplicado usando distribui¢des ndo uniformes de nds e diregoes
vetoriais. Essa distribui¢@o, contudo, deve formar uma subdivisdo planar de forma a satisfazer
a condicdo de continuidade entre dominios de suporte [15]. Neste caso, trés, quatro, cinco e
seis n6s de suporte podem ser usados na aproximacdo da funcdo do mesmo problema a
depender da subdivisdo planar utilizada.

A seguir é apresentado uma sintese das funcdes de forma vetoriais em duas dimensdes
considerando trés, quatro, cinco e seis nds de suporte. Todas foram desenvolvidas e

apresentadas em [15].
2.2.1 Funcao de Forma VNMM 2-D com 3 no6s de suporte

Nesta sec¢do € apresentada a formulagdo matemadtica para constru¢dao da funcdo de forma
vetorial utilizando 3 nds de suporte. A fun¢do de forma vetorial para o i-€simo n6 de suporte €

dada por [15]:
N; = By [(1)] + Bai [(1)] + Bai [_yx] (2.25)

onde fj;, com i = 1, ..., 3 s@o os coeficientes a serem encontrados considerando os trés nos
de suporte. Observa-se que se trata da mesma fun¢do dada em (2.1) para o cdlculo do EMM
com 3 arestas de suporte, ou seja, ambos os métodos possuem a mesma fun¢do de base para a
constru¢do da fungdo de forma. De maneira similar ao EMM, os coeficientes  também sao
obtidos for¢ando que a projecao da i-ésima funcdo de forma na direcdo do vetor associado ao

k-ésimo n6 de suporte tal que:
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(2.26)

onde £}, é o vetor unitdrio associado ao k-ésimo né e &;, € o delta Kronecker definido em

(2.3). Se as funcdes de forma satisfazem a equacdo (2.26) é possivel impor diretamente as

condic¢des de contorno de Dirichlet e manter a continuidade na interface. Usando as equagdes

(2.25) e (2.26) para todos IVl- e £, pertencentes ao dominio de suporte, o seguinte sistema de

equagoes € obtido:

onde:

bix tiy Yitix — X1t1y
a=| b tzy Yalax —Xalpy
t3x  l3y Y3lzx — X3l3y

Bi =B Bai Bail"

o eep

i=1,.,3(227)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

onde ty, € ti, sdo as componentes do vetor unitdrio do k-€simo n6 de suporte. Uma vez que

as fungdes de forma sdo definidas, a aproximagdo %" pode ser obtida tal como em (2.8).

A figura 2.1 apresenta o comportamento das funcdes de forma dentro de um tridngulo de

dimensdes unitarias. E observada que a projecao da fun¢do de forma vetorial associada a um

né € igual a 1 (um) sobre a direcdo vetorial deste né e perpendicular as outras dire¢des

vetoriais. Portanto, a funcdo de forma vetorial satisfaz a condi¢do de projecdo forcada em

(2.26).
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Figura 2.1: Fun¢des de Forma VNMM 2-D para o (a) né 1, (b) n6 2, e (¢c) n6 3 [15].

2.2.2 Funcao de Forma VNMM 2-D com 4 no6s de suporte

Nesta secdo € apresentada a formulagdo matemadtica para constru¢dao da funcdo de forma
vetorial utilizando 4 n6s de suporte. Tal como no EMM, a fun¢do de forma vetorial IVL- para o
i-ésimo né de suporte é dada por (2.10). Forcando-se a projecao da i-ésima funcdo de forma
na dire¢do do vetor associado ao k-ésimo né de suporte tal como em (2.26), para quatro nds

de suporte, o sistema matricial torna-se [15]:

aB; =L, i=1,.,4 (231
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onde:

tix tiy Yitix Xty

a= : : : : (2.32)
lax Tay Valyx Xglay
B:=[B1i Bai Bsi Bail” (2.33)
1 0 0 0
0 1 0 0
Li=|g| L2= || Lz =|1]|- Ls = | (2.34)
0 0 0 1

onde tyy, € ty, sdo as componentes do vetor unitdrio do k-€simo né de suporte. Uma vez que

as fungdes de forma sdo definidas, a aproximagdo %" pode ser obtida tal como em (2.8).
2.2.3 Funcao de Forma VNMM 2-D com 5 no6s de suporte

Nesta secdo € apresentada a formulagdo matemadtica para constru¢dao da funcdo de forma

vetorial utilizando 5 nés de suporte. Tal como no EMM, a fun¢do de forma vetorial IVi para o
i-ésimo né de suporte € dada por (2.15). Forcando-se a projecao da i-ésima funcdo de forma
na dire¢c@o do vetor associado ao k-ésimo né de suporte tal como em (2.26), para cinco nds de

suporte, o sistema matricial torna-se [15]:
aB; = L, i=1,..,5 (2.35)

onde:

tix tiy Yitix Xit1y }’12t1x_xft1y
a=|: : : : : (2.36)

: : : : N
tsx sy Yslsxy Xstsy Yslsy — Xstsy

Bi=1[B1i Bai Bai Pai Bsil” (2.37)
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1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

L, =|olL,=|olL,=|1|,L,=]0|,Ls =0 (2.38)
o] 0 0 1 0
0 0 0 0 1

onde tyy, € ty, sdo as componentes do vetor unitdrio do k-€simo né de suporte. Uma vez que

as fungdes de forma sdo definidas, a aproximacdo %" pode ser obtida tal como em (2.8).
2.2.4 Fun¢ao de Forma VNMM 2-D com 6 nds de suporte

Nesta secdo € apresentada a formulacdo matemaética para constru¢do da funcdo de forma

vetorial utilizando 6 nds de suporte. Tal como no EMM, a fun¢do de forma vetorial IVL- para o
i-ésimo né de suporte é dada por (2.20). Forcando-se a projecdo da i-ésima funcdo de forma
na direc@o do vetor associado ao k-ésimo n6 de suporte tal como em (2.26), para seis nds de

suporte, o sistema matricial torna-se [15]:
afB; =L, i=1,..,6 (2.39)

onde:

2 2
bix tiy Yitix X1ty Yitix  Xit1y

a=|: : : : : : (2.40)
lex tey Yelex Xeley Yétex Xé ey
Bi =B Bai Bsi Bai Bsi Beil” (241)
L1 = . Lz = . L3 = . L5 = . L6 = (242)

O Rr OO OO

:

onde ty, € ti, sdo as componentes do vetor unitdrio do k-€simo n6 de suporte. Uma vez que

(e NeNel S olel
SO LR O OO
_ O o OO0

1 0
0 1
0 0
0 0
0 0
0 0

as fungdes de forma sdo definidas, a aproximagdo %" pode ser obtida tal como em (2.8).
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Capitulo 3

As Funcoes de Forma para o Método Sem
Malha Nodal Vetorial 3-D

Este capitulo apresenta a constru¢do das fungdes de forma do Método Sem Malha Nodal
Vetorial para aproximagdes de campos vetoriais tridimensionais. Tal como na abordagem
bidimensional, as funcdes de forma geradas devem ser funcdes vetoriais e baseadas no espago
H(curl).

Em 2-D, as funcdes de forma VNMM foram construidas considerando-se a variacdo do
nimero de nds de suporte com consequente modificagdo das fung¢des de base. Contudo, a
versatilidade do método permite manter um suporte fixo variando-se apenas a base da fun¢ao
de forma. Neste sentido, o VNMM 3-D € implementado trabalhando-se com um nimero de
nds de suporte invaridvel porém, com diferentes fungdes de base. Nesta abordagem 6 (seis)
noés de suporte sao usados e 4 (quatro) funcdes de bases distintas sdo propostas para construir
as funcgdes de forma VNMM 3-D. Sdo elas: a base de Nédélec para elementos de primeira
ordem 3-D, uma func¢do vetorial polinomial de primeira ordem completa, uma fun¢do vetorial
polinomial de primeira ordem livre de divergéncia e uma func¢do vetorial radial.

A base de Nédélec tem sido tradicionalmente utilizada na constru¢do das fungdes de
forma VNMM e, naturalmente, sua aplicacdo € estendida para a andlise 3-D. O contexto e a
motivacdo que levaram a escolha das demais bases polinomiais e da base radial estdo
relacionadas a implementagdo do VNMM com suporte arbitrdrio. O suporte arbitrario é
introduzido no capitulo 4. A contextualizacio e os testes de avaliagdo da qualidade das bases

propostas sao devidamente apresentados no capitulo 6.
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3.1 Aproximacao VNMM 3-D

Dado um conjunto de nés distribuidos no dominio do problema Q em R3e seus limites
0Q. Um vetor unitdrio € associado a cada n6 em direcdes que podem ser predefinidas ou

arbitrarias, conforme mostrado na figura 3.1.

Figura 3.1: Distribuiciio de nés e suas dire¢des vetoriais em um dominio Q em R3.

A aproximacio %" de um dado campo vetorial % no ponto X (x,y, z), pertencente a Q, &
realizada usando um subconjunto arbitrdrio dos nés. Esses nds, chamados nds de suporte, e
suas direcdes associadas serdo usados para construir as fungdes de forma VNMM. Quando Q
€ composto por mais de um material, os nés de suporte devem pertencer a0 mesmo material
ou estar localizados na interface entre os materiais. A aproximacio do campo vetorial %" é

dada por:
n
(0 = ) e, G
i=1

onde n é o nimero de nds de suporte, N; sdo as fung¢des de forma vetoriais e ¢; s@o os

coeficientes da projecdo de %" nas direcdes dos respectivos nés.
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3.2 Base Polinomial de Nédélec

Nesta secao € apresentada a formulagdo matemadtica e a definicdo dos espagos para a
constru¢do das funcdes vetoriais VNMM 3-D com seis nés de suporte. A base do vetor

polinomial € a mesma usada nos elementos de Nédélec do primeiro tipo [18].

3.2.1 Espaco das Fun¢odes de Forma

z

Para a construcdo das funcdes de forma vetoriais ﬁi, ¢ considerado um dominio
Lipschitziano (1, aberto e limitado com uma fronteira regular 9. Os espacos das func¢des

vetoriais H(curl) sao definidos como [19]:

H(curl; Q) ={u € [P |curlu e [L2(2)]® } (3.2)

onde [L?(2)]3 é o espaco de Hilbert de fungdes em R3 que possuem quadrado integrdvel.

Em [18], Nédélec introduz o espaco funcional R*. A familia de elementos de Nédélec do
primeiro tipo em conformidade com o espago H (curl; ) é baseada nos espagos polinomiais

[19]:
Rk = (P_,)’ @ S (3.3)

onde P;,_, é o espaco polinomial de grau k — 1 e a dimensio dos espacos R* é dada por [19]:

dim(Rk) = (k + B)Ek + 2k (3.4)

O espaco auxiliar S¥ é entdio definido como [19]:

3
Sk = [p € [Fﬁk]gzp.x = Zpixl- = o} (3.5)

i=1
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onde X € um ponto dentro do dominio de suporte tal que x; = x, X, =y € X3 = z. Em trés

dimensdes, S tem uma dimensdo igual a k (k + 2).

3.2.2 Construgao das Fun¢des de Forma de Primeira Ordem

Nesta secdo € apresentada a formulacdo matemdtica para a constru¢do das funcdes
vetoriais VNMM com seis nds de suporte. A base do vetor polinomial € a mesma usada nos
elementos de Nédélec do primeiro tipo [18].

Seja p um polindmio de primeiro grau, ou seja, k = 1 em [IP;]3 dado por:

3
bi = Z aijX;, i=123 (3.6)
j=1
A condicdo parap € St é:
3 3

p.-X= Z agx; + Z (agj + aj)xx; = (3.7)

i=1 =1

j>i

Isso leva 2 seguinte condi¢io para os coeficientes da fun¢io polinomial em $*:

a1 =0y, =azz =0

A1 = —0Ap1, 031 = —0Ay3, 3 = —d32 (3.8)

A base de S* obtida escolhendo a; i =1,1=1,2,3, j>ie considerando todos os outros

coeficientes iguais a zero é:

0 z -y
St = (-2 lol lxl) (3.9)
y —-X 0

tal que o espago de Nédélec R! seja dado por:
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5 0 z -y
Rt =(P,)” @ (|- l 0 l lx l) (3.10)
y —X 0
Assim a base do vetor polinomial do elemento de Nédélec do primeiro tipo dado pelo
espago R é:
11 1071 [O 0 z -y
R = ([0] [1] [0 -z I 0 l l x l) (3.11)
0l Lol 11 y —X 0

e a funcdo de forma vetorial para o i-ésimo n6 de suporte é dada por:

. 1 0 0 0 z -y
N; = Bqi |0+ B2i | 1| + B3 |0] + Bai | —Z +,85il 0 l +,86ilx l (3.12)
0 0 1 y —X 0
onde Bj;, comi = 1, ..., 6 sdo os coeficientes a serem encontrados considerando os seis nds

de suporte. Esses coeficientes podem ser obtidos for¢cando que a projecao da i-é€sima fungao
de forma na direcdo do vetor associado ao k-ésimo n6 de suporte sejaigualaumsei = k, e

igual azerose i # k:

N; -t = 6 (3.13)

com:

1 se k=i

O = {O se k#i (3.14)

onde £ € o vetor unitdrio associado ao k-ésimo né e &;; é o delta Kronecker. Se as funcdes de
forma satisfazem a equagao (3.13) é possivel impor diretamente as condi¢cdes de contorno de

Dirichlet e manter a continuidade na interface. Usando as equagdes (3.12) e (3.13) para todos

ﬁi e £, pertencentes ao dominio de suporte, o seguinte sistema de equacdes € obtido:
afB; =L;, i=1..,n (3.15)

onde n é igual a 6 e:
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tix tiy tiz —Zitiy T Yitiz  Zitix — X1tz —Yitix T X1ty
bax oy taz —Zalyy T Voto,  Zalox — Xty  —Yolox + Xty (3.16)

tox tey tez —Zeley T Velezr Zelex — Xelez —Velex T Xoloy

Bi=[Bii Bai Bsi Bai Bsi Beil” (3.17)

0 0 0 0

1 0 0 0

0 1 0 ol , _
’ 07 07 17 07L6_

0 0 0 1

0 0 0 0

onde tyy, tyy € ty, sd0 as componentes do vetor unitdrio do k-€simo n6 de suporte.

(3.18)

S OO O O
_ oo O OO

Ap6s solucionar os sistemas de equacdes (3.15) e, em seguida, substituir os 8; em (3.12),

R
as funcOes de forma N; sdo definidas. Uma vez encontrada a funcido de forma vetorial, a

aproximacio de 1" no ponto X para os seis nés de suporte pode ser obtida fazendo:

6
ih(x) = z N,(X)¢; = Ne, (3.19)
i=1

com:

N:[ﬁl NZ ﬁ3 N4 NS ﬁ6] (3.20)

€1
C2
C3
Ca
Cs
Ce

(3.21)

A figura 3.2 mostra o comportamento das fun¢des dentro de um suporte de referéncia que
forma um tetraedro de dimensdes unitdrias. Observa-se que a projecdo da funcdo de forma
vetorial associada com determinado né € igual a 1 na direcdo deste n6 e perpendicular nas
outras direcdes. Portanto, a funcdo de forma vetorial satisfaz a condi¢do da projecdo forcada

na equacgao (3.13).
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3.3 Base Polinomial de Primeira Ordem Completa

Nesta secdo € apresentada a formulacdo e a definicdo dos espacos para a construciao das
funcdes vetoriais VNMM 3-D com seis nés de suporte e base polinomial completa de
primeira ordem.

A construgio do novo espaco funcional R¥ é baseada no espaco polinomial P
Rk = (P),)3 (3.22)

onde P, € o espaco polinomial de grau k. Assim a base do vetor polinomial de primeira

ordem dado pelo espaco R é:

S LG

e a funcdo de forma vetorial para o i-ésimo n6 de suporte VNMM-3D ¢ dada por:

0
0
x

0
0
y

0
y
0

B 1 0 0 X7 0 0 y 0 0
N; = B1; |0 + B | 1| + B3: |0 +.34i[0 + Bsi | x| + Bei |0 +ﬁ7ilol+ﬁ8i y|+ Boi |0
0 0 1 0 0 X 0 0 y

z 0 [0
+ ﬁloi [Ol + ,3111' z|+ ﬁlZi 0 (3.24)

0 0 | Z
onde ﬁﬁ, comi =1,....,6ej = 1,...,12, s@o os doze coeficientes a serem encontrados

considerando os seis nds de suporte. Da mesma forma que foi apresentado nas equagdes
(3.13) e (3.14), esses coeficientes podem ser obtidos forcando que a projecdo da i-ésima
funcio de forma na direcdo do vetor associado ao k-ésimo né de suporte, &y, seja igual a um
se i = k, eigual a zero se i # k. Considerando todos IVL- e t) pertencentes ao dominio de

suporte, o seguinte sistema de equagdes € obtido:

aB; =L, i=1..,n (325



onde n é igual a 6 e:

tix tiy t1z Xty X1ty
bx tay oz Xoloy Xotyy

tex tey tez Xslex Xeley

X1tz
Xato,

Xelez

Bi =B B2i Psi Bai Bsi

S OO O OoOF

Yitix Yitiy Yiliz  Zitix
Yaltox Yalay Votaz Zatoy

Yelex Yeley Yelez Zslex

Bsi B7i Bsi Boi Bioi Piii

0 0 0 0

1 0 0 0

0 1 ol, _lo|., _
s 0, 0, 1’L5_0,L6_

0 0 0 1

0 0 0 0

_ OO0 O o0
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Zityy  Zqlyy
ZZtZy ZZtZZ (3 26)

Zetey Zelez

Biz2il" (3.27)

(3.28)

onde tyy, tyy € ty, sd0 as componentes do vetor unitdrio do k-€simo né de suporte. Nota-se

que, neste caso, tém-se 12 incdgnitas para 6 equagdes. Soluciona-se, entdo, a equacdo linear

dada por (3.25) minimizando o valor da norma |af — L | de tal forma que, existindo varias

solugdes, toma-se a solu¢do que minimiza a norma de f3.

3.4 Base Polinomial de Primeira Ordem Incompleta

Nesta secdo € apresentada a formulacdo e a definicdo dos espacos para a construciao das

funcdes vetoriais VNMM 3-D com seis nés de suporte e base polinomial incompleta de

primeira ordem.

A construcdo do novo espaco funcional R¥ é baseada nos espagos polinomiais:

= (]Fk—1)3 @ s*

(3.29)

onde P},_ é o espaco polinomial de grau k — 1 e o espaco auxiliar ¥ é definido como:

(3.30)
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Seja p um polindmio de primeiro grau, ou seja, k = 1em [f”l]3definid0 por:

3
p; = Z aix; . i=123 (331
=1

A condigdo para p € St é:

3 3
p.X = z Z a;jX; X; = z Cll'in-z = 0. (3.32)

Isso leva a seguinte condicdo para os coeficientes da fungdo polinomial em S*:
all = azz == a33 == O. (3.33)

A base de S* obtida escolhendo a; i =1,4,j=1,2,3,i # j e considerando todos os outros

coeficientes iguais a zero €:

CHHEHRE

Voltando 2 equagdo (3.29), a base do vetor polinomial de primeira ordem incompleta R*

pode ser definida como:

o [ BB GBS BIE e

e a funcdo de forma vetorial para o i-ésimo n6 de suporte VNMM-3D ¢ dada por:

0
0
y

B 1 0 0 0 0
N; = B1i |0 + B2i | 1| + B3i [0 + Bai [x| + Bsi | O] ---
0 0 1 0 X
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0
0
y

y z 0
+Bei [Ol + B7i + Bsi Iol + Bo; Z] (3.36)
0 0 0

onde Bj;, com i =1,...,6ej = 1,...,9, sdo os nove coeficientes a serem encontrados

considerando os seis nds de suporte. Da mesma forma que foi apresentado nas equagdes
(3.13) e (3.14), esses coeficientes podem ser obtidos forcando que a projecdo da i-ésima

funcdo de forma na dire¢iio do vetor associado ao k-ésimo né de suporte, £y, seja igual a um

se i = k, eigual a zero se i # k. Considerando todos N; e ), pertencentes ao dominio de

suporte, o seguinte sistema de equagdes € obtido:
aﬁi = Li' i=1,..,n (337)
onde n é igual a 6, L; € o vetor dado em (3.28) e:

tix tly t12 xltly X1t1z Vitix Vitiz Z1tix thly
lax T2y T2z Xalay Xalaz YVolox Yalaz Zalox  Zolyy, (3.38)

tex ley tez Xeley Xelez Yolox Yoloz Zelex Zslsy

B: = [B1i Bai Bai Bai Bsi Bsi Bri Bsi Poil” (3.39)

onde tyy, ty € ty, sd0 as componentes do vetor unitdrio do k-€simo né de suporte. Nota-
se que, neste caso, tém-se 9 incégnitas para 6 equagdes. Soluciona-se, entdo, a equacao linear
dada por af = L minimizando o valor da norma |af — L | de tal forma que, existindo varias

solugdes, toma-se a solu¢do que minimiza a norma de f3.
3.5 Base Radial

Nesta secdo € apresentada a formulacdo e a definicdo dos espacos para a construcao das
funcdes vetoriais VNMM 3-D com seis nds de suporte e base radial.
As funcdes de base radial, Radial Basis Function (RBF), sao amplamente utilizadas em

métodos sem malha. Neste trabalho, sdo implementadas dois tipos de RBF para composi¢ao
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da base do VNMM 3-D: a fungdo radial gaussiana (EXP) e a fun¢do multiquadrica (MQ)

definidas, respectivamente, em [20]:

—ar? —ar?
Ri:e ary ; Rik:e arik

Ri=(?+a®)"; Ry = (5 +a?)1

(3.40)

(3.41)

onde a e q sdao chamados de parametro de forma que controlam a taxa de decaimento da RBF.

As varidveis 1; e 1y, sdo, respectivamente, a distancia entre o ponto de interesse X (x,y,2) e o

né de suporte n; (x;,¥;,2;) e, a distdncia entre um né de suporte ny (Xx, Vi, Zx) € 0 nd

n; (X, ¥i, Z), ou seja:

n=J@-x)*+ O -y)*+(z—z)? (3.42)
Tiie = Gt — %)% + (e — y)? + (21 — 2,)? (3.43)
O novo espaco funcional § baseado nas fun¢des RBF pode ser construido fazendo:
R; 0 0
S={o R; 01) (3.44)
0 0 R;
e a funcdo de forma vetorial para o i-ésimo n6 de suporte VNMM-3D ¢ dada por:
B R; 0 0
N;y =B [0 |+ Bai |Ri| + B3| O (3.45)
0 0 R;
onde fBj;, comi = 1,...,6 ej = 1,..., 3, sdo os trés coeficientes a serem encontrados para

cada um dos seis nds de suporte. Esses coeficientes podem ser obtidos for¢cando que a

projecdo da i-ésima fun¢do de forma na dire¢do do vetor associado ao k-ésimo né de suporte,

Ny, (X, Vi, Zx), sejaigualaumse i = k, eigual azerosei # k:
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Nip -t = 65 (3.46)
com:
. Rik 0 0
Nig = B1i| 0 |+ Bai |Rix| + B3i| O (3.47)
0 0 Rik

onde £, é o vetor unitdrio associado ao k-ésimo né e 8§;; é o delta Kronecker. Para cada Ny e

t, pertencentes ao dominio de suporte, o seguinte sistema de equacdes é obtido:
a;Bj; =1L, i=1,..,n (3.48)
onde n é igual a 6, L; € o vetor dado em (3.28) e:

Rijtix  Rirtiy Rjty,

Riztox  Rigtzy Rigty,

a; = (3.49)

Ristex Ristey Rigts;
Bi= 1B Bz Bail” (3.50)

onde tyy, tiy € ty, sdo as componentes do vetor unitdrio do k-€simo né de suporte. Obtidos
os coeficientes fj;, esses sdo usados em (3.45) para obtengdo fungdo de forma vetorial para o

i-ésimo no6 de suporte.
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Capitulo 4

O Suporte Arbitrario

Este capitulo dedica-se a apresentar as estratégias utilizadas para a escolha e a
implementacdo de um suporte arbitrdrio para a construcdo das funcdes de forma VNMM
apresentadas no capitulo 3.

Os nés de suporte sdo aqueles que participam da aproximacio local do campo vetorial 7"
em cada ponto de interesse X, conforme (3.1). Nas implementacdes em 2-D, o suporte €
predeterminado por uma estrutura de dados ou uma subdivisdo planar [15]. Seguindo o
mesmo principio o VNMM 3-D trabalha, inicialmente, com uma subdivisdo regular de nds
cujos seis nés de cada dominio de suporte e suas respectivas dire¢des vetoriais sdo
previamente conhecidos. Trabalhar com um suporte previamente conhecido economiza custo
computacional ao ndo depender de estratégias e algoritmos de busca e selecdo dos nds de
suporte. Essa estratégia € vantajosa e interessante de ser utilizada na solu¢do de problemas
estaticos. No entanto, a possiblidade de se trabalhar com ndés escolhidos arbitrariamente
elimina a dependéncia de uma subdivisdo preliminar, proporciona mais versatilidade ao
método e abre portas a sua utilizacdo na aproximacdo de problemas que envolvam
movimento.

Os métodos sem malha t€ém sido amplamente utilizados na modelagem de dispositivos
moveis ou com condi¢des geométricas variantes no tempo [21]. Nesses métodos, uma nuvem
de nés, sem relacdes de conectividade, € espalhada sobre o dominio do problema e suas
fronteiras fornecendo ajustes mais facilitados em interfaces méveis quando comparados aos
métodos baseados em malha. O movimento pode ser facilmente implementado pois nao ha
necessidade de gerar um novo conjunto de nés para cada nova posi¢ao ou usar algoritmos
especiais para conectar a parte fixa com a parte mével.

No contexto do VNMM, a escolha dos nds de suporte proximos a interface mével deve ser
arbitraria de tal forma que permita uma aproximacio adequada do campo %" nesta regido

dispensando o uso de técnicas especificas para se levar em conta 0 movimento.
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Para obter um suporte arbitrario, uma kd-tree [22] em trés dimensdes foi construida e um
algoritmo de busca e selecio dos nds do dominio de suporte da funcdo de forma foi
implementado. Este algoritmo escolhe os seis nds mais proximos de um dado ponto de
integracdo X para participarem da aproximacao local. A secdo 4.1 apresenta os detalhes de
constru¢do da kd-tree e as rotinas computacionais implementadas para a escolha adequada
dos nés de suporte.

Em seguida, na secdo 4.2, sdo levantadas as condi¢des necessdrias para se construir as
funcdes de forma VNMM utilizando o suporte arbitrario. Sao introduzidas duas técnicas que
adicionam restri¢des na escolha dos nés de suporte e suas devidas rotinas computacionais.

Os resultados dos testes de aproximacao utilizando um suporte arbitrario sdo devidamente

apresentados no capitulo 6.

4.1 Construcao da kd-tree e do Algoritmo de Busca

Uma kd-tree é uma estrutura de dados bindria que particiona recursivamente um espaco de
dimensdo k [22]. Originalmente, em um espacgo tridimensional ter-se-ia uma 3d-tree. No
entanto, na literatura é mais comum referir-se a essa arvore bindria 3-D como uma kd-tree
tridimensional [23].

O processo de construg@o desta drvore consiste em dividir um conjunto P de n pontos em
subconjuntos. Seja um conjunto P definido por um prisma retangular de dimensdes
[x:x'] X [y:¥'] X [2:2'], um ponto X = (X,,X,,X,) se encontra dentro deste prisma se e

somente se:
Xy € [x:x], x, €[y:y']ex, € [2:2] 4.1)

Logo uma busca em um intervalo retangular tridimensional é composta por trés buscas
unidimensionais, uma em cada coordenada.

Considera-se, portanto, a seguinte definicdo geral recursiva da arvore de pesquisa bindria:
o conjunto de pontos unidimensionais € dividido em dois subconjuntos de tamanhos
aproximadamente iguais; um subconjunto contém os pontos menores ou iguais ao valor de

divisdo, o outro subconjunto contém os pontos maiores que o valor de divisdo. O valor de
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divisdo € armazenado na raiz, e os dois subconjuntos sdo armazenados recursivamente nas
duas subarvores [23].

Em um espaco tridimensional a divisao € feita de acordo com os planos ou superficies. A
ordem em que as divisdes sao feitas depende da escolha da mediana, ou seja, define-se um
plano inicial, geralmente localizado paralelamente a um dos eixos de coordenadas. O processo
€ o seguinte: na raiz, divide-se o conjunto P em dois subconjuntos de tamanhos
aproximadamente iguais através de um plano localizado em um valor x constante dado por
Xm- O plano de divisdo é armazenado na raiz. O subconjunto de pontos com valores de x
menores ou iguais a x,,, definido por X,,, € armazenado no ramo esquerdo da 4rvore, e o
subconjunto com valores de x maiores que x,, € armazenado no ramo direito da 4rvore. O
ramo esquerdo da raiz € dividido em dois subconjuntos com um plano em y constante dado
por y,; os pontos ficam agora armazenados na subérvore esquerda do ramo esquerdo, € na
subdrvore direita do ramo esquerdo a depender da posi¢dao que se encontram em relagao a 'y, .
O préprio ramo esquerdo armazena o plano de divisdo. O mesmo procedimento € feito no
ramo direito. Cada ramo gerado da ultima divisdo é dividido em dois subconjuntos com um
plano em z constante dado por z,. Em suma, divide-se pela coordenada x, depois pela
coordenada y, depois pela coordenada z, novamente pela coordenada x e assim por diante. A
recursdo finaliza quando resta apenas um ponto, que € entdo armazenado em uma folha da
arvore.

Pode-se construir uma kd-tree com o procedimento recursivo descrito no quadro 4.1. Esse
procedimento tem dois parametros: um conjunto de pontos € um ndmero inteiro. O primeiro
parametro é o conjunto para o qual queremos construir a kd-tree; inicialmente, esse é o
conjunto P. O segundo parametro é a profundidade (depth) da recursdo. Esse parametro
determina em qual plano deve-se dividir e seu valor inicial é zero. O procedimento retorna a
raiz da kd-tree.

O algoritmo usa a convencdo de que o ponto na face de divisao — aquele que determina a
coordenada mediana — pertence ao subconjunto dos valores menores ou iguais a mediana.
Assim a mediana escolhida entre dois valores é sempre a menor deles, o que garante que o
algoritmo seja concluido.

A figura 4.1 apresenta um caso de uma arvore 3-D que divide o espaco usando planos
paralelos aos planos principais do sistema de coordenadas e a sua drvore bindria

correspondente.
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Rotina: BUILDKDTREE: Constroi kd-tree 3-D

Entradas: conjunto de pontos P, profundidade atual (depth)

Saidas: A raiz de uma kd-tree que armazena P

1. if P contiver apenas um ponto

2 return uma folha que armazena esse ponto;

3. else if resto (depth/3) = 0

4 Divida P em dois subconjuntos com um plano S passando pela
coordenada x mediana (x,) dos pontos em P. Seja Pl o
subconjunto de pontos no plano S e no volume x,, e seja P2 o
subconjunto de pontos no volume x;.

5. else if depth = resto (depth/3) =1

6. Divida P em dois subconjuntos com um plano S passando pela
coordenada y mediana (y,,) dos pontos em P. Seja Pl o
subconjunto de pontos no plano S e no volume y,, e seja P2 o
subconjunto de pontos no volume y,;

7. else

8. Divida P em dois subconjuntos com um plano S passando pela
coordenada z mediana (z,) dos pontos em P. Seja Pl o
subconjunto de pontos no plano S e no volume z,, e seja P2 o
subconjunto de pontos no volume z;,

9. end if

10. v_left < BUILDKDTREE(P1, depth+1)

11. v_right < BUILDKDTREE(P2, depth+1)

12. Crie um né v armazenando S, faga v_ left o ramo esquerdo de v e faca v_
right o ramo direito de v.

13. returnv

Quadro 4.1: Pseudocddigo para construcio da kd-tree 3-D

Avaliando-se o custo computacional para a construcio de uma kd-tree tridimensional
pode-se afirmar que a etapa mais cara € encontrar o plano de divisao pois esta € realizada a
cada chamada recursiva. J4 a localizagdo da mediana pode ser feita em tempo linear. Uma
abordagem interessante € pré-classificar o conjunto de pontos nas coordenadas x, y e z. O
conjunto de parametros P € agora passado para o procedimento na forma de trés listas
classificadas, uma para cada coordenada. Dadas as trés listas ordenadas, é facil encontrar a
mediana da coordenada em tempo linear. Portanto, o tempo de constru¢do T(n) satisfaz a

recorréncia [23]:
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(a) (b)

Figura 4.1: Construcdo de uma kd-tree tridimensional: (a) subdivisdes no volume; (b) drvore

bindria correspondente.

0(1)sen=1

T(n) = O(n) + 3T ([%Dse n>1

4.2)

o que resulta em O(nlogn). Esse limite inclui o tempo que gastamos para pré-classificar os
pontos nas coordenadas x, y e z.

Para limitar a quantidade de armazenamento, observamos que cada folha na kd-tree
armazena um ponto distinto de P. Portanto, hd n folhas. Como uma kd-tree é uma arvore
bindria e cada folha e né interno usa armazenamento O (1), isso implica que a quantidade total
de armazenamento € O(n). Concluindo, uma kd-tree para um conjunto de n pontos usa
armazenamento O (n) e pode ser construida em tempo O(nlogn).

O algoritmo de busca na drvore kd-tree baseia-se na distdncia Euclidiana para obter a
menor distancia entre o ponto de interesse X € um dado né na drvore. O processo € executado
até que os k vizinhos mais préximos sejam encontrados. Um pseudocddigo para essa rotina
pode ser visto no quadro 4.2.

O processo de busca inicia-se definindo o melhor caminho de busca na arvore conforme a
localizacdo do ponto de interesse. Ou seja, se a coordenada do ponto de interesse for menor
ou igual ao valor da dimensdo ou do eixo de divisdo, ele ird para a subdrvore esquerda e, caso
contrério, ele ird para a subarvore direita. Esse processo se repete até que o ultimo n6 seja um
né folha. Atualiza-se o né repetidamente até encontrar o né mais préximo do ponto de

interesse de acordo com o caminho de busca.
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Rotina: KNNKDTREE: Busca na kd-tree vizinhos mais préximos de x

Entradas: a raiz da kd-tree v, o ponto de interesse X, o niimero de vizinhos

desejado k; a regido de busca R

Saidas: Os nds vizinhos mais proximos do ponto de interesse best_nodes

1. Inicializa na primeira chamada da fung¢ao:
number_of _neighbors=0; R =1;
if o né atual for uma folha
return o resultado atual ou o né armazenado em v (R);
end if
if o n6 atual nio for uma folha
if o ponto estd a esquerda da dimensdo de divisdo
KNNKDTREE (0, x, &, v_Ileft (R));
else
KNNKDTREE (0, X, k, v_right (R));
end if
. end if

© @ N R WD

P—
D=2

. while number_of _neighbors < k ou a menor distincia atual for menor que
o limite da regido de busca

13. dist (R) = calcula distancia entre X e v (R)

14. if dist (best_node) > dist (R)

15. number_of _neighbors = number_of _neighbors + 1

16. best_nodes (number_of _neighbors) = v (R)

17. end if

18. end while

19. return best_nodes

Quadro 4.2: Pseudocddigo para busca dos k vizinhos de X na kd-tree

No contexto do método VNMM o espago a ser particionado pela kd-tree é o dominio ()
onde todos os nds e seus vetores unitdrios estdo distribuidos no seu interior e nas fronteiras.
Dado um ponto de integracdo X € (), deseja-se encontrar os seis nds de suporte que irdo
participar da aproximacdo local. A estratégia mais natural implica em procurar os seis nds
mais proéximos de cada ponto de integracdo e usd-los para computar a funcao de forma. Essa

busca deve, portanto, ser realizada em cada ponto de integracao.
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A estrutura completa do algoritmo estd representada na figura 4.2 e consiste basicamente
em duas etapas: construir as arvores e fazer as buscas dos seis nds a cada ponto de integragao.
Construir a arvore precisa ser feito apenas uma vez com o custo O(nlogn) e os pontos em
um intervalo de busca podem ser obtidos em tempo O(mlogn), onde m é o nimero de
pontos de integracao.

Vale ressaltar que ao fazer a integracdo numérica da forma fraca VNMM, as caracteristicas
do material devem ser conhecidas no ponto de integragcdo. Isso € importante para garantir a
continuidade das fun¢des de forma entre os diferentes materiais, o que implica que todos os
nds contidos em um dominio de influéncia devem pertencer a uma regido unica. Em outras
palavras, as func¢des de forma em uma regido nao devem se sobrepor as funcdes de forma em
outras regides, de modo que cada regido deve manter uma kd-tree de seus nds. Em seguida, o
algoritmo de varredura itera sobre a grade de integracdo e fornece a regido que contém o
ponto de integracdo atual. Com essas informacdes em maos, sabe-se onde a busca por
vizinhos deve ser realizada e também se as propriedades corretas do material serdo utilizadas
na montagem das contribui¢des locais. A figura 4.2 considera a situa¢do na qual cada regido

necessita da constru¢ao de uma arvore.

Construcio da 3-D tree

v

Ponto de Integracio

7 / ~
~ ~
e / ~
s v Sa
LR B |
3d-tree 3d-tree 3d-tree
Regido | Regido 2 Regido p
~ \ ~
~ ~
~ x -
b y 4

Algoritmo de Busca

!

Dominio de Suporte

Figura 4.2: Esquema do algoritmo e uso da estrutura de dados.
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A titulo de ilustracdo, em uma aproximacdo VNMM 3-D considera-se n nds € seus vetores
unitarios espalhados aleatoriamente em um dominio (). Insere-se, arbitrariamente, um ponto
x € (). Na figura 4.3 € possivel ver o resultado do algoritmo de busca dos seis ndés mais
préoximos do ponto X. Os nés selecionados para contribuir no dominio de suporte da funcio de
forma estdo representados em vermelho enquanto os demais nés do dominio () estdo em azul.
Nota-se que nao hé a representacdo dos vetores unitarios associados aos devidos nés uma vez
que essa informag¢do ndo € necessdria no procedimento de busca de vizinhos mais préximos,

ou seja, apenas a localiza¢@o dos n6s € considerada.

~ 5 N
(a) (b)
“. ° 6 4
1

y
(©
Figura 4.3: Representacdo da busca pelos seis nds vizinhos mais préximos ao ponto X com

visualizagdo no plano (a) xy, (b) xz e (c) yz
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4.2 Estratégias para Aproximacdo VNMM com Suporte

Arbitrario

Dados os seis nés mais proximos de um dado ponto de integracdo X, estes sdo os nds de
suporte que participardo da construgdo das fun¢des de forma N;. Aplica-se, naturalmente, esse

suporte arbitrario a funcao de forma IVL-, dada em (3.12), construida utilizando a base do vetor

polinomial do elemento de Nédélec do primeiro tipo.

No entanto, para a constru¢do das func¢des de forma ﬁi € necessdrio a obtencdo dos
coeficientes f8; que sdo encontrados apds a solugdo do sistema linear dado por (3.15). Com o
uso do suporte arbitrdrio, surgem alguns casos de singularidade e mau condicionamento da
matriz &, dada em (3.16), inviabilizando a obten¢do dos coeficientes necessarios a constru¢ao
da fun¢do de forma.

Dentre as opgdes para se fazer o tratamento da singularidade estdo: uma transformagao
geométrica 3-D, a inclusdo de restri¢des na escolha dos nés de suporte ou o uso de estratégias
algébricas que implicariam em alteragdes na base da fun¢ao de forma.

A transformacdo geométrica consiste em levar o dominio de suporte a origem do sistema
de coordenadas e, em seguida, gird-lo em torno da origem. Esse recurso foi utilizado com
sucesso para tratar um problema de singularidade em 2-D, no caso especifico em que as
coordenadas dos quatro nds de suporte se repetem sequencialmente [15]. Apesar de nao ter
sido observado nenhum padrao geométrico nos dominios de suporte com singularidade, a
transformacgdo geométrica foi construida para a aplicacdo em 3-D. Essa estratégia, no entanto,
nio foi bem sucedida no tratamento da singularidade para este caso. Os detalhes da
constru¢do da transformagao geométrica 3-D estdo devidamente apresentados no Apéndice B
deste texto caso seja necessdrio implementéd-la em outra situagdo futura.

Para a inclusdo de restri¢des na escolha dos nds de suporte duas estratégias sdo propostas:
uma delas corrige o posto da matriz singular e, a outra identifica a dependéncia linear
mediante uma decomposi¢cdo QR. Ambas envolvem a escolha de novos nds para compor o
dominio suporte apds a exclusdao daqueles que causam a dependéncia linear ou o problema de
posto. Essas técnicas apresentadas corrigem as singularidades e melhoram o condicionamento
da matriz @ garantindo menores erros na aproximacao numérica. Os detalhes de construcio e

implementacdo computacional dessas técnicas sdo apresentadas nas se¢des 4.2.1 e 4.2.2.
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A estratégia algébrica consiste em inserir mais termos na base da funcdo de forma
reconstruindo-a através de uma base polinomial de primeira ordem completa. Trata-se,
portanto, da funcdo de forma construida no capitulo 3 e dada pela equagdo (3.24). A inser¢ao
dos novos termos na base melhora o condicionamento da matriz & e elimina os casos de
singularidade anteriormente observados utilizando a base de Nédélec. A vantagem do uso da
estratégia algébrica € que esta dispensa o uso das rotinas computacionais de restricdo de
escolha dos ndés de suporte que aumentam o custo computacional para a obten¢do da fungdo
de forma.

As outras duas funcdes de forma montadas no capitulo 3 — com base polinomial de
primeira ordem incompleta e com base radial — foram propostas em um contexto que busca
reduzir os erros de aproximagdo do rotacional quando o suporte arbitrdrio € utilizado em
conjunto com as estratégias anteriores. A funcdo com base polinomial incompleta elimina da
base polinomial completa justamente os termos que ndo geram rotacionais. J4 a funcao de
forma com base radial tem sido amplamente utilizada em métodos sem malha, associadas ou
ndo a funcdes polinomiais, para melhorar o condicionamento das fun¢des de forma e alcangar

resultados mais precisos [20].

4.2.1 Correcao Incremental via Monitoramento de Posto

Para remover a dependéncia linear e a consequente singularidade da matriz a,
implementou-se uma rotina para monitoramento e corre¢ao do seu posto, quando necessario.
Essa rotina € apresentada nesta secao.

A matriz a quando ndo € singular apresenta posto igual a seis. A manutencdo de um posto
igual a seis acrescenta uma restri¢do na escolha dos seis nds de suporte da funcio de forma. A
busca pelos nds de suporte continua sendo feita com o auxilio da kd-tree porém o conjunto de
seis nds de suporte deve, necessariamente, gerar uma matriz @ com posto seis. Para isso, a
busca dos nos € feita de maneira incremental, ou seja, inicia-se com dois nds, testa-se o posto
dois, acrescenta-se outro nd, testa-se o posto trés e assim por diante até alcangar o posto seis
com seis nds. Quando algum né incrementado ndo passa no teste de posto, ele € eliminado do
conjunto de nds e retorna-se ao algoritmo de busca. Um pseudocddigo para essa rotina €

apresentado a seguir:
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Algoritmo: Selecdo de nds com correcdo de posto
Entradas: dados dos nés, coordenadas do ponto X, a raiz da kd-tree v
Saidas: matriz alfa, noés do suporte
1. posto=1;
2. n_eliminados = 0;
3. lista_eliminados = @;
4. while posto < 6
5. k = posto + n_eliminados + 1;
6. lista_nés = KNNKDTREE (v, x, k);
7. nds do suporte = lista_nds - lista_eliminados;
8. matriz alfa (dados dos nos (nds do suporte));
9. posto_novo = rank (matriz alfa);
10. if posto_novo > posto
11. pOsto = posto_novo;
12. else
13. né_eliminado = dltimo ndé da lista_nos;
14. lista_eliminados = lista_eliminados U né_eliminado;
15. n_eliminados = n_eliminados + 1;
16. end if
17. end while

Quadro 4.3: Pseudocddigo para selecdo de ndés com corre¢do incremental de posto

onde KNNKDTREE representa a fungdo que chama o algoritmo de busca e rank é a fungao

que fornece o niimero de posto da matriz.

4.2.2 Corregao via Decomposi¢ao QR

Nesta secdo apresenta-se outra forma de se eliminar os nds que causam dependéncia linear
na matriz @. A proposta parte do principio que cada linha da matriz a estd diretamente
relacionada a um né de suporte conforme verifica-se em (3.16). Neste sentido ao se identificar
as linhas que sdo linearmente dependentes pode-se eliminar do suporte 0s nds que geram a

dependéncia linear. Um pseudocddigo para essa rotina € apresentado a seguir:
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Algoritmo: Selecdo de nés com corre¢do por decomposi¢do QR
Entradas: dados dos nés, coordenadas do ponto X, a raiz da kd-tree v
Saidas: matriz alfa, noés do suporte

1. tamanho_alfa =5;

2. n_eliminados = 0;

3. lista_eliminados = @;

4. while tamanho_alfa < 6

5. k = n_eliminados + 6;

6. lista_nés = KNNKDTREE (v, x, k);

7. nds do suporte = lista_nds - lista_eliminados;

8. matriz alfa (dados dos nos (nds do suporte));

9. [alfa_nova, linhas_eliminadas] = licols (matriz altaT);

10. tamanho_alfa = size (alfa_nova);

11. nd_eliminado = lista_nds (linhas_eliminadas);

12. lista_eliminados = lista_eliminados U né_eliminado;

13. n_eliminados = n_eliminados + 1;

14. end while

Quadro 4.4: Pseudocddigo para selecdo de nés com corre¢ao de dependéncia linear via

decomposi¢cdo QR

onde KNNKDTREE representa a fungao que chama o algoritmo de busca e licols € a fungdo
que identifica as colunas linearmente dependentes. Essa func¢do utiliza uma decomposi¢do QR
para identificar a dependéncia linear. Observe que a matriz @ deve ser transposta ao ser
passada para funcao licols tal que o efeito seja, de fato, a eliminacdo das linhas linearmente
dependentes e nao das colunas.

Basicamente, a decomposicio QR obtém uma decomposicio da matriz a’, de tamanho 6 x
6, em forma de bloco tal que a’ E = QR, onde E é uma matriz de permutacio de coluna e R é
uma matriz triangular superior 6 x 6 com diagonais decrescentes ndo nulas. Valores muito
pequenos das diagonais de R, geralmente na ordem de 10719 vezes o valor m4ximo, indicam
a presenca de colunas linearmente dependentes. Tomando-se, portanto, os valores das
diagonais de R e a ordenagdo de permutacdo dada por E € possivel identificar, de uma tnica

vez, todas as colunas de a’ que sdo linearmente dependentes.
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Capitulo 5

Formula¢des dos Problemas

Um problema de valor de contorno € governado por uma equacao diferencial e pelas suas
condi¢des de contorno definindo, assim, a sua formulacdo forte. Para solucionar
numericamente um problema desta natureza, vdrios métodos numéricos t€m sido
desenvolvidos, dentre eles, o Método Sem Malha Nodal Vetorial que se concentra na
aproximacao de campos vetoriais. A solu¢do de um problema vetorial através do Método Sem
Malha Vetorial Nodal envolve a obten¢do de uma formulagdo variacional ou forma fraca do
problema. Em seguida, a aproximagdo pode ser obtida pelo método de Galerkin, quando um
sistema de equagdes discreto para a solucdo numérica do problema é desenvolvido.

Neste capitulo sao apresentadas as formulagdes para a solu¢cao numérica de dois diferentes
problemas eletromagnéticos: problema de autovalor e problema magnetostdtico. Ambas
formulacdes sdo usadas na obtencdo dos resultados apresentados no capitulo 6 deste texto.
Além disso, hd uma sec¢do dedicada a apresentar o método de regularizagdo delta usado na
formulacdo magnetostatica. Por fim, as condi¢des de contorno periddicas sdo introduzidas

para uso no VNMM e sua validacdo € feita no capitulo 6.
5.1 Problema de Autovalor

Considera-se o dominio tridimensional (), apresentado na figura 5.1, preenchido com ar e
cujas paredes sao condutoras elétricas perfeitas (CEP) onde: Héo campo magnético dado em
(ampere/metro), Eéo campo elétrico dado em (volt/metro), uo € a permeabilidade magnética
do véicuo dada em (henry/metro), &, € a permissividade elétrica do vicuo dada em
(farad/metro), f ¢ a densidade de corrente dada em (ampere/metro?), o € a condutividade do

material dada em (siemens/metro), e w € a frequéncia angular dada em (radianos/segundo).
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Figura 5.1: Dominio tridimensional com suas fronteiras, caracteristicas dos materiais e fontes
=
de corrente. Iy representa a fronteiras de Dirichlet para o campo E'.

Para modelagem matematica do problema tomam-se as Equagdes de Maxwell para campos
harmodnicos no dominio da frequéncia apresentadas no apéndice A e substitui-se a relagao
(A.16) na equacgdo (A.11):

VXE=—jouH (5.1)

Tomando o rotacional em ambos lados da equacao (5.1):

Vx (VX E)=—jouV x H (5.2)

Substituindo V x H pelas equagdes (A.12) e (A.15):

v x(Vx E) = w2ugeoE — joopy] (5.3)

S
Considerando que a condutividade elétrica é nula no interior do dominio (1, e J, a

densidade de corrente também € nula, obtém-se:

Vx(VXE)—k3E=0 (5.4)

onde ky = w+/UoEp-
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As fronteiras do dominio I}, sdo paredes condutoras elétricas perfeitas o que significa que

as componentes tangenciais do campo E sao nulas sobre estas fronteiras, isto €, a seguinte
condicdo de contorno se aplica:

AXE=0emT, (5.5)

onde 7 € o vetor unitdario normal a fronteira do dominio.

5.1.1 Forma Forte

Considerando a equacdo governante dada por (5.4) e a condicdo de contorno definida em

(5.5) pode-se enunciar a forma forte deste problema de valor de contorno. Determinar os
autovalores 1 = kZ tal que satisfaca:

E)—Afza em ()

vVx(V .
AxXE = em Fg

X
0
5.1.2 Forma Fraca

Para a solu¢do do problema pelo Método Sem Malha Vetorial Nodal € necesséario obter a

forma fraca ou forma variacional do problema. Portanto, sejam § e U o espaco de fungdes

admissiveis e de teste, respectivamente, definidos da seguinte maneira:

S = {§|E € H(curl),n x E =0, VX € Fg},

Uu= {13|I3 € H(curl),n X F=0, VX € Fg}, (5.7

tal que H(curl) = {1 € [L2(2)]® |V x U € [L>(22)]3 } representa o espaco no qual as

funcdes e seus rotacionais possuem derivada primeira com quadrado integrdvel no dominio
relacionado.
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Utiliza-se a seguir o método de residuos ponderados, assumindo que E € uma solucdo

aproximada do problema, tal que a integral do residuo da equagdo (5.4) em todo dominio

ponderado pela fungdo de teste F seja nula:

f(vX(vXE)—AE)-ﬁdgzo VF€EU (58)
Q

que pode ser reescrita como:

f(vXVxF:)-ﬁdn—fAE-ﬁdQ=o VFeU (59
Q Q

Aplicando o teorema de Green vetorial na primeira integral da equacdo (5.9) e apods

algumas manipulacdes vetoriais tem-se:

f(vXﬁ)-(vXE)dQ—fAﬁ-Edn— foﬁ-(ﬁxF")dl“zo VF €U (5.10)
Q Q Ty

Mas A X F = 0 em Iy, logo:

f(vXﬁ)-(VxE)dQ—fAﬁ-Edgzo VEeU (5.11)
Q Q

Portanto, a forma fraca para o problema vetorial harmdnico no tempo descrito pela
equacdo (5.6) é expressa como:
Dados pug, €5, w € F , determinar os autovalores A = kZ tal que o campo elétrico Ee

H(curl, Q):

f(vXﬁ)-(VxE)dn—fAﬁ-EdQ=o VFeU (5.12)
Q Q
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5.1.3 Método de Galerkin

Seja H(curl)" um subconjunto de H(curl), ou seja, H(curD" c H(curl), e E" a
aproximacdo para o campo elétrico E tal que EteH (curl)™. Considera-se ainda uma
aproximacdo para funcdo teste tal que F" € H(curl)". Sejam, entdo, S" e U" o espaco de

funcdes admissiveis e de teste, respectivamente, definidos da seguinte maneira [24]:

Shz{Eh|Eh€H(curl)h,ﬁx§h=6, VxEl"g},

UM = {F"|F" € H(curD" A x F' =0,  vx€T,}. (5.13)

Portanto, (5.12) pode ser escrita como:

f(vXﬁh)-(vXEh)dQ—fzﬁh-ﬁhdnzo v Er e Ut (5.14)
Q Q

As aproximacgdes E" e F" sio dadas pela funcdo admissivel e pela fungdo teste

apresentadas pela equacio (3.1), onde a funcdo vetorial U é substituida por E,F tal como se

segue:

B0 = ) M,

') = ) Kod;, (5.15)
=1

onde m € o nimero de nés no dominio , N; € a fun¢do de forma vetorial do i-ésimo né, c¢; €
=

o coeficiente da projecdo de E" na direcdo do i-ésimo no e, d; € o coeficiente da proje¢do de

F™ na diregdo do j-ésimo né.

Se EM e F" das equacdes (5.15) forem substituidos na equagdo (5.14), obtém-se:
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m m m
fﬂv x Zdej : (v x Zﬁ"ci) o — fﬂa Zde,- <z ]Vl-ci) =0 (516
j 1 i=1

Isola-se o termo comum Z}"zl d; em todas as parcelas da equagdo (5.16) obtendo-se:

m m m
Zd]- ijIV,--<V><ZIVici> dQ—jAN}(Zﬁici)dQ —0 (517
j:l Q i=1 Q i=1
Reorganizando e isolando também o somatério ). ; tem-se:
m m
Zdj {Z jVX]Vj (VX Nic) dQ—fAIV}ﬁicidQl} —0 (5.18)
=1 \i= e Q

Para que a equagfo (5.18) seja verdadeira para todo e qualquer d;, todo o contetddo dentro

da chave { } deve ser igual a zero. Portanto:

>

=

fﬂv x N; - (V x Nic;) dQ — fﬂ,l ﬁjﬁicidnl =0 (5.19)
assim,
fﬂv x N; - (V x Nic;) dQ = Afﬂ NNicidQ,  parai,j =1,..,m. (5.20)
A equacdo (5.20) pode ser desmembrada da seguinte forma:

Kij=fVX1V}'VXﬁidQ
Q

(5.21)

=
|
S
=l
=2l
Q.
=
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obtendo-se:

KijCi = AMijCi l,] =1,...m (522)

A equagdo (5.22) remete a um sistema discreto de equacdes lineares onde m é o nimero
total de nds pertencentes ao dominio (). Logo, a equagdo (5.22) pode ser generalizada de

modo que:
(K—AM)v=0 (5.23)

onde A = kg sdo os autovalores, K €é a matriz rigidez, M é a matriz massa, ambas matrizes
simétricas de tamanho m X m, v é um vetor coluna de tamanho m com os valores dos

autovetores desconhecidos.

5.2 Problema Magnetostatico

A modelagem magnetostdtica de um dispositivo eletromagnético pode ser obtida a partir
das equacdes de Maxwell sempre que os efeitos da variagdo do tempo % possam ser
desprezados nas equagdes de Maxwell [25].

Considera-se o dominio tridimensional {1 apresentado na figura 5.2 onde B € a densidade
de fluxo magnético dada em (weber/metro?), Aéo potencial vetor magnético dado em
(weber/metro), u é a permeabilidade magnética do material dada em (henry/metro), ]_; € a
densidade de corrente imposta dada em (ampere/metro?).

Seja o dominio Q = Q4 U (), tal que () € a regifo do ar com p = g e )y € a regido do
ferro com pu = p,.u,. Para este problema deseja-se encontrar o campo H e o fluxo B definidos

nas equacgdes de Maxwell dadas no apéndice A.
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Figura 5.2: Dominio tridimensional com suas fronteiras, caracteristicas dos materiais, fontes
de corrente imposta. I; e I}, representam as fronteiras de Dirichlet ¢ Neumann

S
para A, respectivamente. [; € a interface entre meios distintos.

Em problemas magnetostaticos o campo elétrico E ¢ nulo e, portanto, a densidade de
. > > : - a
corrente definida em (A.10) se reduz a | = J;. Desprezando os efeitos da variacao do tempo o

na equacao (A.2) e substituindo as relacdes (A.9) e (A.10) tem-se:

{

ol
Il
%)

em  (5.24)

® IR

Nestes casos € usual trabalhar com o potencial vetor magnético definido por: B=VxA.

Assim a equacdo (5.24) torna-se:
inijzfs em Q (5.25)

As condicdes de contorno que garantem a unicidade da solucdo s@o aquelas impostas
sobre as componentes tangenciais € normais de campo. Na fronteira de Neumann a
componente tangencial do vetor intensidade do campo magnético pode ser definida pela

relacdo:

VxA=h em I}, (5.26)

S
X
T
Il
>
X
®Ir

A componente normal da densidade de fluxo magnético define a condicdo de Dirichlet da

seguinte forma:
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B-ai=-b->(VxA)Aa=-b->V-(AxA)=b >AxAd=g eml, (527)

ondeV-g =bh.

5.2.1 Forma Forte

Considerando a equagdo governante dada por (5.25) e as devidas condicdes de contorno
pode-se enunciar a forma forte deste problema de valor de contorno. Dados u e f s, determinar

o potencial vetor A que satisfaca:

{

fVX%VX/_l)= g em Q

<ﬁ><1§=g’_) - oy (5.28)
ﬁx;VxA=h em [}

\ﬁx%ijzf)) em [;

Em (5.28), Q1 € o dominio do problema limitado pela superficie I' = I; U T, onde I} € a
fronteira de Dirichlet cujo valor das componentes tangenciais € conhecido e igual ao vetor g,

[}, € a fronteira de Neumman e [; representa o limite da interface.
5.2.2 Forma Fraca

Seja o espago H(curl) definido na se¢do 5.1.2, consideram-se os espagos de fungdes

admissiveis e os espagos de funcdes de teste dados, respectivamente, por:

S={A|Ae H(cwrl),aixA=g, vxer,},
0 Iy}

U={F|Fe H(url),ixF=0, vxel,}, (5.29)
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S
Utiliza-se o método de residuos ponderados, assumindo que A seja uma solugdo

aproximada do problema, tal que o residuo seja dado por:

P=VX-VXA-], v A€S (5.30)

T

S
A melhor aproximacdo para A deve ser aquela que reduz o erro (residuo) a zero em todo o

dominio £, ou seja:

1 - > > o -
f(VX;VXA).FdQ—]]S.FdQ=0 VFeU (.31
Q Q

onde F é a funcdo de teste ou fungio peso. A partir da identidade vetorial U -V X ¥ = =V -
(U X V) + vV X U e o teorema da divergéncia aplicados ao primeiro termo de (5.31), obtém-

Se:
1 - = 1 - = ~ 1 - =
f(Vx—VXA>.FdQ=f (—VxA).(VxF)dQ+f(nx—VxA).Fdr (5.32)
Q K oM r K

Em [, A X F=0ecem [}, i X lvxAd=h. Assim, voltando a equagdo (5.31):
u

f(le;T).(Vxﬁ)dQ+

ﬁ.ﬁdrh—ffs.ﬁdn=o VEeU (533)
QM Q

Th

Para evitar problemas de singularidade ou mal condicionamento da matriz de rigidez faz-
se necessdrio a inser¢do de um termo de regularizagio definido por i | Q A.F dQ onde Yéo

fator de perturbacdo do termo de regularizacdo [26]. Trata-se de um pardmetro de
regularizagcdo global cujos detalhes dessa técnica sdo apresentados na secdo 5.3.

Logo, a forma fraca do problema de valor de contorno dado pela equacgao (5.28), torna-se:

dados u,fs, H e Y, encontre A€ S tal que:
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1 - - > > - - - > -
f <—VXA>.(V><F) dQ+1/)jA.FdQ= j]S.FdQ—f h.Fdl, VFeU (534)
QM Q Q Th
A densidade de fluxo magnético pode ser obtida fazendo:

-

B=Vx4 (5.35)

5.2.3 Método de Galerkin

Seja H(curD)™ c H(curl), At a aproximacdo para o potencial vetor A tal que At e
H(curD", e F" € H(curl)" uma aproximagdo para funcdo teste. Sejam S" e UM o espago de

funcdes admissiveis e de teste, respectivamente, definidos da seguinte maneira [24]:

Sh = {ﬁhmh € H(curD", 72 x A =0, VX € l"g},

UM = {F"|F" € H(curD" Ax F' =0,  vx€T,}. (5.36)

Portanto, (5.34) pode ser escrita como:

1 - =3 - = - = e =
j(—VxAh>.(l7><Fh)dQ+1,bjAh.thﬂzf]S.thQ — | h.Fhdr, vFeur
QM Q Q Ty

(5.37)

As aproximagodes A" e F" sio dadas pela funcdo admissivel e pela fungdo teste

apresentadas pela equagdo (3.1), onde a funcio vetorial 1 € substituida por A F tal que:

A0 = ) Nic,
i=1

') = ) Kod;, (5.38)
=1
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onde m € o nimero de nés no dominio Q, N; € a fun¢do de forma vetorial do i-ésimo né, c¢; €
o coeficiente da projecio de A" na direcdo do i-ésimo no e, d; € o coeficiente da projecdo de
*h . ~ . o, . L
F" na direcao do j-ésimo nd.

Se A" ¢ F" das equacdes (5.38) forem substituidos na equagao (5.37), obtém-se:

1 m m m m
j (‘szﬁ‘cl> 17><Zﬁjd]- dQ+zpj ZNlcl N.d; | da
a\# i=1 =1 Q53 =1
m m
—f o ) Nydy dn+f R Nd; dr, =0 (5.39)
Q= Th 531

Isola-se o termo comum Z}"zl d; em todas as parcelas da equagdo (5.39) obtendo-se:

m m m
1 — — — — [E— - —
Zd]- j—VxN]-. VXZNicl- dQ+¢fNj.ZNici dn—j/s.deQ+ h.N; dT;,
ok o Q T

i=1

=0 (5.40)

Reorganizando e isolando também o somatério )./~ tem-se:
m m 1
X ZU Ly x N (7 x e d+y [ Ky Niecan— [ J.Kyaa+ [ R, dl“hl
. el B Q Q Th

j=1
=0 (5.41)

Para que a equagfo (5.41) seja verdadeira para todo e qualquer d;, todo o contetddo dentro

da chave { } deve ser igual a zero. Portanto:

m

1 — — [ —y [ - —
ZU;v><Nj.(\7le-ci)dQ+zprj.NicidQ—f]s.Nj o + h.N]-dI‘hl
- Q Q Q

=1 '

=0 (5.42)
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assim,

1 — — - = - = - —
f—VxNj.(Vle-ci) dQ+1/)fNj.Nici dnzfjs.zvj dn—f h.N;dly, ij=1,..,m.
ol Q Q Ty

(5.43)
A equacdo (5.43) pode ser desmembrada da seguinte forma:
1 - .
Kij :f—VXIV]VXNLd.Q
ol
Q
F = ffs.ﬁ,- dQ— | h.N; dr, (5.44)
Q Th
obtendo-se:
KijCi + MijCi = F} l,] =1, e,y m (545)

A equacgdo (5.45) remete a um sistema discreto de equagdes lineares onde m € o nimero
total de nds pertencentes ao dominio (). Logo, a equagdo (5.45) pode ser generalizada de

modo que:

(K+M)U =F (5.46)

onde K ¢é a matriz rigidez, M é a matriz massa, ambas matrizes simétricas de tamanho m X m,

U é um vetor coluna, de tamanho m, com os valores dos coeficientes desconhecidos, € F é um

vetor coluna, de tamanho m, dos termos fonte.
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5.3 O Método de Regularizagdo Delta

Esta secdo apresenta o método de regularizagdo delta usado para garantia de unicidade da
solucdo em problemas de rotacional duplo com restricdo de divergéncia nula. Este método,
originalmente apresentado por [26], foi proposto no contexto de elementos finitos nodais e de
aresta e sua aplicacdo pode ser estendida para o método sem malha nodal vetorial conforme

apresentado a seguir.
Em uma modelagem magnetostética, o campo B pode ser obtido utilizando a formulacao

de rotacional duplo do potencial vetor magnético A tal que:

1 - -
Vx;VxAzjs em Q (5.47a)
V-A=0 em Q (5.47b)

onde () € o dominio do problema, u é a permeabilidade magnética e ]; ¢ a densidade de
corrente imposta.

A equagdo (5.47b) adiciona uma restricio de divergéncia nula ndo apenas pelas
caracteristicas fisicas do problema, mas também para garantir a unicidade da solu¢do. Em
outras palavras, apenas a equacao (5.47a) ndo é capaz de determinar A unicamente porque se
A é uma solucdo entdo qualquer funcio expressa como A=4+V f também € uma solucdo.

S
Assim, para determinar uma solu¢@o Unica para A, deve-se impor uma condicdo em sua

divergéncia chamada de calibre e dada por (5.47b). Entretanto, matematicamente, se 0

objetivo € obter a densidade de fluxo magnético Bea energia gerada pela corrente, a equagao

(5.47a) sozinha gera resultados vélidos, ou seja, qualquer que seja a solucdo obtida para o

potencial A este produz o mesmo fluxo magnético e energia.

No entanto, na aproximacao da soluc¢do por elementos finitos (FEM) a imposicao direta do
calibre pode resultar em grandes erros a depender do tipo de problema e da malha utilizada
[2]. Isso porque quando a equacgdo (5.47) € discretizada esta possui solu¢do em um subespago

restrito definido por:

st = {A" A" € [Ho(curD™ n H(div®)"]} (5.48a)
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onde:
Ho(curl) ={A| A€ H(curl),ixA=0, Vx€T,} (5.48b)

H(div®) ={A| A€ H(div),V-A4=0, Vx€TI,} (5.48¢)

tal que H(curl) ={tu € [L2(Q)]® |Vxu € [L2(Q)]?} e H(div) ={ € [L2(Q)]® |V-
U € L?(2)}. A constru¢io de um espaco de elemento finito consistindo de polindmios de
ordem inferior para satisfazer a restri¢do livre de divergéncia ndo € uma tarefa trivial. Na
prética, a regra para lidar com essa restri¢do € deixa-la ser satisfeita na forma fraca. Isso pode
ser feito incluindo a restricdo de divergéncia diretamente na formulacdo variacional e
buscando a solucdo em algum espaco de Hilbert mais amplo — diferente do restrito
Hy(curl)™ n H(div®)". Duas maneiras gerais de fazer isso sdo o método de divergéncia-
regularizacdo € o método misto, contudo ambos envolvem modificagdes sofisticadas na
formulacao fraca. J4 o método de regularizacao Y negligencia completamente a restri¢ao livre

de divergéncia considerando apenas um problema perturbado por um valor ¥, ou seja, com Y

> 0 e tendendo para zero, encontre/ﬁ}, € Hy(curl) tal que [26]:

1 - = - =3 - =3 =3
f (;V X A{},) (VxFM)da+ wa{;,.Fh dQ = j]s.Fh dQ YV F" € Hy(curl) (5.49)
Q Q Q

Logo, o método de regularizac@o ¥ ndo possui restri¢cao de divergéncia nula e estd definido
no subespaco Hy(curl). Em comparacido com outros métodos hd as seguintes vantagens: (a)
nao estd sujeito a restricdo de divergéncia nula como no tradicional calibre de Coulomb; (b)
envolve apenas um espago H,(curl), que pode ser discretizado por elementos de aresta
compostos de polindmios por partes de ordem inferior, uma vez que nenhum multiplicador de
Lagrange € introduzido; (c) é sempre bem-posto e resulta em um sistema simétrico positivo
definido na discretizacdo de elementos finitos, entdo o sistema algébrico resultante pode ser
implementado mais prontamente. De fato, uma vez que resulta em um sistema simétrico
positivo definido, o problema de regularizagdo iy pode ser convenientemente resolvido por
quaisquer métodos diretos ou iterativos [27, 28].

Quando se trata da aproximagdo de problemas de rotacional duplo usando o método sem

malha nodal vetorial VNMM observa-se um comportamento semelhante ao do FEM quanto a
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aplicacdo direta do calibre dado por (5.47b). Isso ocorre naturalmente pois o enfraquecimento
da formulacdo e os subespacos de aproximag¢do sao idénticos em ambos os métodos. Logo, a
escolha do método de regularizacdo i no VNMM para o tratamento da ndo unicidade da
solucdo possui vantagens semelhantes ao FEM.

Neste trabalho, todos os problemas magnetostaticos solucionados via VNMM utilizaram o

método de regularizagdo 1P para obtencdo de uma solucido para o potencial vetor A pois a
matriz de rigidez K € singular e somente a adicdo da matriz massa M ao sistema de equacdes

(5.46) torna o sistema nao singular.

5.4 Condic¢oes de Contorno Periddicas

Nesta secdo, as condi¢des de contorno periddicas sdo introduzidas para utilizacdo no
ambito do Método sem Malha Nodal Vetorial. Essa condi¢do de contorno é aplicada e
validada em um problema no capitulo 6.

As condi¢des de contorno periddicas sdo comuns em andlise de dispositivos periddicos
onde a consideracdo de periodicidade pode reduzir substancialmente o tamanho do dominio
computacional. Na andlise 3-D esta condicdo € especialmente importante para reduzir os
requisitos de memoria e o tempo de processamento [29]. Vale ressaltar que a aplicagdo da
condicdo periddica em modelagens vetoriais se da de forma diferente daquela apresentada em
andlises nodais escalares. Neste sentido, € apresentada uma abordagem que considera a
natureza vetorial dos nés de maneira similar aquela implementada em [30] usando os
elementos de aresta. Os detalhes da implementa¢do computacional sao fornecidos neste texto.

Para introduzir as condi¢des de contorno periédicas considera-se o dominio Q em R3,
representado na figura 5.3, onde 0s nés n;, n; € ng bem como seus respectivos vetores sobre o
par de fronteiras periddicas estdo destacados. A posi¢ao geométrica dos nds na superficie

z

periddica Iy € obtida pelo giro da posi¢do dos nés localizados em I, em torno do eixo z. Este

giro define um angulo a entre as superficies de modo que as dire¢des dos graus de liberdade
dos nés sejam rotacionalmente simétricas entre as fronteiras periédicas. Em outras palavras, a

dire¢do vetorial dos nés na superficie periédica Iy € obtida pelo espelhamento da dire¢do

vetorial dos nds localizados em .
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=
<~

Figura 5.3: Dominio tridimensional com suas fronteiras periddicas I, (n;, n; e ng) e I}y (ny,
nyr e ngr). Representagdo da simetria entre os nds das fronteiras para aplicagio da
condicdo de contorno periddica.

Os moédulos dos graus de liberdade ao longo dos nds simétricos sdo 0s mesmos, ou seja:
|4/l = 1Ay, |A;| = |Ay]. |Akl = 1Ag|, onde A;, Ay, A;, Ay, Ak, Agr sdo projegdes do
potencial vetor A a0 longo das dire¢des pares simétricos n; —ny, n; —ny, ng — ngr. Os
sinais sdo atribuidos a cada par simétrico de forma que um grau de liberdade localizado em
uma fronteira aponta na direcao idéntica a indicada por seu parceiro simétrico enquanto gira
em torno do eixo z através do angulo a.

A imposi¢do das condi¢des de contorno periddicas € feita apds a montagem de todas as
contribuicdes locais na matriz global K, ou seja, antes que o sistema de equacdes lineares
definido em (5.46), por exemplo, seja solucionado. Para isso, as contribuicdes relacionadas
aos nos sobre a fronteira [, (n;, n; e ng) devem ser associadas aquelas sobre a fronteira I,
(ny, nyr € nygr) e montadas devidamente na matriz global.

Para efeito de andlise, consideram-se os nds ny e n; como um par periddico de uma
estrutura periddica. Antes de solucionar o sistema (5.46), por exemplo, as contribuicdes para o
né n; devem ser alocadas na posi¢do relacionada ao né n; a fim de obter [4;| = |4,]. Isto
indica para a fronteira I}, a presenca de um dominio idéntico em I,. A figura 5.4 mostra os
detalhes deste processo para o par periddico n; — n;. Deve-se fazer K;/p =1, Ky = —1e
F,r=0. E importante notar que antes de fazer K 1" = 1, sua contribuicdo € passada para Kj;.
Além disso, os valores na linha I’ da matriz K devem ser adicionados aqueles na linha I. O
mesmo processo necessita ser feito para os termos da fonte F. Desta maneira, apds a solucdo

do sistema (5.46), por exemplo, os valores de A; sdo obtidos considerando as contribuicdes de



83

n;. O mesmo procedimento necessita ser repetido para os nés n; —n;r € ng — Ny, assim

como para todos os pares de n6s localizados sobre as superficies I, e I;.

I 1

l l
I'—>| Ky - 1 Ky, - Kp. |=1| - Kpy | Ap Fp
l l l ) l
N e e N e =1+
l l l l l
I_’| Ky - K| Kpoo - K |Ky| -+ Kim | A; Fy

Figura 5.4: Sistema de montagem para o par periddico n; — n,.

Para uma estrutura antiperiédica o procedimento ¢é similar devendo-se, contudo,
estabelecer K,y =1, K;;; =1 e Fpp = 0. Além disso, as contribui¢des relacionadas ao né
n,;r devem ser transferidas ao né n; com sinais opostos, pois, neste caso, os nés n; € n; estao

em um subdominio cujas fontes t€ém sinais opostos [31].
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Capitulo 6

Resultados

Neste capitulo sdo apresentados os resultados obtidos com o uso das funcdes de forma do
Método Sem Malha Vetorial Nodal em trés dimensdes. Inicialmente sdo testadas as fungdes de
forma quanto a capacidade de reproducao das func¢des de base, interpolacio de fungdes vetoriais
e a convergéncia. Em seguida, um problema de autovalores de uma cavidade com parede
condutora elétrica perfeita € solucionado com o0 VNMM para valida¢ao do método, comparagao
com o Método de Elementos Finitos de Aresta, EFEM, e verificacdo de possivel aparecimento
de modos espurios. Problemas magnetostiticos sdo aproximados com o intuito de avaliar o
desempenho do VNMM quanto a imposi¢do das condi¢des de contorno essenciais e naturais,
fontes e condigdes de interface. Para avaliar a robustez do método e introduzir as técnicas de
tratamento de ndo linearidade e condi¢dao de contorno periddica, um problema composto de
material ndo-linear e fronteira periddica € solucionado. Por ultimo, sdo apresentados os
resultados obtidos dos testes de aproximagOes usando as fungdes de forma com suporte
arbitrdrio. As rotinas e os grificos foram implementados no software Matlab [32]. Casos onde
a geracdo de uma malha é necessaria, para o EFEM por exemplo, o software Gmsh [33] €

utilizado.

6.1 Interpolacdo de Campos Vetoriais

Nesta secdo, o Método Sem Malha Vetorial Nodal é aplicado a interpolacdo de diferentes
funcdes vetoriais: fun¢do constante, funcdes presentes na base da funcdo de forma, fungdes
polinomiais e senoidais. A funcdo de vetor constante € interpolada para verificar a reprodugao
exata de qualquer funcdo constante. Fun¢gdes com polindmios de primeira ordem incompletos

sdo compostas de mondmios presentes na base das fungdes de forma. Desta forma, € testada a
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reproducdo exata de fungdes vetoriais compostas por mondmios presentes na base das funcoes.
A convergéncia das fungdes polinomiais completas e senoidais também € apresentada. O erro

relativo das aproximagdes € calculado em n pontos espalhados pelo dominio e suas fronteiras:

1 i(x) — @t (x))|
) iG]

(6.1)

i=1

onde X; € o i-ésimo ponto distribuido no dominio, % representa a fun¢io do vetor de referéncia
e u" é a aproximagio da fungdo do vetor de referéncia.

Para cada teste, a funcdo € interpolada em um conjunto de 210 pontos distribuidos
uniformemente no dominio e em suas fronteiras. A distribui¢do nodal é regular e consiste em
1.750 nés tal que a dire¢do vetorial atribuida a cada n6 € a mesma direcdao da aresta de um
tetraedro e o no estd localizado no centro das arestas. Além disso, o suporte € previamente
definido e sdo os seis nds de cada tetraedro.

Todas as funcdes de teste sdo aproximadas no dominio tridimensional definido por ) =
[-1 1]3. O nimero de nés e de pontos distribuidos no dominio é o mesmo em todos os testes

para realizar a comparagdo corretamente.

6.1.1 Reproducao de Func¢dao Vetorial Constante

O primeiro teste consiste em interpolar um campo vetorial constante para testar a reproducao
de fungdes constantes pela funcdo de forma VNMM 3-D. A fungdo vetorial constante € dada

por:
i, = 18 —29 + 3z (6.2)

A funcdo vetorial € interpolada usando o VNMM com base de Nédélec, obtendo um erro

relativo de 8,0122x10"". Trata-se de um erro da ordem de representacdo numérica em ponto
flutuante o que pode ser considerado uma aproximagao exata. As demais fungdes de forma com

base polinomial também reproduzem um campo constante apresentando erros relativos da

ordem de 107'°. Isso indica que todas as funcdes de forma vetoriais com base polinomiais
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apresentadas sdo capazes de reproduzir uma funcao constante, o que era esperado, uma vez que
os termos vetoriais de ordem zero estdo presentes na base de todas as funcdes de forma

polinomiais. J4 a fungdao com base radial ndo possui mondmios constantes na base e apresenta

um erro relativo de aproximag¢do da fun¢do (6.2) na ordem de 107,

6.1.2 Reproducdo das Funcoes de Base

O segundo teste consiste em interpolar uma funcao vetorial com polindmio de primeira
ordem incompleto. O objetivo € testar se as funcdes de forma vetorial podem reproduzir um

vetor que forma a base das funcdes de forma. Para isso, as seguintes fung¢des sdo interpoladas:

U, = —zy +y? (6.3)
Uy = 2% — x2 (6.4)
Uy = —yX +x§ (6.5)

Essas fungdes estdo explicitas na base de Nédélec e também estdo presentes nas demais bases
polinomiais. Usando o VNMM 3-D com base de Nédélec, as fungdes vetoriais (6.3) a (6.5) sdo
interpoladas obtendo um erro relativo de zero, ou seja, a aproximagdo € exata. Para as demais
funcOes com base polinomial o erro é da ordem de ponto flutuante, o que também indica
exatiddo na interpolacdo. Portanto todas as fun¢des de forma polinomiais apresentadas sdao
capazes de reproduzir qualquer func@o presente na base da fung¢do de forma. Ja a funcdo de
forma com base radial ndo foi capaz de reproduzir uma func@o vetorial radial gaussiana
aproximando-a com erro relativo da ordem de 1072

No terceiro teste, uma fungdo vetorial com combinacdes de vetores de funcdes constantes e

de base ¢ interpolada. A funcdo vetorial € dada por:
Us = (1-2z+3y)x+B+z-3x)y+ (9 —y+2x)2 (6.6)

A funcdo vetorial € interpolada usando o VNMM com base de Nédélec, obtendo um erro

relativo de 8,5576x10™"7. Observa-se que essa aproximacao € exata, pois o erro € da ordem da
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representacao numérica em ponto flutuante. As demais fungdes com base polinomial e radial

aproximaram a fun¢do (6.6) com erros relativos da ordem de 107, Isso indica que apenas a
funcdo de forma com base de Nédélec € capaz de reproduzir exatamente qualquer combinagao

das funcdes vetoriais presentes em sua base.

6.1.3 Interpolacdo e Convergéncia

Os testes de convergéncia sdo feitos utilizando uma fun¢do polinomial completa de segundo
grau, uma fun¢@o polinomial incompleta de terceiro grau e também uma fungdo senoidal. As

funcdes testadas e os seus respectivos rotacionais sdo dadas por:

Ug=Q—-y+z+y*+2z2)X+(2+x—z+x*+2) 9+ QL—-x+y+x*+y?) 2
VXUg=Q24+2y—22)2+(2-2x+22)7+ 2 +2x—-2y) 2 (6.7)

177=(ZZ+ZZ—22x2)f+(2x_§x3_2xy) 5/+(2y+§y3—22y) 4 (6.8)
VX, =(2+2y* —22) R+ (2 2x> +22) § + (2 + 2x° — 2) 2

Ug = [cos(mz) —sin(my)]X + [sin(mx) +cos(z)]y + [cos(mx) — sin(my)]2
V X Ug = m[— cos(my) +sin(nz)|x + m[—sin(mz) +sin(mx)]|9 + m[cos(mx) + cos(my)]2

(6.9)

Todas as fungdes de teste e seus rotacionais sdo aproximadas no dominio definido por () =
[-1 1]3. Esse dominio € discretizado em quatro distribui¢des nodais distintas tendo como
referé€ncia a maior distincia entre os nds distribuidos no dominio, definida por h,,,. A figura
6.1 mostra a convergéncia das funcdes testadas e as suas respectivas taxas de convergéncia
quando a funcdo de forma com base de Nédélec, dada em (3.12), € utilizada na aproximagao.
Todas as funcdes e seus rotacionais apresentam taxa de convergéncia proximas a um.

As figuras 6.2 e 6.3 mostram os mesmos testes, porém utilizando na aproximacao as fungdes
de forma com base polinomial completa de primeira ordem e com base polinomial incompleta
de primeira ordem, dadas em (3.24) e em (3.36), respectivamente. Todas as funcdes e seus

rotacionais também apresentam taxa de convergéncia préximas a um. No entanto, os erros
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relativos globais de aproximacdo sdo menores que aqueles observados usando a fungdo de

Nédélec.

Observa-se que as taxas de convergéncia do rotacional apresentadas nos trés testes sao

idénticas, o que € esperado, uma vez que os termos acrescentados as fungdes polinomiais de

primeira ordem completa e incompleta sdo exatamente aqueles que ndo geram rotacionais.
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Figura 6.1: Convergéncias e taxas de convergéncia das (a) fungdes U, U, € Ug e (b) seus
rotacionais utilizando a funcido de forma VNMM com base de Nédélec.
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Figura 6.2: Convergéncias e taxas de convergéncia das (a) fungdes U, U, € Ug e (b) seus
rotacionais utilizando a fun¢ao de forma VNMM com base polinomial completa de primeira

ordem.
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Figura 6.3: Convergéncias e taxas de convergéncia das (a) fungdes g, U, € Ug e (b) seus
rotacionais utilizando a funcio de forma VNMM com base polinomial incompleta de primeira

ordem.

Por ultimo, os testes de convergéncia sao realizados tomando-se a fun¢do de forma com base

radial, dada em (3.45). As aproximagdes das fungdes convergiram com taxas proximas a um,

porém a aproximag¢ao do rotacional ndao convergiu. Além disso, nota-se que os erros relativos

globais sdo maiores que os observados usando as fungdes de forma anteriores.
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Figura 6.4: Convergéncias e taxas de convergéncia das (a) fungdes U, U, € Ug € (b) seus
rotacionais utilizando a funciao de forma VNMM com base radial.

Todas as funcdes de forma com base polinomiais passaram no teste de convergéncia na

aproximacao de diferentes fungdes e seus rotacionais, logo, estdo aptas a serem utilizadas na

aproximacgao de problemas de valor de contorno vetoriais no espago H(curl). Na solucdo dos
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problemas que se seguem, nas secdes 6.2 e 6.3, a funcdo com base de Nédélec e suporte
predefinido foi utilizada. Esta base apresenta um custo computacional menor que as demais,
uma vez que possui uma menor quantidade de termos reduzindo o nimero de operacdes
necessdrias a obtencdo da funcdo de forma. No entanto, o uso das funcdes de forma com as
outras bases polinomiais sdo retomadas na aproximag¢do com suporte arbitrdrio, na secio 6.4,

no qual apresentam um papel relevante.

6.2 Autovalores de uma Cavidade Retangular

Nesta secao, o Método Sem Malha Nodal Vetorial é aplicado a um problema de autovalores.
A formulacdo do problema foi apresentada no capitulo 5 e o VNMM ¢ aplicado em uma
cavidade preenchida com meio homogéneo e isotrépico. Este problema possui solucao analitica
e poderd ser utilizado, primeiro, na validacdo do método, segundo, na compara¢do com o
tradicional Método de Elementos Finitos de Aresta e, terceiro, na verificacdo de aparecimento
de modos espurios na solugdo.

Dada uma cavidade com sec¢do transversal retangular mostrada na figura 6.5. As dimensdes
da cavidade sdo: a =1,00 cm, b =0,50 cm e ¢ =0,75 cm, suas paredes [y sdo condutoras
elétricas perfeitas, ¢ = oo, e seu interior estd preenchido com vicuo, ou seja, it = Ug € € = &.
O objetivo é encontrar os autovalores A = k3 associados aos modos do campo elétrico E dentro

da cavidade. No interior da cavidade pode-se expressar os campos nos modos TE ou TM em

qualquer uma das coordenadas devido a simetria do problema [34].

Figura 6.5: Cavidade retangular preenchida com vacuo.
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A soluc@o analitica deste problema é dada por [34]:

2 2 2
32 _ (mm nm pT
1=k5=(7) +(5) +(%) 6.10)
comm=1,2,3,..n=1,23,..,ep=0,1,2, ... para o modo TMpppem=20,1,2,...,n =
0,1,2,...,ep=1,2,3, ... exceto quando m = n = 0 simultaneamente para o0 modo TEmnp- As

quantidades a, b e c s@o as dimensdes da cavidade conforme a figura 6.5.

O problema foi solucionado utilizando o tradicional Método de Elementos Finitos de Aresta,
o EFEM, e em seguida, o Método Sem Malha Nodal Vetorial, VNMM. Ambos os métodos
podem ser aplicados utilizando a formulacdo apresentada na Se¢do 5.1 e os resultados foram
comparados com a solu¢do analitica apresentada na equagdo (6.10). Para a solucdo via EFEM
utilizou-se uma malha composta de 1.992 tetraedros e 2.980 arestas. Na solucdo numérica
utilizando o VNMM foram distribuidos 2.980 nés no dominio aproveitando as coordenadas do
ponto médio das arestas presentes na malha EFEM. Assim, seis nds de suporte foram usados
para gerar as fun¢des de forma VNMM. Em ambos métodos, a integracdo da forma fraca,
expressa pela equacao (5.12), é realizada numericamente utilizando a quadratura gaussiana com
4 pontos por célula de integragdo.

Os primeiros cinco autovalores computados sdo apresentados na tabela 6.1. Mostra-se os
autovalores obtidos pelos métodos EFEM, VNMM, a solug¢do analitica e os erros associados

onde e_ € o erro calculado para cada método. O erro relativo é calculado fazendo:
e, = = (6.11)

onde A, € o autovalor obtido analiticamente e A, refere-se a aproximag¢do numérica do
autovalor.

As funcdes de forma VNMM computam os autovalores de forma correta e nao foram
observados modos espurios na solu¢cdo numérica. Observa-se que os resultados obtidos com o
VNMM coincidem com os calculados usando o EFEM. Isso se deve ao fato de que, neste

problema em particular, os vetores unitarios dos nés no VNMM estdo orientados na mesma
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direcdo das arestas da malha obtida para o EFEM Além disso, os nés de suporte do VNMM

coincidem com as arestas que participam da constru¢do da func¢do de forma do EFEM.

Tabela 6.1: Autovalores da cavidade retangular obtidos com 0 VNMM e o EFEM e os erros
relativos de aproximacao.

Autovalores
(m,n,p) A, Ah EFEM An ynmm e_EFEM e VNMM
(1,0,1) 5,2360 5,2436 5,2436 0,0014 0,0014
1,1,0) 7,0248 7,0368 7,0368 0,0017 0,0017
0,1,1) 7,5514 7,5718 7,5718 0,0027 0,0027
(2,0,1) 7,5514 7,5870 7,5870 0,0047 0,0047
1,1,1) 8,1789 8,1944 8,1944 0,0019 0,0019

6.3 Problemas Magnetostaticos

Nesta secdo trés problemas magnetostaticos sao solucionados utilizando o VNMM. Na

primeira abordagem um problema de blindagem magnética € utilizado para testar o VNMM

quanto a aplicacao das condicdes de contorno e o seu comportamento na interface. Em seguida,

um problema de cabo coaxial € solucionado para validagao do uso do VNMM em problemas

com fontes. Por dltimo, um cldssico problema magnetostatico nao-linear, o problema 13 do

TEAM (Testing Electromagnetics Analysis Methods) é usado para avaliagdo do desempenho

do VNMM na solucao de problemas magnetostiticos mais complexos que envolvem campos

vetoriais tridimensionais, fontes, entreferro, interfaces e nao-linearidade. A simetria € a

periodicidade da geometria do TEAM 13 sdo levadas em consideragdo e comparadas com a

solucdo do dominio com geometria inteira. Em todos os casos, as formulagdes apresentadas na

secdo 5.2 do capitulo 5 sdo utilizadas para obten¢do dos resultados aproximados pelo VNMM.
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6.3.1 Blindagem Magnética

Nesta secdo, uma casca esférica de material ferromagnético é colocada em um meio onde
existe um campo magnético com o objetivo de blindar a presenga do campo em seu interior.
Neste problema ndo ha fontes de corrente. Inicialmente, deseja-se obter um fluxo magnético
constante mediante a imposi¢do adequada das condicdes de contorno, especialmente, nas
fronteiras de Dirichlet. Em seguida, na presenga da esfera, € possivel verificar as condi¢des
necessdrias na interface para obten¢do da blindagem magnética.

Dada uma casca esférica com raio interno igual a a, raio externo igual a b, feita de material
ferromagnético de permeabilidade magnética relativa igual a u,, = 10* e localizada dentro de

um cilindro preenchido com ar. O raio e a altura do cilindro sdo ambos iguais a ¢ = 5a. Antes
—
da esfera ser adicionada, havia, dentro do cilindro, um campo magnético uniforme H, =

01 . N . L. . =
”—z ampere/metro, e, consequentemente, uma densidade de fluxo magnético uniforme By =
0

I«loﬁo = 0,1 Z tesla. A espessura da casca esférica € determinada com o objetivo de reduzir o
campo dentro da esfera para 1/10* do seu valor externo, ou seja, §i = 107> 2 tesla.

Devido a simetria axial, € conveniente solucionar o problema em uma geometria reduzida
conforme mostra a figura 6.6. A densidade de fluxo magnético uniforme no interior do cilindro,
§0, ¢ obtida mediante a imposicdo adequada das condi¢gdes de contorno nas fronteiras do
dominio. Estas condi¢des de contorno se aplicam as componentes tangenciais do potencial vetor
magnético Aedo campo magnético H conforme definido na forma forte do problema dada pela

equacao (5.51).

Figura 6.6: Casca esférica dentro de cilindro preenchido com vécuo.
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Na figura 6.6, o dominio do problema € limitado pela superficie I' = I[;; U I}, onde I € a

fronteira de Dirichlet e I}, € a fronteira de Neumman. A fronteira de Dirichlet Iy € formada
pelas superficies p = \/x% + y2 = ¢, x = 0 e y = 0. Nesta fronteira o valor de g é imposto de

tal forma a garantir que a circulacdo de fluxo magnético forneca uma inducao constante EO =
0,12 tesla. As demais superficies externas do cilindro sdo fronteiras de Neumman. As
condicdes de contorno sdo condi¢gdes homogéneas nas fronteiras de Neumann, ou seja, as
componentes tangenciais do campo magnético H sdo nulas.

O problema foi solucionado utilizando o Método Sem Malha Nodal Vetorial, VNMM. No
VNMM, um conjunto de nés é distribuido no dominio do problema e em suas fronteiras, € um
vetor unitdrio € associado a cada né. Para os nds localizados nas fronteiras do dominio e nas
interfaces, a direcdo do vetor deve ser tangente ao respectivo limite ou interface. Esta condi¢ao
garante que a imposi¢do das condi¢des de contorno possa ser feita diretamente.

Foram distribuidos um total de 39.519 nés no dominio considerando seis nds de suporte na
aproximacdo. A integracdo da forma fraca, expressa pela equacdo (5.55), € realizada
numericamente utilizando a quadratura gaussiana com 4 pontos por célula de integragdo.

Apods a obtencdo da aproximagdo do potencial vetor magnético A através da formulacdo

apresentada na se¢@o 5.2, o campo magnético pode ser obtido fazendo:

-

ﬁ:%VxA (6.12)

A solugdo analitica para este problema, em coordenadas esféricas, € dada por [35]:

( —8 cos(0)7 + 8sin(0)0 parar < a
- +2_y 0)F ( +l) in(9)8 <r<b
H= —p 3 cos(O)r + (B 3 sin paraa <r (6.13)

2a R ay . ~
(Ho + r_3> cos(O)7 + (—Ho + r_3) sin(0)f parar <b

onde:

_ g ou
- [(2u + 1D (u+2) —2(a®/b3)(u — 1)?

Qu+1)§ al(u—1)6
ﬁ=3—i y=—a5
u 3u

é



95

—Qu+1)(u—-1)1b*-a%)s
a =
I

A figura 6.7 mostra o médulo do campo H no domfnio apresentado na figura 6.6.
x10°
[H| .0
1,5
1,0

0,5

(a) (b)
Figura 6.7: Médulo do campo magnético H.

Na figura 6.8 0 médulo do campo magnético H ao longo da coordenada y,em x,z = 0, para
as solugdes analitica e aproximada pelo VNMM ¢ apresentado. A convergéncia do campo

magnético Hé tracada na figura 6.9 na qual a taxa de convergéncia é 1,44.

><104

Moédulo do Campo Magnético
BN

3 |
----- Aproximagdo VNMM 39.519 nés
oL i Analitico ]
i
Ir ; _
i 1
0 . <10
2,0 22 6,0
a b c

Figura 6.8: Médulo do campo magnético H ao longo de r.
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Figura 6.9: Convergéncia do campo magnético H.

Os resultados comprovam a eficiéncia do método VNMM na aproximacao de problemas de
valor de contorno vetoriais uma vez que a solu¢do numérica converge a solugdo analitica. Nao
ha descontinuidade na interface nem dificuldades na imposi¢ao das condicdes de contorno, uma

vez observada a condi¢do de tangéncia das dire¢des vetoriais dos nds nestas fronteiras.

6.3.2 Cabo Coaxial

Nesta se¢do, o campo magnético em um cabo coaxial tridimensional € obtido com o uso do
VNMM. Deseja-se obter o campo magnético mediante a imposicdo adequada das fontes de

corrente.

O cabo coaxial de comprimento [ =2 cm, da figura 6.10, estd centralizado
longitudinalmente ao longo do eixo z. A corrente I = 1 A circula pelo condutor central, de raio
a = 1 cm, e amesma corrente, com sentido inverso, circula no condutor externo, de raio externo
c =2 cm e interno b = v/3 cm. Os condutores e o material isolante entre os condutores tém

permeabilidade relativa p,, = 1. As condi¢cdes de contorno sdo condi¢des homogéneas nas
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fronteiras de Dirichlet, ou seja, g = 0o que significa que as componentes tangenciais do

S
potencial vetor A sdo nulas.

Figura 6.10: Cabo coaxial.

Na figura 6.10 o dominio do problema € limitado pela superficie I' = I, onde I} € a fronteira

de Dirichlet dada por trés superficies p = \/x? + y?2 = ¢,z = 0 e z = L. O vetor densidade de

. o o > I
corrente possui componente apenas na direcio z, ou seja, /| = n—pzé parap<ae] = —n—pZZ‘

parab < p <c.

Apoés a obtengdo da aproximacgdo do potencial vetor magnético A através da formulagado

apresentada na secdo 5.2, o campo magnético pode ser obtido fazendo:

H=vx4
u

A solug¢do analitica deste problema é dada por [36]:

T
I

( —]Eap parap < a
2
a
_];p paraa < p <b

]aaz +]c(p2 - bz)

parab < p<c

\ 2p

(6.14)

(6.15)
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onde J, representa a densidade de corrente no condutor interno e /. a densidade de corrente no
condutor externo.

O problema foi solucionado utilizando o Método Sem Malha Nodal Vetorial, VNMM, com
149.184 nos distribuidos uniformemente pelo dominio e seis nds de suporte na aproximagao. A
integracdo da forma fraca, expressa pela equacao (5.55), é realizada numericamente utilizando
a quadratura gaussiana com 4 pontos por célula de integracdo.

A figura 6.11 mostra o médulo do campo magnético H ao longo de p para as solucdes
analitica e aproximada pelo VNMM. A convergéncia do campo magnético Hé tracada na figura
6.12 na qual a taxa de convergéncia se aproxima do valor unitario. Os resultados comprovam a

eficiéncia do método VNMM na modelagem de circuitos magnéticos contendo fontes de

corrente impostas, uma vez que a solu¢do numérica converge a solucao analitica.
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Figura 6.11: Médulo do campo magnético H ao longo de p.
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Figura 6.12: Convergéncia do campo magnético H.

6.3.3 Problema TEAM 13

Os problemas apresentados nos workshops do TEAM (Testing Electomagnetics Analysis
Methods) servem como referéncia para avaliagdo de métodos numéricos que analisam
problemas de campo eletromagnético.

O problema de referéncia TEAM 13 € um problema magnetostético nao linear cujo modelo
€ mostrado na figura 6.13 (a). As dimensdes detalhadas desta estrutura podem ser encontradas
em [17]. A geometria consiste em dois canais opostos em forma de U, feitos de aco. Uma fina
placa de aco € inserida entre os dois canais, induzindo entreferros muito pequenos. Uma bobina
de excitagdo com secao transversal retangular estd situada entre os canais. A bobina € excitada
por corrente continua com 1.000 amperes-espira, o que € suficiente para saturar o aco. O
comportamento do material do aco € nao linear e definido por meio da curva B — H mostrada

na figura 6.13 (b) e também fornecida em [17]. Devido ao deslocamento dos canais de aco, um

campo de densidade de fluxo magnético tridimensional B¢ gerado.
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0,0

0 2000 4000 6000 8000
H (A/m)

(a) (b)
Figura 6.13: (a) Geometria do problema TEAM 13: bobina em preto e aco em cinza. (b) Curva

—

B-H para o material magnético do aco [17].

O objetivo € calcular a densidade de fluxo magnético em locais previamente determinados e
comparar as solugdes obtidas com a modelagem do dominio completo e dos dominios reduzidos
por simetria e periodicidade. A validagao da aproximagao numérica pode ser obtida mediante a
comparacao com valores medidos em experimentacdo e fornecidos por [17].

O dominio de interesse, dado por Q = Q, U Q;, onde Q, é preenchido com ar de
permeabilidade p, e ; € composto por material magnético com permeabilidade p. O problema

de campo magnético estdtico com a presenca de material magnético ndo linear e as suas

condi¢des de contorno pode ser modelado usando o potencial vetor magnético A através da
-

formulacdo apresentada na secdo 5.2. O vetor densidade de corrente J; é imposto de forma a

garantir um divergente nulo, ou seja, V - ]; = 0, tal como demonstrado na figura 6.14.

A integracdo da forma variacional, expressa pela equacdo (5.51), € realizada numericamente
usando a quadratura Gaussiana com 4 pontos por célula de integracao. Em (5.51) I; € a interface
entre Q, e ;. Aproximagdes sucessivas foram aplicadas para resolver a nao linearidade
convergindo apés 10 iteragdes com um critério de 107° e dispensando a utilizagio de métodos
iterativos mais elaborados tal como Newton Raphson.

Quando a geometria completa € utilizada o dominio € limitado pela superficie I' =T},
definida por uma caixa que envolve toda a estrutura e com dimensdes que permitam O

espraiamento adequado do fluxo magnético. A fronteira I;; com g =0 ¢ formada pelas



101

superficies de uma caixa preenchida com vacuo e que envolve toda a geometria mostrada na

figura 6.13 (a).

i "

A1 4

—— — — —

Figura 6.14: Distribui¢do da densidade de corrente na bobina.

A figura 6.15 mostra o0 médulo do vetor densidade de fluxo magnético B no aco excitado
por uma corrente de 1.000 ampere-espiras quando o dominio Q € completamente modelado. O
problema ¢é resolvido usando 122.018 nés distribuidos no dominio Q e seis nds de suporte na

aproximacao.

B (T)
14

Figura 6.15: Mdédulo da densidade do fluxo magnético na superficie da estrutura de aco obtido
com o uso do VNMM.
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A densidade de fluxo magnético € avaliada nas trés regides mostradas na figura 6.16. A

média de B € calculada nas superficies S;, S, e S3 em diferentes posi¢des ao longo do ago. A
figura 6.17 plota os resultados obtidos pela aproximag¢do do método VNMM e os dados de
medig¢do fornecidos por [17]. A densidade média do fluxo magnético nas dreas de observacao
S1, S, e S3 € mostrada em funcdo da posicdo. Uma boa concordincia pode ser observada
principalmente nos canais U — regides CD e EF do aco. Uma melhor aproximagao na regido da
placa central poderia ser obtida com um refinamento da distribui¢do nodal na regido do
entreferro, contudo, os requisitos de memdaria e o tempo de processamento tornam-se bastante

elevados.

Placa
Central

Figura 6.16: Regiodes especificas para avaliacdo da densidade de fluxo magnético. Apenas Y4 do
aco é mostrado.

|B| (T)
S
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Y

K ---Aproximacdo VNMM
0,2 © Medido

ool | T 1 |
A B C D E F

z(mm) x(mm) z(mm)

Figura 6.17: Validagdo numérica do VNMM para solucdo do problema TEAM 13 com
geometria completa.
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Desejando-se aproveitar a simetria da estrutura apresentada figura 6.13 (a), apenas metade

da geometria necessita ser modelada e o dominio € limitado pela superficie I' = I[; U I};, onde

Iy € a fronteira com condi¢do de contorno de Dirichlet e I}, € a fronteira com condigdo de

Neumman. A fronteira de simetria, onde ocorre a condicdo de Neumman com h= 0, é dada
pelo plano z = 0. As demais fronteiras possuem condi¢cdo de Dirichlet com g = 0 e sdo
definidas pela caixa que envolve a estrutura.

Esse problema € resolvido usando 64.302 nés distribuidos no dominio %2 Q e seis nds de

suporte na aproximagao. A figura 6.18 mostra o médulo do vetor densidade de fluxo magnético

B no aco excitado por uma corrente de 1.000 ampere-espiras quando a metade do dominio Q é

modelado.

B| (T)
14

0,4

0,2

Figura 6.18: Mdédulo da densidade do fluxo magnético na superficie da estrutura de aco obtido
com o uso do VNMM e o aproveitamento da simetria.

A densidade de fluxo magnético € avaliada nas trés regides apresentadas na figura 6.16 da
mesma forma que foi feito para a geometria completa. A figura 6.19 plota os resultados obtidos
pela aproximagdo do método VNMM e os dados de medicdo fornecidos por [17]. Uma boa
concordancia pode ser observada principalmente nos canais U — regides CD e EF do ago. Para
comparar com a simulag¢do usando a geometria completa, toma-se como referéncia a superficie
localizada em A (figura 6.16). Nela hd, visivelmente, uma maior diferencga entre o valor medido

e o valor aproximado em ambas simulacdes (figuras 6.17 € 6.19). O erro relativo foi calculado
em cada caso. Para a geometria completa o erro da aproximagao de |§ | na superficie A foi de

7,83% contra 7,70% quando comparado a aproximacdo com metade da geometria. Nota-se,
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portanto, uma leve reducdo no erro de aproximagdo da densidade de fluxo na placa central

quando comparada a simulacdo utilizando a geometria completa.

]’40 o 51 52 53
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Figura 6.19: Validacdo numérica do VNMM para solucdo do problema TEAM 13 com meia
geometria.

Considerando ambas simetria e periodicidade do modelo do problema TEAM 13, apenas Y
da geometria necessita ser modelada. Toda a teoria para a implementacdo das condi¢des de
contorno periddicas foi apresentada na secdo 5.4 deste texto. Nesta situacdo, o dominio do
problema € limitado pela superficie I' = Iy U I, U T, onde I e T, ja foram definidas e T, € a

fronteira com condic¢ao de contorno periddica. A fronteira de simetria, onde ocorre a condi¢ao

de Neumman com h = 0, é dada pelo plano z = 0. O par de fronteiras periddicas ocorre em
x=0; y* eem x = 0; y~ tal como apresentado na figura 5.3 com um angulo a = 180°. As
demais fronteiras possuem condi¢do de Dirichlet com g = 0 e sdo definidas pela caixa que
envolve a estrutura.

Esse problema € resolvido usando 46.239 nés distribuidos no Y4 Q e seis nds de suporte na

aproximacao. A figura 6.20 mostra o modulo do vetor densidade de fluxo magnético B no aco
excitado por uma corrente de 1.000 ampere-espiras quando um quarto do dominio Q é
modelado. Para validacdo, a densidade de fluxo magnético € avaliada nas trés regides
apresentadas na figura 6.16. A figura 6.21 plota os resultados obtidos pela aproximagdo do

método VNMM e os dados de medicao fornecidos por [17]. Observa-se, principalmente, uma
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melhora na aproximacdo da densidade de fluxo na placa central quando comparada as
simulagdes utilizando a geometria completa € a meia geometria. Tomando-se novamente a
superficie A (figura 6.16) o erro relativo da aproximacdo numérica foi de 2,94%, o que
representa uma redug¢do de mais de 60% em relagdo ao erro relativo usando a geometria
completa. Essa melhora na precisdo se deve ao refinamento da distribui¢cao nodal na regiao do
entreferro. A reducdo da geometria possibilitou esse refinamento uma vez que os requisitos de

memoria ja ndo sao mais um empecilho na solu¢do computacional.

IBI (1)
1,4

Figura 6.20: Mdédulo da densidade do fluxo magnético na superficie da estrutura de aco obtido
com o uso do VNMM e o aproveitamento da simetria e da periodicidade.
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Figura 6.21: Validacdo numérica do VNMM para soluciao do problema TEAM 13 com % da
geometria.
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A tabela 6.2 resume os procedimentos computacionais adotados para obtengdo dos
resultados do problema TEAM 13. Detalhes do método de regularizacdo delta foram
apresentados na se¢do 5.3 deste texto. As demais técnicas numéricas citadas s@ao de amplo
conhecimento no meio cientifico e académico. Para a solucdo de equagdes lineares sao usados
métodos diretos e sua escolha varia de acordo com o tipo da matriz. Usualmente opta-se pela
decomposicdo LU ou Elimina¢do de Gauss mas se a matriz for hermitiana a fatorizacdo LDL ¢é

a melhor opcao.

Tabela 6.2: Procedimentos de calculo

Item Especificacao
Fracdo de geometria 1 172 1/4
Condigao de calibre Meétodo de regularizagdo
Técnica para nao-linearidade Aproximagdes sucessivas
Meétodo de aproximacio da curva B-H Akima
Meétodo de solucdo de equacdes lineares Meétodo direto
Numero de nés de suporte 6 6 6
Pontos de Gauss para integracdo numérica 4 4 4
Nimero de nés 122.018 64.302 46.239
Numero de incognitas 113.567 60.046 45.018

6.4 Interpolagao e Convergéncia com Suporte Arbitrario

No capitulo 4 vimos que trabalhar com um dominio de suporte que possa ser arbitrariamente
escolhido € condi¢do necessdria para garantir uma maior versatilidade ao método VNMM. O
suporte arbitrdrio elimina a dependéncia de uma subdivisdo preliminar do dominio de estudo
para a definicdo dos nds de suporte. Esta se¢do dedica-se a apresentar 0 passo-a-passo € 0s
resultados obtidos nos testes de aproximagdo utilizando as fungdes de forma VNMM com um
suporte escolhido arbitrariamente.

Um suporte arbitrario pode ser obtido com o auxilio de uma kd-tree [22] e do algoritmo de
busca e selecdo de nds apresentado no capitulo 4. Este algoritmo escolhe os seis nds mais

préximos de um dado ponto de integragdo X para participarem da aproximagao local dada pela

equacgdo (3.1). As funcdes de forma ﬁi sdo construidas utilizando os dados de coordenadas e

direcdes vetoriais dos nds arbitrariamente selecionados. Para validagcdo das fun¢des de forma
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IVl- geradas por um suporte arbitrdrio sdo aplicados os tradicionais testes de interpolacdo e
convergéncia. Estes testes foram aplicados as fun¢des de forma, na se¢do 6.1, quando um
suporte predefinido € utilizado.

Para a obtencao dos erros relativos apresentados na tabela 6.3, a func¢do a ser interpolada é
definida pela equacdo (6.7) no dominio tridimensional = [-1 1]3. Para este teste, a funcdo
(6.7) € interpolada em um conjunto de 210 pontos distribuidos uniformemente no dominio () e
em suas fronteiras. A distribuicdo nodal consiste em 1.750 nds tal que a dire¢do vetorial
atribuida a cada n6 € a mesma direcdo da aresta de um tetraedro e o né estd localizado no centro
das arestas. O numero de nds e pontos distribuidos no dominio é 0 mesmo em todos os testes
com o intuito de realizar as comparagdes.

O erro relativo da aproximacao € calculado conforme a equacao (6.1) com n = 210. Toma-
se um erro relativo de referéncia para avaliacdo do desempenho das func¢des de forma utilizando
o suporte arbitrario. Esse erro de referéncia é aquele obtido mediante interpolacdo usando a
funcdo VNMM tradicional, ou seja, com a base de Nédélec e o suporte previamente
determinado pelos nds situados no centro das arestas do tetraedro.

Para efeito de comparacdo com os resultados obtidos utilizando um suporte predefinido, os
testes de convergéncia sao feitos utilizando as mesmas fungdes de teste e os seus respectivos
rotacionais apresentados nas equagdes (6.7) a (6.8).

Naturalmente, a primeira funcio de forma a ser avaliada € a fun¢do com base polinomial do
elemento de Nédélec do primeiro tipo, dada pela equacdo (3.12). Contudo, casos de
singularidade e mau condicionamento da matriz & — equacao (3.16) — surgem inviabilizando a
obtencdo dos coeficientes  necessdrios a constru¢do da funcdo de forma. Para tratar os
problemas de singularidade da matriz &, mantendo a base de Nédélec, duas estratégias foram
propostas no capitulo 4. Uma delas elimina a dependéncia linear corrigindo de forma
incremental o posto da matriz singular; a outra elimina todas as linhas linearmente dependentes
apos identifica-las por um processo de decomposi¢do QR. Ambas, contudo, envolvem a escolha
de novos nés para compor o dominio suporte apds a exclusdo daqueles que causam a
dependéncia linear.

No teste de aproximagdo da funcdo (6.7), a funcdo de Nédélec com suporte arbitrario
apresentou erro relativo de 0,0361, que representa um aumento de 38% em relacdo ao valor de
referéncia. A figura 6.22 mostra o resultado do teste de convergéncia para funcdo de forma.
Nesta simulacao foi utilizado o algoritmo de correcao de posto para tratar a singularidade de «.

A estratégia utilizando a decomposicdo QR apresenta resultados similares. As taxas de
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convergéncia para a aproximacao da fung¢do permanecem proximas a um com erros relativos
um pouco maiores que aqueles apresentados quando o suporte predefinido € utilizado (vide
figura 6.1).

Entretanto, quando se trata da aproximagdo do rotacional sdo observados a falta de
convergéncia associada a elevados erros. Uma avaliacdo local do erro, ou seja, o erro relativo
ponto a ponto, permitiu observar que a maioria dos pontos apresentou uma boa aproximagao
local, ou seja, o erro elevado ocorre em apenas alguns pontos. Esses pontos foram
individualmente avaliados com o intuito de identificar quaisquer padrdes geométricos,
numéricos e/ou construtivos que justificasse o erro elevado, no entanto, nenhum padrao

evidente foi identificado.
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Figura 6.22: Convergéncias e taxas de convergéncia das (a) funcdes g, U, € Ug e (b) seus
rotacionais utilizando a funciao de forma VNMM com base de Nédélec e suporte arbitrério.

A funcdo de forma a ser testada a seguir € fungdo com base polinomial de primeira ordem
completa dada pela equacdo (3.24). Essa funcdo surge de uma estratégia algébrica para
melhorar o condicionamento da matriz . Logo, construir a fun¢do de forma com a base
polinomial de primeira ordem completa dispensa o uso de restri¢des na escolha dos nés de
suporte ja que nenhum caso de singularidade € observado na matriz a. Desta forma, os seis nds
mais préximos do ponto de aproximacao sao efetivamente utilizados na aproximacao local.

Na interpolacdo de (6.7), a fun¢do de forma com base polinomial de primeira ordem
completa apresentou redugdo no erro relativo de aproximadamente 54% quando comparado ao

valor de referéncia e uma reducdo sutil de 1% quando comparada ao uso do suporte predefinido.
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A figura 6.23 mostra o resultado desta funcio de forma no teste de convergéncia. As taxas de
convergéncia para a aproximagdo da fungdo permanecem proximas a um tal como apresentado

nas figuras 6.1 a 6.3 para o suporte predefinido. O ganho na redugao do erro relativo também

fica evidenciado.
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Figura 6.23: Convergéncias e taxas de convergéncia das (a) fungdes g, U, € Ug € (b) seus
rotacionais utilizando a fun¢ao de forma VNMM com base polinomial completa de primeira
ordem e suporte arbitrério.

Apesar do bom resultado na aproximacao da func¢do teste, a aproximac¢do do rotacional ndo
€ satisfatoria. A andlise local dos erros relativos de aproximacdo do rotacional mostra uma
situac@o similar a observada nas fun¢des de Nédélec: o erro elevado ocorre em apenas alguns
pontos, no entanto, nenhum padrio que justifique o erro nesses pontos foi identificado.

Com o intuito de reduzir os elevados erros relativos na aproximacao do rotacional propds-
se implementar uma nova base polinomial sem os termos que ndo geram o rotacional. A nova
base e a nova fun¢ao de forma sao apresentadas, respectivamente, nas equagdes (3.35) e (3.36).
Na interpolagdo de (6.7), essa fun¢do de forma com base polinomial incompleta apresentou
reducdo no erro relativo de 41% quando comparada ao erro de referéncia, e reducdo de 7,8%
quando comparada ao uso desta funcdo com suporte predefinido. A figura 6.24 mostra o
resultado desta fungcdo de forma no teste de convergéncia. As taxas de convergéncia para a
aproximacao da fun¢@o permanecem proximas a um com destaque para a fun¢ao senoidal, dada
por (6.9), que apresenta uma maior taxa de convergéncia em comparacdo com 0s testes

anteriores.
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No entanto, novamente, a aproximacao do rotacional ndo ¢ satisfatéria. Além disso, quando
comparados ao teste feito com a funcdo polinomial de primeira ordem, os erros dos rotacionais
apresentam maior instabilidade. A avaliacdo dos erros relativos locais mostra uma situagcao
similar aquela encontrada nos testes anteriores: o erro relativo elevado em poucos pontos € a

nao identificacdo de um padrao geométrico, numérico e/ou construtivo que justifique os erros.
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Figura 6.24: Convergéncias e taxas de convergéncia das (a) fungdes g, U, € Ug € (b) seus
rotacionais utilizando a funcdo de forma VNMM com base polinomial incompleta de primeira
ordem e suporte arbitrério.

A terceira op¢do algébrica seria testar a fungdo de forma com base radial. Essa funcdo de
forma foi construida e apresentada na equagdo (3.45). Conforme visto na se¢do 6.1,
especialmente na figura 6.4, a fung¢ao de forma com base radial nao foi capaz de proporcionar
uma boa aproximacao do rotacional e nem apresentou convergéncia para o mesmo. Lembrando
que esse teste usou um suporte predefinido. Com o suporte arbitrdrio a situacdo se repete,
apresenta convergéncia e boa aproximacao da funcdo teste, porém ndo aproxima o rotacional
dessa funcdo adequadamente. Sao observados quase 10% de redugdo do erro relativo na
aproximacdo da fungdo (6.7) quando comparado ao valor de referéncia e 25% quando
comparado ao uso do suporte predefinido.

Para efeito de comparagdo dos resultados, os valores dos erros relativos de aproximacdo da
func¢ao (6.7) e seu rotacional sdo mostrados na tabela 6.3. O tempo de processamento também
€ medido e apresentado. Todas as funcdes de forma usadas na aproximacdo bem como o tipo
de suporte utilizado aparecem na tabela. Na aproximacdo da func¢do teste, todas as funcdes de

forma, exceto a func¢do de Nédélec, apresentam erro relativo menor quando o suporte arbitrario
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€ utilizado. Observa-se ainda que a escolha mais vantajosa, em termos de precisdo, para se
interpolar uma fun¢do usando o VNMM com suporte arbitrario € o uso da fun¢do de forma com

base polinomial de primeira ordem completa.

Tabela 6.3: Erros relativos de aproximacgdo da fungdo teste (6.7) e seu rotacional

~ Erro de ET“’ df Tempo de
Base da funcao de Método de escolha aproximacio da aproximacao do processamento
forma do suporte funciio rotacional da em segundos
funcio
Predefinido 0,0261% 0,0371% 3,7453
Nédélec de 1* Ordem
Arbitrério (com 65,7692
correcdo de posto) 0,0361 1,301
Predefinido 0,0120 0,0371 3,8411
Polinomial de 1* Ordem
Completa o
Arbitrario 00119 04131 24,2502
Predefinido 0,0166 0,0371 3,8340
Polinomial de 1?
Ordem Incompleta Arbitrédrio 0.0153 0.3737 25,5761
Predefinido 0,0316 6,9227 3,9837
Radial
Arbitrario 0,0236 6,3550 27,7754

* Valores de referéncia

6.5 Consideracgoes Finais

Os resultados apresentados neste capitulo validam a utilizagdo do VNMM na modelagem de
problemas eletromagnéticos com campos vetoriais tridimensionais. Esta validacdo abre um
leque de possibilidades de implementacdo deste método em diferentes dispositivos
eletromagnéticos.

Observou-se que o VNMM, construido por qualquer funcdo de base, tem uma taxa de
convergéncia proxima a um para a aproximagdo de fungdes polinomiais e senoidais. Essa
convergéncia linear, além de ser uma garantia de convergéncia da solu¢do numérica, indica a
reducdo do erro de aproximacao na mesma propor¢ao do refinamento da distribui¢ao nodal no

dominio.
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As solucdes dos problemas de valor de contorno deram luz ao fato de que o método ndo
apresenta dificuldades na imposicao das condi¢cdes de contorno essenciais, interfaces e fontes.
O método VNMM calculou corretamente os autovalores de uma cavidade e apresentou
resultados idénticos aos obtidos pelo EFEM. A solu¢do numérica nao é corrompida por modos
espurios.

O método VNMM foi pioneiramente aplicado na aproximac¢do de um problema ndo linear e
mostrou-se eficaz na obtenc¢do de campos tridimensionais apresentando resultados préximos ao
valor de referéncia. As condicdes de contorno periddicas foram implementadas e os resultados
mostraram que a sua utilizacdo na reducdo da geometria trouxe expressivos ganhos na
aproximacao do campo.

Em termos de requisitos de memoéria, o VNMM ¢ semelhante ao FEM, pois as matrizes t€ém
o mesmo padrdo de esparsidade. O VNMM requer mais tempo que o FEM para calcular a
funcdo de forma, pois ndo possui expressoes analiticas fechadas. Este tempo € compensado por
ndo precisar construir uma malha.

A interpolacdo de uma fung¢ao utilizando o VNMM com suporte arbitrario foi bem sucedida.
Além disso, mostrou-se que € possivel modificar a base polinomial da fun¢ao de forma VNMM
com redugdes no erro relativo de aproximacao quando comparada a fung¢do tradicional. Os casos
de singularidade motivaram o desenvolvimento de estratégias e ferramentas computacionais
uteis no tratamento da singularidade e no desenvolvimento do método. A interpolacdo do
rotacional, necessdria para se aproximar os problemas de valor de contorno apresentados neste
texto, ainda € um desafio. No entanto, hd caminhos a serem explorados e estes sao devidamente

apresentados no préximo capitulo.
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Capitulo 7

Conclusoes

Neste capitulo sao apresentadas as conclusdes deste trabalho, suas principais contribui¢des
e as propostas de trabalhos futuros para continuagdo desta pesquisa.

Esta tese introduziu a construcdo das fungdes de forma do Método sem Malha Nodal
Vetorial (VNMM) para aplicacio em problemas de valor de contorno vetoriais em trés
dimensdes. O VNMM ¢ um método sem malha vetorial antes apenas explorado em problemas
de guias de onda em duas dimensdes e, por isso, muitos avancos puderam ser obtidos com o
uso do VNMM 3-D na modelagem de dispositivos eletromagnéticos. A seguir, uma visao
geral deste trabalho € apresentada a fim de se destacar os aspectos relevantes que levaram aos

resultados obtidos.
7.1 Visao Geral

Os métodos sem malha sdo usados para evitar problemas numéricos e reduzir o esforco
envolvendo a constru¢do de malhas. Esses métodos sdo tradicionalmente usados para
aproximar campos escalares, contudo, os problemas que envolvem campos eletromagnéticos
sdo vetoriais e requerem que o método numérico tenha funcdes de base vetoriais. O Método
sem Malha Nodal Vetorial, o VNMM, foi proposto como uma alternativa simplificada ao
Método Sem Malha de Aresta, o EMM, para resolver problemas vetoriais sem a necessidade
de construcao de uma malha.

No VNMM, um conjunto de nds é distribuido sobre o dominio do problema e suas
fronteiras de tal forma que exista um vetor unitdrio associado a cada nd. As funcdes de forma
geradas sdo fungdes vetoriais e baseadas no espago H(curl). Neste trabalho, seis nés de
suporte foram usados para gerar as funcdes de forma em trés dimensdes. Quatro funcdes de

bases distintas foram usadas para construir as fun¢des de forma VNMM 3-D incluindo a
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tradicional base de Nédélec de primeiro tipo. As funcdes de forma vetoriais do VNMM
satisfazem a propriedade de projecdo afim de impor as condi¢des de contorno e interface de
forma direta.

Os testes realizados com as funcdes de forma VNMM 3-D com suporte predefinido
mostraram que a funcdo com base de Nédélec € capaz de reproduzir qualquer combinagdo das
funcdes vetoriais e constantes que estejam presentes na base da funcdo de forma. As demais
funcdes com base polinomial reproduziram fung¢des constantes € mondmios presentes na base.
Os testes de convergéncia foram feitos utilizando fungdes teste polinomiais completas de
primeiro e de segundo graus e também uma fun¢do senoidal. Todas as funcdes apresentaram
taxa de convergéncia linear indicando garantia de convergéncia. Para o teste de convergéncia
do rotacional apenas a fungdo radial ndao convergiu. Todas as fungdes com base polinomiais
apresentaram taxa de convergéncia do rotacional proximas a um.

As formulagdes variacionais para a aplicacio do VNMM em problemas de autovalores e
em problemas magnetostéticos foram apresentadas. Foram, entdo, solucionados um problema
de autovalor, um problema de blindagem magnética, um problema com fonte de corrente e
um problema magnetostatico nao-linear.

O problema de autovalor da cavidade retangular permitiu a validacdo da solucdo
aproximada pelo VNMM mediante comparagdao com a solucdo analitica e também com o
tradicional Método de Elementos Finitos de Aresta. Este problema também possibilitou
verificar que a solucdo aproximada pelo VNMM néo apresenta modos espurios.

A solucdo dos problemas magnetostaticos permitiu aprofundar o uso do método e observar
seu comportamento em diferentes situagdes. Em todos os casos houve convergéncia do
método para a solucdo de referéncia. O método ndo apresentou descontinuidade tangencial
nas interfaces nem dificuldades na imposicdo das condi¢des de contorno ja que as dire¢des
vetoriais associadas aos nés distribuidos nas fronteiras do dominio e nas interfaces sdo
tangentes a respectiva fronteira ou interface. Além disso, os resultados também comprovaram
a eficicia do método VNMM na modelagem de problemas magnetostiticos contendo fontes
de corrente imposta.

As condi¢des de contorno periddicas foram introduzidas e validadas no VNMM 3-D
através da sua aplicacdo no problema TEAM 13. Este problema foi solucionado considerando
a modelagem da geometria inteira, a modelagem de %2 geometria dada a simetria da estrutura
e a modelagem de Y4 da geometria dadas ambas simetria e periodicidade. A técnica de

aproximagodes sucessivas, pioneiramente aplicada ao método, mostrou-se eficaz e eficiente no
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tratamento da ndo linearidade do material. Por dltimo, o aproveitamento da simetria e da
periodicidade resultou em ganhos na aproximacao do campo.

Nos problemas solucionados com o VNMM o dominio de suporte das funcdes de forma é
predeterminado por uma estrutura de dados ou uma subdivisdo espacial. No entanto, para
maior versatilidade, o suporte arbitrério foi introduzido. A sele¢do dos nds para a obtencao de
um dominio de suporte arbitrério foi feita através de um algoritmo de busca e selecao dos nds
previamente montados em uma kd-tree.

Aproximacdes numéricas utilizando as func¢des de forma VNMM 3-D com um suporte
escolhido arbitrariamente foram validadas através dos testes de convergéncia. A aproximacao
mediante a fun¢ao de forma com base de Nédélec requer a aplicac@o de restri¢des na escolha
dos nés de suporte. Contudo, é possivel obter melhores resultados, com ganho de precisdo e
sem aplicacdo de restricdes, utilizando as outras fungdes de forma construidas com as bases
polinomiais e radial.

Para a aproximacgdo dos problemas eletromagnéticos cujas formulagdes foram apesentadas
no capitulo 5 é necessario que a funcdo de forma com suporte arbitririo seja também capaz de
aproximar o rotacional da fungdo de teste. Contudo, a interpolacdo do rotacional apresentou
erros locais elevados e a aproximacdo nao convergiu. Entende-se que o caminho para se
solucionar essa questdo passa por identificar padrdes geométricos, numéricos e/ou
construtivos naqueles dominios de suporte que apresentam os maiores erros. Essa é, contudo,
uma tarefa drdua em trés dimensdes dada a quantidade de varidveis envolvidas. Na secdo 7.3
sugere-se, portanto, como continuidade deste trabalho, que essa andlise seja feita
primeiramente em 2-D.

O custo computacional ndo foi computado nessa tese, uma vez que o objetivo central é

validar o VNMM 3-D e aplicd-lo na modelagem de problemas em 3-D.

7.2 Contribui¢des

Esta secdo dedica-se a destacar pontualmente e suscintamente as contribui¢des inéditas

deste trabalho:
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Construgdo das funcdes de forma VNMM 3-D com base de Nédélec.
Construgdo das funcdes de forma VNMM 3-D com diferentes bases.
Aplicacdo do VNMM em problemas magnetostaticos.

Aplicacao do VNMM em um problema ndo-linear.

Introdugdo e validag¢do das condi¢des de contorno peridédicas no VNMM.

S kA L=

Introdugdo e validag¢do do suporte arbitrario na aproximacdo VNMM.

7.3 Trabalhos Futuros

Com base nos resultados alcancados nesta pesquisa e apresentados neste texto de tese
citam-se, a seguir, algumas possibilidades de continuidade e/ou aprimoramento do Método

sem Malha Nodal Vetorial:

1. Implementar o suporte arbitrdrio em 2-D

Com o intuito de solucionar os problemas de interpolacdo do rotacional observados quando
o suporte arbitrério € utilizado, sugere-se implementar o suporte arbitrario em 2-D. O objetivo
seria a identificacdo de padroes geométricos, numéricos e/ou construtivos que possam estar
relacionados aos erros. Os testes podem ser feitos no VNMM e, se necessdrio, também no

EMM.

2. Construir a fungdo de forma VNMM 3-D baseadas em outros elementos de Nédélec

Considerando a familia de elementos de Nédélec introduzida em [19] € possivel construir
novas bases para as fun¢des de forma VNMM 3-D aumentando, consequentemente, o nimero
de n6s de suporte. A funcdo de forma baseada no prisma triangular seria construida com 9 nés

de suporte e a fung¢do de forma baseada no cubo seria construida com 12 nés de suporte.
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3. Construir a fungdo de forma VNMM 3-D para ordens superiores

No contexto do VNMM construir uma fun¢do de forma de ordem superior requer
basicamente aumentar a ordem polinomial da fun¢@o de base. Uma das vantagens do VNMM
€ que ele sempre atribui os graus de liberdade aos nds para qualquer ordem polinomial usada
na base da fun¢do de forma. Além disso, aumentar a ordem polinomial da funcdo de base ndo
requer necessariamente um aumento no nimero de nds de suporte. No entanto, o aumento do
nimero de nds de suporte pode requerer uma base polinomial de ordem superior. Essa tltima

construc¢do foi feita em 2-D por [15] e pode ser estudada e estendida para o 3-D.

4. Trabalhar com distribuicoes irregulares de nos em 3-D

O VNMM 3-D aqui implementado trabalha com uma distribui¢ao regular de nés, ou seja, o
nimero de nés de suporte € invaridvel para as aproximagdes locais em todo o dominio do
problema. Nas distribuicdes irregulares o nimero de ndés de suporte pode variar de acordo
com a subdivisao planar utilizada em 2-D [15]. Propde-se, portanto, a criagdo de uma

subdivisdo volumétrica para trabalhar com distribui¢des irregulares em 3-D.

5. Aplicar o VNMM na solugdo de problemas que envolvam movimento

Uma vez bem sucedida a aproximagdo do rotacional com suporte arbitrario € possivel
solucionar problemas eletromagnéticos que envolvam movimento, tais como as maquinas
elétricas. A andlise pode ser feita inicialmente em 2-D e posteriormente em 3-D observando,

especialmente, o comportamento do método VNMM na interface movel.
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Apéndice A

Equacoes de Maxwell

Neste apéndice sdo apresentadas as Equacdes de Maxwell no Dominio do Tempo e no
Dominio da Frequéncia bem como suas relacdes constitutivas para representacdo de campos

eletromagnéticos.
A.1 Equacgdes de Maxwell no Dominio do Tempo

Neste apéndice sdo apresentadas as Equacdes de Maxwell no Dominio do Tempo e suas
relagcdes constitutivas para representacdo de campos eletromagnéticos varidveis no tempo e

espaco [34]:

VxE=-2 (A.1)
Vxﬁ=@+f (A.2)
V-D=p (A.3)
V-E=0 (A4)

As relagdes constitutivas descrevem as propriedades macroscépicas do meio tais que [34]:

B = B(H) (A.5)
D =D(E) (A.6)
J=3J(E) (A7)

Para um meio homogéneo, linear e isotrépico, as relacdes constitutivas (A.5) - (A.7)

tomam a forma particular [34]:
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D =¢E (A.8)
B = uH (A.9)
J=0E+], (A.10)
onde:
E = Intensidade de campo elétrico (V/m)
D = Densidade de fluxo elétrico ou Deslocamento elétrico (C/m?)
H = Intensidade de campo magnético (A/m)
B = Densidade de fluxo magnético (W/m?)

f = Densidade de corrente elétrica (A/m?2)

-

Js = Densidade de corrente elétrica imposta ou termo fonte (A/m?)
p = Densidade de carga elétrica (C/m3)

& = Permissividade elétrica (F/m)

¢ = Permeabilidade magnética(H/m)

o = Condutividade elétrica (S/m)

t = tempo

A.2 Equacgdes de Maxwell no Dominio da Frequéncia

Neste apéndice sdo apresentadas as Equagdes de Maxwell no Dominio da Frequéncia e
suas relagdes constitutivas para representacdo de campos eletromagnéticos harmonicos no
tempo.

Quando os campos variam senoidalmente com uma unica frequéncia, 0os campos sao
chamados harmoénicos no tempo. Usando a notacdo fasorial complexa, as equacOes de

Maxwell podem ser escritas como [2]:

VxE=—jwB (A.11)
VX H=jwD+] (A.12)
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V-D=p (A.13)
v 0 (A.14)

As relagdes constitutivas descrevem as propriedades macroscopicas do meio considerado.

Para um meio homogéneo, linear e isotrépico elas sio [34]:

D =¢E (A.15)
B = uH (A.16)
J=0E +], (A.17)

onde:
E = Intensidade de campo elétrico (V/m)

D

Densidade de fluxo elétrico (C/m?2)

Tl

=Intensidade de campo magnético (A/m)

1

B =Densidade de fluxo magnético (W/m?2)
f =Densidade de corrente elétrica (A/m?)

fs = Densidade de corrente elétrica imposta ou termo fonte (A/m?)
p =Densidade de carga elétrica (C/m3)

& =Permissividade elétrica (F/m)

u =Permeabilidade magnética (H/m)

o =Condutividade elétrica (S/m)

w =Frequéncia angular
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Apéndice B
Transformag¢ao Geométrica 3-D

Neste apéndice € apresentada uma transformacdo geométrica em 3-D que pode ser utilizada
para evitar singularidades na construcao das matrizes de funcdo de forma. No VNMM 2-D a
singularidade da matriz e pode ser evitada através de transformagdes geométricas simples [15].
A técnica de transformagdo geométrica pode ser estendida para o VNMM 3-D conforme
apresentado nesta secdo. Para isso, escolhe-se, arbitrariamente, um dos nés do dominio de
suporte, leva-o a origem do sistema de coordenadas e, entdo, gira-o em torno da origem de tal
forma que a dire¢@o associada ao n6 coincida com um dos eixos do sistema de coordenadas. As
coordenadas homogéneas sdo utilizadas de modo que as transformacdes possam ser
representadas matricialmente. Assim, qualquer ponto de coordenadas homogéneas x (x,y,z, 1)
no sistema de coordenadas original pode ser representado neste novo sistema translado e

rotacionado pelo ponto X' (x,y’, z', 1) tal que:
X’ = C(xl,yl,Zl)X (Bl)

onde C (x4,Y1,21) é a matriz de transformag@o que serd desenvolvida a seguir.
Sejam as coordenadas do né ny (x4, Y4, Z;) pertencente a um dado dominio de suporte cujas
coordenadas homogéneas sdo dadas por n; (xq,y;,2;,1). Para levar esse né a origem utiliza-

se a seguinte matriz:

1 0 0 —x;
01 0 -
Tuynz) =l o 1 2 (B.2)
1
0 0 0 1
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onde T é chamada matriz de translagdo. Para realizar a rotagdo toma-se o vetor unitdrio
associado ao né ny, t; =t X +t,Y+t;,Z e mais outros dois vetores unitdrios

perpendiculares entre si e a £, tal que:

7;)3 = T3xf + T'3y)7 + 7"3ZZA = tl
ty XX

- ~ A~ A
T, =T, X+ T2yY + 12 = 55—
|t x 2|

(B.3)

- ~

N =1TxX + T‘ly:)’; + TlZZA = Fz X Fg

A rotagdo € escolhida de tal forma que o vetor t; coincida com o eixo Z. Esses trés vetores
unitarios definidos por (B.3) podem ser usados diretamente para construir a matriz de rotagao

R, tal que:

T1x rly Tz
T T T
T3x T3y T3z
0 0 0

= O O O

onde a submatriz superior 3x3 € ortonormal e representa um sistema de coordenadas local.
Ve ~ . ~ = . . .
Ha excecdes na montagem da matriz de rotagdo R nos casos em que t; coincida com os eixos
X,youz Set; =12, amatriz R é a matriz identidade e ndo é necessaria nenhuma rotacio. No

entanto, se t; = 1X € necessario girar em torno de y para que o eixo X coincida com o eixo Z.

Assim a matriz R torna-se:

(B.5)

o = O O
o O R O
oS O O
—_ O O O

Neste sentido se t; = 1§ € necessario girar em torno de X para que o eixo y coincida com o

eixo Z, ou seja:
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(B.6)

S O O
o = OO
oS O - O
= O O O

A matriz de transformacao completa, ou seja, translacdo seguida de rotagcdo, pode entdo ser

calculada pelo produto:

"x Ty Tiz (—x17”1x —Vihy — Z17"1z)

C (x1,y1,2,) = RT = Tox Toy Toz (—xerx — Y12y — 21T2z) (B.7)
T3x T3y T3z (—x17”3x — Y173y — Z173;
0 0 0 1

Uma vez transformada as coordenadas dos nds e as dire¢des vetoriais para esse novo sistema

de coordenadas, efetua-se o célculo dos coeficientes f8; e das fungdes de forma N; neste novo
sistema de coordenadas. Em seguida € feita a transformacdo inversa que consta da rotacao
inversa seguida da translacdo inversa.

Como a matriz de rotacdo R € ortonormal, sua inversa € a sua transposta, portanto:

Tx Tox T3x
R—l — RT — rly sz r?’y

= o O O

(B.8)
Tz T2z T3z
0 0 0
Ja a translagdo de volta as coordenadas originais do né n, (x4, y4, 1) € dada por:
1 0 0 +x
_ 0 1 0 +y
T (x4, 51, = L B.9
(x1,y1,71) 0 0 1 +z (B.9)
0 0 O 1

Logo:

Tx Tax T3x X1

_ _ _ T- T~ T- V1
C1(x,,y,,2) =T R 1= "2y '3y B.10
(x1,¥1,21) Ty Tay Tay 74 ( )

0 0 0 1
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E o retorno de qualquer ponto X ao sistema de coordenadas original é dado por:

X = C_l (xl,yl,Zl) X’ (Bll)
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