Espalhamento Féton-Foton: Ambiguidades e Secao de
Choque

Gabriel Fagundes Camargo

2013



Universidade Federal de Minas Gerais - UFMG
Instituto de Ciéncias Exatas - ICEx

Programa de Pés Graduacgao em Fisica

Espalhamento Foton-Foton: Ambiguidades e Secao de Choque

Gabriel Fagundes Camargo

Orientador: Prof. Dr. Marcos Donizeti Rodrigues Sampaio

Co-orientadora: Prof. Dr®*. Maria Carolina Nemes

Dissertagao apresentada ao departamento de Fisica da Univer-
sidade Federal de Minas Gerais, para a obtencao de titulo de

Mestre em Fisica

Area de Concentracio: Teoria Quantica de Campos

2013



“Bu quase que nada nao sei. Mas desconfio de muita coisa.”

Guimaraes Rosa em “Grande Sertdo: Veredas”



Agradecimentos

Agradeco imensamente a todos que estiveram do meu lado e contribuiram comigo e
com toda essa busca. O mundo é construido por interagoes; sendo assim, o presente trabalho
teve de contar com muitas pessoas para ser realizado, e sou profundamente grato & todas
elas. Como a corrida é rapida e a memoéria é falha, certamente esquecerei de citar gente
importante aqui, mas com certeza lembrarei sempre comigo.

A meus pais, Sandra e José Luiz, com quem sempre pude contar, pela for¢a, honesti-
dade, conselhos, e pelo modo mais humano e ético de ver a vida. Aos meus avés, Aparecida e
Lindolfo, pela forca e incentivo essenciais para o inicio dessa carreira. As minhas irmas, Ana
Luiza, Isabela e Daniele, por sempre estarem presentes. A toda minha familia. Devo uma
lembranca especial para meu avd Lindolfo, cuja contribuicao foi uma das mais importantes,
e tia Madrinha, cujo incentivo eu aprecio bastante.

Aos meus orientadores. Ao Marcos pela oportunidade e conselhos. A Carolina, pelo
exemplo de garra e de vontade com a fisica. Também ao Cabral, que sempre teve disposicao
para minhas davidas, e pela grande e valiosa biblioteca.

Ao Departamento de Fisica da UFMG. Especialmente aqueles professores que tém a
vontade de contribuir para uma boa formacao dos discentes. E também a todos os funcio-
narios responsaveis por manter a exceléncia do departamento. Aos representantes discentes
e docentes, que merecem os devidos cumprimentos pela essencial contribuicdo. A todo o
pessoal da biblioteca; & Shirley, exemplo de pessoa, sempre disposta, por toda ajuda com o
acervo e outras questdes. A Clarisse, que me acolheu bem e sempre ajudou a mim e a todo
o departamento. A Marluce e Michele, por todo tipo de esclarecimentos e ajudas.

Aos meus amigos da Fisica. Ao grupo de TQC pela amizade, unidade e valiosos co-

nhecimentos: Alex, Jean, Helvécio, Junior, Yuri, Arthur, Gazzola, Joilson. E também fora

v



do grupo: Natalia Moller, sempre amiga e companheira. Jonas (Gandhi), pelas conversas de
fisica a filosofia, passando pelo mercado de trabalho e misica, e também importante com-
panheiro no colegiado, entre outras tantas. Lucas Mussnich, pelo exemplo de fraternidade
e profissionalismo. Aos que estavam comigo na organizacio dos seminarios dos alunos, e
também pela amizade: Ligia Parreira e Henrique Limborgo. Ao Aloisio pelo exemplo de
humanidade. A FElvis Cano, Edith e Victoria, pela amizade. Aos amigos, companheiros
e conviventes Julia Roquette, Mario Mazzoni, Barbara Rosa, Roberto Shigueru, Barbara
Costa, Rodolfo, Erico, Gilberto, Marcos, Ana, Mychel, Fabio, Glaucia, Karoline, Campo-
lina, Tiago Grasiano, Daniel, Mangos, Regiane, Leandra et al.

Aos meus amigos de Divinépolis que também partilharam e foram fundamentais nessa
etapa. A Turma do Biziu mais Lucas Milher, especialmente ao Gabriel Arruda, pela boa
convivéncia todo esse tempo e que nio reclamou muito de eu sempre usar a mesa grande. A
republica Engenho, especialmente a Pedro Poeta e Gabriel, pelo acolhimento. A familia Tai
Lau Chuan, pela fraternidade.

Ao colégio Roberto Carneiro, que me preparou bem a educagio basica.

A CAPES, pelo suporte financeiro, e também ao governo brasileiro e toda a nacao.

A vocg, leitor.

E a muitos outros.

Enfim, como a gente é mais uma obra frankensteiniana do que uma pega original, o

presente trabalho tem contribuicées em diversos niveis de todas as pessoas acima.



"...]

Eu adoro todas as coisas

E o0 meu coracao é um albergue aberto toda a noite.
Tenho pela vida um interesse avido

Que busca compreendé-la sentindo-a muito.

Amo tudo, animo tudo, empresto humanidade a tudo,
Aos homens e as pedras, as almas e as maquinas,

Para aumentar com isso a minha personalidade.

Pertenco a tudo para pertencer cada vez mais a mim préprio

E a minha ambicdo era trazer o universo ao colo

Como uma crianca a quem a ama beija.

Eu amo todas as coisas, umas mais do que as outras,

Nao nenhuma mais do que outra, mas sempre mais as que estou vendo
Do que as que vi ou verei.

Nada para mim é tao belo como o movimento e as sensacoes.

A vida é uma grande feira e tudo sao barracas e saltimbancos.

Penso nisto, enterneco-me mas ndo sossego nunca.

.|

Acordar, de Alvaro de Campos

vi



Resumo

Neste trabalho calculamos a se¢do de choque para o espalhamento vy — v de uma maneira,
independente de regularizagao, através do método da Regularizagao Implicita, e comparamos
o resultado obtido com andlises prévias. Tais calculos possuem qualidades matematicas e
fisicas que os tornam intrigantes. O problema é caracterizado por uma amplitude de espa-
lhamento finita, como requere a invarincia de calibre, mas que necessita de um método de
regularizacao nos passos intermediarios, trazendo ambiguidades intrinsecas. Nés mostramos
que tais ambiguidades sdo resolvidas tendo como base a invaridncia de rotulo, que por sua
vez estd relacionada aos termos de superficie — que sdo termos originados da diferenca finita

de duas integrais com o mesmo grau de divergéncia — e & simetria de calibre.

Palavras-chave: Teoria Quantica de Campos, Espalhamento Féton-Féton, Regularizacao Implicita,

Ambiguidades



Abstract

In this paper we calculate the vy — ~7 scattering cross section in a regularization indepen-
dent fashion, through Implicit Regulzarization scheme, and compare our result with previous
analyses. These calculations possess many interesting physical and mathematical features.
It is characterized by a finite total amplitude, as required by gauge invariance, which ne-
vertheless needs a regularization scheme in the intermediate steps which brings in intrinsic
ambiguities. We show that such ambiguities are fixed on momentum routing invariance
grounds which in turn are related to surface terms — which appear by the finite difference

of two integrals with the same level of divergence — and gauge symmetry.

Keywords:Quantum Field Theory, Photon-Photon Scattering; Implicit Regularization; Am-

biguities

II



Sumario

Resumo 1
Abstract 11
1 Introducao 1
2 Teorias Quanticas de Campos e a Eletrodinamica Quéantica 7
2.1 A Teoria Quantica Nao-Relativistica . . . . . . .. ... .. ... ... .... 7
2.2 A Equagdode Dirac . . . . . . .. 8
2.3 A Densidade de Lagrangeana e o Campo de Klein-Gordon . . . . . . ... .. 10
2.4 Quantizando o Campo de Dirac . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 14

2.5 Sobre a Dinamica de Emissdo e Absorcao de Radiagao, a Invariancia de Ca-

libre e a Lagrangeana da QED . . . . . ... ... 15

2.6 Quantizacdo do Campo de fotons . . . . . . . . ..o 17
2.7 A Dindmicaem TQC . . . . . . . . ... 21
2.8 Regras de Feynman paraa QED . . . . . . .. ... 24
2.9 Processos de Espalhamento . . . . .. .. .o 26
3 A Regularizagao Implicita 29
3.1 Divergénciasem TQC . . . . . . . .. 29
3.2 Técnicas de Regularizagdo . . . . . . . . . . .. .o 31
3.3 Regularizagao Implicita . . . . . . .. .. oL 32
3.4 Avaliando os Termos de Superficie . . . . ... .. ... ... ... ... 34
3.5 Exemplo I: O Tensor de Polarizacdo do Vacuona QED . . . . . . . . ... .. 36
3.6 ExemploIl: O Tadpole . . . . . . . . . .. . 38



SUMARIO

4 A Amplitude do Espalhamento Féton-Féton
4.1 A Secao de Choque Diferencial: Calculode M, . . ... ... ... ... ...

4.2 Secao de Choque Despolarizada . . . . . .. .. ... ... L.

5 Resultados e Conclusoes

A A representacao de Schrédinger, Heisenberg e de Interagao

B Calculo da Amplitude Despolarizada
B.1 Desenvolvendo Produtos . . . . . . . . ... L Lo

B2 O Algoritmo . . . . . . . e

Referéncias Bibliograficas

IAY

40
44
48

49

50

52
52
53

73



Capitulo 1

Introducao

Logo ap6s a finalizacao da estrutura formal da mecénica quintica, em 1926, houve
tentativas de construir uma teoria quantica covariante (invariante a transformagcoes de Lo-
rentz) que respeitasse os principios da relatividade especial. Por teoria quantica podemos
dizer toda teoria que tem como ponto de partida os elementos axiométicos e interpretativos
da mecéanica quantica, com seus observaveis, seu espaco de estados, regras de comutacao
etc. Dado o sucesso da versao nao-relativistica da teoria, logo deu-se inicio a procura de
hamiltonianos que levassem & equacoes de movimento covariantes, e o primeiro a conseguir
conciliar satisfatoriamente todos esses principios foi Dirac[1], ja em 1928, com a equagao que
leva seu nome e que forneceu uma descri¢ao para o comportamento dos elétrons. Essa teoria
continha com varios pontos fortes, pois conseguiu fornecer um entendimento a priori sobre
o spin do elétron (e entdo sobre o fenémeno que ele chamou de duplexidade, devido ao fato
que havia o dobro de estados estacionarios para um elétron no atomo do que se previa) e a
explicar corretamente as corregdes para os niveis de energia atémicos provenientes do termo
de Darwin. Nesse contexto, a radiacao ainda era tratada como um campo classico por Dirac,
mas ja havia tentativas bem sucedidas de quantizacao do campo eletromagnético. Iniciada

com Einstein, em sua explicacdo para o efeito fotoelétrico, a ideia de que a luz se compor-
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tava como uma particula quantica foi desenvolvida, dentro de um escopo matemaético, por
Heisenberg, Jordan e outros, e até mesmo por Dirac, em meados da década de 1920 (veja
por exemplo [2] e [3]); o ponto principal era quantizar os modos do campo eletromagnético

com operadores de criacdo e aniquilacao.

A principio houve uma queda de braco entre analisar a equacgao de Dirac do ponto
de vista de que descrevia a evolucao da funcdo de onda de uma s6 particula, que era o
ponto de vista defendido por Dirac, e do ponto de vista que era uma equacdo para um
campo quantico, em analogia com a quantizacao do campo eletromagnético, uma entidade
que descreve um sistema de miltiplas particulas e sua evolu¢do no tempo. Ja do ponto de
vista de Dirac, sua equacao descrevia a evolucao do estado quintico do elétron, mas essa
interpretacdo continha alguns problemas. Existiam solucoes para a equagao de movimento
cujas energias eram negativa e sem um limite inferior. Nao se podia simplesmente eliminar
tal solugoes porque eventualmente a dindmica do sistema levaria um estado quéntico inicial a
um daqueles. Dirac, entdo, foi obrigado a postular a existéncia de um "mar de elétrons"que
ocupava esses infinitos estados; os elétrons observados por nds eram apenas as solugoes de
energia positiva. Podemos notar, inclusive, que a predicao do positron se deu no contexto de
Dirac, em 1931[4] e essa particula surgia quando um elétron do "mar"saltava para um estado
de energia positiva, deixando um "buraco", que se comportava como um elétron de carga
contréria, que a de inicio a tentaram relacionar com o préton, mas cuja massa se revelou
sendo necessariamente idéntica a do elétron. A comprovacao experimental da existéncia do
poésitron se deu um ano ap6és sua previsao. Foi nesse contexto da teoria dos buracos que foi
feita a primeira hipotese, por Halpern [5] em 1932, que a luz poderia induzir uma polarizacao
no vicuo, o que seria responsavel, em mais altas ordens, por produzir um espalhamento da

luz pela proépria luz.

No fim do embate, venceu a interpretacdo de campos, devido a sua conveniéncia na
utilizacao. Os problemas e propostas eram resolvidos na base de teorias de perturbacao
e, s mais baixas ordens, que chamamos de célculos a nivel arvore (devido a semelhanga
de sua representacdo em diagramas de Feynman), tudo se mostrava coerente. O problema
ocorre quando se passa aos calculos das perturbacoes de mais alta ordem porque, ao in-
vés de encontrarmos pequenas correcoes, muitas vezes encontramos integrais que divergem.

Tentou-se se livrar desse infinitos de duas maneiras: propriamente eliminando-os — atra-



CAPITULO 1. INTRODUGAO 3

vés da insercdo de novas interagdes, o que dava certo para célculos de auto-energias em
mais baixa ordem — e contornando-os, fazendo uma redefinicdo dos parametros da teoria,
0 que chamamos de renormalizagdo. No contexto de diagramas de Feynman, a aparecer em
1950, as divergéncias aparecem onde se encontram integracoes sobre momentos internos de
particulas virtuais, que sao virtualmente geradas e destruidas no meio do processo. Elas
divergem tanto para pequenos valores dos momentos internos (limite inferior da integral),
que chamamos de divergéncias no infravermelho, quanto para grandes valores, chamadas
divergéncias no ultravioleta. Tal "defeito"da teoria (o que hoje talvez seja uma bengao) foi
alvo de grades discussbdes e de um certo descrédito que se tomou entorno dessa empreitada
tedrica. Apesar de tudo, também a eletrodindmica classica foi sempre embebida em infi-
nitos, e tal caracteristica em teoria de campos ndo causou o abandono da abordagem. As
primeiras ideias de renormalizagdo apareceram em meados da década 1930, surgindo af uma
area particular de estudos dentro de teoria de campos. A teoria da renormalizacao resolvia
o problema das divergéncias afirmando que os parametros da teoria, como carga e massa,
seriam renormalizdveis, absorvendo os infinitos que apareciam. Ou seja, a carga e massa
efetivas do elétron poderiam variar com algum parametro de escala, que hoje relacionamos a
energia do processo. A renormalizacao permitiu que a teoria quantica de campos fornecesse

as medidas mais precisas feitas pelo homem, como o valor do momento magnético do elétron.

A teoria da renormalizagdo conta com uma etapa que se chama regularizacdo. Nessa
etapa, isolamos e classificamos as divergéncias em termos convenientes e de modo a explicitar
o que seri renormalizado depois. Existem vérios métodos de regularizacao: regularizacao

dimensional, por cut-off, Pauli-Villars, reducao dimensional etc.

Os diferentes métodos de regularizacdo devem preservar caracteristicas essenciais da
teoria em questdo, como acontece, por exemplo, na regularizagdo dimensional (DReg) ou
regularizacao de Pauli-Villars em processos da Eletrodinamica Quantica. Mas nao é sempre
que se vé coeréncia nos célculos, devido a complexidade, extensao e sutilezas envolvidas no
estudo da renormalizacao. Um método bastante empregado que frequentemente aparece as-
sociado a quebra de simetrias é a regularizacao por cut-off, cuja prescricdo nos faz com que
as integrais sejam avaliadas até certo valor de momento, o que ja imediatamente nao é uma
postura covariante. Além do mais, & medida que as teorias se tornam mais complexas com

mais dimensdes, ou simetrias ndo triviais, como supersimetria ou simetria quiral, nés encon-
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tramos algumas dificuldades na regularizagdo das amplitudes a fim de se obter resultados
que nao sao ambiguos e que respeitam as simetrias originais da Lagrangeana. Por exem-
plo, existem problemas associados & continuagao dimensional da matriz v5 e tensores €,,....
Assim, um dos nossos objetivos nesse trabalho é empregar uma recente proposta que lida
muito bem com esses problemas: a regularizaca implicita (IReg). Nesse método, os infinitos
sdo tratados algebricamente, nao sendo necessario regularizar de fato uma integral diver-
gente, i.e., torné-la finita através de uma redefinicdo dos limites de integracao, de modificar
o integrando das amplitudes originais ou usar de uma continuagdo analitica do numero de
dimensdes do espaco-tempo da teoria. Isso torna o método independente de regularizacao,

e qualquer regularizacao coerente deveria respeitar as anélises e resultados da IReg.

Na segunda etapa do processo de renormalizagdo, buscamos incluir tais infinitos em
uma redefinicdo dos parametros da teoria (massa, carga etc.), e é onde estes adquirem a

dependéncia com um paradmetro de escala.

A regularizacdo implicita — que abreviaremos por IReg — busca uma solugdo mais
natural para o problema das divergéncias, deixando-o para ultima andlise. A amplitude
de um determinado processo pela prescricdo da IReg deve ser expressa em trés partes. A
primeira parte ¢ finita e livre de causar qualquer discordia. A segunda seriam integrais
divergentes basicas padrao que, quando necessario, seria a parte a se renormalizar através
dos parametros da teoria. A terceira componente seriam termos de superficie que se originam
da diferenca finita de duas integrais com o mesmo grau de divergéncia, e é precisamente
nesses termos que surgem ambiguidades, ou seja, termos finitos que nao sdo definidos a
priori pela Lagrangeana da teoria.Tais termos sao altamente dependentes de regularizacao.
O que a regularizacao implicita faz ndo é tentar avaliar a integral correspondente ao termo
de superficie, mas sim avalia-lo ad hoc com base no que a simetria da teoria diz que ele deve
ser. Pode-se usar qualquer simetria para fixar seus valores: a simetria de calibre, simetria
de escala, invariancia de rotulo etc. Esse método vem sendo desenvolvido hd mais de uma
década e tem se mostrado bastante coerente e 1util em diversas aplicacoes. Uma discussao

interessante sobre esse tipo de abordagem foi feita por R. Jackiw|[6].

O problema tratado nesta dissertacao é o espalhamento féton-féton vy — vy no con-
texto da Eletrodinamica Quantica(QED). A QED ¢ a teoria que explica o comportamento

de elétrons, e outros férmions de spin 1/2, fétons e as interagoes entre eles. Ela é o modelo
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para se construir outras teorias, como a forca eletrofraca e o modelo padrao da fisica de

particulas.

O problema do espalhamento em questao tem caracteristicas bastante interessantes,
tanto do ponto de vista matematico como fisico. Ele pode ser representado pelo diagrama

de Feynman a seguir:

N

&,

Figura 1.1: Diagrama de mais baixa ordem que contribui para o espalhamento.

O que acontece é que ele possui divergéncias em suas amplitudes parciais mas, por outro
lado, ele deve representar uma contribuigao total finita. Essa finitude faz com que esse calculo
seja muito sensivel a ambiguidades e, como veremos, diferentes calculos podem resultar em
diferentes ordens de grandeza. Outra caracteristica interessante é o fato de ele ser responsavel
pela insercao de um termo efetivo ndo linear na Lagrangeana cléssica do eletromagnetismo,

que representaria uma interacao efetiva entre diferentes campos eletromagnéticos.

O célculo desta amplitude estd presente em diversos trabalhos, sendo que o primeiro
que se tém noticia, ap6s a sugestao por parte de Halpern citada acima, consta de artigos
de estudantes orientados pelo proprio Heisenberg, em 1935 e 1936, feitos por H. Euler e B.
Kockel[7][8]. Eles lancaram mao da Lagrangeana efetiva de Euler-Heisenberg para o feito.
O primeiro artigo nos fornece uma ordem de grandeza para o espalhamento, e ja se vé
claramente que a secdo de choque em questao é muito pequena. O segundo trabalho faz um
calculo explicito. J& no contexto de diagramas de Feynman, foram R. Karplus e M. Neuman
que lidaram com este problema, em dois artigos[9][10]. Para lidar com as divergéncias, eles
usaram a regularizacdo de Pauli-Villars. No primeiro trabalho, eles fizeram uma analise
do problema para varias energias de espalhamento, e também encontraram a Lagrangeana
de Euler-Heisenberg. No segundo trabalho, eles trabalharam sobre o espalhamento de dois
fétons, incluindo também variacoes sobre o tema, como espalhamento por um campo externo.

No que concerne ao espalhamento féton-féton, eles foram capazes de encontrar a secao de
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choque para baixas energias:

do 139a% (cu
dQ  (180m)2m2

%)6(3+60529)2. (1.1)

Em 1977, o mesmo célculo foi feito utilizando a recente proposta da regularizagao di-

mensional, e foi encontrado a mesma resposta. Porém, recentemente, este resultado foi

questionado[11], propondo a seguinte se¢ao de choque:

d 4
ng{ = (127(:)2002 (3 +2cos? 0 + cos™ 6). (1.2)

Esse trabalho foi o comego de uma série de trabalhos sobre a questdao. O primeiro a aparecer
foi um tutorial sobre o espalhamento féton-féton,argumentando que a proposta em [11]
estava incorreta. O autor também calcula o caminho livre médio para fétons em um fundo
de microondas para ambas as secdes de choque e verifica que a recente proposta prevé um
caminho livre muito pequeno para os fétons, da ordem da orbita de Jupiter. Em 2012, surgiu
um trabalho [12] sobre a possibilidade de medir o espalhamento, com pulsos gaussianos de
laser de poténcia 10 PW, gerando sinais detectaveis. Enfim, uma anélise independente do
método de regularizagdo serviria para dar um ponto final & questao.

A dissertacao estd organizada da seguinte forma: no capitulo 2 ha uma discussao sobre
as motivagoes iniciais sobre a teoria quantica de campos (TQC), passando pela eletrodina-
mica quantica, diagramas de Feynman e processos de espalhamento. No capitulo 3, discuto
sobre as divergéncia em TQC, discutindo os métodos para contornar este problema, e princi-
palmente o método utilizado neste trabalho: a regularizacao implicita. No capitulo 4 é feita
a conta sobre a secdo de choque do espalhamento féton-féton, e no capitulo 5 sdo resumidos
os resultados. No apéndice A apresento as diferentes representacoes da mecénica quantica.
No apéndice B, apresento um jeito 1til de organizar as contas com varios termos e o calculo
computacional da amplitude.

Neste trabalho usaremos o sistema de unidades naturais, com h = ¢ = 1. Usamos

também ¢gM = diag(1; —1; —1; —1).



Capitulo 2

Teorias Quanticas de Campos e a

Eletrodinamica Quantica

Neste capitulo explico brevemente a passagem da teoria quintica nao relativistica
para a relativistica, tendo em vista os conceitos fundamentais necesséarios e a busca por uma
equacdo quantica covariante, isto é, invariante por transformacoes de Lorentz. A equacdo
proposta por Dirac para descrever o movimento dos elétrons estava intimamente relacionada
aos paradigmas aqui representados pela mecénica quantica de Schrodinger, Heisenberg e
outros. Em seguida, exploro a simplicidade da quantizacdo de um campo escalar e, logo

apos, a quantizacao da eletrodinamica.

2.1 A Teoria Quantica Nao-Relativistica

A teoria quantica nao relativistica esta assentada no conceito de estado fisico e de sua
evolugao no tempo. Na representagao (cenério) de Schrodinger, o estado [¢) de um sistema
é um objeto matemdtico que fornece todas as informacoes possiveis sobre observaveis que

podemos obter, como energia e momento. Sua evolugdo no tempo, e consequentemente das
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suas propriedades, sdo governadas por um Hamiltoniano segundo a equagao
5 ) = H [¥) (2.1)
71— = .
dt

e podemos associar as seguintes interpretagdes a funcao de onda correspondente:

densidade de carga

p = —eth ), (2.2)
densidade de corrente
j= =g WV - V), (23)
densidade de energia
U= ﬁwj*vzp. (2.4)

E de grande importancia também a seguinte regra de comutacio:

[p.q] =1, (2.5)

em que p e ¢ sao as varidveis candnicas de posicao e momento associadas ao hamiltoniano.

A mecénica quantica de Schréndinger, depois de se mostrar sua equivaléncia com a
mecéanica matricial de Heisenberg, e adicionando a interpretagdo probabilistica de Born sobre
a fun¢ao de onda, se tornou a principal abordagem para a descricao do comportamento das
particulas conhecidas ( a saber, quando a teoria se completou, havia apenas a nocao da
existéncia de elétrons e protons, como particulas supostamente elementares).

Vale notar que Jordan e Klein mostraram, em 1927, que a mecanica quéntica de um
sistema de n particulas idénticas obedecendo a estatistica de Bose-Eistein podia ser obtida
interpretando a fun¢ao de onda como um operador que obedece a lei de comutacdo analoga

a (2.5), mas para sistemas continuos.

2.2 A Equacao de Dirac

A famosa equacdo de Dirac, proposta em 1928, veio nesse contexto, como uma equacio de
onda relativistica para o elétron. Como pontos muito fortes, ela continha uma explicacao
tedrica para o spin (e portanto o momento magnético) e também explicou a estrutura fina

do 4tomo de hidrogénio.
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A busca pela equacdo se inicia na formula para a energia relativistica livre E? =

m? + pz, que pode ser escrita como:
P2 4p*+m?=0, (pp=E), (2.6)

e depois buscar uma equacao que ¢é de primeira ordem na energia. Isso porque, para quan-
tizarmos o sistema, aplicamos a prescricao da "primeira''quantizacdo, que seria apenas a

substituicdo dos valores de momento e energia por

0
FE ) —: —q 2.
_Mé?t’ p — —iV, (2.7)

e, portanto, buscamos uma equacao que contém a primeira derivada no tempo, o que convém
4 uma interpretacdo probabilistica da funcio de onda. Também deve ser uma equacao de
primeira ordem nas varidveis espaciais, para garantir a invariancia de Lorentz. A equacao

desejada deve ter a seguinte forma:

(po + aap1 + aapa + asps + )Y =0 (2.8)

e de tal maneira que

(=p2+p* +m?) = (—po + aip1 + azps + azps + B)(po + a1p1 + aapa +azps + ) =0 (2.9)

A equagdo acima s6 pode ser satisfeita se considerarmos uma algebra nao comutativa,
que pode ser representada com matrizes 4 x 4: as matrizes . Elas satisfazem as seguintes

regras de anti-comutagao:
[V ]+ =AM+ Ay =29 (2.10)
e, também, a condicao de hermiticidade
T = 0yHa0, (2.11)

Finalmente, a equagao de Dirac se 1é (note a soma implicita ao indice de Lorentz p ):

{wa - m} W(z) =0, (2.12)

oxH

cuja densidade de Lagrangiana é:

£=0(a) |5 ] vl (2.13)
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cujas solugoes sdo os quadriespinores de Dirac:

(x)
Ya(x)
¥3(x)
Ya()

(2.14)

E temos, em analogia com a versao nao relativistica da mecénica quéantica, as quantidades:
densidade de carga
p =gt (@)¥(x), (2.15)
densidade de corrente
Jt = ap(x)y"p(x). (2.16)
O problema mais marcante dessa abordagem é que o espaco de estados envolvia solugoes
para a equacao de onda cujas energias eram negativa. K ndo ha como excluir esses estados,
pois eventualmente uma evolucdo unitaria levaria o estado inicial em um deles. Isso forcou
Dirac a postular a existéncia de um "mar"de elétrons que ocupavam esses estados de energia
negativa e, pelo principio da exclusao de Pauli, ndo haveria como os elétrons transitarem
para eles. Esse mar nao poderia produzir nenhum campo eletromagnético quando completo e
nao poderia ser detectdvel, porém, se um elétron saltasse do "mar"para um estado de energia
positiva, esse elétron deixaria um estado vazio — um buraco — que se comportaria como
um elétron, mas de carga positiva. A descoberta dessa "particula"aconteceu logo depois de
sua previsao, o que fez a teoria de Dirac subir alguns niveis epistemoldgicos.
Esse mar de elétrons deixou de ser problema na interpretacao de campos para a equacao
de Dirac, em que as solugdes para energia negativa se tornam solugdes de energia positiva

descrevendo a antiparticula do elétron: o pésitron.

2.3 A Densidade de Lagrangeana e o Campo de Klein-Gordon

Para se formar uma teoria plenamente covariante, a acao classica deve envolver as coorde-
nadas espaciais e temporais de uma maneira equivalente. Por isso definimos as densidades

de Lagrangeana(L) e Hamiltoniana(H) a partir de:

L= / dBxL(p(x), 000 (x)), H = / dPxH(x) (2.17)
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entdo temos o momento canonicamente conjugado

_oc

m(x) = %

(2.18)

Para iniciar o método usado em teoria de campos, comecamos explicando o campo de

Klein-Gordon, que é um campo escalar. Partindo da equagao relativistica para a energia
E? —p% =m?, (2.19)
e aplicando a "primeira"quantizagao, chegamos & equagdo de Klein-Gordon:
(O —m?)p(z) =0, (2.20)

em que [ = 0,0" é o operador d’Alabertiano. Temos a seguinte densidade de Lagrangeana

associada:
1
L= 5 (0a00"0 — m*6"), (2.21)
cujo momento conjugado é
=25 _4 (2.22)
99

Prosseguindo, neste ponto analisamos o campo e seu momento conjugado como as
varidveis canoénicas do sistema e, entdo, aplicamos as regras de comutagdo de modo analogo
ao feito para a MQ, mas de modo a ser consistente com sistemas com graus de liberdade

continuos:

[6(x, 1), 7(x, )] = [6(x, 1), (', 1)] = id(x — x'); (2.23)
sendo que os outros comutadores se anulam. Para interpretar a teoria, expandimos os campos

num conjunto completo de solucdes de frequéncia positiva e negativa da equacao de Klein-

Gordon:

1 1/2 ik 1 12 ) ik +o -
¢>(x):zk:(wwk) a(k)e +Zk:<2vu)k> al(k)e* =g +¢7,  (2.24)

e entdo chegamos & regra de comutacao

[a(k), a (K')] = Sae; (2.25)

com os outros comutadores nulos. KEstas s@o justamente as relacées de comutacdo para
o oscilador harmoénico, e , em analogia as suas solucdes, podemos reconhecer o operador
namero:

N(k) = al(k)a(k), (2.26)
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com os autovalores n = 0,1,2.... Também podemos associar os operadores a'(k) e ak como
os operadores de criacao e destruicao, respectivamente, de particulas de momento k e energia

wi = (m? + k?)Y/2. O Hamiltoniano e o operador de momento podem ser escritos como

H :/dSX; {(/52 + (V)% + m2¢2] = zk:wk <aT(k)a(k) + ;) ;

P=- /d?’xq'sv(;s = zk:k <aT(k)a(k) + ;) . (2.27)

Como o Hamiltoniano tem uma soma infinita para a energia de ponto zero (3, (1/2)wg),
devemos normalizé-lo. Definimos o ordenamento normal — ou produto normal — como es-
crever o operador em questdo composto de operadores de criacdo e aniquilacdo, deslocando

os de criacao para a extrema esquerda. Ou seja, no caso de operadores bosénicos, temos:
N(a(ky)a(ks)a' (k3)) = af (k3)a(ki)a(ky) (2.28)
e fermionicos (que falaremos depois, ao descrevermos os elétrons):
N(a(ki)at(ko)a(ks)) = —a' (ka)a(ki)a(ks). (2.29)

em que o sinal de menos veio porque tais operadores respeitam a uma regra de anticomu-
tagdo, e ndo de comutagdo. Entdo redefinimos todos os observéaveis em termos de produtos

normais.O Hamiltoniano e o operador momento, desse modo, se tornam

H :/d3xN {; [q's? + (V)2 + m2d>2] } =) (aT(k)a(k)) :
k
P—_ /d3xN {gz}w)} " (aT(k)a(k)> . (2.30)
k

Na discussdo acima, definimos o comutador de um campo em dois pontos espaciais
distintos, mas considerados em um mesmo tempo. Precisamos entao derivar um comutador

também para tempos distintos para garantir a covaridncia da teoria. Notamos que

[0 (@), 6" (W] = ¢ (2),¢~ (y)] =0 (2.31)

assim

[0(2), 6(y)] = [¢7 (2), o~ ()] + [¢7 (2), 6+ ()] (2.32)
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entdo calculando cada parte do comutador explicitamente, encontramos:

1 1 Y,
+ - _ T —ikz+ik’y
(6% (), ¢~ ()] =5 % myraleal W
:; dgik _ik(x_y)
2(27T)3 Wk
em que definimos
+ — —1 dgik —ikx
A0 = 5 / e (2.34)
Analogamente temos
(67 (2), 0" (y)] = —iAT (y — ) =A™ (z —y). (2.35)
Sendo
1 d3k
= + T = Q]
A=AT+A (27r)3/ o sin(kx), (2.36)
o comutador passa a ser escrito como
[¢(z), p(y)] = iA(x —y). (2.37)

Outra defini¢do importante é a fungdo delta de Feynman A, definida a partir de do
valor esperado no vacuo de um ordenamento temporal de um campo. Tal ordenamento pode

ser escrito como

T{p(x)p(2')} = 0(t — t')p(x)p(2) + O(t' — t)p(z")p(x) (2.38)
e, entdao, Ap é definido da maneira:

iAp = (0] T{o(z)p(2") [0) = O(t) AT (z) — O(—t) A~ () (2.39)

em que, notamos aqui, AT (z — 2’) = (0] ¢(z) (') |0).

Podemos interpretar Ap, chamado de propagador de Feynman, como uma particula
escalar sendo criada em um certo evento e se propagando até ser aniquilada em outro. Para
t > t', a particula é criada em x’ e viaja até x, onde é absorvida. Para t’>t temos a situacao
inversa, em que a particula é criada em x e viaja até x’.

O propagador pode ser escrito como

1 A efikx
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Figura 2.1: Particula se propagando de x’ para x (esquerda) e x para x’ (direita)

em que € deve ser levado a zero ao fim dos calculos. Veremos que ha propagadores diferentes
para varios tipos de particulas, como as espinoriais da eletrodindmica quéntica e mésons

escalares, que utilizam do propagador acima. O caso de espinores consideraremos abaixo.

2.4 Quantizando o Campo de Dirac

Para quantizar o campo de Dirac, nés o expandimos em termos de uma base completa de

solucoes de ondas planas:

U(@) =¢T(2) + ¢ (2)

m 1/2 ] ]
) (VE) er(P)ur (p)e™ /" + i (p)u (p)e™] (2.41)

Para fazer a segunda quantizacdo, ao invés de aplicar uma relacao de comutacao, aplicamos

uma de anticomutacdo nos operadores de criacao e aniquilagao:

[er(p), ch(P)]+ = er()el() + el (p)er (P) = [dr(p), dL(P')]+ = Orsbppy (2.42)

Para definirmos os operadores de ntimero

N.(p) =cl(p)er(p) e  N.(p)=dl(p)dr(p), (2.43)
com, por exemplo,
Ci(p) ‘0> = ’pr> ) (2'44)

sendo que todos os outros anti-comutadores se anulam, como por exemplo:

[er, 54 = [Civclh— = [cj[,dl].,r = [er, ds]+ = [Cv':d};]+ =0, (2.45)

que caracterizam dois tipos de particulas fermidnicas, ou seja, que obedecem a estatistica de
Fermi-Dirac, pois:

(eD)?10)=0;  cldl[0) = ~dlcl|0) (2.46)
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O propagador para este campo fermidnico também deve ser desenvolvido. Primeira-
mente formamos uma matriz partindo dos dois comutadores nao nulos:
: _ —F (. .0
(5@ =)oy = WE@ TS W =i (0 +m) ARwop). 24D
af

definimos a matriz S(z) como

S(x)=8T+5 =i (Wﬂ 8(30“ + m) A(z), (2.48)

De maneira anédloga ao campo de Klein-Gordon, introduzimos o propagador do férmion como

iSp(x — a') = (0] T{¥(2)¥(z') } |0) . (2.49)

que pode ser escrito como:

Sp(z) = 0()S*(x) — 0(—t)S™(z) = i ( Maﬁ + m> Ap(z)

d . 1 d* : 1
:/ (I :/ 9 —ipz , (2.50)

(2m)4 p? —m? +ie (2m)4 p—m+in

em que usamos que (p = m)(p F m) = p?> — m? e teremos que tomar os limites € — 0 ou

7 — 0 ao fim dos célculos.

2.5 Sobre a Dindmica de Emissao e Absorcao de Radiacao, a

Invariancia de Calibre e a Lagrangeana da QED

Para se adicionar a interacdo eletromagnética a teoria de Dirac, fazemos a substituicdo

minima, como ocorre no eletromagnetismo classico:

H= z% — zg —qp(z);p = —iV = —iV — qA(z), (2.51)

em que ¢(z) agora é o potencial escalar da teoria eletromagnética classica e A(z) o potencial

vetor. Essas substituicGes sdo representadas na "derivada covariante"

Oy = Dy =0y +iqA,u(x), (2.52)

que substituird a derivada na Lagrangeana de Dirac (2.12):

L=v¢(v"D, —m)p = Lo+ Ly (2.53)
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com
Lo = P(in"d, —m)p e L1 = epy'pA, (2.54)

em que Lo é a Lagrangeana livre de Dirac e L5 faz o papel da Lagrangeana de interacao. A
invariancia de calibre(ou invariancia de gauge), se refere

A unicidade da descricao fisica de um sistema sobre a eletrodinimica se baseia nos
campos elétricos e magnéticos.A liberdade que temos no contexto cléssico de adicionar a
derivada de uma fun¢ao ao potencial quadrivetor sem alterar o contetido descritivo do sistema,

se representa através da transformacao:
Ay(x) — A;L(a:) = Au(x) + 0, f(x) (2.55)
Porém, a Lagrangeana (2.53) ndo ¢é invariante sobre essas transformacoes,pois
L— L =L+ epy*pd, f (2.56)

e entdo, para respeitar a livre escolha do calibre, devemos transformar o campo por uma

fase local. Os campos devem se transformar de acordo com:

(@) = (@) = ()@
B(z) = P (@) = Pla)e e @), (2.57)

O conjunto de transformagoes (2.55) e (2.57) sdo as chamadas transformagoes de calibre,
que sao um conjunto de transformacoes que devem ser feitas simultaneamente. Aplicando-as

na Lagrangeana de Dirac com o acoplamento minimo, obtemos que

Lo — Ly =Ly — epy o, f,

Lr— L =L+ epy" o, f; (2.58)

entdao, a Lagrangeana £ = Lo+ L € invariante sobre essas transformagoes de calibre.
Poderiamos ter feito o caminho contrario, exigindo a invaridncia de fase local — o
que faz sentido se pensarmos que tratamos o sistema como contendo infinitos graus de
liberdade — e depois percebendo como o campo de calibre, no caso A,(x), se transformaria,
e chegariamos as mesmas transformacoes de calibre.
Para obtermos a Lagrangeana final da QED, basta que adicionemos a Lagrangeana

livre do eletromagnetismo (que ja é covariante) para o quadrivetor potencial, ou seja, para
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o campo de fétons:

1
£fotons = _1 ,u,VFMV; (259)

em que Fy,, = 0,A, — 0,A,. E ntdo chegamos a lagrangeana da QED:

— — 1
L =iy, —m)y + ey A, — ZFWF‘”’. (2.60)

2.6 Quantizacao do Campo de fé6tons

A lagrangeana (2.60) nao é conveniente para nossa quantizagdo, pois possui um dos momen-

tos candnicos igual a zero:
0
= —L=-F%=0o. (2.61)
04y

Portanto, uma outra foi proposta por Fermi:

1 14
£ = —5 (B A4,) (0" A (2)) = 5, (2) A4 (2), (2.62)
com s, = —expy*) e possuindo o seguinte momento conjugado:
T (x) = —AM(z). (2.63)

A Lagrangeana (2.62) leva a seguinte equacao de movimento:
OA(x) = s"(x), (2.64)

0 que 86 é equivalente as equagoes de movimento da Lagrangeana original (2.60) se o qua-

drivetor potencial satisfizer & condigao
0uA"(z) = 0. (2.65)

Devemos portanto, quantizar o campo utilizando a equagao (2.62) e depois aplicar o vinculo

acima. Poderemos calibrar o campo A(z) resolvendo

0, A (z) +0Of(x) = 0. (2.66)
e, entdo, escolhemos o campo como sendo

A, — At =A" 4+ OMf (2.67)
entao

DA = 9,(AF + 0" F) = 0. (2.68)
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Isso nao fixa o quadrivetor, pois ainda podemos fazer a transformagao
At = A gt f (2.69)

se mantermos

Of (z) = 0. (2.70)

A condicao (2.70) é chamada de calibre de Lorentz, e mantém a invariancia de calibre dentro
de um subespaco.

Para quantizarmos o campo fotonico, utilizaremos a equagao de movimento (2.64) para
o campo livre. Essa equagao nos permite expandir a solucao para o campo em solucoes de

ondas planas:

At (x) = AP (x) + AP () (2.71)
em que
1 1/2 N
APt (z) = M(k)a,(k)e "™
w=3 (5r0)  cturtoe
1 1/2 T .
AP (z) = Zk: (ka) el (k)al (k)e (2.72)
em que r = 0,...,3 corresponde as solucoes linearmente independentes reais e que respeitam

as relacoes de completeza:

er(k) - £s(k) =t (K)esu(k) = —Cbyss T8 =0,...,3
D Gt (k)el (k) = — g, (2.73)
em que
=-lLa==a=1 (2.74)

Escolheremos um conjunto particular ortonormal de vetores de polarizacdo, a saber:

ef(k) = n* = (1,0,0,0)

et(k) = (0,e,(k)), r=1,2,3, (2.75)

T

esk) = k/|k|, (2.76)

ainda, i e €} sdo chamadas de polarizagoes transversas, eg‘ de longitudinal e £} de polari-

zagao escalar. Necessitaremos ainda do propagador do féton, que desenvolveremos a seguir.
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Para comegar, aplicamos as regras de quantizagao canonicas e covariantes para tempos

iguais:

[AF(x,1), A (%, )] = [A*(x,t), AH(X', t)] = 0;

[AF(x, 1), AV (%, 1)] = —ig"’d(x — X) (2.77)

Essas equagoes sao idénticas as relagoes de comutacao para o campo de Klein-Gordon,
multiplicado por g"¥, e cada componente Au(x) satisfaz & mesma equacao de movimento do
campo ¢(z) para o limite de massa nula. Portanto, podemos extrair a matemética similar e
estendé-la para o caso do campo vetorial. Sendo assim, a relagdo de comutacgdo geral pode

ser escrita como

[AH(z), AY (2))] = iD* (z — a') (2.78)
com
DH(z) = lim [—g"" A(z)] (2.79)
m—0
Assim, o proparagar de Feynman para o foton segue analogamente:
(0| T{AH(x)A¥(2")}|0) = D (z — ') (2.80)
com
v d4k.€fzk’m
LW 7 7 _ g
As regras de comutagdo para os operadores de criagdo e aniquilagdo seguem a partir
da eq. (2.78):

lar(k), al(k/)] = GrOrsOkk’
[ar (), as(K)] = [a] (k), af (k)] = 0 (2.82)

r

E, apesar do fator (.,temos que

ar(k)[0) =0, Vk (2.83)

al (k) |0) = [1is) - (2.84)

Para justificar a interpretacdo na representacdo namero, notamos que o Hamitoniano

/ BxN[rH(2)Ay(z) — L(2)] (2.85)
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se torna
H=> wiGal(k)a,(k), (2.86)
rk
e é positivo definido, como podemos ver com um estado de um foton:
H|liw) = Y wqGsal(a)as(a)af (k) [0)
qs

= weal(k)[0), r=0,,3, (2.87)
e o operador nimero para fétons se lé

N, (k) = ¢al(K)a (k) (2.88)
e a normalizacao dos estados:

<1k7"| 1kr> = (r (2.89)

Para fétons escalares, temos um problema de interpretacao, que serd resolvido impondo
a condicdo de Lorentz, de modo que a interpretacao fisica dos estados serd por conta apenas
dos estados de polarizagio transversal. Nao podemos satisfazer (2.65) para o campo A*(x),
pois temos que

[0, A" (z), A”(2)] = i0, D" (x — 2) # 0. (2.90)

Entao, temos que substituir essa condigdo por outra mais fraca:
O AR (2) W) =0 = (¥]|9,4"|¥) = 0. (2.91)
Substituindo as equagdes, nés obtemos as condigao

la3(k) — ao(K)]|W) =0, V¥ k

= (U] af(k)az(k) - af (k)ao(k) |¥) = 0 (2.92)

o que leva a

2
(UIH W) = (U] " wial (k)a, (k) |¥) (2.93)

k r=1

Isso representa o fato de sempre termos o fator (. a frente de observaveis, e entdo sé entrarao
no conteudo fisico do sistema os modos transversais do campo eletromagnético, como devia
ser. Mas para fétons virtuais na presenca de interacdo, as outras polarizacdes tém um

importante papel, fazendo parte da explicagdo da forca Coulombiana.
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2.7 A Dinadmica em TQC

Ha varios modos de se obter a evolucao de um estado ao londo do tempo para a teoria
quéntica de campos. Aqui farei uso da expansao perturbativa para a matriz S, que faz a
conexdo entre os estados iniciais e finais de um dado sistema de vérias particulas. Nesta se¢ao
utilizaremos a representacao de interagao (apresentada no apéndice A), que é apropriado para
processos de espalhamento.

Comecamos separando o Hamiltoniano em duas partes:
H=Hy+ Hy (2.94)

em que Hj representa o Hamiltoniano livre e H; é a parte de interacdo, que acopla os

diferentes campos. Na dindmica no cenério de interacao, os estados tém a seguinte evolucao:
d
i 1B(0) = Hy |9(1) (2.95)

O estado inicial |®(¢;)) contém toda a informagao sobre o sistema, e pode conter varias par-
ticulas de diferentes tipos, associadas a campos distintos. Na QED, por exemplo, tal estado
conteria um determinado ntmero de elétrons, poésitrons e fétons, com certos momentos, spins
e polarizacoes. E é durante a evolugao do sistema que aparece a caracteristica que é uma das
quebras fundamentais com a mecénica quantica nao-relativistica. Enquanto nesta o estado
inicial e final contém o mesmo numero de particulas, do mesmo tipo, na outra ha uma evo-
lucdo nao apenas das caracteristicas da particula, como pode haver mais particulas do que
inicialmente havia, e até mesmo o tipo das particulas iniciais nem constarem no estado final
do sistema, sistema, como uma colisdo entre dois elétrons levando a dois mtons. O LHC
(Large Hadron Colider) por exemplo, usa colisdes de protons e gera uma variedade enorme
de particulas como subprodutos da colisdo. Isso tudo vem do fato que o Hamiltoniano de
interacao contém diferentes campos acoplados, e consequentemente, diferentes operadores de
aniquilacao e criacao combinados. Essa ideia pode ser matematicamente formulada através
do espago de Fock F},, que pode ser representado como a soma direta de produtos tensoriais

de espacos de Hilbert para uma particula:
F,(H) =P SH"=CaH& (S,(HOH) D (Sy(HOHRH) ... (2.96)
n=0

em que S, é um operador que simetriza ou anti-simetriza o espago (dependendo do tipo da

particula ser bosénica ou fermidnica, respectivamente). Os estados de Fock sao estados de
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multiplas particulas na representacdo de ntmero:

[no, n1,ma .. mg) = [0)™ [101)" [1h2)"* . [r)™ (2.97)

e portanto podemos descrever transicoes entre estados com diferentes niimeros de particulas.

Dado que H; é Hermitiano, a evolugao é unitaria, ou seja,
(B(t)| D(t)) = constante (2.98)

No processo, um estado inicial livre |¢) com um ntumero definido de particulas e propriedades
bem definidas, interage a partir de certo ponto e durante um certo tempo. Cessada a
interagao, o estado final se apresenta como |f). Para simplificar, consideraremos a hip6tese
adiabética, em que o estado é livre em um tempo infinitamente anterior e de novo em um

infinitamente posterior. Ou seja
i) = |®(=00)) e |f)=][P(c0)). (2.99)

Se quisermos saber qual a probabilidade do estado final se encontrar no estado particular

genérico |a) = |py, S1, P9, S2, - - .), calculamos
| (a] ®(c0)) |2 (2.100)

Podemos representar entao |®(co)) numa base de estados ortonormal:

Z |a) {a] @(o0 z\ (2.101)

e a unitariedade da matriz S se vé pela condigao >_, |Sia|?

Para solucionar a equacao (2.95) para um tempo t, fazemos uma iterac¢ao:
t

B(t)) = i) + (i) / dty Hy (1) [ B(11)

—0o0
t

=|i) + (- )/dtlHI(tl /dt1/dt2H1 t2) |®(t2))

—00

o0
Portanto, a matriz S pode ser escrita:

s-y / dty /dtz / At T{H (0 Hr (1) - Hi (1))

n=0

/dtlfdtg /dt T{H (t)H(t2) ... Hy(ta)} i) . (2.102)

o e} [e.e]

_y / iz / d's ... / o, T{A (@) A (22) ... A1)} (2.103)

—0o0 —0o0 —00
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Em seguida, aplicamos o teorema de Wick, que relaciona o ordenamento temporal
com o ordenamento normal, porém, antes explico o que é uma contracao de Wick, e um
ordenamento normal com uma contracao. A contracao a tempos iguais, cujo simbolo é um

colchete ligando dois operadores, é definida como o propagador de Feynman, ou seja:

(z1)p(22) = iAp(z1 — 22),

B(21)9" (22) = ¢' (x2)d(z1) = iAp(21 — 32),
Yo (1) 5(x2) = Yg(x2)tha (1) = iSFap(z1 — 22),
A“(wl)Ay(l'Q) = iD%V(l'l — 1‘2). (2.104)

O ordenamento normal com contragao pode ser escrito como
— —
N(ABC...YZ)=(-1PACN(BD) (2.105)

em que p é o numero de trocas entre operadores fermioénicos para trazer os operadores
indicados na contracao lado a lado.
Wick demonstrou que o ordenamento temporal de um produto de operadores esta

relacionado com seu ordenamento normal através de:

T(ABCD...WXYZ)= N(ABCD ... WXYZ)
[ 1 [
+ N(ABC...YZ)+ N(ABC...YZ)+...+ N(ABC...Y Z)

1 1 i
+N(ABCD...YZ)+ ...+ N(AB... WXYZ) +.... (2.106)

Ou seja, o ordenamento temporal pode ser escrito como uma soma de ordenamentos normais
com uma contragao, somado com duas contragdes, com trés e assim até acabar os pares que
hé para se contrair.

Quando temos ainda um ordenamento normal dentro de um temporal, como é o caso

da QED, tem-se a seguinte defini¢ao:
T{N(AB...)z; ...N(AB .. ), } =T{(AB...)s, ... (AB.. )z, }etd. (2.107)

em que c.t.d indica que a contracao deve ser feita apenas para tempos distintos, ou seja,
entre operadores em diferentes parénteses.
Utilizando do teorema de Wick, a matriz S passa a ter uma interpretacao mais pic-

torica, vindo a ser expressa por diagramas de Feynman, como explicado na préxima secao.
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Por exemplo, consideramos a segunda ordem na expansao dessa matriz para a QED, com

Hy = —eN[p(2)A(z)y(x)]:

S, (2.108)

F
S — Z

i=A
em que

e’ — —
Sa=-5 [t [ AN (@ADL @G0,

su=-5 [at [ @esINIGAD D))
4 NI@AD), FAD),))

62

So=-5 / d'z, / NP A, (D AD)a]
2 =
o= / dan / 2y (N[ AD) g (D AD) ]

I
+ N[ AY) oy (P AY) 5]},

e? 4 4 Lo/
sp=-5 [dtor [ deaNI@AD) @),
e? 4 4
Sp = —2/d xl/d $2(¢Aﬂ))x1(¢A¢)w2 (2.109)
Na segao a seguir, digo como Feynman conseguiu interpretar os termos acima no espaco
dos momentos, e assim criar um conjunto de regras para, a partir de diagramas, ver qual

seria a expressao matemaética correspondente.

2.8 Regras de Feynman para a QED

Feynman prop6s uma maneira muito util e revolucionaria de se realizar os célculos em
teorias quanticas de campos. Sua ideia era tratar a evolucao do sistema como integrais que
representavam a probabilidade da particula se propagar de um ponto a outro. Isso leva
a uma interpretacao das integrais na expansao perturbativa da matriz S de uma maneira
pictorica, e nos fornece regras para construcio de diagramas de Feynman, que teriam uma
representacao também no espago dos momentos. Seus diagramas sdo a base da maioria dos
calculos atuais, e neles também estdo contidos os problemas das divergéncias. Considere
um espalhamento Compton de um elétron por um féton, como representado na figura 2.8.
esse é um exemplo de um diagrama de Feynman. Cada linha reta representa um elétron (ou

positron), cada linha ondulada representa um foton e cada vértice representa uma ordem
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q=p+k

Figura 2.2: Espalhamento Compton

na expansao perturbativa da matriz S; neste caso temos dois vértices, entao é um diagrama
de segunda ordem. As linhas internas — que s@o linhas cujas extremidades terminam em
vértices — sdo chamadas também de propagadores, pois se relacionam com a probabilidade
do campo em um evento afetar um evento posterior. Considerando que o tempo flui da
direita para a esquerda, na figura temos um elétron e um féton interagindo, em que o elétron
absorve este foton e depois de se propagar (virtualmente), o emite novamente. Os elétron e
féton finais ndo necessariamente possuem o mesmo momento inicial, mas o momento total é
congervado. Esse diagrama é tirado diretamente da transformada de Fourier dos termos em
(2.109) de cada variavel para o espago dos momentos.

Com base em diagramas como o acima, podemos deduzir a ordem correspondente da
matriz S em questdo. Para tal, ha algumas regras que devemos obedecer. Os elementos da
matriz podem ser escritos como:

m (1/2)
sty =d+ | o -l (75) " (5rs) |« o

ext.

com

M=, (2.111)

uma soma sobre a ordem n da série; py, p; € uma soma sobre os momentos finais e iniciais,
respectivamente, o primeiro produtério é sobre os elétrons (e férmions em geral) de energia E,
e 0 segundo sobre os fotons de energia w. Além do mais, cada termo .2 (™ é uma soma sobre
os todos os diagramas topologicamente distintos ,///i(n) com o mesmo nimero de vértices e
as mesmas linhas externas, correspondentes as particulas iniciais e finais.

Para cada diagrama, usamos as seguintes regras para se construir a expressdo mate-

matica correspondente & amplitude %(n):

P > °

para elétron inicial, escreva o fator u,.(p)
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. > p

elétron final: 4, (p)
p < °

positron inicial: v,.(p)
° - p

positron final: @, (p)

(o)
k N N T T "
foton inicial: €4 (k)

(@)
[ g e e DO
foton final: €., (k)
(@) k B
W
propagador fermionico: iSr(p) = zm
() k )
w pv
propagador fotonico: 1Dy’ (k) = i7%

E, também,

e para cada vértice, escreva ey,

26

e para linhas fermionicas, escreva os fatores espinoriais (matrizes v, fungdes Sr e quadri-

espinores) da esquerda para a direita seguindo o sentido contrario ao apontado pelas

setas,
e para cada lago, inclua a integragao (2m)? [ d'q,

e para cada lago fermionico, tome o traco e multiplique por —1

e Multiplique a expressao por (—1)P, sendo p o numero de trocas de operadores fermio-

nicos necessarias para coloca-los em ordenamento normal.

Sendo assim, a expressdo para a contribuicao correspondente & 2.8 fica sendo escrita

Ccomao:

M = —e*u(p)¢(K)iSr(q = p — K )¢(K)u(p)

2.9 Processos de Espalhamento

(2.112)

O calculo de secoes de choque é de grande importincia na fisica de particulas. FEle nos

fornece informacoes sobre a probabilidade de varios processos ocorrerem em colisdes e é a

maior base para o entendimento e corroboracao da teoria. A secdo de choque nos da a area
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efetiva que governa a probabilidade de um espalhamento ou transi¢bes de um estado inicial
para estados finais.
Necessitamos neste trabalho da secao de choque no centro de momento de um sistema,

de duas particulas iniciais levando a duas particulas finais. Tal quantidade se lé:

do 1 ! | )
- o 2 2.113

em que Ep, Ey e p; sdo as energias e momentos das particulas iniciais; |[p}| é o valor do
momento das particulas finais e m; sfo as massas dos léptons envolvidos.

Usualmente, para um sistema como o espalhamento foton-foton, as secées de choque
medidas ndo distinguem a polarizacao dos feixes, entdo devemos calcular amplitudes despo-
larizadas. Existe um jeito conveniente para se calcular amplitudes em que estdao presentes
fotons como particulas finais ou iniciais. De acordo com as regras de Feynman, esse tipo de

amplitude pode ser escrita como:
M = el (k) A, (k). (2.114)

As transformacoes de calibre do tipo (2.55), com f(z) = f(k)e’™® produzem a seguinte

mudanca nas regras de Feynman dessa amplitude:
eleth® 5 [eh 4 kM - et (2.115)
Entao, para respeitarmos a invariancia de calibre, devemos ter
k', (k) = 0. (2.116)

A amplitude despolarizada é obtida fazendo a média sobre os estados iniciais de pola-

rizacao e somando sobre os estados finais:

n° de polarizacoes

1
) — > |ty .. (2.117)
TSs...
Agora, se somarmos sobre as polarizacoes antes de contrairmos os indices, ou seja,

DA = (K)ek (k) A (e (k)

= M3 (k)M (k) Y et (ke (k) (2.118)
Agora, usando o sistema referencial em (2.75), temos a relagdo

Y et (k)el (k) = —g — (k;)Q[k:“k” — (kn)(k"n” + k“n™)), (2.119)
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e também lancando mao da condigao (2.116), nés obtemos
Z 7P = A (&) M, (K) (—gM) = — M (k)M (K) (2.120)

Isso significa que nao ha a necessidade de se calcular produtos escalares que envolvam as
polarizacGes, mas apenas os momentos externos. A regra é que para cada soma sobre o
mesmo indice de polarizacdo, ha a sua substituicao pelo tensor métrico, o que equivale a se

contrair os respectivos indices de Lorentz.



Capitulo 3

A Regularizacao Implicita

Neste capitulo, apresentamos uma abordagem para tratar integrais divergentes através
de uma maneira independente de regularizacao, a chamada regularizagao implicita (IReg).
O tratamento feito aqui é para um lago — com uma varidvel de integracao apenas — mas

as versoes generalizadas a n lagos existem, e podem ser consultadas em [18].

3.1 Divergéncias em TQC

Considere os diagramas a seguir

;%A@

Figura 3.1: Diagramas divergentes: (a)auto-energia do elétron (b)vértice (c)tensor de polarizacao

(a)

do vacuo IT*"

29
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Analisando (a), por exemplo, cuja expressao matemética pode ser escrita como

(ie)?

1622(]7) :(271')4 /d4k'LDFa5(k)’Ya’LSF(p — k)/yﬁ
_ (ie)? 1 2 — 2k — 4m
- (2n)4 /d4kk2 tic(p—k)2 —m2+ic (3.1)

podemos ver que, para valores grandes da varidvel de integracao, essa integral se comporta
como ( [ d*k/(k*)?), e portanto diverge logaritmicamente, de acordo com um limite superior
impréprio para sua integral indefinida. A divergéncia para grandes valores de k é chamada
divergéncia ultravioleta, relacionando altos valores de k com a energia da particula virtual.
Além do mais essa integral também apresenta problemas para o limite inferior de integracao.
A medida que k — 0, essa integral também diverge (divergéncia infravermelha).

Os outros exemplos basicos de divergéncias tem a seguinte expressao correspondente:

correcao de vértice:

ie)? . . .
A (p',p) = (<27T))4 / d'ky*iSp(p' — k)y"iSp(p — k)y"iDpas,  (3:2)

tensor de polarizacao:

1, = ~(ie)? | ATT{% P e R o kQ}. (3.3)

Ha varias linhas que explicam o surgimento dessas divergéncias. Sobre as divergéncias

ultravioletas, entre as principais ideias estao a que associa essa divergéncias a uma falha, para
altas energias, da teoria de cuja interagao provém, pois é bem razoavel assumir um limite de
validade para certa descricdo matemética, um ponto de vista bem positivista. Outra linha
de pensamento é associar as divergéncias & prépria estrutura matemaética cujos passos ndo
sao tdo bem definidos. Supomos distribuigoes, produtos entre elas consideradas no mesmo
ponto e produtos delas com fungoes de Heaviside (fungoes degrau). Essas operagdes sao
ilegitimas do ponto de vista matemético porque sao mal definidas.

Para sabermos se uma integral é divergente no ultravioleta, analisamos seu grau su-
perficial de divergéncia §, que ¢ a contagem de momentos de integragao (internos) presentes
no numerador(n,,) adicionado de d(o numero de dimensoes da teoria) para cada lago, menos

0s momentos internos presentes no denominador(ng):
d=d+ky—kq. (3.4)

Vemos que a amplitude acima contém respectivamente § = 0,0 e 2, sendo que § = 0 sao

divergéncias logaritmicas e § = 2 sdo divergéncias quadraticas.
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3.2 Técnicas de Regularizacao

Para tornarmos finita uma amplitude de Feynman, primeiro devemos esclarecer como separar
integrais divergentes em seu contetido fisico e o contetido divergente intrinseco. Nao h4 uma
prescricao definida, mas existem alguns esquemas de regularizacdo que basicamente devem
respeitar as simetrias, a unitariedade e localidade, apesar de que nao raro se vé métodos de
regularizacao que quebram algum desses aspectos.

O método de cut off regulariza a integral supondo um corte nos limites da integral,
que entdo se torna proépria dentro de uma regido em torno da origem, e depois tomar o limite

da fronteira dessa regiao indo para o infinito:

oo A
[ #00a) > Jim [ 50 (35

€—+—00 ¢
Pelo evitar cortes abruptos, podemos modificar o integrando para tornar a integral

convergente, fazendo um corte suave na regiao de momentos mais energéticos:

[ #na) > Jim [ r e ) (3.6
em que
Jlim p(A? k?) = 1. (3.7)

e de tal forma que o integrando contenha potencias suficientes do momento interno para tor-
nar a integral convergente para valores finitos de A. Podemos ainda utilizar da regularizacao
dimensional (DReg), que lan¢a mao de uma continuagao analitica do nimero de dimensoes
do espaco-tempo para fazer com q a integral seja convergente, e entdo aplicar o limite para

quatro dimensées. Por exemplo considere a integral:

d*k 1
Ti(s) = / EE (3.8)

Faremos uma continuagao analitica das poténcias dimensionais, e estendemos II(s) para
D = 4 — n dimensoes:

I(s) = p~°IL, (s), (3.9)
em que

4—n
HU(S) = :un/ (;lw)4kn (k‘2 i 8)27 (3.10)

e tratar a integral acima como uma integral convergente.
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O problema com as duas primeiras regularizagoes por cut-off é que elas estdo frequen-
temente associadas a quebra de simetrias. Com relacao & DReg, ela ndo consegue lidar com
continuacoes analiticas de objetos como a matriz v5 = ty1727374, € 0 tensor antissimétrico

Euvio-
Recentemente, visando um tratamento algébrico das divergéncias, e evitando as difi-
culdades descritas acima, foi desenvolvida a regularizacao implicita (IReg).
3.3 Regularizacao Implicita
A amplitude de qualquer processo a ordem de um laco pode ser escrita como:

v [ gy = [ AT )
I —/kf(]ﬁ(h)_/kHi[(k_qi)Q_MZ]’ (3.11)

em que [, = [ d?k\(27)%, ¢; sd3o os momentos externos e y ¢ a massa, para propagadores de

campos massivos, ou um regulador infravermelho, caso contrario. A fungao A*1m(k,q;) é
uma combinacao de k e g; compativel com a estrutura de Lorentz.
A idéia principal da regularizacdo implicita (IReg) ¢ assumir tacitamente que as inte-

grais estao regularizadas, ou seja:

A
. . 2 — .
/k ks ) — /k Pk, q)p(K2, A) = /k Flksa0), (3.12)

em que p(k%, A) ¢ uma funcio genérica reguladora, que permite a manipulacio algébrica no

nivel dos integrandos. Essa garantia nos permite aplicar a importante identidade (quando

necessario):
ngkl)il . 9 . n(kl) 9 . n(kl)
1 =S (=U(q; —2gi-ky)” | (=1)" " (g7 — 2qik)™ (3.13)
=T e (e N e
Neste trabalho em particular, precisaremos da relagdo com ngkl) =1:
1 1 2 —2q;.k
= % — 24 . (3.14)

(k—q)> —p2 k2= (k2 = p2)[(k - q)? — 7]
Note que esta identidade contém um termo com o mesmo grau em k, outro com um grau me-
nor e mais um com dois graus abaixo. O objetivo dessa substituicao é expressar a amplitude
em trés partes:

IV = i 4 g + Iy, (3.15)

sendo:
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e [y, parte finita, que respeita as varias regularizacoes e ¢ livre de qualquer ambigui-

dade;

e I4,: parte divergente basica, que é escrita em termos de integrais padrao (BDIs, de

Basic Divergent Integrals) que ndo dependem do momento externo;

e [y: parte ambigua, contendo termos de superficie, que depende da regularizacao mas

que é finita.

Depois de expressar as divergéncias nessas trés partes, ndo precisamos calcular expli-
citamente as integrais divergentes basicas presentes em Iy;,,, mas inclui-las na defini¢do dos
parametros renormalizdveis da teoria.

As integrais divergente bésicas sdo as seguintes, a um loop:

A
1
2 p— e —
Tiog(17) /k CERE) (3.16)
e
2 A 1
Toua = / _— 3.17
wadb?) = [ (3.17)
sendo que existem integrais relacionadas as acima, mas com indices de lorentz
A X
(AL ikl
e = | e 1
log (:U’ ) A (kﬁQ — ,LLZ)’B’ (3 8)
e
A
AL
I7r2 (2 = / —, 3.19
quad ( ) f (k2 — N2)’8 ( )

em que r = 28 — d. As BDIs lineares sao sempre nulas, pois sdo funcbes impares num

intervalo simétrico. No caso de dois e quatro indices de Lorentz, existem as relacoes :

2 gt 1
Hy o2\ 2 g
Loy (17) = <d) {2 Liog (™) = 5y } (3.20)
2 gt 1
v 2\ 2 g
VUAO 1 v (o ag UV vo
Iz%gA (u?) = ﬂ{llog(ﬂ2 [ g+ g7 g + g ]
QMUTG)‘(,U,Z) + guz\frga(lﬂ) + g’”’TS"(uZ) N 4T,gu>\a}7 (3.22)
em que
Tf)w / 2 k‘” )d 2’ / =27
3]43 /{7 — /L / 8]{; NQ)T
k”k’\k"
THA = / : (3.23)
Ok (k2 — 12)*%°
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Os Ts acima sdo tipos especificos de uma classe mais geral de termos de superficie.
Essas relacoes aparecem diretamente através da diferenciacao do integrando. Explicito com

d=4, por exemplo:

9 k¥ g krEY
o _ (0 K [ 9 R
Ty = /k Ok, (k2 — u2)? /k (k2 — 112)2 2/k G (3.24)

Sao tais termos de superficie, originados da diferenca de duas integrais divergentes de mesma,
ordem, que compoem a parte ambigua da integral (Iy).
Existe ainda uma relacao que nos permite introduzir o parametro de escala da regula-

rizacao:

i 2
Ilog(,“2) - Ilog()‘2) = (47)2 In (22)

= T1og(N\?) + In(A?) = Ty (1?) + In (p?) = constante. (3.25)

(4m)? (4m)?

em que \ € o parametro de escala. Essa relagdo vale para valores genéricos do argumento do
Ijog, € nao s6 para um parametro de escala.

A TReg esta de acordo com a unitariedade, localidade e invariancia de Lorentz [18§],
e também é compativel com divergéncias sobrepostas através da férmula de recursdo de
Bogoliubov, entao a parte divergente das amplitudes pode sempre ser escrita em termos de
BDIs. Existem diversos trabalhos sobre o assunto que podem ser consultados na literatura,

como as referéncias de [13|-[19].

3.4 Avaliando os Termos de Superficie

Os termos de superficie sao gerados a partir da diferenca finita de duas integrais com o mesmo
grau de divergéncia, como em (3.24). Para atribuir corretamente um valor a eles, devemos
recorrer as simetrias do problema. Como esta feito em [19], podemos usar a invaridncia de
rétulo para avalid-los.

A invariancia de rotulo relaciona duas amplitudes que diferem apenas por uma mu-

danca na varidvel de integracdo. Ao reivindicarmos essa invariancia, queremos que

A ddk
/ (gﬂ)d[f(kﬂLO‘aqi) —f(k+8,q)]=0 (3.26)

em que « e § sdo réotulos arbitrérios.
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Expandindo em série de poténcias, temos que

/ (gi’; [exp (aai> e (5(;)} F(k,45) = 0. (3.27)

Agora, f(k,q;) ¢ da forma:

9(k, gi)

I [0+ 5 (a0)? —

f(k7 Qz> = )
em que g(k,q;) e lj(k,g;) sdo polinémios nos argumentos.

Se f(k,q;) é finito ou logaritmicamente divergente, nés temos que a condi¢ao (3.26) é
automaticamente satisfeita, através do teorema de Gauss. Para divergéncias lineares, depois

de usar a equagao (3.13) convenientemente, nos fornece:

F(k.qi) = fin(k, @) + fiog(k, @) + frin(k, @) (3.28)

Os ultimos trés termos satisfazem (3.26). A forma geral do termo que resta é:

dk Ak (k.q; b; ;. cik
/k szm(k, a) = /k (2m)d L1 q[k?z _1_[:2(]QL ) (3.29)

em que d+s—2L=1es=)b. Para chegar em expressoes desse tipo, todos os termos

contendo k? devem ser cancelados com o denominador. Por exemplo:

/A k‘2 _/AkQ—m2+m2_/A 1 +/A m2
y TP Sy @ emp  Wowep ) G

= Ijpy(m?) + termo finito (3.30)

Respeitando a condicdo da expansdo (3.27) para fi,(k, ¢;), nos temos a seguinte con-

sequéncias:

A% Ofyin(k,q;) | dk 9 kv
(040 - Ba)/k (27T)d 6]{70 - (aa' - Ba)hyl...ys(%)/k (27T)d 81{0 [k‘Q — ,u2]L = 0, (331)

0 que é o mesmo que afirmar que

r{Hovere <, (3.32)

Agora, considere as divergéncias quadraticas, que podem ser escritas como:

fquad(ka Qi) = fquad(k,%') + flin(kv Qi) + flog(kv Qi) + ffin(ka Qi)' (333)
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Falta apenas analisar o primeiro termo, cuja contribuicdo é da forma:

ddk ddk (k. i b; ;. c;k
/Igwfquad(k,%)—/k(zﬂ-)d I14( q[k)Q _1_[;2(}62 qr) 7 (3.34)

em que d+ s — 2L = 2.

Inserindo (3.34) em (3.27), nos obtemos:

ddk a ddk‘ a le---Vs
(e — Bs) /k W%fquad(kﬂi) = (o — Bo) w0, (¢i) X /k (27)d Dk, [k2 — p2]E =0,
(3.35)

dek 0?
(aa - /80')(&,0 - /Bp) /k Wquuad(ky Qi) = (aU - 50)(05/3 - ﬁp)th---Vs (Ql)

d 12 Vs s—1 d Iz Vj_1Vj+1 Vs
X[gylp/k(dk 0 k”...k +Zg,,jp/ A% O KRRk

27)4 Ok, (k% — p?)- = x (2m)4 Ok, [k2 — 2|t
dk O kv2... kVs—1 dk O kv2... kVskVe
VsP 2L =0. 3.36
+9g /k (2r)d 9k, (k% — 2]l + /}C (2m)d Ok, [k2 — p2] L+ (3.36)

O que é equivalente & afirmar que:

Tgl)mjlmys _ T(()I)UVQ_._VS . T(()l)UVz---Vj—le+1~~Vs _ Tél)Uul---l/s—l _ T(()l)UVL--VSVP — 07 (337)

Portanto, para se respeitar a invaridncia de rétulo, devemos avaliar os termos de su-
perficie como zero. Outra caracteristica bastante importante da invaridncia de rétulo é que
foi demonstrado em [19] que ela ¢ uma condigao necesséria e suficiente para a invariancia de

calibre. E'm consequéncia, os termos de superficie devem ser todos nulos na QED.

3.5 Exemplo I: O Tensor de Polarizacao do Vacuo na QED

Exemplificamos o caso acima com dois casos. O primeiro caso é o tensor de polarizacdo do
vacuo, que aparece quando das corregdes para o propagador do féton. O rétulo arbitrario
estd presente no diagrama, com o vinculo de que ks — k1 = p.

k+ kq

k 4+ ko

Figura 3.2: Tensor de polariza¢do do vacuo.
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Podemos escrever o fator do laco como

i, = —(ie)Q/kATT {’mk n %zl —m ¥ +Z %2}

o [N iR R mliv R Ry +m)
=it [ { O+ FaP =2k + Fa)? — ) } | (3.38)

Desenvolvendo o trago, obtemos|[17]:

1 1 o o o
HNV = ng + 4[T/2uz - i(k% + k%)TZV + g(ki\kl + kék"Q + ki\kQ )TS,Z/)\O'

1
— (ko) k), T — SO + K355 . (3.39)
em que
4 ..
H?W = g(p2gu,, — pup,,)Ilog(mQ) + termos finitos (3.40)

é transverso. Como as pernas dos diagramas sao fétons, e a teoria possui simetria de calibre,

podemos verificar a transversalidade dos termos remanescentes:

1 1
Py = AP T2, = SO + KT, + S0 (NS + KRS + Bk§) Y0,

1
— p*(k1 + ko) MKy + k2), YO, — 517“(74?’?‘1’ + k3kS) 9, XS5 ] (3.41)

Parametrizando o vinculo ky — k1 = p através das relagoes

kl = ()‘ - 1)p7
ko = Ap, (3.42)
e, notando que, por exemplo,
9 o

e outras relacGes semelhantes, os termos de superficie devem ser finitos e proporcionais a uma,
combinacao simétrica de tensores métricos. Entao, eles podem ser parametrizados através

de um escalar multiplicando tal combinacdo sobre os indices de Lorentz:

Tiy = mQTgW,
T?LV)\O’ = S(Q;WQ)\U + Jur9vo + guagy)\)v

T?u/ — tg/un (344)
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nos encontramos

2
pMIL,, = 4p2p,,{ <’Z) F—[A=1D24+ X+ XA =Ds—[(A =12+ A2+ (21— 1)2]75}.
(3.45)

Assim, a fim de preservar a simetria de calibre de uma maneira que nao dependa da escolha

de um roétulo particular, devemos levar & zero os escalares:
r=s=t=0, (3.46)
o que corresponde a fixar os termos de superficie & zero:

wa = T?W)\U = wa = 0. (3.47)

3.6 Exemplo II: O Tadpole

Considerando processos na QED, quando ndo hé o ordenamento normal, aparecem diagramas

como o Tadpole, que pode contribuir com corre¢oes em fungoes de Green de dois pontos.

Figura 3.3: Tadpole.

Este laco tem a expressao:

T = /qTr {iev“g ! m} . (3.48)

Pode se notar que este termo é analiticamente nulo, mas, para analisar os termos de super-

ficie, faremos uma mudanca na variavel de integracao g — g + k.

eTH = — /qTr {m“ ! } - e/q Iri (g + K +m)] (3.49)

P - (g B2 —m?

Como estamos interessados nos temos de superficie, explicitamos a parte divergente. Apoés

o trago, obtemos:

TH = 4Kk T (m?) — 16k2k, I}l + 32k, knko Ife" — 4K Ipyaq + Sk Iy, (3.50)
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e, usando as relagoes (11) — (13), as BDIs se cancelam, e sobramos com
TH 2 j°% m Ao 32 Nes uv
= 8k°k, T — 4kFky\ks 157 — Ek,,qug’ro — 4k, Y57, (3.51)
Ou, parametrizando os termos de superficie como (3.44):
TH = [k (4t — 165) — 4m>r]k" = 0. (3.52)

Como o valor de k é arbitrario, nos poderiamos usar valores particulares dos rétulos
t,r e s para garatir o resultado, mas isso determina o valor de termos de superficie em outros
célculos, como o II*” acima. Entdo, vemos que se nés firmarmos os temos de superficie em

zero, nés temos um resultado nulo para o tadpole, como esperado.



Capitulo 4

A Amplitude do Espalhamento

Foton-Foton

Nosso objetivo é entao analisar, de uma maneira independente de regularizacao, a
secao de choque diferencial para o processo de espalhamento de dois fétons. Existem seis
diagramas topologicamente diferentes que correspondem a esse espalhamento, sendo que trés
deles estao representados na Figura 4.1. Para cada um desses trés diagramas existe um outro
correspondente com o lago fermioénico em sentido contrario e, entdo, possui respectivamente
a mesma expressao, segundo o teorema de Furry, que diz que lagos com ntimero par de linhas
externas de fétons sdo equivalentes, e os que possuem numero impar, se anulam. Portanto,

a amplitude de espalhamento pode ser escrita como sendo

Mrr’ss’ = Q(Ma +Mb+Mc)

Vo vAo VAo T s T s
= 2(MHAT 4 M7 4+ MY A Jeu(k)eq (1)ey (K"es (1), (4.1)

em que os estados de polarizacao de cada foton é representado por €’s, cujos indices romanos
r,r’,s e s’ podem assumir dois distintos valores, digamos, 1 e 2 e indicam o estado de

polarizacao dos fotons de momento k, k’,1 e I’ respectivamente. Para comecar, a expressao

40
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|

A
<
A

ky - ke > >
Y ¢ Y y e y e Y
Y
M, M, M.

Figura 4.1: Diagramas contribuintes para o espalhamento.

matematica para a amplitude M, pode ser escrita como

uvio __ (i6)4 m (g—l—%-i-m) . (g—l’+m)
Ma A __W/dZLQTT{’Y [(q—l—k)Q—mQ}’y [(q—l’)Q—mQ]

A(g+m) |, @—T+m) }

2 —m?" [(g= 0% —m?

—

X 7y (4.2)

Podemos obter as amplitudes M, e M, através da amplitude M, apenas fazendo as

seguintes correspondéncias:

My, oo e UlekK

M. o p e ke —k. (4.3)

Podemos notar, através do grau superficial de divergéncia, que as integrais acima
divergem logaritmicamente na regido ultra-violeta. Apesar disso, a amplitude total — e
portanto a soma dos trés diagramas — deve ser finita, dado que nao temos parametros na
teoria que poderiam renormalizar uma divergéncia gerada por essa amplitude; precisariamos
de um termo proporcional ao produto local de quatro vetores potencial. Ainda que finita,
devemos aplicar um método coerente para regulariza-las; uma integral divergente ndo tem
um significado estrito sem tal método. Esse é o ponto mais delicado do célculo, porque
se aplicarmos uma regularizacdo qualquer, como a regularizagao por cut-off, poderemos ter
resultados que quebram alguma simetria como, por exemplo, a simetria de calibre. Porém
é¢ um ponto forte para a IReg, uma vez que ela ndo se utiliza de um método particular
de regularizacao, e sim de relagoes de consisténcia algébricas entre integrais divergentes, e
também tem as simetrias como base para livrar as teorias de ambiguidades.

Para escrever a amplitude (4.2) na forma conveniente para a IReg, devemos aplicar a

identidade (3.14) uma vez para cada propagador do lago:
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2)" —m? (@ —mlg— (+RP —m?

—

V/\a__(ie)4 4 r 7 m 1 (l+k)2_2(l+k)q
MET = /qu{vﬂ(yz ] —k+ )<q2 )

, 1 2 -2l
<= ) <q2 —m? (@2 —m?)[(q - l’q)2 - m2]>

1 I? -2l
=L (s = G - o) }
(4.4)

Dos termos resultantes da amplitude acima, obtemos apenas um divergente, e que

origina as ambiguidades que queremos resolver:

r T g A gV
DhAT E/qT [W[ZgV_ QQ]T g]- (4.5)

Realizando o traco acima, nés encontramos a seguinte integral divergente:
1
D;w>\024/ 2\2 MV}\O’_i_ no VX U\ VO
" qi[qg_mQ]zl[(Q)(g 97 +g"7g" — g""g"7)

—2¢%(¢"¢" g™ + ¢"¢° 9" + "1 ¢" + ' " g") + 8¢"¢" M ¢°]  (4.6)

A soma dos termos divergentes para cada amplitude DA = DE¥A7 4 DY AT | DEYA deve
ser finita, e vamos agora resultado em alguns esquemas, para explicitar sua dependéncia com

a regularizacao.

e Integracao Simétrica

A integracdo simétrica consiste em supor uma fonteira simétrica esférica para uma

integral regularizada, e entao aplicar as seguintes transformacoes:

2
'q" — ng“”,

2\2
(o8 q g g (ea
¢"'q"q ¢ — @)y 24) (9" g + g"7 9" + g"*g"7), (4.7)

o que leva &

DM — ), (4.8)
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Podemos notar o efeito de transformacgoes simétricas em IReg. Se aplicarmos essas

transformacoes em (3.24), obtemos

o kY g,uu g,uqu
/k Ok (K2 — m?2)2 — /k (k2 — m2)2 o 4/k 4(k? —m2)3
/ 9" _4/ g (k* —m® +m?)
L (k2 —m?2)? . 4(k2 — m2)3
gp,u guu m2gp1/
N /k (k2 —m2)2 /k (k2 —m2)? /k: (k? —m?)?
igh”

= 3202 (49)

o que estd em claro desacordo com o valor de termos de superficie em QED, por
exemplo. Essas transformagoes sao a raiz da quebra de simetria em [11]. Como apontou
[19], a invariancia de calibre é garantida com a nulidade dos termos de superficie. Além
do mais, como notou [20], uma situagao semelhante ocorre no calculo do decaimento do
Higgs em dois fotons nas referéncias [21] e [22], e contestado em [23] e [24] na integral:

[ / 9w’ — 44"q”
= ) g —m2 e

O problema com estas integrais é que elas sao do tipo oo — 0o, e entdo fortemente
dependentes da fronteira de integracdo, como mostra [25] que realiza os célculos acima
com uma fronteira eliptica arbitraria e mostra a dependéncia do resultado da integral
com o parametro da fronteira. Comentarios relevantes sobre o papel das simetrias em

integrais finitas podem ser lidos em [6]

e Regularizagao Dimensional(DReg)

O método de regularizagao dimensional é um método valido para tratar integrais diver-
gentes no contexto do eletrodindmica quéntica, preservando a invaridncia de calibre da
teoria. Portanto, ele servird como um teste de consisténcia para a IReg; conseguiremos
ver diretamente que a nulidade dos temos de superficie é necesséria no calculo dessa

amplitude. Utilizando a DReg, nos obtemos o seguinte resultado:

—i
= (9" + g"7 " + g"g"7). (4.10)

D,Lu/)\a
2472

e Regularizacao Implicita
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No6s devemos expressar a integral (4.6) como uma combinagao de Ijo5(m?), Il (m?) e

log
NN,
Ify, 7 (m?):
2N uv Ao ,lw VA uN vo 2 5’571’2
Da _4{(9 +g -9 g )[Ilog(m )_ 6(27T)4:|
B i Ao (v 2y i
2[ (Il@( 0= 12(27)* )+g (Ilog( ) 12(277)4)
o[ quo 2 LT v i
tg (Ilog( )~ B >+g (Ilog( Y- 12(27r)4>]
+ 81;(‘);A”(m2)}. (4.11)

Usamos entao, as relacoes entre eles para escrever tudo em termos de 1 log(mQ) e termos

de superficie.

Entao nos esperamos um resultado equivalente ao da DReg, e realmente nds obtemos:

4
VA v A VA A v VA VA o A v
D ":24 g(g“g“rg‘“’g +9°9"7) + 3 (9706 + 97067 + 970G

+ gMATET + 2077 TH + g TT) + 1675 (4.12)

onde, considerando a condicdo de invaridncia de rétulo, nés devemos avaliar os termos
de superficie como nulos, recuperando identicamente o resultado para a regularizacao

dimensional.

4.1 A Secao de Choque Diferencial: Calculo de M,

Aqui vamos calcular a se¢do de choque diferencial do espalhamento para baixas energias. A
ideia é utilizar uma paramertrizagdo de Feynman e separar os integrandos por dependencia
na varidvel de integracao. Depois disso, expandimos o resultado em potencias da energia dos
fotons e, enfim, calculamos a amplitude resultante. Antes de realizar os calculos, devemos
manipular algebricamente a amplitude para chegar numa expressao mais conveniente, e as

operagoes se tornarem mais praticas. Comegamos com uma parametrizacao de Feynman:

d4

1
MPA = ((;6) q | d= dzo dz3
0

Triy (g — 1 — k+m)r° (g — I +m)y (g +m)y” (¢ — [ +m)]
[¢> —2q.A+ BJ* ’

(4.13)
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com

AP =1z + (I =Dz + (K23 e  B=2lk—m’

Agora, definimos:

t=gq— A,

g=A—1—k

b=A-1,

f=4,

d=A—]. (4.14)

Perceba que, devido a amplitude ser logaritmicamente divergente e termos invariancia
de rétulo, a mudanca no momento interno é permitida. Em outros tipos de divergéncias,
como em integrais com divergéncias quadraticas, deve-se tomar cuidado ao realizar tal ope-

racao. A expressdo para M, se torna:

- \4 1 21 z22
Mo = (Ze)4 / dz / dzs / dzs / d't
2m)* Jo 0 0

Tl A g+ m)y (4 B+ m) A+ ¢+ m)y (F + d+m)]
[t2— A2 + B :

(4.15)

Agora, nos separamos os graus de dependéncia em ¢ no numerador (para nao se perder

nas contas, talvez seja bom olhar o apéndice B):

Triy*(f + ¢+ m)A( + B+ mVNE+ ¢+ m (£ + d+m))]

= t2FA7 4 G 4 Tr[y iy I Y], (4.16)
em que
1
F,uzzz\a = _4m2(g,u1/g)\o' + g,uaglz)\ . 29}1)\9110’) _ iTT[’}/“’)/U’}/)\¢’)/Vd + ,}//,L,y/\lg,ycr,yud

YT Y+ () (P A+ A+ B )],

G = Trfy (g + m)y (B + my (¢ + my” (d+m)], (4.17)

para obter:

(i€)4 1 21 )
MW7 = — / dz / dzs / dzs / d't
(2m)* Jo 0 0

y tZF,uz//\o 4 G/,LVAU 4 Tr[,yut,}/crt,y)\i,yu]
[t2 — A% 4 B]*

. (4.18)
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Agora, uma integral semelhante a (4.5) aparece:

I/LV)\U_/d4 Tr[vﬂf,}ﬂ/{fy)\t,yl/ﬂ (419)

TR

com s, = A? — B. Devemos enfatizar a diferenca entre as duas equacoes. Enquanto em (4.5)

2 como argumento, em (4.19) o argumento é s,, uma combinacio de

aparece o Ij,, com m
momentos externos e parametros de Feynman. Antes de resolver essa questio vamos usar a

prescri¢ao da IReg para manipular a integral acima, j4 considerando que temos a invariancia

de roétulo, i.e., sem termos de superficie. Obtemos assim:

1
Ié“j)‘g — 4{§[guug)\a 4 gua VA 2gu/\ VU](27T>4Ilog(S(l)
i

. (3g,uz/ Aa+39,ucr VA 5gu)\ l/o)} (420)

Agora, a fim de se obter um I, independente dos momentos externos, nés langamos mao
da relacdo independente de regularizacao (3.25) com d=4:
2

Bog(50) = Ty 2) + 10 (). (1.21)

Sa

Entao, definindo Q"7 = g g*? + ghog"* — 2g#*g¥? nos chegamos a seguinte contri-

buicdo para a amplitude:

17 = 4] 307 0m) gl + 1 ()]

(4m)? Sa
in2

_?(39;11/ )\U_i_gg,ucr VA 5g,u/\ I/O‘)} (422)

Prosseguindo, noés temos para (4.18):

4 1 2F}U/)\0’ G/u/)\o
M;Ll/)\cr - (26) d d d a2
a o J, ) 4 | dmET\ o T e

2

UVAO (27T) T 2 1 m
_4(3glw Ao _|_3guo VA 5gu>\ VU)} (423)

Podemos escrever, com § = w/m:

B—A*=m*{1-¢U,}, (4.24)

em que

26

U, = 4[22(22 — 21 — z3)sin 5~ 2321 COS> 3 + zg].
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Antes de continuar, devemos expressar F*A? and G**? em termo de outros objetos

tensoriais para céalculos posteriores:
FHAT g2 QurAe _ %w2R“”’\",
GIAT = (ASHAT | 2 2RIVNT | e, (4.25)
em que
AR””N’EEi%ﬂViv“vavA¢v”d4—v“vkﬁvgv”d%-v“vaﬁv*¢v”
+ (Y ) (P A+ A+ B,
.RSVM’EEggiW{V“V”7A¢v”d+—v“vgﬁvxv”d+—v“vaﬁvk¢v”
+ (P (P + Py + B )],
S“”N’Efi%77{7“¢w”57A¢7”dL
THAT = Trlyty "), (4.26)

e, finalmente, nds obtemos

- \4 1 21 z2 BVAO 2 puvio
HVAT (26) . 2/ d / d / d 8Q +§ R
M} (27r)4z7r ; 21 ; 22 ; 23 X - e,

£4SNV/\O' + SZRBW)\U + THVAC LA (271’)4 ) m2
VAo I 1 e
(1—¢2)2 +8Q in2 log(m”) +In 1 _B
(39’” Ao + 3gua vA 5gu>\ VO')} (4_27)

Para encontrar a aproximagdo para baixas energias, devemos expandir a amplitude

acima em poténcias de £2:

ie 4 ‘ 1 21 29
M(;lw)\a = — ((27[_))4171'2/0 dZIA dZQ/(; ng

X {8@““’\" + (R+8Q"™7U,)E + (RMAU, + 8QMUZ)E +

+ THVAT + (RMV)\U + QTUa)f2 + (S;w)\cr + 2R;LV)\UUa + 2TuuAaU3)£4 +

+ 8@/“/)\0’ [ (377:)

1
%AQyHMm%m§+§@é+”}
—4(39’“’ Aa+3g;ta VA 5gu)\ ua)} (4.28)
Agora se tornou fécil integrar sobre os pardmetros de Feynman, porque s6 temos

polinobmios. Entao, na prética, poderiamos calcular a secao de choque & qualquer ordem que

quisermos.
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4.2 Secao de Choque Despolarizada

Prosseguindo, a sec¢ao de choque diferencial despolarizada, no referencial do centro de mo-

mentum se 1é [26]:

do 1 1 9
dQ ~ 64n2(2w)2 4 Z M (429)

rr'ss’
em que se faz a média sobre os estados iniciais de polarizacdo e se soma sobre os estados

finais.

Para uma amplitude da forma de (4.1), n6s podemos fazer a correspondéncia

> el(k)er(k) — —g™ (4.30)
rr’ss’
e encontrar:
Z |M? = M, MM (4.31)

rri/ss’

Entdo, ap6s somar os trés diagramas, os termos de ordem £° se anulam. Prosseguindo
com a integragao e a contragdo, que estao feitas no Apéndice B, a contribui¢do que resultaria

em termos de ordem &2 ¢4 e €5 para |M|? também se anulam. O oufput que obtemos no

apéndice
2224 (cos?(0) + 3)°
(cos”(0) +3) (4.32)
2025
, 2
de ser ainda multiplicado pelo devido coeficiente 4 x ’— ((21763; in? (%)4‘ para se obter Y, |M|*:
, 2
. (ie) 5 (wys
Z/ |M|* = ;VMMWA =4 ’—(2w)4m2 (E) X output (4.33)
rr'ss
e, portanto,
do 1 4] (ie)* <w >4 2224 (cos?(6) + 3)° (434
-— = —|= it — .
A 6472 (2w)?24 | (2m)4 m 2025 ’

recuperando o resultado esperado para a secdo de choque diferencial para baixas energias:

do 13904 (w
dQ  (1807)2m2

LAY 29\2
m) (3 + cos®0)

qe.d. (4.35)



Capitulo 5

Resultados e Conclusoes

Neste trabalho calculamos o espalhamento foton-féton a baixas energias e encontramos
uma se¢ao de choque invariante de calibre. Vimos que este célculo possui ambiguidades nao
fixadas por sua Lagrangeana; sua secao de choque, por ser finita mas com diagramas parciais
divergentes, é altamente dependente de regularizagdo. Vimos que a integracdo simétrica ndo
é confiavel, porque, dado que a escolha de uma fronteira de integracao particular equivale a
uma ordem de integracao particular, somado ao fato de que a amplitude total se origina da
diferenca finita de integrais divergentes, a escolha da fronteira atua diretamente no resultado
final. Sendo assim, a integracéo simétrica se torna impropria para tais casos. A regularizacio
implicita se mostrou totalmente conveniente para amplitudes finitas, e suas ambiguidades
foram resolvidas naturalmente com base em invaridncia de rétulo e simetria de calibre. Os

resultados encontrados estdao em concordincia com outros presentes na literatura.
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Apéndice A

A representacao de Schrodinger,

Heisenberg e de Interacao

Neste apéndice, descrevo as varias representagoes da mecinica quéntica, que sdo forma-
lismos empregados para descrever a evolucao do sistema e de suas qualidades. As diver-
sas representacoes estao ligadas entre si por transformagtes unitarias, e basicamente o que
muda de uma para outra é onde se encontra a dependéncia temporal e como é a equagao
de movimento. Aqui falo de trés representagoes: a representacao de Schrodinger(R.S.), a de
Heisenberg (R.H.) e a de interacao (R.I.). A representacao de interagao é intermediaria a de
Schrédinger, cuja evolugdo do sistema no tempo estd contida nos estados, e de Heisenberg,
cuja evolucdo esta contida nos operadores.

Na R.S., os estados sao regidos pela equacao de Schrédinger
.d
Z% ‘A7t>S =H ‘A7t>S . (Al)

Se o estado inicial do sistema é |A, tg) ¢, a solugao para o sistema acima pode ser escrita
como

\A,t>5 =Us(?) ‘Avt0>s (A.2)

com

Us(t) = e~ H(t=t0), (A.3)

A conexao do formalismo de Schrédinger com a R.H. se da através de operadores unitarios

que transportam a dependéncia temporal para os observaveis:

O (t) = UL(H)0%Us(t). (A.4)
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Os estados de Heisenberg sao
[A) = ‘Avt())sv- (A.5)
A equivaléncia destas descri¢oes pode ser vista no modo como elas deixam invariante o

elemento de matriz de um operador

Se derivarmos a equacao (A.4), encontramos a evolugao dos observaveis na R.H.:

d
i=0"(t) = (0" (1), H]. (A7)

Para passarmos para a representacao de interagao(R.1.), separamos o Hamiltoniano
em duas partes:
H = Hy+ Hj. (A.8)
em que Hy é a parte livre e Hy é a parte de interacao do Hamiltoniano.
Na representacao de interacao, a dependéncia temporal se distribui nos estados e nos
operadores. Definindo

Up(t) = e tHolt=to), (A.9)

um observavel na R.I. passa a ser definido como

Ol (t) = Ul ()0 Un(t), (A.10)
e os estados,
4,8, = U§ (1) |4, 1) (A.11)
Note também que
H! = HY = H,. (A.12)

Assim, a equacdo de movimento para os operadores se torna

d
i0"(t) = [0'(t), Hol, (A.13)

e para os estados:

e
i AL, = HE@) 4,0, (A.14)
Podemos relacionar os operadores e os estados na R.I. com a R.H.:

oLty = U)o (t)U(t) (A.15)

Aty =U0) |A) g - (A.16)



Apéndice B

Calculo da Amplitude Despolarizada

Aqui apresento uma representacdo pratica para produtos distributivos nao comuta-
tivos, como a amplitude (4.2). Apesar dos existentes recursos computacionais, essa pré-
tica é particularmente 1til para separar as dependéncias na varidvel de integracao, massa
e momento externo e para nao se perder no meio de tantos termos. Em seguida apresento
o calculo das contragoes presentes em (4.28) como foi feito, através do software Wolfram

Mathematica®.

B.1 Desenvolvendo Produtos

Considere a amplitude usada neste trabalho:

o (ie)! d—1—k+m)  (4—1 +m)
MEA __(277)4/d4q T"”{W[(q—z—k)hm?ﬂ (=12 —m?]

A(g+tm) , (@—T1+m) }

=m0 —m?

podemos escrevé-la da forma geral:
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o _ _ (i) @tPtm) , (g+Ptm)
MWA‘__@ﬂ4/dﬁjw{wmr4—kﬁ—ﬂﬂ7[@‘Vﬁ_mﬂ

(4 +Ps+m) , (¢+Py+m) }

e ==

(B.2)

em que P; representa uma soma dos momentos externos (ao loop) presentes no propagador.
Podemos representar a multiplicacdo com uma contagem ternaria, em que ¢ — 0, P; —
1 e m — 2, de tal forma que a integral acima, depois de se ter feito os produtos distributivos,

fica representada por

0000 4 0001 + 0002 + 0010 + 0011 + 0012 + ... +
+ 1000 +- 1001 4 1002 + 1010 + 1011 + ... 4+

+ ..o+ 2211 + 2212 + 2220 + 2221 + 2222. (B.3)

em que, por exemplo,

N GO " A o A
OOOO:—(27T)4/qur{7 Tq—1-

—
.
@

~—

IS

1122 = —

Py - Py
2ﬂ4/d%1W{WKq—k—M2—mﬂ7[@—Vﬂ—wﬂ

X”\fflﬂ”ﬁm—ﬁg—mﬂ} ()

—~

Dessa maneira é facil identificar a dependéncia na variavel de integragdo — contando
a quantidade de vezes que o ntmero 0 aparece — ficando facil separar as ordens e eliminar
potencias impares. Podemos também contar a quantidade de matrizes v através do nimero
de termos do produto menos a quantidade de termos que correspondem & massa (2) (0102,

por exemplo, tem sete matrizes v presentes no trago, e portanto ¢ um termo nulo.)

B.2 O Algoritmo

O algoritmo abaixo foi feito usando o pacote "High Energy Physics"do software Mathema-

tica. Cito alguns comandos tteis:
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e FCI|| : serve para traduzir as expressoes padrdo para a linguagem aceita pelo pacote

FeynCalc
e definir matrizes gamma e quadrimomentos barrados: 77 = GA[o] e p = GS[p]
e realizar trago de matrizes gamma: DiracTrace[argumento, DiracTraceEvaluate — true],

e produtos escalares e tensores:Pair|[Momentum|p|,Momentum|q||=p.q;

g" =Pair|LorentzIndex|u|,LorentzIndex|v||=FCI|MT |, v||

A sequéncia de passos e os comandos nao foram feitos da maneira mais simples possivel,
pois o processo aqui transcrito foi também de aprendizado, e tudo vai ficando mais pratico
a medida em que se exploram as técnicas. A idéia basica é definir os objetos tensoriais como
feito em (4.26), definir os produtos escalares (que talvez poderia ser usado um upvalue ou
downvalue) depois integrar nos parametros de Feynman a expansio em ordens de £2 em
(4.26). Em seguida contraio os termos da integral na seguinte ordem: a parte de &2 com &2,
€4 com €* e por fim €2 com €%, O primeiro termo — que corresponde & ordem &*— e o ultimo
termo(O(£9)) dao um valor nulo para a contracio , e o tiltimos nos leva & expressao invariante
de calibre existente na literatura, proporcional 4 £8. No fim ha um teste de transversalidade,
que também respeita a invaridncia de calibre. No algoritmo na maior parte estd presente
aqui apenas os inputs (em negrito), para nao ficar muito extenso.

O algortimo segue:

<< HighEnergyPhysicsFeynCalc
Loading FeynCalc from C:\ProgramData\Mathematica\Applications\HighEnergyPhysics
FeynCalc 8.1.0 For help, type ?FeynCalc, open FeynCalcRef8.nb or visit www.feyncalc.org
Loading FeynArts, see www.feynarts.de for documentation

FeynArts 3.4 patched for use with FeynCalc

P1 = GAly
P2 = GAlo]
P3 = GA[)
P4 = GA[Y]
P5 = GS[a]

P6 = GS[b]
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P7 = GS|]
P8 = GS|[d]
P0 = GS][t]

v-d

vt

Q = Pair[LorentzIndex[u], LorentzIndex|o]] Pair[LorentzIndex[)], LorentzIndex[v]]
+Pair[LorentzIndex|[u], LorentzIndex[v]] Pair[LorentzIndex[o], LorentzIndex[\|]
—2Pair[LorentzIndex[u], LorentzIndex[)\]] Pair[LorentzIndex|o], LorentzIndex|v]]
PTG 4 g ghT — 9 Mgro

R=

Expand|

(1/w"2)(DiracTrace[P1, P2, P3, P7, P4, P8, DiracTraceEvaluate — True]
+DiracTrace[P1, P3, P6, P2, P4, P8, DiracTraceEvaluate — True]
+DiracTrace[P1, P2, P6, P3, P7, P4, DiracTraceEvaluate — True]
+DiracTrace[P1, P5, P2, P3, P4, P8, DiracTraceEvaluate — True]
+DiracTrace[P1, P5, P2, P4, P7, P3, DiracTraceEvaluate — True]
+DiracTrace[P1, P5, P2, P6, P3, P4, DiracTraceEvaluate — True])]

Ro =

Expand[(1/w”2)(DiracTrace[P1, P2, P3, P7, P4, P8, DiracTraceEvaluate — True]
+DiracTrace[P1, P2, P6, P3, P4, P8, DiracTraceEvaluate — True]
+DiracTrace[P1, P2, P6, P3, P7, P4, DiracTraceEvaluate — True]
+DiracTrace[P1, P5, P2, P3, P4, P8, DiracTraceEvaluate — True]
+DiracTrace[P1, P5, P2, P3, P7, P4, DiracTraceEvaluate — True]
+DiracTrace[P1, P5, P2, P6, P3, P4, DiracTraceEvaluate — True])]
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S = Expand[(1/w”4)DiracTrace[P1,P5, P2, P6, P3, P7, P4, P8, DiracTraceEvaluate — True]]

T = DiracTrace[P1, P2, P3, P4, DiracTraceEvaluate — True]

4 (g)\crg;w 4 g)\yg,uo _ g)\,ugl/o)

B = 223kl — m"2

A=lz1+ (' — )22 + k23

2klz3 — m?

23k + 22 (' = 1) + Iz1

BA2x = Expand[(B — A"2)] (*Para calcular Ua*)

—22223K'1' — 212123k’ + 212223k’ — 232 (K') + 2kz3 + 1% (—21%) + 2022122 — 1%22% — 271221 +
2z221 — 722 (I')? — m?

BA2a = Expand[BA2x/.{I"2 — 0,k"2 — 0,1'°2 — 0,k'*2 — 0,k k' — w"2(1 — Cos[d)]),

kl — 2w™2, kl' — w"2(1 + Cos|d]), k'l' = 2w"2, ' = w2(1 — Cos[d)]), Ik’ — w"2(1 + Cos[d])}]

Ua = Expand[(((-BA2a/m"2) — 1)/(—w"2/m"2))]
27172 cos(0) — 22172 — 22123 cos(0) — 22123 — 2222 cos(0) + 2222 + 22223 cos(0) — 22223 + 423
Expand[4(2z2(z2 — z1 — 23)((1 — Cos[6])/2) — 232z1((1 + Cos[6])/2) + 23)]

22172 cos(6) — 22122 — 22123 cos(0) — 22123 — 2222 cos(0) + 2222 + 22223 cos(0) — 22223 + 423

Aa=(z1-22—1)l+22l' +z3k' — k
Bb = (z1 — 22)l + (22 — 1)I' + 23K’
Cc = (z1 — z2)l + 22U’ + z3k'

Dd = (z1 — 22 — 1)l + 22U’ + z3k’

ab = Expand[AaBb)]

(*calculando produtos escalares®)
ac = Expand[AaCc]

ad = Expand[AaDd]

bc = Expand[BbCc]|

bd = Expand[BbDd]
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cd = Expand[CcDd]

aa = Expand[AaAa]

bb = Expand[BbBb)]

cc = Expand[CcCc]

dd = Expand[DdDd]

22223kl — 23K/l + 22123k — 212223k’ — 123K + 23 (K')* — kz3k — kz2l' + kI’ — klzl + klz2 +
12212 — 2122122 — 221 + 12222 + 1222 + 2121221 — Iz11' — 202221 + 222 (I')* — 22 (I')* + I
22223kl + 202123k — 212223k" — 123k" + 232 (K')* — kz3k' — ka2l — klzl + klz2 + 12212 —
2022122 — 1221 + 12222 + 1222 + 22122l — 202221 4 222 (I')* — 1221/

22223kl + 22123k’ — 202223k — 20z3k' + 232 (K')? — kz3k' — ka2l' — klzl + klz2 + kl + 12212 —
222122 — 21271 + 1222 + 21222 + 12 + 271220 — 202221 4 22% (I')* — 21221

22223kl — 23K'I! + 217123k’ — 202223k + 232 (K')* + 12212 — 2122122 4 12222 + 2121221’ — 1211’ —
22221 4 222 (I')? + 122 — 22 (I')*

22223kl — 23Kl + 2z123k" — 212223k — 123K’ + 232 (K')* + 12212 — 2122122 — 1?21 + 12222 +
1222 4 271221 — lz11' — 212221 + 222 (I')* — 22 (I)* + 1!

22223k + 2z123k" — 22223K' — 123K’ + 232 (K')* + 12212 — 2122122 — 1221 + 12222 + 1222 +
221220 — 202221 + 222 (I')? — 122l

k2 + 22223kl + 212123k — 202223k" — 2123k’ + 232 (k') — 2kz3k' — 2kz2l' — 2klz1 + 2klz2 +
2kl + 12212 — 2022122 — 21221 + 12222 + 20222 + 12 + 22122l 4 222 (I')? — 202221 — 20221
22223kl — 223K/ 1! 4+ 202123k’ — 212223k’ + 1232 (k') +12212 — 2022122 + 12222 + 2121221 — 21711 —
202221 + 222 (I')? + 20220 — 222 (I)* + (I')?

22223kl +21z123k' — 212223k +1232 (K')? + 12212 — 2122122+ 12222 + 2021220 — 202221 +222 (I')?
22223kl + 212123k’ — 212223k’ — 2023k’ + 232 (K')? + 12212 — 2122122 — 21221 + 12222 + 21222 +
12 4 2071220 — 202221 + 222 (I')* — 20221/

AA = Expand[aa/.{I"2 = 0,k"2 — 0,I'*2 = 0,k'*2 — 0,k K’ — w"2(1 — Cos[f)]),

kl — 2w™2, kl' — w™2(1 + Cos[0]), K'l! — 2w"2,1l' — w2(1 — Cos[d)]), Ik’ — w"2(1 + Cos[6])}]
BB = Expand|bb/.{I"2 — 0,k"2 — 0,1'°2 — 0,k'"*2 = 0,k k' — w"2(1 — Cos[6)]),

kl — 2w"2, kl' — w"2(1 + Cos|[d]), k'l = 2w"2,lIlI' = w2(1 — Cos[d)]), Ik’ — w"2(1 + Cos[d])}]
CC = Expand|cc/.{I"2 = 0,k"2 — 0,I'’2 — 0,k'*2 = 0,k k' — w2(1 — Cos[f)]),

kl — 2w™2,kl' — w™2(1 + Cos[0]), K'l! — 2w"2,1l' - w2(1 — Cos[d)]), Ik’ — w"2(1 + Cos[6])}]
DD = Expand[dd/.{I"2 — 0,k"2 — 0,1'*2 — 0,k'"*2 = 0,k k' — w"2(1 — Cos[6)]),



APENDICE B. CALCULO DA AMPLITUDE DESPOLARIZADA 58

kl = 2w"2,kl' - w2(1 + Cos[d)]), K'l' — 2w"2,1l' - w"2(1 — Cos[6)]), Ik’ — w2(1 + Cos[d])}]
AB = Expand[ab/.{I"2 = 0,k"2 — 0,I'*2 = 0,k'*2 — 0,k k' = w"2(1 — Cos|d]),
kl = 2w"2,kl' = w2(1 + Cos[d)]), K'l' — 2w"2,1l' = w™2(1 — Cos[)]), Ik’ — w™2(1 + Cos[0])}]
AC = Expand[ac/.{I"2 = 0,k"2 — 0,I'*2 = 0,k'*2 = 0,k k' — w"2(1 — Cos[f)]),
kl = 2w"2,kl' - w2(1 + Cos[d)]), K'l' — 2w"2,1l' — w™2(1 — Cos[)]), Ik’ — w2(1 + Cos[d])}]
AD = Expand[ad/.{I"2 — 0,k"2 — 0,I'"2 — 0,k'"*2 — 0,k k¥’ — w"2(1 — Cos[6]),
Kl — 202, kI — w2(1 + Cos[6]), KU = 2w2, Il — wh2(1 — Cos[d]), Ik’ — w™2(1 + Cos[f])}]
BC = Expand[bc/.{I"2 — 0,k"2 — 0,I'2 — 0,k'"2 — 0,k k' = w"2(1 — Cos|[d]),
kl = 2w"2,kl' - w2(1 + Cos[d)]), K'l' — 202,01’ — w"2(1 — Cos[)]), Ik’ — w2(1 + Cos[d])}]
BD = Expand[bd/.{I*2 — 0, k"2 — 0,2 = 0, K2 — 0,k k' — w’2(1 — Cos[d]),
kl = 2w"2, kl' — w"2(1 + Cos|d]), k'l' = 2w"2,lIl' = w2(1 — Cos[d]), Ik’ = w"2(1 + Cos[d])}]
CD = Expand[ed/.{I"2 — 0,k"2 — 0,I'2 — 0,k'"2 — 0,k k' — w"2(1 — Cos[d]),
kl — 2w™2, kl' — w™2(1 + Cos[0]), K'l! = 2w"2,1l' — w2(1 — Cos[d)]), Ik’ — w"2(1 + Cos[6])}]

—2w?7172 cos(6) + 2w?z122 + 2w?z123 cos(6) + 2w?z123 — 4w?z1 + 2w?222 cos(6) — 2w?z2? —

2w?7223 cos(0) + 2w?2223 — 4w?23 + dw?

2w?z1 cos(0) —2w?z122 cos(0) +2w?z122+2w?z123 cos(0) +2w?z123 — 2w?z1 +2w?222 cos(#) —
2w?72% — 20?22 cos(6) — 2w?2223 cos(0) + 2w?2223 + 2w?z22 — 4w?z3

—2w?7172 cos(0) +2w?2122-+2w?2123 cos(0) +2w?z123+2w?72? cos(6) —2w?222 —2w?2223 cos () +
20?7223

—2w?7z172 cos(6)+2w?z122+2w?2123 cos(0) +2w?21234+-2w?222 cos(0) —2w?22%+2w?22 cos(0) —
2w?7223 cos(0) + 2w?2z223 — 2w?7z2 — 2w?z3 cos(6) — 2w?z3

w?z1 cos(6) — 2w?z122 cos(0) + 2w?z122 + 2w?z123 cos(0) + 2w?z123 — 3w?z1 + 2w?22? cos(6) —
2w?72% — w272 cos(0) — 2w?7z273 cos() + 2w?7223 + w?22 — 4w?z3 + 2w?

—2w?7z172 cos(0) + 2w?z122 + 2w?z123 cos(0) + 2w?z123 — 2w?z1 + 2w?222 cos(0) — 2w?22% —
2w?7223 cos(0) + 2w?7z223 — 2w?z3

—2w?7122 cos(6) + 2w?z122 + 2w?z123 cos(0) + 2w?z123 — 2w?z1 + 2w?222 cos () — 2w?2z2% +
w222 cos(0) — 2w?2z2z3 cos(6) + 2w?2223 — w22 — w223 cos(0) — 3w?z3 + 2w?

w?z1 cos(0) — 2w?z122 cos(6) + 2w?2122 + 2w?z2123 cos(0) + 2w?z123 — w?z1 + 2w?222 cos(0) —

2w?72% — w272 cos(0) — 2w?2273 cos(0) + 2w?2223 + w22 — 2w?z3
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—w? cos(6) + w3zl cos(#) — 2w3z122 cos(0) + 2w?z122 + 2w?z2123 cos(0) + 2w?z123 — w?zl +
2w?722 cos () — 2w?22% — 2w?2223 cos(0) + 2w?2223 — w?z3 cos(f) — 3w?z3 + w?

—2w?7172 cos(6) +2w?z2122-+2w?2123 cos(0) +2w?z123+2w?72? cos(6) —2w?222+w?22 cos(0) —
2w?7223 cos(0) + 2w?2223 — w?22 — w?z3 cos(0) — w?z3

E2ax = Expand[R + Ro + 2TUa + 16QUa]

E2a =

Expand[E2ax/.{Pair[Momentum|a], Momentum[b]] = AB, Pair[Momentum|a], Momentum|c]]
— AC, Pair[Momentum|a], Momentum|[d]] — AD, Pair[Momentum[b], Momentum[c]] — BC,
Pair[Momentum|b], Momentum|[d]] — BD,Pair[Momentum|[c], Momentum|d]] — CD,
Pair[Momentum|a], Momentum/[a]] - AA, Pair[Momentum[b], Momentum|[b]] — BB,
Pair[Momentum|[c], Momentum|c]] = CC, Pair[Momentum[d], Momentum[d]] — DD,
Pair[Momentum|[a], LorentzIndex|i_ || — (21 — 22 — 1)Pair[Momentum/{], LorentzIndex][:]]
+z2Pair[Momentum|l'], LorentzIndex|i]] + z3Pair[Momentum[k'], LorentzIndex([i]]
—Pair[Momentum|k], LorentzIndex[z]],

Pair[Momentum|b], LorentzIndex[j ]| — (z1 — z2)Pair[Momentum/[l], LorentzIndex[j]]

+(22 — 1)Pair[Momentum|[l'], LorentzIndex|[j]] + z3Pair[Momentum k'], LorentzIndex|5]],
Pair[Momentum|c|, LorentzIndex[zx _]] = (z1 — z2)Pair[Momentum][l], LorentzIndex[zx]]
+z2Pair[Momentum(l'], LorentzIndex[zx]] + z3Pair[Momentum k'], LorentzIndex|zx]],
Pair[Momentum[d], LorentzIndex[as_]|] — (21 — z2 — 1)Pair[Momentum ({], LorentzIndex[as]]

+z2Pair[Momentum|l'], LorentzIndex|as]| + z3Pair[Momentum k'], LorentzIndex|as]] }]

Integrate[E2a, {23, 0,22}
Integrate[%, {z2,0,z1}]
Integrate[%, {z1,0,1}]

E2af =%
NTerms[%]
92

Bib=B/{l' - K,k > '}
2klz3 — m?

Aib=A/{l' > K, K = l'}
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22 (k' — 1) 4 231" + lz1

A

23k + 22 (I = 1) + lz1

BA2bx = Expand[Bib — (Aib)"2]

BA2b = Expand[BA2bx/.{I"2 — 0, k"2 — 0,1'A2 — 0, k""2 = 0,k k' — w™2(1 — Cos[d]),
kl — 2w™2, kl' — w™2(1 + Cos[0]), K'l! — 2w"2,1l' - w"2(1 — Cos[d)]), Ik’ — w"2(1 + Cos[6])}]
—m? — 2w?z172 cos() — 2w?z122 + 2w?z123 cos(f) — 2w?z123 + 2w?222 cos(6) + 2w?72% —
2w?7223 cos(0) — 2w?2223 + 4w?z3

Ub = Expand[(((—BA2b/m"2) — 1)/(—w"2/m"2))]

Ua = Expand[(((—-BA2a/m"2) — 1)/(—w"2/m"2))]

—27122 cos(0) — 22122 + 22123 cos(0) — 22123 + 2222 cos(0) + 2222 — 22223 cos(0) — 22223 + 423
27172 cos(6) — 22122 — 27123 cos(0) — 27123 — 2222 cos(0) + 2222 + 22223 cos(0) — 22223 + 423
Aab=Aa/{l' > K, K > l'}

Aa

Bbb = Bb/.{I' = K, k' — I'}

Bb

Ccb=Cc/{l' = K, K = 1"}

Cc

Ddb = Dd/.{I' — K,k — I'}

Dd

22k — k + 23U +1(z1 — 22 — 1)

23k’ — k422U +1(z1 — 22 — 1)

(22 — 1)K + 23l + (21 — 22)

z3k" + (22 — 1)I' + (21 — 22)

22k’ + 23U + 1(z1 — 22)

23K + 22U + (21 — 72)

22K + 23U + 1(z1 — 22 — 1)

z3k" + 22U +1(z1 — 22 — 1)

abb = Expand[AabBbb]

acb = Expand[AabCcb]

adb = Expand[AabDdb]
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beb = Expand[BbbCcb]

bdb = Expand[BbbDdb]

cdb = Expand[CcbDdb)]

aab = Expand[AabAab)]

bbb = Expand[BbbBbb)]

ccb = Expand[CcbCcb]

ddb = Expand[DdbDdb)]

22223k 1 — 23K I + 212122k — 11k — 20522k + 1K' + 222 (K')* — 22 (K')? — kz2K' + kK — kz31 —
klzl + klz2 + 1212 — 2122122 — 1221 + 12222 + 1222 + 20u1231' — 2022431 + 232 (I')? — 1231’
22223k + 212122k — 2222k — 122K +222 (K')? — kz2k' — kz3l' — klzl + klz2+ 12212 — 2127122 —
1221 + 12222 + 1222 + 2121231 — 2022231 + 232 (I')* — 1231/

22223kl 4 21z122k — 21222k — 2122k + 222 (K')* — ka2k' — kz3l' — klzl + klz2 + kl + 12212 —
2022122 — 20221 + 12222 + 20222 + 12 4 221231’ — 2122231 + 232 (I')* — 21231’

22273kl — 73Kl + 202122k’ — 71k’ — 20722k + 122K 4222 (K')? — 72 (K')* + 12212 — 2?2122 +
12222 + 2121230 — 2122231 + 232 (I')?

22273K'1 — 23K 4 22122k — 21k — 20222k + 1K + 222 (K')* — 22 (K')* + 12212 — 21?2122 —
1221 + 12222 + 1222 + 2121231 — 2022231 + 232 (I')* — 1231/

22223k I + 22122k — 21222k — 122k + 222 (K')? + 12212 — 2122122 — 1221 + 12222 + 1222 +
z123l — 2122231 + 232 (I')? — 1231/

k2 + 222231 + 21z122k" — 20222k’ — 2122k + 222 (K')* — 2kz2k' — 2kz3l — 2klzl + 2klz2 +
2kl + 12212 — 2127122 — 20221 + 12222 + 21222 + 2 + 2z123l' — 2122231 + 232 (I')* — 21231’
22223kl — 223Kl 4 202122k — 271K — 21222k + 2022k 4222 (k')* — 222 (K')* + (K')? + 12212 —
2022122 + 12222 + 2021231 — 2122231 + 232 (I')?

22223kl + 212122k — 21222k 4222 (K')? +12212 — 2122122+ 12222 4+ 221231’ — 2122231 +232 (I')?
22223k I + 22122k’ — 21222k — 2022k + 222 (K')* + 12212 — 2122122 — 21271 + 12222 + 21222 +
12 + 2121231' — 2122231 + 232 (I')* — 21231/

AAb = Expand[aab/.{I"2 = 0,k"2 — 0,'’2 — 0,k'*2 — 0,k k' — w"2(1 — Cos[d]),

kl = 2w"2,kl' = w2(1 + Cos[d)]), K'l' — 2w"2,1l' - w™2(1 — Cos[6)]), Ik’ — w2(1 + Cos[d])}]
BBb = Expand[bbb/.{I"2 — 0,k"2 — 0,1'°2 — 0,k'*2 — 0,k k' — w”2(1 — Cos[d]),

kl — 202, kl' — w™2(1 + Cos[0]), K'l! — 2w"2,1l' - w"2(1 — Cos[d)]), Ik’ — w"2(1 + Cos[6])}]
CCb = Expand|ccb/.{I"2 = 0,k"2 — 0,1'°2 = 0,k'*2 — 0,k k' — w”2(1 — Cos[d]),
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kl = 2w"2,kl' - w2(1 + Cos[d)]), K'l' — 2w"2,1l' - w"2(1 — Cos[6)]), Ik’ — w2(1 + Cos[d])}]
DDb = Expand[ddb/.{I*2 — 0, k"2 — 0,'A2 — 0, K2 — 0,k k' — w2(1 — Cos[d]),
kl = 2w"2,kl' = w2(1 + Cos[d)]), K'l' — 2w"2,1l' = w™2(1 — Cos[)]), Ik’ — w™2(1 + Cos[0])}]
ABb = Expand[abb/.{I"2 — 0,k"2 — 0,'"2 — 0,k'"2 — 0,k k' — w"2(1 — Cos|[d]),
kl = 2w"2,kl' - w2(1 + Cos[d)]), K'l' — 2w"2,1l' — w"2(1 — Cos[)]), Ik’ — w2(1 + Cos[d])}]
ACb = Expand[acb/.{I"2 — 0,k"2 — 0,'*2 — 0,k'*2 — 0,k kK’ — w"2(1 — Cos[6)]),
Kl — 202, kI — w2(1 + Cos[6]), K = 2w2, Il — wh2(1 — Cos[d]), Ik’ — w™2(1 + Cos[f])}]
ADb = Expand[adb/.{I"2 = 0,k"2 — 0,1'’2 — 0,k'*2 = 0,k k' — w"2(1 — Cos[6)]),
kl = 2w"2,kl' - w2(1 + Cos[d)]), k'l — 2w"2,1l' — w"2(1 — Cos[)]), Ik’ — w2(1 + Cos[d])}]
BCb = Expand[beb/.{I*2 — 0, kA2 — 0, A2 — 0, K'A2 — 0, k k' — w’2(1 — Cos[d]),
kl = 2w"2, kl' = w"2(1 + Cos|[d]), k'l = 2w"2,lIlI' = w"2(1 — Cos[d)]), Ik’ = w"2(1 + Cos[d])}]
BDb = Expand[bdb/.{I*2 — 0,kA2 — 0,1'A2 5 0, K72 — 0, k K’ — w2(1 — Cos[d]),
kl — 2w™2, kl' — w™2(1 + Cos[0]), K'l! — 2w"2,1l' = w2(1 — Cos[d)]), Ik’ — w"2(1 + Cos[6])}]
CDb = Expandfedb/.{I*2 — 0,k 2 — 0,'A2 5 0, K72 — 0,k K — w2(1 — Cosld]),
kl = 2w"2,kl' - w2(1 + Cos[d)]), K'l' — 2w"2,1l' = w™2(1 — Cos[)]), Ik’ — w2(1 + Cos[d])}]

2w?7122 cos(0) + 2w?z122 — 2w?z123 cos(0) + 2w?z123 — 4w?zl — 2w?22? cos(6) — 2w?7z2% +
2w?7223 cos(0) + 2w?7223 — 4w?z3 + dw?

—2w?71 cos(0)+2w?z122 cos () +2w?z122—2w?2173 cos(6) +2w?z123—2w?21 —2w?222 cos(0) —
2w?72% + 2w?22 cos(6) + 2w?2223 cos(0) + 2w?22z3 + 2w?z2 — 4w?z3

2w?7172 cos () +2w?z1722—2w?7123 cos () +2w?2123—2w?222 cos(0) —2w?72%+2w?7223 cos(0) +
2w?7z223

2w?7172 cos(0)+2w?z122 —2w?2123 cos(0) +2w?2123—2w?222 cos(0) —2w?222 —2w?72 cos(0) +
2w?7223 cos(0) + 2w?2223 — 2w?z2 + 2w?z3 cos(6) — 2w?z3

—w?z1 cos(#)+2w?z122 cos(8) +2w?z122 —2w?2123 cos(0) +2w?z123 —3w?z1 —2w?222 cos(6) —
22722 4+ w222 cos(0) + 2w?2z223 cos(0) + 2w?2z223 + w22 — 4w?z3 + 2w?

2w?7122 cos(6) + 2w?2z122 — 2w?2123 cos(0) + 2w?2123 — 2w?z1 — 2w?222 cos(6) — 2w?22% +
2w?7223 cos(0) + 2w?7z223 — 2w?z3

2w?z122 cos(6) + 2w?z122 — 2w?z123 cos(0) + 2w?z123 — 2w?z1 — 2w?222 cos(#) — 2w?z2% —

w?22 cos(6) + 2w?7223 cos(6) + 2w?2223 — w?z2 + w?z3 cos(0) — 3w?z3 + 2w?
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—w?z1 cos(#) +2w?z122 cos(0) +2w?z122 — 2w3z123 cos(0) +2w?z123 — w?z1 — 2w?222 cos(#) —
2w?22? + w?z2 cos(0) + 2w?z223 cos(0) + 2w?z2z3 + w?z2 — 2w?z3

w? cos(f) — w?z1 cos(#) + 2w?z122 cos(#) + 2w?z122 — 2w?z123 cos(6) + 2w?z123 — w?z1 —
2w?72% cos(0) — 2w?222 + 2w?2223 cos(6) + 2w?2223 + w?z3 cos(0) — 3w?z3 + w?

2?2122 cos(6) +2w?z122 —2w?z123 cos(6) +2w?z123 — 2w?222 cos(0) — 2w?2z22 — w222 cos () +
2w?2223 cos(0) + 2w?2223 — w?z2 + w?z3 cos() — w?z3

Expand[R]

Rb = Expand[R/.{c — A\, A = o}]

Rob = Expand[Ro/. {o = A\, A = 0}]

Tb = Expand[T'/. {oc = A\, A = d}]

Expand[T]

Sb = Expand|[S/. {o = A\, A — o}]

Qb = Expand[Q/.{c — \,\ = ¢}]

E2bxx = Expand[Rb + Rob + 2TbUb + 16QbUb]

E2b =

Expand[E2bxx/.{Pair[Momentum|a], Momentum[b]] — ABb, Pair[Momentum[a], Momentum|c]] —

ACb, Pair[Momentum|[a], Momentum[d]] — ADb, Pair[Momentum [b], Momentum|[c|] — BCb,
Pair[Momentum[b], Momentum|d]] — BDb,Pair[Momentum|[c|, Momentum[d]] — CDb,
Pair[Momentum|a|, Momentum|[a]] — AAb, Pair[Momentum[b], Momentum[b]] — BBb,

Pair[Momentum|[c], Momentum|¢]] = CCb, Pair[Momentum|d], Momentum|d]] — DDb,

Pair[Momentum|a|, LorentzIndex[i_]] — (z1 — 22 — 1)Pair[Momentum|[l], LorentzIndex|[:]]+
z2Pair[Momentum[k'], LorentzIndex|i]] + z3Pair[Momentum|[l'], LorentzIndex][:]]
—Pair[Momentum|k], LorentzIndex[¢]], PairlMomentum|[b], LorentzIndex[j ]] —

(z1 — z2)Pair[Momentum([l], LorentzIndex|[j]] + (22 — 1)Pair[Momentum[k'], LorentzIndex[j]]
+z3Pair[Momentum|l'], LorentzIndex|j]], Pair[Momentum|c], LorentzIndex[zx_ ]| —

(z1 — z2)Pair[Momentum(l], LorentzIndex|zx]] + z2Pair[Momentum[k’], LorentzIndex[zx]]
+2z3Pair[Momentum|l'], LorentzIndex|zx]], Pair[Momentum|d], LorentzIndex[as_ ]| —

(z1 — 22 — 1)Pair[Momentum|[l], LorentzIndex|as]] + z2Pair[Momentum[k'], LorentzIndex|as]]

+2z3Pair[Momentum|l'], LorentzIndex|as]| }]
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Integrate[E2b, {23, 0,22}]
Integrate[%, {22, 0,z1}]

E2bf = Integrate[%, {z1,0,1}]
NTerms[%]

92

Bic = B/.{k - —k',K' — —k}
B

—2lz3k' — m?

2klz3 — m?

Aic=A/{k - —K K — —k}
A

—kz3 +22(I' = 1) + Izl

23k +722(I' = 1) + 121

BA2cx = Expand|[Bic — (Aic)"2]

64

—k?23% — 2023k’ + 2kz2z31' + 2klzlz3 — 2klz223 + 1? (—21?) + 20?2122 — 1?22% — 2lz1221' +

22220 — 722 (I')? — m?

BA2c¢ = Expand[BA2cx/.{I"2 — 0,k"2 — 0,I'"2 — 0,k'2 — 0,k k' — w"2(1 — Cos|[d]),
kl = 2w"2,kl' - w2(1 + Cos[d)]), K'l' — 2w"2,1l' — w"2(1 — Cos[6)]), Ik’ — w2(1 + Cos[d])}]

—m? + 2w?z172 cos() — 2w?z122 + 4w?z123 — 2w?22% cos(0) + 2w?z2% + 2w?2223 cos(0) —

2w?7273 — 2w?23 cos(6) — 2w?23
Uc = Expand[(((—BA2c/m"2) — 1)/(—w"2/m"2))]
Ua = Expand[(((—BA2a/m"2) — 1)/(—w"2/m"2))]

22172 cos(6) — 22122 + 47123 — 2222 cos(6) + 2222 + 22223 cos(6) — 22223 — 223 cos(6) — 223

27172 cos(0) — 22172 — 22123 cos(0) — 22123 — 2222 cos(0) + 2222 + 22223 cos(0) — 22223 + 423

Aac = Aa/{k - —K k' — —k}
Aa
Bbc = Bb/.{k — —K', k' — —k}
Bb
Ccc =Cc/{k —» —K',K' — —k}
Ce
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Ddc = Dd/.{k — —k', k' — —k}
Dd

k' —kz3 + 22U +1(z1 — 22 — 1)
23k — k + 221 + (21 — 22 — 1)
—kz3 + (22 — 1)I' + 1(21 — 22)
z3k" + (22 — 1)I' + (21 — 22)
—kz3 + 22U 4+ 1(z1 — 22)

23k’ + 22U" + 1(z1 — 22)

—kz3 + 22U + 1(z1 — 22 — 1)
z3k" + 22l +1(z1 — 22 — 1)
abc = Expand[AacBbc]

acc = Expand[AacCecc]|

adc = Expand[AacDdc]

bee = Expand[BbcCec]

bdc = Expand[BbcDdc]

cdc = Expand[CccDdc]

aac = Expand[AacAac]

bbe = Expand[BbcBbc]

ccc = Expand[CccCec]
ddc = Expand[DdcDdc]

65

k2232 + 22Kl — KU + 121k’ — 122K — kz3k' — 2kz2231" + kz3l' — 2klz123 + 2kiz223 + klz3 +

12212 — 2127122 — 1221 + 12222 + 1222 + 2121220 — 1211’ — 202221 + 222 (I')* — 22 (I')* + I

k2232 + 22K 1! + 121k — 122k’ — kz3k' — 2kz2231" — 2klz123 + 2k12223 + kiz3 + 12212 — 2122122 —

1221 + 12222 + 1222 + 212122 — 202221 4 222 (I')* — 1221/

k2232 + 22K + 121k’ — 122K — 1K' — kz3k' — 2kz2231 — 2klz123 + 2kiz223 + 2kiz3 + 12212 —

21272122 — 20271 + 12222 + 20222 + 12 + 271221 — 212221 + 222 (I')? — 20221

k2232 — 2kz2230" + kz3l' — 2kiz123 + 2kiz223 + 12212 — 2122122 + 12222 + 2021220 — Iz11l' —

22221 + 222 (I')? + 1221 — 22 (I')?

k2232 — 2kz22310 + kz3l' — 2kiz123 + 2kiz223 + klz3 + 12212 — 2122122 — 1221 + 12222 + 1222 +

Uz122l — lz1l' — 202221 + 222 (I')* — 22 (I')* + I
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k2232 — 2kz2231" — 2klz123 + 2ki1z223 + klz3 + 12212 — 2122122 — 1221 + 12222 + 1222 + 2121221 —

212221 4+ 722 (I')? — 1221/

k2232 + 222K'1 + 20z1k — 2022k — 21k’ — 2kz3k' + (k') — 2kz2z31' — 2kilz1z3 + 2klz223 +

2klz3 + 12212 — 2122122 — 20221 + 12222 + 21222 + 12 + 221220 — 202221 + 722 (I')? — 222

k2232 — 2kz2231' + 2kz3l' — 2klz123 + 2klz223 + 12212 — 2122122 + 12222 + 21z1220' — 21z11' —

U222l + 222 (I')? + 20220 — 222 (I')* + (I')?
k2232 — 2kz2231' — 2klz123 + 2klz223 + 12212 — 2122122 + 12222 + 221221’ — 212221 4 222 (I')?

k2232 — 2kz2231' — 2klz123 + 2kiz223 + 2kiz3 + 12212 — 2122122 — 21221 + 12222 + 21222 + 12 +

z122l — 212221 + 222 (I)* — 21721/

AAc = Expand[aac/.{I"2 = 0,k"2 — 0,I'*2 — 0,k'*2 — 0,k k' — w"2(1 — Cos[f)]),
kl — 2w™2, kl' — w™2(1 + Cos[0]), K'l! — 2w"2,1l' — w"2(1 — Cos[d)]), Ik’ — w"2(1 + Cos[6])}]
BBc = Expand[bbe/.{I*2 5 0,kA2 — 0, A2 5 0, K72 — 0,k K — w2(1 — Cosld]),
kl — 2w"2, kl' — w"2(1 + Cos|[d]), k'l' = 2w"2,lIlI' = w2(1 — Cos[d]), Ik’ — w"2(1 + Cos[d])}]
CCc = Expand|ccc/.{I"2 — 0,k"2 — 0,I'"2 = 0,k'*2 — 0,k k¥’ — w"2(1 — Cos[6]),
kl — 2w™2, kl' — w™2(1 + Cos[0]), K'l! — 2w"2,1l' - w"2(1 — Cos[d)]), Ik’ — w"2(1 + Cos[6])}]
DDec = Expand[ddc/.{I*2 — 0, kA2 — 0, 1'A2 — 0, K’A2 — 0, k k' — w™2(1 — Cos[d]),
kl = 2w"2,kl' - w2(1 + Cos[d)]), K'l' — 2w"2,1l' — w"2(1 — Cos[6)]), Ik’ — w2(1 + Cos[d])}]
ABc = Expand[abc/.{I"2 — 0,k"2 = 0,I'"2 = 0,k'*2 — 0,k k' — w"2(1 — Cos[d]),
kl = 2w"2, kl' — w"2(1 + Cos|d]), k'l' = 2w"2, ' = w2(1 — Cos[d]), Ik’ — w"2(1 + Cos[d])}]
ACc = Expand[acc/.{I"2 — 0,k"2 = 0,1'’2 — 0,k'*2 = 0,k k' — w"2(1 — Cos[6)]),
kl = 2w"2,kl' - w2(1 + Cos[d)]), K'l' — 202,01’ — w"2(1 — Cos[6)]), Ik’ — w2(1 + Cos[d])}]
ADc = Expand[adc/.{I"2 = 0,k"2 — 0,I'’2 = 0,k'*2 — 0,k k' — w"2(1 — Cos[d)]),
Kl — 202, kI — w2(1 + Cos[6]), KU — 2w2, Il — wh2(1 — Cos[8]), Ik’ — w™2(1 + Cos[é])}]
BCc = Expand[bce/.{I"2 = 0,k"2 — 0,I'*2 — 0,k'*2 — 0,k k' — w"2(1 — Cos[d]),
kl — 2w™2, kl' — w™2(1 + Cos[0]), K'l! — 2w"2,1l' — w"2(1 — Cos[d)]), Ik’ — w"2(1 + Cos[6])}]
BDc = Expand[bdc/.{I"2 — 0,k"2 — 0,'*2 — 0,k'*2 — 0,k k¥’ — w"2(1 — Cos[6)]),
kl = 2w"2, kl' — w"2(1 + Cos|[d]), K'l! = 2w"2,llI' = w2(1 — Cos[d)]), Ik’ = w"2(1 + Cos[d])}]
CDc = Expand[cdc/.{I"2 — 0,k"2 — 0,I'*2 — 0,2 — 0,k k' — w"2(1 — Cos|d]),
kl — 202, kl' — w™2(1 + Cos[0]), K'l! — 2w"2,1l' - w2(1 — Cos[d)]), Ik’ — w"2(1 + Cos[6])}]
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—2w? cos(0) + 2w?z1 cos(0) — 2w?z122 cos(0) + 2w?z122 — 4w?7123 + 2w?z1 + 2w?72?% cos(6) —
2w?72% — 2w?2273 cos(0) + 2w?z223 + 2w?z3 cos(6) + 2w?z3 — 2w?

2w?z1 cos(0) — 2w?z172 cos(0) + 2w?z122 — 4w?z123 — 2w?z1 + 2w?22? cos() — 2w?z2? —
2w?22 cos(0) — 2w?2223 cos(0) + 2w?2223 + 2w?22 + 2w?23 cos(6) + 2w?23

—2w?7122 cos(0) + 2w?z122 — 4w?z123 + 2w?222 cos () — 2w?222 — 2w?2223 cos(0) + 2w?2z273
—2w?7172 cos(6) +2w?z2122—4w?z2123+2w?222 cos(0) —2w?72%+2w?22 cos(0) —2w?2223 cos(0)+
2w?7223 — 2w?z2 + 4w?z3

—w? cos(6) + 2w?z1 cos(0) — 2w?z122 cos(6) + 2w?z122 — 4w?z123 + 2w?222 cos(6) — 2w?z2% —
w222 cos(0) — 2w?2z2z3 cos(6) + 2w?2223 + w22 + 2w?23 cos(#) + 2w?z3 — w?

w?z1 cos(0) —2w?z122 cos(0) +2w?z122 —dw?z123+w?z21+2w?222 cos(0) —2w?22% —2w?2223 cos(0) +
2?7223 + w223 cos(#) + w?z3

—w? cos(f) + w?z1 cos(6) — 2w?z122 cos(9) + 2w?z122 — 4w?z123 + w?z1 + 2w?222 cos(0) —
2w?72% + w222 cos(0) — 2w?2z223 cos () + 2w?2z223 — w?22 + w223 cos(0) + 3w?z3 — w?

w?z1 cos(0) —2w?z122 cos(0) +2w?z122—dw?z123—w?z1+2w?222 cos(0) —2w?222 —w?z2 cos(0) —
2w?7223 cos(6) + 2w?2223 + w?z2 + w?z3 cos(0) + w?z3

—w? cos(0) + w?z1 cos(0) — 2w?z122 cos() + 2w?z122 — dw?z2123 — w?z1 + 2w?22% cos(6) —
2w?72% — 20?2223 cos(0) + 2w?2223 + w?z3 cos(#) + 3w?z3 + w?

—2w?7172 cos(0) +2w?z2122—4w?2123+2w?222 cos(0) —2w?222 +w?72 cos(6) —2w?2223 cos(0)+
2w?7223 — w?z2 + 2w?z3

Rc = Expand[R/.{p — 0,0 — p}]

Expand|R]

Roc = Expand[Ro/.{x — 0,0 — u}]

Te = Expand[T'/.{u — 0,0 — p}]

Sc = Expand[S/.{u — 0,0 — p}]

Qc = Expand[Q/-{p = 0,0 — p}]

E2cxx = Expand[Rc + Roc + 2TcUc + 16QcUc]

E2c =

Expand[E2cxx/.{Pair[Momentum|a], Momentum[b]] - ABc, Pair[Momentum|[a], Momentum/|c]] —

ACc, Pair[Momentum|a|, Momentum|[d]] — ADc, Pair[Momentum|[b], Momentum|[c|] — BCec,

Pair[Momentum[b], Momentum|d]] — BDc¢,Pair[Momentum|c], Momentum[d]] — CDc,
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Pair[Momentum[a], Momentum|[a]] — AAc, Pair[Momentum[b], Momentum|[b]] — BBc,
Pair[Momentum|c|, Momentum|c|]] — CCc, Pair[Momentum[d], Momentum[d]] — DDc,
Pair[Momentum|a|, LorentzIndex[i_]] — (z1 — 22 — 1)Pair[Momentum|[l], LorentzIndex|[:]]
+2z2Pair[Momentum|l], LorentzIndex[i]] —z3Pair[Momentum k], LorentzIndex|z]]
+Pair[Momentum|[k'], LorentzIndex|[i]], Pair[Momentum[b], LorentzIndex[j ]] —

(z1 — z2)Pair[Momentum|l], LorentzIndex|[j]] + (22 — 1)Pair[Momentum[l'], LorentzIndex|4]]
—z3Pair[Momentum[k], LorentzIndex[j]], Pair[Momentum|[c|, LorentzIndex[zx_]] —

(z1 — z2)Pair[Momentum(l], LorentzIndex|zx]] + z2Pair[Momentum[l'], LorentzIndex|zx]]
—z3Pair[Momentum[k], LorentzIndex[zx]], Pair[Momentum|d], LorentzIndex[as_]] —

(z1 — 22 — 1)Pair[Momentum[l], LorentzIndex[as]] + z2Pair[Momentum|l'], LorentzIndex|as]|
—z3Pair[Momentum[k], LorentzIndex[as]] }]
Integrate[E2c, {23, 0, z2}]
Integrate(%, {22, 0, z1}]
E2cf = Integrate[%, {z1,0,1}]
NTerms[%]

91
E2f = E2af + E2bf + E2cf

(*Calculo da ordem £**)

Contract[%, %] /.{Pair[Momentum[l], Momentum|l]] — 0, Pair[Momentum[k], Momentum|k]] — 0,
Pair[Momentum[l'], Momentum|[l']] — 0, Pair[Momentum|[k’], Momentum|[£']] — 0,
Pair[Momentum|k], Momentum[k’]] = w”2(1 — Cos[f)]),Pair[Momentum k], Momentum[l]] — 2w"2,
Pair[Momentum k], Momentum|[l']] = w”2(1 + Cos[d]), Pair[Momentum[k’], Momentum|[l']] — 2w"2,
Pair[Momentum|l], Momentum[l']] — w"2(1 — Cos[6]),

Pair[Momentum(l], Momentum|[k']] — w”2(1 + Cos[d])}

Expand[%]
0 (*SEM CONTRIBUICOES O(&*)*)
Edax =

Expand[RUa + 8QUa2 + S + 2RoUa + 3T'Ua’2 + 4Q * Ua’*2/.{Pair[Momentum[a], Momentum/b]]
— AB, Pair[Momentum|a], Momentum|[c|| = AC, Pair[Momentum|a], Momentum|[d]] — AD,
Pair[Momentum|b], Momentum|c|] — BC,Pair[Momentum [b], Momentum[d]] — BD,

Pair[Momentum|c|], Momentum[d]] — CD, Pair[Momentum|[a], Momentum[a]] — AA,
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Pair[Momentum[b], Momentum|b]] — BB, Pair[Momentum|c|, Momentum|c|] — CC,
Pair[Momentum[d], Momentum[d]] — DD, Pair[Momentum(a|, LorentzIndex[i_]] —

(z1 — 22 — 1)Pair[Momentum|[l], LorentzIndex[i]] + z2Pair[Momentum|[l'], LorentzIndex][:]]
+z3Pair[Momentum|k'], LorentzIndex|[i]] — Pair[Momentum[k], LorentzIndex][]],
Pair[Momentum|b], LorentzIndex[j ]| — (z1 — z2)Pair[Momentum/|l], LorentzIndex[j]]

+(2z2 — 1)Pair[Momentum|[l'], LorentzIndex|[j]] + z3Pair[Momentum[k'], LorentzIndex|5]],
Pair[Momentum|[c|, LorentzIndex[zx_]] & (z1 — z2)Pair[Momentum(l], LorentzIndex|zx]]
+z2Pair[Momentum(l'], LorentzIndex[zx]] + z3Pair[Momentum|k'], LorentzIndex|zx]],
Pair[Momentum[d], LorentzIndex[as_]] — (z1 — z2 — 1)Pair[Momentum {], LorentzIndex[as]]
+2z2Pair[Momentum[l'], LorentzIndex|as]] + z3Pair[Momentum[k'], LorentzIndex|as]|}]
Integrate[%, {23, 0, z2}]
Integrate(%, {22, 0,z1}]
Integrate[%, {z1,0,1}]
Eda=%
E4bx =
Expand[RbUb + 8QbUb"2 + Sb + 2RobUb + 3TbUb”2 + 4Qb x Ub”2/.{Pair[Momentum|a],
Momentum|[b|]] — ABDb, Pair[Momentum|[a], Momentum/|c]] — ACb, Pair[Momentum|a],
Momentum|d]] — ADb, Pair[lMomentum[b], Momentum|c|] — BCb,Pair[Momentum/b],
Momentum|[d]] — BDb, Pair[Momentum|c|, Momentum[d]] — CDb, Pair[Momentum/|a],
Momentum|a]] — AAb, PairflMomentum[b], Momentum|[b]] — BBb,
Pair[Momentum|c|, Momentum|[c]] - CCb, Pair[Momentum[d], Momentum|d]] — DDb,
Pair[Momentum|a], LorentzIndex[i_|]->(z1 — 22 — 1)Pair[Momentum|[l], LorentzIndex[:]]
+z2Pair[Momentum|k'], LorentzIndex[i]] + z3Pair[Momentum[l'], LorentzIndex|[:]]
—Pair[Momentum|[k], LorentzIndex|[i]], Pair[Momentum b, LorentzIndex[j ]| —

(z1 — z2)Pair[Momentum([l], LorentzIndex[j]] + (22 — 1)Pair[Momentum[k'], LorentzIndex[j]]
+2z3Pair[Momentum|l'], LorentzIndex[5]], Pair[]Momentum|c], LorentzIndex[zx_ ]| —

(z1 — z2)Pair[Momentum(l], LorentzIndex|zx]] + z2Pair[Momentum[k'], LorentzIndex[zx|]
+2z3Pair[Momentum|l'], LorentzIndex|[zx]],
Pair[Momentum|[d], LorentzIndex[as_]] — (z1 — z2 — 1)Pair[Momentum(l], LorentzIndex/[as]]

+z2Pair[Momentum|k'], LorentzIndex[as]] + z3Pair[Momentum[l'], LorentzIndex|as]] }]

Integrate[%, {23, 0,22}]
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Integrate(%, {22, 0, z1}]

Integrate[%, {z1,0, 1}]

E4b =%

E4cx =

Expand[RcUc + 8QcUc”2 + Sc + 2RocUc + 3TcUc"2 + 4Qc x Uc2/.
{Pair[Momentum|a], Momentum[b]] = ABc, Pair[Momentum|a], Momentum|[c]] — ACc,
Pair[Momentum|a|, Momentum|[d]] — ADc, Pair[Momentum|[b], Momentum|[c]] — BCec,
Pair[Momentum[b], Momentum|d]] — BDc, Pair[Momentum|c], Momentum|[d]] — CDc,
Pair[Momentum[a], Momentum|[a]] — AAc, Pair[Momentum[b], Momentum|[b]] — BBc,

Pair[Momentum|c|, Momentum|c]] = CCc, Pair[Momentum[d], Momentum[d]] — DDc,

Pair[Momentum|[a], LorentzIndex[i_|]->(z1 — 22 — 1)Pair[Momentum|l], LorentzIndex][:]]
+z2Pair[Momentum|l'], LorentzIndex|i]] — z3Pair[Momentum[k], LorentzIndex|[:]]

+Pair[Momentum k'], LorentzIndex][s]],

Pair[Momentum|b], LorentzIndex[j ]] — (z1 — z2)Pair[Momentum/[l], LorentzIndex[j]]

+(22 — 1)Pair[Momentum[l'], LorentzIndex|[j]] — z3Pair[Momentum[k], LorentzIndex[j]],

Pair[Momentum|c|, LorentzIndex[zx _]] = (z1 — z2)Pair[Momentum][l], LorentzIndex[zx]]

+z2Pair[Momentum|l'], LorentzIndex|zx]|] — z3Pair[Momentum[k], LorentzIndex|zx]],

Pair[Momentum|d], LorentzIndex[as_]] — (z1 — z2 — 1)Pair[Momentum][l], LorentzIndex|as]]
+2z2Pair[Momentum|l'], LorentzIndex|as|] — z3Pair[Momentum(k], LorentzIndex[as]]}]
Integrate[%, {23, 0, 22}]

Integrate[%, {22, 0,z1}]

Integrate[%, {z1,0, 1}]

E4c=%

E4f = E4a + E4b + E4c

Expand|[Contract|[%, %]]

% /.{Pair[Momentum|l], Momentum[l]] — 0, Pair[Momentum[k], Momentum[k]] — 0,

Pair[Momentum[l'], Momentum|[l']] — 0, Pair[Momentum|[k’], Momentum|[£']] — 0,
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Pair[Momentum k], Momentum[k’]] — w”2(1 — Cos[f)]),
Pair[Momentum[k], Momentum[l]] — 2w”2, Pair[Momentum[k], Momentum[l']] = w”2(1 + Cos|[d]),
Pair[Momentum|k'], Momentum|l']] — 2w”2, Pair[Momentum|{], Momentum|[l']] — w"2(1 — Cos|d]),
Pair[Momentum|l], Momentum[k']] — w”2(1 + Cos[f])}

Expand[%]

2224 cos*(6) n 4448 cos?(0) 4 2224
2025 675 225

Together[%)]

2224(0054(9)+6 cos? (9)+9)
2025

Factor[%)]

COS2 ?
w (*OUTPUT PRINCIPAL*)

Expand[Contract[E4f, E2f]] (*Ordem ¢%%)

Expand[Expand|[%)/.

{Pair[Momentum|l], Momentum|[l]] — 0, Pair[lMomentum[k], Momentum|[k]] — 0,
Pair[Momentum[l'], Momentum|[l']] — 0, Pair[Momentum|[£’], Momentum|[£']] — 0,
Pair[Momentum k], Momentum[k']] — w”2(1 — Cos[f)]),

Pair[Momentum[k], Momentum[l]] — 2w”2, Pair[Momentum[k], Momentum|l']] — w”2(1 + Cos|[d]),
Pair[Momentum[k’], Momentum[l']] — 2w”2, Pair[Momentum|[l], Momentum[l']] = w"2(1 — Cos[6]),
Pair[Momentum|l], Momentum|[k']] = w”2(1 + Cos[6])}]

0

Contract[E2f, FCI[FV[k, u]]] (*fazendo k" 7*)

Expand[%/.{Pair[Momentum[l], Momentum[l]] — 0, Pair[Momentum k], Momentum[k]] — 0,
Pair[Momentum(l'], Momentum|l']] — 0, PairlMomentum[k], Momentum[k']] — 0,
Pair[Momentum|[k], Momentum[k']] = w”2(1 — Cosl[d]),

Pair[Momentum|k], Momentum|[l]] — 2w”2, Pair[Momentum|[k], Momentum[l']] — w”2(1 + Cos[f)]),
Pair[Momentum ('], Momentum[l']] = 2w”2, Pair[Momentum(l], Momentum|[l']] — w"2(1 — Cos[d]),

Pair[Momentum|l], Momentum[k']] — w”2(1 + Cos[f]),

FCI[FV[k,x_]] = FV[K',z] + FV[l',z] — FV[l,z]//FCI}]
0
Expand|Contract[EAf, FCI[FV |k, u]]]/.

{Pair[Momentum|l], Momentum|l]] — 0, Pair[Momentum[k], Momentum|k]] — 0,
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Pair[Momentum|l'], Momentum|l']] — 0, PairlMomentum[k'], Momentum[k’]] — 0,
Pair[Momentum|[k], Momentum[k']] — w”2(1 — Cosl[d]),

Pair[Momentum k], Momentum|[l]] — 2w”2, Pair[Momentum k], Momentum[l']] — w”2(1 + Cos[f)]),
Pair[Momentum ('], Momentum|l']] = 2w”2, Pairf[Momentum(l], Momentum|[l']] — w"2(1 — Cos[d]),
Pair[Momentum|l], Momentum[k’]] — w”2(1 + Cos|[6])}]

Expand|[%/.FCI[FV[k,x_]] = FV[¥/,z] + FV[l',z] — FV[l,z]//FCI]

0

(*Ou seja, verificamos a transversalidade da amplitude até a O(£4)*)
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