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A Educagio a Distincia (EAD) é uma modalidade de ensino que busca
promover insercdo social pela dissemina¢io de meios e processos de
democratiza¢do do conhecimento. A meta é elevar os indices de esco-
laridade e oferecer uma educacio de qualidade, disponibilizando uma
formacio inicial e/ou continuada, em particular, a professores que nio
tiveram acesso a esse ensino.

Nio se pode ignorar que é fundamental haver, sempre, plena conexio
entre educagio e aprendizagem. A modalidade a distancia é um tipo
de aprendizagem que, em especial na Universidade Federal de Minas
Gerais (UFMG), j4 estd concretizada como um ensino de qualidade.
Hoje, a aprendizagem tornou-se, para todos os profissionais dessa
universidade envolvidos no programa de Educagio a Distincia, sin6-
nimo de esforco e dedicacio de cada um.

Este livro visa desenvolver no curso a distdncia os mesmos conheci-
mentos proporcionados num curso presencial. Os alunos estudario
o material nele contido e muitos outros, que lhe serdo sugeridos em
bibliografia complementar. E importante terem em vista que essas
leituras sdo de extrema importancia para, com muita dedica¢io, avan-
carem em seus estudos.

Cada volume da coletanea esta dividido em aulas e, em cada uma delas,
trata-se de determinado tema, que é explorado de diferentes formas
- textos, apresentacdes, reflexdes e indagagdes tedricas, experimenta-
¢bes ou orientac¢des para atividades a serem realizadas pelos alunos. Os
objetivos propostos em cada uma das aulas indicam as competéncias e
habilidades que os alunos, ao final da disciplina, devem ter adquirido.

Os exercicios indicados ao final de cada aula possibilitam aos alunos
avaliarem sua aprendizagem e seu progresso em cada passo do curso.
Espera-se que, assim, eles se tornem auténomos, responsaveis, criticos
e decisivos, capazes, sobretudo, de desenvolver a prépria capacidade
intelectual. Os alunos ndo podem se esquecer de que toda a equipe
de professores e tutores responsaveis pelo curso estard, a distancia ou
presente nos polos, pronta a ajuda-los. Além disso, o estudo em grupo,
a discussdo e a troca de conhecimentos com os colegas serdo, nessa
modalidade de ensino, de grande importancia ao longo do curso.

Agradeco aos autores e a equipe de produc¢io pela competéncia, pelo
empenho e pelo tempo dedicado & preparacio deste e dos demais
livros dos cursos de EAD. Espero que cada um deles possa ser valioso
para os alunos, pois tenho certeza de que vao contribuir muito para o
sucesso profissional de todos eles, em seus respectivos cursos, na drea
da educagio em geral do pais.

Ione Maria Ferreira de Oliveira
Coordenadora do Sistema Universidade Aberta do Brasil
(UAB/UFMG)
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Introducao

Por Teoria dos Nimeros entendemos a drea da Matemdtica que se
destina ao estudo de propriedades dos nimeros inteiros. Euclides de
Alexandria (360 a.C - 295 a.C - criador da famosa geometria eucli-
diana) foi o autor do mais antigo texto matematico (conhecido como
Os elementos), dividido em um total de treze volumes (cada um deles
denominado Livro). Os Livros VII, VIII e IX de Os elementos sdo sobre
Teoria dos Numeros.

Neste texto, apresentamos uma introdu¢io a Teoria dos Numeros,
escrita em linguagem acessivel a alunos a partir do segundo ano de
gradua¢do. Demonstramos resultados béasicos que sio muito impotr-
tantes em diversos ramos da matemadtica, incluindo muitos dos
teoremas classicos provados por Euclides.

Varios resultados importantes sido precedidos e seguidos de exem-
plos com o objetivo de ilustrar as ideias utilizadas nas demonstra-
¢Oes e motivar o leitor para a importancia delas. Além dos problemas
propostos, hd um significativo nimero de problemas resolvidos.

Na Aula 1, apresentaremos o Principio de Indu¢do Matematica (PIM)
em sua primeira forma, esclarecendo ao aluno a necessidade das
demonstra¢des de afirmagdes a respeito de nimeros naturais feitas a
partir da indugdo apds uma observac¢io. Faremos isso cautelosamente
ja que o PIM é um dos principios fundamentais na constru¢io dos
numeros naturais.

A segunda forma do PIM serd apresentada na Aula 2, onde também
apresentaremos o Principio de Boa Ordem (PBO). Estes principios
serdo ferramentas valiosissimas em demonstra¢des nas aulas poste-
riores de resultados que envolvem nimeros inteiros. Ainda nessa aula,
introduziremos a importante sequéncia dos numeros de Fibonacci,
cujas propriedades sdo interessantes e podem ser provadas com o uso
do PIM e do PBO.

Na Aula 3, vamos demonstrar o Lema de Euclides tanto para nimeros
naturais quanto para inteiros. Este Lema é o carro-chefe da divisdo de
numeros inteiros, garantindo a existéncia do resto e do quociente em
qualquer situacio.

As propriedades elementares da divisibilidade no conjunto dos
numeros inteiros serdo estudadas na Aula 4, onde também vamos
estabelecer alguns critérios de divisibilidade.

A Aula 5 é destinada ao estudo de numeros inteiros particulares: os
numeros primos. Daremos a defini¢do de primos e compostos e desta-
caremos a importancia dos nimeros primos na vida cotidiana. Vamos
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ver resultados que dizem respeito a sua distribui¢io entre os naturais
e faremos a demonstra¢io da infinitude dos primos. Comentaremos
alguns problemas em aberto sobre primos que sdo curiosamente estu-
dados até hoje.

Daremos continuidade ao estudo de numeros primos na Aula 6, onde
demonstraremos o Teorema Fundamental da Aritmética, que garante
que todos os naturais a partir de 2 podem ser escritos como um produto
de nimeros primos. A unicidade desta fatorag¢io implica em conse-
quéncias interessantes na Teoria dos Numeros, conforme veremos.

Na Aula 7, nos ocuparemos do estudo de divisores comuns de dois
inteiros, sendo destacado o maximo divisor comum (MDC). Veremos
quais sdo as alternativas para calculd-lo e estudaremos suas principais
propriedades.

Na Aula 8, introduziremos as chamadas equac¢bes diofantinas
lineares, que se destinam a resolver problemas que tenham como
solucbes pares de numeros inteiros e veremos que a existéncia de tais
solu¢des esta relacionada com propriedades do MDC. Finalizaremos
estudando o minimo multiplo comum (MMC) de dois inteiros e sua
relacdo com o MDC.

Nas referéncias no fim deste texto destacamos alguns livros recentes
em Teoria de Numeros que podem servir como bibliografia comple-
mentar para os estudantes. La também destacamos a pagina da web
onde foram consultadas as informacdes histéricas sobre os matema-
ticos citados no texto.



AULA §i

Principio de Inducao Matematica

OBJETIVOS

Vamos apresentar um dos postulados que caracterizam os ndmeros naturais:
o Principio de Indugdo Matematica. Em seguida, veremos como utiliza-lo para
demonstrar afirmacdes a respeito desses nlimeros.

Na matematica, tal como numa ciéncia fisica, podemos utilizar a observacao
para descobrir leis gerais. Mas ha uma diferenca marcante. Nas ciéncias
fisicas, nem sempre hé uma autoridade superior & observagao, enquanto que
na matematica essa autoridade existe: a prova rigorosa.

A prova (ou demonstragdo) de um resultado é feita, de maneira geral,
utilizando-se outros resultados previamente estabelecidos, mas existem sen-
tencas que nao sao provadas ou demonstradas e sao consideradas como
6bvias ou como um consenso inicial necessario para a construgao ou aceitagao
de uma teoria.

Nesse contexto, usaremos azxioma, postulado e principio como sinénimos de
uma hipdtese inicial (que ndo serd demonstrada) a partir da qual outros
enunciados sao logicamente derivados.

Aqui, vamos considerar o conjunto dos nimeros naturais como o conjunto:

N={0,1,2,---}.

O Principio de Indu¢do Matemdtica, que é um postulado baseado no ultimo
axioma de Giuseppe Peano (1858 - 1932), praticamente define este conjunto.
Foi August de Morgan, que em 1883, descreveu o principio cuidadosamente
e deu a ele o nome de Inducao Matematica.

Vamos entender como é este principio e ver como utiliza-lo na demonstragao
de afirmacGes a respeito de niimeros naturais.

Problema 1.1 O que é indugao e o que é indu¢ao matematica?
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Solugao: A indugao (ou deducao) é o processo de descoberta de leis gerais
pela observagao e combinacao de exemplos particulares. E usada em todas
as ciéncias, mesmo na matemdtica. A indugdo matemaética é usada especi-
ficamente na matematica para provar teoremas de um certo tipo. Vamos
ilustrar ambos os métodos por intermédio do mesmo exemplo.

Iniciamos observando que
1+8=9

e, reconhecendo os cubos e os quadrados, podemos dar ao fato observado a
forma mais interessante:

1° 42% =32

Como é que isto acontece? Sera que, com frequéncia, uma tal soma de cubos
sucessivos, a partir do nimero 1, é um quadrado? De fato,

13422433 =148+ 27 =36 =62

Em geral, serd que é verdade que 1% 4+ 23 + 33 4+ ... 4+ n3 é um quadrado
para todo natural n?

Fomos levados a esta pergunta pelos exemplos particulares n = 2,3 e po-
demos investigar outros casos especiais. Os casos n = 4 e n = 5 sao os
proximos. Acrescentemos, para garantir um passo inicial, o caso n = 1.
Arranjando elegantemente todos estes casos, obtemos:

13 = 12
1P+20 = 3%

1P4+2343 = 62 (1.1)
134+224334+43 = 107,
13423 4+334+434+5% = 152

E dificil acreditar que todas estas somas de cubos consecutivos sejam qua-
drados por mero acaso. De fato, uma pessoa que ndo esteja muito preo-
cupada com formalismos teria poucas duvidas de que a lei geral sugerida
pelos casos especiais até entao observados nao seja correta e a consideraria
provada por indugao. O matemaético expressa-se com maior reserva pois
sente a necessidade de uma demonstracao. Ele diria que o seguinte teorema
é fortemente sugerido por inducao:

A soma dos primeiros n cubos é um quadrado.
Vamos obsevar as bases dos quadrados que aparecem em (1.1): 1, 3, 6, 10,

15. Podemos ver aqui uma notavel regularidade nestas bases:

1=1

3 =142
6 = 1+2+3
10 = 14+24-3+4

15 = 14+24-3+4+5.

Se esta regularidade for geral (e o contrario é dificil de acreditar), a conjec-
tura que fizemos toma uma forma mais precisa:

Paran=1,2,3,--- temos 13+ 23+ 33+ .- +n3 = (1 +2+3+--- +n)2%
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A lei que acabamos de enunciar foi encontrada por inducao. A indugéo
tenta encontrar regularidade e coeréncia para além das observacoes. Mas,
conforme ja foi dito, é necessdrio uma demonstragao formal para que um
resultado em matematica seja aceito como verdadeiro.

Podemos fazer uma pequena simplificagao no enunciado da nossa conjectura
pois é facil de verificar que
n(n+1
1+2+3+~-~+n:%, para todon =1,2,---. (1.2)
Para ver isto, tomamos um retangulo com lados n e n + 1 e fazemos o
seguinte:

— Dividimos o retangulo em n(n + 1) quadrados de lados iguais a 1, como
na Figura la que mostra o caso n = 4 e temos 20 quadrados de lado 1.

— Preenchemos os quadrados com * da seguinte maneira: o primeiro qua-
drado da primeira coluna, os dois primeiros quadrados da segunda coluna,
os trés primeiros quadrados da terceira coluna e assim por diante até pre-
enchermos os n primeiros quadrados da n-ésima coluna, como na Figura 1b
paran =4 .

— Notamos que a area da regiao preenchida é igual a area da regiao nao
preenchida e é dada por 1 +2+ ... +n; paran = 4 este valor é 1 +2+4+3+4
(ver Figura 1b).

* | ¥ | x| ¥

Figura la Figura 1b

Ora, a drea total do retangulo é n(n + 1) da qual a drea preenchida é
metade. Isto prova a férmula (1.2) acima.

Assim, podemos transformar o resultado que encontramos por indugdo em

31 63 | a3 3 n(n+1))
1°4+2°4+3"+---+n° = — , paratodon=1,2,---. (1.3)

Muito provavelmente, a formula é geralmente verdadeira, isto é, verdadeira
para todos os valores de n.

Problema 1.2 Serd que a afirmagao continua verdadeira quando passamos de algum valor de n

para o valor seguinte n + 17

Solugao: Nao sabemos ainda se (1.3) é verdadeira para um n = k arbitrério,
mas se soubéssemos que era verdade, teriamos

e+

13+23+33+-~-+k3=< 5

e poderfamos adicionar (k + 1) aos membros da equacio obtendo

2
B2 8k (k1) = (B (1)
k24+4(k+1)
(k+1)2 [74 }

{(mn(m)} 2
I .

13
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Por virtude do que acabamos de dizer, a conjectura, ao ser verdadeira para
n = 6, tem também de ser verdadeira para n = 7; ao ser verdadeira para
n =7, é verdadeira para n = 8; e assim sucessivamente. Ou seja, o resultado
estd provado em geral.

A prova precedente pode servir como padrao em muitos casos semelhantes.
Se tivermos uma afirmagao sobre niimeros naturais que afirmamos ser ver-
dadeira para todo natural n a partir de um natural a, podemos ser capazes
de usar a experiéncia do exemplo anterior para concluir que a assercao sera
verdadeira se for provada para n = a e se puder ser provada para k + 1,
desde que seja admitida verdadeira para n = k.

Este processo é usado tantas vezes que merece um nome. Podiamos chamar-
-lhe “prova de n para n+ 1", mas o termo técnico aceito é inducao matemd-
tica.

Em muitos casos, como no discutido acima em detalhes, a fonte é a indugéo,
ou seja, a assercao ¢ encontrada experimentalmente. Deste modo, a prova
surge como um complemento matematico a indugao; o que explica o nome.

Problema 1.3 Como fazer uma demonstracao por indugao?

14

Solugao: A demonstragao de uma afirmagao a respeito de nimeros naturais
baseada no Principio de Indug¢ao Matemdtica (PIM) é chamada uma prova
por indugao. Ela consiste de duas etapas:

e etapa 1: a demonstracao de que a afirmagao vale para um ntimero natural
inicial a (esta etapa é mais comumente chamada de etapa inicial);

e etapa 2: a demonstracao de que a afirmagao vale para o sucessor k + 1
de um numero natural arbitrario kK > a depois de termos suposto que a
afirmacao vale para k. Esta suposicao é chamada hipdtese de inducdo.

Vamos agora estabelecer formalmente o PIM em sua forma mais simples.

PIM - primeira forma: Seja ¢ um numero natural. Suponha que para
cada natural n, se tenha uma afirmativa P(n) que satisfaga as seguintes
propriedades:

(i) P(a) é verdadeira (ou seja, a afirmativa vale para n = a);
(ii) se a afirmativa for verdadeira para um natural k£ > a qualquer, entao
ela é verdadeira para o seu sucessor k + 1.

Entao P(n) é verdadeira para todo n > a.

E importante destacarmos que a indugao matematica é constituida de duas
etapas, cada uma de considerdavel importancia, pois a primeira garante que
estamos partindo de um fato verdadeiro para o natural inicial a; a segunda
garante que ao assumir que a afirmacao é verdadeira para um natural k > a
qualquer, entao devemos garantir que ela é verdadeira para o seu sucessor;
esta etapa consiste em demonstrar uma implicacao.

Como um primeiro exercicio, vocé pode observar que de fato provamos que
(1.3) é verdadeira a partir do PIM - primeira forma.
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Exemplo 1.1 Vamos provar por induc¢do que a afirmacdo P(n) abaixo é
verdadeira:

n(n+1)(n+ 2)

(*) 1-242-343-44+---+nn+1)= 3

, Vn > 1.

(a) Etapa inicial: verificar que vale P(1). Mas isto é claro, pois 1-2 =
1(1+1)(132)
3 :

(b) Hipétese de indugao: admitimos que vale P(k), ou seja,

k(k+1)(k+2
124234 +k(k+1) = %
(¢) Temos que provar que P(k + 1) é verdadeira. Para isto, somamos (k +
1)(k+2) em ambos os membros da igualdade acima (pois queremos a soma
até n =k + 1) e obtemos:

124234 +k(k+1)+ (k+1)(k+2) = EEDER 4k 4 1) (k4 2)

k(k+1)(k4+2) +3(k+1) (k+2)
3

(k41) (k+2)(k+3)
3

e assim, o resultado esta provado.

Cuidado: E extremamente importante que todas as etapas de inducgao
sejam cumpridas para se evitar erros comuns entre os alunos, que chegam a
“provar” conjecturas falsas pela falta do cumprimento dessa propriedade em
suas demonstragoes. Por exemplo, se nao testamos a etapa inicial, corremos
o risco de cometer este erro.

Exemplo 1.2 Vamos mostrar como é importante cumprir as etapas da
inducao através de um exemplo.

Se fizermos a seguinte afirmacao:
1
1+2+~~+n:§(2n+1)2, Vn > 1 (1.4)

e iniciarmos uma demonstragao por indugao a partir da etapa 2, ignorando
a etapa inicial, teremos como hipétese de indugao que a afirmativa vale para
n = k, ou seja, que

1
1+2+~'+k:§(2k+1)2

é verdadeira e a partir dai, somando k + 1 em ambos os membros da igual-
dade, temos

1
1+2+~~~+k+(k+1):§(2k+1)2+(k+1)

ou seja,

1 1
1+2+~--+/~:+(k+1):§(41<:2+41<:+1+8(l<:+1)):§(2(l<:+1)+1)2

e portanto a afirmacgao vale paran =k + 1.

Terfamos de fato provado que (1.4) é verdadeira se tivéssemos garantida
a etapa inicial. Mas para n = 1, em (1.4) temos 1 = 1(2 + 1)%, o que ¢
obviamente falso.

Logo, a afirmacao (1.4) nao é verdadeira.

15
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Problema 1.4 Como demonstrar uma desigualdade usando PIM?

Solugao: Devemos seguir as etapas da mesma forma como fizemos no
Exemplo 1.1. Vamos provar o enunciado abaixo como exemplo:

2" < nl, Vn > 4.

(a) Etapa inicial: verificar que vale para n = 4. De fato vale, pois 2% =

16 < 24 = 4!.
(b) Hipdtese de indugdo: admitimos que vale para n = k > 4, ou seja,
2k < kL.

(¢) Temos que provar que vale para n = k + 1. Observamos que

ok+1 _ o . ok
e usando a hipédtese de indugao, temos

228 <2kl
ou seja, 211 < 2. k!. Agora temos que comparar 2 - k! com (k + 1)! (que é
onde queremos chegar).
Mas sabemos que (k+1)! = (k+1)-k! e como 2 < k+1 (lembre que k > 4),
multiplicando por k! os dois lados da desigualdade (sem alterd-la) temos:

2.kl < (k+1)- k!

o que mostra que 2F*1 < (k + 1)

O exemplo acima foi importante pois mostrou que muitas vezes temos que
langar mao de propriedades que nao aparecem explicitamente para chegar-
mos a nossa conclusao.

No caso do exemplo, precisamos do fato “2 < k + 1” para terminarmos a
demonstracao. Em geral, esta necessidade surge naturalmente ao desen-
volvermos a expressao que queremos provar. Portanto, vocé sempre deve
observar atentamente o que precisa ser feito na etapa 2 do PIM em cada
um dos exercicios.

Problema 1.5 Como fazer uma dedugao?

Solucao: Novamente, vamos resolver este problema através de um exem-
plo. Vamos deduzir a expressao geral que exprime de modo simplificado o

produto: (1 ) D (1 . ;) (1 - nlz> :

Note que nao faz sentido considerarmos n = 1, j4 que comecamos com
1 - i. Assim, iniciamos com n = 2 e verificamos o que acontece para
valores pequenos de n:

>~ w

1
Para n =2, temos 1—12

1 1 3
P = s ([1—-=)(1-=2]=2".
ara n =3, temos < 4>< 9> 1
16
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1 1 1 2 15 b
Para n =4, temos (1—4) <1—9> <1_16>_3.16_8

1 1 1 1 5 24 3
P = s |[1-—-J(1—-—=)(1-=)|l-=]|=<c-==—.
ara n =95, temos ( 4) < 9) ( 16) ( 25) PR T

A principio, parece que nao hé regularidade. Mas observando bem, parece
que temos algo comum quando n é par.

Veja:
3 2+1
n=2 — - = —
4 2-2
. ., B_4+1
"= 8~ 2.4

Note que ¢ indicado deduzir que para n par o produto obtido corresponde

a
n+1

2n

Por outro lado, se observarmos bem, a expressao obtida para os casos em
que n é impar nos da:

_ 5 3+1 4 2
"= 2.3 6 3
n—gs ., of1_6_3

- 2.5 10 5

ou seja, isto indica que o resultado também é verdadeiro para n impar.
Deste modo, somos induzidos a acreditar que:

1 1 1 n+1
-~ (1-2).(1-5)=—— vn>2

A demonstracao de que a deducgao é mesmo verdadeira, vocé fard no primeiro
exercicio da lista a seguir.

17
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Exercicios

1 - Demonstre a deducgao feita no Problema 1.5 por indugao, para n > 2.

2 - Use indug@o matemdtica para provar que cada uma das afirmacgoes abaixo é verdadeira para
todo natural n > 1.

(a)1.2+2.3+3.4+...+n(n+1):n(n+1§(n+2).
_ n(n+1)(2n+1

(b) 1+4+9+--+n2 = 2etletl)

(€)2:2+3-22+4-2% +--- + (n+ 1)2" = n27+1,

(d)2-14+4-34+6-5+---+2n(2n — 1) = 2otllnl)

3 - Use indugao matematica para estabelecer cada desigualdade abaixo.
(a) 2" > n?, paran > 5.

(b) (1+24)">1+ 2, paraneN.

(c) 1+%+%+~-~+ﬁ>\/ﬁ,paran22.

. 1 1
4-Con81dereA_<0 1 )

(a) Calcule A% e A3 para determinar uma férmula possivel para A", n > 1.

(b) Use inducao para mostrar que a férmula obtida em (a) é verdadeira.

5 - Encontre o erro na seguinte “prova’: em qualquer grupo com n pessoas, todas elas tém a
mesma idade.

Se um grupo consiste de uma pessoa, todas tém a mesma idade.
Suponha que em qualquer grupo com k pessoas, todas tém a mesma idade.
Sejam aq,as, ..., a1 as pessoas em um grupo com k + 1 pessoas.

Desde que as pessoas aq, ag, ..., ag € as,as, ..., ax+1 formam grupos com k pessoas, todas elas tém
a mesma idade, por hipétese de indugao.

Desde que ay esta em cada um destes grupos, segue que todas as k+ 1 pessoas a1, ag, ..., Gg4+1 tém
a mesma idade.

6 - Encontre o erro na seguinte “prova’, por inducao matematica, que garante 24+4+6+...+2n =
(n —1)(n + 2), para todos os nimeros naturais n.

Se assumimos que 2 +4 + 6 + ... + 2k = (k — 1)(k + 2), para algum k, entdo

24+44+6+..+2k+1) = (k—1(k+2)+2k+1)
B+EkE—2+2k+2

= k(k+3)

= [(k+1)—1[k+1)+2],

o que significa que sendo verdadeiro para k, é verdadeiro para k+ 1 e, portanto, é verdadeiro para
todos os naturais.
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7 - O que estd errado com o seguinte argumento que afirma que qualquer divida de n dolares,
n > 4, pode ser paga com notas de apenas 2 délares?

Logicamente a afirmacao é valida para n = 4.
Considerando k& > 4, suponhamos que a afirmacao seja verdadeira para todo [, 4 <1 < k.

Devemos provar que a afirmagao é verdadeira para n = k. Para isto, aplicamos a hipdtese de
inducao a k — 2 e vemos que uma divida de k — 2 ddlares pode ser paga com notas de apenas 2
dolares. Adicionando mais uma nota de 2 dolares, vemos que podemos pagar uma divida de k
dolares com notas de apenas 2 délares, como desejamos.
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PIM e PBO

OBJETIVOS

Vamos estabelecer a segunda forma do PIM e introduzir a sequéncia de Fibonacci,
que é uma sequéncia de niimeros naturais com propriedades bastante importantes.
Além disso, vamos estabelecer o Principio de Boa Ordem (PBO) e provar a
equivaléncia entre o PIM e o PBO.

Vamos iniciar apresentando uma interessante sequéncia de niimeros naturais
que constantemente aparece em problemas de matemaética. Esta sequéncia
foi estudada por Leonardo de Pisa (conhecido como Fibonacci = filius
Bonacci) matemédtico e comerciante da Idade Média que, em 1202, escre-
veu um livro (Liber abacci) contendo uma grande quantidade de assuntos
relacionados com a aritmética e dlgebra da época e que realizou um papel
importante no desenvolvimento matemético na Europa nos séculos seguin-
tes, pois, através desse livro, os europeus vieram a conhecer os algarismos
arabicos.

Um dos problemas que esta nesse livro é o problema dos pares de coelhos:

Um homem tem um casal de coelhos jovens em um ambiente intei-
ramente fechado. Desejamos saber quantos casais de coelhos podem
ser gerados deste casal em um ano, se de um modo natural a cada
més ocorre a producao de um casal e um casal comeca a produzir
coelhos quando completa dois meses de vida.

Comegando com um casal jovem, eles continuam jovens nos dois primeiros
meses. Como o casal adulto produz um casal novo a cada 30 dias, no terceiro
meés existirao dois casais de coelhos: 1 casal adulto + 1 casal recém-nascido.

No quarto més, o casal adulto produzirda de novo mais um casal enquanto
que o casal jovem terda completado 1 més de vida e ainda nao estard apto
a produzir, assim no quarto meés existirao trés pares de coelhos, sendo: 1
casal adulto + 1 casal com 1 més de idade + 1 casal recém-nascido.

No quinto més, existirao dois casais adultos sendo que cada um ja produziu
um novo casal e um casal novo que completou 1 més, logo teremos 5 casais:
2 adultos + 1 com 1 més + 2 recém-nascidos.

Tal processo continua através dos diversos meses até completar um ano.
Observa-se esta formacao na sequéncia numérica conhecida como a sequéncia
de Fibonacci, que indica o nimero de casais a cada meés:

1,1,2,3,5,8,13,21,34, - - -
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Considerando F;, o n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci, observamos
que estes termos obedecem a uma regra de formacao:

=1 FkK=1 F,=F,_1+F, 9, para n>3

ou seja, os dois primeiros termos sao iguais a 1 e a partir do terceiro termo,
cada termo é a soma dos dois termos anteriores (desta forma, esta sequéncia
é recursivamene definida, pois conhecemos cada termo a partir dos anteri-
ores).

Com esta observagao, muitas sao as propriedades da sequéncia de Fibonacci
que podem ser provadas por inducgao.

Exemplo 2.1 Os termos da sequéncia de Fibonacci satisfazem:
B+F+-+F,=F—1

Devido a formacao da sequéncia, a etapa inicial de indugao deve ser testada
paran =1 e n = 2, em seguida usamos a recursividade. Assim, temos que
a etapa inicial é valida pois:

F1 =1=2-1= Fg—l = F1+2—1 e F1+F2 =141=3-1= F4—1 = F2+2—1.

Agora assumimos, por hipétese de indugao, que vale para n = k > 2, ou
seja, F1 + 5 + -+ Fy, = Fpyro — 1. Vamos ter:

~ = ~ =
B+ + + Fy 4+ Fepr = Frpo—14Fe
= Fpy3— 1L

Logo, vale para n = k + 1 e o resultado estd provado.

Devido a recursividade da sequéncia de Fibonacci, em alguns casos nao
conseguimos provar resultados a respeito de seus termos diretamente a partir
da primeira forma do PIM.

Para estes casos, existe uma forma alternativa que deve ser usada sempre
que a prova para P(k+ 1) ndo puder ser obtida diretamente da validade de
P(k), mas puder ser obtida a partir da validade de

P(a),P(a+1),---,P(k).

Ou seja, quando pudermos provar que a afirmagao é verdadeira para k + 1
se assumirmos verdadeira para todos os naturais m entre a e k.

Para esta situagdao, vamos usar a segunda forma do principio de indugao
matematica, enunciado abaixo.

PIM - segunda forma: Seja a um numero natural. Suponha que para
cada natural n, se tenha uma afirmativa P(n) que satisfaca as seguintes
propriedades:

(i) P(a) é verdadeira;

(ii) se P(m) for verdadeira para todo natural m com a < m < k entdo
P(k + 1) é verdadeira.

Entao P(n) é verdadeira para todo n > a.
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Exemplo 2.2 Prove por indugao que F),, < (%)n, para todo n > 1.
Considerando que P(n) é a nossa afirmago, temos:
(i) P(1) e P(2) sdo verdadeiras pois 1 < 7.

(#4) Usamos a segunda forma do principio, tomando k > 2 e assumindo que:

P(m) é verdadeira para todo 2 <m <k.

Desta forma, precisamos mostrar que P(k + 1) é verdadeira.

Como k + 1 > 3 temos, a partir da recursividade e da hipétese de inducao:

Fry1 = Fp+Fra
<@
- ()
L)
< B0
= (I

E temos valido o resultado.

Note que no exemplo anterior foi necesséario usar a segunda forma do PIM
pois precisamos de informagoes sobren =ken =%k — 1.

Agora vamos ver que a segunda forma do PIM pode ser demonstrada a
partir da primeira forma do PIM.

Demonstragao da segunda forma do PIM: Seja a um ntimero natural.
Suponha que para cada natural n, se tenha uma afirmativa P(n) tal que:
(i) P(a) é verdadeira;

(ii) se P(m) for verdadeira para todo natural m com ¢ < m < k ent@o
P(k + 1) é verdadeira.

Queremos mostrar que P(n) é verdadeira para todo natural n > a. Para
isto, consideremos o seguinte conjunto:

A={neN|n>a, Pla),Pla+1),---,P(n) sdo verdadeiras }.

Pela condicdo (i), temos a € A. Agora vamos mostrar que se k € A entao
k+ 1 € A pois desta maneira, usando a primeira forma do PIM, todos os
naturais n > a estardo em A.

De fato, como k € A temos k > a, ¢ P(a), P(a+1),---, P(k) sdo verdadei-
ras. Portanto, pela condigao (ii) garantimos que P(k + 1) é verdadeira, ou
seja, k+ 1 € A. Desta forma, A é formado de todos os naturais n > a, o
que termina a demonstracao.

O

Como uma ultima observacao a respeito da sequéncia de Fibonacci, no-
tamos que os termos desta sequéncia crescem indefinidamente, mas existe
um fato interessante: tomando as razdes (divisoes) de cada termo pelo seu
antecessor, obtemos uma outra sequéncia numérica cujo termo geral é dado
por:

_ Fn+1

=7

An

23
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e notamos que

A =1/1=1,
Ay =2/1=2,
A3 =3/2=1.5,
Ay =5/3=1.666...,
A5 = 8/5 = 16,

Ag =13/8 =1.625,--- .

As razbes vao se aproximando de um valor particular, conhecido como
Nimero Aureo, que é frequentemente representado pela letra grega ¢ e dado

por
B+l
2

¢

ou seja,
lim A, = ¢.
n—oo

Note que ¢ é uma das raizes da equacao z? —x —1 = 0, ou seja, ¢> = ¢+ 1.

Problema 2.1 Mostre por indugao que

P"P<F, < ¢!, Vn>2.

Solugao: Vamos provar que F,, < ¢" !, ¥n > 2. Para o passo inicial de
indugao, temos n = 2:

5+1 _ 2+1
VL2,

o ==

ou seja, é verdade que Fp < ¢?~ 1.
Suponhamos que para qualquer 2 < m < k, seja verdade que F,, < ¢™ L.
Vamos ver o que ocorre quando n =k + 1:

Frpy = Fp +F

< ¢k—1 +¢k—2

= ¢ (0+1)
——

— ¢I;72 ¢2

= ¢ .

Com isso, provamos a primeira desigualdade. Agora, prove vocé a desigual-
dade F,, > ¢" "2, Vn > 2.

Problema 2.2 O que é o Principio da Boa Ordem?

Solugao: Para finalizar a aula, vamos introduzir este principio e estabelecer
sua equivaléncia com o PIM.

Antes de mais nada, observemos que para quaisquer dois nimeros reais,
podemos estabelecer uma comparagao no sentido que

a<b ou a>b ou a=b,

isto é, o conjunto dos ntiimeros reais R é bem ordenado.

24
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Definigao 2.1 Dizemos que um subconjunto S C R € limitado inferior-
mente por um elemento a € R se

a<z, Vres.

E neste caso, dizemos que € a uma cota inferior de S.

Exemplo 2.3 (i) O conjunto S; = {—1,0,1} é limitado inferiormente por
—1 (mas também é limitado inferiormente por qualquer real < —1).

(ii) O intervalo aberto Sy = (0,1), ou seja, So = {r e R |0 < z < 1} é
limitado inferiormente por 0.

Note que nos exemplos acima, temos que a; = —1 é uma cota inferior de
S1 e a; € S1 mas a; = 0 é uma cota inferior de Ss que nao pertence a Ss.

Definigao 2.2 Se a for uma cota inferior de um conjunto S e a € S entdo
dizemos que a € o menor elemento de S.

Portanto, pelo exemplo acima, alguns subconjuntos de R nao possuem me-
nor elemento. De fato, o conjunto Sy = (0,1) ndo possui menor elemento,
pois se a € Sy fosse menor elemento de Sy entao teriamos

0<a<l e a<ux Ve,

0 que nao é possivel, pois § <ae § €S (jAque0 < § < % <1).

Problema 2.3 Quando podemos garantir que um subconjunto de Z possui menor elemento?

Solugao: A resposta vem com o PBO, que garante que um subconjunto .S de
inteiros tem menor elemento quando ele é nao vazio e limitado inferiormente.
O PBO serd enunciado abaixo como um teorema, pois pode ser demonstrado
usando a segunda forma do PIM.

Teorema 2.1 (Principio da Boa Ordem - PBO) Todo subconjunto
S C Z nao vazio e limitado inferiormente possui menor elemento.

Demonstragao: Suponhamos que S C Z seja um conjunto nao vazio e
limitado inferiormente por a € Z e suponhamos, por absurdo, que S nao
possui menor elemento.

Vamos provar que S é vazio. Para isto, observamos primeiramente que a ¢ S
pois, caso contrario, a seria o menor elemento de S. Agora, vamos assumir
que

a,a+1l,a+2,---,a+k

nao estejam em S e vamos provar que a + (k+ 1) ¢ S. Desta maneira, pela
segunda forma do PIM, vamos concluir que b ¢ S para todo b > a e como
todos os elementos em S sdo maiores ou iguais a a (pois a é cota inferior de
S), vamos ter S = ().

De fato, se a + (k+ 1) € S, entéo a + (k + 1) serd o menor elemento de S,
pois todos os inteiros maiores que a e menores que a + (k + 1) estdo fora
de S. Isto nos diz que a + (kK + 1) ¢ S, o que garante que S é vazio. Este
absurdo prova o resultado, ou seja, S possui menor elemento.

O
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A resposta para o Problema 2.3 vem a partir do PBO, ou seja, quando temos
um subconjunto de Z que é nao vazio e limitado inferiormente, garantimos
que ele tem menor elemento. Em particular, se S C N for um conjunto nao
vazio entdo S tem menor elemento (pois neste caso S é um subconjunto de
Z limitado inferiormente por 0).

Problema 2.4 Como provar resultados a respeito dos nimeros naturais usando o PBO?

26

Solugao: Vamos resolver o problema fazendo um exemplo.

Exemplo 2.4 Vamos mostrar, usando PBO, que para todo n > 1 temos:

n(n—i—l).

L4243+ 4n="——

Vocé pode notar que esta é exatamente a afirmacdo (1.2) que, na primeira
aula, provamos através de um argumento geométrico.

Vamos agora prova-lo por absurdo através do PBO. Para isto, queremos
garantir que o conjunto dos naturais n > 1 para os quais nao vale a igualdade
acima é vazio.

Assumimos que o conjunto

1
5={n€N n>1|1+2+&%~+n¢”m+>}

2
é diferente de vazio.
Usando o PBO, S tem um menor elemento, ou seja, existe um elemento

a € Stal que a <z, Vr e S. Antes de mais nada, note que a # 1 pois
1 1

2 1+1

e assim 1¢ 5.

Temos a > 2 e com isso,a—1>1ea—1¢ S (poisa—1 < a). Deste modo,

(a—1)(a—141)

1+243+--+(a—1)=

2
isto é,
a—1)a
Assim, somando a aos membros da igualdade acima, temos:
a—1)a
1+2+3+~~~+(a71)+a:%+a,

0 que implica em

a’> —a+2a a’>+a ala+1
142434+---+(@@—-1)+a= 5 =— = (2 ).

Mas isto é um absurdo pois como a € S temos:

a(a+1).

1+243 4+ (a—1) +a# ——

Esta contradigao aconteceu pois admitimos que S # (). Logo, vale o contrario,
quer dizer, S =0 e portanto 1 +2+3+---4+n = w, Vn > 1.
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Lembre que usando a primeira forma do PIM, provamos a segunda forma
do PIM. No Teorema 2.1, usamos a segunda forma do PIM para provar
o PBO. Agora vamos ver que usando o PBO podemos provar a primeira
forma do PIM. Isto significa que ao aceitar cada um dos principios como
verdadeiro podemos provar os outros e, neste caso, dizemos que os principios
de inducao (primeira e segunda formas) e o Principio de Boa Ordem sao
equivalentes:

PIM (primeira forma) < PIM (segunda forma) < PBO.

Demonstragao da primeira forma do PIM usando PBO: Vamos
comegcar com as hipéteses da primeira forma do PIM, ou seja, temos ¢ um
ntimero natural e uma afirmativa P(n) para cada natural n que satisfaz as
seguintes propriedades:

(i) P(a) é verdadeira (ou seja, a afirmativa vale para n = a);
(i1) se P(k) for verdadeira para um natural k > a qualquer, entdao P(k + 1)
é verdadeira para o seu sucessor k + 1.

Queremos mostrar que P(n) é verdadeira para todo n > a e para isto vamos
usar o PBO.

Neste caso, devemos mostrar que o conjunto dos naturais n > a para os
quais P(n) é falsa é um conjunto vazio. Vamos supor o contrério, ou seja,
S={neN|n>a, P(n) éfalsa} #0.

Pelo PBO, existe um elemento sy € S que é o menor elemento de S, ou seja,
P(sg) ¢ falsa e sp<n, Vnes.

Mas é claro que sy # a, pois P(a) é verdadeira pela condigao (i). Logo,

So > a e assim, sop — 1 > a.

Como sp — 1 < sg, devemos ter so — 1 ¢ S (pois sg é o menor elemento de
S). Portanto, P(sg — 1) é verdadeira e, usando a condigao (ii), isto implica
que P(sg) é verdadeira, o que é absurdo.

Deste modo, S = ) e assim, garantimos a validade do resultado.
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Exercicios

1 - Use o PIM para provar as propriedades abaixo entre os termos da sequéncia de Fibonacci,
para todo natural n > 1.

(@) i+ Fs+ -+ Fop_s+ Fop1 = Foy.
(b) Fs+Fy+-- -+ Fopo+ Fop = Fopp1 — 1.
(c) FE+F2+ - -+ F2=F,F,1.

2 - Termine a solugao do Problema 2.1, ou seja, prove a desigualdade

E, Zd’niQa Vn > 2.

3 - Note que:
2 < 2?

22 < 32

23 < 42

2* < 5%
Dedugao: 2" < (n + 1)2, para todo n > 1.

Se a deducao for verdadeira, entao demonstre por indugao. Se for falsa, explique porque.

4 - Prove, utilizando inducao, que o nimero de subconjuntos de um conjunto com n elementos é
2" n > 1.

)

5 - Considere n,p € Z com 0 < p < n e o nimero binomial definido por

(7 ) -
D pl(n —p)!’
onde n! =n.(n —1)..3.2.1 e 0l = 1.
(a) Demonstre a relagao de Stiefel: ( " ) = ( n-1 ) + ( n—1 ), para n,p > 1.
P p—1 p
(b) Mostre que < Z ) é um numero natural, para todos n, p nas condigoes da definigao.

(c) Mostre a férmula do binémio de Newton por indugao:

n

g (n)apx”_p, n € N.
— p

p=0

(z+a)"

6 - Refaga o Exercicio (2) da Aula 1 usando PBO.

7 - Defina o que é um subconjunto limitado superiormente de nimeros reais. Defina o que é cota
superior e o que é maior elemento de um conjunto.

8 - Use PBO para provar o seguinte: se S C Z € ndo vazio e limitado superiormente, entdo S tem
um maior elemento.
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Lema de Euclides

OBJETIVO

Vamos apresentar nesta aula o lema da divisao de Euclides, que ja nos é bastante
familiar e que é um 6timo exemplo de como podemos usar indugdo para fazer
uma demonstracao.

Euclides de Alexandria (360 a.C - 295 a.C) foi professor, matemético plato-
nico de origem desconhecida e o maior responsavel pelo desenvolvimento da
famosa geometria euclidiana. Teria sido educado em Atenas e frequentado
a Academia de Platao, em pleno florescimento da cultura helenistica. O
mais antigo texto matematico, Os elementos, é de sua autoria e nele foi
incorporado praticamente todo o conhecimento matemético acumulado por
seus antecessores em um total de 13 volumes (cada um deles denominado
Livro).

Os Livros VII, VIII e IX de Os elementos sao sobre teoria de nimeros,
sendo que por numero os antigos gregos entendiam o que hoje denominamos
nimero natural. Nestes Livros também sao encontrados resultados sobre
os numeros inteiros com demonstragoes que sao utilizadas até hoje e que,
obviamente, foram reescritas em uma notagdo moderna.

Lembremos que o conjunto dos nimeros naturais é formado de nimeros in-
teiros nao negativos N = {0,1,2,---}. O que o lema de Euclides
basicamente faz é uma espécie de comparagao entre dois niimeros naturais.
Vejamos abaixo.

Lema 3.1 (Euclides) Dados dois nimeros naturais a e b, com b # 0,
existem naturais ¢ (quociente) e r (resto), unicamente determinados, tais
que a = bg + r, onde 0 < r < b.

Demonstracao: A demonstragio sera feita por indugdo sobre a.

E claro que se a = 0 entao tomamos ¢ = 0 e 7 = 0, ou seja, a etapa inicial é
verdadeira. Vamos assumir como hipotese de indugao que vale para a > 0,
ou seja, que existem ¢ e r tais que a = bg+ r, onde 0 <7 < b.

Agora vamos mostrar que vale para a + 1, exibindo um quociente ¢’ e um
resto 7’ tais que

a+1=0b¢ +r', com 0<7r" <b. (3.1)
Usando a hipétese de inducao temos:

a+1=bg+r+1, com 1<r+1<0b+1.
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Problema 3.1 Mostre

Deste modo, r+1 < b. Ser+1 < b, basta tomar ¢’ = ger’ = r+1 e temos
(3.1).

Mas se r+1 = b, teremos a + 1 = bg + b = b(q + 1) e portanto tomamos
qd =q+1er’ =0, também garantindo (3.1).

Para provar a unicidade, suponhamos que temos dois pares de naturais
(q1,71) e (g2,72) tais que

a=bgp+1m1 e a=bgp+ry, com 0<r;<be 0<ry<b.

Queremos mostrar que q; = g2 € 71 = ro. Suponhamos que isto nao ocorra,
ou seja, suponhamos que q; # ¢o. Se sdo diferentes, entdo um deve ser
maior ou menor que o outro. Podemos assumir, sem perda de generalidade,
que g > q1. Neste caso, como bg; + r1 = bgs + ro, temos

r1—12 =b(q2 —q1) > b (pois g2 —q1 >0),

0 que nao é possivel jA que 0 <r; <b e 0 < ry <b. Portanto, g1 = ¢ e,
assim,
ri=a—bq =a—bg =7y

e o lema estd provado.

O

Uma observagdo muito importante que podemos fazer apds a demonstracao
do lema de Euclides é que existe uma maneira tinica de se escrever um
nimero natural quando comparado com um outro natural. Ou seja, se a
e b forem naturais nao nulos, entdo a é de uma das formas (excludentes)
abaixo com relacao a b:

a=bg ou a=>bg+1 oua=">bg+2---ou a=0bg+(b—2) ou a=bg+(b—1),
bastando para isto considerar os possiveis restos na divisao de a por b:

0,1,2,---,b— 1.

Quando o resto é zero, dizemos que a é um mdultiplo de b, ou seja, a é
miultiplo de b quando existe ¢ € N tal que a = bq.

que se a € N entdo a? é da forma 3k ou 3k + 1, com k € N.

Solugao: Pelo que observamos acima a é de uma das formas:
ou (i)a=3q¢ ou (i5)a=3¢+1 ou (i) a=3q+2.
Deste modo, analisando cada caso:
ou (i) a® = (3¢)* = 3(3¢°)
——
forma 3k
ou (ii) a® = (3¢ +1)2 = 3(3¢> +2q) + 1
—_— ——
forma 3k+1
ou (ii) a®> = (3¢+2)2=3(¢*+4¢+1)+1.

forma 3k+1
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Problema 3.2 Dados 3 ntimeros naturais consecutivos, um (e somente um) deles é
multiplo de 3.

Solugao: Os nimeros dados podem ser escritos como
a, a+1 e a+2.

Mas o ntimero a pode ser dividido por 3 deixando um (e somente um) resto,
ou seja existe ¢ € N tal que a =3¢+ r, onde 0 < r < 3.
O resto r pode ser 0 ou 1 ou 2.

(i) Se r = 0 entdo temos a = 3¢, ou seja, a é multiplo de 3.

I
w
—~
s}
—+
[t
~
o
=

(ii) Se r = 1 entao temos a = 3q + 1. Assim, a + 2 = 3q¢3
seja, a + 2 é multiplo de 3.

(iii) Se r = 2 entdo temos a = 3¢ + 2. Assim, a +1 = 3¢3 = 3(¢ + 1), ou
seja, a + 1 é multiplo de 3.

Observe que apenas uma das possibilidades (i), (ii) ou (iii) pode ocorrer,
pela unicidade do resto na divisao euclidiana.

Problema 3.3 Mostre que dados n ntimeros naturais consecutivos, um, e somente um,
deles é multiplo de n.

Solugao: Facal
O Lema 3.1 pode ser generalizado para o conjunto dos niimeros inteiros
Z= { 3727713();1727"'}'

Sabemos que este conjunto pode ser representado sobre uma reta escolhendo
um ponto arbitrario como zero e associando pontos a direita deste para
serem os numeros positivos, e os da esquerda para serem os negativos.

Recordemos ainda que o valor absoluto de um inteiro b é definido por

1b] = b, se b>0
Tl =b, se b<O.

Observe ainda que, para qualquer inteiro b, o nimero |b| é natural e |b| =
| — b]. Assim, ao considerar b # 0, podemos dividir a reta de nimeros
inteiros considerando, a partir do zero, segmentos de comprimento |b| como
abaixo:

T T T
=2/l —[ol 0 0] 2[b|
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E importante notar que dados dois inteiros a e b com b # 0, podemos
ter a como um muiltiplo de b ou podemos localizar a entre dois multiplos
consecutivos de b:

T
q|b| a (¢ +1)[0]

Esta informacao pode ser expressa de duas maneiras:
a=qlbl+r, com 0<r<|b (3.2)

ou
a=(qg+1)bl+r, com —I[b<r<D0. (3.3)

Exemplo 3.1 Paraa=—-7eb=>5temos q=—2e

ou seja:
—7=-2-5+4+_3 , 0<ry <[5
~~ ~
q 1
ou
—7=-15-2, —|5|<ry<0.
—~ =~
q+1 T2

Para nao dar margem a dividas, escolhemos sempre o resto na forma (3.2)
acima.

Desta maneira, assim como no caso dos naturais, vamos provar que temos
dois inteiros: ¢ (quociente) e r (resto), que serdo unicamente determinados
desde que escolhamos o resto para ser nao negativo.

Agora, podemos generalizar o Lema 3.1 no seguinte:

Lema 3.2 (Euclides) Dados dois inteiros a e b, com b # 0, existem inteiros
g e r unicamente determinados, tais que a = bg + r, onde 0 < r < [b].

Demonstragao: A prova da existéncia de g e r serd feita considerando os
quatro casos possiveis abaixo:

Caso1l: a>0eb>0.
Caso 2: a>0eb<0.
Caso 3: a<0eb>0.
Caso 4: a<0eb<0.

Claramente nao é necessario provar o caso 1 pois este é exatamente o Lema
3.1.

Para o caso 2, observamos que |b] = —b > 0 e recorremos novamente ao
Lema 3.1. Deste modo, existem naturais ¢g; e 1 tais que:

a=(-b)g1 +r1, onde 0<r <—b
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Tomamos r = r; e ¢ = —q1, obtemos a = bg + r dentro das condigoes
exigidas, ou seja, 0 < r < |b|.

No caso 3 temos —a > 0 e assim:
—a =bq; +r1, com 0<ry <b.

Logo, a = —bgqy — r1 e deste modo, se ;1 = 0, tomamos r =0 e ¢ = —q;.
Masse 0 <ry <bentao 0 <b—17; <b. Tomamosr=b—rieq=—q —1
pois, deste modo,

a=-bgy —r1+b—b=0b(—q1 — 1)+ (b—r1)=bg+7r, onde 0<r<]|b.

Finalmente, para o caso 4, temos |a| = —a > 0 e |b] = —b > 0 e, assim, ao

usar o Lema 3.1, sabemos que existem naturais ¢; e r1 tais que:
—a=(=b)g1 +r1, onde 0<r; <—b

e portanto a = bq; —r1. Novamente, se 1y = 0 tomamos r = 0 e ¢ = g;. Mas
se 0 <ry < —bentao 0 < —b—ry < —b. Deste modo, tomamos r = —b— 1
e ¢ = ¢q1 + 1 pois com isso temos

a=byy —r1—b+b=blg1+1)+(=b—r1)=bg+r, onde 0<r <|bl.
Apés garantir a existéncia do quociente e do resto na divisdo euclidiana,
vamos garantir a unicidade supondo que podemos escrever
a=1blgg+r1 e a=|blgzg+r2, com 0<ry,ry <|b.
Primeiramente, como r; e ro sao ambos > 0, note que
|r1 —ra| < |ri| =m1 < |b].
Por outro lado, temos |b|g; + 1 = |blg2 + 72 e assim, r1 —ro = |b](q2 — ¢1)-
Portanto
Iry — 72| = [bllg2 — a1

Mas assim, |11 — 72| é um multiplo de |b| e é menor que |b|, consequentemente
|r1 —re| = 0. Logo 1 =72 € g1 = g2, como querfamos mostrar.

O

Exemplo 3.2 Explicitamos o quociente e o resto da divisao em cada caso
abaixo:

Para a =-17,b=5: —17=—-4-5+3,
quociente = —4, resto =3

Para a=17,b=-5: 17=(-3) - (-5)+2,
quociente = —3, resto = 2

Para a=-17,b=-5: —17=4-(-5)+3,
quociente =4, resto =3

Problema 3.4 Se a for um nimero inteiro, entdo mostre que exatamente um dos niimeros a? ou

a? 4 2 é multiplo de 3.

Solugao: De fato, o Problema 3.1 também é verdadeiro quando a € Z e
assim, a® é da forma

3k ou 3k-+1, para algum inteiro k.

Assim, se a® = 3k temos a? multiplo de 3 enquanto que a?+2 néo é miltiplo
de 3.

Mas se a® = 3k + 1 entdo a® + 2 = 3(k + 1) é miiltiplo de 3 e a? nao o é.
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Exercicios

1 - Na divisao de dois inteiros positivos, o quociente é 16 e o resto é o maior possivel. Se a soma
do dividendo e do divisor for 125, determine o resto.

2 - Mostre que se a € N entdo a? = 8c ou a? = 8c+ 1 ou a2 = 8c + 4, com c € N.
3 - Se a € Z, prove que exatamente um dos nimeros a, a +9, a+ 18, ou a + 27 é miltiplo de 4.
4 - Mostre que o cubo de um natural n mais o seu dobro é sempre divisivel por 3.

5 - Mostre que se a,b € Z forem tais que a? + ab + b? deixa resto 0 na divisao por 3 entdo a e b
deixam o mesmo resto na divisao por 3.

6 - Suponha que a seja um inteiro que é simultaneamente um quadrado e um cubo (por exemplo,
para a = 64 temos a = 82 = 43). Prove que a é da forma 7k ou 7k + 1, para algum inteiro k.

7 - Suponha que quando vocé divide um nimero impar a por 3, o resto seja igual a 1. Qual serd
o resto da divisao de a por 67

8 - Quantos sao os nimeros naturais n, maiores que 0 e menores que 2006, tais que a expressao

TLB—TL

6n — 6

¢é um numero natural?

9 - Os restos das divisoes de 247 e 315 por x sao 7 e 3, respectivamente. Determine o maior valor
possivel para x.



Divisibilidade

OBJETIVOS

Trataremos mais cuidadosamente da condigao "ser divisivel por" e estudaremos as
propriedades da divisibilidade de inteiros. Vamos também estudar alguns critérios
de divisibilidade.

Como vimos, o resto dado pela divisao euclidiana é inico. Euclides observou
)

que o caso em que este resto é zero merece particular atencao. Vamos

estuda-lo agora.

Definigcao 4.1 Dados dois inteiros a e b dizemos que b divide a se existe
um inteiro q tal que a = bq.

Usaremos a notagao: b | a para indicar que b divide a.

Observagao importante: Preste muita atengdo: b | a informa que “b
divide a”, nao quer dizer “b dividido por a”, ou seja, nao indica o nimero

: b R ~ . 2 _ 1
racional 7. Por exemplo, 2 | 6 pois 6 = 2-3 e nao expressa o racional £=3

Portanto,
b|a se, e somente se, 3 ¢q € Z tal que a = bq.

Isto equivale a dizer que o resto da divisao de a por b é zero. Neste caso,
dizemos que b é um divisor de a ou que a é divisivel por b, ou ainda que a
é um mailtiplo de b (como j& foi usado no caso dos nimeros naturais).

Outra observagao importante: Quando demos a Definicao 4.1, nao nos
preocupamos se os inteiros a e b eram nulos ou nao. Note que, com a nossa
notacao, temos o seguinte:

Para a=0,b#0: b]0 éverdade, pois existe um inteiro ¢ = 0 tal que

0 =b-_0
—~ —~
a q
Para a#0, b=0: 0|a éfalso, pois nao existe um inteiro ¢ tal que
a=_0 -q
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O caso mais estranho ocorre quando a = 0 e b = 0. Serd que podemos
escrever 0 | 07 Olhando para nossa definigdo, parece que sim pois para
qualquer inteiro g temos:

0 = 0 ¢
~—~ =~
a b

Novamente, neste iltimo caso, temos que tomar cuidado pois o que infor-

mamos nao foi que é possivel escrever % e sim que é possivel usar a notagao

0| 0. Vamos evitar estes casos estranhos considerando os inteiros como nao
nulos.

Proposigao 4.1 Se a,b,c € Z forem ndo nulos entdo:

(1) Seal|beb|c entioalc.

(2) Sealbea|centioal(b+c)eal(b—rc).

(3) Se a | b entio a | bz, para todo z € Z.

(4) Sealbeal|c entioal (bz+ct) para quaisquer z,t € Z.

Demonstragao: A propriedade (1) garante a transitividade e isto é claro
poisse a | be b | centdo

dgeZtalque b=aq e 3 k€ Ztal que c= bk.

Assim, ¢ = agk com gk € Z e portanto ¢ é um miltiplo de a, ou seja, a | c.

Para provar a propriedade (2), basta ver que se a | b e a | ¢ entdo
JdgeZtalque b=aq e 3 k€Ztal que c=ak.

Portanto, b + ¢ = aq £+ ak = a(q £ k), o que garante que a | (b £ ¢).
A propriedade (3) é ébvia e a propriedade (4) decorre de (2) e (3).

Problema 4.1 Como decidir se um dado natural é divisivel por outro?

36

Solugao: Em algumas situagoes, é importante ter condigoes para responder
a esta questao e isto é feito através dos critérios de divisibilidade. Vamos
determinar alguns deles a partir de agora.

Quando escrevemos um nimero inteiro a = a,a,_1 - - - a1ag, estamos expres-
sando que

a=ap-10"+---4as-10%> +a; - 10! +ag - 10°,

onde cada a; é um algarismo entre 0 e 9, ou seja, a representacao posicional
considerada estd num sistema de numeracao de base 10. Por exemplo,

1358 =1-10° +3-10>+5- 10" + 8- 10°.

Para as demonstragoes dos critérios de divisibilidade que faremos nesta
secao, estaremos sempre considerando que o nimero em questao esta
representado na base 10.
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Proposicao 4.2 (Divisibilidade por 2): Um ndmero natural a é divi-
stvel por 2 se, e somente se, o algarismo das unidades de a for divisivel
por 2.

Demonstragao: Escrevemos
a=an-10"+---+ay-102+a; - 10+ ap, onde 0<a; <9.

Assim,
a=10(a, - 10" 4+ -4+ ay-10+ay) + ag

ou seja, a é da forma 10k + ag. Deste modo, se 2 | a entdo como 2 | 10k
vamos ter

2| (a — 10k).
——

ao

Reciprocamente se 2 | ag entdo ag = 2¢q para algum g € Z e assim,

10(a, - 10" + -+ +as- 10+ a1) + 2¢
2[5(a, - 10" 4+ +ag-10+ay) +¢], com m € Z.

a

m
e portanto 2 | a.

O

Para garantir o critério de divisibilidade por 3, primeiramente provamos um
lema.

Lema 4.1 Para todo natural n > 1, 10™ é da forma 3q + 1.

Demonstragao: Vamos provar este resultado por indugdo. Claramente
vale para n = 1 pois 10 = 3 -3 4+ 1. Suponhamos que vale para n = k > 1.
Agora vamos mostrar que vale para n =k + 1. Temos:

10°F1 =107 .10 = (3¢ +1) - 10 = 30g + 10 = 3(10q + 3) +1.
9+1
m

Proposicao 4.3 (Divisibilidade por 3): Um nimero natural a € divisi-
vel por 3 se, e somente se, a soma de seus algarismos for divisivel por 3.

Demonstragao: Escrevemos
a=ay, 10"+ - +a10> +a; -10+ag, onde 0<a; <9
e usamos o lema anterior, reescrevendo

a = an-(Bgn+1)+--+ay- Bga+1)+ar- B +1)+ao
= 3(an-qu+-+az-q+ar-q)+(an+-+az+ar+ag),

c S

isto é, a = 3¢ + s e claramente, 3 | a se, se somente se, 3 | s.

37
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Proposicao 4.4 (Divisibilidade por 9): Um nimero natural é divisivel
por 9 se, e somente se, a soma dos seus algarismos for um niumero divisivel
por 9.

Demonstragao: A prova é andloga a que fizemos para garantir a divisibi-
lidade por 3, usando o seguinte resultado (que vocé pode provar facilmente
como foi feito no Lema 4.1):

Para todo natural n > 1,0 inteiro 10" é da forma 9¢q + 1.

O

Antes de enunciar o critério de divisibilidade por 11, vamos provar um lema
parecido com o Lema 4.1.

Lema 4.2 Para todo natural n > 1, 10" é da forma 11¢ + (—1)".

Demonstragao: Usaremos indugao para provar este resultado. Claramente
vale para n = 1 pois 10 = 11 — 1. Vamos supor que vale paran =%k > 1 e
vamos mostrar que vale para n = k + 1. Temos:

0%+ = 10%-10

= (l1g+ (=1)*)-10

_ , 1)k

= 11g-10+(-1) 110

11-1

11-10g + 11+ (=1)* + (=1)(=1)*
11 (10g(—1)%) +(—1)++1.
———

m

Proposicao 4.5 (Divisibilidade por 11): Um natural a = ana,—1 - - aiag
é divisivel por 11 se, e somente se, a soma alternada dos seus algarismos

apg —a; +az — -+ (=1)"a,

for um nimero divisivel por 11.

Demonstracao: Temos:
a=an 10"+ +as-10°4+a; - 10+ ag, onde 0<a; <9
e usando o lema anterior, escrevemos:

a = ap- (g, + (=D)") 4+ +as-(11g2 + (=1)?) +ay - (11gy + (=1)) + ao
= 1l(an-gn+-+az-g2+a1-q)+(ao—a1+az—--+(—1)"ay),

k t

isto é, a = 11k + t e claramente, 11 | a se, se somente se, 11 | t.
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Problema 4.2 Fica como exercicio a demonstracao dos critérios abaixo e a pesquisa por outros
que nao foram citados.

Divisibilidade por 4: Um ntumero natural é divisivel por 4 se, e somente
se, o numero formado pelos seus dois tltimos algarismos for divisivel por 4.

Divisibilidade por 5: Um ntimero natural é divisivel por 5 se, e somente
se, o seu ultimo algarismo é 0 ou 5.

Divisibilidade por 6: Um ntimero natural é divisivel por 6 se, e somente
se, ele é par e a soma de seus algarismos é divisivel por 3.
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Exercicios

1 - Algumas das afirmagoes abaixo sao falsas (F) e outras sao verdadeiras (V). Em todas elas,
a, b, c,d sdo inteiros nao nulos. Argumente convenientemente para verificar quais sao (V) e quais
sao (F).

(a) Sed|aed|bentdo d* | ab.

(b) a|ceb|dentdo (a+b)| (c+d).
(c)a|ceb|dentao ab| cd.

(d) (a+b)|(c+d)entaoa|cebd]|d.
(e) d|aed]|bentdod| (a® +b?).
(f) d| (a® —b) e d| a entdo d | b.

2 - Mostre que se a for um inteiro a® — 2 nao é divisfvel por 4.

3 - Prove que se a € N ndo for divisivel por 2 e também nao for divisivel por 3 entdo a? — 1 é
divisivel por 24.

4 - Demonstre os critérios de divisibilidade por 4, por 5 e por 6.

5 - Determine critérios de divisibilidade por 7, por 8 e por 10.

6 - Mostre que um numero natural com trés algarismos, todos eles iguais, é divisivel por 37.
7 - Mostre que para todo n > 1, 8 | 32" — 1 (sugestdo: use PIM).

8 - Mostre que se a for um inteiro que deixa resto 3 na divisdo por 6 entdo 72 | a? — 9.



Numeros primos

OBJETIVOS

Nesta aula, nos preocuparemos com alguns nlimeros que sao especiais: 0s niimeros
primos. Veremos como estes se distribuem na sequéncia de nimeros naturais e a
importancia destes nimeros na vida moderna.

No Livro VII de Os elementos de Euclides encontra-se a definigao de nimeros
primos. Claramente, dado qualquer nimero inteiro n, os nameros 1, n, —1
e —n sao divisores inteiros de n. Vamos nos preocupar apenas com os divi-
sores positivos de n. A pergunta é se existem outros além de 1 e n.

Definigao 5.1 Um ndmero inteiro n > 1 é primo se seus unicos divisores
positivos sao 1 e n.

Assim:

n é primo <= se a | n, a > 0 entdo a = 1 ou a = n.

Caso o nimero n > 1 nao seja primo, dizemos que ele é composto, ou seja,

n é composto <= existe a | n, a >0 tal que a # 1 e a # n.

Neste caso, n = ab, onde a e b sdo inteiros e 1 < a,b < n. Note que o
nimero 1 ndo é classificado nem como primo, nem como composto.

Claro que 2 é um ntimero primo e é o tnico primo que é par. Nao é dificil
dar outros exemplos de ntiimeros primos, podemos listar os iniciais

2,3,5,7,11,13,17,19,- - -
e chegar até certo ponto sem problemas, mas podemos questionar se é

possivel determinar uma férmula para gerar nimeros primos, ou seja:

Problema 5.1 E possivel determinar uma funcgao f, tal que dado um ntmero natural nao nulo
n, f(n) seja um nimero primo?

Solugao: Vamos responder a esta questdo considerando as situagoes em
que isto pode ocorrer ou nao.
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Problema 5.2 Qual o
c=0917

O célebre matematico Pierre de Fermat (1601-1665) saiu em busca de uma
férmula para primos e conjecturou que todos os nimeros da forma

F(n)=2% +1

onde n é um inteiro positivo, sdo primos. Por exemplo: F(1) =5, F(2) =
17, F(3) =257, F(4) = 65537 sao todos primos.

Porém, em 1732, Leonhard Euler (1707-1783) mostrou que F'(5) (um inteiro
de 10 algarismos) é divisivel por 641 e portanto ndo é primo.

Um resultado bem conhecido da dlgebra afirma que nao existe um poli-
noémio, com coeficientes racionais, que produza somente ntimeros
primos. Embora estabeleca uma limitagao para a geracao de nimeros
primos, este resultado nao exclui a existéncia de:

a) funcoes polinomiais em uma varidvel que gere nimeros primos, mas nao
todos;

b) fungées nao polinomiais que gerem nimeros primos, todos ou nao;

¢) fungées polinomiais em mais de uma varidvel que produzam numeros
primos, todos ou nao.

Muitos professores e estudantes de matematica desconhecem o fato de que
existem fungoes com cada uma das caracteristicas acima, como nos seguintes
exemplos.

a) Considere a fungio f(n) = n? —n+41, com n sendo um nimero natural.

Ja sabemos que esta férmula nao pode produzir todos os primos pois é um
polindmio em uma varidavel com coeficientes inteiros. Mas o fato curioso é
que para n = 1,2,3,...,40, temos f(n) primo, enquanto que para n = 41
tem-se f(41) = 412, ou seja, ndo é primo.

b) Um exemplo do segundo tipo é a funcdo dada em 1971 pelo matemético

J. M. Gandhi, que fornece o n-ésimo nimero primo em fung¢ao dos n — 1
primos anteriores:

1 1 p(d)
= |1 - log | —=
b g2 (72" > 51
dlAnfl

onde p, é o n-ésimo nimero primo, A, 1 = pip2...pn—1 € 0 produto dos
n — 1 primeiros primos, |z | denota o maior inteiro menor ou igual a z e y é
funcao de Mobius dada por u(n) = (—1)™ caso n seja igual ao produto de
m primos distintos q1,- - , ¢m, € u(n) = 0 caso contrario.

¢) Exemplo em: http://www.mat.puc-rio.br/~nicolau/papers/mersenne/
nodel8.html.

menor divisor positivo diferente de 1 de a = 2357 E de b = 3447 E de
Solucao: Note que as respostas sao dy = 5 para a, dy =2 parabeds =7
para ¢. Em qualquer caso, foi um numero primo. De fato, temos que:

Teorema 5.1 Se n > 2 for um numero natural entdo n possui um divsor
que € um numero primo.
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Demonstragao: Para provar este resultado, usamos a segunda forma do
PIM. Se n = 2, é claro que o resultado vale.

Suponhamos que k£ > 2 e que o resultado vale para 2 < m < k, ou seja,
dado qualquer natural m entre 2 e k, m possui um divisor primo.

Vamos provar que vale paran = k+ 1. Se k+ 1 for primo, nao temos nada
a fazer. Caso contrario, k+ 1 tem um divisor d tal que 1 < d < k+1. Deste
modo, usando a hipdtese de indugao, d possui um divisor primo e como este
serd também divisor primo de k + 1, o resultado estd demonstrado.

O

Problema 5.3 Existe uma maneira de testar se um nimero é primo?

Solugao: Existe uma grande quantidade de testes de primalidade que ga-
rantem se um determinado nimero é primo ou nao. Podemos exemplificar
um destes testes com o resultado abaixo.

Proposigao 5.1 Se n for um nimero natural composto, entio n possui
(pelo menos) um divisor primo p < \/n.

Demonstragao: Para um nimero composto n existem divisores 1 < a,b <
n tais que n = ab. Além disso, ndo podemos ter simultaneamente a > /n
e b > /n (caso contrdrio n = ab > /ny/n = n, o que é absurdo). Logo,
pelo menos um dos divisores (digamos que seja a) tem que ser < y/n. Mas,
pela proposi¢ao anterior, a possui um divisor primo e assim concluimos que
n possui um divisor primo < /n.

O

Desta forma, o resultado anterior nos informa que para um dado nimero
natural n > 2, se constatarmos que todos os primos p < y/n nao sao divisores
de n, entao podemos concluir que n é primo.

O inconveniente do teste acima é que se o nimero for muito grande, deter-
minar todos os primos anteriores a ele pode ser uma tarefa extremamente
dificil. De fato, mais a frente veremos como é o comportamento da fungao
que déd a quantidade de primos até um inteiro fixado.

Uma lista de niimeros primos: Segundo a tradigao, a primeira tabela
de nimeros primos foi criada pelo matemético grego Eratéstenes (c. 285-
194 a.C.), o terceiro bibliotecdrio-chefe da Biblioteca de Alexandria. Ele
desenvolveu um procedimento que, mais tarde, passou a se chamar de crivo
de Eratdstenes.

Vamos exemplificar o crivo, determinando a lista de ntimeros primos entre
1 e 100.

Inicialmente, determina-se o maior ntimero a ser checado. Ele corresponde
a raiz quadrada do valor limite, arredondado para baixo de acordo com a
Proposigao 5.1. No nosso caso, a raiz de 100, que é 10. Em seguida, faga o
seguinte:

e Crie uma lista de todos os ntumeros inteiros de 2 até o valor limite:
2,3,---,99,100.
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e Encontre o primeiro nimero da lista. Ele é um ntimero primo, 2.

e Remova da lista todos os multiplos do nimero primo encontrado (exceto
o préprio nimero). No nosso exemplo, a lista fica formada de 2 seguido de
todos os impares até 99.

e O préximo nimero da lista é primo, 3. Repita o procedimento, removendo
seus multiplos; a lista fica: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 35, 37,
41, 43, 47, 49, 53, 55, 59, 61, 65, 67, 71, 73, 77, 79, 83, 85, 89, 91, 95, 97. O
préximo nimero, 5, também é primo; repetindo o processo sucessivamente
até o dltimo numero a ser checado (ou seja, até 10), a lista contendo todos
os primos até 100 sera:

2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29, 31, 37, 41,
43,47,53,59,61, 67,71, 73,79, 83,89, 97.

No Livro IX dos Elementos, Euclides provou um importante resultado sobre
a quantidade de primos existentes.

Teorema 5.2 FExistem infinitos nimeros primos.

Demonstragao: Uma simples demonstracao pode ser dada por absurdo,
considerando que temos um ntumero finito de niimeros primos e que p1, pa, ...,
pr sejam todos os primos existentes.

O inteiro m = py - p2 -+ - px + 1 ndo é primo pois nao é igual a nenhum dos
listados. Portanto, pelo Teorema 5.1, possui um divisor primo. Porém, este
divisor nao é nenhum dos primos ja considerados, pois caso seja algum dos
p; temos p; | p1 - p2---pr + 1 mas como p; | p1 - p2---pr chegarfamos ao
absurdo que p; | 1. Com este argumento, garantimos que existem infinitos
nimeros primos.

O

Problema 5.4 Como os nimeros primos se distribuem entre os naturais?
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Solugao: O problema da distribui¢ao dos primos entre os naturais foi con-
siderado por Gauss (1777-1855), que estudou o comportamento de uma
funcéo que fornece a quantidade de primos até um fixado inteiro x. Ele fez
uma conjectura sobre esta funcao que foi provada por Hadamard e Poussin
em 1896.

Teorema 5.3 Se 7(z) denota o nimero de primos menores ou iguais a um
dado inteiro x, entdo:

li T@)logz
T—00 x

Pelo teorema, se x for muito grande temos :

T

m(x) ~

logz’

Exemplo 5.1 Vamos ver como se comportam os primos no intervalo
(10199.10%01). Para determind-los, fazemos o seguinte:

— Geramos um fmpar b € (1010, 10101).

— Verificamos se ele é primo. Se nao for, testamos b+ 2 e assim por diante,
até encontrarmos um primo.
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A questao é: em média, quantos serao os nimeros testados até encontrarmos
um ndmero primo?

Pelo Teorema 5.3 temos

10100 10101
1 100y ~ 1 101y .
T~ g U0~ g

Logo, a probabilidade de um b impar no intervalo ser primo é:

21072 1
10100 _ 10101 ~ ~ ——
m(1075) = m (107 ~ 1570 < 115

ou seja, deverao ser gerados cerca de 115 nimeros impares no intervalo antes
que um primo seja encontrado.

Problema 5.5 Para que precisamos determinar primos tao grandes?

Solugao: Atualmente, os fatores primos de nimeros monstruosos sao usa-
dos como chaves de criptografia (kryptos = oculto, graphos = escrever)
que fazem parte da seguranga nacional de muitos paises. Isto porque, ao
multiplicarmos dois primos tremendamente grandes, podemos considerar
uma mensagem criptografada cuja quebra do sigilo consiste em fatorar o
nimero obtido, e o processo de fatoragao neste caso pode ser praticamente
impossivel.

Exemplo 5.2 O nimero 2'?3 — 1 é um nimero gigantesco. Seus fatores
primos sao:

p = 13.821.503,
q = 61.654.440.233.248.340.616.559;
r = 14.732.265.321.145.317.331.353.282.383.

Para um ntimero da ordem de 10'3°, um computador comum levaria 50

anos para efetuar a sua fatoracdo. E para um nimero da ordem de 10308,
mesmo com os esforgos combinados de 100 milhoes de computadores, seriam
necessarios mais de 1000 anos!

Problema 5.6 Mostre que dado um niimero natural n, existe uma sequéncia de n naturais con-

secutivos todos compostos.

Solugao: Este problema parece incrivel pois quando o numero n é muito
grande, temos uma sequéncia enorme de nimeros consecutivos onde nenhum
deles é primo.

O problema pode ser resolvido ao verificarmos que os n nimeros consecu-
tivos

m+1)14+2, (mn+1)!+3, (n+1)!+4,--- ,(n+D!+n,(n+ 1)+ (n+1)

sao todos compostos, pois 2 divide (n+ 1)! 4+ 2, 3 divide (n+ 1)!+3,--- |n
divide (n+ 1)! +nen+ 1 divide (n + 1)1 + (n+ 1).
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Ntimeros de Mersenne: Marin Mersenne (1588-1648) estudou os nimeros
da forma
M, =2" — 1

sendo n um ntimero primo. Esses ntimeros sao chamados de nimeros de
Mersenne. Sao conhecidos niimeros de Mersenne tanto primos, como com-
postos. Por exemplo,

My =3, M3 =7, Ms =31, M; =127
sao numeros primos, enquanto
My =23-89
é composto.

Atualmente o maior niimero primo conhecido é o primo de Mersenne

943.112.609 _ |

)

descoberto no dia 23 de agosto de 2008, num projeto de computagao distri-
buido pela internet, o GIMPS, que usa o tempo ocioso do processador de
computadores pessoais, procurando por niimeros primos especificos, do tipo
2P —1, em que p é primo. O tultimo primo encontrado é o primo de Mersenne
de ntimero 46 e tem 12.978.189 digitos.

Problemas a respeito de nimeros primos encantam a humanidade ha muitos
séculos, muitos deles ainda estao em aberto, ou seja, nao foram provados
até hoje. Vejamos alguns exemplos.

Definigao 5.2 Dois nimeros primos dizem-se gémeos se a sua diferenca
for 2.

Os primeiros pares de nimeros primos gémeos sao
(3,5),(5,7),(11,13),(17,19), (29, 31), (41, 43),

(59,61), (71,73), (101, 103), (107, 109)

(sequéncia A001097 na OEIS - veja Moreira; Saldanha (1999)). Os maiores
nimeros primos gémeos conhecidos sao

2.003.663.613 - 2195:000 4 1,

descobertos em janeiro de 2007.

Problema 5.7 (em aberto): Existe uma infinidade de niimeros primos gémeos? Este problema
é muito antigo, tendo Euclides conjecturado que sim. Esta conjectura é chamada de conjectura

dos primos gémeos.

Problema 5.8 (em

quantos sao?
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Definigao 5.3 Um nimero de Fermat F(n) = 22" +1, n € N, que ¢ primo,
€ dito um primo de Fermat.

Até hoje sdo conhecidos apenas cinco numeros primos de Fermat:
F(0), F(1), F(2), F(3), F(4).
Todos os nimeros de Fermat F'(n) para 5 < n < 23, assim como numeros

enormes tais como F'(23288) e F(23471), sdo comprovadamente compostos.

aberto): Serdo finitos os nimeros primos de Fermat? Se forem finitos,
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Exercicios

1 - Encontre todos os primos p e ¢ tais que p — q = 3.

2 - Trés naturais impares consecutivos sao primos. Mostre que estes niimeros sao 3, 5 e 7.
3 - Verifique se 38.567 é um nimero primo.

4 - Mostre que n* + 4 é sempre um niimero composto quando n € Z e |n| # 1.

5 - Verifique se é verdadeiro ou falso, justificando.
(a) Se a e b forem fmpares entdao a + b nao é primo.
(b) Se a + b for um primo > 2 entado a e b ndo podem ser simultaneamente {mpares.

(c) Se a e b forem dois primos e a + b também ¢é primo entdo a =2 e b = 3.

6 - Mostre que se a soma de dois primos gémeos for igual a 24 entao um dos primos é 13.
7 - Determine primos gémeos p e ¢ tais que p? + ¢ = 34.

8 - Mostre que a soma de dois primos gémeos p e p + 2, com p > 3, é um miultiplo de 12.

9 - Se a > 1 e a? 4 2 for um niimero primo, entdo mostre que a é um multiplo de 3.
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Teorema Fundamental da Aritmética

OBJETIVOS

Vamos demonstrar o Teorema Fundamental da Aritmética, que € um dos principais
teoremas a respeito de nimeros primos. Vamos apresentar também importantes
aplicacoes que podemos fazer com o uso deste.

Os gregos foram os primeiros a perceber que qualquer nimero natural, ex-
ceto 0 0 e o 1, pode ser gerado pela multiplicagao de nimeros primos, os
chamados “blocos de construgao”. Ou seja, um ntmero natural n > 2 pode
ser escrito como um produto de primos e, é claro, a ordenacao dos primos
neste produto nao modifica o resultado.

A demonstracao deste fato foi dada por Euclides, que provou apenas a
existéncia da fatoracao de um natural em primos. Acredita-se que Euclides
conhecesse a unicidade desta fatoracao e que nao fez sua demonstragao pela
dificuldade em estabelecer uma notacao adequada.

No préximo teorema, provaremos a existéncia e a unicidade da fatoracao de
um natural em primos utilizando o Principio de Inducao Matematica.

Teorema 6.1 (Teorema Fundamental de Aritmética - TFA): Dado
um numero natural n > 2, existem primos distintos p1,pa2,- - ,Pr tais que

— 1,02 (&3]
n=p; P P>

onde os expoentes a; sao naturais, 1 < i < k.

Além disso, se n = qlﬁlqg2 . -~qft, onde q; sdo primos distintos, 1 < j <,
entdo t = k e todo q; € igual a algum p;.

Demonstracgao: Usaremos a segunda forma do PIM para garantir a existén-
cia da fatoracdo. Para n = 2 existe uma decomposi¢ao trivial em nimeros
primos, ja que 2 ja é um nimero primo. Consideremos k > 2 e suponhamos
que existe uma fatoragao para todo natural m tal que 2 < m < k.

Mostraremos agora que também vale para k + 1 e, como consequéncia, te-
remos que o resultado vale para todo n > 2.
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Se k + 1 for primo, admite a decomposigao trivial. Caso contrario, k + 1
pode ser escrito como

k+1=ab, onde 1<a<k+1 e l<b<k+1.

Assim, 2 < a < ke 2 < b <k, e pela hipétese de indugdo a e b podem
ser escritos como produtos de primos. Logo, o resultado também vale para
k+1.

Para provar a unicidade, devemos garantir que um natural n > 2 nao admite
mais de uma fatoracao em produto de fatores primos. Esta demonstragao
também sera feita usando a segunda forma do PIM.

Claro que n = 2 possui uma unica fatoracao. Vamos considerar k > 2 e
assumir que qualquer natural m tal que 2 < m < k tem uma fatoragao
tnica como produto de primos.

Agora suponhamos que k + 1 tenha duas fatoragoes distintas como produto
de primos (os primos nao sao necessariamente distintos):
k+l=pi-p=q g (6.1)
Reordenando os primos, se necessario, podemos supor que
p<-<p e @a=<--=<gs

Note que p; # ¢1 pois se tivéssemos p; = g1 entao o natural % < k teria

duas fatoragoes distintas com produto de primos, contrariando a hipétese
de indugao.

Se assumimos, sem perda de generalidade, que p; < ¢ e considerarmos o
inteiro
m=(k+1) = (p1g2---gs),

entdo m < k+ 1 e a partir de (6.1) temos que m se escreve como
m=pip2---Pr —P142-""Gqs

e também como
m=aqq2"+qs —P192 - gs-
Deste modo:
m=pi(pz--pr— G2 qs) (6.2)

m = (q1 —p1)(qz " qs)- (6.3)
Por (6.2), temos m > 2 pois p1 | m e assim ja que 2 < m < k, por hipdtese
de indugao, m tem fatoracao unica em primos.

Deste modo, o primo p; deve estar presente no produto em (6.3) (pois estd
presente em (6.2)) e como p; < ¢1 < -+ < g5, devemos ter p; como fator
de ¢1 — p1, ou seja, p1 | g1 — p1. Portanto, existe ¢ € Z tal que

Q1 —Pp1=n
e, com isso, g1 = (¢+1)p1, o que é absurdo pois p; e g1 sdo primos distintos.

Com esta contradigdo, concluimos que k + 1 n@o possui duas fatoragoes
distintas como produto de primos, o que mostra que qualquer natural n > 2
tem uma fatoracao tinica como produto de primos, de acordo com a segunda
forma do PIM.

O
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Problema 6.1 Mostre que nao existe um primo cujo dobro seja igual a um quadrado perfeito

menos 1.

Solugao: Para resolver, suponhamos que exista um primo p tal que 2p =
n? — 1. Mas entdo 2p = (n — 1)(n + 1) e, assim, usando o TFA:

n+1l=2 n—1=2
(1) n—1=p o (2) n+l=p

Se (1) ocorre entdo n =1 e p =0, o que é um absurdo. Se (2) ocorre, entdo
n = 3 e, assim, p = 4, o que é igualmente um absurdo. Logo tal primo nao
existe.

Problema 6.2 A quarta poténcia de um natural é igual ao triplo de um primo p mais 1. Que

primo é este?

Solucao: Neste caso, temos n* = 3p + 1 e assim, 3p = n* — 1, ou seja,
3p = (n? —1)(n? + 1). Pelo TFA, devemos ter:

n?+1=3 ou 2) n?—1=3
n?—1=p n*+1=p

(1)

No caso (1) temos n? = 2, o que j4 é um absurdo. No caso (2) temos n? = 4,
ou seja, n = 2 e consequentemente p = 5.

Se nao prestarmos atencao quando analisarmos certas questoes sobre divi-
sibilidade, poderemos cometer erros. Por exemplo, dados naturais a,b e c,
é verdade que

se c¢|ab entdo c|a ou c|b? (6.4)

Isto nao é sempre verdade. Tomemos como exemplo, c =12, a =6 e b = 4.
Claro que 12 divide 24 mas 12 nao divide 6 e 12 nao divide 4 .
~—~— ~~ —~—~ ~— ~—~—

c ab c a c b

Como consequéncia do TFA, temos que (6.4) vale quando ¢ = p é um primo.
Corolario 6.1 Se p é primo tal que p | ab entdo p | a ou p | b.

Demonstragao: Se p | ab entdo p é um primo que aparece na fatoragao
de ab. Quando fatoramos a e b em primos, o primo p tem que aparecer em
pelo menos uma das fatoragdes, devido a unicidade garantida pelo TFA. Ou
seja, p| a ou p | b.

O

Coroldrio 6.2 Se p for um primo tal que p | ab mas p nao divide a entdo
plb.
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Exercicios

1 - Determine se é verdadeiro (V) ou falso (F). Justifique:
(a) Se p é um primo tal que p* | ab e p? | a entdo p | b.
(b) Se um primo p | a®> + b e p | a entdo p | b.

(c) Seum primo p | a+bentdaop|aep|b.

(d) Se a divide um primo p entao a é primo.

2 - Responda com justificativa: O triplo de um niimero primo p é igual ao quadrado de um inteiro
n menos 16. Que primo é este?

3 - Seja m um numero natural > 1. Mostre que se n divide (n — 1)! + 1 entdo n é um nimero
primo.

4 - Seja n > 5 um ndimero composto. Mostre que n | (n — 1)!.

5 - Mostre que se o triplo de um niimero primo p é igual ao quadrado de um nimero natural n
menos 4 entao p s6 pode ser o primo 7.

6 - Mostre que todo inteiro positivo da forma 3k + 2 tem um fator primo da mesma forma.

7 - Mostre que:
(a) Todo nimero natural impar é da forma 4k + 1 ou 4k — 1, onde k € N.
(b) Todo niimero da forma 4k — 1 possui pelo menos um divisor primo desta mesma forma.

(c) Existem infinitos primos da forma 4k — 1.

8 - Seja a = pi"' py? - - - py* onde py,p2, - -, pr sdo primos distintos e os expoentes «; sao naturais,
1<i<k.
(a) Mostre que todos os divisores positivos b de a sdo da forma b = p/f ! p§2 pg’“ em que 0 <

B; < o, para todo 1 < i < k.

(b) Conclua que o nimero dos divisores positivos de a (incluindo 1 e a) é dado pelo produto

(011 + 1)(0&2 + 1) cee (Ozk + 1).

9 - Se p,, denota o n-ésimo primo entdo prove que nao existe x € Z tal que pips...pp + 1 = 22

10 - Suponha que p seja o menor fator primo de um inteiro n e que p > y/n/p. Prove que n/p é
primo.
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Maximo divisor comum

OBJETIVOS

Estudaremos os divisores comuns de dois inteiros e veremos como calcular o maior
dentre estes divisores: 0 maximo divisor comum (MDC). Destacaremos as diversas
propriedades do MDC entre dois inteiros.

Quando temos dois inteiros a e b, podemos nos perguntar sobre seus divisores
e multiplos comuns, ou seja, divisores simultaneos de a e b e multiplos
simultaneos de a e b.

Claro que 1 é um divisor comum de a e b, a questao é se existem outros
e qual é o maior destes divisores. Também podemos notar que ab é um
multiplo comum de a e b e novamente nos perguntamos qual é o menor
destes muiltiplos.

Foi no Livro VII de Os elementos que Euclides definiu o maximo divisor
comum de dois inteiros, conforme abaixo.

Definicao 7.1 Dados dois inteiros a e b, nao simultaneamente nulos, di-
zemos que um inteiro d € o mdximo divisor comum de a e b (e escrevemos
d = mdc(a,b)) se:

(i)d]laed]|d

(i) Se existe um inteiro ¢ tal que ¢ | a e c|b entdo ¢ < d.

Uma consequéncia imediata da defini¢do acima é que mdc(a, b) > 0 (o MDC
¢é o maior divisor comum e € claro que se x é divisor de a e b entao —z também
0 é). Além disso, mdc(a,b) = mde(b, a), pois nao faz diferenga se trocamos
a por b na Definicao 7.1.

Definicao 7.2 Quando a e b sao inteiros tais que mdc(a,b) = 1, entdo
dizemos que a e b sao primos entre si (ou relativamente primos).

Exemplo 7.1 Se p e ¢q forem primos distintos entao eles sao relativamente
primos. Isto é claro pois os divisores (positivos) de p sdo 1 e p e os divisores
(positivos) de ¢ sdo 1 e g. Como p e ¢ s@o distintos, com certeza p nao
divide ¢ (e vice-versa) e portanto mdc(p, q) = 1.
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Problema 7.1 Se a for um inteiro nao nulo, qual é o mdec(a,0)?

Solugao: Um divisor comum de a e 0 é a (lembre que a | 0 pois 0 = a - 0).
Como mdc(a,0) > 0, devemos ter mdc(a,0) =| a |.

Problema 7.2 Se p for um primo e a # 0 é inteiro, quais os possiveis valores para mdc(a, p)?

Solugao: Neste caso, mde(a, p) = 1 ou mde(a, p) = p pois este deve ser um
divisor de p (que é primo).

Como consequéncia, se p nao divide a entdo mdc(a,p) = 1.

Problema 7.3 Devemos nos preocupar com numeros negativos?

54

Solucao: Vamos ver que nao, através deste exemplo:

Divisores de 12 = Divisores de —12
—-1,-2,-3,—-4,—-6,—-12,1,2,3,4,6, 12.
Divisores de 18 = Divisores de —18
-1,-2,-3,-6,-9,-18,1,2,3,6,9, 18.
Com isso, temos

mde(12,18) = mde(—12,18) = mde(12, —18) = mdce(—12,—18) = 6.
O problema anterior pode ser resolvido geralmente com o resultado abaixo.

Proposigao 7.1 Se a e b forem inteiros nao nulos entdao:
(1) mde(a, b) = mde(|al, b]);
(2) mde(a,b) < min{|al, |b|}.

Demonstragao: A prova do item (1) é trivial pois os divisores comuns
de a e b sdo os mesmos divisores comuns de | a | e | b |. Além disso, se
d = mdc(a,b), entdo d é positivo e, como divide | a | ¢ também divide | b |,
com certeza vamos ter d <| a | e d <| b |, provando o item (2).

O
Para calcular o maximo divisor comum de dois inteiros podemos utilizar a
fatoracao de cada um deles em primos dada pelo TFA. Vejamos como isto

pode ser feito no préximo resultado.

Proposigao 7.2 Se

a=pit e ptY )
e
bzpfl-~-p£k8i‘l~-~sl>‘l,
onde P1,--c  PksT1, " sTt, 81, , S8 SGo primos distintos e 0s expoentes

@i, Y4y Biy Av sG0 naturais, 1 <i <k, 1 <7<t 1<v <1 entdo
0 0
mdc(a,b) = pi' - pt

onde 0; = min{ai7ﬂi}’ parai=1,--- ,k.
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Demonstragao: Vamos mostrar que o inteiro d = pi)l ---pi’”‘, com 0; =
min{«;, i}, i =1, -, k, satisfaz os itens (i) e (i¢) da Defini¢ao 7.1.
Como para todo ¢ = 1,--- ,k, 6; < «a; e 0; < B;, temos a; — 0; > 0 e
Bi —0; > 0 e assim os numeros

a1 —01 o —0k Br—0k

-0
a].:pl ...pk e blzpfl 1...pk
sao naturais e, além disso,
a=ad e b=bd,

ou seja, d | a e d| b, o que garante o item ().

Agora, para provar o item (i%), consideramos um inteiro c tal que ¢ | a e ¢ | b.
Desta forma, a e b sao miiltiplos de c e, assim, pelo Teorema Fundamental da
Aritmética, os primos que aparecem na fatoracao de ¢ devem estar presentes
tanto na fatoragdo de a quanto na fatoragao de b.

Como os tinicos primos comuns nas fatoragoes de a e b sdo os p,, teremos:
— 1 Ek : ]
C_pl pk ) com 0§€igmln{ai,6i}, 2_17"'ak7

portanto £; < 6;, o que mostra que ¢ < d e finaliza a demonstracao deste
resultado.

O

Exemplo 7.2 Temos 1508 = 22 -13-29 e 442 = 2- 13 - 17. Neste caso,
mde(1508,422) = 2 - 13 pois o maximo divisor comum é dado pelos primos
comuns com menor expoente.

O método acima nao é sempre conveniente, pois, como ja observamos na
Aula 5, a fatoragao pode ser muito dificil quando trabalhamos com niimeros
grandes.

Existe um procedimento pratico que permite o calculo do maximo divisor
comum de dois inteiros, sem passar pela fatoracao em primos, que esta
presente em Os elementos de Fuclides e é conhecido como algoritmo de
Fuclides.

Primeiramente vamos ver um exemplo.

Exemplo 7.3 Temos 221 = 2 - 91 + 39, ou seja, o resto da divisao de 221
por 91 é 39 e notamos também que mdc(221,91) = mde(91, 39) = 13.

No exemplo anterior vimos que o méaximo divisor comum de a = 221 e
b =91 é igual ao maximo divisor comum de b e o resto da divisao de a por
b. Isto ocorre de maneira geral.

Proposicao 7.3 Se a =bg+r onde0 < r < b entdo mdc(a,b) = mdc(b,r).

Demonstragao: Suponhamos que d = mdc(a,b). Queremos mostrar que
d = mdc(b,r). Usando a definicao de mde, ji temos que d | a e d | b. Desta
forma, como r = a — bq, vamos ter d | r.

Logo, ja concluimos que d é um divisor comum de b e r, precisamos garantir
agora que ele seja o maior de todos os divisores.
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Se ¢ é um outro divisor de b e r, temos ¢ | b e ¢ | r. Mas entdo, como
a = bg + r teremos que ¢ | a. Assim, ¢ é um divisor comum de a e b e
portanto deve ser menor ou igual a mdec(a, b), ou seja, ¢ < d.

O

Exemplo 7.4 Vamos calcular mdec(754,221) com base no resultado ante-
rior.

Dividindo sucessivamente, temos:
(1) 754 =3-221+ 91 e mde(754, 221) = mdc(221,91)
(2) 221 =2-91+ 39 e mde(221,91) = mdc(91, 39)
(3) 91=2-39+ 13 e mdc(91,39) = mdc(39,13)
(4) 39=3-13+0emdec(39,13) =13
(5)  mdc(13,0) = 13 e a partir daqui isto se repete.
Assim, mdc(754,221) = mdc(221,91) = mdec(91,39) = mdc(39,13) = 13.

Em geral, podemos obter mdc(a, b) pelo método das divisoes sucessivas.

Teorema 7.1 (Algoritmo de Eulides) Sejam a e b naturais nio nulos,
com a > b. Dividindo sucessivamente, obtemos:

a=bq +r1, 0<r; <b= mdc(a,b) = mdc(b,r)

b=riqg+ry 0<ry <ry = mde(b,r)=mde(ry,rs)

r1 =T2qs + 13, 0 <r3 <re = mdc(ry,re) = mde(ra,r3)

T2 =Tn-1qn + Tn, 0 <71y <7p_1 = mde(rp_o,rm—1) = mde(rp_1, )

Tn—1 = Tndn+1 = mdc(rn—larn) =Tn.

Portanto, mde(a,b) = 1y, ou seja, € o ultimo resto ndo nulo encontrado no
processo de divisoes sucessivas. Claro que se 11 = 0 entdo mdc(a,b) = b.

Demonstragao: Como a e b sao naturais, é claro que se a = bg; entao
mdc(a,b) = b > 0. Portanto, vamos considerar o caso geral e provar que
podemos calcular o MDC usando indugao sobre o numero de passos do
algoritmo de Euclides (AE).

Para isto, o que queremos provar é que a seguinte afirmagao é verdadeira:
se, ao aplicarmos o AE a dois naturais a e b, obtivermos o primeiro resto
nulo apés n + 1 passos, entao mdc(a,b) é igual ao ultimo resto nao nulo
obtido, ou seja, o resto obtido no passo n.

E claro que para n = 1 a afirmagao é verdadeira, pois se o primeiro resto
nulo é obtido no passo 2 entao

a=bg+7r1, 0<r; <b

b=riq2,

assim, de acordo com a Proposicao 7.3, temos mdc(a, b) = mde(b, 1) = 1
e, neste caso, o MDC ¢ o resto obtido no passo n = 1.

Agora suponhamos que a afirmativa seja verdadeira para n = k, ou seja,
para obter o primeiro resto nulo precisamos de k 4 1 passos.
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Vamos ver que a afirmativa também é verdadeira para n = k + 1, ou seja,
quando precisarmos de k + 2 passos para chegar no primeiro resto nulo:

a=bqg+71, 0<r; <b

b=riga+1re, 0<ry <my

Th—2 = Th—1qk + Tk, 0 <7p <Tp_1
Tk—1 = TkQk+1 T Tk+1
Tk = Tkt1Qk+2-

Queremos mostrar que mdc(a,b) = rr4+1, ou seja, o resto ndo nulo obtido
no passo k+1 .

Mas note que ao aplicarmos o AE aos numeros b e ry, o primeiro resto
nulo foi encontrado apds k + 1 passos e entao, por hipdtese de indugao,
mdc(b, 1) = rg+1. Mas, novamente usando a Proposi¢ao 7.3, temos

mde(a, b) = mde(b,r1) = ri41,

o que garante o resultado.

O

J4 vimos que se a # 0 entdo mdc(a,0) = |a|. Neste caso, podemos escrever:

mdc(a,0) = |a| = (£1)a+ _0 b.
M y

De maneira geral, podemos perguntar se isto ocorre quando a e b sao simul-
taneamente nao nulos, ou seja,

existem inteiros x e y tais que mdc(a,b) = ax + by?

Isto é verdade e dizemos que o maximo divisor comum é uma combinagao
linear inteira de a e b. E claro que podemos provar este fato apenas para
o0 caso em que a e b sdo inteiros positivos, pois j& sabemos que mdc(a, b) =
mdc(|al, |b]).

Teorema 7.2 Se a e b forem naturais e d = mdc(a,b), entao existem in-
teiros x e y tais que d = ax + by.

Demonstragao: Inicialmente notamos que se b | a entdo:
dc(a,b)=b=_0 - 1 -b.
mdc(a, b) a+
z y

Portanto, vamos considerar o caso em que b nao divide a. Neste caso,
calculamos d = mdc(a,b) pelo Teorema 7.1 e vamos mostrar que d é uma
combinacao linear inteira de a e b usando indugao sobre o niimero de passos
do algoritmo de Euclides.

E claro que se sao necessarios n = 2 passos para calcularmos o MDC entao
a=bqg +1r, 0<r; <b

b= 142,
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ou seja, temos mdc(a,b) = mde(b,r1) = r1 = a — bqy e, neste caso, x =1 e
Yy=—q.
Agora suponhamos que a afirmativa seja verdadeira sempre que necessitar-

mos de n = k passos para o cédlculo do MDC (ou seja, para obter o primeiro
resto nulo no processo de divisdes sucessivas).

Vamos ver que também é verdadeira quando precisarmos de n = k + 1
passos:
a=bg+7r, 0<r; <b

b=rigg+ry, 0<ry <rg

r1="oq3+ 73, 0<1r3<ry

Th—2 =Tk 1qk + Tk, 0 <71 <7k
Tk—1 = Tkqk+1,
ou seja, o que temos aqui é que mdc(a, b) = ri, obtido apds k + 1 passos.

Mas note que mdc(b, r1) = rj, e necessitamos de k passos para obté-lo. Logo,
por hipdtese de inducao, existem inteiros =’ e 3 tais que

rp = bx' +r1y.
Mas como a = bgq; + r1 temos r; = a — bq; e, portanto,

mdc(a,b) =rp =bx’ + (a —bq1)y' =a v +b(@' —qv))
z y

e isto finaliza a demonstracao.

Problema 7.4 Como determinar os inteiros x e y?
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Solugao: Considerando o calculo que fizemos no Exemplo 7.4, temos o
seguinte:

De (3) 13 = 91—2-39
De (2) = 91-2-(221-2-91)
= 5.91-2.221
De (1) = 5.(754—3-221)—2-221

5754 —17-221

Concluimos que
13=5-754 —17-221,

isto é, os inteiros x = 5 e y = —17 sao tais que

13 = 754z + 221y.

A partir do préximo resultado, temos uma maneira de verificar quando dois
inteiros sao relativamente primos.

Proposicao 7.4 Sejam a,b € Z. Temos mdc(a,b) = 1 se, e somente se,
existem inteiros x e y tais que 1 = ax + by.
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Demonstragao: Pelo Teorema 7.2, estd claro que se mdc(a,b) = 1 entéo
existem inteiros x e y tais que 1 = ax + by.
Por outro lado, se existem tais inteiros e d = mdc(a,b) entdo d | a e d | b,
mas, assim,

d| (ax 4+ by), ou seja, d|1.

Deste modo, d = 1 e a demonstragao estd feita.

Problema 7.5 Se a, b e d sao inteiros tais que d = ax + by, com x,y € Z entao é verdade que

d = mdc(a,b)?

Solugao: Isto nao é sempre verdadeiro. Por exemplo, para a =3, b =2 e
d =9 temos
9 = 3z + 2y,

onde z =1 e y = 3 e claramente mdc(3,2) # 9.

Portanto, devemos tomar cuidado com a reciproca do Teorema 7.2. Ela vale
quando d = 1, como visto na proposicao anterior.

Proposigao 7.5 Sejam a,b,c,d € Z. Valem as sequintes propriedades do
mdximo divisor comum:

(1) se mde(a,b) = d entio mdc<§, Z) =1;

(2) se a|bc e mde(a,b) =1 entdo a | c.

Demonstragao: Para provar (1), usamos o Teorema 7.2 e escrevemos d =

ax +by. Entdo, como d | a e d | b temos que os nimeros § e g sao naturais

e, além disso,

. .. . , a b
Assim, pela proposicao anterior, concluimos que mdc )" 1.

Agora, se a | be e mdc(a,b) = 1 entdo existem inteiros ¢, z e y tais que

ag=bec e 1=azx+by. (7.1)

Para garantir que a | ¢, devemos mostrar que existe k € Z tal que ¢ =
ak. Para obter esta informagcédo, multiplicamos a segunda equacao em (7.1)
por c:

= b

c=axc+ bc y
aq
ou seja,
c=a(xzc+qy), com k€Z,
N—_——
k

0 que prova a proposicao.

59



FUNDAMENTOS DE ALGEBRA |

Problema 7.6 E verdade que se a | ¢ e b | ¢ entdo temos ab | ¢?

Solugao: Devemos tomar cuidado pois temos exemplos onde a e b dividem
¢ e o produto ab nao divide c. Isto acontece com a =3, b =06 e ¢ = 24.

A resposta da questdo anterior é positiva é quando mdc(a,b) = 1, como
abaixo.

Proposicao 7.6 Se a,b,c,d € Z entdo vale o sequinte:
b
(1) sea|c, b|cemde(a,b) =d entio % | ¢;

(2) sea|c, blceaeb sio relativamente primos entdo ab | c.

Demonstragao: Basta provar o item (1), pois o segundo é um consequéncia
imediata deste. Temos:

a|lc=3qeZtal que c=agq

blc=3keZtal que ¢c=bk

mdc(a,b) =d= Tz, y € Z tais que d = ax + by.

Assim, ao multiplicar a dltima equagao por ¢, obtemos:

dc=ax_ c +by c
er yv’
bk aq

ou seja,
dc = ab(zk +yq), com m € Z.
————

m

b
Mas como % € Z, logo

O

Quando enunciamos a Definicao 7.1 do maximo divisor comum de a e b, nos
preocupamos apenas em dizer que ele é o maior divisor dos dois nimeros.
Na verdade, existe uma outra maneira de dizer que um inteiro d é o maximo
divisor comum de a e b, garantindo que este é um divisor comum positivo
que é miltiplo de todos os outros divisores comuns de a e b, conforme
provaremos agora.

Proposicao 7.7 Sejam a e b dois inteiros ndo simultaneamente nulos. O
inteiro d € o mdxzimo divisor comum de a e b se, e somente se, d satisfaz as
propriedades abaixo:

(i) d > 0;
(ii) d|a ed|b;

(i) se ¢ € um inteiro tal que ¢ | a e c|b entdo c|d.
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Demonstragao: Se d = mdc(a, b) entdo claramente d satisfaz as proprieda-
des (i) e (i¢) do enunciado. Agora, temos que mostrar que também satisfaz
(#91). Para isto, considere ¢ um inteiro tal que ¢ | @ e ¢ | b. Usando o
Teorema 7.2, escrevemos d = ax + by, com z,y € Z e, portanto, basta usar
o item (4) da Proposigao 4.1 para concluir que c¢ | d.

Para mostrar a reciproca, consideramos d um inteiro satisfazendo os itens
(¢), (i) e (i3) acima. Vamos mostrar que de fato, d é o méximo divsor
comum de a e b. Para isto, temos que garantir que d também satisfaz os
itens da Definicao 7.1.

Claro que s6 temos que mostrar o ultimo item e, para fazer isto, tomamos
um inteiro c¢ tal que
cla e c|b.

Pelo item (4i7) acima, temos ¢ | d e, assim, existe ¢ € Z tal que
d=cq=]|c|lql, pois d>0.

Logo, ¢ < |¢| < d, como querfamos mostrar.

Problema 7.7 Mostre que mdc(a,b) = mdc(a — b, b).

Solugao: Para provar a igualdade acima, consideramos d = mdc(a,b) e
vamos mostrar que também temos d = mdc(a — b,b) usando a proposigao
anterior.

E claro que o item (i) é verdadeiro e como ja temos que d = mdc(a, b) entao
d|aed]|b, o que implica que d | (a —b). Logo d é divisor de a — b e de b.
Falta apenas mostrar que se ¢ é um inteiro tal que ¢ | (a — b) e ¢ | b entéo
¢ | d. Mas isto também ja é verdade, pois

cl(a=b) e clb= c|[(a—0b)+D,

isto é, ¢ | a, e como ¢ | b, usamos novamente a proposigdo anterior e con-
cluimos que ¢ | d.
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Exercicios

1 - Encontre os possiveis valores de a € Z tal que mdc(20 + a,a) = 4.

2 - Se p é um primo e mdc(a, b) = p, quais sdo os possiveis valores de mdc(a?,b)? E de mde(a?, b?)?

3 - Seja n um niimero natural tal que mdc(n,6) = 1. Mostre que n? — 1 é miltiplo de 12.

4 - Determine o mmc(a,b) de dois ntimeros positivos a e b cujo produto é 2° - 3% e sendo
mdc(a,b) = 22 - 3.

5 - Considere a, b, ¢ inteiros tais que a | be. Mostre que se mdc(a,b) = d entdo a | de.

6 - Sejam a, b, ¢ € Z nao nulos. Prove que:

(a) Se mdc(a,c) =1 e b]| ¢, entdo mostre que mde(a,b) = 1.
(b) Se mdc(a,c) =1 entao mdc(a, bc) = mde(a, b).

(c) Se mdc(a,b) =1 entdo mdc(a + b,a —b) =1 ou 2.

(d) mdc(a,b) =1 < mdc(a + b,a® + ab + b*) = 1.

7 - Considerando a,b € Z e p um numero primo nas afirmativas abaixo, verifique se estas sao
verdadeiras ou falsas. Justifique convenientemente.

(a) Se a +mdc(a,b) é par entdo a + b é par.
(b) Se a + mdc(a,b) é impar entdao a + b é impar.
(c) Se d = mdc(a,a® + b?) entdo d | (a — b).

8 - Sejam a e b inteiros nao nulos primos entre si. Mostre que mde(a™,b™) =1, Vn > 1.
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Equacoes diofantinas lineares e MMC

OBJETIVOS

Introduziremos as chamadas equagdes diofantinas lineares, que sao utilizadas na
solucdo de problemas envolvendo ndmeros inteiros. Vamos ver que suas solugdes
dependem fortemente de uma condicdo envolvendo o MDC. Além disso, vamos
tratar dos mdltiplos comuns de dois inteiros, destacando o principal deles: o
minimo mdltiplo comum.

O matematico grego Diofanto de Alexandria viveu no século 3 da era crista.
Ele expos uma série de problemas a respeito de niimeros inteiros que desper-
taram interesse entre os arabes. Um deles passou a historia da matemaética,
gragas a Pierre de Fermat, no século 17. Eo problema expresso pela equagao

l,n + yn — Z’I’L7
e a pergunta é se existem nimeros inteiros x, y e z que sejam solugoes desta
equagao.

Diofanto demonstrou que para n = 2 existem intimeras solugoes. De fato,
vocé ja conhece solugoes classicas dadas por nimeros pitagéricos, tais como:

3 +47 =5

Fermat, ao retomar o problema, estabeleceu o famoso “Ultimo Teorema

de Fermat”, que diz que a equagdao nao tem solucao em niimeros inteiros
)

quando n é maior que 2.

Na verdade, Fermat nao deixou registros sobre a prova deste teorema e
a primeira demonstracao publica para ele foi dada em 1993, por Andrew
Wiles.

De modo geral, Diofanto se interessava por problemas que envolvessem
equagoes cujas solucgoes se restringiam aos numeros inteiros e se preocu-
pou particularmente com as chamadas equacgdes diofantinas lineares com
duas incognitas, que sdo equagOes nas incégnitas x e ¥y, que tém a forma:

ar+by =c, ondea,b,ce”Z

com a e b nao simultaneamente nulos.
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As equagées diofantinas lineares surgem naturalmente em problemas coti-
dianos, como no exemplo abaixo.

Exemplo 8.1 Um feirante vende macas e uvas por quilo. Cada quilo de
maca custa R$3,00 e cada quilo de uva custa R$6,00. Determine a equacao
que fornece a quantidade de quilos de macas e quilos de uvas vendidos apéds
o feirante faturar R$21, 00.

Considerando que o feirante vendeu z quilos de magas e y quilos de uvas, a
equacao que estabelece os quilos vendidos é 3x + 6y = 21.

Defini¢ao 8.1 Um par de inteiros (xo,y0) tais que axg + byg = ¢ € uma
solugao inteira (ou simplesmente uma solugao) da equagdo diofantina linear
ax + by = c.

Exemplo 8.2 Considerando a equagao diofantina linear 3z + 6y = 21, te-
mos:

3.(7)+6.(0) =21, 3.(9)+6.(—1) =21 3.(—1)+6.(4) = 21.

Logo, os pares de inteiros (7,0), (9,—1) e (—1,4) sdo exemplos de solugoes.

Problema 8.1 Toda equagao diofantina linear possui solugao?
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Solugao: Nao, existem equacoes diofantinas lineares com duas incognitas
que nao tém solugao. Por exemplo, a equagao diofantina linear

2+ 4y =7 (8.1)

nao tem solugao, porque 2z + 4y é um inteiro par quaisquer que sejam os
valores inteiros de x e y, enquanto que 7 é um inteiro {fmpar.

Observe que na equagao (8.1) temos mdc(2,4) = 2 nao divide 7. De modo
geral, a equacao diofantina linear ax +by = ¢ nao tem solugao todas as vezes
que d = mdc(a,b) nao divide ¢, conforme provaremos no préximo teorema.

Teorema 8.1 A equacao diofantina linear ax 4+ by = ¢ tem solucao se, e
somente se, d divide ¢, onde d = mdc(a,b).

Demonstragao: Suponha que a equagao ax + by = ¢ tem uma solucao,
isto é, que existe um par de inteiros (zg,yo) tais que

axg + byg = c.
Considerando d = mdc(a, b), existem inteiros k e ¢ tais que
a=dk e b=dq
e, assim, temos:
¢ = axg + byo = dkxo + dgyo = d(kxo + qyo)-

E como kxg + qyo é um inteiro, segue-se que d divide c.

Reciprocamente, suponhamos que d divide ¢, isto é, que ¢ = dt, onde t é
um inteiro.
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Pelo Teorema 7.2, existem inteiros =’ e y' tais que
d=az' +by.

Entao:
c=dt = (ax’ +by" )t = a(tz’) + b(ty'),

isto é, o par de inteiros
(tz', ty')

é uma solucao da equagao ax + by = c.

Problema 8.2 Se ja sabemos que existem solugoes, como sao estas solugdes?

Solugao: Se d = mdc(a,b) divide ¢, j& sabemos que existe um par de
inteiros (2o, yo) que é uma solugao particular da equagdo diofantina linear
ax + by = c. As outras solucoes desta equagao serao dadas por férmulas
envolvendo o par (zg,yo) € 0 maximo divisor comum d, conforme mostra o
resultado seguinte.

Teorema 8.2 Seja (xo,yo) uma solugao particular da equagdo diofantina
linear ax 4+ by = ¢, onde d = mdc(a,b) divide c. Entdo todas as demais
solugoes sao dadas por:

x=xo+ (b/d)k e y=yo—(a/d)k, ondek é um inteiro arbitrdrio.

Demonstragao: Suponhamos que o par de inteiros (z, yo) é uma solugao
particular da equagao
ar + by =c. (8.2)

Claro que para qualquer intero k, o par
(o + (b/d)k,yo — (a/d)k)
também ¢ solucao de (8.2), pois

a(zo + (b/d)k) + b(yo — (a/d)k) = axo + byg + a(b/d)k — b(a/d)k = c.

c 0

Agora considere (21, y1) uma outra solugdo qualquer desta equagdo. Entéo,
temos
axg + byg = ¢ = ax1 + by;

e portanto
a(r1 — o) = b(yo — y1)-

Como d = mdc(a,b), existem inteiros r e s tais que a = dr e b = ds, com
r e s primos entre si (veja item (1) da Proposigao 7.5). Substituindo estes
valores de a e b na igualdade anterior e cancelando o fator d, obtemos

(1 —z0) = s(yo — y1)-

Assim, r | s(yo—y1) €, como mde(r, s) = 1, segue do item (2) da Proposicao
7.5 que | (yo — y1), isto é,

Yyo—y1=rk e x1—x9=sk, onde ké um inteiro.
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Portanto, temos as férmulas:
x1=x0+sk=x0+ (b/d)k e y1 =yo—rk=yo— (a/d)k
[}
Como podemos ver, se d = mdc(a,b) divide ¢ entdo a equagao diofantina

linear ax + by = ¢ admite um ndmero infinito de solugoes, uma para cada
valor do inteiro arbitrério k.

Problema 8.3 Como encontrar uma solucao inicial para uma equagao diofantina linear?

Problema 8.4 Mostre
é,comz’ >0ey >0.

Solugao: Uma solugao da equacao diofantina linear ax + by = ¢ se obtém
por tentativa ou pelo Algoritmo de Euclides, pois através dele podemos
escrever d = mdc(a, b) como combinagao linear de a e b: d = az’ 4+ by’. Mas
como d | ¢ temos ¢ = dm, com m um inteiro e, assim, ¢ = ax’m + by'm,
fornecendo assim a solugéo inicial (z'm,y'm).

que a equacao 16z + 15y = 17 nao possui solugoes positivas (z/,y’), isto

Solucao: Uma solucao inicial é dada através do MDC. Temos a = 16,
b=15e d=mdc(a,b) =1 é tal que

16-1415-(—1) =1.
Assim, uma solucéo inicial é dada por
16-17+15-(—17) = 17,

ou seja, xg = 17 e yo = —17.

Portanto, solucoes gerais sao dadas por:
=17+ 15k e ¢y =-—17— 16k.

Assim, solugbes positivas sdo tais que 17 + 15k > 0 e —17 — 16k > 0, isto é,
devemos ter um inteiro k tal que
17 17

—B<k<—f6,

0 que nao é possivel.

Exemplo 8.3 Considerando o Exemplo 8.1, quantos quilos de macas e
quantos quilos de uvas o feirante vendeu ao faturar R$21, 007

Note que queremos encontrar solugoes (z',y’) da equagao 3z + 6y = 21.
Uma solugao inicial ja foi dada no Exemplo 8.2: z5 = 7 e yp = 0. Como
mdc(3,6) = 3, as demais solugdes sdo dadas por:

=74+2k e Yy =0-—k

Como queremos valores nao negativos (pois representam quantidades), entao
devemos ter
7T4+2k>0 e —k>0
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ou seja,

k> —z e k<0

2

devemos encontrar os valores para um inteiro k£ tal que —3 < k < 0, que
sao:

k x! yf

-3 1 3

-2 3 2

-1 5 1

0 7 0

Ou seja, o feirante pode ter vendido 1 quilo de magas e 3 quilos de uvas ou
3 quilos de magas e 2 quilos de uvas ou 5 quilos de macas e 1 quilo de uva
ou 7 quilos de magas e nenhum quilo de uva.

Problema 8.5 Até agora nos preocupamos com divisores comuns. O que dizer sobre os multiplos
comuns de dois inteiros nao nulos a e b?

Solugao: A partir de agora, vamos trabalhar com esta questdo e definir o
minimo multiplo comum (MMC) de a e b como o menor miltiplo positivo
dos dois nimeros, como temos abaixo.

Definicao 8.2 Um numero inteiro m é o minimo maltiplo comum dos
nimeros nao nulos a e b se:

(i) m > 0;

(i) a| m eb| m;

(iit) se existe um inteiro ¢ > 0 tal que a | c e b | ¢ entdo m < c.
Denotaremos o minimo multiplo comum de a e b por mmc(a, b) e observamos
que na definicdo acima, exigimos que mmc(a, b) seja um inteiro estritamente

positivo. Como ja sabemos, no calculo do MDC, sempre trabalhamos com
inteiros positivos. O que dizer do MMC? Vejamos no exemplo.

Exemplo 8.4 Devemos nos preocupar com nimeros negativos? Vamos ver
que nao, através deste exemplo:

Multiplos de 12 = Multiplos de -12
0,£12,£24,£36, - -
Muiltiplos de 18 = Multiplos de -18
0,£18,£36,£54, - -
Com isso, temos

mmec(12,18) = mme(—12,18) = mme(12, —18) = mme(—12, —18) = 36.

O exemplo anterior pode ser generalizado com o resultado abaixo, cuja
demonstracao é deixada como exercicio.
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Proposicao 8.1 Se a e b sao inteiros nao nulos entdo:
(1) mme(a,b) = mme(Jal, o);
(2) mme(a,b) > macfal, b]}.

Assim como fizemos com o méximo divisor comum, o minimo multiplo co-
mum também pode ser calculado através da fatoracdo em primos.

Proposicao 8.2 Se

a=pit e ptY )
e
b:pf1~~~p£’“s?1ms?l,
onde p1,--c ,PksT1, " 5T, S1,° - , S SGo primos distintos e os expoentes

o, V4, Biy Av s@o naturais, 1 <i <k, 1 <7<t 1<v <1 entdo

mme(a,b) = pft - pkr]t - -rt%si‘l . ~sl’\l (8.3)

onde €¢; = maz{a;, f; }.

Demonstragao: Considere m = mmc(a,b). Vamos mostrar que m tem de
fato a fatoragdo dada em (8.3). Para isto, vamos mostrar como ¢é a fatoragao
de um maultiplo comum ¢ qualquer de a e b.

Temos ¢ = av,v € N, e entao todos os primos na fatoragao de a aparecem na
fatoragao de ¢ com expoentes maiores ou iguais aos respectivos expoentes. O
mesmo acontece em relagao aos primos na fatoragao de b pois ¢ = bw, w € N.
Portanto,

c=h(pi'ps*---pyf), onde € > max{cy,f;}.
Por outro lado, 71,73, ,7; aparecem em a e nao em b e S1,S9, - ,8;
aparecem em b e nao em a, mas todos devem aparecer em c, ou seja,

— K1, K2 MKt U1 JU2 vy €1,.€2 €k
c=(ri'ry* - ritsy sy ] ) (1 Py R 4 ),

onde €; > max{a;, 3}, 1t; > 7v; € v, > A, Como m é o menor multiplo
comum necessariamente, teremos:

A1 A2 Al

6k ’y]‘ 72...’,’;/t81 82 ...Sl s

— €1 ,.€2
m=py Py Pp T T2
onde ¢; = max{«;, ;}, e isto finaliza a prova do resultado.

O

Exemplo 8.5 Temos 754 = 2 - 13 -29 e 221 = 13 - 17. Neste caso,
mmc(754,221) = 2 - 13 - 17 - 29 pois o minimo multiplo comum ¢é dado
pelos primos comuns e nao comuns com maior expoente.

Na Proposicao 7.7, demos uma alternativa para a definicado do méaximo
divisor comum que era equivalente a Definicao 7.1. Vamos ver que o mesmo
ocorre com o MDC.

Proposicao 8.3 Sejam a e b dois inteiros ndo simultaneamente nulos. O
inteiro m € o minimo maultiplo comum de a e b se, e somente se, m satisfaz
as propriedades abaixo:

(i) m > 0;
(i) a| m eb| m;

(7ii) se ¢ € um inteiro tal que a | ¢ e b | c entdo m | c.
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Demonstragao: Se m = mmc(a,b) entdo claramente m satisfaz as pro-
priedades (i) e (i) do enunciado. Agora, temos que mostrar que também
satisfaz (iii). Para isto, considere ¢ um inteiro tal que a | ¢ € b | c¢. Usando
o Lema de Euclides, dividimos ¢ por m, encontrando:

c=mq+r, onde 0<r<m.

Portanto, r = ¢ — mq, e como ¢ e m sao ambos multiplos de a e de b entao
r é multiplo de a e de b. Deste modo, ndo podemos ter r # 0, pois, se isto
acontecesse, r seria um miultiplo comum positivo de a e b, que é < m, um
absurdo.

Logo r = 0 e ¢ = mgq, ou seja, m | c.

Reciprocamente, se m um inteiro satisfazendo os itens (7), (i) e (ii4) acima,
para garantir que m é o minimo multiplo comum de a e b, basta mostrar
que se ¢ > 0 é um inteiro tal que a | ¢ e b | ¢ entao temos m < ¢. Mas isto é
claro pois pela condigao (#ii), j4 temos m | ¢ e assim, ¢ = mk.

Mas como m > 0 e ¢ > 0 temos k > 0, isto é, k > 1, o que implica ¢ > m,
conforme desejavamos.

O

Por fim, vamos ver que existe uma relagao estreita entre o MDC e o MMC
de dois naturais a e b, como abaixo.

L ) . ab

Teorema 8.3 Sea eb sio nimeros naturais entéo mme(a,b) = ————.
mdc(a, b)

Demonstracao: Para demonstrar este resultado, vamos considerar d =

mdc(a, b). Inicialmente observamos que, como d | a e d | b, os niimeros § e

g sao inteiros e também o nimero m = %b ¢é inteiro.

Precisamos ver que m satisfaz as condigoes que definem o MMC de a e b.
Para isto, ele deve ser positivo, o que é claro, deve ser um multiplo comum
de a e b e deve ser o menor de todos.

De fato, temos que m é multiplo de a e de b, pois

b b a
m=a- - e m=20o- — .
d d
~~ ~~~
inteiro inteiro

Agora, se tomamos um outro multiplo positivo de a e b, ou seja, ¢ > 0 tal
que a | c e b| ¢, entdo vamos ter que existem k,q € N tais que

c=ak e c=1Uq.

Mas d = mdc(a,b), portanto existem x,y € Z tais que d = ax + by. Assim,
multiplicando esta igualdade por ¢, temos:

cd = ¢ ar+ c by
= =
= bg ar+ ak by (8.4)
= ab(qx + ky).

. ab , . . . , L
Agora, ja que i é inteiro, podemos considerar o nimero inteiro

o
c= % (g2 + ky).
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. P ab .
Com isso, ¢ é miultiplo de m = "l e o lema anterior garante que m =

mmc(a, b).

Exemplo 8.6 O produto de dois naturais a e b é igual a 100. Sabendo que
mmec(a,b) < 50, determine os possiveis valores de a e b.

Pelo teorema acima, temos ab = mmc(a, b)mdc(a, b) e assim,
2?2 . 5% = mmc(a, b)mdc(a,b) < 2 -5 - mdc(a, b).

Entao mdc(a,b) > 2.

Assim, a e b tém fator comum > 2 e como ab = 22 - 52, as possiblidades sdo:
a=2-5e b=2-5

ou

a=5 e b=2%.5.
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Exercicios

1 - A soma de dois naturais a,b é 120 e mmec(a, b) = 144.
Determine os possiveis valores de a e b.

2 - Determine todos os possiveis valores para os naturais a e b tais que mdec(a,b) = 10 e
mmc(a,b) = 100.

3 - Considerando a,b € Z e p um numero primo nas afirmativas abaixo, verifique se estas sdo
verdadeiras ou falsas. Justifique convenientemente.

(a) Se mdc(a,b) é par entdo mmc(a,b) é par.
(b) Se mmec(a,b) é par entao mdc(a,b) é par.

(c) Se mmec(a,b) = p* entdo p® nio divide a.

4 - Determine todos os multiplos positivos de 3 e todos os miltiplos positivos de 5 cuja soma é
igual a 60.

5 - Uma certa quantidade de magas é dividida em 37 montes de igual niimero. Apds serem retiradas
17 frutas, as restantes sdo colocadas em 79 caixas, cada uma com uma mesma quantidade de magas.
Quantas frutas foram colocadas em cada caixa? Quantas tinha cada monte?

6 - Um lojista vende cada par de ténis a R$50,00 e cada par de sapatos a R$30,00. Qual o
minimo de pares de calgados vendidos para que o total arrecadado ao fim de um dia de venda seja
R$700,007?

7 - Um certo numero de “seis” e de “noves” sdo adicionados e a soma resultante é 126. Se o
nimero de “seis” e o numero de “noves” fossem permutados, a soma seria 114. Quantos “seis” e
quantos “noves” foram somados?

8 - Sejam a,b € Z e n um numero natural nao nulo. Prove que:
(a) mde(na,nb) = n mde(a, b).
(b) mme(na,nb) = n mme(a,b).

9 - Sejam a, b € Z nao nulos. Mostre que mdc(a,b) = mmc(a,b) se, e somente se, a = b.

10 - Sejam a,b € Z nado nulos. Se m = mmc(a,b) entdo mostre que mdc(a + b, m) = mdc(a,b).
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