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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar limitantes dinamicos superi-
ores para operadores de Schrodinger discretos unidimensionais limitados, a
partir de propriedades de aglomeracao dos autovalores associados aos apro-
ximantes de volume finito. Discutimos uma aplicagao dessas técnicas ao
Hamiltoniano de Fibonacci. Tais resultados foram originalmente apresenta-
dos em [4]. Discutimos também a possibilidade de estendé-los a classes mais
gerais de operadores de Schrodinger (como por exemplo, operadores de Dirac

discretos limitados).
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Abstract

The goal of this work is to present dynamic upper bounds for bounded
discrete one-dimensional Schrédinger operators in terms of agglomeration
properties of the eigenvalues of finite volume approximations. We discuss an
application of these techniques to the Fibonacci Hamiltonian. Such results
were originally presented in [4]. We also discuss the possibility of extending
them to more general classes of Schrodinger operators (such as bounded

discrete Dirac operators).
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Introducao

A Mecanica Quantica propoe estudos sobre evolugoes temporais de parti-
culas atomicas interagentes. Para uma abordagem das motivagoes envolvidas
no seu desenvolvimento, vide [19].

O objeto matematico que descreve o “estado quantico” de uma particula
¢ usualmente chamado de funcao de onda, v, e é dado por um elemento de
um espaco de Hilbert. Observe que v deve depender do tempo t. A equacao
que descreve como o estado quantico desta particula muda com o tempo (isto

é, como 1 evolui com t) é dada por

)
maw(t)zflw(t% ¥(0) =19,

em que H é um operador auto-adjunto (que representa a “energia” da particula)

_itH

e h é a constante de Plank, cuja solugao é ¢(t) = e~ @ 1(0). Note que para

que a equagao faga sentido, ¥ (t) € dom(H ) para t € (0,t). Se considerar-
mos uma particula de massa m sob uma energia potencial V' (z), o operador

de Schrodinger (Hamiltoniano) para o sistema serd da forma

2
H= —;—mA—i—V(x), (1)

em que A : H*(R") — L*(R") é o Laplaciano.
Em muitos casos, em vez de se considerar o Hamiltoniano definido por (1),
chamado de modelo continuo, opta-se por considerar aquilo que é comumente

chamado de Hamiltoniano discreto, definido pela lei

(H)(n) = =(Ay)(n) + V(n)p(n) = ¢(n+ 1) +¢(n — 1) + V(n)i(n),



em que 1 é uma sequéncia bilateral tal que Z V(n)?lp(n)]? < oo, eV =

(V(n)) definido em R™ (ou subconjunto) e serd, discutido apenas para n = 1
que ¢é o potencial discreto . Uma justificativa fisica para se estudar tal tipo
de modelo pode ser encontrada no Capitulo 1 de [38].

O nosso interesse serd, portanto, na evolucao unitéria, e~ gerada por
H. O pacote de ondas, ¥(t) = e *H1), que porventura pode ser inicialmente
localizado no espago (tome por exemplo, 1) = 07), tende a se espalhar a
medida que o tempo cresce.

Uma grandeza particularmente ttil é dada por

o0
Pla )= Y 5 [ e e i )
In|>q

que representa a probabilidade média (no tempo 7') de se encontrar a particula
de estado inicial ¥ fora da bola B(0;q). Com efeito, o nimero [{d,,(t))|?
¢é interpretado como sendo a probabilidade de se encontrar, no tempo t, a
particula no estado d,, o auto-estado (autofuncdo) associado ao autovalor
n do operador de posicao X: X¢, = nd,. Além disso, como ) = d; é
um candidato ideal para um pacote de ondas que esta localizado na origem,
restringiremos nossa atencao a este caso e denotaremos P(q,T) = Py, (¢, T).
As proximas definicoes, que apresentam os chamados expoentes de trans-
porte ozli e ar, estdao associados as taxas de crescimento polinomial (em

fungao de T') de P(T“,T), para uma dado a > 0.

Definicao 1. As tazas superiores e inferiores de propagacao da parte “lenta”

do pacote de onda sao definidas, respectivamente por:

log P(T*, T
a;f = sup{a > 0] lim sup log P(T*, T) =0}
T g BT ®
a, = sup{a > 0| lﬁgf% =0}

Definicao 2. As taxas superiores e inferiores de propagacao da parte “rdpida”



do pacote de onda sao definidas, respectivamente por:

log P(T*, T
a = sup{a > 0] lim sup log P(T*, T) > —o0}
T—00 log T’ (4)
) o> Ot BPTT)
o, = sup{«a iminf —————= > —c0
v P T—o00 lOgT

Tais objetos foram pela primeira vez apresentados em [24]; em [7], Car-
valho e Oliveira demonstraram, para certas classes de operadores, que tipi-
camente (no sentido de Baire) o =0e a, = 1.

Enquanto ozli estao associadas as taxas (inferior e superior) de propagacao
da parte principal de 9(t), o, por outro lado, estao associados as taxas de
propagacao dos modos de Fourier mais rapidos do pacote de onda.

Outras grandezas dinamicas importantes sao os chamados momentos médios

de ordem p > 0 do operador de posicao, definidos como
2 [ o
(X)) = Zf/o InfP| (80, (1)) [Pe T dt.

E possivel mostrar que P(T* T) e ({|X|")) estdao relacionados (para
detalhes, vide [21]). Em particular, uma vez que para qualquer V' limitado, o
limite superior balistico, ((|X "))y < C,TP, segue-se de resultados presentes
em [21] que se P(T*,T) = O(T™*) com T — oo para todo k > 0, entdo
(| XP))r < C,T°P para todo p > 0.

A maioria dos trabalhos nesta drea de pesquisa tem por objetivo buscar
limitantes inferiores e superiores tanto para Py(q,T") como para os expoentes
dinamicos. Uma abordagem tipica envolve o uso de propriedades locais de
Iy, @ medida espectral de 9. Nesta dire¢ao, um resultado basico, comumente
chamado de limitante de Guarneri—Combes— Last [9, 27, 26, 33], diz que se
[ty na0 ¢ singular com respeito a medida de Hausdorff o —dimensional, entao
Py(T*,T) ¢ limitado inferiormente por uma constante positiva, para todo
T. Grosso modo, a ideia é que um “maior grau de continuidade” da medida
espectral implica transporte mais rapido. Em [21] (vide [2] para detalhes), sdo

apresentados limitantes inferiores para os expoentes de transporte em termos



das chamadas dimensoes fractais generalizadas das medidas espectrais. Em
particular, para operadores de Schrodinger discretos definidos em (2(Z, ), tais
dimensoes sao relacionadas ao comportamento das matrizes de transferéncia
(vide Apéndice para definigao do conceito de matriz de transferéncia).

Enquanto, como discutimos, ha uma série de resultados que se referem
a limitantes inferiores para Py(q,T'), ha poucos trabalhos que discutem li-
mitantes superiores desta grandeza. Em particular, [30, 5, 17| mostram que
mesmo que a medida espectral seja bastante singular (até mesmo atomica),
é possivel ocorrer transporte quase-balistico. Isso mostra que, para medidas
continuas, nao é possivel obter limitantes superiores significativos apenas
em termos das propriedades de continuidade da medida espectral. Além do
mais, obter limitantes superiores para Py(q,T) que possam gerar limitantes
significativos para as taxas de crescimento de ((|X|P))r, parece envolver um
controle preciso de todo o pacote de onda (diferentemente do que ocorre na
determinagao de limitantes inferiores para ((|X|?))7, em que basta controlar
uma porgao do mesmo).

Os poucos casos em que os limitantes superiores foram obtidos para medi-
das singular-continuas sao discutidos em [25], em que se estudaram matrizes
de Jacobi com espectros auto-semelhantes, e em [13], em que foram obti-
dos limitantes dinamicos superiores a partir de propriedades das matrizes
de transferéncia (vale destacar que nesse trabalho, os autores foram capazes
de controlar todo o pacote de onda, obtendo assim limites superiores para
P(q,T) que sdao “suficientemente bons” para produzir limitantes significati-
vos nas taxas de crescimento de ((|X|*))7).

O objetivo desta dissertacao é estudar em detalhes o trabalho [4], que re-
presenta mais um passo na direcao de se determinarem limitantes superiores
para P,(q,T"). Mais precisamente, os limitantes obtidos em [4] sdo descri-
tos puramente em termo espectrais. Como as propriedades locais da medida
espectral nao sao suficientes para este fim (assim como discutido anterior-

mente), o trabalho propoe que sejam consideradas as propriedades espectrais



das aproximacoes de volume finito de H. A ideia é comparar as funcoes de

Green de H e de HY

o .r, este ltimo sendo um aproximante periédico de H (o

potencial de H, . é obtido a partir do truncamento de V' apds o sitio g).

A dissertagao se organiza da seguinte forma. No Capitulo 1, apresentamos
o resultado principal do artigo [4] (Teorema 1.1), bem como sua consequéncia
direta sobre os expoentes dinanmicos (xli e af. No Capitulo 2, apresenta-
mos os resultados que refinam o Teorema 1.1, em termos de uma analise
detalhada envolvendo a distribuicao dos zeros do discriminante da matriz de
monodromia (Teoremas 2.8 e 2.13). No Capitulo 3, apresentamos a aplicagao
discutida em [4] ao Hamiltoniano de Fibonacci. No Capitulo 4, apresentamos
algumas ideias que envolvem a possivel implementagao das técnicas discuti-
das nos capitulos anteriores para outras classes de operadores (operadores
de Schrodinger a valores matriciais). Por fim, no Apéndice, apresentamos
alguns pré-requisitos basicos empregados no desenvolvimento do trabalho;
em particular, discutimos a Teoria de Floquet para operadores periddicos.
Vale destacar que nao discutimos conceitos e resultados basicos da teoria

espectral; para tanto, sugerimos [36] como referéncia basica ao assunto.



Capitulo 1

Limitantes Superiores:

Resultado Central

Neste capitulo, apresentaremos o principal resultado discutido em [4].

Muitos dos pré-requisitos empregados neste estudo se encontram no Apéndice.

1.1 O Teorema Central

Definiremos alguns conceitos que serao empregados nas demonstragoes

de dois lemas importantes para o Teorema 1.2 de [4].

Definigao 1.1 (Defini¢ao 1.1 em [4]). Dizemos que uma sequéncia de nimeros

~ . 0o , . Ap+1
nao negativos, {a,}2 |, € exponencialmente crescente se sup < 0 e
n an
. Ap+1
inf > 1.
no Q,

Aqui, discutimos resultados para H definido em ¢*(N) (com a condigao
de contorno ¥(0) = 0), uma vez que o caso (*(Z) sera reduzido a este (vide

Proposigao 2.15). Para ¢ > 1, ¢ € N, k € [0, 7], seja HY(k) a restricao de H



1.1 O Teorema Central

a {1,...,q}, com condigoes de contorno ¥ (g + 1) = e*1)(1), ou seja,

Vi 1 0 ... e’
1 V5 1 . 0
Hi(k) = 0 - e , (1.1)
1
ek 0 ...1 VY,

(vide A.2.2).

Como é bem conhecido (vide Se¢ao A.2), para qualquer k € (0, 7), H(k)
admite ¢ autovalores simples, F, (k) < E, (k) < ... < E,,(k) sendo estes
fungoes monodtonas continuas de k. Uma idéia é usar o comprimento dos
intervalos, b, ; = |E, ;j(m) — E,;(0)], como medida da sensibilidade do sistema
a uma variacao das condicoes de fronteira. O espalhamento mais rapido do
pacote de ondas estd associado intuitivamente a um maior grau de extensao
das autofuncoes de H e, portanto, a uma sensibilidade maior a uma mudanca
em k. O Teorema 1.2 de [4] é motivado por essa imagem intuitiva.

Os intervalos tracados por E, ;(k) compoem, a medida que k varia em
[0, 7], 0 espectro operador definido em ¢?(N) com potencial g-periédico, VP,
dado por VP"(ng+7) =V (j) para 1 < j < gen > 0 (vide a Segao A.2 para
maiores detalhes); denotaremos tal operador por H?

per:

Sejam G(z,k,n) = (6p, (H—2)""6) e G4, (2, k,n) = (5, (HL, —2) " ),

per per

respectivamente, as fungoes de Green para H e HZ, . Seja D(z) o discri-

minante de HY,,, definido como o trago da matriz de monodromia (A.28)

(trata-se um polindomio monico de grau ). Segue-se do item 5 da Proposicao
A.2 que
DU(z) = Gje(2,1,9) +

per

—_— 1.2
Gier(2,1,q) (1.2)
O préximo resultado é fundamental para todo o trabalho.

Lema 1.2 (Lema 2.1 em [4]). Dados g > 1 e para algum T positivo, temos

P(q,T) = Ps,(q,T) < 4T*(1 + 2||V|o0)? (gg@ ‘Dq (E + %) D B (1.3)

7



1.1 O Teorema Central

Demonstragao. Comecemos relembrado a seguinte relagdo (Lema 3.2 em

[29]), vélida para todo T' > 0:

o0 . —2t 1 & Z
/O (0, e ) |Pe™ dt = 7 /OO (6, (H — E — T)‘15k>|2dE (1.4)

Assim,
.7 / S )Pt = -3 / b, (H—(E+))7'01) PdE,
n>q n>q
e portanto
1
P(¢,T) = ;/RdEZdG(E—He,l,n)F, (1.5)
n>q

ondegz%

Agora, faremos uma andlise da soma em (1.5). Sejam H? = H— (5,41, -)0,—

(64,0411 € GU(2, k,n) = (5,, (H?— 2)~'5;). Entdo, pela segunda férmula do

resolvente (vide [36]), temos
G(z,1,n) = Gz, 1,n) — G(2,1,n)G4(z,q + 1,n) — G(2,1,¢ + 1)G9(z,q,n)

~G(2,1,9)G%z,q + 1,n), (1.6)

se n > ¢, ja que G é uma soma direta.

Além disso, note que 82 |GUE +ie,q+1,n)|* = SGUE +ie, ¢+ 1,q +1).

n>q
Observagao 1. Com efeito, como f(n) = CNv’q(E+i5,q+ 1,n) satisfaz f(n+
D+ f(n—1)+V(n)f(n) = (E+ic)f(n) para todo n > q, basta multiplicar
ambos os membros por f(n), somar e tomar as partes imagindrias, a fim de

se obter a identidade:

S F)fn+1)+> f)f(n—=1)+> (V(n) = (E+ie)|f(n)]P =0 =

S I+ + D i+ 1 f(n)+) (Vin)—(E+ie)|f(n))P =0 =
n>q n+1>q n>q
S Fm)fnAD)+>  Fn+ 1) f(n)+flg+ 1) @)+ _(V(n)—(E+ie))| f(n)[?

=0.



1.1 O Teorema Central

Isso implica em,

< (q+ Df(q) + D _(V(n) = (E +i))| f(n)] ) =%(f(q+1)f(Q))—€Z|f(n)l2=0,

n>q n>q

e portanto

e IGUE +ie,q+ Ln)> = S(GUE +ie,q + 1,¢ + 1)).

n>q

(note que de (1.6)), f(q) = GU(z,q+1,¢) = —1).

Assim, das equagoes (1.5) e (1.6), obtemos

1
Pla.T) = [ (B B+ iz 1)

n>q

/dEZe\G 2,1,¢)GYz, ¢+ 1,n)|?

n>q

1 -
— =~ [BIGE 0P Y G+ L)
R

m
n>q

1 -
— = [ dBIGG L 0)PI(GH (B + iz + g+ 1) (1.7)

T JRr

7

1 _
Agora, como — / SGYE +ie,q+ 1,9+ 1)dE =1 (vide [6], Apendice C,
R
Lema C5), segue-se que

P(g,T) < sup [G(E + e, 1, 9)[2 (1.8)
EeR
O proximo passo ¢ aproximar G por G,,.. Sejam ngr = Hi., — (441,00 —
<5f17 '>5l1+1 e Gper(z7 k’”) = <5n7 ([:Iger - ) 15k>

Note que a equagao (1.6) continua valida se substituirmos G por G¢

per
G por G4_ -

per:

G, (2 1,m) = =G, (2,1,9)G8, (2, g + 1,m).

per per per

Novamente, pela identidade do resolvente (tomando-se z = F + ig),



1.1 O Teorema Central

|Gh(2,1.9) = G(z.1,q)| = [dg, (H —2)7 (VL = V)(H,, — 2)7'01)]
= {4y, (H — Vi, — ZGper (z,1,m)01)
n>1
= (0, (H = 2)7 > (Vi (n) = V()G (2, 1,1)0n)
n>q
= ZGper 2 17 n per(n) - V(n))G(’Z7 T, q)
n>q
= ‘Gper 271’(:])‘
XD Gheplzia+ 1n) (Vi (n) = V() Gz, q)
n>q
< ‘Gper z,1,q) ‘QHVHOO Z 12,0+ 1,n)G(2,n,q)
n>q
(j& que ((Vi,(n) = V(n)) <2||[V|«V¥n > q). Utilizando Cauchy-Schwarz,
G2, (2,1,q9) — G(2,1,q)]
‘Gper 2717(])‘2’“/”00 (Z Gger(z q+1 n ’ ) <Z|G Z, 1, q ) )
n>q n>q

2

e como EZ ‘éq(E +ic,q+1,n)| = %(@Q(E+i€,q+1,q+1)), segue-se

n>q

que
‘Gper(’z?l?q) G(%LQ)‘

< |G (2. 1,9)] 2|V \/ (Gher(2:4 + 1,0+ 1) 3(G(2,0,0))
per ) L 00

5 €
! (1.9)
ja que |G(z,k, )| < %(12) (vide Capitulo 1 de [38]).
Logo,
Gera) < (FEES o ria gl )

10



1.1 O Teorema Central

Agora, como G2, 1, q) é uma solugao de ¢ (n+1)+¢(n—1)+VL (n)(n) =

per

21p(n) (para n > 2) que decai exponencialmente (vide [38]), segue-se que

|G4,,.(2,1,q)] <1, eassim pela equagao (1.2), que 2|GY,, (2, 1,¢)|7" > |D9(z)|.
Logo,
2
Gher(2,Lq)| < . (1.11)
: | Di(2)]

Combinando-se as equagoes (1.8), (1.10) e (1.11), tem-se

20V s
2
€

G(E +ie,1,0)| < (1

, 14 2|V 2
) GO (B +is,1,9)] < (

)
donde se segue que

2

_ 5 1+ 2|Vl 2
P(q,T) < sup |G(E +ie, 1,q)|* < sup ( 2 Da(2)]

FEeR FeR
(L +2]V]l)? ) N
< <AT*(1 4+ 2||V | o -
e I B[ A A Y ot

EeR

O

Esse primeiro resultado nos permite reduzir a analise de P(q,T) ao estudo
do trago da matriz de monodromia do operador g-peridédico. Recordemo-nos

de que como D? é moénico, (vide Apéndice) podemos reescrevé-lo como
DU(z) = [[(z - Ep). (1.12)

Além disso, como os zeros de (D?) sao simples, cada E € R estd em
[x(E),y(E)), [x(F), ), ou (—oc0,y(FE)), em que x(FE), y(E) sao dois pontos
extremos consecutivos de D?. Qualquer intervalo desse tipo contém um tinico
zero de D7 (vide Apéndice). Desta forma, associamos a cada £ € R um tnico

ZEero Eﬁq,j(E) de D4. Logo, temos que para cada E € R,

q
|DY(E 4+ ie)|* = H |E+ic—E,;|* = |E+ic — Eyjm)| H |E +ie — B, ;|?
Jj=1 J#i(E)

11

D2(2)]’



1.1 O Teorema Central

I |E+ic— E, P
. ~ = 19i#i(E
— |E +ie — Eyyml® [[ |E - Eyyl? 22

q ~
i#i(E) H |E — Eyl?
)
9 |E+Z'€—Eq7j|2
DUE) | %
> g2 (E) | s#®) —— (1.13)
E— Eq,j(E) H |E - Eq,j|
J#I(E)

ja que |E+i6—E'q7j(E)|2 > £2; segue-se, portanto, do Lema 1.2 e de (1.13) que
todos os teoremas de [4] sdo obtidos ao se determinarem limitantes inferiores
para (1.13).

Os resultados serao tao mais precisos quanto mais precisas forem as es-

I |E+ic— E, P

timativas inferiores de AE) - Antes, no entanto, deve-se
H |E - Eq,j |
J#I(E)
DI(E
estabelecer um limitante inferior para o fator (N ) .
= By j(e)

Lema 1.3 (Lema 2.2 em [4)). Seja E € [E,,, E,,|. Entdo,

V5 +1

_pUE) | ’(Dq)'(Eq,j(E))’ =

E - Eq,j(E)

e (1.14)

qJ

E j» 0 lado esquerdo deve ser interpretado como derivada
E,

) = Eq4;0)].)

Demonstracao. Comecemos demonstrando a primeira desigualdade. Para

(onde, para E =
e by = |Eq;(m

tanto, é suficiente demonstrar que para E € [E,j, Eyjn], 1 < j < (¢ — 1),

q.,j>
’DQ(E) -
e|——=—|>|(DY(E, . 1.15
e RGO (115)
Sejam E,, ..., EO,_; os zeros de (D?)'. Claramente, E,; < ES; < Ey ;i1

para qualquer (1 < j < (¢ —1)), e todo E € [E,;, E(”H] estd contido em

[qu,E ;] ou em [Eq],E j+1]. Como os zeros de (D7)’ sao simples, Ep ; é

12



1.1 O Teorema Central

um maximo local ou um minimo local de D?. Demonstraremos (1.15) para
E € [Eq,j,
q
Seja f(F) = —=logDY(F) = ————; entao,
ja f(B) = -5 log D(E) ;\E—Eq,j\

EY ;| com £y ; um maximo local; os demais casos sao analogos.

_Q

, o 1 —1
FE) = Z (E—Eyy)?  (E-Epy)?

e assim,

J(E) = - /E " Py > (E ! ! )

- . (1.16)
- Eq,j Eg,j - Eq,j
(note que f(E, ;) =0). Fixe E' € (E,;, E); segue-se que
DI(E) E E—-FE,;
= log DY(F) —log DY(E") = x)dx > lo L1,
pi( = oD g D(E) = [ o > log e
Assim,
DUE) 1E-F, _ DUE) _ DUE) _DUE)-DUE,)
Di(E') " eE —E,; E-E,; FE-E, E —E,;
e portanto
Di(B) | _ | DE) - Di(Eyy)
e R _
E-E,, E-E

q,J

A estimativa (1.15) se segue tomando-se o limite £ — quj em ambos 0s
membros da ultima desigualdade:

DY(E') — DY(E, ; . DY(E
hH} ( ) _ ( CIJ) — ‘(Dq)/(EqJ) = ¢ (~>
E'—Eq; E' — E,;

> (DY) (Byy)|.

Voltemo-nos agora a demonstracao da segunda desigualdade. Para tanto,

definiremos os intervalos

q,50 —q.j) —

B, =Bt B ]=d Fel0 Euslml



1.1 O Teorema Central

de modo que b, ; = |E, j(7) — E,;(0)| = |B,;|; esses B, ; sao chamados de
“bandas”. Sejam B = [N;J.,E'q,j] e B, = [E'q,j,E';j] as partes de B, e
seja b, ; = | Bl | (i = L,7).

Notemos que, como (D7) é um polinémio de grau (¢ — 1) com zeros

simples, |(D?)’| tem um tnico maximo em cada intervalo [Ep ;, B ;] (1 <

4.3
Jj <q—2). Una vez que, para 1 < j <g—2, By ;11 C [Ef]),j, E;),jJrl], segue-se

que |(D?)| tem um unico maximo em cada intervalo B, ; (1 < j < ¢). Se este
méximo estiver em BY ; entdo, por monotonicidade, (D9 (E, ;)| > |(DY)(E)|
para todo E € B ;. Como DI(E,;) =0e¢ Dq(EN;j) = £2 (pelo item 3 da
Proposigao A.2),

) [DUEL) - DB

b | B0 - By,

pela desigualdade do valor médio.

T

g, € assim temos

Caso contrario, o maximo esta em B

2 .
o <D (Bl
9]

Suponha agora que 2 < j < (¢ — 1), que D? seja crescente em B, ; e

considere o polinomio h(E) = DI(E) — 2. Fazendo-se uma andlise similar em

(1.16), tem-se que para cada E € (Ep ;, E} ),

W(E) d 1 1

= —log(h(E)) > —= — —
WE)  dE g(h(E)) Er,—E Er, —EY,

ja que h(E) é a translagdo de DY(E) por —2 unidades. (tome E = E;).

Assim,
(Dq),(Eq,j) _ h/(:q,j) S 1 _ 1 _ bé,j )
2 WEy;) By —Ey  Epy—EY b0+ b5)
2
Tomando-se t,; = = , segue-se que
[(D9)(Ey,5)]
t, bl
W I (1.18)

B byt by

14



1.1 O Teorema Central

Considerando-se a fungdo DI(FE) + 2 e efetuando-se uma andalise seme-
lhante, pode-se obter a mesma desigualdade com ¢ e r permutados:

ty b0 .
ﬁ 9,) q,)
> L) (1.19)
) E A
o bq,j + bq,j

Assim, b} ; > to;, ou b ; > to;. Assuma que b ; > t,;. Logo, por (1.19),

L V51
pe o> 09 (bf;,j)Q + bf],jtq,j - (tq,j>2 > 0= bg,j > thvj'

P g+ by

Assuma agora que bg ; = tq;. Efetuando-se a mesma anélise, obtém-se bj ; >

V5+1

5 ty,;- Em ambos os casos,

Vh—1 V5 +1

14 r
bf]vj = bq,j _'_ bq,j 2 thvj _'_ tqvj - thvj7

de modo que

V5+1 o F V5 +
bq,jzmi\@)(ﬂmﬂ =

(1.20)

4.

para 2 < j < (¢ — 1). Para j € {1, ¢}, apenas uma das desigualdades (1.18)
ou (1.19) pode ser obtida, mas por monotonicidade se segue que b}, ; > t,;
corresponde ao caso em que (1.18) é valido e vice-versa, e assim, obtém-se

(1.20) para 1 < j <q. O

Teorema Central 1.1 (Teorema 1.2 em [4]). Para 1 < j < ¢, seja b, ; =
|Ey(m) — E,;(0)]. Entao,

2

P(q,T) < (142 |V [loo)*TC( sup by,;)*.
2 1<j<q

de
(V5 +1)
Demonstracao. Para iniciarmos a demonstragao, note primeiramente que,
por (1.13),

q

2 H |E + e — Ef]vj(E)‘Q

DUE) | iz
[DUE + i) > ¢ | é ) dalll ,
— Lq,i(E) -
qj I 12— E i)
J#3(E)

15



1.1 O Teorema Central

inf  |DY(E + ic)|* (com efeito, se E &

E€[Eq1,Eq,q]

[E~q71,Eq7q], entao |DI(E + ig)| > |Dq(Eq75 +ig)|, s € {1,4}).
Agora, pelo Lema 1.3, se E € [E'q,l, EM], entao

> <¢5+1> . (1.21)

e by (k)

bem como inf |DY(E + ig)|? =
EeR

D(E)

E— Eq,j(E)

q
I 1E+ic— Epjm)
i#(E)

Combinando (1.13) com . > 1, temos
H B — EQJ(E)‘Q
J#i(E)
DI E ’
|DUE +ic)|* > & ( ) (1.22)
B — Ey i)
Logo, por (1.21), (1.22),
2 2 2 2
peen) = (7) (57) (55)
T T € bq,j(E)
e portanto
i |72 e? )
DIE+ )| <" (b.)?
)| <1

para todo E € [E,1, E,4)-
Agora, pelo Lema 1.2,

o (5+7)])

Pa.T) = By T) <4702 |V ) (jut

4e?
< T+ 2|V[|l)?  sup (b))
(\/g"‘l)Q E€[Eq1,Eq,q] "
4e?
= TS 4+ 2|Ve)?(sup by
WS (L+ 2|V )(j 0.7)

Proposicao 1.4 (Proposigao 4.1 em [4]). Seja o > 0. Entao,

16



1.1 O Teorema Central

1. Se existirem uma sequéncia crescente {q},”, uma constante C' > 0 e
1

e > 0 tais que P(q, qp) < Cq,°, entao a; < a. Além disso, se {q},

1

for exponencialmente crescente e P(q,, T) = Cq,° para todo T < ¢,

entao ozl+ < .

1
2. Se existir uma sequéncia crescente {q},” tal que P(qe,q7) = O(q;™)
para todo m, entao o, < a. Além disso, se {q;},” for exponencialmente

—m

1
crescente e P(qr,q2) = O(q,™) para todo m uniformemente em T' <
1

¢, entao o < .
Demonstracao. As demonstracoes dos itens 1 e 2 sao quase idénticas, de
modo que apresentaremos apenas a do item 1.

1
Seja T' = ¢;. Entao,

< lim inf

log P(T*.,T log P(T*.T, 1 T &«
ot CEPTNT) g o8 PUE T log CT, ™

T—o0 log T [ log Ty t—oo  logTy

log C' log T,
< —ea | liminf 8 + lim inf 08 1r) _ —ea < 0,
t—oo logTy  t—oo logTy

e assim, a; < a, pela Definigao 1.1.

Agora, suponha que {g/},” cresca exponencialmente. Devemos mostrar

que o’ > o para todo o > a. Fixe, portanto, o/ > a. Sejam g = sup, %,

qe

Q1 logq
er =

q log g
indice tal que

. Finalmente, para cada T' grande, seja ¢(T") o tnico

Qeery < T < qury+1,

e seja q(T) = Qo)+ /D)) onde |\/U(T)| = max{m € Z | m < \/{(T)}.
UT)+\/UT)] -1

Note que q( ) < H 9+ <7 oT) < gr oT) e que QZ(T) <
S SN e |
Cqyry < CT® para alguma constante C' > 0 (j4 que (g¢) ¢ exponencial-

mente crescente), e assim ¢(T) < CqupnTV® < CT*TVAD. Uma vez

17



1.1 O Teorema Central

que /(T) — oo, segue-se que dado & > 0, existe uma constante Cjs tal que
q(T) < CsTF.
Tome § de modo que o + 6 < a’. Assim, para T grande, P(T*,T) <
P(CsT*™,T) < P(¢(T), T) < P(qyr,.T) e portanto (relembrando que
1

1 1
UGy < T < apyi1)
log P(T —cal
lim sup L() < lim sup @08 umy+1
Tsoo  logT 500 log qu(1)

< —ea < 0. Logo, o/ > af.
U

Corolario 1.5 (Corolario 1.3 em [4]). Suponha que existam § > 3 e uma

A _ .- 3 ,
sequéncia, {qc}2,,de modo que sup by, ; < q, . Entdo a < —. Se, além
1<j<a B
: a : . 3
disso, a seqiiéncia {q,}32, crescer exponencialmente, entio a;” < B

3 1
Demonstragdo. Seja o > —. Pelo Teorema 1.1, paratodo T < g, P(q, T) <

B
6_o 4e?

< em que = —
C(V)g; , em que C(V) (\/g+1)2

potencial V. Por hipdtese, g — 20 < 0, e assim pelo item (1) da Proposicao

(1+2 || V ||w)? dependente do

1.4, a; < a; portanto, a; < —. Agora, se {g/}72, cresce exponencialmente,

B

tem-se que ozl+ < a, o que resulta em ozl+ < -—. O

B

O fator (142||V|o)*T® no Teorema 1.1 ¢é em parte devido & aproximagao
efetiva de V' por V). Como no Coroldrio anterior, o fator O(T°) implica que,
para o Teorema 1.1, (sup;, byj)? deve decair bastante rapido. Se considerar-
mos E'q,j = I, (%), deveremos mostrar que o controle das propriedades de
agrupamento dos Eq,j leva a limites exponenciais em P(q,T). Tal anédlise

serd discutida no préximo capitulo.

18



Capitulo 2

Limitantes inferiores mais

refinados

Neste capitulo, apresentaremos limites inferiores mais refinados para os
polinomios DY avaliados a distancia - da semirreta positiva. Em particular,

avaliaremos as consequéncias do agrupamento dos zeros desses polinomios.

2.1 Uma analise criteriosa do Teorema Cen-
tral

Os limites discutidos aqui sao para polinomios bastante gerais, e acredita-se
que eles também possam ser interessantes em outros contextos. Desse modo,

mudaremos a notacao de D para (), apenas por conveniéncia.

Definicao 2.1. Seja QQ um polinomio monico de grau q com zeros reais e

simples. O conjunto dos zeros de ) serd denotado por Z(Q) = {21, ..., 24}

Como no Capitulo 1, qualquer ponto E € R situa-se entre dois pontos

extremos de () ou entre um ponto extremo e +o0o. Qualquer intervalo desse

19



2.1 Uma andlise criteriosa do Teorema Central

tipo contém um zero unico de (). Desta forma, associamos a cada ponto

E € R um zero exclusivo z(E) de Q.

Definicao 2.2. Seja () um polinomio de grau q e seja € > 0. Dizemos que
Q) € e-coberto se () € monico com zeros reais e simples e Z(Q) € coberto por
uma colegao finita U.(Q) = {I;}f_, (k < q) de intervalos fechados disjuntos
de tamanho que nao exceda ¢ tal que cada I; contém, além de pelo menos um
ponto de Z(Q), um ponto x para o qual |Q(x)| = 2. Quando queremos ser
explicitos sobre a familia dos intervalos da cobertura, devemos dizer que () €

e-coberto por U.(Q) = {I;}5_,.

Observagao 2. Na andlise abaizo, |Q(z)| = 2 ndo é essencial. Com mo-
dificagoes obvias, isso também pode ser feito com qualquer outra constante.
Uma vez que a constante relevante para as aplicacoes é de 2, este serd o valor
adotado aqui.

Cabe ainda notar que, firado @), existird cg > 0 tal que se 0 < € < €,

entdo () nao € e-coberto.

Definigao 2.3. Seja @ um polinémio e-coberto e seja {x;} o conjunto dos
pontos onde |Q(x)| = 2 (extremos das bandas espectrais caso QQ = D). Sejam
bo, = |z; — 2(x;)| e bg = supj{IN)Q,j}. Para E € R, seja Ig um elemento de
U.(Q) contendo z(E). Defina também d(E) = |E — z(E)|.

Neste primeiro Lema, sera feita uma analise dos zeros em uma e-cobertura.
Nele, veremos como ¢é possivel explorar o agrupamento de zeros na deter-

minacao de limites inferiores mais precisos para DY.

Lema 2.4 (Lema 3.2 em [4]). Sejae > 0 e suponha que Q) seja um polinémio
e-coberto. Sejam

A*={F e R|d(F) <8} e B° =R\ A°. Entao, para E € A, temos

§ '@ 2 (1 N i)#(Z(QwE)’ o)

QB +ic)? -

20



2.1 Uma andlise criteriosa do Teorema Central

e para & € B*, temos

|Q(E +ie)|* > <i> g#(Z(@0NIp) (l)q. (2.2)

bo 4

Demonstragao. Demonstraremos primeiramente (2.1). Seja () um polinomio
e-coberto (e assim, monico com zeros reais simples, e Z(Q) é coberto por
uma colecao finita U.(Q) = {I;}}_, de intervalos disjuntos). Sejam E €
A® = {E € R|d(E) < 8} e z(E) um zero de ). Entao, como em (1.13),

temos a relacao

II 1E+ie—z)

. QE) |° z#ap)
|Q(E + ig)]* > &2
E_Z(E> H |E—Z]‘|2
zj#2(E)

O argumento para o limite superior em (1.14) se estende a esta situagdo mais

geral, e assim obtemos

(B —2)* +¢°
(B —2)?

2
QE+ie)f = S QBN ]
zj#2(E)

>y [ EAEE

F— 2.)2
N R € )

>Sewr I ()

E— 2.)2
Zj#Z(E),Z]'EIE ( Z])

) 22\ #Z@QnIE
1
( N <9a>2) :

com #Z(Q) N Ig o nimero de zeros de Z(Q)) N Ig. Portanto,

2 82 #Z(Q)mlE
81 '

Para (2.2), fixamos £ € B°, e assumimos F > z(E). Uma vez que
Z2(Q) C R, |Q(E +ig)| > |Q(E)| (& que |Q(E +ie)| = [[ 1z — £ —ie| >

J

3

> |-Q'(2(E))

(&

QE+io) = |-Q(=(8))

21



2.1 Uma andlise criteriosa do Teorema Central

H |z; — E| = Q(F)). Segue-se da definicao de z(E) que para qualquer
J

2(F) <y < E, Q)| < |Q(E)| (|Q| é mondtona no intervalo [z(FE), E]).
Seja E € Iy um ponto para o qual |Q(E)| = 2. Temos, |E — 2(E)| < ¢ e
|E — 2(E)| > 8¢, donde se segue que z(E) < E + 4e < E. Portanto,

IQ(E +ig)| > |Q(E)| > |Q(E + 4e)|.

Agora, )
QB +4)| > L2
|Q(E)]
B E +4e — 2(E) H E+4e — 2 H E+4e — 2
| E- () €l 272(E) E -z % ¢lp E-z |

Uma vez que |E — z(E)| < e, temos

|E + 4e — 2(E)| - 4e —e 3¢
|E— =(E)| boj b

Também temos, pelo mesmo motivo (isto é, |z; — E\ <e,Vzelp), que

11

zi€lp,2j#2(E)
de — |E — z; de —
> H £ A\ 2l > H £—¢
. |E - Zj| A €
zj€lp,zj#z(F) zj€lp,z;#2z(E)

_ H 3> 3#(Z(@)NIg)-1

z;€lp,2j#2(E)

E+45—zj B
E— 2z

J

Z]'EIE,Zj;ﬁZ(EA')

Logo,

E+4€—Zj
E—Zj

- 3€ B
|Q(E + 4e)| > 73#(2((2)01}5) T
@3 zi¢lE

Quanto aos demais elementos de Z(Q), é claro que aqueles que estao

localizados a esquerda de E contribuem com um fator superior a 1 no lado
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2.1 Uma andlise criteriosa do Teorema Central

direito. Portanto, assumiremos que eles estao todos localizados a direita de

~

E.
Apenas nos resta estimar o produtério com z; ¢ Ig; podemos assumir

que z; > E, e portanto que |z; — E| > 8¢. Assim,

A )

21 E 2i¢1p

Ae 1 1\ #2(@-#(Z(Q)NTx)
T(5) - T1() =) %

combinando as estimativas, obtemos

E+4€—zj
E—Zj

4
14—
E—Zj

Q(E + 42)| > = g#(Z(@nIz)-1

( 1 ) #Z(Q)—#(Z(Q)NIE)
bQJ

2

) 1\ #2@
_ € a#zQne) (_) o #(Z(QNIE)
bq.j 2

. 1\ #2@)
S & a#(Z@nIx) <_) ’
~ Do, 2

e portanto,

q

|Q(E+45)|2 > ~€ 9#(Z(@)NIE) (1) )
bq.i)?

O

A estimativa (2.1) implica que a aglomeragao de muitos zeros de @) em

I leva a um limite inferior exponencial em |Q(E + ig)| para um E apropri-

ado. Se nem todos os zeros sao cobertos por um tunico intervalo de tama-

nho ¢, essa estimativa (2.2) pode nao ser util; com efeito, pode ocorrer que
q

1
9#(Z(Q)01k) Z) <lse#(Z(Q)NIg) < q.
O seguinte resultado é uma modificagao do anterior e tem como objetivo
lidar com o problema de nem todos os zeros serem cobertos por um tnico

intervalo de tamanho .
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2.1 Uma andlise criteriosa do Teorema Central

1
Lema 2.5 (Lema 3.3 em [4]). Seja 0 < ¢ < = Suponha que @ seja um
polinomio e-coberto e seja 0 < ¢ < 1 tal que e*~! > 5. Sejam A¥ = {F €
R| d(E) <e¥} e B =R\ A¥ Entao, para E € A?, tem-se que

' 0O’ E 2 627290 #(Z(Q)NIE)
QUE +ie)? > 'M (1+57) e
e para E € B?,
2
|Q(E +ie)|* > (5) gHZ@NIE) (1 — 4e1-¥)2, (2.4)
Q

Demonstracao. Demonstraremos primeiramente (2.3). Para tanto, repetindo

o inicio da demonstragao de (2.1), obtemos para E € A%,

2 2

I (o)

zj#2(E)

Qi) > 2| LEED

Agora, como |E — z;| < |E — z(E)| + |2(E) — zj| < ¥ + ¢, segue-se que

Q'(2(E))

f'(”m

#Z(Q)NIg
|Q(E + ig)]* > &2 )

Por fim, como

1 1
1+——— =1 >14+ —
+ (14 ev~1)2 + 14 2e9~1 4 2072 — * 4e2p-2’

obtemos,

|Q(E +ig)> > & w'(l+ 1 )#Z(Q)HIE'

e 4e2ep—2

Para (2.4), fixe E' € B¥ ¢ assuma E > z(FE) (novamente, a demonstracao
para o caso em que E < z(E) é analoga). Como antes, seja E € I um ponto
para o qual |Q(E)| = 2. Como ¥ > 5e, z(E) < E + 4e < E (com efeito,
|E — 2(E)| < e e E—z(E) > 5¢ resulta em z(E) < E +4¢ < E). Assim,

Q(E +ig)| > |Q(E)| > |Q(E + 4e),
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2.1 Uma andlise criteriosa do Teorema Central

(lembre-se que |Q] é mondtona no intervalo [z2(E), E]).

Logo,
- E+4 E +4e — 2
QB + 4¢) > M :HM
:\eqélg—%(E)\ H |E + 4e — 2] H \Ejtélg—zj\
> & 3#2(Q)nIx) I1 B tde— %|
> 5 3@#2(Qnir) H <1 o de ) 7

em que usamos |E +4e — z;| > 3|E’ — zj| na primeira desigualdade.

Como z; € I e z; > E implicam em |z; — E| > |2; — E| > €%, segue-se

que
IQ(E + 4¢)| > %3(#2@)%) (1 — 4e1—)#4@)
e assim, 7
|Q(E + 4¢)|? > @9(#2@)0%) (1- 451_9")2(1,
jé que #Z(Q) = q. -

Definigao 2.6 (Definigdo 3.4 em [4]). Sejam 0 < ¢ < 1 e 0 < & < 1.
Dizemos que o polinomio Q) € (g,&) —aglomerado se Q) € e-coberto por algum
U.(Q) = {L;}}_,, de modo que para qualquer I; € U.(Q),#(Z(Q)N1;) > ¢*.
Quando queremos ser explicitos sobre a cobertura, dizemos que Q ¢é (g,§)-

agrupado por U = {I;}%_,.

2
Lema 2.7 (Lema 3.5 em [4]). Sejam 0 <a <1 e 3 < ¢ < 1. Entao, existem
0 =0(a,&) >0, o = qo(a,&,0) > 0 e uma constante universal C' > 0 tais

que qualquer polinomio @ (q%,f)—agrupado com q = deg(Q) > qo satisfaz

QB+ i) 2 5 (win{ wiy [QC).Go) ) ' (29)

e? 2€2(Q)
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2.1 Uma andlise criteriosa do Teorema Central

Demonstracao. Se & = 1 entao, por hipdtese, existe um tnico intervalo de
tamanho q_Tl contendo todos os zeros de (), (vide Definicao 2.6). Segue-se

do Lema 2.4 que para € = q% e B € A°,

82> #Z(Q)mIE

@+ 2 S ieeEE (3

—2

q- 2 (821
- eeEr (5)
uma vez que #Z(Q)NIg=q¢* =q, e para E € B° =R\ A°,

N\ 2
. o 1\¢
QE+ig=)2> [ L2 o (—) .
bo.j 4

Logo,

1 2
¢« min |Q'(z)| q -1\ 2 q
o p &2 qe 9
E =2 > €Z(Q) oz L J
QUE +ig™)? > min : 5) 5 ) G) ]

donde se segue que (2.5) é valida para todo § < 1 e para ¢ suficientemente

grande.
2 _
Assumamos agora que 3 < & < 1, e seja novamente ¢ = qFl. Escolha

0 >0 tal que 6 = min(%g —1,1—¢). Segue-se entdao que

3¢ £
0<=—-1<=2-0<1.
<3 <5 -0<

Seja p =1 — %5 + ad. Entao, 0 < ¢ < 1, e para ¢ suficientemente grande,

3
‘S>q32£1>5,umavezqueg—5>§—1.

£
2

26

+

Q=

vl =g¢q =q

Pelo Lema 2.5 temos, para E € A?,

2
g™ min [Q'(2)] ¢*
| 2€Z(Q) 1
|Q(E +1q @ )|2 > (1 + 4q(272<p) ) ’

e

ja que #2(Q) N Ig > ¢°, por hipitese.
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2.1 Uma andlise criteriosa do Teorema Central

(2—2¢)

q «
e assim obtemos

Uma vez que (1 + ) < 2, pois 0 < ¢, < 1, usamos o fato de

T
+x

1 (2-2¢) (2-2¢)
1+4(27_2“’)Z€Xp{_<1+4q o >}26Xp{—8q a },
q «a

que log(1 +x) >

—_

dado que 4q o >1. Logo,

—1

& win QI .,
QUE +ie)f? > |[— 2 (=)

(&

2<p

2
Como ¢ =1 — %ﬁ + ad resulta em 2§ = + & — —, obtemos

—_1

S QR
QUE+ie)? > | —= (eqs)

e

Agora, caso E € B¥, temos do Lema 2.5 que

|Q(E—|—Zq )|2 (C]B—a>29qs <1_4qa_a>2q: (q{};)zgqg (1_4q5_§>2q.

Q

x _¢
Novamente, como log(1+z) > 112 temos que 1—4q5*% > exp { 74‘]66 = } :
e 2

1 2 3
|Q(E + ig)|* > 4 97 exp % - z ,
bg 1 —4¢° 3

Assim,

8q1+6f%
e j& que para ¢ suficientemente grande, g2 —16q1+5 3 (pois —1 <
1 -1
0 — § < 0; basta tomar ¢ de modo que 1 — 4q6_§ > — = > —2),
2 2 1— 4q57§

obtemos

1 2

o 146-§
QE+ipz (L) e (et

bq.;
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2.1 Uma andlise criteriosa do Teorema Central

-1\ 2 -1\ 2 8¢
> (fl - ) i (.fl - ) qu(kmqw 2).
bq,j bq,j

1
Por fim, como 1+ 9§ — % < 0, tome ¢ de modo que 1 — 16q1+5’37€ > 3 0
que resulta em
N
= ¢
|Q(E +ie)|* > (E" ) e
bq.j
Assim, uma vez que § < &, vemos que para ¢ suficientemente grande,
1 - 2
E+ie)]? > = (min{ min |Q'(2)], (bo)™* es.
Qe+ = o (min min 1) (ko)
O

Teorema 2.8 ([4]). Seja b,; = |E,;(7m) — E,;(0)], 1 < j < gq. Dado % <
£ <1el0<ac<l, eristem constantes 6 > 0 e qo > 0 tais que, se ¢ > qq
e o conjunto € = Egy < Eyy < ... < E,q ¢ (g ,&)-agrupado, entdo, para
T < g,

2
P(q,T>s4e2<1+2||V||oo>2T4(su,p bq,j) el (26)

1<j<q

em que C' é uma constante universal. Em particular,

2
1 4 —_Cq’
P(q,q7) <4e*(1+2 || V [l«)*q® (SUP bq,j> e (2.7)

1<j<q

Demonstracao. Pelo Lema 1.2,

-2

P(q,T) < 4T*(1+2||V]|)? inf |DU(E+ =)

inf
EcR

1 =1
Uma vez que T~ > qo,

{ { |
DI (E+?)‘ :1;[|E+?—zj| > 1;[|E+zqa —
4l = [DUE +igw)|
Por hipétese, que existe uma colecao U(D?) = {I4, ..., I} de intervalos

.. ~ -1
disjuntos, cada um de tamanho que nao excede ¢= , de modo que cada um

desses intervalos contém pelo menos ¢° zeros de D?. Como ¢* > 2 para
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2.1 Uma andlise criteriosa do Teorema Central

q grande o suficiente, vemos da Proposicao A.2 que D? é (q%,ﬁ )-agrupado
(disso se segue a existéncia, V j € {1,...,k},de E € [ talque |DY(E)| =2,
logo, Z(D%) é g« -coberto).

Portanto, pelo Lema 2.7,

. C =1 |? 1 . . = 7 -1 ? Cq®
it [0+ ig )| = 5 (wmin {anin | (D (B, G ) 7, 29

em que C' é universal e § depende de « e £.

Agora, como qud- ¢ a distancia entre um ponto extremo da j-ésima
da banda espectral e o ponto em que o discriminante se anula, e b,; a
distancia entre os extremos da banda, claramente qu’j < by, e portanto,
bo < sup bg.j-

1<j<q

Segue-se do Lema 1.3 que

-2

P(q,T) < AT'(1+ 2||V])* inf ‘DQ(E tige)

<ATH1 4 2[|V]|0)%€? (min {mjin (DY(E,,)|, (qu)}) i o—Cd°

< APTHL+ 2]V ]lw)? sup (By)% .

1<5<q

0

Uma séria limitagao do Teorema 2.8 é o limite inferior assumido na inten-
sidade do agrupamento dos zeros, ou seja, a exigéncia de que & > % A razao
para este requisito é o fato de que é necessario superar um fator exponencial-
mente decrescente na estimativa de |Q(E +ic)| para E € B? (ver (2.2), (2.4)
e comentério apds o Lema 1.3). O problema aqui é a auséncia de um limite
inferior na distancia dos zeros de () que estao a direita de E. Esse limite
inferior, no entanto, poderia ser obtido assumindo-se um limite superior na
forga de agrupamento e um limite inferior nos tamanhos do agrupamento.
As defini¢oes precisas e os resultados obtidos a partir de tais hipdteses serao

discutidos na proxima subsecao.
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2.2 Um Refinamento do Teorema Central

Corolério 2.9 (Coroldrio 1.9 em [4]). Suponha que ezistam %2 < & < 1,
__1

0 < a <1 euma sequéncia{q},, de modo que o conjunto €,, seja (g, ,§)-

agrupado para todos ¢ € N. Entao o, < «. Se, além disso, a sequéncia

{q}2, cresce exponencialmente, entio o < .

Demonstracao. Segue-se diretamente da Proposicao 1.4 e do Teorema 2.8 [

2.2 Um Refinamento do Teorema Central

Nesta secao discutiremos o tltimo teorema da andlise dinamica presente em
[4]. Este teorema ¢ um refinamento do Teorema 1.1, e um caso muito es-

pecifico do Teorema 2.8.

Definicao 2.10 (Defini¢ao 1.8 em [4]). Seja {Ug = {If}fil} uma sequéncia
=1

de conjuntos de intervalos tais que Ce} < \[f| < &y para uma sequéncia mo-

noténica decrescente {e,}°, e constantes C' > 0 e pp > 1. Seja 0 < w < 1.

Dizemos que {U;}32, escala bem com os expoentes u e w se, para qualquer

ke
=1

0 < e < 1, emiste um conjunto de intervalos U. = {Ij de comprimento
no mdzimo € e nao inferior a Ce*, tal que U., = Uy com as seguintes pro-
priedades:

(i) Se €9 < e1, entdo para todo 1 < j < k., existe um 1 < m < k., tal que
I]?Q C It} (isso nos diz que todo intervalo de escala superior estd contido em
um de escala inferior).

(i1) Existe uma constante C3 > 0 tal que se e9 < €1 entdo para todo 1 < m <

b #0050 I £ 0} < o (2)

2

Em outras palavras, {U,}72, escala bem se a sequéncia puder ser estendida
a uma familia “continua” (parametrizada pelos comprimentos de intervalo)
de tal forma que os intervalos de uma escala de comprimento estejam con-
tidos ((i) da Definigao 2.10) e, de certa maneira, bem distribuidos entre os
intervalos de uma escala maior ((ii) da Defini¢ao 2.10). Vale ainda observar

que a familia U, nao é necessariamente disjunta.
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2.2 Um Refinamento do Teorema Central

Observacao 3. Um exzemplo de uma sequéncia que escala bem € dada pela
sequéncia {U; }72, onde Uy = {[0,1/3],[2/3,1]},Us = {[0,1/9],[2/9,1/3],[2/3,
7/9],[8/9,1]} e assim por diante (U, é o conjunto de intervalos obtidos pela

remocao dos ter¢os médios dos intervalos compreendendo U;_y ). Nao é dificil

ver que esta sequéncia escala bem com expoentes p =1 ew = (colocando

log 3

2 como o valor de C3 na Defini¢ao 2.10).

Definigao 2.11 (Definigao 3.6 em [4]). Dizemos que uma sequéncia de po-

linomios, {Qu}2,, com deg(Qr) = qv — 00, quando { — oo, é uniforme-
~1

mente agrupada se (Q; € {qﬁ, &o}-agrupado por Uy = {If}f":l e além disso:
-1 —1

(i) Se ly < Uy, entdo q;fl > q;QZQ .

(i1) Existem > 1 e uma constante Cy > 0 tais que

K
. 4 ay
inf |17 > C4
1§j§ke|]|_ A

(isso mos diz que todas as bandas associadas a uma dada escala tem compri-
mentos limitados inferiormente por parametros uniformes).

(11i) Existe § > 0 tal que 6 < & < (1 —=90), ed < ay <1, VL (0o nimero de
zeros de QQy em cada elemento de U, € uniformemente limitado, tanto supe-
riormente quanto inferiormente).

(iv) Se definimos & = 12;15% #(Z(Qg)ﬂ]f) < qfe, entao existe uma constante

Cy tal que
Cy

&—&Sl
og qr

(a diferenga entre a quantidade mdzima de zeros de Qy em um intervalo de
Uy e a quantidade de zeros nos demais intervalos decai logaritmicamente com
qe; 1sso indica uma homogeneidade na distribuicao destes zeros ao longo dos
intervalos de Uy ).

Como acima, quando quisermos ser explicitos sobre a cobertura e os ex-
poentes relevantes, deveremos dizer que {Q}2, € uniformemente agrupado

por Uy = {If ?:1 com expoentes {ay, &, 1}
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2.2 Um Refinamento do Teorema Central

O seguinte resultado nos mostra que a existéncia de tais limites simul-
taneamente em diferentes escalas nos permite considerar qualquer & > 0, e

assim aprimorar o resultado enunciado no Teorema 2.8.

Lema 2.12 (Lema 3.7 em [4]). Seja {Q/},2, uma sequéncia de polindmios
com deg(Qy) = q¢ — oo quando { — oo, que é uniformemente agrupada por
Uy = {If}jil, com expoentes {cy, &, i} . Suponha, além disso, que {Us},-,
escala bem com expoentes p e w para 0 < w < 1. Assuma também que, para
algum ¢ > 0,

2w (“—_1) YO <& ay (2.9)
= w

Finalmente, suponha que hm mf( inf |Q)(z )|) > 0 e que by, ¢ limitado
f—00 2€Z(Qq)

supertormente. Entao, para todo m > 0,

{—00

_1 _m
lim (EEFRWZ(E +iq, “)g, az) = 0. (2.10)

1

Demonstracao. Seja ey = qe . Escolha ¢ > 0 de modo que hm@mf & —0>0

Q
(e portanto, que % > day para { suficientemente grande), e QL > § para
Qy

todo ¢, e seja py = 1 — g& -+ apd; como, por hipdtese 0 < § < ay < 1 segue-se
queO<¢g<1—%&+%&:1.

Como no Lema 2.5, sejam

A% = {E € R|d(E) < %'}

B? = (R\ A?) = {E € R|d(E) > €'}

Entao, para ¢ suficientemente grande e para FF € A%, segue-se como na

demonstracao do Lema 2.7 que

1 2
qy “ min ‘Qe( ) 25
Qu(E + igg) > > 290 e
(&
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2.2 Um Refinamento do Teorema Central

Uma vez que ay e m%n : |Qy(2)] sdo estritamente positivos, basta obter
Z(Qe

=1
@y

um limite inferior envolvendo |Q/(E +ig,”" )| para E € B e para ( suficien-

M/ — 56 para todo m > 0).

temente grande (com efeito, limy_,., et/ 8q
Seja, portanto E € B¥.. Como antes, uma vez que 0 < ¢, < 1 caso

. i 2
¢ seja suficientemente grande, teremos entao €} > 5g,. Sejam {Zz }J.Zl 0s
zeros de Qy e seja zY(E) o tnico zero associado a E como de acordo com a
discussdo do inicio desta secao. Assuma que 2‘(E) < E e seja Eel £ tal

que |Q¢(E)| = 2. Como antes,

1

o

e
Qu(E +icg)| > |Q(E + )| > %—3#Z@nid) TT
b e

E+4€g—zf
7 ¢
E—zj

E+4€g—2§
” l

> qf; eq? H

7 (2.11)
Qe Z;{g I

Usaremos agora o fato de {Q,} ser uniformemente agrupado por uma co-

L E+4e,— 28
bertura que escala bem a fim de obtermos limites inferiores para | | TR

zbe 14 J
J
Como na demonstracao do Lema 2.5, suponha que Zf ¢ I, esteja a direita
de E.
1
< §g+——1 7 para

Dadon > 0, seja M um numero inteiro tal que ('DM
!
todoE(talMemste uma vez que § < ay < 1, 5<&<1—560<<pg<1)

e
Mp

Seja € = £(¢) = ¢,"". Entdo, uma vez que, por hipétese, {U},-, escala bem
com os expoentes [ e w, existe uma colecao de intervalos U; de comprimento
no maximo € e pelo menos C’lsg% (com C} uma constante positiva) cobrindo
os elementos de U, como na. Definicao 2.10. Note que 0 < £ < 1, pois
O0<eg <lep>1com Clg/“ < ’[E} < £. Em particular, é possivel cobrir
J = Uf‘: 1[; E F+ C’lsz ] usando nao mais do que dois elementos de Ug
(j& que os intervalos [ f sao disjuntos e cada um tem comprimento maior ou
igual do que 0155_4[).

Analisaremos agora a possivel distribuicao de zeros de @y em J. Seja 1 <
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2.2 Um Refinamento do Teorema Central

r < M. Segue-se do item (ii) da Definicao 2.10 que existe C3 > 0 tal que todo
er w o\ T w

elemento de Uz nao contém mais do que Cj (—) =4 ((5} " ) 5[1) =
€

0362)(%71)

elementos de U, (claramente, " > ¢;, uma vez que da de-

finicao de r se segue que % < 1). Pela hipétese de agrupamento uni-
i

forme, cada conjunto em U., nao contém mais do que qf‘ zeros de Q.
_ reg
. ~ 7 . w _71
Portanto, cada intervalo de Uz nao contém mais do que C’gqglee(M“ ) =

_1 W(RT*) Eo— (I2L_
a & aZ(Mu 1)

C’gqfe (% o = Csq, zeros de Q.

A w w
€ 1 — o
Agora, nao ha mais do que C3 (72> = C4 (7> = C3¢, """ elementos
é
_ o
de Uz em cada intervalo de Us. Portanto, 2C3e, " elementos de Uz sao

suficientes para cobrir J. Cada um deles tem comprimento pelo menos igual
Zee £\ - w(FE-1)
a C1e%# = Cie,M e nao possui mais do que Cs | — | ¢;* = Cse, " gt =
€

_ 2¢y
-2 (576-1) . L
Csq, ““°7" 7 zeros de (Qy. Escolha os dois intervalos de Uz mais préoximos

de E (de modo que pelo menos um deles esteja completamente a direita de

22\ ¥ I
Cada um desses intervalos nao contém mais do que Cj (A—g) = Cse, "™
€

elementos de Uz, cada um deles de comprimento pelo menos igual Cie,M
- & (37 -1)
e contendo, no maximo, Csq, zeros de (Qy. Dos elementos de Ugs
(contidos nos dois intervalos acima), tomaremos os dois mais préximos de £
(novamente, de modo que pelo menos um esteja completamente a direita de
E) e os decomporemos como acima em elementos de Uz. Prosseguimos deste

modo até Ugnm. Deste procedimento, obtemos

[1

zfglfz

E+4€g—2§

| 2 @108s(0), (2.12)

em que, tomando C; = min(1, Cy),
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2.2 Um Refinamento do Teorema Central

_ P
203, M |41 §-2(%L-1)
¢ 4 203‘118 AN
€y
o= II (1-2%
-8 . M—1
34,
46(
H - - M1,
i=1 1Che, ™
. /7 _ M—2
\‘20355 ]\JHJ+1 o qf[*;e (%—1)
34
48@
H 1- s M2,
7 =1 2016‘6 M
_ P
{203% M“J+1 scy e (3
349y
48@
H 1 B jod i(pz ’
i=1 1Chel”
€
4 qe
=¥
() =|1—- —=
ClggM

O termo ©y(¢) vem dos zeros de (), fora de J. O termo ©;(¢) vem da

contribuicao dos zeros dentro de J. O primeiro termo no produto que define

20 771%: £, W ﬂ—l
3¢, +1 203(154 2 (%)
L
: deg o
©1(¢), isto é, | | 1— —— , vem da contribuigao
i=1 iCrey*

dos zeros dentro dos dois intervalos de Ugm-1 que sao mais préximos de E a
direita (um deles pode conter E e também se estender a esquerda). Os zeros

dentro de cada um desses intervalos devem estar distribuidos no maximo entre

£ (31

2C3¢, " |41 dos elementos de Uzn com no maximo Csg, em cada

elemento. Do mesmo modo, o segundo termo no produto vem da estimativa
da contribuicao dos zeros dentro dos dois intervalos de U:m-2 que sao mais

proximos de F a direita. Prosseguindo desta maneira, obtemos ©1(¢). O fator

= w (P
o (5-1) | N
2 no expoente 2C3q, “**" vem do fato de que os intervalos nos varios

U. podem se cruzar. Mais uma vez, lembramos que assumimos que todos os

R TI > 5 k2
zeros fora do 1% estdo a direita de E. Por fim, como |E — Zf| > iCie, ™ se zf
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2.2 Um Refinamento do Teorema Central

pertencer a algum elemento de Uz que nao seja um dos dois mais proximos

de FE, segue-se (2.12).
1 1 1 1
Por (2.11), basta mostrar liminf&m > 0, liminf&m > 0.

{—00 qgl {—00 qgl
Verifiquemos inicialmente a desigualdade para O4(/):

a
1 1 4
lim inf M = lim inf — log <1 — i)

¢ & e
/—00 qg /—00 QK 01621\4

P 1
LA
1——1\/1 1 apM oy

_ 4e q
. . 1-& YA > Ti . 1—6 ¢
= hl;n mf q@ lOg <1 - 701 > 11%11 mf q@ lOg 1-— Cl

1—-L
e _ 4q, M
Zhgrgg)lfq[} %log (1— él ),
is ¢ ! (1 W) S SR O S
ois temos que — (1 — — (1= = _
P E Qy M o M M

Assim,
4q1_ﬁ
liminf g, log | 1 — —*
imint g, og< c — 0

uma vez que 1 —§ < 1.

o O1(¢
Agora, demonstremos que lim inf £61(0) >0
{—00 qff
¢
751’%“} 3 w (Pe
{20352 “JH 203(17—%( Lo1)

log ©1(¢) 1

46@
=—1Io 1— —
g g " 1:[1 < iCrey )

B e - (M—1)
2C3¢, M* [ +1 Ez—aﬁ(TM%—Q
1 4 203‘1@
&
_'_E log H - - M1,
qﬁ i =1 20185 M
Ypw
- c e ((M=2)
{20335 M”J—f—l 203(1:4—()7(#—1)
46(
+_§ log H 1 - - M2,
el i=1 iCie, ™
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2.2 Um Refinamento do Teorema Central

~
£, w (290
PCBE( #J—H QCgije ae(z»m 1)
46g
SR ey log H 1— o
¢ i=1 2015}1 4
_ P = (M—s)
2Cs¢, Mp| 4 . 5@-#[(# 1)
M—2 |_M-=s 3,
1 Ae M P
> — D log 11 i
i iC
qg s=0 i =1 1

=1

opw
\‘20385 M”J+1

M—s
1 g w (M=2er 4 45177%
Z 203@/ aZ( e ) log H 1=t
¢

M—2 )¢ <(J\l—s)<p[ _1> Ae %;scpe
> 2C5¢, cel M Z log {1 — —f——r
_ S ’LCl
s=0 i =1
Temos que
17b 1— J\l s
485 M Pe 8€£ Pe
log 1— - = Z - =
201 201
1 M— S(Pl
desde que — seja pequeno. Logo
1
' wpw
\‘20355 ]MHJ+1 "
M-2 s 1M
log ©4(¢) -2 (S5 ) g, M
050(0) 5 10, 37 PR
g 5=0 i=1 t
_ppw
2035[ ]MHJ+1
M-2 —s
S —16C5 q&—& ail<<M1\4,jW ) %QZW—Q%, Z 1
o Cl -0 ¢ ¢ — ?
S= i =1

_1603 §€ &o— —+—_W(‘al+‘ﬂl wep

> C’ q agp Z Z(]Magu 1\/1%) Z 1
! s=0 ;
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2.2 Um Refinamento do Teorema Central

_egw
\‘20355 ]M“J—l—l
M-2
(1-2)+w-1) ( weop )

Z _ngl gzqga[( qﬁ J\lae,u, ]Ma[ Z

s=0 =1

1603

1

com C = . Agora, como

Ppw

\‘QCgse M J +1

1

R

1

Ppw
=lo (2(]3 Moz[#) = log(2C3) + (pf;:u log g > M('ZZC; log q,.

Sendo assim,

MCXW*M%

M—2
log ©4 (¢ L +w 1 Lo
= {0 5 _coge 22 1og(gqr 1 s

¢ M(x
dp s=0
M—2
. = 1 w— 1 WPy L
> —Cgf " log(qe)q;‘( )* % (st =afts): :
s=0
- C
com C = O por fim, de
Qe
M-2 .
0 (3l — 37 )s < wl ’
e (1)
s=0 1 — qe ¢
temos
log ©1(¢) L (pe(1-2)+w-1) 1
e = —Cqi " log(ar)g;” ey
qy 1— qua[
= C
em que C := - © portanto,
1_ ZM—aZ(rl)
| O,(¢ L +w—1
0g 5Zl( ) > quz leog( ) z(go[( u) )
e
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2.2 Um Refinamento do Teorema Central

5 A ag (pe(1-5) 1)

> —CCq, log(ge). (2.13)
Segue-se do item (iv) da Definigao 2.11 que qf‘fgl < C para algum C' > 0.
—1
Agora, de 2w Ll +( < & ay, pp = 1—%&—1—0@56 L > 0, esta
W= w 2 20y

ultima desigualdade valida para ¢ suficientemente grande, temos que

1 w —w 1 2p(w—1
—(w(l——)—l—w—l)zu (W#——M)
y ju Qg fi 2 p-w
— 12 -1 —
_H W(W+_M_1><u( _L)<O,
Qyp b 2 H—w Qg b 20y

para { suficientemente grande, e portanto,

: 1 w
lim sup — (ng (1 — —> +w— 1) < 0.
l—o0 Oy 1%

Disto e de (2.13), concluimos que

1 14
lim inf e P1t) O1()
{—00 qge

> 0.

O

Teorema 2.13 (Teorema 1.9 em [4]). Suponha que {q,}32, seja uma sequéncia
tal que {€,,}72, seja uniformemente agrupada por {U, = {[f}?‘;l}g’il com
expoentes {cy, &, pu}. Suponha, além disso, que {U,}72, escala bem com ex-
poentes (e w para algum 0 < w < 1. Assuma também que existe ¢ > 0 tal
que

2w (“—_1) +C < &ay (2.14)
h— w

Entao, para todo m > 2, existe C,, > 0 tal que
P(q,T) < Cpng,™ (2.15)
1

para todos ¢ € N equ;_‘.

Demonstracao. Pelo Lema 1.2,
; -2
P(q,T) <AT*(1+2[|V|)? (}iﬂn% ’Dq (E + —) D )
€
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2.2 Um Refinamento do Teorema Central

1
Y4

y 1
Do (E+ %)J > | pu (E—i—z’qg W) .

e Lema 2.12. Como as

Como vimos, se T°! > ¢, “*, entao

Logo, basta verificar que D% satisfaz as hipdteses
demais propriedades se seguem das hipdteses do teorema, podemos afirmar

que, para todo m > 0,

lim (inf |D‘”(E—|—iqeaz)|q£a‘) = 0.

{—o0 \ FER
2r .
Sabemos que sup b, ; < — (vide Teorema 1.4 em [16]), o que pelo
1<i<q¢ q

Lema 1.3 implica em

min
1<5<qp

- -1 1 2T
D '<E )‘ < sup by, i < ————.
() Bacs VE+li<i<a 0T (VB4 D

Portanto, para todo m > 2, existe C,, tal que,

D (E + iqea")

para todo ¢ € N. Combinando os resultados anteriores, temos

—2
. N2 _—2m
i < Cha™

m

4
P(q, T) <41 +2|V|w)*Cra " a. ¢, ™
4 _m

<A1+ 2V ]|)2Cogi T,

<Cng ™,

para todo m > 2, em que C,, := 4(1+2||V||»)?C? (note que se m > 2, entao
4 ™ 9m < —m). O

ay y

Observe que a relagao (2.14) nos diz que podemos trocar agrupamento
forte por maior grau de uniformidade em diferentes escalas de comprimento:
quando g = 1 (caso em que os tamanhos de agrupamento sdo muito unifor-
mes), (2.14) nos diz que o parametro de “for¢a do agrupamento”, &, apenas
tem que ser positivo. Por outro lado, quando “u = 00”, a relagdo (2.14)
nos diz que &ay > 2w. Agora note que uma vez que existem pelo menos ¢*

autovalores em cada intervalo, hd no méaximo ¢'~¢ = ¢~(1-%) intervalos, o
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2.2 Um Refinamento do Teorema Central

que mostra que a suposicao w ~ ay(1 — &) é natural. Este fato, combinado
com &y > 2w, implica imediatamente &, > 3 que é a condigao do Teorema

2.8.

Corolario 2.14 (Corolério 1.10 em [4]). Sob os hipéteses do Teorema 2.13,

a, < lign inf ay. Se, além disso, a sequéncia {qe};2, no teorema cresce expo-
— 00

nencialmente, entio o < limsup ay.

L—00

Demonstracao. Segue-se diretamente de 1.4 e de 2.13 O

Agora, seja H = A + V um operador Schrodinger definido em (2(Z).
Devemos tratar o problema reduzindo a analise para os dois casos correspon-
dentes nas semirretas positiva e negativa. Seja H* uma restricio de H a,

(*(N) e (*(Z_) (note que Vp nao estd em H' ou H~). Além disso, sejam

2 [ 4 —2
PuaT) = 307 [ e e F

In|>q

2 [ - L
P;(q.T) :Zf/ Gy 75 6)) e dt,
0

n>q
de modo que a soma na segunda féormula seja restrita a N. Entao,
Proposicao 2.15 (Proposigao 1.11 em [4]). Para todos ¢ >1eT >0,

Ps(q,T) < T*(F§(q.T) + Py, (q. T)) (2.16)

Demonstracio. Sejam RT = (611, )00+ (o, -)0+1 e Hy = H— R*. Aplicando
a segunda identidade do resolvente para (H — z)~!, com z € C\ R, temos
paran > 1

(O, (H — 2)7180) — (0an, (He — 2)716¢)

= _<5:|:n> (Hi—z)_1(50><5:|:1, (H—Z)_1(50>—<5:|:n, (Hi—Z)_15i1><50, (H—Z)_150>

= — (0, (Hy — 2)""621) (00, (H — 2)~"d)
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2.2 Um Refinamento do Teorema Central

= _<5:|:n> (Hi - 2)_15:|:1><50’ (H - 2)_150>’

uma vez que (041, (H — 2)718) = 1, (z,0) =1 (vide Secao A.2) e que Hy é

1
uma soma direta. Sabemos também que |(dg, (H — FE —1/T) '69)|* < BE =
T

T?. Logo,
{0 s (H = 2)7100) |2 < [0, (HF = E—1/T)~61)[* (00, (H — E —i/T) ™" 8)|”
< T?[{(8,, (H* — E —i/T)"'61)?
Assim, temos que
o | NGen =0 0 PaE < 120 [ (08, (- E-i/T) 5P,
e como
o0 . —2t 1 & 1
—itH g \|2,=2 L I A TS UNRD
/0 |{(0p, e 0p) |Ze T dt 5 /OO|(5n,(H E T) o) |“dE

(vide a demonstrac¢ao no Lema 1.2),

/ ‘<5in7€7itH50>|2€%2tdt < T2/ |<5me—itHi51>‘2€—T2tdt:>
’ 0

2 [ . —ot
PoaT) <Y 2 / (B e 150 P

[n|>q

2 [ . _ot
<T) o / (0, €77 61) [2e 7t
[n|>q

<T?P;(q, 7).
O

Como observado acima, o problema do operador definido na semirreta
positiva pode ser reduzido a dois problemas na semirreta (embora com um
fator extra 7?). Consequentemente, os Teoremas 1.1, 2.8 e 2.13, bem como
os Corolarios 1.5, 2.9 e 2.14, admitem resultados analogos para um operador
definido na semirreta positiva. Observamos que, no caso da aplicagao dos
Teoremas 2.8 e 2.13 e dos coroldrios correspondentes, o fator 72 é de menor
importancia devido a existéncia de limites exponenciais. Na aplicacao do

Teorema 1.1, no entanto, esse fator é claramente significativo.
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Capitulo 3

Uma Analise do Hamiltoniano

de Fibonacci

Nesta secao, aplicaremos os resultados anteriores para Hamiltoniano de
Fibonacci, Hp. Este é o operador de Schrodinger definido em ¢*(Z) com

potencial dado por

Vﬁ\ib;n = AX[-0,)(nf mod 1), (3.1)

2
especificamente, concentrar-nos-emos na aplicagao do Teorema 2.13 a Hp.

em que 0 = e A > 0, a chamada constante de acoplamento. Mais

As propriedades espectrais tnicas de Hr o tornam um candidato ideal
para estudar a relagao entre propriedades espectrais e dinamicas. Em parti-
cular, para todo A, o espectro de Hr ¢ um conjunto de Cantor e a medida
espectral sempre é puramente continua [21]. Transporte andémalo foi sugerido
por vérios trabalhos numéricos desde o final da década de 1980 (veja, por
exemplo, [1, 20, 28]). Em particular, o trabalho de Abe e Hiramoto [1, 28]

sugeriu que ali e aF se comportam como I

3 quando A — oo (lembrando
og
que A ¢ a constante de acoplamento em (3.1)).

Um limite superior sub-balistico (vide Introducao) para a parte rapida do

pacote de onda sob a dinamica gerada pelo Hr foi recentemente obtido por
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3.1 Uma aplicagao dos Teoremas

Damanik e Tcheremchantsev em [13, 11]; mais precisamente, eles utilizaram
limites inferiores para a norma das matrizes de transferéncia da reta a fim de

obter um limite superior para . Em particular, os resultados confirmaram a

dependéncia assintotica a;f ~ ] (com A — o00) do expoente de transporte
0

na constante de acoplamento. Em [29], Killip, Kiselev e Last provaram tanto

um limite inferior quanto um limite superior na parte de movimento lento do

pacote de ondas cujo comportamento assintotico concorda com esta previsao.

3.1 Uma aplicacao dos Teoremas

Voltando aos resultados de Damanik e Tcheremchantsev, temos precisamente

21 5+1 _ VIV
ogn d :\/_—l— ’C()\):)\4+\/(A 4) 12e

2

que, para A > 8, ajglogg(/\),on en 5
r(A) = 2\ + 22.

Fixe A\ > 8. Pela Proposicao 2.15 e pela simetria de Hp (Vi _, =
Vﬁ\ib;n—1 para n > 2), basta considerar o operador Hj., que é a restri¢ao
de Hp para (*(N). Para que possamos aplicar o Teorema 2.13, precisamos
escolher uma sequéncia {g,}72,, que tomaremos como sendo a de Fibonacci:
G = Qu—1+ qe—2, o = @1 = 1. Recordemos que existe uma constante C, > 0
tal que C Inf < g, < Cyn*, de modo que g, cresce exponencialmente.

Precisamos mostrar que ¢, = {E'qm}?‘; | é uniformemente agrupada por
uma sequéncia de familias de intervalos, {U;}72,, que escala bem. Os expo-
entes relevantes determinarao a()). Seja H)*" o operador definido em (?(Z)
com potencial VP dado por V7 = V;‘ib;j 1 <j <qy; VP é o potencial
qe—periédico cujas primeiras entradas de g, coincidem com as de V3,. O
espectro de H)”", o4, é um conjunto de intervalos (vide Apéndice). Mostra-
remos que uma cobertura natural para €,, ¢ fornecida pelas bandas em o0,
e Om(t)+1, Para algum m(¢) a ser determinado adiante.

Comecamos discutindo algumas propriedades espectrais de (H;"), pre-

sentes em [29], necessédrias para os resultados que se seguirao.
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3.1 Uma aplicagao dos Teoremas

Proposicao 3.1. Seja z4(F) o trago da matriz de transferéncia avaliada em
E (vide (A.2) para a defini¢do de matriz de transferéncia). Assim, para todo
(> 2,

Tpp1 = Telg_1 — Tp—2 (3.2)
T+ a +afy — werme g = 4+ A (3.3)

Aqui, g, é o espectro do operador periédico com o periodo g,. Assim, o,
¢ o conjunto de bandas para os quais z,(F) € [—2,2] (vide Apéndice). Além
disso, em cada banda, z,(F) varia monotonicamente em [—2, 2] e assume 0s

valores +2 nas extremidades.

Proposicao 3.2 (Proposi¢ao 5.1 em [29]). (i) O espectro de Hy, o(H)),
coincide com o conjunto das energias E para as quais a sequencia x,(FE) é
limitada.

(11) Se |x(E)| > 2 e |x1(E)| > 2 para algum ¢, entdo a sequéncia x,(E) é
ilimitada.

(11i) Se X > 4, nao podem existir E e { tais que x(E) < 2, zp11(F) <2 e
zeia(E) < 2.

Definigao 3.3 (Definigao em [29]). Dizemos que I, C oy é uma banda do
tipo A se I, C o1 (de modo que I;N(0p 1Ucp_o) =0). Dizemos que I, C oy

¢ uma banda do tipo B se I; C oy_o (e assim, [;No,_1 =10).

o £+2

41

I

P— 14
—eoasssssss————— (!

Tipos de bandas em oy: a esquerda, uma banda de tipo A;

a direita, uma banda tipo B.
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3.1 Uma aplicagao dos Teoremas

A figura acima mostra os intervalos das bandas espectrais. Observe que,
o1 =R, 00=[-2,2] e 01 = [\ =2, A+ 2]|. Portanto, se A > 4, oy consiste
em uma banda de tipo A e o; em uma banda de tipo B.

A estrutura do espectro do Hamiltoniano de Fibonacci Hr pode ser de-

duzida a partir do seguinte
Lema 3.4 (Lema 5.2 em [29]). Fize A > 4. Entdo, para todo { > 0:

1. Toda banda do tipo A, I, C g, contém exatamente uma banda do tipo

B, 1115 C 0yio, e nenhuma outra banda de opy1 ou oyys.

2. Toda banda do tipo B, I, C g,, contém exatamente uma banda do tipo
A, Iy C 0041, € duas bandas do tipo B, Ipyo1 C 0440 € Loyo o C 0p4o,

localizadas em cada lado de 1.

Demonstracao. 1. Considere uma banda tipo A, I, C o,. Por definicao,
Iy C oy, eassim |z,(E)| > 2para £ € I, pelo item (iii) da Proposicao 3.2.
Logo, I;Noyq # (). Como x, varia monotonicamente de —2 a 2, em I, existe
um unico E; € I, tal que z,(F1) = 0. Uma vez que xp11 = TpTyp_1 + Ty_2,
temos |xpy2(Er)| = |xe_1(E1)| < 2, pela Proposicao 3.2, e assim I;Noypyo # 0.
Note também que quando x, = £2, |xpia| > 2|zes1| — |xe—1] > 2; portanto,
todas as bandas possiveis de 04,9 que interseptam I, estao contidas em I, e
nao tocam a fronteira de I,. Além disso, em cada banda I,,o C I, de o0,
Zyio varia entre —2 e 2, e assim, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe
Ey € Iy tal que xpio(Es) = —xp_1(FE3), pois Iy C op—1 ((Tpyo + zo—1)(E)
é uma funcao continua que assume valores em um intervalo ao qual zero
pertence). Entao, por (3.2), x,(Ey)xei1(Es) = 0, e uma vez que |xpy1(E)| > 2
em [y, zy(Fy) = 0. Consequentemente, cada banda I;,o C I, contém uma
energia onde x;, = 0; por monotonicidade de z,, existe apenas uma dessas
bandas.

2. Considere uma banda do tipo B, I, C 0,_5. Quando z,(F) = 0, temos

|zor1| = |xeo] < 2, e assim I; N oy # 0. Como no argumento acima,
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3.1 Uma aplicagao dos Teoremas

|zer1| > 2 quando |zy] = 2 (pela Proposigao 3.2), de modo que todas as
bandas de o441 que interceptam I, ficam estritamente dentro de I,. Além
disso, pelo mesmo argumento acima, qualquer banda I, ; C 0,11 dentro de
I, deve conter uma energia £ onde z,(F) = 0. Consequentemente, existe
uma unica banda I, C I;. Em seguida considere g,.5. Iterando a aplicagao
trago, encontramos xy o = (27—1)z,_ 1 —x o7, Quando x, = +1, |z442] < 2.
Também, se z, = £2, |zp1o| > 3|ze—1| — 2|z4—2| > 2. Portanto, ha pelo
menos duas bandas de 04,5 que ficam estritamente dentro de [,, a direita e
a esquerda de I,y (bandas de o419 C Iy ndo pode interseptar I,,1 pelo item
(iii) da Proposigao 3.2).

Resta-nos mostrar que existem apenas duas dessas bandas. Pela equacao

(3.2), temos

(%) (we £ (oo T ae0) = (27 — 1) (o1 £ 01).

Considere uma banda Ip o C 0py9 em [, Para E € Ipo, x441(E), zo-1(F)
tem sinais fixos (ambas satisfzendo |z (F)| > 2). Escolhemos um sinal em
(x) de modo que zy1£x, 1 # 0. Pelo Teorema do Valor Intermediério, existe
E € Iy, tal que xpio £ 24 o = 0. Nesta energia, devemos ter x? —1=0,
mas existem somente duas energias em [, onde x,(E) = £1, de modo que

existem no maximo duas bandas de g,5 em I;. O

Observagao 4. Seja IP uma banda do tipo B em oy. Usando-se o Lema
3.4 pode-se construir, para m >k, uma classe S,fm de bandas, pertencentes

a4 O, as quais estio contidas em 17, isto é, se I, C op € Iy, € SP,., entdo

m’
I, C IP. O mesmo pode ser feito para uma banda de tipo A, I C oy, isto

é, pode-se construir, por um uso repetido do Lema 3.4, uma classe Sﬁm de
bandas em o,, tal que se I, € S,é entio I, C I} (note que pelo Lema

3.4, param="k+1, S0, =10).

m’

A anélise prossegue através do seguinte
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3.1 Uma aplicagao dos Teoremas

Lema 3.5 (Lema 5.3 em [4]). Seja [P C o}, uma banda do tipo B. Entdio,
param >k > 1, temos #Slfm = F,,_1. Seja I{* C o}, uma banda do tipo A.
Entdo, para k>0 em > k+2, temos #5;,, = #SP,5 = Fn-k—2-

Demonstracao. Observamos que o procedimento para a construcao das clas-
ses de intervalos S, e S, é tal que paral € Z com k+1>1 (em 0y nao
ha bandas do tipo B), temos #S,il,mﬂ = #S,fm, e para k + 1 > 0, temos
#S/?-i-l,m—i—l - #Slém‘

Pelo Lema 3.4, também temos que #S,f’m = #S,fw’m para m > k + 2.
Com efeito, seja I{!. Pelo item (1) do Lema 3.4, I;! contém uma tinica banda
do tipo B de oj.9, que denotaremos por I,f+2. Logo, toda banda de o,,,
m > k+2, contida em I ,, estard contida em I, e assim, #S7,, , < #S¢,..
Por outro lado, como toda banda de o, contida em ;! também estd contida
em I, ,, segue-se que #Sﬁm < H#SP om-

Portanto, concluimos da discussao anterior que #S,ffm = #Sfm_k 4 €
#Sﬁm = #557714g = #Sfmfk = #Sfmfkfl'

A prova do Lema 3.5 se da por indugao. Note primeiramente que #Sfim 1

1 = Fy e #SF,.., =2 = F,. Assuma que #SJ ., = F para | =
0, 1 ..., k > 2 e considere #SP ., ... Seja I’ C 0, uma banda do

tipo B em 0, Pelo Lema 3.4, existe uma banda do tipo A, I2},; C 041

com I, C I7, e duas bandas do tipo B, I,
]A

m—+2,j

#Sﬁ,erkJrl = #S$+1,m+k+1 +2#S£+2,m+k+l = #Sé,m+k+2#sﬁ,m+k+1 -
#S£+2,m+k + Q#Srl?z,m+k—1 = #Sg,m—i-k—Q + Q#Sg,m-l—k—l = Fr2+2F, =
Friq. O

C Omy2, 7 = 1,2 com

- Iﬁ. Portanto, para £ > 1, temos

O conjunto o, é composto de F,, bandas disjuntas, I} 12, ... I Es-

sas bandas sao todas disjuntas em relagao as bandas de tipo B de 0,41,
Bl B2 B,l(m) . i ) ~
Lo Lybs - Ly (pelo item 1 do Lema 3.4, se [7, for do tipo A, entao
I7. nao contém bandas de 0,,,1; caso contrdrio, o mesmo se segue), enquanto

que as bandas do tipo A de 0,11 estao todas contidas em o, (pela Definigao
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3.1 Uma aplicagao dos Teoremas

3.3). Assim, pelo Lema 3.4, a familia

m? - m?

e 25 28)

¢ uma cobertura para oy para todo k& > m. Como €, C o, (mais preci-
samente, cada elemento de €, esta contido em uma tnica banda de oy),
podemos usar U, para uma fungdo m(¢) < ¢ a ser definida posteriormente.

Necessitamos de dois resultados preliminares adicionais.

Lema 3.6 (Proposicao 5.2 em [29]). Sejam A > 8 e k > 3. Entao, para cada
E € o, tem-se

(2%)(B)] = ¢(V)?, (3.4)

A—d+/(A—4)2—12
. .

em que ((\) =

Lema 3.7 (Equacao 57 em [10]). Se A\ > 4 e k > 1. FEntdo, para cada
E € oy, tem-se
(D™)(B)| < C(2A + 22)F, (3.5)

em que C' é alguma constante positiva.

Podemos agora demonstrar a

2log(2A + 22
Proposicao 3.8 (Proposigao 5.6 em [4]). Sejam p/(\) = %&))
0g

21 1
wA) = }ogzg&Z) (recorde que 1 = \/52+ ). Entdo, para qualquer p(X\) >

(N, {Un oo, escala bem com expoentes u(\) e w(A).

Demonstracao. Fixe v > 0. Seja u(A) = p/(\) + v. Note que pelo lado
esquerdo de (1.14), para cada I € U, que satisfaz I C o,,,,
4e
(Do) (Ey1)

> |E = By, 2 11),

em que E, ; é o tinico zero de D% em I (tome E € [E,, 1, E,, ,.] tal que

D4 (E)| < 4 ¢ |E — E,, ;| > I). Do mesmo modo, se I € U, satisfizer
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3.1 Uma aplicagao dos Teoremas

-[ g O-m—f—la
4e

(Dam+1) (Egi1,1)

assim, pelo Lema 3.6, segue-se que para cada I € U, |(D™)'(E)| > ¢(\)Z,

> |1

w3

e dai que

1)< ] ] <4eC(N)F = e (36)

de
(Dam)'(E)
Por outro lado, pelo lado direito de (1.14), para cada I € U, satisfazendo

I C o, tem-se

V541

(DY (Byr)|
e para l € Um satisfazendo I C 0,1 tem-se
V5 +1
(D) (B

1] =

> 1.

Logo, pelo Lema 3.7,

-
|(Dam+1) (E)]

jrey)

> C(2A+22)" D) = C¢(\) =,

e como ((\) = <€—m) " segue-se que para todo I € U,,,

de
ooz A
|HEC@A+2)W“%:C(Qﬂ>m)
de
’ JTdeS)
_c (Z_m)u(AH S O(&m)“/(AHO(%) > Gl
(&

para algumas constante C C>0.
Pelo Lema 3.5, se k > m, entao todo I € U,, contém no maximo Friim <
C,* 1= elementos de U,,.

Note também que

¢%1m=n<dﬂk2>w=n(%ﬁw-



3.1 Uma aplicagao dos Teoremas

Resumindo-se o que foi obtido anteriormente, mostrou-se que qualquer
I e Um satisfaz
Cett < |1 < em

para alguma constante C' > 0, e que para cada k > m, cada elemento de Uy,
esta contidg em algum elemento de U, de tal forma que nao hd mais do que
Cyn (i—:) elementos de Uk em cada elemento de ﬁm

Para concluir a demonstracao, basta mostrar que se pode estender a
sequencia {(N]m}ﬁ,f:l de intervalos de modo que, para qualquer e, tenha-se
um conjunto U, de intervalos tais que a familia {ﬁ5}0<€<€1 também satisfaca
essas propriedades (talvez com C), substituido por uma outra constante).

Seja € € (em,Em+1) para algum m. Agora, considere os elementos de
Um—i—l- Como cada um estd contido em um elemento de U, que tem compri-
mento > C’gﬁf)‘), todos podem ser estendidos para que estejam ainda dentro
do intervalo correspondente de U,, e que seu comprimento esteja entre e e
Ce* (eles podem se interseptar). Tomemos esses intervalos estendidos como
os elementos de U.. Agora, é facil verificar se a familia {ffs}o<€<€1 satisfaz as

propriedades necessarias. O

Proposicao 3.9 (Proposicao 5.7 em [4]). Fize A > 8 (note que w(\) =

2logn ,
——— < 1) e escolhat € (w(A),1). Seja m(l) = |t - {] e escolha
o5 ()A ) (@), 1) () = [r-1

2log(2X 4 22 . .

A) > ———— . Entao, existe L > 0 tal que a sequéncia {€}°, €
/‘L( ) 10gC()\) ’ { }f L
uniformemente agrupada por Uy com expoentes {oy, &, (\)}, em que

—log(qe) . log Fy_m(e)—2

= —= m d d 3.6 = ——" = d

¢ o8 (En)) (com e, definido em (3.6)) e & g ) (recorde

que F,, é o m—ésimo nimero de Fibonacci).

1

Demonstracao. Claramente, q;a‘ = Em(r) © qfe = Fy_m)—2 0 que, pela Pro-
posicao 3.8 e pelo Lema 3.6, nos dizem que €, ¢ de fato {q;‘%‘,&}—agrupado
por Uy Agora, as condigdes (i) e (i4) da Definicao 2.11 sdo 6bvias a partir
da Proposigao 3.8, bem como a condicao (iv), pelo Lema 3.6. Temos apenas

que verificar que d < § < 1—9 e que d < ay < 1 para algum § > 0. Todavia,
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3.1 Uma aplicagao dos Teoremas

. . 1 - o
ehm &=1—te Ehm ap = ;w(/\), 0 que, pelas suposicoes em t, implicam que
—00 —00

isso é verdade para ¢ suficientemente grande. O

Teorema 3.10 (Teorema 5.1 em [4]). Sejam A > 8 e a(\) = 2esr)loscin),

log(r(A)n)
21 ~
oy Entdo, al <a(M).

Observagao 5. Note que para A < 17, a(\) < 1, de modo que o limitante
3logr(A) —log(C(N)m) _ o

log(r(A)n)

— 2 quando A — o0

superior € nao-trivial. Também, para A > 8,

3logr(A) —log(¢(N)n)  2logn
log(r(A)n) log(C(A))

Demonstracao. Pela observacao feita no inicio do capitulo, basta demonstrar

o limite superior para o, associado a H;.. Mostraremos que para qualquer
b > 0, af < a(A)+d. Pela Proposicao 3.9, desde que w(A) < ¢t < 1
e m(l) = [t-{], €, é uniformemente agrupada por ﬁm(g) com expoentes
{ar, &, p} como definidos acima. Pela Proposicao 3.8, {U e}, escala
bem com expoentes p(A) e w(f). Assim, para que possa aplicar o Corolario
2.14, é suficiente encontrar ¢ tal que (2.14) seja valido para ¢ suficientemente
grande.

1
Uma vez que lim § =1—t e lim ay = —w(\), isso é garantido se
f—r00 £—r00 t
p(A) —1 > 1
W ———— ) <1 —-t)-w),
(i Fam) <0 03

pA) —wA)
0 —2—w(V)
Recorde que p(A) = 1, (A) = p/(A\) + v, para algum v. Assim, desde que

pA) —w)
3 (N) —2—w(N)’

ou seja, enquanto

t <

(3.7)

t <

a desigualdade (3.7) estd garantida para algum v > 0 suficientemente pe-
queno. Isso é obtido para tal ¢, as hipdteses do Corolédrio 2.14, se seguem, e

obtemos

1 '(A) —2—
af < lim oy < —w(\) < 31 w(®)

Jmoacs o) s =Ty YW 0
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3.1 Uma aplicagao dos Teoremas

o que implica, para cada ¢ > 0, em

al < a(A) +4.
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Capitulo 4

Projetos Futuros

Buscaremos estender os resultados obtidos em [4] para classes mais ge-
rais de operadores auto-adjuntos. Talvez a mais importante delas sejam os

chamados operadores de Jacobi (Schrédinger) a valores matriciais, da forma

(Hw)n = DZ,1¢n_1 + Dnd)n-ﬁ-l + Vnwna

em que ¢ € (2(Z,C') e D,, € My,o(C), V,, € Myy(R) definem sequéncias de
matrizes ¢ X { (para as principais motivagoes para o estudo de tais operadores,
vide [35]).

Seguindo-se o roteiro apresentado por [4], acreditamos que os principais

pontos que exigirao uma adaptacao nao-trivial dos argumentos sao:

e A relagao entre o Discriminante D? e a funcao de Green de HY,,., e por
conseguinte uma caracterzacao de espectro deste operador em termos
de D? (Teoria de Floquet). Neste sentido, vale destacar que a Teo-
ria de Floquet para operadores auto-adjuntos a valores matriciais vem
sendo desenvolvida nos ultimos anos, de modo que devemos avaliar a

compatibilidade dos resultados obtidos com o item 5 da Proposicao

A2
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e O Lema 1.2, que fornece um limitante superior para P(q,7’) em termos

de DU(E +1i/T).

Uma vez que, a partir do Lema 1.2, o trabalho consiste em obter estima-
tivas para o polinomio DI(E + i/T), acreditamos que os demais resultados
se seguirao em total analogia.

Vale ainda destacar, como exemplo importante de operador de Jacobi

a valores matriciais, o chamado operador de Dirac discreto unidimensional,

definido em (?(Z, C?) pela lei

me* + 'V, cd*
(Hp(m,c)V), = v,
cd —mc® +V,
em que m > 0, ¢ > 0, (V},)nez é uma sequéncia bilateral de nimeros reais, e

d, d* sao os operadores de diferenca finita:
(dV)(n) =V¥(n+1)—V(n),
(d*W)(n) =¥(n—1) — V(n).
Acreditamos que a relagao entre o discriminante D? e a funcao de Green
de operadores de Dirac ¢ bastante semelhante a relacao entre essas gran-

dezas para operadores de Schrodinger (vide [8]); portanto, a adaptagao dos

resultados de [4] parece ser imediata neste contexto.
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Apéendice A
Propriedades gerais

Neste Apéndice, discutiremos alguns pré-requisitos necessarios para o
desenvolvimento deste trabalho. O material que se segue foi extraido dos

Capitulos 1 e 7 de [38].

A.1 Operadores de Schrodinger discretos: Pro-

priedades

O principal objetivo desta secao é introduzir a notagao a ser empregada na
secao seguinte e estabelecer algumas propriedades relevantes das solugoes de
equacoes de diferenca finita.

Sejam b uma sequéncia bilateral de niimeros reais e a expressao de dife-

renca finita de segunda ordem, simétrica, dada por

T: UZ) — Z)
f(n) = fln+ 1)+ f(n—1)+b(n)f(n).

. (A

(L(Z) é o espaco das sequéncias bilaterais de nimeros complexos). Tal ex-
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A.1 Operadores de Schrodinger discretos: Propriedades

pressao esta associada a matriz tridiagonal infinita

1 b(n) 1 . (A.2)

Também associamos a 7 o problema de autovalor Tu = zu. O cenéario
apropriado para este problema ¢ o espago Hilbert ¢*(Z). No entanto, antes
de prosseguirmos nesta direcao, precisamos considerar a equagao de diferenca

finita
(tu)(n) = u(n—1)+u(n+1)+byu(n) = zu(n), w € (Z), = € C. (A.3)

E simples notar que uma solucao u ¢ unicamente determinada pelos va-
lores u(ng) e u(ng+ 1) em dois pontos consecutivos ng, ng + 1. Segue-se que
existem exatamente duas solucoes linearmente independentes. Combinando-
se (A.3) a férmula de soma por partes, tem-se a férmula de Green

n

D (f(rg) = (719)(F) = Walf.g) = Wi (f. 9) (A.4)

Jj=m

para f,g € ((Z), em que

Wa(f,9) = (f(n)g(n +1) = g(n)f(n +1)), (A.5)

¢ o chamado Wronskiano de f e g.

A formula de Green desempenha um papel importante na obtencao da
propriedade auto-adjunta do operador associado a 7 no espago de Hilbert
(*(Z). Avaliando (A.4) no caso especial onde f e g resolvem (A.3), com o
mesmo parametro z, observamos que o Wronskiano é constante (isto é, nao
depende de n) neste caso. Além disso, é diferente de zero se, e somente

se, f e g s@o linearmente independentes. Uma vez que o espago (linear)
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A.1 Operadores de Schrodinger discretos: Propriedades

das solugoes é bidimensional, podemos escolher duas que sejam linearmente
independentes, ¢ e s, de (A.3) e assim escrever qualquer solugao u de (A.3)
como

W (u, c)
c(n) — W(es) s(n). (A.6)

Para tanto, é conveniente apresentar as seguintes solugoes fundamentais,

¢, s € ((Z), satisfazendo as condigbes iniciais

c(z,ng, o) c(z,ng + 1,n9) =0,

= 1’
(A.7)
s(z,mo,m0) =0, s(z,n0+ 1,n9) = 1.

Uma vez que o Wronskiano de ¢(z,.,n9) s(z,.,n9) ndo depende de n,

podemos avalia-lo em ng, e assim obter
Wi(e(z,.,n0),8(z,.,n0)) = 1; (A.8)

consequentemente, de (A.6), temos que
u(n) = u(ng)e(z,n,ng) + u(ng + 1)s(z,n, no). (A.9)

Por vezes, muitas coisas ficam mais claras quando tratamos (A.3) do
ponto de vista de sistemas dindmicos. Se introduzirmos u = (u,u®) €

U(Z,C), entao (A.3) é equivalente a
un+1)=U(z,n+ Du(n), uln—1)=U(z,n)"uln), (A.10)

em que U(z,.) é dada por

0 1
U(z,n) = ,
-1 z—"b(n)
U lz,n) = 2= bn) 1 : (A.11)
1 0
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A.1 Operadores de Schrodinger discretos: Propriedades

A matriz U(z,n) é chamada de matriz de transferéncia. O fluxo (ndo-

autonomo) correspondente em ¢(Z, C?) ¢ dado pela matriz fundamental

Bz, mg) = c(z,m,ng) c(z,m,ng)
s(z,n+1,n9) s(z,n+1,n0)
U(z,n)...U(z,ng+1) n>ng
= I n=ng ; (A.12)
U(z,n+1)...U(z,n9) n<ng
também chamada de matriz de transferéncia. Mais explicitamente, a equacao

(A.9) é equivalente a

U g [ (A.13)

u(n+1) u(ng +1)
Usando (A.13), vemos que ®(z,n,ngy) satisfaz a lei usual de semigrupo
O(z,n,n9) = P(z,n,n1)P(2z,n1,n0), P(2,n0,n0) =1L (A.14)
Ainda, por (A.6) e (A.8), temos
det ®(z,n,n0) = c(z,n,m0)8(z,n + 1,n9) — c(z,m,n0)s(2,n + 1,n0)

=Wi(c,s) = 1. (A.15)

No6s nao apenas consideraremos H, como também as seguintes restringoes,

de Hy ,,, de H aos subespagos (*(ng, £00):

(He o) () = P(ng £2) +b(ng £ 1)(ng £ 1), n==xne=£1, (A.16)
(1) (n), nZzng+l.

(vale destacar que dom(H ,,,) = {9 € (*(ng, £0) | ¥(ng) = 0}).
Um dos objetos mais importantes na teoria espectral é o resolvente (H —

2)7 2z € p(H), de H. Aqui, p(H) = C\o(H) ¢ o conjunto resolvente de H,
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A.1 Operadores de Schrodinger discretos: Propriedades

definido como conjunto dos pontos z € C tal que (H — z)~! ¢é limitado. A

matriz dos elementos de (H — z)~! é chamada de func¢ao de Green:
G(z,m,n) = (O, (H — 2)7'6,), 2z € p(H). (A.17)
Claramente,

(1 —=2)G(z,m,-) =0n(:), G(z,m,n)=G(z,n,m), (A.18)

(H=2)""f)n) = Y Glzym.n)f(m), fe(Z),=zep(H). (AL9)

mez
Antes de obtermos uma férmula explicita para G(z,m,n), precisamos
construir solugoes u4(z) de (A.3) que sejam quadrado-somdveis em =oo,
respectivamente.
Seja
u(z,.) = (H —2)'0(.) = G(2,0,.), z € p(H). (A.20)
Por construgao, u cumpre (A.3) apenas para n > 0 e n < 0. No entanto,
se tomarmos u(z, —2), u(z, —1) como condigao inicial, podemos obter uma
solugdo u_(z,n) de (A.3), definida em ¢(Z), que coincide com u(z,n) em
n < 0. Portanto, u_(z) satisfaz u_(z) € ¢* (Z), como desejado. Uma solugao
uy(z) € (%(Z) é construida de forma semelhante. Essas solugdes nos permi-
tem escrever a funcao Green de forma mais explicita:
1 uy(z,n)u_(z,m), m<n

Glzm,n) = Wi(uy(2),u_(2)) - uy(z,m)u_(z,n), n<m  (A21)

z € p(H). Com efeito, uma vez que o lado direito de (A.21) satisfaz (A.18)
e é quadrado-somavel em relacao a n, esta deve ser a funcao de Green de H.
Resultados andlogos se seguem para as restrigoes. Com efeito, vale, para

todo z € p(Hy p,)
(Hing = 2)7' )(0) = Y Ganglz,m,m) f(m), (A.22)

m2ng
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A.2 Operadores de Schrodinger discretos com coeficientes
periodicos

em que

B +1 B s(z,n)ux(z,m), m<n
Ging(z,m,n) = W), 5() s mus(em), m<m . (A.23)

E conveniente introduzirmos a notacgao

s(z,n)ux(z,m)
W(us(2),s(2))

(A.24)

gi(zﬂ% nO) = Gﬂ:,no('z)n) TL) =

A.2 Operadores de Schrodinger discretos com
coeficientes periddicos

Alguns dos mais interessantes operadores de Schrodinger discretos sao
aqueles com coeficientes (b,) peridédicos. Nesta segao, discutiremos alguns
aspectos da teoria Floquet com o intuito de investigar este caso. Isso nos
permitird apresentar uma caracterizacao completa do comportamento quali-
tativo das solucoes e, portanto, também uma caracterizacao espectral com-
pleta. Destacamos ainda que a discussao a seguir se concentrara no operador

H, ,,,; consideracoes andlogas se seguem para H_ .

A.2.1 Teoria de Floquet

Assimiremos, a partir daqui, que (b,) é periédica com periodo N > 1 (para
N =1 vide Segoes A.1 ¢ A.2.2).
Hipétese 1. Suponha a existéncia de N € N tal que

b(n+ N) = b(n) (A.25)
Além disso, defina
N N
B=> bng+j)=>_b(j) (A.26)
=1 j=1
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A.2 Operadores de Schrodinger discretos com coeficientes
periodicos

E natural no presente contexto avaliar a matriz de transferéncia ®(z, n, ng)

quando n = ng + N, a qual chamaremos de matriz de monodromia
M(z,n9) = ®(z,n0 + N, ng). (A.27)

Uma vez que nao importa se iniciamos as N etapas em ng, em ng + N
ou mesmo em ng + (N, ¢ € N, inferimos que M(z;ng) é periddico, isto é,
M(z;ng + N) = M(z;n0), ng € Z. Além disso, ainda temos que ®(z;ng +
(N;ng) = M(z;n9)¢. Assim, ®(z;n;n) exibe um comportamento exponen-
cial se nos movemos N pontos em cada etapa. Se considerarmos esse termo
exponencial, o restante deve ser periédico.

A fim de justificarmos tal descri¢ao heuristica, devemos reescrever M (z;nyg).

Usando a periodicidade de (b,,), obtemos de (A.15)
det M (z,ng) = det ®(z,ng + N, ng) = det (2, ng, ng) = 1, (A.28)
e portanto, podemos encontrar uma matriz peridédica Q(z,ng) tal que
M(z,n9) = exp(iNQ(z,n0)), trQ(z,ng) =0. (A.29)
Agora, podemos escrever
O(z,n,n0) = P(2z,n,n9) exp(i(n —ng)Q(z,n)), P(z,n9,m0) =1  (A.30)

Um célculo simples nos mostra que P(z,n,ng) é de fato periédica:

P(z;n+ N,ng) = ®(z,n + N,ng)M(z,n9) ' exp(—i(n — ny)Q(z,m0))
= ®(z,n+ N,ng+ N)exp(—i(n —ng)Q(z,no))

= ®(z,n,n9) exp(—i(n —ny)Q(z — ng)) = P(z,n,no). (A.31)

Desejamos, naturalmente, transformar esse resultado em um resultado
correspondente as solugoes de Tu = zu. O ponto é investigar a forma canonica

da Jordan de M(z,ng) (resp. Q(z,ng)).
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A.2 Operadores de Schrodinger discretos com coeficientes
periodicos

De (A.14) vemos que
M(z,ny) = ®(z,n1 + N,ng + N)M(z,ng)P(z,ng, n1)
= ®(2,n1,n0)M(2,10)P(2,n1,19) ", (A.32)
e consequentemente o discriminante

Az) = 1tr M(z,ng) =

5 (c(z,n0 + N,ng) + s(z,ng + N +1,n9)) (A.33)

N | —

e os autovalores m*(2) (resp.4q(z)) de M(z,ng) (resp. Q(2,n0)),
m*(2) = exp(£iNq(2)) = A(z) £ /(A(2)2 — 1), mT(z)m ™ (2) =1, (A.34)

sao independentes de ng. O ramo tomado na raiz acima é definido como

2N-1
—1
AR?-1)=— IT v--E. (A.35)
=0
em que (Ej)?fo_l sao os zeros de A(z)? — 1.

Os autovalores de m*(z) sdo chamados de multiplicadores de Floquet, e
q(z) é chamado de momento de Floquet.

Agora, podemos computar a forma canonica de Jordan de M(z,ng). Dis-
tinguiremos tres casos.

Caso 1. A(z)? # 1 (e consequentemente m™(z) # m~(z)). Se s(z,ng +

N,ng) # 0, estabelecemos

N 1
e*(z,n0) = , (A.36)
Qbi(Z,TLQ)
onde
mi(z>_c(27n0+N7nO> C(Zan0+N+1an0)
(bi(zan()) = = I .
s(z,no + N, no) m*(z) — s(z,n0 + N + 1, no)

(A.37)
Se s(p,no + N,ng) = 0, entdao s(u,n,ny) é periédico com respeito a n (isso

porque s(u, ng,np) = 0) e s(p, no+N+1,n9) = m?(u) paraalgum o € {+}.
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A.2 Operadores de Schrodinger discretos com coeficientes
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Além disso, det M (u,ng) = 1 nos diz que ¢(p,ng + N,ng) = s(p,no + N +
1,m9)"' = m~(u), e consequentemente ¢_,(z,mng) tende a um limite finito,

¢_o(1,n0), quando z — p. Assim, podemos definir e”(u,ng) = (0,1) e
efa(,u’no) = (17¢—U(M7n0))'

Agora, a matriz

U(z,mo) = (e"(2,n0), ¢ (2,n0)) (A.38)

U(z,n9) "M (2z,n0)U(2,m9) = . (A.39)

Além disso, temos duas solugbes correspondentes (solugoes de Floquet)
us(n, z) = e (z,n9)c(z,m,no) + €5 (z,m0)s(2,n, o), (A.40)

satisfazendo

us(z,n 4+ N) =m*(2)us(z,n). (A.41)

Tratam-se de fungoes L.I. e tinicas (a menos de constantes).
Caso 2: A(z) = +1 (e consequentemente m*(z) = m=(z) = +1) e

M (z,ng) possui dois autovetores L.I.. Necessariamente temos,
M(z,ng) = +£I (A.42)
e nao ha nada a ser feito. Todas as solugoes satisfazem
u(z,n+ N) = tu(z,n). (A.43)

Caso 3: A(z) = +1 (e consequentemente m™(2) = m™(z) = £1) e M(z,ny)

tem somente um autovetor. Se s(z,ng + N,ng) # 0, tomamos

s(z,ng+ N,n 0
(2,10 0) ,6(z,m0) = , (A.44)
s(z,no+N+1,n9)—c(z,n0+N,no) 1
2

e(z,ng) =
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ou, se ¢(z,n9 + N + 1,n9) # 0, tomamos

c(z,n0+N,no)—s(z,no+N+1,n0)
2

1
, é(z,ng) = (A.45)
—c(z,no+ N + 1,n9) 0

e(z,ng) =
Se ambos sdo iguais zero, temos o Caso 2. Entao, U(z,ng) = (e(z,no), (2, n0))
transformard M (z,ng) em

+1 1
U(z,m0) "M (2,m0)U(2,m0) = . (A.46)
0 =1

Além disso, existem solugoes u(z), u(z) tais que
u(z,n+ N) = tu(z,n), u(z,n+ N) = tu(z,n) + u(z,n). (A.47)
Resumindo esses resultados, obtemos o Teorema de Floquet.

Teorema A.1. As solucoes de Tu = zu podem ser caracterizadas da sequinte
forma.

(1) Se A(2)? # 1, existem duas solugées satisfazendo
us(z,n) = pe(z,n)e 9" pi(z,n+ N) = pi(z,n). (A.48)
(ii) Se A(z) = £1, entdo todas as solugoes satisfazem
u(z,n+ N) = tu(z,n), (A.49)
ou existem solugoes satisfazendo
u(z,n) =p(z,n), u(z,n) = p(z,n) + np(z,n) (A.50)
com p(z,n+ N) = £p(z,n), p(z,n+ N) = £p(z,n).

Se normalizarmos as solugbes Floquet por uy(z,ng) = 1, elas serao cha-

madas fungoes de Floquet, 11 (z,n,ng), e um calculo direto, nos leva a

¢i(z7n7 nO) - 0(2777’7 nO) + Qbi(Z,TLQ)S(Z, n, TL()),
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A.2 Operadores de Schrodinger discretos com coeficientes
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_ a(z,n+1,n0)
¢+(z,n) = TNET R (A.51)

Note que ¢4(z,n) é periddica, ¢(z,n + N) = ¢+(z,n), e satisfaz a se-

guinte equagao de Riccati:

1
¢+(2,n) = blentD) T b(n),
em que ¢i(z,n) = %, i(z,n) #0.

A.2.2 Conexao com o espectro de operadores de Schrodin-
ger discretos e finitos

Nesta secao, desejamos obter mais informagoes sobre H, ,,, ao considerarmos

operadores de Schrodinger discretos e finitos. Para tanto, consideraremos os

operadores
bnoJrl 1 e—i@
1 bn0+2
S5
H, = : (A.52)
bn0+N71 1
eie 1 bn0+N
com 0 € [0,2m). Estes estao associados as condigoes de contorno
u(ng) exp(i0) — u(ng + N) =0,
() expl(i6) — u(no + N) .

u(ng + 1) exp(if) — u(ng+ 1+ N) =0.

O espectro de ﬁso ¢ dado pelos zeros, {Ef}jyzl, da equacao caracteristica
) N

det(z — H ) =[] (= - EY). (A.54)
j=1

Agora, estendendo as autofuncoes de ﬁso para uma solucao de (A.3) em

{(ng, +00), obtemos uma solucao com a propriedade u(n+N) = ¢?u(n). Por
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outro lado, qualquer solugao deste tipo da origem a uma autofuncao de ﬁgo.

Em outras palavras,

a(ﬁgo) ={AeR| (mT(\) =) (m () — ) =0 A(N) = cos(6)}.
(A.55)
Além disso, temos a(ﬁgo) = U(Ijlgoe) (0 deve ser entendido como mod 27),
uma vez que os operadores correspondentes sao anti-unitariamente equiva-
lentes.

Para os casos § € {0,7}, definimos Hy) = H 6 H = H, ¢ E) = EJ,
:F

no’

ET = E;. Pela andlise acima, E]i sao os zeros de A(z)

; 1, e podemos

escrever N
1
Az) F1=3 [=-E). (A.56)
j=1
Alz)
Uma vez que os N — 1 zeros de 7 devem entrelacar os N zeros de
z
ambos A(z) £+ 1, deduzimos que
Ef <EF<Ef <Ef<Ef<.. <EFV" g™ (A7)

Os nimeros na sequéncia acima serao denotados por £; ,0 < j < 2N — 1.

Um discriminante tipico é ilustrado abaixo.

QY

J /N /

T [
Ey E, B, \E3 E, /
/ -1 \/

Por fim, usemos estas informacgoes para investigar o(H). Nossa esco-

—t
—

lha para o ramo em (A.35) implica |m*(z)| < 1 para |z| grande (j& que

¥y (z,m,n0) é proporcional a (m™*(2)™)). Assim, 1, é quadrado-somével em
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+o00 para |z| grande. Mas como 1, é holomorfa para z € C\R, é quadrado-
soméavel para todo z € C\ R. Portanto, devemos ter |m™(z)| < 1 para
z € C\R e, portanto, por continuidade, |m*(z)| < 1 para z € C.

Em particular, podemos usar v, para calcular g, (z,n,ny). Tomando

m=n=mny+ N em (A.23), obtemos

g+ (z,m0+N,ng) = s(z,n0+ N,no)4(2,n0+ N,ng) = s(z,n0+N,ng)m*(2),

(A.58)
uma vez que Wy, s) = 1.
Por (A.58), (A.34) e (A.35), o(H) é dado por
N-
o(H)={X € R||A(A U [Esjy Eojaa] (A.59)

e é puramente absolutamente continuo (0,(H) = 0s.(H) = (). Com efeito,
por tais relagoes, {\ € R| |[A(N)| < 1} é o fecho do conjunto de pontos em
que 0 < lim, o Sg4+ (A +in,ng + N,ng) < oo, sendo este tltimo um suporte
minimal para a parte absolutamente continua da medida espectral (vide [38]).

A partir de agora, usaremos a notacao empregada nos capitulos anterio-
res; tomando N = ¢, ng = 0, chamaremos o traco da matriz de monodromia
M(z) = ®(z,q,0) de discriminante de H, ,, = Hf,, e o denotaremos por
D?(z). Note que, de acordo com a definigdo (A.33), DI(z) = 2A(z). Reuni-
mos, a seguir, algumas propriedades importantes de D? que sao empregadas

ao longo do trabalho.

Proposicao A.2. Seja DY como definido anteriormente. Valem as sequintes

propriedades:

1. Os zeros de DY, isto é, {E,1,E.9,... qq}, sao precisamente 0s q

wl:\

?
autovalores reais distintos de H(%) = HE.

2. O especrto essencial de H,, € a imagem inversa por D de [—2,2].
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3. D1 leva o conjunto {2, —2} precisamente aos autovalores de H1(0) e de
Hi(r). Além disso, para todo 1 < j < q, |DYE, (7)) — DY E,;(0))] =
4, em que Eg;(0) = EY.

4. Se (D9)'(E) =0, entao E € R e |DI(E)| > 2.

9. DU(z) = Gl (2,1, )+ em que G, (2,1, q) = G4 o(2,1,q).

per

1
Gger(z, ]-7 q) ’
Demonstragao. 1. Segue-se diretamente de (A.55).

2. Isso ¢ a relacao (A.59).

3. Segue-se diretamente de (A.56).

dD4(z)
dz

q zeros de ambos DY(z) + 2. Logo, se (DY) (E) = 0, entao |DY(E)| > 2.

4. Segue-se de (A.56) que os ¢ — 1 zeros de devem entrelacar os
Naturalmente, tais pontos sao niimeros reais.

5. Por (A.34), basta mostrar que G..(z,1,q) = m*(z). Segue-se de
(A.16) que G,,(2,1,q) = b4(z,q) = m™(2) (lembre-se que p,.(z,0) = 1).

0
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