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Co-orientador: Prof. Dr. Luizdarcy de Matos Castro - UESB

Belo Horizonte - MG

2011



iii

Aos meus pais Hélio e Maria Lourdes
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Resumo

Neste trabalho, estudamos analiticamente, por meio do Prinćıpio Variacional de Bo-

goliubov (PVB), os modelos de Heisenberg puro e XY dilúıdo em suas ligações, ambos,

ferromagnéticos, clássicos (spins cont́ınuos), anisotrópicos, tridimensionais e na presença

de um campo cristalino. Além disso, mostramos a equivalência entre o PVB e a Apro-

ximação Harmônica Auto-Consistente (AHAC) para o caso particular de um hamiltoniano

tentativa harmônico. No modelo de Heisenberg anisotrópico, a magnetização e os diagra-

mas de fase são obtidos como função dos parâmetros do Hamiltoniano. Casos limites,

tais como: os modelos de Heisenberg isotrópico, XY e Rotor Planar, em duas e em três

dimensões, são analisados e comparados com resultados prévios obtidos de aproximações

anaĺıticas bem como simulações de Monte Carlo. No modelo XY anisotrópico dilúıdo,

obtemos a concentração cŕıtica para as ligações e a comparamos com o resultado exato

bem como outros métodos aproximativos, além de analisarmos o Rotor Planar dilúıdo

como um caso limite. Ao mostrarmos a equivalência entre os PVB e a AHAC, chegamos

ao sistema de equações acopladas para os parâmetros variacionais, que surgem do em-

prego do PVB, e ao sistema de equações acopladas para as constantes de acoplamento

que aparecem ao aplicarmos a AHAC, e verificamos que tais procedimentos são idênticos.
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Abstract

In this work, we have analytically studied, by means of the Bogoliubov Variational

Principle (BVP), the pure Heisenberg and XY with bond dilution models, both ferromag-

netic, classical (continuous spins), anisotropic, three-dimensional and in the presence of a

crystalline field. Furthermore, we have shown the equivalence between the BVP and the

Self-Consistent Harmonic Approximation (SCHA) a trial harmonic Hamiltonian. In the

study of anisotropic Heisenberg model, the magnetization and phase diagrams are obtai-

ned as a function of parameters of the Hamiltonian. Limiting cases, such as the isotropic

Heisenberg, XY and Planar Rotor models in two and three dimensions are analyzed and

compared to previous results obtained from analytical approximations and Monte Carlo

simulations. In the study of anisotropic XY model with bond dilution, we have obtai-

ned the critical concentration and compared with the exact result as well as from other

approximation methods, besides reviewing the Planar Rotor diluted system as a limiting

case. By showing the equivalence between the BVP and SCHA, we arrive at a system

of coupled equations for the variational parameters, which arise by employing the BVP,

and the system of coupled equations for the coupling constants that appear employing

the SCHA, and we found that such systems are identical.
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Caṕıtulo 1

Introdução

As transições de fase estão entre os fenômenos mais extraordinários vistos na natu-

reza [1]. Elas envolvem súbitas mudanças em propriedades macroscópicas do sistema,

tais como: descontinuidades ou singularidades nas funções termodinâmicas, refletindo as

mudanças drásticas que ocorrem em ńıvel microscópico. Os exemplos mais comuns de

transições de fase incluem a transição gelo - água e água - vapor. Um exemplo menos

familiar é a mudança de fase encontrada em sistemas magnéticos, a saber: a desmagne-

tização de um ı́mã ao ser aquecido acima de uma certa temperatura. Neste caso, temos

uma transição ferromagnética - paramagnética. Outros exemplos notáveis são: a transição

de um material normal a supercondutor e a transição do Hélio ĺıquido para fase super-

flúıda. Além disso, as transições de fase assumem papéis vitais em cosmologia, f́ısica de

part́ıculas, biologia e sociologia [1].

O estudo de transições de fase, também denominado fenômenos cooperativos [2], é

realizado por meio da mecânica estat́ıstica, uma das teorias de maior sucesso da f́ısica.

Devido à complexidade matemática de estudar fenômenos cooperativos, devem-se intro-

duzir modelos em que os cálculos são reduzidos e simplificados, mas que se preserve a

essência do fenômeno estudado. Por exemplo, no estudo de sistemas magnéticos levamos

em conta apenas as interações entre os primeiros spins vizinhos numa rede e, ainda assim,

conseguimos estudar satisfatoriamente os fenômenos cŕıticos em tais sistemas. Enquanto

as interações diminuirem rapidamente como função da separação, o comportamento cŕıtico

será o mesmo que a de um sistema com interações apenas entre primeiros vizinhos [3].

Apesar do uso de modelos reduzir a complexidade, não significa que os problemas pas-

saram a ser triviais, ao contrário, existem muitos modelos que não apresentam solução

exata.

Um dos modelos de maior sucesso no estudo de sistemas magnéticos é o modelo de

Heisenberg para spins interagentes. Tal modelo é empregado no estudo tanto de siste-

mas puros [4, 5, 6, 7] quanto dilúıdos [8, 9]. Embora tenha sido estudado e empregado
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tanto classicamente [7, 10] quanto quanticamente [6, 5], esse modelo só apresenta solução

anaĺıtica exata em sua versão quântica unidimensional tratada por Bethe para spin -1/2

[11] e em sua versão clássica unidimensional tratada por Fisher [12]. Com efeito, mode-

los tipo Heisenberg tem se mostrado bastante dif́ıceis de serem resolvidos e, então, um

número de modelos variantes mais simples tem sido propostos na literatura [13]. Pode-se

citar os modelos XY e o Rotor Planar, no primeiro, apenas duas componentes do spin

aparecem na expressão do hamiltoniano, enquanto no último, a terceira componente do

spin é descartada. Este truncamento modifica profundamente a simetria do problema e,

conseqüentemente, a natureza do fenômeno cŕıtico. Entretanto, apenas o modelo XY

em sua versão quântica unidimesional para spin - 1/2 foi resolvida exatamente por Lieb,

Schultz e Mattis [14], o que também evidencia a dificuldade de se tratar, analiticamente,

modelos de spin interagentes.

Neste trabalho, estudaremos os modelos de Heisenberg e XY , ambos, anisotrópicos,

tridimensionais, ferromagnéticos, clássicos (spins cont́ınuos) e na prensença de um campo

cristalino. A fim de se tornar a exposição mais clara, vamos escrever o hamiltoniano que

descreve o modelo de Heisenberg mais geral

H = −
∑
〈~r,~r′ 〉

J~r,~r′{Sx~rSx~r′ + Sy~rS
y

~r′
+ λSz~rS

z
~r′
}+D

∑
~r

(Sz~r )2, (1.1)

onde se soma sobre todos os primeiros vizinhos da rede, J~r,~r′ é a interação de troca, λ é a

anisotropia de spin e D é o campo cristalino. O spin clássico de módulo unitário ‖~S~r‖ = 1

possue componentes Sα~r , onde α = x, y, z. Ao modificarmos os valores de λ, D e J~r,~r′ ,

obtemos em alguns casos limites, modelos bidimensionais e tridimensionais conhecidos,

por exemplo, modelos XY e Rotor Planar. Vamos tomar D = 0 e 0 ≤ λ < 1 em (1.1),

assim o Hamiltoniano (1.1) reproduz um dos modelos abaixo
i) λ = 0 modelo XY ;
ii) 0 < λ < 1 modelo de plano-fácil (Tipo XY );
iii) λ = 1 modelo de Heisenberg isotrópico.

 (1.2)

A nomenclatura XY se refere a tendência dos spins se orientarem no plano XY em seu

estado fundamental (T = 0) minimizando a energia. Logo, em i) e ii) os spins tendem a

se orientar no plano XY no estado fundamental, isto é, o eixo-z é energeticamente dif́ıcil.

Em iii) temos o modelo de Heisenberg isotrópico e, portanto, as direções x, y e z são

energeticamente equivalentes, ou seja, não há uma direção mais favorável.

Por outro lado, se tomarmos o limite em que D → ∞ em (1.1), independentemente

do valor da anisotropia λ, conseguimos o modelo Rotor Planar. Note que um campo

cristalino infinito suprime a componente Sz~r , forçando os spins a permanecerem no plano.
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Todos modelos descritos acima apresentam transição de fase em temperatura finita,

exceto o modelo de Heisenberg isotrópico bidimensional. De acordo com o Teorema de

Mermin - Wagner [15], não é esperada ordem de longo alcance em modelos bidimensionias,

em qualquer temperatua finita, para sistemas magnéticos que são isotrópicos no espaço

de spin e estão sujeitos a interações de curto alcance. Além disso, apesar dos modelos

XY e Rotor Planar, ambos bidimensionais, não apresentarem ordem de longo alcance em

temperatura finita, ou seja, magnetização nula, tais modelos exibem uma transição de fase

topológica, não convencional, conhecida como transição de Kosterlitz-Thouless [16]. Kos-

terlitz e Thouless [17, 18] propuseram um tipo diferente de transição de fases, na qual foi

definida uma ordem de longo alcance topológica para certos sistemas bidimensionais, que é

responsável por uma transição de fases topológica caracterizada por uma súbita mudança

na resposta do sistema a perturbações externas. Acredita-se que tal transição topológica

ocorra devido ao desligamento de pares vórtice-antivórtice quando ultrapassamos a tem-

peratura cŕıtica TKT (temperatura de Kosterlitz-Thouless). Um vórtice (antivórtice) é

uma excitação topológica na qual os spins em um caminho fechado ao redor do centro da

excitação gira por 2π (−2π) no mesmo sentido. Diversos sistemas f́ısicos apresentam essa

transição, a saber: filmes de Hélio ĺıquido, filmes de supercondutores e cristais ĺıquidos de

uma única camada. [16].

Com efeito, notamos que as anisotropias λ e D no hamiltoniano (1.1) assumem um

papel important́ıssimo no tipo de transição que é observada. A razão disso é que ao

variarmos essas anisotropias, nós alteramos profundamente a simetria exibida pelo modelo

e, por conseguinte, a sua classe de universalidade.

Sabe-se que na vizinhança de um ponto cŕıtico diversas grandezas termodinâmicas,

tais como: calor espećıfico, compressibilidade e susceptibilidade magnética, apresentam

comportamento singular, com divergências caracterizadas por expoentes cŕıticos. Tais

expoentes determinam a natureza qualitativa do comportamento cŕıtico apresentado por

um dado sistema. Então, pode-se indagar sobre o que influi na determinação de expoentes

cŕıticos de um dado sistema e, por conseguinte, quais caracteŕısticas são importantes em

determinar a natureza da transição de fase. Como é sabido, são poucos os fatores que

interferem na determinação dos expoentes cŕıticos, a saber: dimensionalidade da rede, di-

mensionalidade do espaço de spin e alcance das interações. Além disso, Jasnow et al [10]

propuseram a seguinte hipótese no estudo dos expoentes cŕıticos do modelo de Heisenberg

clássico anisotrópico tridimensional: “os expoentes cŕıticos estão relacionados um a um

com o grupo de simetria do parâmetro de ordem no estado fundamental (T = 0, campo

nulo).” Por exemplo, no hamiltoniano (1.1), fixando λ = 1 e J~r,~r′ = J , ou seja, conside-
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rando a interação de troca constante, podemos analisar a influência do campo cristalino

D na determinação da classe de universalidade por meio das operações de simetria no

estado fundamental, a saber:

i) D = 0 −→ O(3)

ii) D < 0 ⇒ Sz
~r −→ −Sz

~r

iii) D > 0 −→ O(2)

De i) vemos que o hamiltoniano (1.1) é invariante sob a ação do grupo de rotações no

espaço de spin tridimensional, logo o vetor magnetização ~m = 1/N
∑

~r
~S~r pode estar em

qualquer lugar na superf́ıcie de um esfera tridimensional, refletindo a simetria tridimensio-

nal do parâmetro de ordem. Nesse limite recuperamos o modelo de Heisenberg isotrópico.

Já para D < 0, em ii), o estado fundamental é aquele em que todos spins estão alinhados

ao longo do eixo z, minimizando a energia. A única transformação que deixa a energia do

estado fundamental invariante é a operação de inversão Sz~r −→ −Sz~r . Portanto, devido a

hipótese de Jasnow et al, tal sistema passa a pertencer a mesma classe de universalidade

do modelo de Ising. Por outro lado, para D > 0 em iii), o estado fundamental é aquele

em que os spins estão no plano xy, minimizando a energia. Então, rotações dos spins

no plano xy devem deixar a energia do estado fundamental invariante. Logo, tal sistema

pertence a mesma classe de universalidade do modelo XY .

Devido a esse pequeno número de fatores que influenciam os expoentes cŕıticos, siste-

mas muito diferentes do ponto de vista microscópico podem apresentar o mesmo conjunto

de expoentes cŕıticos. Quando isso ocorre, é dito que tais sitemas pertencem à mesma

classe de universalidade. Portanto, entender os estados cŕıticos, num sistema pertencente a

determinada classe de universalidade, leva-nos à compreensão de todos os demais sistemas

dessa classe. Com efeito, o prinćıpio de universalidade significa que devemos selecionar os

modelos matemáticos mais simples posśıveis, que consigam abranger uma classe universal

de fenômenos [19]. Por exemplo, em [20] utilizou-se modelo de spin clássico planar para

estudar suprfluidez em filmes de Hélio liquido.

Estudaremos ao longo dos caṕıtulos, analiticamente, por meio do Prinćıpio Variacional

de Bogoliubov (PVB), os modelos de Heisenberg puro e XY dilúıdo em suas ligações,

ambos, clássicos (spins cont́ınuos), ferromagnéticos, anisotrópicos, tridimensionais e na

presença de um campo cristalino. Além disso, mostraremos a equivalência entre o PVB

e a Aproximação Harmônica Auto-consistente (AHAC) para um determinado tipo de

hamiltoniano.
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1.1 Organização do Trabalho

No caṕıtulo 2, apresentamos o Prinćıpio Variacional de Bogoliubov (PVB) e demons-

tramos a desigualdade de Bogoliubov, para o caso clássico, que será empregada ao longo

de todo o trabalho.

No caṕıtulo 3, mostramos a equivalência entre o PVB e a AHAC para o caso particular

de um hamiltoniano tentativa harmônico.

No caṕıtulo 4, estudamos, analiticamente, o modelo de Heisenberg clássico anisotrópico

tridimensional na presença de um campo cristalino.

No caṕıtulo 5, estudamos, analiticamente, o modelo XY dilúıdo clássico anisotrópico

tridimensional na presença de um campo cristalino.

No caṕıtulo 6, realizamos um estudo numérico do modelo estudado analiticamente no

caṕıtulo 4.

Por fim, no caṕıtulo 7, apresentamos as conclusões obtidas e perspectivas futuras.
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Caṕıtulo 2

Prinćıpio Variacional de Bogoliubov
(PVB)

O prinćıpio variacional de Bogoliubov, também conhecido como desigualdade de Gibbs

- Bogoliubov, é um método aproximativo empregado usualmente no contexto da mecânica

estat́ıstica, tanto clássica [21] quanto quântica [6]. Contudo, essa desigualdade pode

ser mostrada de maneira mais simples no caso clássico que iremos tratar agora. Aqui,

seguimos o caminho traçado no artigo do Falk [22]. Sejam H o hamiltoniano original cuja

solução exata é desconhecida e H0(γ) o hamiltoniano tentativa parametrizado por γ cuja

solução exata é conhecida. A escolha desse hamiltoniano tentativa é arbitrária, porém,

important́ıssima para acurácia dos resultados obtidos. O método será tão eficaz quanto

mais próximo do hamiltoniano original for o hamiltoniano tentativa escolhido. A partir

do hamiltoniano tentativa, podemos determinar a função de partição exata para H0, a

saber:

Z0 =
∑
{σ}

e−βH0 , (2.1)

onde {σ} rotula todos os microestados acesśıveis ao sistema estudado e β = 1
kBT

. Como

a média térmica no ensemble canônico, de uma determinada variável τ , pode ser escrita

como segue

〈τ〉0 =
1

Z0

∑
{σ}

τe−βH0 , (2.2)

então

〈e−βV 〉0 =
1

Z0

∑
{σ}

e−β(H−H0) × e−βH0 =
1

Z0

Z︷ ︸︸ ︷∑
{σ}

e−βH =
Z

Z0

, (2.3)

onde definimos V = H−H0. Obtemos assim,

Z = Z0〈e−βV 〉0. (2.4)
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Devido a convexidade da função ex, podemos escrever a desigualdade abaixo:

ex ≥ 1 + x, (2.5)

A partir da desigualdade acima, obtemos a seguinte expressão:

e−βV+β〈V 〉0 ≥ 1− βV + β〈V 〉0. (2.6)

Realizando a média térmica com relação ao hamiltoniano tentativa H0, em ambos os lados

da Eq.(2.6), chegamos a inequação

eβ〈V 〉0〈e−βV 〉0 ≥ 1,

ou seja,

〈e−βV 〉0 ≥ e−β〈V 〉0 . (2.7)

Fazendo o produto de Z0 com ambos os membros da Eq.(2.7), obtemos

Z0〈e−βV 〉0 ≥ Z0e
−β〈V 〉0 .

Usando a relação entre Z e Z0, Eq.(2.4), chegamos a

Z ≥ Z0e
−β〈V 〉0 . (2.8)

Tomando o logaritmo em ambos os membros da expressão anterior, Eq.(2.8), temos

lnZ ≥ lnZ0 − β〈V 〉0, (2.9)

e multiplicando ambos os lados por −kBT

−kBT lnZ ≤ 〈V 〉0 − kBT lnZ0. (2.10)

Como sabemos, a conexão com a termodinâmica no ensemble canônico é realizada por

meio da energia livre de Helmholtz cuja definição operacional é

F = −kBT lnZ.

Assim, finalmente, conseguimos

F ≤ F0 − 〈H0〉0 + 〈H〉0 ≡ Φ(γ), (2.11)

conhecida como desigualdade de Bogoliubov. Essa inequação é também válida no caso

quântico [22]. A implementação do método consiste, basicamente, em minimizar Φ(γ) com

relação ao parâmetro γ e, a partir dele, obter as grandezas termodinâmicas de interesse.

Esse processo será realizado nos próximos caṕıtulos, quando aplicaremos tal método aos

modelos de Heisenberg e XY tridimensionais.
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Caṕıtulo 3

Equivalência entre o Prinćıpio
Variacional de Bogoliubov (PVB) e a
Aproximação Harmônica
Auto-Consistente (AHAC)

Neste caṕıtulo estamos interessados em mostrar a equivalência entre o PVB e a AHAC

para o caso particular de um hamiltoniano tentativa harmônico aplicado ao modelo XY

tridimensional anisotrópico na presença de um campo cristalino. A motivação para este

estudo se deve a importância dos dois métodos aproximativos na resolução de modelos

estat́ısticos de sistemas magnéticos e a sua vasta aplicação na literatura [23, 7, 24, 21, 6].

Em [25] o modelo XY tridimensional isotrópico na presença de um campo cristalino foi

atacado com ambos os métodos, AHAC e PVB, por meio de um hamiltoniano tentativa

harmônico. Contudo, apesar dos autores tratá-los como métodos distintos, podemos

mostrar que, na verdade, os métodos são equivalentes nesse caso particular. Pois, o

uso de uma hipótese simplificadora não razoável fisicamente ( a ser discutida no fim do

caṕıtulo), no tratamento via PVB, disfarçou a equivalência supracitada. Mas, como será

mostrado a seguir, podemos obter os parâmetros variacionais para o modelo sem o uso de

tal hipótese e, assim, evidenciar essa equivalência.

3.1 Tratamento Via PVB

Para tanto, inicialmente, vamos escrever o hamiltoniano que descreve o modelo estu-

dado:

H = −J
∑
〈~r,~r′ 〉

{Sx~rSx~r′ + Sy~rS
y

~r′
} − Jz

∑
〈~r,~r′ 〉

{Sx~rSx~r′ + Sy~rS
y

~r′
}+D

∑
~r

(Sz~r )2 , (3.1)

onde J é a interação de troca entre spins em camadas paralelas ao plano xy e Jz é a

interação de troca entre spins em diferentes camadas adjacentes. D é o campo cristalino
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e Si~r são as componentes i = x, y, z de um spin clássico de módulo unitário ‖~S~r‖ = 1. A

primeira soma é realizada sobre os spins vizinhos mais próximos nas camadas e a segunda

soma é sobre os spins vizinhos mais próximos entre as camadas. A última soma é realizada

sobre todos os spins. Por questão de conveniência, vamos escrever o hamiltoniano (3.1)

numa representação polar para os spins [7]:

~S~r = (Sx~r , S
y
~r , S

z
~r ) = (sin θ~rcosφ~r, sin θ~rsinφ~r, S

z
~r ),

Sz~r = cos θ~r,

~S~r = (
√

1− (Sz~r )2 cosφ~r,
√

1− (Sz~r )2sinφ~r, S
z
~r ) , (3.2)

onde θ~r e φ~r são os ângulos esféricos do spin no śıtio ~r. Nesta representação o hamiltoniano

(3.1) toma a seguinte forma:

H = −J
2

∑
~r,~a

√
1− (Sz~r )2

√
1− (Sz~r+~a)

2 cos(φ~r+~a − φ~r)

− Jz
2

∑
~r,~c

√
1− (Sz~r )2

√
1− (Sz~r+~c)

2 cos(φ~r+~c − φ~r)

+ D
∑
~r

(Sz~r )2, (3.3)

onde ~a rotula os quatro primeiros vizinhos do śıtio ~r no plano xy e ~c os dois primeiros

vizinhos mais próximos do śıtio ~r ao longo da direção z. Com o intuito de aplicarmos o

PVB, devemos escolher, inicialmente, um hamiltoniano tentativa H0 cuja solução exata

é conhecida. Optamos por um hamiltoniano que é composto por uma parte planar Hφ
o e

uma outra axial Hz
o, a saber

Ho = Hφ
o +Hz

o, (3.4)

onde Hφ
o é dado por

Hφ
o =

γ

4

∑
~r,~a

(φ~r+~a − φ~r)2 +
γz
4

∑
~r,~c

(φ~r+~c − φ~r)2 (3.5)

e Hz
o por

Hz
o = (D + 2J + Jz)

∑
~r

(Sz~r )2, (3.6)

onde γ e γz representam os parâmetros variacionais. A escolha de H0 é motivada pelo fato

de que em baixas temperaturas as diferenças angulares |φ~r+~a−φ~r| << 1 e |φ~r+~c−φ~r| <<
1, então os cossenos em Eq.(3.3) podem ser expandidos em série de Taylor até termos

quadráticos para fornecer (φ~r+~a − φ~r)2 e (φ~r+~c − φ~r)2 em Hφ
0 , já que o termo constante
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oriundo da expanssão não contribui para as médias térmicas e, por isso, será desprezado.

Com essa hipótese de baixas temperaturas, podemos assumir Sz~r ≈ Sz~r+~a e Sz~r ≈ Sz~r+~c,

assim as ráızes quadradas em (3.3) são eliminadas e obtemos D+ 2J + Jz no termo axial

Hz
0. Portanto, numa visão semi-clássica, espera-se que esse hamiltoniano tentativa forneça

resultados acurados no domı́nio de baixas temperaturas.

A fim de aplicarmos o prinćıpio variacional, obteremos os termos que surgem na desi-

gualdade de Bogoliubov (ver caṕıtulo 2). Para tanto, necessitaremos tratar previamente

o Hamiltoniano. O primeiro passo é diagonalizar o hamiltoniano Hφ
o por meio do uso

da transformada de Fourier discreta, ou seja, vamos sair da rede de Bravais para a rede

rećıproca onde o problema é solúvel. A expressão para transformada de Fourier de φ~r é

dada por

φ~r = 1√
N

∑
~q e
−i~q·~rφ~q, (3.7)

com a transformada inversa φ~q dada por

φ~q =
1√
N

∑
~r

ei~q·~rφ~r. (3.8)

Aplicando a transformada (3.7) em (3.5) conseguimos

Hφ
o =

1

2

∑
~q

{γ
∑
~a

(1− e−i~q.~a)φ~qφ ~−q + γz
∑
~c

(1− e−i~q.~c)φ~qφ ~−q}. (3.9)

Os cálculos realizados na obtenção da expressão acima estão dispońıveis no Apêndice A.2.

Voltando à expressão anterior, somando sobre ~a no plano xy e sobre ~c ao longo do eixo z,

obtemos a forma diagonal para o hamiltoniano tentativa planar

Hφ
o =

∑
~q

(γq + γqz)|φ~q|2, (3.10)

onde γq = γ(2− cos qxa− cos qya), γqz = γz(1− cos qzc), a = |~a|, c = |~c| e |φ~q|2 = φ~qφ−~q.

Apesar da parte axial do hamiltoniano (3.6) já estar diagonalizada, vamos escrevê-la

também em termos de ~q, por meio do uso da transformada de Fourier da componente de

spin Sz~r

Sz~r =
1√
N

∑
~q

e−i~q·~rSz~q , (3.11)

cuja transformada inversa é dada por

Sz~q =
1√
N

∑
~q

ei~q·~rSz~r . (3.12)
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Aplicando (3.11) em (3.6), chegamos a

Hz
o = (D + 2J + Jz)

∑
~q

|Sz~q |2, (3.13)

na qual |Sz~q |2 = Sz~qS
z
−~q.

Com o hamiltoniano H0 diagonalizado, podemos calcular a função de partição Z0.

Notando que Hφ
o e Hz

o são independentes, logo

Z0 =
∑
{σ}

e−βH0 =
∑
{σ}

e−β(H
φ
o+Hzo) = Zφ0Zz0 . (3.14)

O cálculo da função de partição Z0 resulta numa integração sobre dφ~q, já que φ é uma

variável cont́ınua. A restrição sobre φ, ou seja, −π ≤ φ ≤ π, é incoveniente na realização

dos cálculos. Por isso, vamos relaxar essa condição e permitir que φ varie entre −∞
a ∞. A justificativa para esse procedimento é que na região de baixas temperaturas

aqui considerada, Zφ0 só terá valor apreciável entre −π e π, pois além desses limites

a exponencial cai suficientemente rápido. Portanto, podemos considerar o intervalo de

integração como sendo de −∞ a ∞. Logo, a integração pode ser realizada em forma

fechada para obtermos

Zφ0 =
∏
~q

[
π

β(γq + γqz)

] 1
2

(3.15)

e

Zzo =
∏
~q

[
π

βΩ

] 1
2

, (3.16)

onde Ω = D + 2J + Jz. A partir da definição da energia livre de Helmholtz estat́ıstica

(2.10), utilizando (3.15) e (3.16), conseguimos

F0 = −kBT
2

∑
~q

ln
π

β(γq + γqz)
− kBT

2
N ln

π

βΩ
(3.17)

que é a energia livre F0 associada ao hamiltoniano tentativa, cujo valor médio < H0 >0

pode ser obtido por meio do uso do teorema de equipartição da energia. Este teorema, a

grosso modo, nos diz que cada termo quadrático na expressão do hamiltoniano contribui

com kBT
2

para enegia interna [27]. Aplicando o teorema de equipartição em (3.10) e (3.13)

chegamos a

〈H0〉0 =
NkBT

2
+
NkBT

2
= NkBT. (3.18)

Para podermos aplicar o PVB, resta calcularmos < H >0, ou seja, a média térmica do

hamiltoniano original com relação ao hamiltoniano tentativa. Entretanto, esse termo não
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pode ser avaliado tão diretamente quanto < H0 >0, portanto, se faz necessário um pouco

mais de manipulações algébricas, como ficará evidente a partir da expressão abaixo

〈H〉0 = −J
2

∑
~r,~a

〈
√

1− (Sz~r )2
√

1− (Sz~r+~a)
2〉0〈cos(φ~r+~a − φ~r)〉0

− Jz
2

∑
~r,~c

〈
√

1− (Sz~r )2
√

1− (Sz~r+~c)
2〉0〈cos(φ~r+~c − φ~r)〉0

+ D
∑
~r

〈(Sz~r )2〉0. (3.19)

O próximo passo é avaliar os termos 〈...〉0 que aparecem na expressão acima. O primeiro

a ser avaliado será a flutuação de spin fora do plano 〈(Sz~r )2〉0, que pode ser, facilmente,

calculado aplicando o teorema de equipartição da energia na expressão (3.6), resultando

em

〈(Sz~r )2〉0 =
kBT

2(D + 2J + Jz)
. (3.20)

Com o uso da seguinte identidade

〈cos(φ~r+~a − φ~r)〉0 = e−
1
2
〈(φ~r+~a−φ~r)2〉0 , (3.21)

válida para variáveis gaussianas (ver Apêndice A.1), notamos que o cálculo do valor médio

de uma função trigonométrica é reduzido a avaliar a média de polinômios, diminuindo a

transcendência do problema. O valor médio que surge na exponencial é calculado em

termos de vetores de onda ~q por meio da transformada de Fourier, analogamente ao que

foi feito no processo de diagonalização de H0, obtendo

〈(φ~r+~a − φ~r)2〉0 =
2

N

∑
~q

(1− λ~q)〈|φ~q|2〉0, (3.22)

onde λ~q = 1
2
(cos qxa+ cos qya) e

〈|φ~q|2〉0 =
kBT

2(γq + γqz)
. (3.23)

Similarmente, podemos escrever

〈cos(φ~r+~c − φ~r)〉0 = e−
1
2
〈(φ~r+~c−φ~r)2〉0 ,

resultando em

〈(φ~r+~c − φ~r)2〉0 =
2

N

∑
~q

(1− λz~q)〈|φ~q|2〉0, (3.24)

onde λz~q = cos qzc. Deste modo, (3.50) toma o seguinte aspecto

〈H〉0 = −J
2

∑
~r,~a

(1− 〈(Sz~r )2〉0)e−
1
N

∑
~q(1−λ~q)〈|φ~q |2〉0
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− Jz
2

∑
~r,~c

(1− 〈(Sz~r )2〉0)e−
1
N

∑
~q(1−λz~q)〈|φ~q |

2〉0

+
∑
~r

D〈|Sz~r |2〉0, (3.25)

onde voltamos a utilizar as hipóteses Sz~r ≈ Sz~r+~a e Sz~r ≈ Sz~r+~c. Podemos, ainda, somar

sobre ~a, ~c e ~r, pois o termo de flutuação de spin (3.20) independe dessas variáveis, de

forma que resta apenas uma soma sobre ~q, como podemos ver na expressão abaixo:

〈H〉0 = −2JN(1− 〈(Sz~r )2〉0)e−
1

2N

∑
~q(2−(cos qxa+cos qya))〈|φ~q |2〉0

− JzN(1− 〈(Sz~r )2〉0)e−
1
N

∑
~q(1−cos qzc)〈|φ~q |2〉0

+
D

Ω

NkBT

2
. (3.26)

Reunindo os valores médios avaliados e substituindo-os na expressão Φ (2.11), obtemos

Φ(γ, γz) = −kBT
2

∑
~q

ln
π

β(γq + γqz)
− kBT

2

∑
~q

ln
π

βΩ

− 2JN(1− 〈(Sz~r )2〉0)e−
1

2N

∑
~q(2−(cos qxa+cos qya))〈|φ~q |2〉0

− JzN(1− 〈(Sz~r )2〉0)e−
1
N

∑
~q(1−cos qzc)〈|φ~q |2〉0

− (2− D

Ω
)
NkBT

2
. (3.27)

Agora, finalmente, podemos aplicar o PVB. Vamos, então, minimizar Φ(γ, γz) com relação

aos parâmetros variacionais γ e γz a partir das condições

∂Φ(γ, γz)

∂γ
= 0 , (a) e

∂Φ(γ, γz)

∂γz
= 0. (b) (3.28)

Antes de avaliarmos (3.28), vamos definir ηxy e ηz como

ηxy =
1

2N

∑
~q

[2− (cos qxa+ cos qya)] 〈|φ~q|2〉0, (3.29)

ηz =
1

N

∑
~q

(1− cos qzc)〈|φ~q|2〉0. (3.30)

Com o intuito de tornar mais claro o cálculo envolvido na minimização de Φ(γ, γz) com

relação aos parâmetros variacionais γ e γz, vamos quebrar a equação (3.27) numa soma

de três termos dependentes de γ e γz, a saber: Φ1, Φ2 e Φ3, mais um termo independente

deles que não vamos rotular, já que será irrelevante no processo de minimização. Seja,

então

Φ1 =
kBT

2

∑
~q

ln (γq + γqz), (3.31)

Φ2 = −2JN(1− 〈(Sz~r )2〉0)e−ηxy , (3.32)

Φ3 = −JzN(1− 〈(Sz~r )2〉0)e−ηz . (3.33)
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Da condição (a) de (3.28), temos que

∂Φ(γ, γz)

∂γ
=
∂Φ1(γ, γz)

∂γ
+
∂Φ2(γ, γz)

∂γ
+
∂Φ3(γ, γz)

∂γ
(3.34)

Avaliando as derivadas que surgem na igualdade acima, obtemos

∂Φ1(γ, γz)

∂γ
=
kBT

2

∑
~q

(2− cos qxa− cos qya)

γq + γqz
≡ kBT

2

∑
~q

γq
γ(γq + γqz)

, (3.35)

onde utilizamos as definições de γq e γqz.

∂Φ2(γ, γz)

∂γ
= 2JN(1− 〈(Sz~r )2〉0)e−ηxy

∂ηxy
∂γ

(3.36)

∂Φ3(γ, γz)

∂γ
= JzN(1− 〈(Sz~r )2〉0)e−ηz

∂ηz
∂γ

. (3.37)

A partir das definições (3.29), (3.30) e da Eq.(3.23) podemos avaliar
∂ηxy
∂γ

e
∂ηz
∂γ

, como

mostrado abaixo

∂ηxy
∂γ

= −kBT
4N

∑
~q

(2− cos qxa− cos qya)2

(γq + γqz)2

≡ −kBT
4N

∑
~q

(
γq

γ(γq + γqz)

)2

. (3.38)

∂ηz
∂γ

= −kBT
2N

∑
~q

(2− cos qxa− cos qya)(1− cos qzc)

(γq + γqz)2

≡ −kBT
2N

∑
~q

γqγqz
(γzγ)(γq + γqz)2

. (3.39)

Reunindo as derivadas parciais obtidas acima e substituindo-as em (3.34), chegamos a

kBT

2γ

∑
~q

γq
γq + γqz

[
1− (1− 〈(Sz~r )2〉0)

(
γq

γ(γq + γqz)
Je−ηxy +

γqz
γz(γq + γqz)

Jze
−ηz
)]

= 0

(3.40)

A equação acima pode ser satisfeita fazendo cada termo na soma sobre ~q nulo. Feito

isso, podemos somar sobre ~q na expressão entre colchetes e fazer uso das definições (3.29),

(3.30) e da Eq.(3.22) para obter(
1− 〈(Sz~r )2〉0

) (
2Jηxye

−ηxy + Jzηze
−ηz
)

=
kBT

2
. (3.41)

A aplicação da condição (b) de (3.28) nos leva a mesma equação acima. Assim, surge um

problema: temos duas variáveis a serem determinadas, γ e γz, mas apenas uma equação.
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É nesse ponto, que os autores [25] assumem uma hipótese simplificadora para contornar

essa aparente dificuldade. Apesar do uso de tal hipótese, a saber:
ηz
ηxy

=
Jz
J

, reduzir

drasticamente os cálculos, ela não é razoável fisicamente, pois espera-se que quanto mais

fraca for a ligação interplanar Jz maior será a flutuação quadrática média ηz, condição que

não é satisfeita por essa hipótese. Mas, investigando as equações (3.21) a (3.24), podemos

encontar uma outra equação envolvendo γ e γz. Escrevendo (3.23) em termos de λ~q e λz~q

encontramos

〈|φ~q|2〉0 =
kBT

2[2γ(1− λ~q) + γz(1− λz~q)]
,

substituindo a expressão acima em (3.29) chegamos a

ηxy =
kBT

2N

∑
~q

(1− λ~q)
2γ(1− λ~q) + γz(1− λz~q)

. (3.42)

Procedimento análogo nos leva à expressão abaixo para ηz

ηz =
kBT

2N

∑
~q

(1− λz~q)
2γ(1− λ~q) + γz(1− λz~q)

. (3.43)

Se multiplicarmos (3.42) por 2γ e (3.43) por γz, e depois somarmos, obteremos

2γηxy + γzηz =
kBT

2
, (3.44)

dessa forma, conseguimos duas equações que poderão, em prinćıpio, ser resolvidas para nos

dar os parâmetros variacionais γ e γz como função das variáveis presentes no hamiltoniano

que define o modelo. Comparando as equações (3.41) e (3.44), podemos identificar

γ = J
[
1− 〈(Sz~r )2〉0

]
e−ηxy , (3.45)

γz = Jz
[
1− 〈(Sz~r )2〉0

]
e−ηz . (3.46)

Contudo, a solução das equações acopladas acima é uma tarefa dif́ıcil. Mas, como o nosso

objetivo aqui é simplismente mostrar a equivalência entre o PVB e a AHAC para esse

modelo em particular, as equações (3.45) e (3.46) já serão suficientes, como ficará evidente.

3.2 Tratamento Via AHAC

A AHAC é um método aproximativo que se baseia na substituição do hamiltoniano

original não solúvel exatamente H, por um hamiltoniano tentativa harmônico H0 com
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parâmetros dependentes da temperatura e que podem ser determinados auto-consistentemente.

Então para o modelo aqui estudado, o hamiltoniano harmônico é dado por:

Ho =
K

4

∑
~r,~a

(φ~r+~a − φ~r)2 +
Kz

4

∑
~r,~c

(φ~r+~c − φ~r)2

+ (D + 2J + Jz)
∑
r

(Sz~r )2, (3.47)

onde as variáveis angulares vem da expanssão dos cossenos e o fator em frente à última

soma vem das hipóteses Sz~r ≈ Sz~r+~a e Sz~r ≈ Sz~r+~c, válida em baixas temperaturas. K e Kz

são as constantes de acoplamentos (stiffness) que levam em conta as não-linearidades das

interações e são dados por [28]

K = J〈
√

1− (Sz~r )2
√

1− (Sz~r+~a)
2 cos(φ~r+~a − φ~r)〉, (3.48)

Kz = Jz〈
√

1− (Sz~r )2
√

1− (Sz~r+~c)
2 cos(φ~r+~c − φ~r)〉. (3.49)

A fim de obtermos K e Kz, as médias acima 〈...〉 são trocadas por 〈...〉0, o que dá

K ≈ J(1− 〈(Sz~r )2〉0)〈cos(φ~r+~a − φ~r)〉0, (3.50)

Kz ≈ Jz(1− 〈(Sz~r )2〉0)〈cos(φ~r+~c − φ~r)〉0. (3.51)

Entretanto, as médias térmicas com relação ao hamiltoniano harmônico (3.47), que surgem

nas equações acima, são idênticas àquelas obtidas com relação ao hamiltoniano tentativa

(3.4) utilizado no PVB, bastando substituir K por J e Kz por Jz. Então, como 〈cos(φ~r+~a−
φ~r)〉0 e 〈cos(φ~r+~c − φ~r)〉0 já foram avaliados (vide equações 3.21 a 3.23) e, além disso,

utilizando as definições (3.29) e (3.30) chegamos às seguintes expressões para K e Kz:

K = J
[
1− 〈(Sz~r )2〉0

]
e−ηxy , (3.52)

Kz = Jz
[
1− 〈(Sz~r )2〉0

]
e−ηz . (3.53)

Comparando as equações acima para K e Kz com as equações (3.45) e (3.46) para γ e γz,

vemos que elas são idênticas. Com efeito, ambos os métodos, a saber: o PVB e a AHAC,

devem fornecer resultados idênticos na análise termodinâmica do modelo, evidenciando,

assim, a equivalência entre os mesmos.
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Caṕıtulo 4

Estudo Anaĺıtico do Modelo de
Heisenberg Clássico Anisotrópico
Tridimensional na Presença de um
Campo Cristalino

O hamiltoniano de Heisenberg é de grande importância no estudo de cristais magne-

ticamente ordenados, pois consegue dar conta de explicar esse ordenamento, mesmo em

temperaturas razoavelmente altas. Esse modelo de spins interagentes serve de protótipo

para o estudo de diversos sistemas f́ısicos, tais como: filme de Hélio ĺıquido, supercondu-

tores e cristais ĺıquidos [16]. Por isso, o referido modelo tem sido extensivamente estudado

tanto quanticamente [6, 5] quanto classicamente [7, 10]. Entretanto, como se sabe, o mo-

delo de Heisenberg só apresenta solução exata em uma dimensão em sua versão quântica

unidimensional tratada por Bethe para spin -1/2 [11] e em sua versão clássica unidimen-

sional tratada por Fisher [12], o que torna fundamental o uso de técnicas anaĺıticas apro-

ximativas. Além disso, problemas com apenas uma dimensão espacial não são reaĺısticos,

logo o estudo de modelos tridimensionais são de grande importância experimental. Neste

caṕıtulo, estudaremos o modelo de Heisenberg clássico anisotrópico tridimensional na

presença de um campo cristalino por meio do prinćıpio variacional de Bogoliubov (PVB).

4.1 O Modelo

O hamiltoniano que descreve o modelo de Heisenberg clássico anisotrópico tridimen-

sional na presença de um campo cristalino é dado por:

H = −J
∑
〈~r,~r′ 〉

{Sx~rSx~r′ + Sy~rS
y

~r′
+ λSz~rS

z
~r′
} − Jz

∑
〈~r,~r′ 〉

{Sx~rSx~r′ + Sy~rS
y

~r′
+ ηSz~rS

z
~r′
}

+ D
∑
~r

(Sz~r )2, (4.1)
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onde a soma atua sobre os primeiros vizinhos da rede, J > 0 é a constante de troca

intraplanar, Jz > 0 é a constante de troca entre interplanar, λ e η são as anisotropias de

troca ou anisotropias no espaço de spin, e comportam-se como anisotropias de plano-fácil

no intervalo (0 ≤ λ < 1 e 0 ≤ η < 1) aqui considerado, já que o comportamento planar

dos spins é favorecido porque minimiza a energia do estado fundamental. O terceiro

termo, corresponde a anisotropia de plano fácil para valores positivos do campo cristalino

D, pois o campo D tende a alinhar os spins no plano xy no estado ordenado. Por

outro lado, para valores negativos do campo cristalino, um comportamento tipo Ising é

favorecido, já que o eixo-z passa a ser energeticamente mais fácil. Com efeito, espera-se

que a natureza da transição de fase seja afetada, em alguns casos limites, quando nós

variarmos os parâmetros D, λ e η. Por exemplo, se fizermos D → ∞ a componente

de spin Sz~r será suprimida e obteremos o modelo rotor planar, no qual os spins tendem

a se alinhar no plano xy em seu estado fundamental e apresenta uma transição de fase

topológica, não usual, conhecida como transição de Kosterlitz-Thouless, caracterizada por

efeitos de vórtices. Ao longo deste caṕıtulo, retornaremos a discutir tal transição e a sua

relação com sistemas f́ısicos.

Com o objetivo de aplicarmos o PVB vamos proceder de maneira análoga ao caṕıtulo

3. Primeiramente, vamos escrever (4.1) numa representação polar [7], normalizar o vetor

de spin clássico ‖~S~r‖ = 1 e somar sobre os vetores ~a e ~c que localizam os primeiros vizinhos

de ~r no plano xy e na direção z, respectivamente. Desse modo chegamos a

H = −J
2

∑
~r,~a

{
√

1− (Sz~r )2
√

1− (Sz~r+~a)
2 cos(φ~r+~a − φ~r) + λSz~r+~aS

z
~r}

− Jz
2

∑
~r,~c

{
√

1− (Sz~r )2
√

1− (Sz~r+~c)
2 cos(φ~r+~c − φ~r) + ηSz~r+~cS

z
~r}

+ D
∑
~r

(Sz~r )2. (4.2)

Agora, propomos um hamiltoniano tentativa harmônico solúvel exatamente, a saber:

Ho =
γ

4

∑
~r,~a

(φ~r+~a − φ~r)2 +
γz
4

∑
~r,~c

(φ~r+~c − φ~r)2 −
Jλ

2

∑
~r,~a

Sz~r+~aS
z
~r

− Jzη

2

∑
~r,~c

Sz~r+~cS
z
~r + (D + 2J + Jz)

∑
~r

(Sz~r )2, (4.3)

onde os parâmetros γ e γz serão determinados variacionalmente por meio da minimização

da energia livre, resultando em equações auto-consistentes. Notando que a parte planar

de (4.3) é idêntica ao do modelo XY tratado no caṕıtulo 3, a sua diagonalização no espaço

dos vetores de onda ~q (os cálculos expĺıcitos estão dispońıveis no Apêndice A.2) nos leva
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à mesma expressão obtida anteriormente para Hφ
0 , ou seja,

Hφ
o =

∑
~q

(γq + γqz)|φ~q|2, (4.4)

cuja função de partição é dada por

Zφo =
∏
~q

[
π

β(γq + γqz)
]
1
2 , (4.5)

onde γq = γ(2 − cos qxa − cos qya), γqz = γz(1 − cos qzc) e |φ~q|2 = φ~qφ−~q. Colocando a

parte axial do Hamiltoniano (4.3) na forma diagonal obtemos (ver Apêndice)

Hz
o =

∑
~q

{1

2
(2D + 4J + 2Jz)− 2Jλγ~q − ηJzγz~q}|Sz~q |2, (4.6)

onde |Sz~q |2 = Sz~qS
z
−~q , γ~q = 1

2
(cos qxa + cos qya) e γz~q = cos qzc. A flutuação fora do plano

pode ser avaliada tomando o limite cont́ınuo no regime de longos comprimentos de onda

(~q ≈ 0) (ver Apêndice A.3), fornecendo

〈(Sz~r )2〉o =
2kBT

π3(Jzη)
1
2Jλ

[
√
δ′ + Jλπ2 arctan (

π(Jzη)
1
2

√
δ′ + Jλπ2

)

−
√
δ′ arctan (

π(Jzη)
1
2

√
δ′

) +
π(Jzη)

1
2

2
ln (1 +

Jλπ2

δ′ + π2Jzη
)], (4.7)

onde δ′ = 2D+ 4J(1−λ) + 2Jz(1− η). Observe que é na parte axial do hamiltoniano que

reside a diferença entre o modelo XY tratado no caṕıtulo 3 e o de Heisenberg aqui avaliado,

resultando, portanto, numa expressão diferente para 〈(Sz~r )2〉o e, assim, em caracteŕısticas

distintas com relação a transição de fase. Como tanto o termo planar quanto o axial são

harmônicos e diagonais, temos pelo teorema da equipartição da energia que o valor médio

do Hamiltoniano é

〈H0〉0 =
NkBT

2
+
NkBT

2
= NkBT. (4.8)

O valor médio do Hamiltoniano original com relação ao harmônico pode ser escrito como

segue

〈H〉0 = − J

2

∑
~r,~a

〈
√

1− (Sz~r )2
√

1− (Sz~r+~a)
2〉0〈cos(φ~r+~a − φ~r)〉0

− Jz
2

∑
~r,~c

〈
√

1− (Sz~r )2
√

1− (Sz~r+~c)
2〉0〈cos(φ~r+~c − φ~r)〉0

+ D
∑
~r

〈(Sz~r )2〉0 −
Jλ

2

∑
~r,~a

〈Sz~r+~aSz~r 〉0 −
Jzη

2

∑
~r,~c

〈Sz~r+~cSz~r 〉0, (4.9)

sendo 〈...〉0 a média com relação ao Hamiltoniano tentativa. As variáveis (φ~r+~a − φ~r) e

(φ~r+~c − φ~r) são gaussianas e, portanto, podemos escrever (vide Apendice A.1)

〈cos(φ~r+~a − φ~r)〉0 = e−
1
2
〈(φ~r+~a−φ~r)2〉0
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e

〈cos(φ~r+~c − φ~r)〉0 = e−
1
2
〈(φ~r+~c−φ~r)2〉0 .

Escrevendo a expressão (4.9) em termos dos vetores de ondas ~q num processo análogo

ao realizado na obtenção de (3.22) e (3.24), e lançando mão das hipóteses Sz~r ≈ Sz~r+~a e

Sz~r ≈ Sz~r+~c, nos termos sob ráızes quadradas, chegamos a:

〈H〉0 = − J

2

∑
~r,~a

(1− 〈(Sz~r )2〉0)e−
1
N

∑
~q(1−γ~q)〈|φ~q |2〉0 +

∑
~q

Ω~q〈|Sz~q |2〉0,

− Jz
2

∑
~r,~c

(1− 〈(Sz~r )2〉0)e−
1
N

∑
~q(1−γz~q )〈|φ~q |

2〉0 (4.10)

onde Ω~q = 1
2
(2D + 4J + 2Jz) − 2Jλγ~q − Jzηγz~q , γ~q = 1

2
(cos qxa + cos qya) e γz~q = cos qzc.

Como os termos de 〈H〉0 não dependem de ~r, ~a e ~c no somatório, podemos escrever (4.10)

como segue

〈H〉0 = − 2JN(1− 〈(Sz~r )2〉0)e−
1

2N

∑
~q(2−(cos qxa+cos qya))〈|φ~q |2〉0

− JzN(1− 〈(Sz~r )2〉0)e−
1
N

∑
~q(1−cos qzc)〈|φ~q |2〉0 +

NkBT

2︸ ︷︷ ︸
〈Hz0〉0=

NkBT

2

. (4.11)

A partir das expressões obtidas, podemos aplicar o PVB e, conseqüentemente, obter os

parâmetros variacionais γ e γz. Substituindo os valores médios avaliados, na desigualdade

de Bogoliubov (2.11), obtemos

Φ(γ, γz) = −kBT
2

∑
~q

ln
π

β(γq + γqz)
− kBT

2

∑
~q

ln
π

βΩ~q

− NkBT

2

− 2JN(1− 〈(Sz~r )2〉0)e−
1

2N

∑
~q(2−(cos qxa+cos qya))〈|φ~q |2〉0

− JzN(1− 〈(Sz~r )2〉0)e−
1
N

∑
~q(1−cos qzc)〈|φ~q |2〉0 . (4.12)

Comparando a expressão acima com (3.27), obtida no caṕıtulo 3, notamos que as duas

expressões apenas diferem quanto aos termos Ω~q e 〈(Sz~r )2〉0, que independem de γ e γz.

Logo, aplicando as condições de minimização (3.28a e 3.28b) à equação acima, obteremos

a mesma expressão (3.41) obtida no caṕıtulo 3, entretanto, com valor distinto para a

flutuação de spin fora do plano 〈(Sz~r )2〉0. Esta, que por sua vez tem grande influência

para a transição de fase exibida pelo modelo. Além disso, a relação (3.44) permanece

válida e, portanto, chegamos as mesmas expressões obtidas, anteriormente, para γ e γz.

Apesar disso, os modelos exibem transições de fase distintas, como ficará evidente na seção

em que analisaremos os resultados numéricos. Com efeito, temos as seguintes equações

acopladas para γ e γz:

γ = J
[
1− 〈(Sz~r )2〉0

]
e−ηxy , (4.13)
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γz = Jz
[
1− 〈(Sz~r )2〉0

]
e−ηz , (4.14)

com 〈(Sz~r )2〉0 dado pela fórmula (4.7), ηxy e ηz dados por (3.29) e (3.30), respectivamente.

Contudo, desacoplar essas duas equações não é uma tarefa fácil. Apesar disso, as

flutuações quadráticas ηxy e ηz podem ser avaliadas tomando o limite cont́ınuo no regime

de longos comprimentos de onda (ver Apêndice A.3), fornecendo:

ηxy =
kBT

2γ
F (g) e ηz =

kBT

2γ

[
1− 2F (g)

g

]
, (4.15)

onde definimos g =
γz
γ

e F (g) é dado por

F (g) =
1

3

[
arctan (g

1
2 )

g
1
2

+
1

2
− 1

2
g ln (1 +

1

g
)

]
. (4.16)

Substituindo (4.16) e (4.15) em (4.13) e (4.14), chegamos nas expressões abaixo para γ e

γz:

γ = J(1− 〈(Sz~r )2〉o)e−
kBT

2γ
F (g) , (4.17)

γz = Jz(1− 〈(Sz~r )2〉o)e−
kBT

2γ
[
1−2F (g)

g
] . (4.18)

O próximo passo em busca de elucidar a termodinâmica do modelo é encontrar os

parâmetros variacionais γ e γz, a partir desse sistema de equações não lineares acima.

Entretanto, como mencionado anteriormente, desacoplar essas equações é um trabalho

muito dif́ıcil. Então, se faz necessário o emprego de métodos numéricos iterativos para que

a partir de um dado valor de t = kBT/J , D/J e Jz/J consiga-se obter γ/J e γz/J , e assim,

a desejada termodinâmica do modelo. No caṕıtulo 6, utilizaremos esse procedimento

iterativo para obtermos as grandezas termodinâmicas e analisar o seu comportamento

em termos das anisotropias γ e η, para diversos valores de Jz/J , D/J e kBT/J . Apesar

disso, na próxima seção, veremos como o uso de uma aproximação para F (g) possibilita o

estudo anaĺıtico em alguns casos limites de interesse, além de prover um meio de se obter

a termodinâmica do modelo sem procedimentos iterativos pesados em casos gerais.

4.2 Hipótese Simplificadora

Vamos definir Q = e−ηxy , α = ηz
ηxy

, t = kBT
J

e ξ = Jz
J

, com o intuito de reescrever a

equação (3.44), em termos desses parâmetros. A partir dessas definições, encontramos

ηxy = − lnQ e ηz = −α lnQ, que quando substitúıdas nas expressões (4.13) para γ e

(4.14) para γz resultam em

γ = J
[
1− 〈(Sz~r )2〉0

]
Q e γz = Jz

[
1− 〈(Sz~r )2〉0

]
Qα,
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substituindo as equações acima em (3.44), encontramos

Q lnQ
[
2 + ξαQα−1] =

−t
2 [1− 〈(Sz~r )2〉0]

. (4.19)

Até aqui, não fizemos nenhuma aproximação adicional, apenas reescrevemos a equação

(3.44). De agora em diante, vamos fazer uma aproximação para F (g) com a intenção de

estudar, analiticamente, alguns casos limites de interesse. Lançaremos mão da seguinte

aproximação para F (g), a saber

Faprox(g) ≈ 1

2 + g
. (4.20)

Essa equação implica que α ≈ 1 e, portanto, ηz ≈ ηxy, significando que as flutuações

quadráticas médias não são muito diferentes no plano e entre os planos. Note, que essa

hipótese é diferente daquela proposta por Darcy et al [25] e discutida no caṕıtulo 3, a

saber: ηz
ηxy

= Jz
J

. Aqui, nós apenas consideramos α ≈ 1 e não fazemos nenhuma restrição

sobre ξ. Neste ponto, cabe uma pergunta: a aproximação (4.20) é satisfatória? Qual o

erro envolvido?

Com o objetivo de responder esses questionamentos, vamos plotar um gráfico de F (g)

e Faprox(g) para 0 ≤ g ≤ 1, e verificar a acurácia de nossa aproximação. A partir da

análise do gráfico abaixo, nota-se que o erro cometido nessa aproximação é menor do que

10%. Apesar desse erro, veremos que os resultados encontrados estão em bom acordo

com aqueles obtidos por outros métodos anaĺıticos. Além disso, observa-se da figura 4.1

que para γz = 0, ou seja, g = 0, F (g) coincide com Faprox(g). Da expressão (4.14),

vemos que uma das maneiras de se conseguir γz = 0 é fazer Jz = 0, isto é, tomar o

limite bidimensional. Portanto, espera-se que para modelos bidimensionais o uso de F (g)

ou Faprox(g) conduzam ao mesmo resultado. Com efeito, substituindo α = 1 em (4.19),

chegamos a

Q lnQ [2 + ξ] =
−t

2 [1− 〈(Sz~r )2〉0]
, (4.21)

que é uma fórmula muito mais simples de se tratar.

Analisaremos, a seguir, os resultados fornecidos pela equação acima, em alguns casos

limites de interesse e os compararemos com os obtidos por meio de outros métodos, a fim

de testarmos a validade da aproximação utilizada. Tomando os limites λ = 0, η = 0,

Jz = 0 e D = 0, no hamiltoniano (4.1), obtemos o modelo XY bidimensional, para o qual

a equação acima se reduz a

Q lnQ =
−t

4[1− 〈(Sz~r )2〉0]
, (4.22)

onde 〈(Sz~r )2〉0 = t/4, resultado obtido de (4.7) por meio de expanssão em série de Taylor até

primeira ordem dos termos envolvendo o logaŕıtimo e o arcotangente, a fim de se eliminar
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Figura 4.1: Curva de F (g) e Faprox(g) para 0 ≤ g ≤ 1.

indeterminações. A temperatura cŕıtica é encontrada usando o fato de 〈(Sz~r )2〉0 ∝ t e

sabendo que na temperatura de transição, a variável Q salta para zero [23], ou seja,

temos a condição abaixo

dQ

dt
|tc → −∞ ou

dt

dQ
|tc → 0. (4.23)

Com o intuito de ilustrar graficamente o motivo pelo qual utilizamos tal condição para

obter a temperatura cŕıtica, vamos plotar o gráfico de Q em função de t para a equação

(4.22).

Note da figura 4.2, que há um trecho da curva que foi tracejada, pois tal região

corresponde a consideramos o calor espećıfico negativo, mas como sabemos do estudo

de estabilidade térmica, o calor espećıfico é não negativo, portanto, a região tracejada

não é fisicamente aceitável. Assim, fazemos a variável Q saltar a zero, evitando a região

sem realidade f́ısica. O valor de t para o qual Q pula para zero é, então, a temperatura
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Figura 4.2: Curva de Q em função da temperatura reduzida t para o modelo XY bidi-
mensional. A curva tracejada refere-se a uma região sem realidade f́ısica, pois equivale a
considerar o calor espećıfico negativo.

de transição. Além disso, da figura 4.2, vemos que a temperatura cŕıtica tc pode ser

obtida tomando a condição
dQ

dt
|tc → −∞. Com efeito, o calor espećıfico apresenta uma

descontinuidade em tc, ao invés da divergência esperada. Essa é uma caracteŕıstica do

método aqui empregado.

Aplicando essa condição em (4.22), obtemos Q = e−1 e, substituindo-o, outra vez em

(4.22), chegamos a uma expressão simples para a temperatura cŕıtica reduzida:

tc =
4

e+ 1
, (4.24)

cujo resultado é tc = 1, 076, valor que também foi obtido por [28] para tal modelo. Note

da figura 4.2, que essa temperatura é, realmente, aquela em que
dQ

dt
|tc → −∞. Agora, se

fizermos λ = 0, η = 0, Jz = 0 e D →∞, no hamiltoniano (4.1), conseguimos 〈(Sz~r )2〉0 → 0

e tc = 1, 472, valor idêntico para tc foi obtido para o modelo rotor planar via AHAC
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[23]. Entretanto, esse valor está bem acima do resultado obtido por simulações de Monte

Carlo [29], a saber: tc = 0, 898. Como discutiremos ainda neste caṕıtulo, em modelos

bidimensionais, devemos levar em consideração correções de vórtices, pois nesses modelos

não é esperada uma transição de fase usual, mas sim uma transição de fase topológica

conhecida como transição de Kosterlitz-Thouless.

Outro caso limite de interesse é o modelo de Heisenberg isotrópico bidimensional, cuja

temperatura cŕıtica é nula, pois não se espera que ocorra transição de fase à temperatura

não nula. Vejamos, então, se conseguimos recuperar tal resultado. A partir de (4.1)

façamos Jz = 0, D = 0 e λ → 1, substituindo esses valores na expressão (4.7) para

〈(Sz~r )2〉0, obtemos

〈(Sz~r )2〉0 =
t

π2
ln

(
1 +

J

Jzη

)
, (4.25)

note que não tomamos o limite Jz → 0 ainda, por conveniência. Procedendo de maneira

análoga aos casos analisados anteriormente, obtemos Q = e−1, substituindo esse valor em

(4.21), chegamos a seguinte expressão para tc

tc =
4

e+ 2
ln(1+ J

Jzη
)

π2

, (4.26)

tomando o limite Jz → 0 na fórmula acima, tc → 0 e, portanto, recuperamos o resultado

esperado para tal modelo.

Até aqui, consideramos limites bidimensionais e, portanto, conforme discussão ante-

rior, F (g) e Faprox(g) devem nos levar a resultados idênticos. Mas, agora, passaremos a

analisar alguns casos limites tridimensionais. O primeiro deles será o rotor planar tridi-

mensional isotrópico, que pode ser obtido de (4.1) tomando Jz = J e D →∞. Com isso

obtemos 〈(Sz~r )2)〉0 = 0 e Q = e−1, substituindo-os em (4.21), encontramos a temperatura

de transição tc = 6e−1 ≡ 2, 207, em bom acordo com simulação de Monte carlo [30], a

saber: tc = 2, 17. A AHAC [25] nos fornece para esse limite, tc = 2, 190, valor bem

próximo ao obtido aqui.

Podemos obter também a temperatura de transição para o modelo de Heisenberg

tridimensional isotrópico, fazendo Jz = J , D = 0, λ = 1 e η = 1 no hamiltoniano (4.1).

Procedimento análogo nos leva a tc = 1, 465, em bom acordo com simulação de Monte

Carlo [31] (tc = 1, 443) e com a AHAC [25] (tc = 1, 458).

Outra grandeza termodinâmca importante no estudo de transições de fase de segunda

ordem (também conhecida como transição cont́ınua) em sistemas magnéticos é a magne-

tização. Segundo a fenomenologia de Landau proposta na década de 30, a magnetização

é o parâmetro de ordem de tais sistemas e, por isso, deve se anular na fase desordenanda

(mais simétrica) e ser diferente de zero na fase ordenada (menos simétrica). A componente
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x da magnetização pode ser obtida, aproximadamente, por meio de uma média térmica

com relação ao hamiltoniano tentativa H0, a saber:

m = 〈(Sx~r )〉0 = 〈
√

1− (Sz~r )2 cosφ~r〉0 ≡
[
1− 1

2
〈(Sz~r )2〉0

]
e−

1
2
〈φ~r2〉0 , (4.27)

onde o termo sob a ráız quadrada foi aproximado sob a condição Sz~r � 1 e utilizamos a

relação (3.21) para variável gaussiana φ~r. O valor médio 〈φ~r2〉0 pode ser escrito em termos

do vetor de onda ~q, como

〈φ~r2〉0 =
1

N

∑
~q

〈φ~qφ~−q〉0 =
1

N

∑
~q

〈|φ~q|2〉0, (4.28)

onde utilizamos a expressão (3.7) para transformada de Fourier de φ~r. Aplicando o te-

orema da equipartição de energia na expressão (4.4) obtemos a seguinte fórmula para

〈|φ~q|2〉0
〈|φ~q|2〉0 =

kBT

2(γq + γqz)
, (4.29)

onde γq = γ(2 − cos qxa − cos qya) e γqz = γz(1 − cos qzc). Inserindo a expressão

acima na Eq.(4.28) e tomando o limite cont́ınuo em coordenadas ciĺındricas 1
N

∑
~q

→

a2c

2π4

∫ 2π

0

dθ

∫ π
a

0

qdq

∫ π
c

−π
c

dqz no regime de longos comprimentos de onda ~q ≈ 0 (a integral

está calculada no Apêndice A.3) chegamos, finalmente, na expressão abaixo

m =

(
1− 1

2
〈(Sz~r )2〉0

)
exp

{
− kBT

2π2γ

[
arctan (g

1
2 )

g
1
2

+
1

2
ln

(
1 +

1

g

)]}
, (4.30)

onde g =
γz
γ

conforme definido anteriormente. Podemos reescrever tal expressão em

termos dos parâmetros Q e ξ definidos previamente. Primeiramente, escrevemos ηxy na

Eq.(4.15) usando a aproximação (4.20) para F (g), resultando em

ηxy =
kBT

2γ(2 + g)
,

e como α ≈ 1 dentro da aproximação aqui utilizada, então a razão entre as Eqs.(4.13)

e (4.14) fornecem a seguinte identidade: g = ξ. Com efeito, podemos escrever m como

segue abaixo

m =

(
1− 1

2
〈(Sz~r )2〉0

)
Qν com ν =

2 + ξ

π2

[
arctan (g

1
2 )

g
1
2

+
1

2
ln (1 +

1

g
)

]
. (4.31)

Vamos, a partir de agora, obter valores para a magnetização em alguns casos limites,

em que 〈(Sz~r )2〉0 pode ser facilmente obtido, e postergar até o caṕıtulo 6, a análise numérica

nos casos mais gerais. O primeiro caso que será analisado é o modelo XY bidimensional,
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que pode ser obtido do hamiltoniano (4.1) se fizermos λ = 0, Jz = 0, η = 0 e D = 0,

com isso ν → ∞ e, portanto, m → 0. Esse é um resultado previsto pelo teorema de

Mermin-Wagner [15], pois de acordo com este, simetrias globais cont́ınuas não podem ser

quebradas espontaneamente em sistemas com interações de curto alcance para dimensões

espcacias d ≤ 2. A ausência de ordem de longo alcance prevista por esse teorema não

implica, contudo, numa ausência de transição de fase. Discutiremos, a seguir, o caso

particular do modelo XY bidimensional como exemplo de aplicação de tal teorema e suas

implicações.

O hamiltoniano que descreve o modelo XY clássico é dado por

H = −J
∑
〈~r,~r′ 〉

{Sx~rSx~r′ + Sy~rS
y

~r′
}, (4.32)

note que o estado fundamental (T = 0) é aquele em que todos os spins estão alinha-

dos numa direção, resultando numa máxima magnetização, mas não podemos afirmar

em qual direção no plano xy ele estará alinhado, pois o hamiltoniano é invariante sob

rotações no espaço de spin e, portanto, apresenta uma forma de simetria global cont́ınua.

À medida que aumentamos a temperatura, os spins começam a se desalinhar devido à

agitação térmica e esperamos que para um certo valor de temperatura, a magnetização se

anule, ocorrendo assim uma transição de fase ordem-desordem usual. Contudo, essa ca-

racteŕıstica não é verificada quando calculamos a magnetização, pois encontramos m = 0

para qualquer temperatura não nula, em bom acordo com o teroema de Mermin-Wagner.

Apesar disso, chegamos a um valor finito para a temperatura cŕıtica desse modelo em

(4.22). Então, que tipo de transição está ocorrendo? Tal transição é conhecida na lite-

ratura como transição de Kosterlitz -Thouless [16]. Kosterlitz e Thouless [17, 18] pro-

puseram um tipo diferente de transição de fases, na qual foi definida uma ordem de

longo alcance topológica para certos sistemas bidimensionais, que é responsável por uma

transição de fases topológica caracterizada por uma súbita mudança na resposta do sis-

tema a perturbações externas. Acredita-se que tal transição topológica ocorra devido

ao desligamento de pares vórtice-antivórtice quando ultrapassamos a temperatura cŕıtica

TKT (temperatura de Kosterlitz-Thouless). Um vórtice (antivórtice) é uma excitação to-

pológica na qual os spins em um caminho fechado ao redor do centro da excitação gira

por 2π (−2π) no mesmo sentido. Diversos sistemas f́ısicos apresentam essa transição, a

saber: filmes de Hélio ĺıquido, filmes de supercondutores e cristais ĺıquidos de uma única

camada. [16].

Encerramos este caṕıtulo com a obtenção do gráfico da magnetização m como função

da temperatura t para o modelo rotor planar tridimensional isotrópico. Para tal fim,
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vamos tomar os limites em que D →∞ e Jz = J no hamiltoniano (4.1) e, então, calcular

〈(Sz~r )2〉0 nesses limites. Como esperado, 〈(Sz~r )2〉0 = 0, pois o campo cristalino muito

intenso faz com que a componente Sz~r seja suprimida do espaço de spin. Então, de (4.31)

obtemos

m = Qν com v =
3

π2

(
π

4
+

1

2
ln 2

)
≈ 0.344078, (4.33)

mas de (4.21) com ξ = 1, temos t = −6Q lnQ. Invertendo a equação acima para obtermos

Q = m
1
ν e, portanto, lnQ = 1

ν
lnm, chegamos a seguinte expressão para t como função

de m

t = −6

ν
m

1
ν lnm. (4.34)

Apesar de esperarmos uma transição de fase de segunda ordem e, portanto, sem des-

continuidade no parâmetro de ordem, notamos, entretanto, que a magnetização se apro-

xima de modo descont́ınuo do valor nulo à medida que aumentamos a temperatura. Tal

descontinuidade é um artif́ıcio do método aqui empregado. Outra informação importante

que podemos obter da figura 4.3 é a temperatura cŕıtica tc, que corresponde àquela na

qual a magnetização cai bruscamente. Note que a temperatura tc = 2, 207 em destaque

nessa figura é justamente aquela que obtemos analiticamente, como não poderia deixar

de ser.

O uso da aproximação para F (g) possibilitou a obtenção da temperatura cŕıtica e a

magnetização para alguns modelos, com certa facilidade, além da comparação com outros

métodos anaĺıticos e simulacionais. Entretanto, a principal utilidade de tal aproximação

é de caráter numérico, pois evita o uso de métodos iterativos pesados para desacoplar

as equações (4.13) e (4.14). Nesses casos limites, verificamos que essa aproximação nos

forneceu valores para tc próximos àqueles obtidos pela AHAC e por simulação de Monte

Carlo. Contudo, em casos gerais, em que η, λ, Jz/J e D/J podem apresentar outras

variações, não sabemos a priori se tal aproximação ainda nos levará a bons resultados,

por isso no caṕıtulo 6 compararemos os resultados obtidos com essa aproximação e aqueles

conseguidos resolvendo numericamente o sistema de equações acopladas para γ e γz.
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Figura 4.3: Curva da magnetização m em função da temperatura reduzida t para o modelo
rotor planar tridimensional isotrópico. O trecho tracejado da curva equivale a uma região
não f́ısica, correspondendo a calor espećıfico negativo. A reta pontilhada indica o valor
da temperatura cŕıtica tc, obtida quando m vai a zero de modo dscont́ınuo.
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Caṕıtulo 5

Modelo XY Clássico Tridimensional
Dilúıdo Anisotrópico na Presença de
um Campo Cristalino

Neste caṕıtulo, estudaremos o modelo XY tridimensional anisotrópico dilúıdo em suas

ligações na presença de um campo cristalino usando o prinćıpio variacional de Bogoliubov

(PVB). O modelo XY é largamente estudado devido à riqueza de seu diagrama de fase e

o caráter de sua transição [1, 23, 32, 38, 33]. Em particular, o modelo XY em duas di-

mensões tem atráıdo a atenção dos pequisadores devido a sua transição de fase topológica

não usual, conforme discussão anterior. Recentemente, o estudo de modelos XY tem

sido motivados não apenas devido a sua aplicabilidade em descrever materiais magnéticos

reais, por exemplo: o diagrama de fases do composto RbFe(MoO4)2 está em bom acordo

com as predições teóricas para o modelo XY clássico bidimensional [38], mas também

em sistemas da matéria condensada, tais como: cristais ĺıquidos [14] e supercondutores

[32, 38].

A versão unidimensional do modelo XY quântico de spin-1/2 foi resolvido exatamente

por Lieb, Shultz e Mattis [14]. Apesar da natureza quântica dos magnetos reais não

poder ser esquecida, o estudo de modelo clássicos continuam sendo um importante objeto

de pesquisa. Existem vários compostos f́ısicos, tais como: Rb2MnF [39], K2MnF4 e

Mn(HCOO)2.2H2O [40] que apresentam átomos de Manganês com spin s = 5/2 em

sua constiuição, permitindo um tratamento clássico, isto é, tratar os spins como vetores.

Em dimensões superiores a um, esse modelo tem sido estudado por técnicas anaĺıticas

aproximadas [32, 23, 1] e simulações de Monte Carlo [41].

O estudo de modelos de sistemas magnéticos dilúıdos tem uma longa história[9]. Vários

sistemas magnéticos foram estudados, podendo-se destacar: as ligas ternárias e os filmes

finos [9]. Além disso, do ponto de vista experimental, material magnético sem impurezas,

ou seja, totalmente puro, é de dif́ıcil acesso. Então, considerar algum tipo de dilúıção
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tornaria o modelo mais reaĺıstico. Na literatura, o modelo rotor planar dilúıdo em suas

ligações foi estudado por meio da aproximação harmônica auto-consistente (AHAC) [24],

onde nesse artigo os autores obtiveram o diagrama de fases e a concentração cŕıtica para

o modelo. Aqui, também vamos obter a concentração cŕıtica e, posteriormente, comparar

com os resultados simulacionais e anaĺıticos dispońıvies na literatura.

5.1 Percolação

Antes de estudar analiticamente o modelo XY dilúıdo, vamos realizar uma breve

discussão sobre percolação. Historicamente, o conceito de percolação surge do estudo

do fenômeno de transporte de um fluido através de um meio poroso. Por exemplo, o

petróleo através de uma rocha, ou a água em um filtro de areia [37]. Além disso, uma

das motivações para pesquisa em percolação vem da descrição de fenômenos cŕıticos [34],

como por exemplo, sistemas ferromagnéticos dilúıdos [37]. Existem também aplicações de

modelos de percolação em diversas situações f́ısicas, tais como: o transporte de corrente

elétrica através de uma rede composta por um grande número de resistores, incêndio em

florestas, prospecção de petróleo e difusão em meios desordenados [36].

O estudo de modelos de percolação se dá, primeiramente, escolhendo a estrutura de

rede que será utilizada, por exemplo: rede quadrada, triangular ou cúbica. Após essa

escolha, definimos a ordem de alcance de percolação: longo alcance ou curto alcance

(modelo de primeiros vizinhos). Aqui, vamos considerar apenas modelos de percolação

de curto alcance. Além disso, podemos classificar a percolação em dois tipos: percolação

por śıtio e percolação por ligação.

Na pecolação por śıtio, cada śıtio de uma rede é aleatoriamente ocupado com uma

probabilidade p e desocupado com probabilidade (1 − p), sendo que os grupos de śıtios

vizinhos ocupados são chamados de aglomerados. Dizemos que ocorreu percolação se

acima de uma certa concentração cŕıtica pc há formação de um aglomerado infinito, ou

seja, obtemos um aglomerado se extendendo de um lado a outro de uma rede infinita.

Na percolação por ligação, todos os śıtios da rede estão ocupados e as linhas ligando

śıtios vizinhos podem existir ou não. Então, definimos p como a probabilidade de existir

essa linha ligando śıtios vizinhos e (1 − p) como a probabildade de não existir tal linha,

e os grupos de śıtios vizinhos conectados são chamados de aglomerados. Então, dizemos

que ocorreu percolação se há formação de um aglomerado infinito acima da concentração

cŕıtica pc.

Vale ressaltar que a concentração cŕıtica ou limiar de percolação pc assume valor

diferente, caso levemos em conta a percolação por śıtio ou por ligação. Por exemplo,
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numa rede quadrada, pc = 0, 5 para percolação por ligação e pc = 0, 592 para percolação

por śıtio [35].

5.2 O Modelo

O modelo XY tridimensional dilúıdo em suas ligações na presença de um campo cris-

talino é definido pelo hamiltoniano

H = −
∑
〈~r,~r′ 〉

J~r,~r′{Sx~rSx~r′ + Sy~rS
y

~r′
} −

∑
〈~r,~r′ 〉

Jz
~r,~r′
{Sx~rSx~r′ + Sy~rS

y

~r′
}+D

∑
~r

(Sz~r )2 , (5.1)

onde J~r,~r′ é a interação de troca entre spins em camadas paralelas ao plano xy e Jz
~r,~r′

é a

interação de troca entre spins em diferentes camadas adjacentes. D é o campo cristalino

e Si~r são as componentes i = x, y, z de um spin clássico de módulo unitário ‖~S~r‖ = 1. A

primeira soma é realizada sobre os spins vizinhos mais próximos nas camadas, a segunda

soma é sobre os spins vizinhos mais próximos entre as camadas e a última soma é realizada

sobre todos os spins. Além disso, consideraremos uma distribuição de probabilidades

aleatória binomial para as ligações J~r,~r′ e Jz
~r,~r′

, dadas por

P (J~r,~r′ ) = pδ(J~r,~r′ − J) + qδ(J~r,~r′ ) e (5.2)

P (Jz
~r,~r′

) = pzδ(J
z
~r,~r′
− Jz) + qzδ(J

z
~r,~r′

) , (5.3)

onde p (pz) é a probabilidade da ligação intraplanar (interplanar) com J~r,~r′ = J (Jz
~r,~r′

= Jz)

e q = 1−p (qz = 1−pz) é a probabilidade da ligação intraplanar (interplanar) com J~r,~r′ = 0

(Jz
~r,~r′

= 0). Analogamente aos caṕıtulos anteriores, vamos escrever o hamiltoniano acima

numa representação polar para os spins[7]:

H = −1

2

∑
~r,~a

J(~a)
√

1− (Sz~r )2
√

1− (Sz~r+~a)
2 cos(φ~r+~a − φ~r)

− 1

2

∑
~r,~c

Jz(~c)
√

1− (Sz~r )2
√

1− (Sz~r+~c)
2 cos(φ~r+~c − φ~r)

+ D
∑
~r

(Sz~r )2, (5.4)

onde ~a rotula os quatro primeiros vizinhos do śıtio ~r no plano x-y e ~c os dois primeiros

vizinhos mais próximos do śıtio ~r ao longo da direção z. Utilizou-se também o fato de

que as interações de troca intraplanar e interplanar só dependem da distância entre os

primeiros spins vizinhos, isto é,

J~r,~r′ = J(|~r − ~r′|), mas ~r
′
= ~r + ~a ∴ J~r,~r′ = J(|~a|) ,
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da mesmo modo, temos que Jz
~r,~r′

= Jz(|~c|).
A fim de aplicarmos o PVB devemos propor um hamiltoniano tentativa H0(γ, γz) cuja

solução exata é conhecida. Seguindo os mesmos passos do caṕıtulo 3, vamos propor um

hamiltoniano composto por uma parte planar Hφ
o e uma outra axial Hz

o, a saber:

Ho = Hφ
o +Hz

o, (5.5)

onde Hφ
o é dado por

Hφ
o =

γ

4

∑
~r,~a

J(a)(φ~r+~a − φ~r)2 +
γz
4

∑
~r,~c

Jz(c)(φ~r+~c − φ~r)2 (5.6)

e Hz
o por

Hz
o =

1

2

∑
~r,~a

J(a)(Sz~r )2 +
1

2

∑
~r,~c

Jz(c)(Sz~r )2 +D
∑
~r

(Sz~r )2, (5.7)

Com a intenção de diagonalizar Hφ
0 , vamos tomar a transformada de Fourier de (5.6) para

nos fornecer

Hφ
o =

γ

2

∑
~q

{∑
~a

J(a)(1− e−i~q~a)φ~qφ ~−q +
γz
2

∑
~c

Jz(c)(1− e−i~q~c)φ~qφ ~−q

}
, (5.8)

escrevendo, também, Hz
0 em termos de ~q, fica

Hz
o =

1

2

∑
~q,~a

J(a)|Sz~q |2 +
1

2

∑
~q,~c

Jz(c)|Sz~q |2 +D
∑
~q

|Sz~q |2. (5.9)

Diferentemente dos sistemas puros tratados nos caṕıtulos anteriores, em sistemas

dilúıdos, temos uma distribuição de probabilidades para as ligações. Isso implica que

devemos tomar, além de uma média térmica, uma média sobre as ligações [...] dadas pela

distribuição de probabilidades (5.2) e (5.3). Ao tomarmos a média nas configurações

chegamos a

[Hφ
0 ] =

∑
~q

γpJ(2− (cos qxa+ cos qya))|φ~q|2 +
∑
~q

γzJzpz(1− cos qzc). (5.10)

Reescrevendo a equação acima de modo mais compacto, temos

[Hφ
o ] =

∑
~q

(γq + γqz)|φ~q|2, (5.11)

onde γq = γpJ(2 − cos qxa − cos qya), γqz = γzpzJz(1 − cos qzc), a = |~a|, c = |~c| e

|φ~q|2 = φ~qφ−~q. Analogamente, podemos escrever a média nas ligações para a parte axial,

fornecendo

[Hz
0] = (2pJ + pzJz +D)

∑
~q

|Sz~q |2 (5.12)
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e para H, resultando em

[H] = −1

2

∑
~r,~a

Jp
√

1− (Sz~r )2
√

1− (Sz~r+~a)
2 cos(φ~r+~a − φ~r)

− 1

2

∑
~r,~c

Jzpz

√
1− (Sz~r )2

√
1− (Sz~r+~c)

2 cos(φ~r+~c − φ~r)

+ D
∑
~r

(Sz~r )2. (5.13)

Após realizar as médias nas ligações, vamos tomar as médias térmicas. O primeiro termo

a ser avaliado é 〈[H0]〉0, cujo resultado é facilmente obtido do teorema da equipartição da

energia, dando

〈[H0]〉0 =
NkBT

2
+
NkBT

2
= NkBT. (5.14)

Com o objetivo de obtermos a energia livre de Helmholtz F0, vamos calcular a função de

partição Z0. Entretanto, observando as equações (3.10) e (3.13) para a parte planar e axial

do hamiltoniano tentativa do caṕıtulo 3, respectivamente, vê-se que essas apresentam a

mesma forma funcional. Logo, a função de partição planar é dada por

Zφ0 =
∏
~q

[
π

β(γq + γqz)

] 1
2

(5.15)

e a axial por

Zzo =
∏
~q

[
π

βΩ

] 1
2

, (5.16)

onde Ω = D+2pJ+pzJz e Z0 = Zφ0Zz0 . A partir da definição da energia livre de Helmholtz

estat́ıstica (2.10), utilizando (5.15) e (5.16), conseguimos

F0 = −kBT
2

∑
~q

ln
π

β(γq + γqz)
− kBT

2
N ln

π

βΩ
(5.17)

Para podermos aplicar o PVB, resta calcularmos 〈[H]〉0, ou seja, a média térmica do

hamiltoniano original com relação ao hamiltoniano tentativa. Contudo, esse termo não

pode ser avaliado tão diretamente quanto 〈[H0]〉0, portanto, se faz necessário um pouco

mais de manipulações algébricas, como ficará evidente a partir da expressão abaixo

〈[H]〉0 = −Jp
2

∑
~r,~a

〈
√

1− (Sz~r )2
√

1− (Sz~r+~a)
2〉0〈cos(φ~r+~a − φ~r)〉0

− Jzpz
2

∑
~r,~c

〈
√

1− (Sz~r )2
√

1− (Sz~r+~c)
2〉0〈cos(φ~r+~c − φ~r)〉0

+ D
∑
~r

〈(Sz~r )2〉0. (5.18)
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O próximo passo é avaliar os termos 〈...〉0 que aparecem na expressão acima. O primeiro a

ser avaliado será a flutuação de spin 〈(Sz~r )2〉0, que pode ser, facilmente, calculado aplicando

o teorema de equipartição da energia na expressão (5.12), resultando em

〈(Sz~r )2〉0 =
kBT

2(D + 2pJ + pzJz)
. (5.19)

Com o uso da seguinte identidade

〈cos(φ~r+~a − φ~r)〉0 = e−
1
2
〈(φ~r+~a−φ~r)2〉0 , (5.20)

válida para variáveis gaussianas (ver Apêndice A.1). O valor médio que surge na expo-

nencial é calculado em termos de vetores de onda ~q por meio da transformada de Fourier,

obtendo

〈(φ~r+~a − φ~r)2〉0 =
2

N

∑
~q

(1− λ~q)〈|φ~q|2〉0, (5.21)

onde λ~q = 1
2
(cos qxa+ cos qya) e

〈|φ~q|2〉0 =
kBT

2(γq + γqz)
. (5.22)

Similarmente, podemos escrever

〈cos(φ~r+~c − φ~r)〉0 = e−
1
2
〈(φ~r+~c−φ~r)2〉0 ,

resultando em

〈(φ~r+~c − φ~r)2〉0 =
2

N

∑
~q

(1− λz~q)〈|φ~q|2〉0, (5.23)

onde λz~q = cos qzc. Deste modo, (5.18) toma o seguinte aspecto

〈[H]〉0 = −Jp
2

∑
~r,~a

(1− 〈(Sz~r )2〉0)e−
1
N

∑
~q(1−λ~q)〈|φ~q |2〉0

− pzJz
2

∑
~r,~c

(1− 〈(Sz~r )2〉0)e−
1
N

∑
~q(1−λz~q)〈|φ~q |

2〉0

+
∑
~r

D〈(Sz~r )2〉0 (5.24)

onde voltamos a usar as hipóteses Sz~r ≈ Sz~r+~a e Sz~r ≈ Sz~r+~c. Podemos, ainda, somar sobre

~a, ~c e ~r, pois o termo de flutuação de spin (5.19) independe deles, restando, somente, uma

soma sobre ~q, como podemos ver na expressão abaixo

〈[H]〉0 = −2JpN(1− 〈(Sz~r )2〉0)e−
1

2N

∑
~q(2−(cos qxa+cos qya))〈|φ~q |2〉0

− pzJzN(1− 〈(Sz~r )2〉0)e−
1
N

∑
~q(1−cos qzc)〈|φ~q |2〉0

+
D

Ω

NkBT

2
. (5.25)
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Reunindo os valores médios avaliados e substituindo-os na desigualdade de Bogoliubov

(2.11), obtemos

Φ(γ, γz) = −kBT
2

∑
~q

ln
π

β(γq + γqz)
− kBT

2

∑
~q

ln
π

βΩ

− 2JpN(1− 〈(Sz~r )2〉0)e−
1

2N

∑
~q(2−(cos qxa+cos qya))〈|φ~q |2〉0

− pzJzN(1− 〈(Sz~r )2〉0)e−
1
N

∑
~q(1−cos qzc)〈|φ~q |2〉0

− (2− D

Ω
)
NkBT

2
. (5.26)

Agora, finalmente, podemos aplicar o PVB. Vamos, então, minimizar Φ(γ, γz) com relação

aos parâmetros variacionais γ e γz a partir das condições

∂Φ(γ, γz)

∂γ
= 0 , (a) e

∂Φ(γ, γz)

∂γz
= 0. (b) (5.27)

Antes de avaliarmos (5.27), vamos definir ηxy e ηz como

ηxy =
1

2N

∑
~q

[2− (cos qxa+ cos qya)] 〈|φ~q|2〉0, (5.28)

ηz =
1

N

∑
~q

(1− cos qzc)〈|φ~q|2〉0. (5.29)

Com o intuito de tornar mais claro o cálculo envolvido na minimização de Φ(γ, γz) com

relação aos parâmetros variacionais γ e γz, vamos quebrar a equação (5.26) numa soma

de três termos dependentes de γ e γz, a saber: Φ1, Φ2 e Φ3, mais um termo independente

deles que não vamos rotular, já que será irrelevante no processo de minimização. Seja,

então

Φ1 =
kBT

2

∑
~q

ln (γq + γqz), (5.30)

Φ2 = −2JpN(1− 〈(Sz~r )2〉0)e−ηxy , (5.31)

Φ3 = −JzpzN(1− 〈(Sz~r )2〉0)e−ηz . (5.32)

Da condição (a) de (5.27), temos que

∂Φ(γ, γz)

∂γ
=
∂Φ1(γ, γz)

∂γ
+
∂Φ2(γ, γz)

∂γ
+
∂Φ3(γ, γz)

∂γ
(5.33)

Avaliando as derivadas que surgem na igualdade acima, obtemos

∂Φ1(γ, γz)

∂γ
=
kBT

2

∑
~q

pJ(2− cos qxa− cos qya)

γq + γqz
≡ kBT

2

∑
~q

γq
γ(γq + γqz)

, (5.34)

onde utilizamos as definições de γq e γqz.

∂Φ2(γ, γz)

∂γ
= 2pJN(1− 〈(Sz~r )2〉0)e−ηxy

∂ηxy
∂γ

(5.35)
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∂Φ3(γ, γz)

∂γ
= pzJzN(1− 〈(Sz~r )2〉0)e−ηz

∂ηz
∂γ

. (5.36)

A partir das definições (5.28), (5.29) e da Eq.(5.22) podemos avaliar
∂ηxy
∂γ

e
∂ηz
∂γ

, como

mostrado abaixo

∂ηxy
∂γ

= −kBT
4N

∑
~q

pJ(2− cos qxa− cos qya)2

(γq + γqz)2

≡ − kBT

4NpJ

∑
~q

(
γq

γ(γq + γqz)

)2

. (5.37)

∂ηz
∂γ

= −kBT
2N

∑
~q

pJ(2− cos qxa− cos qya)(1− cos qzc)

(γq + γqz)2

≡ − kBT

2NpzJz

∑
~q

γqγqz
(γzγ)(γq + γqz)2

, (5.38)

Reunindo as derivadas parciais obtidas acima e substituindo-as em (5.33), chegamos a

kBT

2γ

∑
~q

γq
γq + γqz

[
1− (1− 〈(Sz~r )2〉0)

(
γq

γ(γq + γqz)
e−ηxy +

γqz
γz(γq + γqz)

e−ηz
)]

= 0

(5.39)

A equação acima pode ser satisfeita fazendo cada termo na soma sobre ~q nulo. Feito

isso, podemos somar sobre ~q na expressão entre colchetes e fazer uso das definições (5.28),

(5.29) e da Eq.(5.21) para obtermos(
1− 〈(Sz~r )2〉0

) (
2Jpηxye

−ηxy + Jzpzηze
−ηz
)

=
kBT

2
. (5.40)

A aplicação da condição (b) de (3.28) nos leva a mesma equação acima. Portanto, temos

duas incógnitas e uma equação. Entretanto, investigando as equações (5.20) a (5.23),

podemos encontar uma outra equação envolvendo γ e γz. Escrevendo (5.22) em termos

de λ~q e λz~q encontramos

〈|φ~q|2〉0 =
kBT

2[2γpJ(1− λ~q) + γzpzJz(1− λz~q)]
,

substituindo a expressão acima em (5.28) chegamos a

ηxy =
kBT

2N

∑
~q

(1− λ~q)
2γpJ(1− λ~q) + γzpzJz(1− λz~q)

. (5.41)

Procedimento análogo nos leva à expressão abaixo para ηz

ηz =
kBT

2N

∑
~q

(1− λz~q)
2γpJ(1− λ~q) + γzpzJz(1− λz~q)

. (5.42)
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Se multiplicarmos (5.41) por 2γpJ e (5.42) por γzpzJz, e depois somarmos, obteremos

2γpJηxy + γzηzJzpz =
kBT

2
, (5.43)

dessa forma, conseguimos duas equações que poderão, em prinćıpio, serem resolvidas

para nos dar os parâmetros variacionais γ e γz como função das variáveis presentes no

hamiltoniano que define o modelo. Comparando as equações (5.40) e (5.43), podemos

identificar

γ =
[
1− 〈(Sz~r )2〉0

]
e−ηxy , (5.44)

γz =
[
1− 〈(Sz~r )2〉0

]
e−ηz . (5.45)

Entretanto, desacoplar as equações acima é uma tarefa dif́ıcil e, por isso, vamos proceder

de modo análogo ao caṕıtulo 4.

Iniciamos calculando as flutuações quadráticas ηxy e ηz no regime de longos compri-

mentos de onda. Após realizarmos a integração obtemos as expressões abaixo:

ηxy =
kBT

2γpJ
F (g, h, ξ) e ηz =

kBT

2γpJ

[
1− 2F (g, h, ξ)

ghξ

]
, (5.46)

onde definimos g =
γz
γ

, h =
pz
p

e ξ =
Jz
J

. F (g, h, ξ) é dado por

F (g, h, ξ) =
1

3

[
arctan (ghξ)

1
2

(ghξ)
1
2

+
1

2
− 1

2
ghξ ln

(
1 +

1

ghξ

)]
. (5.47)

Vamos definir Q = e−ηxy , α = ηz
ηxy

e t = kBT
J

, com o intuito de reescrever a equação

(5.43) em função desses parâmetros. A partir dessas definições, encontramos ηxy = − lnQ

e ηz = −α lnQ, que quando substitúıdas nas expressões (5.44) para γ e (5.45) para γz

resultam em

γ =
[
1− 〈(Sz~r )2〉0

]
Q e γz =

[
1− 〈(Sz~r )2〉0

]
Qα,

substituindo as equações acima em (5.43), encontramos

Q lnQ
[
2 + hξαQα−1] =

−t
2p [1− 〈(Sz~r )2〉0]

. (5.48)

A expressão acima se assemelha àquela obtida no caṕıtulo 4, a saber Eq.(4.19). Aqui,

como no caṕıtulo anterior, nos deparamos com uma fórmula para Q de dif́ıcil manipulação

anaĺıtica, como se pode ver das equações (5.46) e (5.47) para ηxy. Procedendo de modo

análogo ao caṕıtulo 4, lançaremos mão de uma aproximação para F (g, h, ξ), a saber:

Faprox(g, h, ξ) ≈
1

2 + ghξ
. (5.49)
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Essa equação implica que α ≈ 1 e, portanto, ηz ≈ ηxy, significando que as flutuações

quadráticas médias não são muito diferentes nas interações intraplanar e interplanar.

A validade de nossa aproximação já foi estudada no caṕıtulo anterior, quando t́ınhamos

Faprox(g), ou seja, uma função de uma única variável, mas agora temos uma função de três

variáveis g, h e ξ. Apesar disso, se fixarmos duas variáveis e analisarmos o comportamento

de F (g, h, ξ) em função de uma única variável, então o estudo realizado, anteriormente,

garante que o erro envolvido nessa aproximação é menor que 10%. Além disso, casos

limites de fácil acesso anaĺıtico serão obtidos e comparados com aqueles obtidos por outros

métodos anaĺıticos dispońıveis na literatura, o que poderá ratificar a validade de nossa

aproximação.

Com efeito, substituindo α = 1 em (5.48), chegamos a

Q lnQ [2 + hξ] =
−t

2p [1− 〈(Sz~r )2〉0]
, (5.50)

que é uma fórmula muito mais simples de se tratar. Analisaremos, a seguir, os resultados

fornecidos pela equação acima, em alguns casos limites de interesse.

Tomando os limites Jz = 0 e D →∞, no hamiltoniano (5.1), obtemos o modelo rotor

planar dilúıdo, para o qual 〈(Sz~r )2〉0 → 0, ou seja, não há dinâmica de spin fora do plano,

e a equação (5.50) se reduz a

Q lnQ =
−t
4p
. (5.51)

A temperatura cŕıtica é encontrada usando o fato de 〈(Sz~r )2〉0 ∝ t, e sabendo que na

temperatura de transição , a variável Q salta para zero, ou seja, temos a condição abaixo

dQ

dt
|tc → −∞ ou

dt

dQ
|tc → 0. (5.52)

Aplicando essa condição em (5.51), obtemos Q = e−1 e, substituindo-o, outra vez em

(5.51), chegamos numa expressão simples para a temperatura cŕıtica reduzida:

tc = 4pe−1. (5.53)

Note que a temperatura de transição tc é função da concentração de ligação p e, quando

tomamos o limite p → 1, recuperamos o valor de tc obtido no caṕıtulo anterior para o

modelo rotor planar puro. A temperatura tc aqui encontrada para o modelo rotor planar

dilúıdo, via PVB, é idêntica àquela obtida via AHAC [24], o que já era de se esperar

haja vista a discussão realizada no caṕıtulo 3 a respeito da equivalência entre os dois

métodos quando utilizamos um hamiltoniano tentativa harmônico no PVB. Além disso,

a aproximação de campo médio (ACM) [42] nos dá tc = 2pJ , resultado bem diferente

daquele obtido aqui.
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Contudo, tanto o PVB quanto a ACM, fornece tc → 0 quando p → 0, em contraste

com a existência esperada de um valor finito para a concentração cŕıtica (espera-se para

uma rede quadrada pc = 1
2

[34]). Essa discrepância entre o valor aqui encontrado e aquele

esperado para concentração cŕıtica, pode ser justificado pelo fato de que em modelos bidi-

mensionais, efeitos de vórtices são importantes, conforme discussão no caṕıtulo anterior.

Em [24], os autores utilizaram correção de vórtices no cálculo da concentração cŕıtica do

rotor planar dilúıdo, obtendo um valor não-nulo para pc, a saber: pc = 0, 3927. Resultado

bem melhor que os obtidos via ACM e PVB, sendo comparável ao resultado exato.

Vamos, agora, obter a concentração cŕıtica pc para o modelo XY tridimensional ani-

sotrópico dilúıdo descrito por (5.1). Primeiro, aplicamos a condição (5.52) em (5.50), com

〈(Sz~r )2〉0 dado por (5.19), conseguindo Q = e−1. Feito isso, voltamos à expressão (5.50) e

substitúımos o valor encontrado para Q, resultando na expressão abaixo para tc

tc =
κ

κ
2ρ

+ 1
, (5.54)

onde κ = 2pe−1(2 +hξ) e ρ = (D/J + 2p+ pzξ). Observando a expressão acima, notamos

que tc → 0 quando p −→ 0, isto é, não observamos um valor finito para a concentração

cŕıtica. Essa é uma dificuldade imposta pelo método aqui utilizado. Segundo [9], apro-

ximações de campo médio aplicada a sistemas com interações magnéticas de curto alcance

e forte diluição não fornecem resultados precisos, visto a sua incapacidade em predizer

uma concentração cŕıtica não nula.
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Caṕıtulo 6

Análise Numérica do Modelo de
Heisenberg Clássico Anisotrópico
Tridimensional na Presença de um
Campo Cristalino

No caṕıtulo 4, estudamos o modelo de Heisenberg clássico anisotrópico tridimensional

na presença de um campo cristalino por meio do PVB. Obtivemos expressões para as

temperaturas de transição em alguns casos limites de fácil acesso anaĺıtico, tais como: o

modelo rotor planar, o modelo XY bidimensional e o modelo de Heisenberg isotrópico

bidimensional. Além disso, encontramos uma expressão para a magnetização e calculamos

o valor da magnetização nos casos limites supracitados. Contudo, como enfatizado no

caṕıtulo em questão, o estudo anaĺıtico considerando variações arbitrárias nos parâmetros

definidos no hamiltoniano (4.1), ou seja, 0 ≤ λ < 1, 0 ≤ η < 1, −∞ < D/J < ∞ e

0 ≤ Jz/J < ∞ são complicadas de serem analisadas de um ponto de vista totalmente

anaĺıtico. Portanto, um estudo numérico é necessário para que regiões intermediárias

sejam analisadas e a f́ısica da transição de fase seja elucidada de modo mais geral.

Neste caṕıtulo, daremos continuidade ao estudo do modelo de Heisenberg iniciado no

caṕıtulo 4, mas numa abordagem numérica. Vamos construir e analisar vários gráficos

de grandezas termodinâmicas de interesse, tais como: magnetização, temperatura de

transição e a flutuação de spin fora do plano, além de esclarecer as influências das aniso-

tropias λ e η nas transições de fase.

6.1 A Anisotropia λ

Nesta seção, estudaremos o comportamento da magnetização, da temperatura de

transição e da flutuação de spin fora do plano em função do parâmetro λ. Trataremos

da anisotropia na região de plano fácil, ou seja, 0 ≤ λ < 1, na qual os spins tendem a se
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alinhar no plano no estado fundamental, isto é, estado de mais baixa energia. Em toda

a análise desta seção, fixaremos η = 0 nas equações obtidas no caṕıtulo 4 e, dessa forma,

poderemos estudar, unicamente, o efeio do parâmetro λ.
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Figura 6.1: Temperatura de transição reduzida tc = kBTc
J

em função do parâmetro λ para
Jz = 0. Os números em cada curva se referem aos valores da anisotropia reduzida D/J .

Iniciamos esta seção, estudando o modelo bidimensional tomando Jz = 0 no hamil-

toniano (4.1). Nesse limite, estudamos o comportamento da temperatura de transição tc

como função da anisotropia de spin λ para alguns valores de anisotropia cristalina reduzida

D/J . Na figura 6.1, notamos que quando λ = 0 e D/J = 0, encontramos tc = 1, 076, valor

obtido para o modelo XY bidimensional, de maneira puramente anaĺıtica, no caṕıtulo 4.

Quando deixamos λ assumir valor não nulo, notamos que a temperatura de transição va-

ria suavemente como função da anisotropia de spin, exceto quando λ → 1. Nesse limite,

a temperatura de transição cai abruptamente para zero, o que concorda com o resul-
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tado previsto na literatura [15], já que em duas dimensões, não é esperado a ocorrência de

transição de fases para o modelo de Heisenberg isotrópico à temperatura diferente de zero.

Contudo, a presença de uma pequena anisotropia cristalina (D/J = 0.5), já é sufuciente

para que uma transição de fase seja observada em temperatura não nula (vide figura 6.1),

pois a presença dessa anisotropia cristalina finita, quebra a simetria da fase ordenada e,
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Figura 6.2: (a) Flutuação de spin fora do plano 〈(Sz~r )〉0 para kBT/J = 0.2 e (b) a
temperatura de transição reduzida tc para D = 0 e Jz = 0. A temperatura cŕıtica é
mostrada em (c) para λ = 0 e em (d) para λ = 1.0.

assim, é esperada a existência de ordem de longo alcance numa temperatura finita. Para

valores maiores de D > 0, a temperatura de transição cresce com D (vide figura 6.1),

o que é perfeitamente justificável, visto que o papel da anisotropia cristalina D é tentar

manter os spins no plano xy e, portanto, será necessário maior agitação térmica para

desordenar o sistema, a fim de que se verifique a transição. No limite em que D → ∞,

isto é, forte anisotropia cristalina, a temperatura cŕıtica tc independe do parâmetro λ, já
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que obtemos uma reta, como se percebe na figura 6.1. Essa caracteŕıstica é justificável,

já que essa intensa anisotropia suprime a componente Sz~r o espaço de spin, e como na

expressão do hamiltoniano (4.1), os parâmetros η e λ aparecem sempre acompanhados de

Sz~r , logo esses termos serão anulados independentemente de η e λ. Nesse limite, obtemos

o rotor planar bidimensional, cujo valor da temperatura cŕıtica está bem acima daquele

obtido via simulação de Monte Carlo (vide tabela 6.1). Como discutido em caṕıtulos an-
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Figura 6.3: Temperatura cŕıtica reduzida kBTc/J = tc em função da anisotropia λ para
diferentes valores do campo cristalino reduzido D/J , no limite isotrópico Jz = J . O
gráfico inserido representa a curva para D/J = 1.0 numa escala mais fina.

teriores, em modelos bidimensionais, efeitos de vórtices são os responsáveis por promover

a transição, e como a aproximação aqui utilizada não leva em conta tais efeitos, então é

compreenśıvel essa discrepância entre o valor aqui obtido e aquele fornecido por Monte

Carlo. Por outro lado, considerando D < 0, ao aumetarmos a intensidade do campo

cristalino, a temperatura de transição tc diminui, pois a componente z do spin é cada vez
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Tabela 6.1: Temperaturas cŕıticas kBTC
J

para o modelo de Heisenberg anisotrópico com
campo cristalino em alguns limites em comparação com resultados obtidos por outros
métodos. Os śımbolos 2-D e 3-D significam, respectivamente, bidimensional e tridimensi-
onal.

Limites isotrópicos MC ou séries PVB

D →∞, Jz = 0 Rotor Planar 2-D 0, 90a 1,472
D →∞, Jz = J Rotor Planar 3-D 2, 17b 2,190

D = 0, Jz = 0, λ = 0 Modelo XY 2-D 0, 78(2)c 1,076
D = 0, Jz = J , λ = η = 0 Modelo XY 3-D 1, 54(1)d, 1, 55e 1,605

D = 0, Jz = J , λ = η = 1 Heisenberg isotrópico 3-D 1, 443f 1,458

aMonte Carlo Ref.[43]
bMonte Carlo Ref.[30]
cMonte Carlo Ref.[44]
dMonte Carlo Ref.[45]
eséries Ref. [46]
fMonte Carlo Ref.[47]

mais realçada e, conseqüentemente, a magnetização no plano é diminuida. Com efeito, a

temperatura cŕıtica decresce. Finalmente, para D/J < −2.0 não há mais ordenamento

no plano xy.

Nas figuras 6.2 (a) e (b), exibimos o comportamento da flutuação de spin fora do plano

〈(Sz~r )〉0 e da temperatura de transição tc, respectivamente, em função da anisotropia λ

para Jz = 0 e D = 0. Observe que o gráfico (a) exibe um mı́nimo e o gráfico (b) um

máximo para o mesmo valor de λ, tal caracteŕıstica se deve ao fato de que as flutuações

de spin fora do plano são responsáveis por desordenar o sistema. Portanto, se 〈(Sz~r )〉0
apresenta um mı́nimo para um determinado valor da anisotropia λ, então será necessário

maior agitação térmica para desordenar o sistema, logo tc exibe um máximo neste valor

de λ. Apesar do gráfico (a) ter sido plotado para uma valor espećıfico de temperatura

reduzida, a saber: kBT/J = 0, 2, o valor de λ para o qual 〈(Sz~r )〉0 exibe um mı́nimo,

não se altera se mudarmos a temperatura, já que pela expressão da flutuação de spin

fora do plano em (4.7), vemos que 〈(Sz~r )〉0 é linear com T . Além disso, veremos adiante

que essa caracteŕıstica é observada para outros valores da anisotropia cristalina reduzida

D/J e da razão entre as interações de troca Jz/J . Nas figuras 6.2 (c) e (d), mostramos

o comportamento da temperatura cŕıtica tc em função da anisotropia cristalina reduzida

D/J para Jz = 0, λ = 0 e λ = 1, respectivamente. Para λ = 0 em (c), note que não

há mais transição se D/J < −2, e para D/J = 10, a temperatura cŕıtica se aproxima

do valor esperado para o modelo rotor planar bidimensional (D → ∞), via PVB (vide

tabela 6.1), portanto, esse valor de anisotropia cristalina já é considerado muito intenso.
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Considerando λ = 1 em (d), observamos que só há transição para valores positivos do

campo cristalino (D > 0).

Consideraremos, a partir de agora, o caso isotrópico tridimensional Jz = J . Como dito

no ińıcio dessa seção, estamos fixando η = 0 e, portanto, Jz = J não implica no modelo

de Heisenberg isotrópico tridimensional, já que a interação interplanar se dá como no

modelo XY . Na figura 6.3, apresentamos o comportamento da temperatura de transição

tc como função do parâmetro λ para alguns valores da anisotropia cristalina reduzida

D/J . Para D → ∞, notamos que a temperatura de transição não varia com λ, ou seja,

é uma constante, a saber: tc = 2, 190. Essa temperatura cŕıtica corresponde a do modelo

rotor planar tridimensional, pois ao tomarmos o limite em que D → ∞ suprimimos a

componente Sz~r do espaço de spin, independentemente do valor do parâmetro λ, culmi-

nando com o valor nulo para a flutuação de spin fora do plano. Esse fato explica a não

variação da temperatura cŕıtica com a anisotropia λ. O valor aqui encontrado para tc

está em bom acordo com os resultados obtidos via simulação de Monte Carlo e AHAC

(vide tabela 6.1). Quando fixamos D/J = 50 (linha pontilhada), que é um alto valor de

anisotropia cristalina, mas um valor finito, observamos que a temperatura cŕıtica varia

muito lentamente com λ, pois não temos a flutuação de spin identicamente nulo, como

no caso de anisotropia cristalina infinita. Para λ = 0 e D = 0 obtemos o modelo XY

isotrópico tridimensional, cujo valor da temperatura de transição é tc = 1, 603, em bom

acordo com a simulação de Monte Carlo (vide tabela 6.1). Da figura 6.3, notamos também,

que a temperatura cŕıtica cresce à medida que D/J cresce, pois quando aumentamos D,

a flutuação de spin fora do plano diminui, isto é, há maior tendência para que as com-

ponentes de spin fiquem no plano. Logo, um aumento do campo cristalino D implica

numa maior agitação térmica necessária para desordenar o sistema e, assim, verificar a

transição de fase. O gráfico inserido na figura 6.3, tem o intuito de evidenciar a variação

da temperatura de transição com λ, quando plotamos o gráfico numa escala adequada.

Observamos que para D/J = 1, por exemplo, a temperatura apresenta um máximo para

um determinado valor de λ. Esse ponto de máximo, pode ser melhor compreendido por

meio da análise da flutuação de spin fora do plano 〈(Sz~r )2〉0. Ao plotarmos o gráfico de

〈(Sz~r )2〉0 em função de λ (ver figura 6.4 (c) e (d)), vemos que a flutuação de spin apresenta

um mı́nino, exatamente, no mesmo valor de λ para o qual a temperatura cŕıtica apresenta

um máximo (ver figura 6.4 (a) e (b)). Essa relação entre flutuação de spin fora do plano

e temperatura de transição, se deve ao fato de que a transição de fase está associada com

a dinâmica de spin fora do plano, pois em T = 0 os spins estão alinhados no plano xy e

quando a temperatura é aumentada, as flutuações térmicas atuam desalinhando os spins



47

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

λ

1,72

1,725

1,73

1,735

1,74

t
c

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

λ

1,79

1,795

1,8

1,805

1,81

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

λ

0,024

0,0245

0,025

0,0255

〈(
S

rz )2 〉 0

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

λ

0,0192

0,0196

0,02

(a) (b)

(d)(c)

D/J=1

D/J=1

D/J=2

D/J=2

Figura 6.4: (a) e (b) temperatura cŕıtica reduzida tc em função da anisotropia λ para
D/J = 1, 0 e D/J = 2, 0, repectivamente. (c) e (d) flutuação de spin fora do plano
〈(Sz~r )〉0 em função de λ para D/J = 1, 0 e D/J = 2, 0, respectivamente. Todas as curvas
foram plotadas no limite isotrópico Jz = J . As curvas para 〈(Sz~r )〉0 foram traçadas para
t = 0, 2.

e desviando-os do comportamento planar. Portanto, quanto maior a flutuação de spin

menor a temperatura de transição, e quando a temperatura cŕıtica exibir um máximo a

flutuação de spin exibirá um mı́nimo. Nas figuras 6.4 e 6.5, as flutuações de spin foram

traçadas para kBT
J

= 0, 2. Entretanto, essa escolha não implica perda de generalidade,

como já discutido anteriormente.

A partir das figuras 6.4 e 6.5, podemos analisar o comportamento da flutuação de spin

fora do plano 〈(Sz~r )2〉0 em função da anisotropia λ, quando aumentamos o valor do campo

cristalino D. A primeira observação se refere ao deslocamento para direita do seu ponto

de mı́nimo, ou seja, o valor de λ para o qual a flutuação é mı́nima, se aproxima cada vez

mais da unidade quando aumentamos D. Além disso, para D crescente e λ fixo, 〈(Sz~r )2〉0
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Figura 6.5: As curvas (a), (b), (c) e (d) mostram a flutuação de spin fora do plano
〈(Sz~r )2〉0 em função do parâmetro λ para D/J = 3, D/J = 4, D/J = 5 e D/J = 6,
respectivamente. Os gráficos foram traçados no limite isotrópico Jz = J para t = 0, 1.

decresce, e no limite em que D →∞, 〈(Sz~r )2〉0 → 0, independentemente do parâmetro λ.

Portanto, nesse limite, obtemos o modelo rotor planar tridimensional. Da nossa discussão

acima, também podemos inferir que à medida que aumentamos D, o ponto de máximo

da temperatura de transição se desloca para direita. Com efeito, vemos assim, como as

anisotropias D e λ interferem na flutuação de spin fora do plano e, por conseguinte, na

temperatura de transição.

Até agora, estudamos os limites bidimensional e tridimensional do hamiltoniano (4.1).

O próximo objetivo é estudar o modelo no limite quase-bidimensional em que Jz/J = 0, 01,

ou seja, um fraco acoplamento interplanar. Nas figuras 6.6 e 6.7, exibimos o gráfico da

flutuação de spin como função da temperatura reduzida t = kBT
J

para alguns valores de

λ, fixando D = 0. No limite em que λ → 0 e η → 0, chegamos ao modelo XY quase-



49

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3
t

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

〈(
S rz )2 〉 0

λ=0
λ=0,3
λ=0,4

2,01 2,02 2,03 2,04 2,05
0,48

0,49

0,5

0,51

J
z
/J=0,01

D=0

Figura 6.6: Flutuação de spin fora do plano 〈(Sz~r )2〉0 em função da temperatura reduzida
t para alguns valores da anisotropia λ. Ao plotarmos as curvas consideramos D = 0
e tomamos o limite quase-bidimensional Jz/J = 0, 01. O gráfico inserido numa escala
adequada, tem o intuito de evidenciar as diferenças entre as curvas.

bidimensional (linha cont́ınua na figura 6.6). Nesse limite, a temperatura de transição do

modelo de Heisenberg de plano fácil corresponde a do modelo XY . Ao aumentarmos o

valor de λ de zero para 0,3 (linha pontilhada na figura 6.6), notamos que a flutuação de

spin fora do plano diminui, o que implica num maior valor para temperatura de transição,

conforme discussão realizada nos parágrafos anteriores. Entretanto, à medida que aumen-

tamos o valor de λ de 0,3 para 0,4 (linha tracejada na figura 6.6), a flutuação de spin

volta a crescer, aproximando-se do seu valor no limite XY . Para valores de λ maiores

ainda (ver figura 6.7), a flutuação de spin cresce, ultrapassando o seu valor no limite XY .

Da figura 6.7, vemos que para algum valor de λ entre 0,4 e 0,5, devemos encontrar uma

reta na qual a flutuação de spin fora do plano seja idêntica a do modelo no limite XY . A
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t para alguns valores da anisotropia λ. Ao plotarmos as curvas consideramos D = 0
e tomamos o limite quase-bidimensional Jz/J = 0, 01. O gráfico inserido numa escala
adequada, tem o intuito de evidenciar as diferenças entre as curvas.

partir da figura 6.8, notamos que o referido valor é λ = 0, 47326. Para esse valor, o modelo

de Heisenberg anisotrópico e o modelo XY apresentam a mesma flutuação de spin fora

do plano e, portanto, a mesma temperatura de transição. Apesar de toda essa análise ter

sido feita para os limites em que η = 0 e D/J = 0, observamos da figura 6.9 que mesmo

para D/J 6= 0 existem valores de λ e η para os quais a flutuação de spin fora do plano do

modelo de Heisenberg coincide com a do modelo XY . Além disso, ao aumentarmos D/J

de zero (linha tracejada) para 0, 1 (linha reta) os valores de λ em que os modelos XY e de

Heisenberg apresentam a mesma temperatura cŕıtica, crescem. Agora, se variarmos Jz/J

de zero (linha reta) para 0, 01 (linha pontilhada), fixando D/J = 0, notamos da figura

6.10 que ainda assim, obtemos valores para (η,λ) em que a flutuação de spin fora do plano
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corresponde àquela do limite XY . Por outro lado, observamos da figura 6.11 que para
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Figura 6.8: Flutuação de spin fora do plano 〈(Sz~r )2〉0 em função da temperatura reduzida
t para alguns valores da anisotropia λ. Ao plotarmos as curvas consideramos D = 0
e tomamos o limite quase-bidimensional Jz/J = 0, 01. O gráfico inserido numa escala
adequada, tem o intuito de evidenciar as diferenças entre as curvas.

Jz/J = 0, 9 e Jz/J = 1, 0 encontramos apenas valores negativos para λ e, portanto, sem

correspondência com o modelo de Heisenberg, já que estamos nos restringindo a região de

plano fácil, ou seja, 0 ≤ λ<1. É bom lembrar que se fizermos λ→ 0 e η → 0, mantendo

D = 0, recuperamos o modelo XY , independentemente dos valores de Jz/J . O fato de

que para certos valores de λ e η, os modelos XY e de Heisenberg apresentam a mesma

flutuação de spin fora do plano e, logo, a mesma temperatura de transição, não implica

que um modelo passou a ser o outro. Apenas podeŕıamos afirmar que o modelo de Hei-

senberg passou a ser o XY se comparássemos os expoentes cŕıticos para os dois modelos,

pois assim podeŕıamos analisar o comportamento de ourtras grandezas termodinâmicas



52

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
η

0,47

0,48

0,49

0,5

0,51

0,52

λ

D/J=0.0
D/J=0.1

J
z
/J=0,01

Figura 6.9: Valores das anisotropias λ e η para os quais a flutuação de spin fora do
plano 〈(Sz~r )2〉0 do modelo de Heisenberg de plano fácil coincide com a do modelo XY .
Nas curvas, consideramos o limite quase bidimensional Jz/J = 0, 01 para as anisotropias
cristalinas reduzidas D/J = 0 e D/J = 0, 1.

na vizinhança da criticalidade. Entretanto, o método aqui utilizado, ou seja, o PVB, não é

eficiente para determinarmos tais expoentes. Com efeito, a correspondência aqui referida

entre ambos os modelos se restringe ao valor da temperatura de transição.

De agora em diante, passaremos a analisar o comportamento da componente x da

magnetização m em função da temperatura reduzida t = kBT
2

para alguns valores da

anisotropia λ, fixando Jz/J = 0, 1 e D/J = 0. Na figura 6.12, notamos que os valores

da magnetização para λ = 0, 1 e λ = 0, 2 são muito parecidos, e para distingui-los é

necessário o uso de uma escala apropriada. Com esse intuito, inserimos um gráfico que

nos permite notar que para λ = 0, 2 (linha tracejada) a curva de magnetização está acima

daquela para λ = 0, 1 (linha cont́ınua), indicando que para este valor de λ a temperatura
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Figura 6.10: Valores das anisotropias λ e η para os quais a flutuação de spin fora do
plano 〈(Sz~r )2〉0 do modelo de Heisenberg de plano fácil coincide com a do modelo XY .
Nas curvas, consideramos o campo cristalino D = 0 nos limites quase-bidimensionais
Jz/J = 0, 01 e Jz/J = 0, 1.

de transição é menor do que para aquele, já que a temperatura cŕıtica é obtida quando

a magnetização cai bruscamente. Nós observamos também que a magnetização não vai

continuamente a zero, ao contrário, se aproxima descontinuamente do valor nulo. Com

efeito, apesar de esperarmos uma transição de segunda ordem, isto é, a magnetização indo

a zero continuamente quando atingimos a temperatua cŕıtica, o método aqui utilizado nos

fornece uma transição de primeira ordem. Conforme discussão do caṕıtulo 4, essa é uma

caracateŕıstica do método empregado. Por outro lado, a figura 6.13 mostra que para λ

variando de 0, 3 a 0, 6, a temperatura na qual a magnetização cai abruptamente decresce

com λ, isto é, a temperatura de transição diminui com λ, ao contrário da figura 6.12,

na qual a temperatura de transição cresce com λ. Essa caracteŕıstica é esperada, pois da
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Figura 6.11: Valores das anisotropias λ e η para os quais a flutuação de spin fora do
plano 〈(Sz~r )2〉0 do modelo de Heisenberg de plano fácil coincide com a do modelo XY .
Nas curvas, consideramos o campo cristalino D = 0 nos limites isotrópico Jz/J = 1, 0 e
quase-isotrópico Jz/J = 0, 9.

figura 6.4 notamos que a temperatura de transição exibe um máximo para um determinado

λ. Além disso, da figura 6.14, observamos que de λ = 0, 7 a λ = 1, 0, não só a temperatura

de transição diminui, mas também o espaçamento entre duas curvas adjacentes aumenta,

sinalizando o fato de que a temperatura cŕıtica passa a diminuir mais rapidamente.

6.2 O Parâmetro η

Nesta seção, estudaremos o comportamento da magnetização, da temperatura de

transição e da flutuação de spin fora do plano, fixando o parâmetro λ e variando o

parâmetro η. Para fim de análise, consideraremos λ = 1 e 0 ≤ η < 1 ao longo de toda

seção. Primeiramente, vamos estudar o comportamento da temperatura de transição tc
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Figura 6.12: Magnetização m em função da temperatura reduzida t para λ = 0, 1 e
λ = 0, 2, nos limites em que Jz/J = 0, 1 e D = 0. O gráfico inserido, numa escala
conveniente, mostra o comportamento distinto da magnetização para diferentes valores
da anisotropia λ.

e da flutuação de spin fora do plano 〈(Sz~r )2〉0 como função da anisotropia η. Na figura

6.15, plotamos os gráficos de tc e 〈(Sz~r )2〉0 contra η, no limite isotrópico Jz = J para

D/J = 0 e D/J = 3. Os pares de curvas (a) e (c), (b) e (d), ilustram o fato de que o valor

de η para o qual a flutuação de spin é mı́nima, é o mesmo que correponde ao máximo

da temperatura cŕıtica. Portanto, a mesma caracteŕıstica encontrada na seção anterior,

quando variamos a anisotropia λ e mantivemos η fixo, está presente quando fixamos o

parâmetro λ e deixamos o η variar. Além disso, as figuras 6.15 (b) e (d) traçadas para

D/J = 3, em comparação com as curvas (a) e (c), plotadas para D/J = 0, mostram que

à medida que aumentamos o campo cristalino D, o valor de η para o qual a flutuação

de spin fora do plano 〈(Sz~r )2〉0 é mı́nima e, por conseguinte, a temperatura de transição é
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Figura 6.13: Magnetização m em função da temperatura reduzida t para alguns valores
da anisotropia λ, nos limites em que Jz/J = 0, 1 e D = 0. O gráfico inserido, numa escala
conveniente, mostra o comportamento distinto da magnetização para diferentes valores
de λ.

máxima, desloca-se para direita. Além disso, a partir da figura 6.15 (a) podemos obter o

valor da temperatura de transição para o modelo de Heisenberg tridimensional, a saber:

tc = 1, 458, em bom acordo com simulações de Monte Carlo (vide tabela 6.1).

Passaremos, agora, a estudar o comportamento da magnetização como função da

temperatura para diversos valores de η, no limite isotrópico Jz = J , para D/J = 0 e

D/J → ∞. As figuras 6.16 (a) e (b), nos mostra que a temperatura cŕıtica, ou seja,

a temperatura na qual a magnetização cai bruscamente, varia muito lentamente com a

anisotropia η. Essa variação é tão suave, que é necessário o uso de uma escala apropriada

para distinguir o comportamento da magnetização como função de η. O gráfico inserido

em 6.16 (a), nos mostra que à medida que aumentamos o valor de η de 0.1 até 0.3, o valor

para o qual a magnetização cai bruscamente aumenta e, portanto, a temperatura cŕıtica
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Figura 6.14: Magnetização m em função da temperatura reduzida t para alguns valores
da anisotropia λ, nos limites em que Jz/J = 0, 1 e D = 0. O gráfico inserido, numa escala
conveniente, mostra o comportamento distinto da magnetização para diferentes valores
de λ.

cresce com η nesse intervalo. Essa mesma caracteŕıstica é observada quando variamos

o parâmetro η de 0, 5 a 0, 6, na figura 6.16 (b). Por outro lado, a figura 6.16 (c) nos

revela um comportamento diferente da temperatura cŕıtica com relação ao parâmetro η.

Para η variando de 0, 8 a 1, 0, a temperatura na qual a magnetização cai bruscamente

diminui, ao contrário, do que ocorre nas figuras 6.16 (a) e (b). Portanto, nesse intervalo,

a temperatura de transição diminui com η. Esse comportamento da temperatura cŕıtica

como função de η é esperado, pois como já discutido previamente, a flutuação de spin

fora do plano 〈(Sz~r )2〉0 apresenta um mı́nimo para um determinado valor de η, então, a

temperatura cŕıtica exibe um máximo para esse mesmo valor de η.

Além disso, estudamos, na figura 6.16 (d), o comportamento da magnetização m em

função da temperatura reduzida t, no limite em que D → ∞, ou seja, o sistema está
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Figura 6.15: (a) e (b) temperatura cŕıtica reduzida tc em função da anisotropia η para
D/J = 0 e D/J = 3, 0, repectivamente. (c) e (d) flutuação de spin fora do plano 〈(Sz~r )〉0
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plotadas no limite isotrópico Jz = J . As curvas para 〈(Sz~r )〉0 foram traçadas para t = 0, 1.

sob ação de forte anisotropia cristalina. Com efeito, a componente Sz~r é suprimida e

obtemos o modelo rotor planar tridimensional. Apesar do gráfico ter sido traçado para

η = 1 e λ = 1, obteŕıamos a mesma curva independentemente dessa escolha. Pois, como

a componente z do spin é anulada, haja vista o intenso campo cristalino, e como na

expressão do hamiltoniano (4.1), os parâmetros η e λ aparecem sempre acompanhados de

Sz~r , logo esses termos serão anulados independentemente de η e λ. A partir desa figura,

obtemos o valor da temperatura de transição para o rotor planar tridimensional, a saber:

tc = 2, 190, valor comparável ao obtido via simulação de Monte Carlo (vide tabela 6.1).
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Figura 6.16: Magnetização m em função da temperatura t para diferentes valores de η no
limite isotrópico Jz = J . Em (a), (b) e (c) as curvas foram traçadas para D = 0, e em
(d) para D →∞. Os gráficos inseridos numa escala mais fina tem o objetivo de mostrar
as diferenças entre as curvas.

6.3 Hipótese Simplificadora vs Solução Numérica

Na seção 4.2, fizemos uso de uma hipótese simplificadora no cálculo da temperatura

cŕıtica, da magnetização e retificamos a acurácia dessa aproximação em alguns casos

limites de interesse. Além disso, mostramos que para modelos bidimensionais, isto é,

modelos no limite em que Jz → 0, a nossa aproximação nos levaria aos mesmos resultados

obtidos desacoplando o sistema de equações não lineares (4.13) e (4.14). Como enfatizado

naquela seção, o uso de tal hipótese evita procedimentos iterativos pesados, portanto,

seria interessante compararmos os dois procedimentos em casos gerais, para variações

arbitrárias dos parâmetros, ou seja, 0 ≤ η < 1, 0 ≤ λ < 1 e −∞ < D/J < ∞. Com

essas motivações faremos um estudo comparativo entre os resultados obtidos via hipótese
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Figura 6.17: Temperatura cŕıtica reduzida tc em função da anisotropia λ no limite
isotrópico Jz = J para λ = η. Os números em cada linha se referem aos valores assumi-
dos pelo campo cristalino reduzido D/J . As linhas cont́ınuas vem da solução completa
resolvendo o sistema de equações numericamente e as linhas tracejadas vem do uso da
hipótese simplificadora.

simplificadora e aqueles conseguidos resolvendo numericamente o sistema de equações

(4.13) e (4.14).

A figura 6.17 apresenta o comportamento da temperatura cŕıtica reduzida tc em função

da anisotropia λ para vários valores do campo cristalino reduzido D/J , no limite em que

Jz = J e η = λ. As curvas tracejadas vem do uso da hipótese simplificadora e as curvas

cont́ınuas vem da solução completa resolvendo o sistema de equações acopladas (4.13)

e (4.14). Nota-se que o diagrama de fases são comparáveis um ao outro, sendo que os

resultados obtidos via hipótese simplificadora majoram os valores de tc para os diferentes

valores de D/J .

Por exemplo, para D = 0, sáımos do modelo XY tridimensional isotrópico (λ = η = 0)
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Tabela 6.2: Temperaturas cŕıticas kBTC
J

para o modelo de Heisenberg anisotrópico na
presença de uma campo cristalino em alguns casos limites. As siglas HS e SN se referem,
respectivamente, ao uso da hipótese simplificadora e à solução numérica do sistema de
equações acopladas. Os śımbolos 2-D e 3-D significam, respectivamente, bidimensional e
tridimensional.

Limites isotrópicos SN HS

D →∞, Jz = 0 Rotor Planar 2-D 1,472 1,472
D →∞, Jz = J Rotor Planar 3-D 2,190 2,207

D = 0, Jz = 0, λ = 0 Modelo XY 2-D 1,076 1,076
D = 0, Jz = J , λ = η = 0 Modelo XY 3-D 1,605 1,613

D = 0, Jz = J , λ = η = 1 Heisenberg isotrópico 3-D 1,458 1,465

para o modelo de Heinsenberg tridimensional isotrópico (λ = η = 1, 0) e notamos que o uso

da hipótese simplificadora (curva tracejada) superestima o valor da temperatura cŕıtica.

Por outro lado, quando λ→ 1 ambas as curvas se aproximam, mas continuam fornecendo

valores distintos para tc. Na tabela 6.2 comparamos as temperaturas de transição obtidas

resolvendo o sistema de equações acopladas com aquelas obtidas utilizando a hipótese sim-

plificadora. Desta tabela, vemos que os resultados obtidos para as temperaturas cŕıticas

são idênticos no limite bidimensional Jz = 0 e muito próximos no limite tridimensional

isotrópico Jz = J . Além disso, da figura 6.17 notamos que não há mais transição para

D/J < −3, em temperatura finita.

Na figura 6.18 mostramos a magnetização m em função da temperatura reduzida

t = kBT
J

para diferentes parâmetros do hamiltoniano. Na figura (a) nós temos o modelo

rotor planar tridimensional isotrópico (Jz = J) e quase-bidimensional (Jz/J = 0, 1).

Observamos que no limite isotrópico, o procedimento utilizando a hipótese simplificadora

(linha tracejada) e aquele resolvendo o sistema de equações (linha cont́ınua), nos fornecem

curvas praticamente idênticas. Por outro lado, no limite quase-bidimensional, as curvas

são bem diferentes. Apesar disso, as correspondentes temperaturas de transição são bem

próximas. Nas figuras (b) e (c) comparamos as curvas de magentização em função da

temperatura para D/J = 0, D/J = 1 e η = 0 no limite quase-bidimensional Jz/J =

0, 1. Em (b) fizemos λ = 1, interação no plano tipo Heisenberg, já em (c) tomamos

λ = 0, interação tipo XY no plano. Novamente, neste caso, as temperaturas cŕıticas são

comparáveis. Na figura (d) ambos os métodos são praticamente idênticos no limite do

modelo de Heisenberg tridimensional.

Com efeito, a partir dessa análise, podemos inferir que o uso de tal hipótese sim-

plificadora nos conduz, em casos gerais, a resultados diferentes para a temperatura de

transição. Contudo, esses valores são bem próximos em várias situações, por exemplo,
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Figura 6.18: Magnetização m em função da temperatura reduzida t para diversos valores
de λ, η, D/J e Jz/J . As linhas cont́ınuas vem da solução completa resolvendo o sistema
de equações numericamente e as linhas tracejadas vem do uso da hipótese simplificadora.

os modelos XY (λ = 0) e o de Heisenberg (λ = 1) tridimensional isotrópico na figura

6.17 para D = 0. Além disso, conforme discussão anterior, no limite bidimensional, ou

seja, fazer Jz = 0, o uso da hipótese simplificadora conduz aos mesmos resultados que a

solução numérica desacoplando o sistema de equações, reduzindo o custo computacional

e sem prejúızos quanto aos resultados obtidos.
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Caṕıtulo 7

Conclusão

Estudamos os modelos de Heisenberg puro e XY dilúıdos, ambos, ferromagnéticos,

clássicos, anisotrópicos, tridimensionais e na presença de um campo cristalino, por meio

do PVB. Além disso, mostramos a equivalência entre o PVB e AHAC para o caso particu-

lar de um hamiltoniano tentativa harmônico. No modelo de Heisenberg, obtivemos uma

representação satisfatória do comportamento termodinâmco do modelo como função dos

parâmetros do hamiltoniano. Por outro lado, no estudo do modelo XY dilúıdo, a apro-

ximação utilizada não se mostrou tão eficiente, pois não conseguiu dar conta de fornecer

uma concentração cŕıtica não nula para as ligações.

No caṕıtulo 3, nós mostramos a equivalência entre dois métodos aproximativos lar-

gamente empregados na literatura [23, 7, 24, 21, 6], a saber: o prinćıpio variacional de

Bogoliubov (PVB) e a aproximação harmônica auto-consistente (AHAC), para o caso

particular de um hamiltoniano tentativa harmônico aplicado ao modelo XY clássico tri-

dimensional anisotrópico na presença de um campo cristalino. Obtivemos as expressões

para os parâmetros variacionais γ e γz, e verificamos que elas eram idênticas às constantes

de acoplamento (stiffness) K e Kz.

No caṕıtulo 4, estudamos o modelo de Heisenberg clássico anisotrópico tridimensional

na presença de um campo cristalino por meio do PVB. Encontramos, no limite de longos

comprimentos de onda (~q ≈ 0) e baixas temperaturas, expressões fechadas para magne-

tização e para flutuação de spin fora do plano. Obtivemos a temperatura de transição,

analiticamente, em diversos casos limites de interesse, tais como: modelo rotor planar

bidimensional e tridimensional, modelo de Heisenberg isotrópico tridimensional e modelo

XY bidimensional, e comparamos os valores obtidos com os dispońıvies na literatura.

Além do mais, o método empregado conseguiu predizer a não existência de transição de

fase para o modelo de Heisenberg bidimensional em temperatua finita. Notamos que

nos modelos XY e planar bidimensionais, o método aproximativo empregado conduzia a

valores bem diferentes, para as temperaturas cŕıticas, daqueles fornecidos por simulação
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de Monte Carlo, pois como é sabido, em tais modelos os efeitos de vórtices são os res-

ponsáveis pela transição, e a aproximação aqui utilizada não leva em conta tais efeitos.

Além disso, propomos uma hipótese simplificadora que reduzia os cálculos, pois evitava

o desacoplamento do sistema de equações para os parâmetros variacionais γ e γz. Mos-

tramos que em casos bidimensionais (Jz = 0), o uso da hipótese simplificadora conduzia

aos mesmos resultados que resolvendo o sistema de equações acopladas, reduzindo o custo

computacional. Vimos que uma caracteŕıstica do método aqui empregado é a presença de

uma transição de primeira ordem, ao invés da esperada transição de segunda ordem, pois

a magnetização não vai a zero continuamente, ao contrário, na vizinhança da temperatura

cŕıtica a magnetização cai bruscamente.

No caṕıtulo 5, estudamos o modelo XY tridimensional clássico anisotrópico dilúıdo

em suas ligações na presença de um campo cristalino por meio do PVB. Utilizamos uma

distribuição aleatória para as ligações e observamos que o método empregado nos conduzia

a uma concentraçao cŕıtica nula assim como a aproximação de campo médio (ACM), ao

contrário da concentração cŕıtica finita esperada.

No caṕıtulo 6, fizemos um estudo numérico do modelo de Heisenberg de plano fácil

estudado, analiticamente, no caṕıtulo 4. Analisamos vários gráficos para variações ar-

bitrárias dos anisotropias λ, η e D/J presentes no hamiltoniano que descreve o modelo,

ou seja, 0 6 λ < 1, 0 6 η < 1 e −∞ < D/J < ∞. Mostramos como essas anisotro-

pias influenciam a temperatura de transição, bem como a flutuação de spin fora do pano

〈(Sz~r )2〉0. Notamos que quando a flutuação de spin apresenta um mı́nimo para um deter-

minado valor da anisotropia λ (η), a temperatura de transição apresenta um máximo para

o mesmo valor de λ (η). Além disso, vimos que para valores positivos do campo cristalino

D > 0, a temperatura cŕıtica cresce quando aumentamos D, pois o campo cristalino atua

tentando manter os spin no plano, e no limite de uma anisotropia infinita, obtemos o

modelo rotor planar. Por outro lado, para D < 0 a temperatura de transição diminui

quando a intensidade de D cresce, já que nesse limite é favorecido um comportamento

tipo Ising. Vimos também que há um valor limite para D < 0, a partir do qual não

há mais transição numa temperatura finita. Ainda, estudamos a curva da magnetização

em função da temperatura e verificamos a presença de uma transição de primeira ordem,

artif́ıcio o método empregado. Além disso, comparamos os resultados obtidos via hipótese

simplificadora com aqueles resolvendo o sistema de equações acopladas, e verificamos que

as temperaturas de transição são comparáveis para diversas variações de Jz/J , D/J e

λ = η.
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7.1 Perspectivas

Em todo nosso estudo utilizamos um hamiltoniano tentativa harmônico e a partir dele

conseguimos aplicar o PVB, obtendo resultados comparáveis com simulação de Monte

Carlo. Contudo, essa não é a única escolha, sabemos que a única maneira de se aprimo-

rar os resultados obtidos via PVB é escolher um hamiltoniano tentativa mais completo.

Entretanto, tal escolha deve levar em conta a necessidade do hamiltoniano tentativa ser

solúvel, o que reduz drasticamente as possibilidades de escolha. Além disso, podeŕıamos

lançar mão de um método pertubativo ao invés do procedimento variacional aqui em-

pregado. Por outro lado, podeŕıamos fazer um tratamento inteiramente quântico, ao

invés do tratamento semi-clássico empregado aqui, já que a desigualdade de Bogoliubov

permanece válida no domı́nio quântico. Essas investigações ficam como perspectivas de

trabalhos futuros.
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Apêndice A

A.1 Valor médio da função cosseno com relação ao

Hamiltoniano Harmônico

Ao longo dos caṕıtulos nos deparamos com o cálculo de valores médios da função

cosseno com relação ao hamiltoniano harmônico, a saber: 〈cos(φ~r+~a− φ~r)〉0 e 〈cos(φ~r+~c−
φ~r)〉0. Como o nosso hamiltoniano é harmônico e, portanto, quadrático, então avaliar tais

expressões resulta em tomar valores médios com relação à distribuição gaussiana. Aqui,

vamos mostrar algumas propriedades que decorrem de leis de distribuição gaussiana.

Para tal distribuição, 〈sin(φ~r+~a−φ~r)〉0 e 〈sin(φ~r+~c−φ~r)〉0 são nulos, pois a integral de

uma função ı́mpar num intervalo simétrico é nula. Com efeito, podemos escever

〈cos(φ~r+~a − φ~r)〉0 = 〈ei(φ~r+~a−φ~r)〉0,

o mesmo se aplica a 〈cos(φ~r+~c − φ~r)〉0.
Para uma função de distribuição gaussiana do tipo: PG ∝ e−βx

2
, podemos avaliar

〈eix〉0 da maneira abaixo:

〈eix〉0 =

∫∞
−∞ dxe

(−βx2+ix)∫∞
−∞ dxe

−βx2 =

∫∞
−∞ dxe

−(
√
βx− i

2
√
β
)2− 1

4β∫∞
−∞ dxe

−βx2 .

Fazendo a mudança de variável z =
√
βx− i

2
√
β
, chegamos a

〈eix〉0 =
e−

1
4β

√
β

∫∞
−∞ dze

−z2∫∞
−∞ dxe

−βx2 =
e−

1
4β

√
β

√
π√
π
β

= e−
1
4β . (A.1)

Calculando 〈x2〉0, obtemos

〈x2〉0 =

∫∞
−∞ dxx

2e−βx
2∫∞

−∞ dxe
−βx2 = 2

∫∞
0
dxx2e−βx

2∫∞
−∞ dxe

−βx2 =
β−3/2Γ(3/2)

(π/β)1/2
= 1/2

β−3/2π1/2

π1/2β−1/2
=

1

2β
, (A.2)

onde utilizamos a definição de função gama e a suas propriedades. Substituindo a ex-

pressão acima em (A.1), encontramos

〈eix〉0 = e−
1
2
〈x2〉0 .
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Por conseguinte,

〈cos(φ~r+~a − φ~r)〉0 = e−
1
2
〈(φ~r+~a−φ~r)2〉0 , (A.3)

e

〈cos(φ~r+~c − φ~r)〉0 = e−
1
2
〈(φ~r+~c−φ~r)2〉0 . (A.4)

A.2 Diagonalização do Hamiltoniano Harmônico

A diagonalização do hamiltoniano harmônico é fundamental para que se consiga aplicar

a desigualdade de Bogoliubov e, portanto, implementar o prinćıpio variacional. A fim de

diagonalizar H0 devemos tomar uma transformada de Fourier saindo do espaço real (rede

de Bravais) e passando ao espaço dos vetores de onda ~q (rede rećıproca), mais precisamente

na primeira zona de Brillouin. A transformada de Fourier discreta de φ~r e φ~r+~a é dada

por

φ~r = 1√
N

∑
~q e
−i~q·~rφ~q e φ~r+~a = 1√

N

∑
~q e
−i~q·(~r+~a)φ~q, (A.5)

cuja transformada inversa é dada por

φ~q =
1√
N

∑
~q

ei~q·~rφ~r. (A.6)

Vamos, inicialmente, diagonalizar a parte planar do hamiltoniano tentativa Hφ
0 , cuja

expressão é

Hφ
o =

γ

4

∑
~r,~a

(φ~r+~a − φ~r)2 +
γz
4

∑
~r,~c

(φ~r+~c − φ~r)2 (A.7)

O cálculo de 〈(φ~r+~a − φ~r)2〉o se dá a partir da invariância translacional (propriedade

da rede de Bravais) dessa expressão, podendo ser escrita como segue

〈(φ~r+~a − φ~r)2〉o =
1

Nz

∑
~r,~a

〈(φ2
~r+~a − 2φ~r+~aφ~r + φ2

~r)〉o =

=
2

Nz

∑
~r,~a

〈(φ2
~r+~a − φ~r+~aφ~r)〉o, (A.8)

onde ~a rotula os primeiros vizinhos do spin ~r no plano xy e z é o número de vizinhos

do spin de posição ~r, ou seja, o número de coordenação no plano. Agora, tomando a

transformada de Fourier (A.5), passando ao espaço dos vetores de onda ~q na primeira

zona de Brillouin, podemos reescrever (A.8):

2

Nz

∑
~r,~a

〈(φ2
~r+~a − φ~r+~aφ~r)〉o =

2

Nz

∑
~r,~a

∑
~q,~q′

1

N
〈(e−i(~q+~q

′
).(~r+~a) − e−i~q

′
.~re−i~q.(~r+~a))φ~qφ~q′ 〉o

=
2

Nz

∑
~q

∑
~a

(1− e−i~q.~a)〈φ~qφ ~−q〉o. (A.9)
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Somando sobre ~a e fazendo z = 4, obtemos

〈(φ~r+~a − φ~r)2〉o =
2

N

∑
~q

(1− γ~q)〈φ~qφ ~−q〉o, (A.10)

onde γ~q = 1
2
(cos qxa + cos qya) e a é o parâmetro de rede no plano xy. Procedimento

análogo para 〈(φ~r+~c − φ~r)2〉o nos leva à expressão abaixo:

〈(φ~r+~c − φ~r)2〉o =
2

N

∑
~q

(1− γz~q )〈φ~qφ ~−q〉o, (A.11)

onde γz~q = cos qzc e c é o parâmetro de rede na direção z. Substituindo (A.10) e (A.11)

em (A.7), e somando sobre ~r, ~a e ~c chegamos a:

〈Hφ
o 〉o =

1

2

∑
~q

[4γ(1− γ~q) + 2γz(1− γz~q )]〈|φ~q|2〉o, (A.12)

onde utilizamos a identidade φ~qφ ~−q = |φ~q|2. Chegamos, portanto, numa forma diagonal

para Hφ
o . Aplicando o teorema da equipartição da energia em (A.12), podemos obter

〈|φ~q|2〉o.
Passaremos a diagonalizar a parte axial do Hamiltoniano tentativa, cuja expressão é

dada por:

Hz
o =

1

4

∑
~r

{2(2D + 4J + 2Jz)(S
z
~r )2 − 2λJ

∑
~a

Sz~r+~aS
z
~r − 2ηJz

∑
~c

Sz~r+~cS
z
~r}. (A.13)

A diagonalização do termo axial do Hamiltoniano (A.13) é obtida por meio das transfor-

madas de Fourier abaixo:

Sz~r = 1√
N

∑
~q

e−i~q·~rSz~q e Sz~r+~a = 1√
N

∑
~q

e−i~q·(~r+~a)Sz~q , (A.14)

sendo que a transformada inversa de Sz~r é dada por

Sz~q =
1√
N

∑
~q

ei~q·~rSz~r . (A.15)

Com o intuito de tornar o cálculo mais claro, vamos quebrar a equação (A.13) numa soma

de três termos, a saber: Hz1
o , Hz2

o e Hz3
o . Aplicando a transformada de Fourier ao primeiro

termo do Hamiltoniano axial Hz1
o de (A.13) , obtemos:

Hz
o
1 =

1

2

∑
~r

(2D + 4J + 2Jz)(S
z
~r )2 =

1

2
(2D + 4J + 2Jz)

∑
~r

Sz~rS
z
~r

=
1

2
(2D + 4J + 2Jz)

1

N

∑
~q,~q′

∑
~r

e−i(~q+~q
′)~r

︸ ︷︷ ︸
Nδ

~q, ~−q′

Sz~qS
z
~q′

=
1

2
(2D + 4J + 2Jz)

∑
~q

Sz~qS
z
~−q, (A.16)
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Procedendo de maneira análoga com o segundo termo Hz2
o , chegamos a

Hz
o
2 =

−Jλ
2

∑
~r,~a

Sz~rS
z
~r+~a =

−Jλ
2N

∑
~a

∑
~q,~q′

∑
~r

e−i(~q+~q
′)~r

︸ ︷︷ ︸
Nδ

~q, ~−q′

e−i~q~aSz~qS
z
~q′

=
−Jλ

2

∑
~q

∑
~a

ei~q~aSz~qS
z
~−q = −2Jλ

∑
~q

γ~qS
z
~qS

z
~−q, (A.17)

onde γ~q = 1
2
(cos qxa+ cos qya). Finalmente, para o terceiro termo Hz3

o , conseguimos

Hz
o
3 =

−Jzη
2

∑
~r,~c

Sz~rS
z
~r+~c =

−Jzη
2N

∑
~c

∑
~q,~q′

∑
~r

e−i(~q+~q
′)~r

︸ ︷︷ ︸
Nδ

~q, ~−q′

e−i~q
′~cSz~qS

z
~q′

=
−Jzη

2

∑
~q

∑
~c

ei~q~cSz~qS
z
~−q = −Jzη

∑
~q

γz~qS
z
~qS

z
~−q, (A.18)

onde γz~q = cos qzc e c. Somando todos os termos: (A.16), (A.17) e (A.18), podemos

escrever (A.13) na forma diagonal

Hz
o =

∑
~q

{1

2
(2D + 4J + 2Jz)− 2Jλγ~q − ηJzγz~q}Sz~qSz~−q. (A.19)

A.3 Cálculo de integrais

Ao avaliarmos 〈cos(φ~r+~a − φ~r)〉0, primeiramente, utilizamos a igualdade (A.3) e a

expressão (A.10), chegando a

〈cos(φ~r+~a − φ~r)〉0 = e
−1
N

∑
~q(1−γ~q)〈|φ~q |2〉o , (A.20)

onde γ~q = 1
2
(cos qxa + cos qya). A partir de (A.12) podemos obter 〈|φ~q|2〉o, e passando

ao limite cont́ınuo, no regime de longos comprimentos de onda (~q ≈ 0), região de baixas

temperaturas, chegamos na seguinte integral para o expoente de (A.20):

a2c

8π3

∫
d3~q kBT

[
1− 1

2
(cos qxa+ cos qya)

]
4γ
[
1− 1

2
(cos qxa+ cos qya)

]
+ 2γz[1− cos qzc]

, (A.21)

onde a e c rotulam os parâmetros de rede no plano xy e na direção axial, respectivamente.

A integral acima é realizada na primeira zona de Brillouin. Devido às condições periódicas

de contorno, e supondo que N seja par, o vetor de onda ~q pode assumir N valores discretos

qx = 0,± 2π
Na
,± 4π

Na
, . . . ,±π

a
, a = |~a| pequeno, N →∞

qy = 0,± 2π
Na
,± 4π

Na
, . . . ,±π

a
, a = |~a| pequeno, N →∞

qz = 0,± 2π
Nc
,± 4π

Nc
, . . . ,±π

c
, c = |~c| pequeno, N →∞.
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No limite aqui considerado, ou seja, (~q ≈ 0), podemos lançar mão da aproximação abaixo:

cos qxa ≈ 1− qxa2

2
, cos qya ≈ 1− qya2

2
, e cos qzc ≈ 1− qzc2

2
,

chegando na seguinte integral:

a2c

8π3

∫ π
a

−π
a

∫ π
a

−π
a

∫ π
c

−π
c

kBTdqxdqydqz

4γ
(

1 + g c
2

a2
q2z

q2x+q
2
y

) , (A.22)

onde g = γz
γ

. Utilizando o sistema de coordenadas ciĺındricas, devemos realizar a seguinte

mudança: a2c
8π3

∫ π
a

−π
a

∫ π
a

−π
a

∫ π
c

−π
c
dqxdqydqz → a2c

2π4

∫ 2π

0
dθ
∫ π
a

0
qdq

∫ π
c

−π
c
dqz, sendo q2 = q2x + q2y.

Primeiramente, por conveniência, vamos resolver a integral em dθ, obtendo

a2ckBT

4π3γ

∫ π
a

0

qdq
1

µ

∫ π
c

−π
c

dqz
p2 + q2z

, (A.23)

sendo µ = gc2

a2q2
e p = 1√

µ
. Como∫

dx

a2 + x2
=

1

a
arctan

x

a
,

temos para integral (A.23)

a2ckBT

4π3γ

∫ π
a

0

qdq
1

µ

1

p
arctan

qz
p
|+

π
c

−π
c
. (A.24)

Como arctan (−x) = − arctan (x) e 1
µ
1
p

= aq

cg
1
2

, encontramos

a3kBT

2π3γg
1
2

∫ π
a

0

q2 arctan

[(
g

1
2π

a

)
1

q

]
dq. (A.25)

Fazendo x = 1
q
, dx = − 1

q2
dq e 1

b
= g

1
2 π
a

, a integral (A.25) toma a seguinte forma∫
q2 arctan

[(
g

1
2π

a

)
1

q

]
dq = −

∫
dx arctan

(
x
b

)
x4

. (A.26)

De [48], temos que
∫
xm arctan (x

b
)dx = xm+1

m+1
arctan (x

b
)− b

m+1

∫
xm+1dx
x2+b2

e para o nosso caso,

m = −4, obtemos
∫

dx
x3(x2+b2)

= − 1
2b2x2

− 1
2b4

ln
(

x2

x2+b2

)
. Após manipulações algébricas,

chegamos ao seguinte resultado para a integral (A.25)

a3kBT

2π3γg
1
2

∫ π
a

0

q2 arctan

[(
g

1
2π

a

)
1

q

]
dq =

kBT

2γ

[
arctan g

1
2

3g
1
2

+
1

6
− g

6
ln

(
1 +

1

g

)]
. (A.27)

Analogamente, podemos calcular 〈cos(φ~r+~c − φ~r)〉0. De (A.4) e (A.11) encontramos a

expressão abaixo:

〈cos(φ~r+~c − φ~r)〉0 = e
−1
N

∑
~q(1−γz~q )〈|φ~q |

2〉o , (A.28)
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onde γz~q = cos qzc. Tomando o limite cont́ınuo na região de longos comprimentos de onda

(~q ≈ 0), chegamos na integral abaixo para o expoente da soma em (A.28).

a2c

8π3

∫ π
a

−π
a

∫ π
a

−π
a

∫ π
c

−π
c

dqxdqydqzkBT [1− cos qzc]

4γ[1− 1
2
(cos qxa+ cos qya)] + 2γz[1− cos qzc]

. (A.29)

Reescrevendo a integral (A.29) em coordenadas ciĺındricas e utilizando a aproximação

harmônica para os cossenos, obtemos:

c3kBT

2π3γ

∫ π
a

0

dq

q

1

µ

∫ π
c

−π
c

q2zdqz
p2 + q2z

, (A.30)

onde g = γz
γ

, µ = gc2

a2q2
e p = 1√

µ
. Como

∫
x2dx
x2+a2

= x− a arctan (x
a
) [48], podemos escrever

a integral (A.30) da seguinte maneira

kBT

π3γ

{
π3

2g
− a3

g
3
2

∫ π
a

0

q2 arctan

(
g

1
2π

aq

)
dq

}
. (A.31)

A integral acima já foi calculada previamente em (A.26), fornecendo∫ π
a

0

q2 arctan

(
g

1
2π

aq

)
dq =

π3

6a3

[
2 arctan (g

1
2 ) + g

1
2 − g

3
2 ln

(
1 +

1

g

)]
.

Após um pouco de álgebra conseguimos o resultado abaixo:

c3kBT

2π3γ

∫ π
a

0

dq

q

1

µ

∫ π
c

−π
c

q2zdqz
p2 + q2z

=
kBT

2γ

{
1

g
− 1

3g
3
2

[
2 arctan g

1
2 + g

1
2 − g

3
2 ln

(
1 +

1

g

)]}
.

(A.32)

O cálculo da flutuação fora do plano 〈(Sz~r )2〉o para o modelo de Heisenberg anisotrópico

na presença de um campo cristalino pode ser realizado mediante a aplicação do prinćıpio

de equipartição da energia à expressão (A.19) e passando ao limite cont́ınuo na região de

longos comprimentos de onda (~q ≈ 0). Com efeito, conseguimos a integral abaixo escrita

em coordenadas ciĺındricas

〈(Sz~r )2〉o =
kBTa

2c

π3

∫ π
a

0

qdq

∫ π
c

−π
c

dqz
δ − 2Jλ(cos qxa+ cos qya)− ηJz cos qzc

, (A.33)

onde δ = 2D + 4J + 2Jz. Lançando mão da aproximação harmônica para os cossenos e

após manipulações algébricas, chegamos a

〈(Sz~r )2〉o =
kBTa

2c

π3

∫ π
a

0

qdq

∫ π
c

−π
c

dqz
δ′ + Jλa2q2 + Jzηc2q2z

, (A.34)

onde δ′ = 2D + 4J(1− λ) + 2Jz(1− η). Reescrevendo a integral em dqz

1

ε2

∫ π
c

−π
c

dqz
Ω2 + q2z

, (A.35)
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sendo ε2 = c2Jzη
a2q2

e Ω2 = δ′

c2Jzη
+ a2q2Jλ

c2Jzη
. Resolvendo a integral elementar (A.35) obtemos

〈(Sz~r )2〉o =
2kBTa

2

π3(Jzη)
1
2

∫ π
a

0

qdq√
δ′ + Jλa2q2

arctan

(
(Jzη)

1
2π√

δ′ + Jλa2q2

)
. (A.36)

Fazendo a mudança de variável u =
√
δ′ + Jλa2q2, du = Jλa2q√

δ′+Jλa2q2
dq, a integral (A.36)

toma a forma de uma integral cuja solução é conhecida [48]∫
arctan

(a
u

)
du = u arctan

(a
u

)
+ a ln

(√
a2

u2
+ 1

)
.

Reunindo os termos avaliados, obtemos a expressão final para flutuação de spin fora do

plano 〈(Sz~r )2〉o

〈(Sz~r )2〉o =
2kBT

π3(Jzη)
1
2Jλ

[
√
δ′ + Jλπ2 arctan (

π(Jzη)
1
2

√
δ′ + Jλπ2

)

−
√
δ′ arctan (

π(Jzη)
1
2

√
δ′

) +
π(Jzη)

1
2

2
ln (1 +

Jλπ2

δ′ + π2Jzη
)]. (A.37)


