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Resumo

Neste trabalho, estudamos analiticamente, por meio do Principio Variacional de Bo-
goliubov (PVB), os modelos de Heisenberg puro e XY diluido em suas ligagdes, ambos,
ferromagnéticos, classicos (spins continuos), anisotrépicos, tridimensionais e na presenga
de um campo cristalino. Além disso, mostramos a equivaléncia entre o PVB e a Apro-
ximag¢ao Harmonica Auto-Consistente (AHAC) para o caso particular de um hamiltoniano
tentativa harmonico. No modelo de Heisenberg anisotrépico, a magnetizacao e os diagra-
mas de fase sao obtidos como funcao dos parametros do Hamiltoniano. Casos limites,
tais como: os modelos de Heisenberg isotrépico, XY e Rotor Planar, em duas e em trés
dimensoes, sao analisados e comparados com resultados prévios obtidos de aproximagoes
analiticas bem como simulagoes de Monte Carlo. No modelo XY anisotrépico diluido,
obtemos a concentracao critica para as ligagoes e a comparamos com o resultado exato
bem como outros métodos aproximativos, além de analisarmos o Rotor Planar diluido
como um caso limite. Ao mostrarmos a equivaléncia entre os PVB e a AHAC, chegamos
ao sistema de equagoes acopladas para os parametros variacionais, que surgem do em-
prego do PVDB, e ao sistema de equagoes acopladas para as constantes de acoplamento

que aparecem ao aplicarmos a AHAC, e verificamos que tais procedimentos sao idénticos.
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Abstract

In this work, we have analytically studied, by means of the Bogoliubov Variational
Principle (BVP), the pure Heisenberg and XY with bond dilution models, both ferromag-
netic, classical (continuous spins), anisotropic, three-dimensional and in the presence of a
crystalline field. Furthermore, we have shown the equivalence between the BVP and the
Self-Consistent Harmonic Approximation (SCHA) a trial harmonic Hamiltonian. In the
study of anisotropic Heisenberg model, the magnetization and phase diagrams are obtai-
ned as a function of parameters of the Hamiltonian. Limiting cases, such as the isotropic
Heisenberg, XY and Planar Rotor models in two and three dimensions are analyzed and
compared to previous results obtained from analytical approximations and Monte Carlo
simulations. In the study of anisotropic XY model with bond dilution, we have obtai-
ned the critical concentration and compared with the exact result as well as from other
approximation methods, besides reviewing the Planar Rotor diluted system as a limiting
case. By showing the equivalence between the BVP and SCHA, we arrive at a system
of coupled equations for the variational parameters, which arise by employing the BVP,
and the system of coupled equations for the coupling constants that appear employing

the SCHA, and we found that such systems are identical.
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Capitulo 1

Introducao

As transigoes de fase estao entre os fenomenos mais extraordinarios vistos na natu-
reza [1]. Elas envolvem siibitas mudangas em propriedades macroscépicas do sistema,
tais como: descontinuidades ou singularidades nas fungoes termodinamicas, refletindo as
mudancas drasticas que ocorrem em nivel microscopico. Os exemplos mais comuns de
transicoes de fase incluem a transicao gelo - dgua e agua - vapor. Um exemplo menos
familiar é a mudanca de fase encontrada em sistemas magnéticos, a saber: a desmagne-
tizacao de um ima ao ser aquecido acima de uma certa temperatura. Neste caso, temos
uma transicao ferromagnética - paramagnética. Outros exemplos notaveis sao: a transi¢ao
de um material normal a supercondutor e a transicao do Hélio liquido para fase super-
fluida. Além disso, as transicoes de fase assumem papéis vitais em cosmologia, fisica de
particulas, biologia e sociologia [1].

O estudo de transi¢oes de fase, também denominado fenémenos cooperativos [2], é
realizado por meio da mecanica estatistica, uma das teorias de maior sucesso da fisica.
Devido a complexidade matematica de estudar fendmenos cooperativos, devem-se intro-
duzir modelos em que os calculos sao reduzidos e simplificados, mas que se preserve a
essencia do fenomeno estudado. Por exemplo, no estudo de sistemas magnéticos levamos
em conta apenas as interagoes entre os primeiros spins vizinhos numa rede e, ainda assim,
conseguimos estudar satisfatoriamente os fenomenos criticos em tais sistemas. Enquanto
as interagoes diminuirem rapidamente como funcao da separagao, o comportamento critico
serd o mesmo que a de um sistema com interagoes apenas entre primeiros vizinhos [3].
Apesar do uso de modelos reduzir a complexidade, nao significa que os problemas pas-
saram a ser triviais, ao contrario, existem muitos modelos que nao apresentam solucao
exata.

Um dos modelos de maior sucesso no estudo de sistemas magnéticos é o modelo de
Heisenberg para spins interagentes. Tal modelo é empregado no estudo tanto de siste-

mas puros [4, 5, 6, 7] quanto diluidos [8, 9]. Embora tenha sido estudado e empregado



tanto classicamente [7, 10] quanto quanticamente [6, 5], esse modelo sé apresenta solugao
analitica exata em sua versd@o quantica unidimensional tratada por Bethe para spin -1/2
[11] e em sua versao cldssica unidimensional tratada por Fisher [12]. Com efeito, mode-
los tipo Heisenberg tem se mostrado bastante dificeis de serem resolvidos e, entao, um
nimero de modelos variantes mais simples tem sido propostos na literatura [13]. Pode-se
citar os modelos XY e o Rotor Planar, no primeiro, apenas duas componentes do spin
aparecem na expressao do hamiltoniano, enquanto no ltimo, a terceira componente do
spin é descartada. Este truncamento modifica profundamente a simetria do problema e,
conseqlientemente, a natureza do fenémeno critico. Entretanto, apenas o modelo XY
em sua versao quantica unidimesional para spin - 1/2 foi resolvida exatamente por Lieb,
Schultz e Mattis [14], o que também evidencia a dificuldade de se tratar, analiticamente,
modelos de spin interagentes.

Neste trabalho, estudaremos os modelos de Heisenberg e XY, ambos, anisotrépicos,
tridimensionais, ferromagnéticos, classicos (spins continuos) e na prensenga de um campo
cristalino. A fim de se tornar a exposicao mais clara, vamos escrever o hamiltoniano que

descreve o modelo de Heisenberg mais geral

H=— J. {SES% +SUS% + ASzS2}+ DY (S2)%, (1.1)
(7) 7

onde se soma sobre todos os primeiros vizinhos da rede, Jr# é a interacao de troca, A é a
anisotropia de spin e D ¢ o campo cristalino. O spin cléssico de médulo unitério ||Sx|| = 1
possue componentes S¢, onde a = z,y,2z. Ao modificarmos os valores de A\, D e Jym,
obtemos em alguns casos limites, modelos bidimensionais e tridimensionais conhecidos,
por exemplo, modelos XY e Rotor Planar. Vamos tomar D =0e 0 < A < 1 em (1.1),
assim o Hamiltoniano (1.1) reproduz um dos modelos abaixo

i) A=0 modelo XY

i1) 0<A<1 modelo de plano-facil (Tipo XY); (1.2)

i) A=1 modelo de Heisenberg isotrépico.
A nomenclatura XY se refere a tendéncia dos spins se orientarem no plano XY em seu
estado fundamental (7" = 0) minimizando a energia. Logo, em ) e ii) os spins tendem a
se orientar no plano XY no estado fundamental, isto é, o eixo-z é energeticamente dificil.
Em iii) temos o modelo de Heisenberg isotrépico e, portanto, as dire¢oes z,y e 2z sdo
energeticamente equivalentes, ou seja, nao ha uma direcao mais favoravel.

Por outro lado, se tomarmos o limite em que D — oo em (1.1), independentemente

do valor da anisotropia A, conseguimos o modelo Rotor Planar. Note que um campo

cristalino infinito suprime a componente SZ, forcando os spins a permanecerem no plano.



Todos modelos descritos acima apresentam transicao de fase em temperatura finita,
exceto o modelo de Heisenberg isotropico bidimensional. De acordo com o Teorema de
Mermin - Wagner [15], nao é esperada ordem de longo alcance em modelos bidimensionias,
em qualquer temperatua finita, para sistemas magnéticos que sao isotrépicos no espaco
de spin e estao sujeitos a interacoes de curto alcance. Além disso, apesar dos modelos
XY e Rotor Planar, ambos bidimensionais, nao apresentarem ordem de longo alcance em
temperatura finita, ou seja, magnetizacao nula, tais modelos exibem uma transicao de fase
topoldgica, ndo convencional, conhecida como transigao de Kosterlitz-Thouless [16]. Kos-
terlitz e Thouless [17, 18] propuseram um tipo diferente de transicao de fases, na qual foi
definida uma ordem de longo alcance topolégica para certos sistemas bidimensionais, que é
responsavel por uma transicao de fases topoldgica caracterizada por uma sibita mudanca
na resposta do sistema a perturbacoes externas. Acredita-se que tal transicao topolégica
ocorra devido ao desligamento de pares vértice-antivortice quando ultrapassamos a tem-
peratura critica Txr (temperatura de Kosterlitz-Thouless). Um vértice (antivortice) é
uma excitacao topoldgica na qual os spins em um caminho fechado ao redor do centro da
excitagao gira por 27 (—27) no mesmo sentido. Diversos sistemas fisicos apresentam essa
transicao, a saber: filmes de Hélio liquido, filmes de supercondutores e cristais liquidos de
uma unica camada. [16].

Com efeito, notamos que as anisotropias A e D no hamiltoniano (1.1) assumem um
papel importantissimo no tipo de transicao que é observada. A razao disso é que ao
variarmos essas anisotropias, nos alteramos profundamente a simetria exibida pelo modelo
e, por conseguinte, a sua classe de universalidade.

Sabe-se que na vizinhanca de um ponto critico diversas grandezas termodinamicas,
tais como: calor especifico, compressibilidade e susceptibilidade magnética, apresentam
comportamento singular, com divergéncias caracterizadas por expoentes criticos. Tais
expoentes determinam a natureza qualitativa do comportamento critico apresentado por
um dado sistema. Entao, pode-se indagar sobre o que influi na determinacao de expoentes
criticos de um dado sistema e, por conseguinte, quais caracteristicas sao importantes em
determinar a natureza da transicao de fase. Como é sabido, sao poucos os fatores que
interferem na determinacao dos expoentes criticos, a saber: dimensionalidade da rede, di-
mensionalidade do espaco de spin e alcance das interagoes. Além disso, Jasnow et al [10]
propuseram a seguinte hipdtese no estudo dos expoentes criticos do modelo de Heisenberg
classico anisotrépico tridimensional: “os expoentes criticos estao relacionados um a um
com o grupo de simetria do pardmetro de ordem no estado fundamental (7" = 0, campo

2

nulo).” Por exemplo, no hamiltoniano (1.1), fixando A =1 e Jz» = J, ou seja, conside-



rando a interacao de troca constante, podemos analisar a influéncia do campo cristalino
D na determinacao da classe de universalidade por meio das operagoes de simetria no

estado fundamental, a saber:

i) D=0— 0(3)
i) D <0= 5 — =52
iii) D >0 — O(2)

De i) vemos que o hamiltoniano (1.1) é invariante sob a agao do grupo de rotagoes no
espago de spin tridimensional, logo o vetor magnetizagao m = 1/N EF577:» pode estar em
qualquer lugar na superficie de um esfera tridimensional, refletindo a simetria tridimensio-
nal do parametro de ordem. Nesse limite recuperamos o modelo de Heisenberg isotrépico.
Ja para D < 0, em i7), o estado fundamental é aquele em que todos spins estao alinhados
ao longo do eixo z, minimizando a energia. A tunica transformacao que deixa a energia do
estado fundamental invariante é a operagao de inversao Sz — —SZ. Portanto, devido a
hipotese de Jasnow et al, tal sistema passa a pertencer a mesma classe de universalidade
do modelo de Ising. Por outro lado, para D > 0 em iii), o estado fundamental é aquele
em que os spins estao no plano xy, minimizando a energia. Entao, rotacoes dos spins
no plano zy devem deixar a energia do estado fundamental invariante. Logo, tal sistema
pertence a mesma classe de universalidade do modelo XY'.

Devido a esse pequeno nimero de fatores que influenciam os expoentes criticos, siste-
mas muito diferentes do ponto de vista microscopico podem apresentar o mesmo conjunto
de expoentes criticos. Quando isso ocorre, é dito que tais sitemas pertencem a mesma
classe de universalidade. Portanto, entender os estados criticos, num sistema pertencente a
determinada classe de universalidade, leva-nos a compreensao de todos os demais sistemas
dessa classe. Com efeito, o principio de universalidade significa que devemos selecionar os
modelos matematicos mais simples possiveis, que consigam abranger uma classe universal
de fendomenos [19]. Por exemplo, em [20] utilizou-se modelo de spin classico planar para
estudar suprfluidez em filmes de Hélio liquido.

Estudaremos ao longo dos capitulos, analiticamente, por meio do Principio Variacional
de Bogoliubov (PVB), os modelos de Heisenberg puro e XY diluido em suas ligagoes,
ambos, cldssicos (spins continuos), ferromagnéticos, anisotrépicos, tridimensionais e na
presenca de um campo cristalino. Além disso, mostraremos a equivaléncia entre o PVB
e a Aproximagdo Harménica Auto-consistente (AHAC) para um determinado tipo de

hamiltoniano.



1.1 Organizacao do Trabalho

No capitulo 2, apresentamos o Principio Variacional de Bogoliubov (PVB) e demons-
tramos a desigualdade de Bogoliubov, para o caso classico, que sera empregada ao longo
de todo o trabalho.

No capitulo 3, mostramos a equivaléncia entre o PVB e a AHAC para o caso particular
de um hamiltoniano tentativa harmonico.

No capitulo 4, estudamos, analiticamente, o modelo de Heisenberg classico anisotropico
tridimensional na presenca de um campo cristalino.

No capitulo 5, estudamos, analiticamente, o modelo XY diluido classico anisotropico
tridimensional na presenca de um campo cristalino.

No capitulo 6, realizamos um estudo numérico do modelo estudado analiticamente no
capitulo 4.

Por fim, no capitulo 7, apresentamos as conclusoes obtidas e perspectivas futuras.



Capitulo 2

Principio Variacional de Bogoliubov
(PVB)

O principio variacional de Bogoliubov, também conhecido como desigualdade de Gibbs
- Bogoliubov, é um método aproximativo empregado usualmente no contexto da mecanica
estatistica, tanto cldssica [21] quanto quantica [6]. Contudo, essa desigualdade pode
ser mostrada de maneira mais simples no caso classico que iremos tratar agora. Aqui,
seguimos o caminho tragado no artigo do Falk [22]. Sejam H o hamiltoniano original cuja
solugao exata é desconhecida e Hy(y) o hamiltoniano tentativa parametrizado por v cuja
solucao exata é conhecida. A escolha desse hamiltoniano tentativa é arbitraria, porém,
importantissima para acuracia dos resultados obtidos. O método sera tao eficaz quanto
mais proximo do hamiltoniano original for o hamiltoniano tentativa escolhido. A partir
do hamiltoniano tentativa, podemos determinar a funcao de particao exata para Hy, a

saber:
Zo=) e Mo (2.1)

{0}

onde {0} rotula todos os microestados acessiveis ao sistema estudado e g = kBLT Como
a média térmica no ensemble canonico, de uma determinada varidavel 7, pode ser escrita

Ccomo segue

(T)o = Zio > e, (2.2)

{o}
entao
Z
(VY = L Z e~ BH-Ho) o ~BHo _ 1 Z e P — Z (2.3)
= ax= Zo

onde definimos V' = H — Hy. Obtemos assim,

Z = Zy(e™ V). (2.4)



Devido a convexidade da funcao e*, podemos escrever a desigualdade abaixo:
e" > 1+, (2.5)
A partir da desigualdade acima, obtemos a seguinte expressao:
e AVHBVI0 > 1 — BV 4+ B(V),. (2.6)

Realizando a média térmica com relacao ao hamiltoniano tentativa Hy, em ambos os lados

da Eq.(2.6), chegamos a inequacao
€5<V)0<6—5V>0 > 1,

ou seja,

(e78V)g > =PV, (2.7)
Fazendo o produto de Z; com ambos os membros da Eq.(2.7), obtemos
Zo(e™PV)o > Zoe PV,
Usando a relacao entre Z e Zy, Eq.(2.4), chegamos a
Z > Zye PV, (2.8)
Tomando o logaritmo em ambos os membros da expressao anterior, Eq.(2.8), temos
InZ >1nZy— B(V)y, (2.9)
e multiplicando ambos os lados por —kgT
—kpTInZ < (V)o — kgTIn Zj. (2.10)

Como sabemos, a conexao com a termodinamica no ensemble candnico é realizada por

meio da energia livre de Helmholtz cuja defini¢ao operacional é
F=—kgTlnhZ.
Assim, finalmente, conseguimos
F < Fo— (Ho)o+ (H)o = 2(7), (2.11)

conhecida como desigualdade de Bogoliubov. Essa inequacao ¢ também valida no caso
quantico [22]. A implementagao do método consiste, basicamente, em minimizar ®(-) com
relacao ao parametro 7 e, a partir dele, obter as grandezas termodinamicas de interesse.
Esse processo sera realizado nos proximos capitulos, quando aplicaremos tal método aos

modelos de Heisenberg e XY tridimensionais.



Capitulo 3

Equivaléncia entre o Principio
Variacional de Bogoliubov (PVB) e a
Aproximacao Harmonica
Auto-Consistente (AHAC)

Neste capitulo estamos interessados em mostrar a equivaléncia entre o PVB e a AHAC
para o caso particular de um hamiltoniano tentativa harmonico aplicado ao modelo XY
tridimensional anisotropico na presenca de um campo cristalino. A motivacao para este
estudo se deve a importancia dos dois métodos aproximativos na resolucao de modelos
estatisticos de sistemas magnéticos e a sua vasta aplicacao na literatura [23, 7, 24, 21, 6].
Em [25] 0 modelo XY tridimensional isotrépico na presenca de um campo cristalino foi
atacado com ambos os métodos, AHAC e PVB, por meio de um hamiltoniano tentativa
harmonico. Contudo, apesar dos autores trata-los como métodos distintos, podemos
mostrar que, na verdade, os métodos sao equivalentes nesse caso particular. Pois, o
uso de uma hipétese simplificadora nao razodvel fisicamente ( a ser discutida no fim do
capitulo), no tratamento via PVB, disfar¢ou a equivaléncia supracitada. Mas, como serd
mostrado a seguir, podemos obter os parametros variacionais para o modelo sem o uso de

tal hipotese e, assim, evidenciar essa equivaléncia.

3.1 Tratamento Via PVB

Para tanto, inicialmente, vamos escrever o hamiltoniano que descreve o modelo estu-

dado:
Ho=—J {SES5+SUSh}—J. ) {SESL+SUSY}+ D> (S5, (3.1)
(77 (77 7
onde J é a interacao de troca entre spins em camadas paralelas ao plano zy e J, é a

interagao de troca entre spins em diferentes camadas adjacentes. D é o campo cristalino



e S% sdo as componentes i = x,y, 2 de um spin cldssico de médulo unitdrio IS7] = 1. A
primeira soma ¢ realizada sobre os spins vizinhos mais proximos nas camadas e a segunda
soma é sobre os spins vizinhos mais préximos entre as camadas. A ultima soma é realizada
sobre todos os spins. Por questao de conveniéncia, vamos escrever o hamiltoniano (3.1)

numa representac¢ao polar para os spins [7]:

—

Sr = (S§,5%,8%) = (sinfrcos ¢, sin Ozsin ¢, SZ),

= cosb,
= (y/1—(52)2cos¢r /1 — (SZ)%sin ¢, SZ) | (3.2)

onde 0z e ¢ sao os angulos esféricos do spin no sitio 7. Nesta representacao o hamiltoniano

(3.1) toma a seguinte forma:

H = ——Z\/l— Sz) \/1— (Sz,)? cos(dipa — dr)

_ _Z\/1_ S2) \/1 Sz, 2)? cos(¢rre — o)
+ DZ(Sﬁ)a (3:3)

onde @ rotula os quatro primeiros vizinhos do sitio 7 no plano xy e ¢ os dois primeiros
vizinhos mais préximos do sitio 7 ao longo da dire¢ao z. Com o intuito de aplicarmos o
PVB, devemos escolher, inicialmente, um hamiltoniano tentativa H, cuja solucao exata
é conhecida. Optamos por um hamiltoniano que é composto por uma parte planar H¢ e

uma outra axial H;, a saber
H, =HE +H?, (3.4)
onde H? é dado por

Hf % Z(¢r+a - ¢r) Z(¢r+c ¢F)2 (35)
e H? por

M= (D+2]+J.)) (S5) (3.6)

7

onde 7 e 7y, representam os parametros variacionais. A escolha de Hy é motivada pelo fato
de que em baixas temperaturas as diferengas angulares |prz — 7| << 1 e |priz— dr| <<
1, entdo os cossenos em Eq.(3.3) podem ser expandidos em série de Taylor até termos

quadraticos para fornecer (Grrg — 67)2 € (drre — ¢r)? em MG, ja que o termo constante
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oriundo da expanssao nao contribui para as médias térmicas e, por isso, sera desprezado.
Com essa hipotese de baixas temperaturas, podemos assumir S3 ~ Sz ;e SE =~ SZ
assim as raizes quadradas em (3.3) s@o eliminadas e obtemos D + 2.J + J, no termo axial
H§. Portanto, numa visao semi-classica, espera-se que esse hamiltoniano tentativa fornega
resultados acurados no dominio de baixas temperaturas.

A fim de aplicarmos o principio variacional, obteremos os termos que surgem na desi-
gualdade de Bogoliubov (ver capitulo 2). Para tanto, necessitaremos tratar previamente
o Hamiltoniano. O primeiro passo ¢ diagonalizar o hamiltoniano H¢ por meio do uso
da transformada de Fourier discreta, ou seja, vamos sair da rede de Bravais para a rede

reciproca onde o problema é solivel. A expressao para transformada de Fourier de ¢ é

dada por
Or = = 2 g, (3.7)

com a transformada inversa ¢z dada por
br= —— 3 €7, (3.8)
q N ~

Aplicando a transformada (3.7) em (3.5) conseguimos

1 o e
HE = 3 Z{,y Z(l — TN pad -+ Z(l — e )t =} (3.9)
q a c
Os célculos realizados na obtencao da expressao acima estao disponiveis no Apéndice A.2.
Voltando a expressao anterior, somando sobre @ no plano xy e sobre ¢ ao longo do eixo z,
obtemos a forma diagonal para o hamiltoniano tentativa planar

MO = (v +ve)loal’, (3.10)

—

q

onde vy, = 7(2 — cos gza — cos q,a), V4. = 7:(1 — cosq.c), a = |d|, c = |é] e |pg]* = Ppgd—q-
Apesar da parte axial do hamiltoniano (3.6) ja estar diagonalizada, vamos escrevé-la
também em termos de ¢, por meio do uso da transformada de Fourier da componente de

spin SZ

1 L
Sz = Vi D TSz, (3.11)

1 L
Si=—=> €775 (3.12)
q
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Aplicando (3.11) em (3.6), chegamos a

M= (D+2J+.)> |Si (3.13)

q
na qual |SZ[* = S25% ..
Com o hamiltoniano H, diagonalizado, podemos calcular a funcao de particao Z.

Notando que H? e HZ sao independentes, logo

Zy=) et = N A0 = z0 7z (3.14)
{o} {o}

O célculo da funcao de particao Z, resulta numa integragao sobre d¢gz, ja que ¢ é uma
variavel continua. A restricao sobre ¢, ou seja, —m < ¢ < 7, é incoveniente na realizacao
dos calculos. Por isso, vamos relaxar essa condicao e permitir que ¢ varie entre —oo
a 0o. A justificativa para esse procedimento é que na regiao de baixas temperaturas
aqui considerada, Zg sO terd valor apreciavel entre —m e m, pois além desses limites
a exponencial cai suficientemente rapido. Portanto, podemos considerar o intervalo de
integracao como sendo de —oo a oco. Logo, a integracao pode ser realizada em forma

fechada para obtermos

zo =TI {ﬁ} (3.15)

z:=1] [BLQ} : : (3.16)

onde Q = D + 2J + J,. A partir da definicao da energia livre de Helmholtz estatistica
(2.10), utilizando (3.15) e (3.16), conseguimos

kBT s k‘BT s
Fp=———>»In — Nln — 3.17
T2 = et 2 B9 (347

que ¢ a energia livre Fj associada ao hamiltoniano tentativa, cujo valor médio < Hy >
pode ser obtido por meio do uso do teorema de equiparticao da energia. Este teorema, a
grosso modo, nos diz que cada termo quadratico na expressao do hamiltoniano contribui
com *2L para enegia interna [27]. Aplicando o teorema de equiparticdo em (3.10) e (3.13)
chegamos a

NkgT  NkgT

<7‘[0>0 = 7 + 5 = NkgT. (318)

Para podermos aplicar o PVB, resta calcularmos < H >q, ou seja, a média térmica do

hamiltoniano original com relagao ao hamiltoniano tentativa. Entretanto, esse termo nao
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pode ser avaliado tao diretamente quanto < Hy >q, portanto, se faz necessario um pouco

mais de manipulagoes algébricas, como ficara evidente a partir da expressao abaixo

<H>0 = __Z \/1_ SZ \/1— ,«+g COS(¢r+a ¢F)>o

_ %2“/1 — (82)? \/1 — (Sz.2)*)o(cos(drie — 7))o
+ DZ« ;)2>0_ (319)

O préximo passo é avaliar os termos (...)o que aparecem na expressao acima. O primeiro
a ser avaliado serd a flutuagao de spin fora do plano ((SZ)?)o, que pode ser, facilmente,

calculado aplicando o teorema de equiparti¢cao da energia na expressao (3.6), resultando

em
kgT
z\2 B
7 : 2
Com o uso da seguinte identidade
(cos(dria — ¢r))o = e~ 3{@rra=9n o, (3.21)

vélida para varidveis gaussianas (ver Apéndice A.1), notamos que o calculo do valor médio
de uma funcao trigonométrica é reduzido a avaliar a média de polindmios, diminuindo a
transcendeéncia do problema. O valor médio que surge na exponencial é calculado em
termos de vetores de onda ¢ por meio da transformada de Fourier, analogamente ao que

foi feito no processo de diagonalizacao de Hy, obtendo

((prra — o7) A,E: D{loaDo, (3.22)

onde A\ = 1(cosgya + cosgya) e

o kBT
(logl7)o = 20+ 700) (3.23)

Similarmente, podemos escrever

resultando em

((Prrz— ¢7)*)o = N Z(l — X2)(|ol o, (3.24)

onde Az = cosg.c. Deste modo, (3.50) toma o seguinte aspecto

)y = __221_ ((57)2)0)e™ Sal=2a)¢dlo



13

JZ z _1l N 1oz 2
- LS (2 e

+ ) D{SE, (3.25)

onde voltamos a utilizar as hipdteses S ~ SZ . e SZ ~ SZ .. Podemos, ainda, somar
sobre @, ¢ e T, pois o termo de flutuagdo de spin (3.20) independe dessas varidveis, de

forma que resta apenas uma soma sobre ¢, como podemos ver na expressao abaixo:

(H)o = —2JN(1 = {(57)%)g)e 2w Sl {cosameteosar)(oalh

- LN(1- <(S§')2>0)6_% Y g(1—cosgzc)(lpgl?)o
D NkgT
Q 2

Reunindo os valores médios avaliados e substituindo-os na expressao ¢ (2.11), obtemos

ICBT s ]CBT ™
B(y,7,) = —BLNT . In
(:7:) 2 §n5(7q+’7qz) 2 gnﬁQ

. (3.26)

_ 2JN(1 - <(S§)2>0)67ﬁ > 7(2—(cos gzatcos gya)){|¢gl?)o

— LN(1 = ((S7)?)o)e™ ¥ Zallmeosa: (a0

D NkgT
- 2-g) 5 (3.27)

Agora, finalmente, podemos aplicar o PVB. Vamos, entao, minimizar ®(v,v,) com relagao

aos parametros variacionais 7y e v, a partir das condigoes

OP(v,72) 0P(v,72)
220 (0 22 0. (329
Antes de avaliarmos (3.28), vamos definir 7,, e 7, como
1
ey = g3 (2~ (c0s g2+ cosgy)] {16, (3.20)
q
1
ne = 5 D (1 = cosgzc)|ég)o. (3:30)

—

q
Com o intuito de tornar mais claro o calculo envolvido na minimizagao de ®(v,~,) com

relagdo aos parametros variacionais v e 7,, vamos quebrar a equagao (3.27) numa soma
de trés termos dependentes de v e 7., a saber: ®;, &5 e $3, mais um termo independente

deles que nao vamos rotular, ja que sera irrelevante no processo de minimizacao. Seja,

entao
kgT
O = == I+ ), (3.31)
q
Dy = —2JN(1—{(S2)*)o)e ", (3.32)

Dy = — LN —((S5)%)0)e ™. (3.33)
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Da condigao (a) de (3.28), temos que

00(v,7:) _ 0®1(y,%:) | O0%2(v,7:) | O®s(v,7:)

3.34
oy oy v oy (3:34)
Avaliando as derivadas que surgem na igualdade acima, obtemos
0P (7,7,) _ kgT Z (2 — cos gza — cos gya) _ kgT Z Y (3.35)
v 2 z Ya t Yoz 2 7 (Vg + Yez)
onde utilizamos as defini¢oes de 7y, e 7,..
8(1)2(7 W/z) 2 — 87796
2D R — 9 TN(1— (S May ZT2Y 3.36
= (1= (52 (3.36)
0P3(v,7:) 2y —n. Oz
= J.N(1—{((S2 M= —_=2 3.37
- (1= ((52ho)e ™ 5 (3.37)
Ny ON,
A partir das definigoes (3.29), (3.30) e da Eq.(3.23) podemos avaliar g Y e 877 , COMO
Y Y
mostrado abaixo
ey kT Z (2 — cos gza — cos g,a)?
Oy AN 4 (Vq + Vg2)?
5 ()
= BN e ) (3.38)
AN =\ (g +742)
on.  kgT Z (2 — cos gza — cos gya)(1 — cos q.c)
0y 2N~ (Vg + 742)?
kgT VqVqz
= - . 3.39
2N 2 (=) (Vg + 7g2)? (339)

7

Reunindo as derivadas parciais obtidas acima e substituindo-as em (3.34), chegamos a

kT Z T4 [1 — (1= {(52)%)0) (—7( Yo jemne 1 L)Jze"k)} =0

2'7 7 ’Yq + ’Yqz 7(1 =+ ’YqZ) 72 (711 + 'Yqz

(3.40)
A equagao acima pode ser satisfeita fazendo cada termo na soma sobre ¢ nulo. Feito
isso, podemos somar sobre ¢ na expressao entre colchetes e fazer uso das defini¢oes (3.29),

(3.30) e da Eq.(3.22) para obter

kT

(1= {(S7)%)0) (2Jmaye ™™ + Jem.e™™) = (3.41)

A aplicagao da condigao (b) de (3.28) nos leva a mesma equagao acima. Assim, surge um

problema: temos duas varidveis a serem determinadas, v e 7,, mas apenas uma equagcao.
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E nesse ponto, que os autores [25] assumem uma hipétese simplificadora para contornar

. . n .

essa aparente dificuldade. Apesar do uso de tal hipétese, a saber: —— = = reduzir
Ny

drasticamente os célculos, ela nao é razoavel fisicamente, pois espera-se que quanto mais

fraca for a ligacao interplanar J, maior serd a flutuagao quadratica média 7., condi¢ao que
nao é satisfeita por essa hipétese. Mas, investigando as equagoes (3.21) a (3.24), podemos
encontar uma outra equagao envolvendo v e 7y,. Escrevendo (3.23) em termos de A7 e A7
encontramos

kpT
2029(1 = Ag) +7=(L = A

([@ql*)o =
substituindo a expressao acima em (3.29) chegamos a

kT (1- )
= . 42
v 9N 2 29(1 = Ag) +7:(1 =A%) 342)

q

Procedimento analogo nos leva a expressao abaixo para 7,

kT (1- %)
2N zq: 29(1— M) + 71— A)
Se multiplicarmos (3.42) por 27 e (3.43) por 7., e depois somarmos, obteremos
kT

dessa forma, conseguimos duas equagoes que poderao, em principio, ser resolvidas para nos
dar os parametros variacionais v e v, como funcao das variaveis presentes no hamiltoniano

que define o modelo. Comparando as equagoes (3.41) e (3.44), podemos identificar
v =J[1—{(S2)?)0] e, (3.45)

V2 = J. [1 - <(S§)2>0] e . (346)

Contudo, a solucao das equagoes acopladas acima é uma tarefa dificil. Mas, como o nosso
objetivo aqui é simplismente mostrar a equivaléncia entre o PVB e a AHAC para esse

modelo em particular, as equagoes (3.45) e (3.46) ja serao suficientes, como ficara evidente.

3.2 Tratamento Via AHAC

A AHAC é um método aproximativo que se baseia na substituicao do hamiltoniano

original nao solivel exatamente H, por um hamiltoniano tentativa harmonico Hy com
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parametros dependentes da temperatura e que podem ser determinados auto-consistentemente.

Entao para o modelo aqui estudado, o hamiltoniano harmonico é dado por:

— %Z(@qa — ¢r)* + % > (re— or)’

+ (D+2]+ 1)) (S (3.47)

onde as variaveis angulares vem da expanssao dos cossenos e o fator em frente a ultima

soma vem das hipdteses SZ ~ SZ, . e Sz valida em baixas temperaturas. K e K,

r+a r+c’
sao as constantes de acoplamentos (Stlffness) que levam em conta as nao-linearidades das

interagoes e sao dados por [28]

K= J(/1-(52) 121 = (82,2)? cos(drea — 60)), (3.48)
Ko = L1 (8221 = (8507 cos(rie— 67)). (3.49)

A fim de obtermos K e K, as médias acima (...) sdo trocadas por (...)g, 0 que da

K J(1 = ((S7)%)0){cos(drsa — &7))o, (3.50)
K. = J.(1=((S7)")0){cos(¢riz — r))o- (3.51)

Q

Entretanto, as médias térmicas com relagao ao hamiltoniano harmoénico (3.47), que surgem
nas equagoes acima, sao idénticas aquelas obtidas com relagao ao hamiltoniano tentativa
(3.4) utilizado no PVB, bastando substituir K por J e K, por J,. Entao, como (cos(¢psyz—
o7))o e (cos(priz — 7))o ja foram avaliados (vide equagoes 3.21 a 3.23) e, além disso,

utilizando as definigoes (3.29) e (3.30) chegamos as seguintes expressoes para K e K.:
K =J[1—{((52)%)0] e ">, (3.52)

K. = J. [1—((S7)%0] e ™. (3.53)

Comparando as equagoes acima para K e K, com as equagoes (3.45) e (3.46) para v e v,
vemos que elas sao idénticas. Com efeito, ambos os métodos, a saber: o PVB e a AHAC,
devem fornecer resultados idénticos na analise termodinamica do modelo, evidenciando,

assim, a equivaléncia entre os mesmos.
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Capitulo 4

Estudo Analitico do Modelo de
Heisenberg Classico Anisotrépico
Tridimensional na Presenca de um
Campo Cristalino

O hamiltoniano de Heisenberg é de grande importancia no estudo de cristais magne-
ticamente ordenados, pois consegue dar conta de explicar esse ordenamento, mesmo em
temperaturas razoavelmente altas. Esse modelo de spins interagentes serve de prototipo
para o estudo de diversos sistemas fisicos, tais como: filme de Hélio liquido, supercondu-
tores e cristais liquidos [16]. Por isso, o referido modelo tem sido extensivamente estudado
tanto quanticamente [6, 5] quanto classicamente [7, 10]. Entretanto, como se sabe, o mo-
delo de Heisenberg s6 apresenta solucao exata em uma dimensao em sua versao quantica
unidimensional tratada por Bethe para spin -1/2 [11] e em sua versao cldssica unidimen-
sional tratada por Fisher [12], o que torna fundamental o uso de técnicas analiticas apro-
ximativas. Além disso, problemas com apenas uma dimensao espacial nao sao realisticos,
logo o estudo de modelos tridimensionais sao de grande importancia experimental. Neste
capitulo, estudaremos o modelo de Heisenberg classico anisotrépico tridimensional na

presenca de um campo cristalino por meio do principio variacional de Bogoliubov (PVB).

4.1 O Modelo

O hamiltoniano que descreve o modelo de Heisenberg classico anisotropico tridimen-

sional na presenca de um campo cristalino é dado por:

o= —J > {SESL +SUSY + ASESEY — J. Y {SESE + SUSY +nSzS5)

(7 (77

+ DZ(‘S?)Q» (4.1)
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onde a soma atua sobre os primeiros vizinhos da rede, J > 0 é a constante de troca
intraplanar, J, > 0 é a constante de troca entre interplanar, A e 1 sao as anisotropias de
troca ou anisotropias no espaco de spin, e comportam-se como anisotropias de plano-facil
no intervalo (0 < A < 1e 0 <n < 1) aqui considerado, ja que o comportamento planar
dos spins ¢é favorecido porque minimiza a energia do estado fundamental. O terceiro
termo, corresponde a anisotropia de plano facil para valores positivos do campo cristalino
D, pois o campo D tende a alinhar os spins no plano xy no estado ordenado. Por
outro lado, para valores negativos do campo cristalino, um comportamento tipo Ising é
favorecido, ja que o eixo-z passa a ser energeticamente mais facil. Com efeito, espera-se
que a natureza da transicao de fase seja afetada, em alguns casos limites, quando nés
variarmos os parametros D, A e n. Por exemplo, se fizermos D — oo a componente
de spin SZ sera suprimida e obteremos o modelo rotor planar, no qual os spins tendem
a se alinhar no plano xy em seu estado fundamental e apresenta uma transicao de fase
topoldgica, nao usual, conhecida como transicao de Kosterlitz-Thouless, caracterizada por
efeitos de vortices. Ao longo deste capitulo, retornaremos a discutir tal transicao e a sua
relagao com sistemas fisicos.

Com o objetivo de aplicarmos o PVB vamos proceder de maneira andloga ao capitulo
3. Primeiramente, vamos escrever (4.1) numa representacao polar [7], normalizar o vetor
de spin cléssico || S7]| = 1 e somar sobre os vetores @ e & que localizam os primeiros vizinhos

de 7 no plano xy e na direcao z, respectivamente. Desse modo chegamos a

H o= ——Z{Jl— S22 /1 = (S20)? cos(drsa — b) + AS3,257)

- Z{J 1= (S2)74/1 = (82.0)? cosl(drre — 6r) + 152,57}
+ DY (S (4.2)
Agora, propomos um hamiltoniano tentativa harmonico soluvel exatamente, a saber:

H, = ’7 Z ¢r+a ¢r Z(¢r+c ¢T‘ ZSf—&-de

T‘C

747

- z” L ShiaSi+ +(D+2+ 7)) (527, (4.3)

—

T

onde os parametros v e 7, serao determinados variacionalmente por meio da minimizagao
da energia livre, resultando em equacgoes auto-consistentes. Notando que a parte planar
de (4.3) é idéntica ao do modelo XY tratado no capitulo 3, a sua diagonalizagao no espago

dos vetores de onda ¢ (os cdlculos explicitos estao disponiveis no Apéndice A.2) nos leva
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a mesma expressao obtida anteriormente para Hg , OU seja,

Hf = Z(% + 'VqZ)|¢tT|2, (4.4)
q
cuja funcao de particao é dada por

z9 = g[m]27 (4.5)

onde v, = ¥(2 — cos gza — cos q,a), V4= = V2(1 — cosq.c) e |pg]* = dg¢—g. Colocando a
parte axial do Hamiltoniano (4.3) na forma diagonal obtemos (ver Apéndice)
1 z z
— 2{5(217 +4J 4 2.J.) — 2J Mg — 0.z} SEP, (4.6)
q

onde |SZ|2 SeS% a7 = (cos qza + cos qya) e vz = cosg.c. A flutuagdo fora do plano
pode ser avaliada tomando o limite continuo no regime de longos comprimentos de onda
(¢~ 0) (ver Apéndice A.3), fornecendo

2kpT m(J.n)z
S22, = ——P V& + JAr? arctan (———ae—
(527 7T3(Jz77)5<])\[ e an(\/5’+ J)\7T2)

w(JLn)z.  w(J.n) JAm?
— 0" arct In(l4+ ——F5— 4.7
V& arctan ( = )+ 5 n(1+ (5’—|—7T2J27])]7 (4.7)

onde ' =2D+4J(1—\)+2J,.(1 —n). Observe que é na parte axial do hamiltoniano que

N[

reside a diferenca entre o modelo XY tratado no capitulo 3 e o de Heisenberg aqui avaliado,
resultando, portanto, numa expressao diferente para ((SZ)?), e, assim, em caracteristicas
distintas com relacao a transicao de fase. Como tanto o termo planar quanto o axial sao
harmonicos e diagonais, temos pelo teorema da equiparticao da energia que o valor médio
do Hamiltoniano é

NEkgT  NkgT

(Ho)o = =~ + = = NkyT. (4.8)

O valor médio do Hamiltoniano original com relacao ao harmonico pode ser escrito como

segue

(H)o= — _Z \/1— Sz) \/1— Zra))olcos(dia — dr))o
_ _Z \/1_ Sz) \/1— )o{cos(drz — dr))o

+ DZ F 0 - Q <Sf+a f ZT] Z T+C 7" (49)

7,d

sendo (...)o a média com relagdo ao Hamiltoniano tentativa. As varidveis (¢r.g — o) €

(¢pr1z — ¢r) sdo gaussianas e, portanto, podemos escrever (vide Apendice A.1)

(cos(prra — 7))o = e~ 3{(8rra—dr))o
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<COS(¢F‘+E _ ¢F)>O — 6_%((¢F+6_¢F)2>0‘
Escrevendo a expressao (4.9) em termos dos vetores de ondas ¢ num processo andlogo
ao realizado na obtencao de (3.22) e (3.24), e lancando mao das hipéteses Sz ~ SZ ; e

Z ~~
=~ S% & nos termos sob rafzes quadradas, chegamos a:

<mo=—§2a%@%eNZ e +Zﬁww
B %Z}Lﬁ@@%meNﬂWW” (4.10)

onde Q7 = (2D + 4J + 2J,) — 2J vz — Sz vg = 3(cos gza + cos gya) e V% = cos g.c.
Como os termos de (H)o nao dependem de 7, @ e ¢ no somatoério, podemos escrever (4.10)

Ccomo segue

(M)o= — 2JN(1— ((S2)?))e 2 Xa(?(eosamateosaua)ogo
1 2 NkgT
JN(1 = ((S2)2)q)e” v Zallmeosazelléa®o | 23 (4.11)
N——
(,H(z)>0:NkQBT

A partir das expressoes obtidas, podemos aplicar o PVB e, conseqiientemente, obter os
parametros variacionais 7y e .. Substituindo os valores médios avaliados, na desigualdade

de Bogoliubov (2.11), obtemos

/fBT k:BT r  NkgT
i) —
(7,7=) Z e +%2) Z P
— 2JN(1—((5F) >o)e—wZa@—(wswwsqya»ﬂ o
J.N(1 — <(5§)2>0)6—% S g(1—cosgzc)(|6gl*)o (4.12)

Comparando a expressao acima com (3.27), obtida no capitulo 3, notamos que as duas
expressoes apenas diferem quanto aos termos 7 e ((SZ)?)g, que independem de 7 e 7,.
Logo, aplicando as condigoes de minimizagao (3.28a e 3.28b) a equacdo acima, obteremos
a mesma expressao (3.41) obtida no capitulo 3, entretanto, com valor distinto para a
flutuagao de spin fora do plano ((SZ)?). Esta, que por sua vez tem grande influéncia
para a transicao de fase exibida pelo modelo. Além disso, a relagao (3.44) permanece
valida e, portanto, chegamos as mesmas expressoes obtidas, anteriormente, para v e ,.
Apesar disso, os modelos exibem transicoes de fase distintas, como ficara evidente na secao
em que analisaremos os resultados numéricos. Com efeito, temos as seguintes equagoes
acopladas para v e 7,:

7= T [L= ((S2))] e, (4.13)
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V. = J. [1=((52)%)] e, (4.14)

com ((S%)?)o dado pela férmula (4.7), 1., e 7, dados por (3.29) e (3.30), respectivamente.
Contudo, desacoplar essas duas equacoes nao é uma tarefa facil. Apesar disso, as
flutuagoes quadraticas 7,, e 1, podem ser avaliadas tomando o limite continuo no regime

de longos comprimentos de onda (ver Apéndice A.3), fornecendo:

kgT kgT [1—2[7(9)]
Ny = —F(g) e n,= , 4.15
V= 2F() o (4.15)
onde definimos g = e R (g9) é dado por
v
1 arctan (g2) 1 1 1
Flg)= - |28 2 Z (14 = 4.16

Substituindo (4.16) e (4.15) em (4.13) e (4.14), chegamos nas expressoes abaixo para 7y e
Yz

_kpT

v=J(1=((S5)Ho)e > W, (4.17)

_ kBT [172F(g)]

Vo= L1 = ((SE)*)o)e” & o (4.18)

O proximo passo em busca de elucidar a termodinamica do modelo é encontrar os
parametros variacionais 7y e ., a partir desse sistema de equagoes nao lineares acima.
Entretanto, como mencionado anteriormente, desacoplar essas equagoes ¢ um trabalho
muito dificil. Entao, se faz necesséario o emprego de métodos numéricos iterativos para que
a partir de um dado valor de t = kgT'/J, D/J e J,/J consiga-se obter v/.J ey, /J, e assim,
a desejada termodinamica do modelo. No capitulo 6, utilizaremos esse procedimento
iterativo para obtermos as grandezas termodinamicas e analisar o seu comportamento
em termos das anisotropias -y e 1, para diversos valores de J,/J, D/J e kgT/J. Apesar
disso, na préxima se¢ao, veremos como o uso de uma aproximagao para F(g) possibilita o
estudo analitico em alguns casos limites de interesse, além de prover um meio de se obter

a termodinamica do modelo sem procedimentos iterativos pesados em casos gerais.

4.2 Hipodtese Simplificadora

Vamos definir Q = e v, o = = ¢ = kBTT e & = %, com o intuito de reescrever a
Nxy

equacao (3.44), em termos desses parametros. A partir dessas defini¢oes, encontramos

Ny = —InQ e n, = —aln@, que quando substituidas nas expressoes (4.13) para v e

(4.14) para 7, resultam em

Y= J [1 - <(S§')2>0} Q € V= J. [1 - <<S;')2>0] Qa7
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substituindo as equagoes acima em (3.44), encontramos
—t
[1 = ((S5)?)o]

Até aqui, nao fizemos nenhuma aproximacao adicional, apenas reescrevemos a equacao

thgp+faQw4]:2 (4.19)

(3.44). De agora em diante, vamos fazer uma aproximagao para F'(g) com a intencao de
estudar, analiticamente, alguns casos limites de interesse. Lancaremos mao da seguinte
aproximacao para F'(g), a saber
Fuproa(g) ~ ——. (4.20)
2+g
Essa equagao implica que o =~ 1 e, portanto, 7. ~ 7,,, significando que as flutuacoes

quadraticas médias nao sao muito diferentes no plano e entre os planos. Note, que essa

hipétese é diferente daquela proposta por Darcy et al [25] e discutida no capitulo 3, a

saber: nzzy = J7 Aqui, nds apenas consideramos o &~ 1 e nao fazemos nenhuma restricao
sobre £. Neste ponto, cabe uma pergunta: a aproximagao (4.20) é satisfatéria? Qual o
erro envolvido?

Com o objetivo de responder esses questionamentos, vamos plotar um grafico de F(g)
e Fuprox(g) para 0 < g < 1, e verificar a acurdcia de nossa aproximacao. A partir da
andlise do grafico abaixo, nota-se que o erro cometido nessa aproximacao é menor do que
10%. Apesar desse erro, veremos que os resultados encontrados estdo em bom acordo
com aqueles obtidos por outros métodos analiticos. Além disso, observa-se da figura 4.1
que para 7, = 0, ou seja, g = 0, F(g) coincide com F,,.0,(g). Da expressao (4.14),
vemos que uma das maneiras de se conseguir v, = 0 é fazer J, = 0, isto é, tomar o
limite bidimensional. Portanto, espera-se que para modelos bidimensionais o uso de F'(g)
ou Fpron(g) conduzam ao mesmo resultado. Com efeito, substituindo o = 1 em (4.19),

chegamos a
-1

[1 = ((55)*)a]”

que é uma férmula muito mais simples de se tratar.

QQE2+¢ = (4.21)

Analisaremos, a seguir, os resultados fornecidos pela equacao acima, em alguns casos
limites de interesse e os compararemos com os obtidos por meio de outros métodos, a fim
de testarmos a validade da aproximacgao utilizada. Tomando os limites A = 0, n = 0,
J, =0e D =0, no hamiltoniano (4.1), obtemos o modelo XY bidimensional, para o qual

a equacao acima se reduz a
—t

[1 = {(53)%)ol’

onde ((SZ)?)g = t/4, resultado obtido de (4.7) por meio de expanssao em série de Taylor até

QnQ = (4.22)

primeira ordem dos termos envolvendo o logaritimo e o arcotangente, a fim de se eliminar
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Figura 4.1: Curva de F(g) € Fypron(g) para 0 < g < 1.

indeterminagoes. A temperatura critica é encontrada usando o fato de ((SZ)?)y o ¢ e
sabendo que na temperatura de transi¢ao, a varidvel @) salta para zero [23], ou seja,

temos a condigao abaixo

aw at
g e oo ou a0

Com o intuito de ilustrar graficamente o motivo pelo qual utilizamos tal condicao para

. — 0. (4.23)

obter a temperatura critica, vamos plotar o grafico de ) em funcao de t para a equagao
(4.22).

Note da figura 4.2, que ha um trecho da curva que foi tracejada, pois tal regiao
corresponde a consideramos o calor especifico negativo, mas como sabemos do estudo
de estabilidade térmica, o calor especifico é nao negativo, portanto, a regiao tracejada
nao ¢ fisicamente aceitavel. Assim, fazemos a varidvel () saltar a zero, evitando a regiao

sem realidade fisica. O valor de t para o qual () pula para zero é, entao, a temperatura
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Figura 4.2: Curva de ) em funcao da temperatura reduzida t para o modelo XY bidi-
mensional. A curva tracejada refere-se a uma regiao sem realidade fisica, pois equivale a
considerar o calor especifico negativo.

de transicao. Além disso, da figura 4.2, vemos que a temperatura critica t. pode ser

obtida tomando a condigao g Ite — —oo. Com efeito, o calor especifico apresenta uma
descontinuidade em t., ao invés da divergéncia esperada. Essa é uma caracteristica do
método aqui empregado.

Aplicando essa condigao em (4.22), obtemos @) = e~! ¢, substituindo-o, outra vez em

(4.22), chegamos a uma expressao simples para a temperatura critica reduzida:

B 4
e+ 1]

(4.24)

C

cujo resultado é t. = 1,076, valor que também foi obtido por [28] para tal modelo. Note
da figura 4.2, que essa temperatura é, realmente, aquela em que %’tc — —o00. Agora, se
fizermos A = 0,7 =0, J, = 0 e D — 00, no hamiltoniano (4.1), conseguimos {(Sz)?)g — 0

e t. = 1,472, valor idéntico para t. foi obtido para o modelo rotor planar via AHAC
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[23]. Entretanto, esse valor estd bem acima do resultado obtido por simulag¢ées de Monte
Carlo [29], a saber: t. = 0,898. Como discutiremos ainda neste capitulo, em modelos
bidimensionais, devemos levar em consideracao correcoes de vortices, pois nesses modelos
nao é esperada uma transicao de fase usual, mas sim uma transicao de fase topoldgica
conhecida como transicao de Kosterlitz-Thouless.

Outro caso limite de interesse é o modelo de Heisenberg isotrépico bidimensional, cuja
temperatura critica é nula, pois nao se espera que ocorra transicao de fase a temperatura
nao nula. Vejamos, entdo, se conseguimos recuperar tal resultado. A partir de (4.1)
fagamos J, = 0, D = 0 e A — 1, substituindo esses valores na expressao (4.7) para

((S2)?)g, obtemos

2 J,

note que nao tomamos o limite J, — 0 ainda, por conveniéncia. Procedendo de maneira

(5220 = — In (1 T ) , (4.25)

analoga aos casos analisados anteriormente, obtemos @ = e~!, substituindo esse valor em
(4.21), chegamos a seguinte expressao para t.

4
fp=— 4.26
e+ 21n(1+Jjn) ( )

T2

tomando o limite JJ, — 0 na férmula acima, t. — 0 e, portanto, recuperamos o resultado
esperado para tal modelo.

Até aqui, consideramos limites bidimensionais e, portanto, conforme discussao ante-
rior, F'(g) € Fuprox(g) devem nos levar a resultados idénticos. Mas, agora, passaremos a
analisar alguns casos limites tridimensionais. O primeiro deles sera o rotor planar tridi-
mensional isotrépico, que pode ser obtido de (4.1) tomando J, = J e D — oo. Com isso
obtemos ((SZ)?))o =0 e Q = e~ !, substituindo-os em (4.21), encontramos a temperatura
de transigao t, = 6e~! = 2,207, em bom acordo com simulagao de Monte carlo [30], a
saber: t. = 2,17. A AHAC [25] nos fornece para esse limite, t. = 2,190, valor bem
préximo ao obtido aqui.

Podemos obter também a temperatura de transicao para o modelo de Heisenberg
tridimensional isotrépico, fazendo J, = J, D = 0, A = 1 e n = 1 no hamiltoniano (4.1).
Procedimento analogo nos leva a t. = 1,465, em bom acordo com simulacao de Monte
Carlo [31] (t. = 1,443) e com a AHAC [25] (¢, = 1,458).

Outra grandeza termodinamca importante no estudo de transicoes de fase de segunda
ordem (também conhecida como transi¢ao continua) em sistemas magnéticos é a magne-
tizacao. Segundo a fenomenologia de Landau proposta na década de 30, a magnetizacao
é o parametro de ordem de tais sistemas e, por isso, deve se anular na fase desordenanda

(mais simétrica) e ser diferente de zero na fase ordenada (menos simétrica). A componente



26

x da magnetizacao pode ser obtida, aproximadamente, por meio de uma média térmica

com relagao ao hamiltoniano tentativa Hg, a saber:

1

m={(S2)o = { 1—<s;>2cos¢F>oz{1—§<<s;>2>o] e3P (a27)

onde o termo sob a raiz quadrada foi aproximado sob a condigao S: < 1 e utilizamos a
relacao (3.21) para varidvel gaussiana ¢z O valor médio ($:2), pode ser escrito em termos

do vetor de onda ¢, como

(620 = % S (6at=g)o = 1 S llédho (4.25)

— —

q q

onde utilizamos a expressao (3.7) para transformada de Fourier de ¢z Aplicando o te-

orema da equipartigdo de energia na expressao (4.4) obtemos a seguinte férmula para

(lpal*)o

kT
(lod*)o = 5——, (4.29)
! 2(%g + Yg2)
onde 7, = (2 — cosqya — cosqua) € Y4 = 7V.(1 — cosq,c). Inserindo a expressao

acima na Eq.(4.28) e tomando o limite continuo em coordenadas cilindricas + E —
q
a’c

2mt

estd calculada no Apéndice A.3) chegamos, finalmente, na expressao abaixo
1 kgT |arctan(gz) 1 1
m = (1 _ 5<(s,§)2>0) exp{ sl | arctan(gz) | 1y, (1 n -) } , (4.30)

272y gz 2 g
onde g = P2 conforme definido anteriormente. Podemos reescrever tal expressao em

2 us jus
/ do / qdq / dq, no regime de longos comprimentos de onda ¢~ 0 (a integral
0 0 _x

termos dos parametros ) e { definidos previamente. Primeiramente, escrevemos 7,, na
Eq.(4.15) usando a aproximagao (4.20) para F'(g), resultando em
kBT

29(2+9)’

e como « ~ 1 dentro da aproximagao aqui utilizada, entdo a razao entre as Eqs.(4.13)

nxy

e (4.14) fornecem a seguinte identidade: g = . Com efeito, podemos escrever m como

segue abaixo

9 ) 1 1
+ ¢ | arctan (g )+—1n(1+—) . (4.31)

72 g2 2 g

= (1 - %((S§)2>0> Q" com v=

Vamos, a partir de agora, obter valores para a magnetizacao em alguns casos limites,
em que ((S2)?)o pode ser facilmente obtido, e postergar até o capitulo 6, a andlise numérica

nos casos mais gerais. O primeiro caso que sera analisado é o modelo XY bidimensional,
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que pode ser obtido do hamiltoniano (4.1) se fizermos A =0, J, =0, n =0e D = 0,
com isso ¥ — oo e, portanto, m — 0. Esse é um resultado previsto pelo teorema de
Mermin-Wagner [15], pois de acordo com este, simetrias globais continuas nao podem ser
quebradas espontaneamente em sistemas com interacoes de curto alcance para dimensoes
espcacias d < 2. A auséncia de ordem de longo alcance prevista por esse teorema nao
implica, contudo, numa auséncia de transicao de fase. Discutiremos, a seguir, o caso
particular do modelo XY bidimensional como exemplo de aplicagao de tal teorema e suas
implicagoes.

O hamiltoniano que descreve o modelo XY cléssico é dado por

H=—J> {SES%+ 58}, (4.32)
(7)

note que o estado fundamental (7" = 0) é aquele em que todos os spins estao alinha-
dos numa dire¢ao, resultando numa maxima magnetizacao, mas nao podemos afirmar
em qual direcao no plano xy ele estard alinhado, pois o hamiltoniano é invariante sob
rotacoes no espaco de spin e, portanto, apresenta uma forma de simetria global continua.
A medida que aumentamos a temperatura, os spins comegam a se desalinhar devido a
agitacao térmica e esperamos que para um certo valor de temperatura, a magnetizacao se
anule, ocorrendo assim uma transi¢ao de fase ordem-desordem usual. Contudo, essa ca-
racteristica nao é verificada quando calculamos a magnetizagao, pois encontramos m = 0
para qualquer temperatura nao nula, em bom acordo com o teroema de Mermin-Wagner.
Apesar disso, chegamos a um valor finito para a temperatura critica desse modelo em
(4.22). Entao, que tipo de transigao estd ocorrendo? Tal transi¢ao é conhecida na lite-
ratura como transi¢ao de Kosterlitz -Thouless [16]. Kosterlitz e Thouless [17, 18] pro-
puseram um tipo diferente de transicao de fases, na qual foi definida uma ordem de
longo alcance topoldgica para certos sistemas bidimensionais, que é responsavel por uma
transicao de fases topoldgica caracterizada por uma sibita mudanca na resposta do sis-
tema a perturbacoes externas. Acredita-se que tal transicdo topoldgica ocorra devido
ao desligamento de pares vortice-antivortice quando ultrapassamos a temperatura critica
Tkr (temperatura de Kosterlitz-Thouless). Um vértice (antivirtice) é uma excitacao to-
polégica na qual os spins em um caminho fechado ao redor do centro da excitagao gira
por 27 (—27) no mesmo sentido. Diversos sistemas fisicos apresentam essa transicao, a
saber: filmes de Hélio liquido, filmes de supercondutores e cristais liquidos de uma tnica
camada. [16].

Encerramos este capitulo com a obtencao do grafico da magnetizacao m como funcao

da temperatura t para o modelo rotor planar tridimensional isotrépico. Para tal fim,
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vamos tomar os limites em que D — oo e J, = J no hamiltoniano (4.1) e, entdo, calcular
((S2)*)o nesses limites. Como esperado, ((SZ)?)g = 0, pois o campo cristalino muito

intenso faz com que a componente Sz seja suprimida do espago de spin. Entao, de (4.31)

obtemos
Q" S (T4 Lio) ~ 0314078 (4.33)
m = com v=—|(—-+=-In2) =0. .
w2 \4 2 ’
mas de (4.21) com £ = 1, temos t = —6Q) In Q). Invertendo a equacao acima para obtermos

Q = mv e, portanto, In ) = %ln m, chegamos a seguinte expressao para t como funcao
de m
6 1

t =——mvInm. (4.34)
v

Apesar de esperarmos uma transicao de fase de segunda ordem e, portanto, sem des-
continuidade no parametro de ordem, notamos, entretanto, que a magnetizacao se apro-
xima de modo descontinuo do valor nulo a medida que aumentamos a temperatura. Tal
descontinuidade é um artificio do método aqui empregado. Outra informacao importante
que podemos obter da figura 4.3 é a temperatura critica t., que corresponde aquela na
qual a magnetizacao cai bruscamente. Note que a temperatura t. = 2,207 em destaque
nessa figura é justamente aquela que obtemos analiticamente, como nao poderia deixar
de ser.

O uso da aproximagcao para F'(g) possibilitou a obtencao da temperatura critica e a
magnetizagao para alguns modelos, com certa facilidade, além da comparagao com outros
métodos analiticos e simulacionais. Entretanto, a principal utilidade de tal aproximacao
¢ de carater numérico, pois evita o uso de métodos iterativos pesados para desacoplar
as equagoes (4.13) e (4.14). Nesses casos limites, verificamos que essa aproximag¢ao nos
forneceu valores para t. proximos aqueles obtidos pela AHAC e por simulacao de Monte
Carlo. Contudo, em casos gerais, em que 7, A, J,/J e D/J podem apresentar outras
variagoes, nao sabemos a priori se tal aproximacao ainda nos levara a bons resultados,
por isso no capitulo 6 compararemos os resultados obtidos com essa aproximacao e aqueles

conseguidos resolvendo numericamente o sistema de equacoes acopladas para v e 7.
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Figura 4.3: Curva da magnetizacao m em funcao da temperatura reduzida ¢ para o modelo
rotor planar tridimensional isotrépico. O trecho tracejado da curva equivale a uma regiao
nao fisica, correspondendo a calor especifico negativo. A reta pontilhada indica o valor
da temperatura critica t., obtida quando m vai a zero de modo dscontinuo.
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Capitulo 5

Modelo XY Classico Tridimensional
Diluido Anisotrépico na Presenca de
um Campo Cristalino

Neste capitulo, estudaremos o modelo XY tridimensional anisotrépico diluido em suas
ligagoes na presenca de um campo cristalino usando o principio variacional de Bogoliubov
(PVB). O modelo XY é largamente estudado devido a riqueza de seu diagrama de fase e
o carater de sua transi¢ao [1, 23, 32, 38, 33]. Em particular, o modelo XY em duas di-
mensoes tem atraido a atencao dos pequisadores devido a sua transicao de fase topolégica
nao usual, conforme discussao anterior. Recentemente, o estudo de modelos XY tem
sido motivados nao apenas devido a sua aplicabilidade em descrever materiais magnéticos
reais, por exemplo: o diagrama de fases do composto RbFe(MoO,), estd em bom acordo
com as predigoes tedricas para o modelo XY cldssico bidimensional [38], mas também
em sistemas da matéria condensada, tais como: cristais liquidos [14] e supercondutores
(32, 38].

A versao unidimensional do modelo XY quantico de spin-1/2 foi resolvido exatamente
por Lieb, Shultz e Mattis [14]. Apesar da natureza quantica dos magnetos reais nao
poder ser esquecida, o estudo de modelo cléssicos continuam sendo um importante objeto
de pesquisa. Existem varios compostos fisicos, tais como: RbyMnF [39], KoMnF)y e
Mn(HCOO)y.2H50 [40] que apresentam atomos de Manganés com spin s = 5/2 em
sua constiuicao, permitindo um tratamento classico, isto é, tratar os spins como vetores.
Em dimensoes superiores a um, esse modelo tem sido estudado por técnicas analiticas
aproximadas [32, 23, 1] e simulagoes de Monte Carlo [41].

O estudo de modelos de sistemas magnéticos diluidos tem uma longa histéria[9]. Varios
sistemas magnéticos foram estudados, podendo-se destacar: as ligas ternérias e os filmes
finos [9]. Além disso, do ponto de vista experimental, material magnético sem impurezas,

ou seja, totalmente puro, é de dificil acesso. Entao, considerar algum tipo de diluicao
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tornaria o modelo mais realistico. Na literatura, o modelo rotor planar diluido em suas
ligagoes foi estudado por meio da aproximagao harmoénica auto-consistente (AHAC) [24],
onde nesse artigo os autores obtiveram o diagrama de fases e a concentracao critica para
o modelo. Aqui, também vamos obter a concentracao critica e, posteriormente, comparar

com os resultados simulacionais e analiticos disponivies na literatura.

5.1 Percolacao

Antes de estudar analiticamente o modelo XY diluido, vamos realizar uma breve
discussao sobre percolacao. Historicamente, o conceito de percolacao surge do estudo
do fenomeno de transporte de um fluido através de um meio poroso. Por exemplo, o
petréleo através de uma rocha, ou a dgua em um filtro de areia [37]. Além disso, uma
das motivagoes para pesquisa em percolagao vem da descrigao de fenomenos criticos [34],
como por exemplo, sistemas ferromagnéticos diluidos [37]. Existem também aplicagoes de
modelos de percolacao em diversas situacgoes fisicas, tais como: o transporte de corrente
elétrica através de uma rede composta por um grande ntimero de resistores, incéndio em
florestas, prospecgao de petréleo e difusdo em meios desordenados [36].

O estudo de modelos de percolacao se dd, primeiramente, escolhendo a estrutura de
rede que sera utilizada, por exemplo: rede quadrada, triangular ou cubica. Apds essa
escolha, definimos a ordem de alcance de percolacao: longo alcance ou curto alcance
(modelo de primeiros vizinhos). Aqui, vamos considerar apenas modelos de percolagao
de curto alcance. Além disso, podemos classificar a percolagdo em dois tipos: percolacao
por sitio e percolagao por ligacao.

Na pecolacao por sitio, cada sitio de uma rede é aleatoriamente ocupado com uma
probabilidade p e desocupado com probabilidade (1 — p), sendo que os grupos de sitios
vizinhos ocupados sao chamados de aglomerados. Dizemos que ocorreu percolacao se
acima de uma certa concentracao critica p. ha formacao de um aglomerado infinito, ou
seja, obtemos um aglomerado se extendendo de um lado a outro de uma rede infinita.

Na percolacao por ligacao, todos os sitios da rede estao ocupados e as linhas ligando
sitios vizinhos podem existir ou nao. Entao, definimos p como a probabilidade de existir
essa linha ligando sitios vizinhos e (1 — p) como a probabildade de nao existir tal linha,
e os grupos de sitios vizinhos conectados sao chamados de aglomerados. Entao, dizemos
que ocorreu percolacao se ha formacao de um aglomerado infinito acima da concentragao
critica p.

Vale ressaltar que a concentracao critica ou limiar de percolacao p. assume valor

diferente, caso levemos em conta a percolagao por sitio ou por ligagao. Por exemplo,
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numa rede quadrada, p. = 0,5 para percolagao por ligacao e p. = 0,592 para percolacao

por sitio [35].

5.2 O Modelo

O modelo XY tridimensional diluido em suas ligacoes na presenca de um campo cris-

talino é definido pelo hamiltoniano
- Z Jep{SESL + SUSYY = > JZ{SESL + SUSYY+ DY (S, (5.1)

onde J;» é a interagao de troca entre spins em camadas paralelas ao plano xy e J44 é a
interacao de troca entre spins em diferentes camadas adjacentes. D é o campo crlstahno
e Sisdo as componentes i = x,y, z de um spin cléssico de médulo unitério ||SH| = 1. A
primeira soma ¢ realizada sobre os spins vizinhos mais préximos nas camadas, a segunda
soma ¢ sobre os spins vizinhos mais proximos entre as camadas e a tltima soma é realizada
sobre todos os spins. Além disso, consideraremos uma distribuicao de probabilidades

aleatéria binomial para as ligagoes J.+ e J2 b dadas por
P(Jw) =p6(Jrw — J) + a0(Jz7) e (5.2)

P( f ) 5(’]-'-’ - Jz) +QZ5(J;7F’) ’ (53)

onde p (p.) ¢ a probabilidade da ligacio intraplanar (interplanar) com J;» = J (JZ i = )
eq=1-p (g, = 1—p,) é aprobabilidade da ligacao intraplanar (1nterplanar) com Jy» =0
(JZ, =0). Analogamente aos capitulos anteriores, vamos escrever o hamiltoniano acima

numa representacao polar para os spins|7]:

H = ——ZJEL’\/l— Sz) \/1 Sz, ;)2 cos(dppa — Or)

+ DZ (52)?, (5.4)

onde @ rotula os quatro primeiros vizinhos do sitio 7 no plano x-y e ¢ os dois primeiros
vizinhos mais proximos do sitio 7 ao longo da direcao z. Utilizou-se também o fato de
que as interacoes de troca intraplanar e interplanar s6 dependem da distancia entre os

primeiros spins vizinhos, isto €,
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da mesmo modo, temos que JZ , = J*(|c]).
A fim de aplicarmos o PVB devemos propor um hamiltoniano tentativa Ho(vy,v,) cuja
solucao exata é conhecida. Seguindo os mesmos passos do capitulo 3, vamos propor um

hamiltoniano composto por uma parte planar H? e uma outra axial HZ, a saber:
Ho = HS + HZ, (5.5)

onde H¢ ¢ dado por

e HZ por
HE = 52}1 ZJZ SZ)2+DZ(S§)2, (5.7)

Com a intengao de diagonalizar ?—Lg , vamos tomar a transformada de Fourier de (5.6) para

nos fornecer
o _ 7 _ —igd R 2 G
=3 S0 s+ F 00 6
q a c
escrevendo, também, Hj em termos de ¢, fica
1 z ]‘ z z z
=32 J@IS;P+ 5 Y T @IS;P + DY ISP (5.9)
q.a q,c 7

Diferentemente dos sistemas puros tratados nos capitulos anteriores, em sistemas
diluidos, temos uma distribuicao de probabilidades para as ligagoes. Isso implica que
devemos tomar, além de uma média térmica, uma média sobre as ligacoes |...] dadas pela
distribuigdo de probabilidades (5.2) e (5.3). Ao tomarmos a média nas configuragoes

chegamos a

= pJ(2 = (cos gz + cos ¢,a)) | dgl* + D 72 Jzp=(1 — cosg.c). (5.10)

7

Reescrevendo a equagao acima de modo mais compacto, temos

[H3) = (v + Ye)I6al, (5.11)
q
onde v, = YpJ(2 — cosq,a — cosqya), Vg = V2p2J.(1 — cosq.c), a = |d|, ¢ = |c] e
|pg]*> = ¢pa0—z. Analogamente, podemos escrever a média nas ligagoes para a parte axial,
fornecendo

[H3) = (2pJ +p=J. + D) Y|z (5.12)

q
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e para H, resultando em

H] = _—ZJP\/l— SZ) \/1 (Sz,5)% cos(@rya — Or)

- —Zszz\/l— $2)2\/1 = (S3,2)? cos(Grse — 67)
+ DZ(s;). (5.13)

Apés realizar as médias nas ligagoes, vamos tomar as médias térmicas. O primeiro termo
a ser avaliado é ([Ho])o, cujo resultado é facilmente obtido do teorema da equipartigao da
energia, dando

NkgT  NkgT

([Hol)o = —5— + —5— = NksT" (5.14)

Com o objetivo de obtermos a energia livre de Helmholtz Fj, vamos calcular a funcao de

partigao Zy. Entretanto, observando as equagoes (3.10) e (3.13) para a parte planar e axial
do hamiltoniano tentativa do capitulo 3, respectivamente, vé-se que essas apresentam a

mesma forma funcional. Logo, a funcao de particao planar é dada por

z¢ = H {ﬂ(#r (5.15)

Vg + ’YQZ)

e a axial por

1
2

ZF = 1;[ [BLQ} : (5.16)

onde Q = D+2pJ+p.J, e Zy = Zg’ 2. A partir da definicao da energia livre de Helmholtz
estatistica (2.10), utilizando (5.15) e (5.16), conseguimos

_kgT k T
=5 Zl B NI (5.17)
7 By + 'YqZ> 5
Para podermos aplicar o PVB, resta calcularmos ([#])o, ou seja, a média térmica do
hamiltoniano original com relagao ao hamiltoniano tentativa. Contudo, esse termo nao
pode ser avaliado tao diretamente quanto ([Ho])o, portanto, se faz necessério um pouco

mais de manipulacoes algébricas, como ficara evidente a partir da expressao abaixo

(Hl)o = Z (1= (82241 = (8,00 (cos(desa — de)bo

. zpz \/1 _ Sz \/1 — COS(¢r+c - ¢r)>
N DZ«S;) Y. (5-18)
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O préximo passo é avaliar os termos (...)o que aparecem na expressao acima. O primeiro a
ser avaliado serd a flutuagao de spin ((SZ)?)o, que pode ser, facilmente, calculado aplicando
o teorema de equipartigdo da energia na expressao (5.12), resultando em

kgT

S2)%)0 = . 5.19
(570 2(D + 2pJ + p.J.) (5.19)

Com o uso da seguinte identidade
(cos(drra — 7))o = e+ (Grra—om0, (5.20)

vélida para varidveis gaussianas (ver Apéndice A.1). O valor médio que surge na expo-

nencial é calculado em termos de vetores de onda ¢ por meio da transformada de Fourier,

obtendo
<(¢F+a r N Z 1 - |¢q 05 (521)
onde Az = 1(cos gya + cosgya) e
kgT
(l¢al*)o = 5——- (5.22)
! 2(7g + 7g2)
Similarmente, podemos escrever
(cos(rie — b)) = e~ 2 ((Pree=97))o
resultando em
<(¢F+c r N Z 1 - /\Z ‘qbq 05 (5'23)

onde \; = cos g.c. Deste modo, (5.18) toma o Segumte aspecto

(Mo = 21— LY 1-2(84%)0

T R e et

2
+ ZD((S§)2>0 (5.24)

onde voltamos a usar as hipéteses Sz ~ SZ ; e Sz ~ SZ .. Podemos, ainda, somar sobre

d, ¢ e T, pois o termo de flutuagao de spin (5.19) independe deles, restando, somente, uma

soma sobre ¢, como podemos ver na expressao abaixo

([(Hl)o = —2JpN(1— ((S5)?)g)e” 2w Ea?(cosaearteosqya){iogo
P LN(L = ((S2)2)g)e & Sall-eosazalléto
D NkgT
t o (5.25)

Q 2
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Reunindo os valores médios avaliados e substituindo-os na desigualdade de Bogoliubov

(2.11), obtemos

kBT ™ k?BT T
0] ) = —— | — In —
(%7 ) 2 ; nﬁ(%"“%ﬁ) 2 % HBQ

— 2JpN(1 — {(82)?)g)e2n X2~ (cosaratcosqya)(9g)o

— P JN(L = {(S2)%)g)e~ v Zall=cosae)léqlo
D NkgT

- -9 —— (5.26)

Agora, finalmente, podemos aplicar o PVB. Vamos, entao, minimizar ®(v,v,) com relagao

aos parametros variacionais 7y e v, a partir das condigoes

90(y,72) 0P(v,72)
D E_ ———==0.(b 5.27
22w 2 0. (5:27)
Antes de avaliarmos (5.27), vamos definir 7,, e 1, como
1
ey = 575 302~ (cosgaa -+ cosgya)] g, (5.28)
q
1
n= 5 3001 cosq.0)logo (5.20)

q
Com o intuito de tornar mais claro o calculo envolvido na minimizagao de ®(v,~,) com
relagdo aos parametros variacionais v e ,, vamos quebrar a equagao (5.26) numa soma
de trés termos dependentes de v e 7., a saber: ®;, &5 e $3, mais um termo independente

deles que nao vamos rotular, ja que sera irrelevante no processo de minimizacao. Seja,

entao
kgT
¢ = %Zln(%‘i‘%z)a (5.30)
q
Oy = —2JpN(1—((S7)*o)e ™, (5.31)
Oy = —JpN(1— ((52)2)e)e ™. (5.32)

Da condigao (a) de (5.27), temos que
02(v,%:) _ 901(1,7%:) | 0%2(1,7:) | 0%3(, %)

N o 9 N (5.33)
Avaliando as derivadas que surgem na igualdade acima, obtemos
0P (7,7,) _ kT Z pJ (2 — cos gza — cos q,a) _ kT Z Yq | (5.34)
Oy 2 Yo + Yoz 2 =+ )
onde utilizamos as definicoes de v, € 7.
aézg ) N - <(S§)2>o)e—nwyaaL;y (5.35)
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0Ps3(7,72) 2y . O
——= = p, J.N(1—((SZ M= —=, 5.36
D2 N - (g e S (5:30
: - o ONay 012
A partir das defini¢oes (5.28), (5.29) e da Eq.(5.22) podemos avaliar 5y € By COMO
Y Y
mostrado abaixo
My kBT Z pJ(2 — cos qza — cos gya)?
0y (Vg + 742)?
k‘BT Yq 2
= — — | . 5.37
ANpJ Xq: (v(% +7qz)> (587
on. _k:BT Z pJ (2 — cos gza — cos qya)(1 — cos g,c)
oy ('7q + '7qz>
k T .
= __B Taa (5.38)

2Np:J. < (127) (g + Ye2)*

Reunindo as derivadas parciais obtidas acima e substituindo-as em (5.33), chegamos a

LS e i (0 (e e ) o

27 =Vt Ve Y(Yg + Vez) Yo (Vg + Yoz

(5.39)
A equacao acima pode ser satisfeita fazendo cada termo na soma sobre ¢ nulo. Feito
isso, podemos somar sobre ¢ na expressao entre colchetes e fazer uso das definigdes (5.28),

(5.29) e da Eq.(5.21) para obtermos

kT

(1= ((S5)%)o) (2Tpnaye™ + Topanze ™) = ——. (5.40)

A aplicagao da condigao (b) de (3.28) nos leva a mesma equagao acima. Portanto, temos
duas incégnitas e uma equagao. Entretanto, investigando as equagoes (5.20) a (5.23),
podemos encontar uma outra equagao envolvendo v e ,. Escrevendo (5.22) em termos
de Az e AZ encontramos

kpT
2[29pJ (1 = Ag) +7ep= (1 = AZ)]

(6o =

substituindo a expressao acima em (5.28) chegamos a

kT (1—A\g)
o . 5.41
ey = 9N Z 29pJ (1 = Ag) + 7=p=J=(1 =A%) (541)

Procedimento anédlogo nos leva a expressao abaixo para 7,

(1=

kgT
" 2N ; 29pJ (1 = Ag) + 7=p=J=(1 =A%) (542)
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Se multiplicarmos (5.41) por 2ypJ e (5.42) por v.p,J,, e depois somarmos, obteremos

kT

27pj77xy + ’anzjzpz = 9 s (543)

dessa forma, conseguimos duas equagodes que poderao, em principio, serem resolvidas
para nos dar os parametros variacionais vy e 7, como fungao das varidveis presentes no
hamiltoniano que define o modelo. Comparando as equagoes (5.40) e (5.43), podemos

identificar
v =[1=((S5)%)o] e, (5.44)
7. = [1=((S3)*)o] €™ (5.45)
Entretanto, desacoplar as equacoes acima é uma tarefa dificil e, por isso, vamos proceder
de modo analogo ao capitulo 4.

Iniciamos calculando as flutuacoes quadraticas 7,, e 1, no regime de longos compri-

mentos de onda. Apds realizarmos a integracao obtemos as expressoes abaixo:

k’BT k’BT 1 —2F(g, h,g)
Nxy = F g, h7£ e 1= |: ) 5.46
V= oypgt 08 2ypJ gh¢ (5.46)
: Y, D . ,
onde definimos g = =, h="—"e = —. F(g,h,§) é dado por
¥ p J
1 |arctan (gh&)z 1 1 1

F(g,h§) =z |———"—+z—=zghfIn {1+ —||. 5.47
( ) 3 (gh€)? 2 2 gh& (5.47)
Vamos definir () = e v, a = 7:; et = kBTT, com o intuito de reescrever a equacao
(5.43) em funcao desses parametros. A partir dessas definigdes, encontramos 7,, = —In Q

e n, = —aln@, que quando substituidas nas expressoes (5.44) para v e (5.45) para 7,

resultam em
7=[1-{(5970] @ e 7= [1-((57))0] Q"

substituindo as equagoes acima em (5.43), encontramos

QInQ [2 + héa@Q" '] = Tl __<Z ST (5.48)

A expressao acima se assemelha aquela obtida no capitulo 4, a saber Eq.(4.19). Aqui,

como no capitulo anterior, nos deparamos com uma féormula para () de dificil manipulacao
analitica, como se pode ver das equacoes (5.46) e (5.47) para 1),,. Procedendo de modo

andlogo ao capitulo 4, lancaremos mao de uma aproximagao para F'(g, h,§), a saber:

1
2+ gh&’

Faproa(g, 1, &) ~ (5.49)
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Essa equacao implica que o =~ 1 e, portanto, 7. ~ 17,,, significando que as flutuacgoes
quadraticas médias nao sao muito diferentes nas interagoes intraplanar e interplanar.
A validade de nossa aproximacao ja foi estudada no capitulo anterior, quando tinhamos
Foproz(g), ou seja, uma fungao de uma tnica varidvel, mas agora temos uma funcao de trés
variaveis g, h e £. Apesar disso, se fixarmos duas variaveis e analisarmos o comportamento
de F(g,h,§) em fungdo de uma unica variavel, entdao o estudo realizado, anteriormente,
garante que o erro envolvido nessa aproximacao ¢ menor que 10%. Além disso, casos
limites de facil acesso analitico serao obtidos e comparados com aqueles obtidos por outros
métodos analiticos disponiveis na literatura, o que podera ratificar a validade de nossa
aproximacao.

Com efeito, substituindo o = 1 em (5.48), chegamos a

—t
1= (597

que é uma féormula muito mais simples de se tratar. Analisaremos, a seguir, os resultados

QInQ 2+ he] = N (5.50)

fornecidos pela equagao acima, em alguns casos limites de interesse.

Tomando os limites J, = 0 e D — 0o, no hamiltoniano (5.1), obtemos o modelo rotor
planar diluido, para o qual ((S2)%)o — 0, ou seja, ndo ha dindmica de spin fora do plano,
e a equacao (5.50) se reduz a

QlnQ = 4_—;. (5.51)

A temperatura critica é encontrada usando o fato de ((S2)*)¢  t, e sabendo que na

temperatura de transicao , a variavel () salta para zero, ou seja, temos a condi¢ao abaixo

d dt
d_cf|tc — —00 Ou @hc — 0. (552)
Aplicando essa condi¢io em (5.51), obtemos Q = e~! e, substituindo-o, outra vez em

(5.51), chegamos numa expressao simples para a temperatura critica reduzida:
t, = 4pe . (5.53)

Note que a temperatura de transicao t. é funcao da concentragao de ligacao p e, quando
tomamos o limite p — 1, recuperamos o valor de t. obtido no capitulo anterior para o
modelo rotor planar puro. A temperatura t. aqui encontrada para o modelo rotor planar
diluido, via PVB, é idéntica aquela obtida via AHAC [24], o que ja era de se esperar
haja vista a discussao realizada no capitulo 3 a respeito da equivaléncia entre os dois
métodos quando utilizamos um hamiltoniano tentativa harmonico no PVB. Além disso,
a aproximagao de campo médio (ACM) [42] nos da t. = 2pJ, resultado bem diferente
daquele obtido aqui.
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Contudo, tanto o PVB quanto a ACM, fornece t. — 0 quando p — 0, em contraste
com a existéncia esperada de um valor finito para a concentracao critica (espera-se para
uma rede quadrada p. = % [34]). Essa discrepancia entre o valor aqui encontrado e aquele
esperado para concentracao critica, pode ser justificado pelo fato de que em modelos bidi-
mensionais, efeitos de vortices sao importantes, conforme discussao no capitulo anterior.
Em [24], os autores utilizaram corregao de vértices no cdlculo da concentragao critica do
rotor planar diluido, obtendo um valor nao-nulo para p., a saber: p. = 0,3927. Resultado
bem melhor que os obtidos via ACM e PVB, sendo comparavel ao resultado exato.

Vamos, agora, obter a concentragao critica p. para o modelo XY tridimensional ani-
sotrépico diluido descrito por (5.1). Primeiro, aplicamos a condi¢ao (5.52) em (5.50), com
((52)?)o dado por (5.19), conseguindo @ = e~'. Feito isso, voltamos a expressao (5.50) e

substituimos o valor encontrado para (@), resultando na expressao abaixo para t..

te = (5.54)

onde k = 2pe (24 h€) e p= (D/J +2p+ p.£). Observando a expressio acima, notamos
que t. — 0 quando p — 0, isto é, nao observamos um valor finito para a concentracao
critica. Essa é uma dificuldade imposta pelo método aqui utilizado. Segundo [9], apro-
ximagoes de campo médio aplicada a sistemas com interagoes magnéticas de curto alcance
e forte diluicao nao fornecem resultados precisos, visto a sua incapacidade em predizer

uma concentracao critica nao nula.
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Capitulo 6

Analise Numérica do Modelo de
Heisenberg Classico Anisotrépico
Tridimensional na Presenca de um
Campo Cristalino

No capitulo 4, estudamos o modelo de Heisenberg classico anisotropico tridimensional
na presenca de um campo cristalino por meio do PVB. Obtivemos expressoes para as
temperaturas de transicao em alguns casos limites de facil acesso analitico, tais como: o
modelo rotor planar, o modelo XY bidimensional e o modelo de Heisenberg isotrépico
bidimensional. Além disso, encontramos uma expressao para a magnetizacao e calculamos
o valor da magnetizagdo nos casos limites supracitados. Contudo, como enfatizado no
capitulo em questao, o estudo analitico considerando variagoes arbitrarias nos parametros
definidos no hamiltoniano (4.1), ouseja, 0 < A< 1,0<n <1, —o0o < D/J < 0 e
0 < J./J < oo sao complicadas de serem analisadas de um ponto de vista totalmente
analitico. Portanto, um estudo numérico é necessario para que regioes intermediarias
sejam analisadas e a fisica da transicao de fase seja elucidada de modo mais geral.

Neste capitulo, daremos continuidade ao estudo do modelo de Heisenberg iniciado no
capitulo 4, mas numa abordagem numérica. Vamos construir e analisar varios graficos
de grandezas termodinamicas de interesse, tais como: magnetizacao, temperatura de
transicao e a flutuacao de spin fora do plano, além de esclarecer as influéncias das aniso-

tropias A e n nas transicoes de fase.

6.1 A Anisotropia \

Nesta secao, estudaremos o comportamento da magnetizacao, da temperatura de
transicao e da flutuacao de spin fora do plano em funcao do parametro A. Trataremos

da anisotropia na regiao de plano facil, ou seja, 0 < A < 1, na qual os spins tendem a se
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alinhar no plano no estado fundamental, isto é, estado de mais baixa energia. Em toda
a analise desta secao, fixaremos n = 0 nas equagoes obtidas no capitulo 4 e, dessa forma,

poderemos estudar, unicamente, o efeio do parametro \.

1 I 1 I 1 I 1 I 1

15 —
o~ D—

L \30 -

05
1 0 —
J=0

z 4
I 1 I 1

0,6 0,8 1

Figura 6.1: Temperatura de transicao reduzida t. = kBTT em funcao do parametro \ para

J, = 0. Os numeros em cada curva se referem aos valores da anisotropia reduzida D/.J.

Iniciamos esta secao, estudando o modelo bidimensional tomando J, = 0 no hamil-
toniano (4.1). Nesse limite, estudamos o comportamento da temperatura de transigao t.
como funcao da anisotropia de spin \ para alguns valores de anisotropia cristalina reduzida
D/J. Na figura 6.1, notamos que quando A = 0 e D/J = 0, encontramos t. = 1,076, valor
obtido para o modelo XY bidimensional, de maneira puramente analitica, no capitulo 4.
Quando deixamos A assumir valor nao nulo, notamos que a temperatura de transicao va-
ria suavemente como funcao da anisotropia de spin, exceto quando A — 1. Nesse limite,

a temperatura de transicao cai abruptamente para zero, o que concorda com o resul-
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tado previsto na literatura [15], j4 que em duas dimensoes, nao é esperado a ocorréncia de
transicao de fases para o modelo de Heisenberg isotrépico a temperatura diferente de zero.
Contudo, a presenca de uma pequena anisotropia cristalina (D/J = 0.5), ja é sufuciente
para que uma transigao de fase seja observada em temperatura nao nula (vide figura 6.1),

pois a presenca dessa anisotropia cristalina finita, quebra a simetria da fase ordenada e,

0,06

0,056
<(Srz)2>0 -

0,052

0,048 [ TR I TR N
0 04 06 08 1
2 T T T T T T 2 T T T T
I [ [ [ [ I © [ I I I (d)
15+ —
tc 1 _
0.5 A=0.0"
JZZO.O .
0 1 l 1 l 1 l 1 l 1 l 1
-2 0 2 4 6 8 10

Figura 6.2: (a) Flutuagdo de spin fora do plano ((SZ))o para kgT/J = 0.2 e (b) a
temperatura de transicao reduzida t. para D = 0 e J, = 0. A temperatura critica é
mostrada em (c) para A =0 e em (d) para A = 1.0.

assim, é esperada a existéncia de ordem de longo alcance numa temperatura finita. Para
valores maiores de D > 0, a temperatura de transicao cresce com D (vide figura 6.1),
o que é perfeitamente justificavel, visto que o papel da anisotropia cristalina D é tentar
manter os spins no plano xy e, portanto, serda necessario maior agitacao térmica para
desordenar o sistema, a fim de que se verifique a transicao. No limite em que D — oo,

isto é, forte anisotropia cristalina, a temperatura critica t. independe do parametro A, ja
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que obtemos uma reta, como se percebe na figura 6.1. Essa caracteristica é justificavel,
ja que essa intensa anisotropia suprime a componente SZ o espaco de spin, e como na
expressao do hamiltoniano (4.1), os parametros 7 e A aparecem sempre acompanhados de
SZ, logo esses termos serao anulados independentemente de 77 e A. Nesse limite, obtemos
o rotor planar bidimensional, cujo valor da temperatura critica esta bem acima daquele

obtido via simula¢ao de Monte Carlo (vide tabela 6.1). Como discutido em capitulos an-

T T T T T T T T T
asLF T T T T T T — D/FF0
! 1,745 |— —
B . --- D/F1
Sl 7 -- D/JF5 ]
meE 4 D/J=50
3173 b J Do o |
1750 7 JRT— J=J
r 1,72 ’,1 I 1 | 1 ] 1 | “p 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
t.251 _
2 T
151 -
1 l 1 l 1 l 1 l 1
0 02 04 06 08 1

Figura 6.3: Temperatura critica reduzida kgT./J = t. em fungdo da anisotropia A para
diferentes valores do campo cristalino reduzido D/J, no limite isotrépico J, = J. O
grafico inserido representa a curva para D/J = 1.0 numa escala mais fina.

teriores, em modelos bidimensionais, efeitos de vortices sao os responsaveis por promover
a transi¢ao, e como a aproximacao aqui utilizada nao leva em conta tais efeitos, entao é
compreensivel essa discrepancia entre o valor aqui obtido e aquele fornecido por Monte
Carlo. Por outro lado, considerando D < 0, ao aumetarmos a intensidade do campo

cristalino, a temperatura de transicao t. diminui, pois a componente z do spin é cada vez
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Tabela 6.1: Temperaturas criticas kBJTC para o modelo de Heisenberg anisotropico com
campo cristalino em alguns limites em comparacao com resultados obtidos por outros
métodos. Os simbolos 2-D e 3-D significam, respectivamente, bidimensional e tridimensi-

onal.

’ Limites isotropicos \ MC ou séries \ PVB ‘
D — o0, J, = 0 Rotor Planar 2-D 0,90¢ 1,472
D — oo, J, = J Rotor Planar 3-D 2,17° 2,190
D=0,J, =0, A\=0 Modelo XY 2-D 0,78(2)° 1,076
D=0,J,=J,A=n=0Modelo XY 3-D 1,54(1)%, 1,55¢ | 1,605
D =0, J, =J, A =n =1 Heisenberg isotrépico 3-D 1,4437 1,458

“Monte Carlo Ref.[43]
®Monte Carlo Ref.[30]
“Monte Carlo Ref.[44]
IMonte Carlo Ref.[45]
“séries Ref. [46]

Monte Carlo Ref.[47]

mais realcada e, conseqlientemente, a magnetizacao no plano é diminuida. Com efeito, a
temperatura critica decresce. Finalmente, para D/J < —2.0 ndo hd mais ordenamento
no plano zy.

Nas figuras 6.2 (a) e (b), exibimos o comportamento da flutuagao de spin fora do plano
((SZ))o e da temperatura de transicdo t., respectivamente, em func¢ao da anisotropia A
para J, = 0 e D = 0. Observe que o grafico (a) exibe um minimo e o grafico (b) um
maximo para o mesmo valor de A, tal caracteristica se deve ao fato de que as flutuacoes
de spin fora do plano sdo responsaveis por desordenar o sistema. Portanto, se ((SZ))o
apresenta um minimo para um determinado valor da anisotropia A, entao sera necessario
maior agitacao térmica para desordenar o sistema, logo t. exibe um maximo neste valor
de . Apesar do gréfico (a) ter sido plotado para uma valor especifico de temperatura
reduzida, a saber: kgT/J = 0,2, o valor de A para o qual ((SZ))o exibe um minimo,
nao se altera se mudarmos a temperatura, ja que pela expressao da flutuacao de spin
fora do plano em (4.7), vemos que ((SZ))o ¢ linear com 7. Além disso, veremos adiante
que essa caracteristica é observada para outros valores da anisotropia cristalina reduzida
D/J e da razao entre as interagoes de troca J,/J. Nas figuras 6.2 (c) e (d), mostramos
o comportamento da temperatura critica t. em funcao da anisotropia cristalina reduzida
D/J para J, = 0, A = 0 e A = 1, respectivamente. Para A\ = 0 em (c), note que néo
hé mais transigdo se D/J < —2, e para D/J = 10, a temperatura critica se aproxima
do valor esperado para o modelo rotor planar bidimensional (D — oo), via PVB (vide

tabela 6.1), portanto, esse valor de anisotropia cristalina ja é considerado muito intenso.
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Considerando A = 1 em (d), observamos que sé ha transicao para valores positivos do
campo cristalino (D > 0).

Consideraremos, a partir de agora, o caso isotrépico tridimensional J, = J. Como dito
no inicio dessa secao, estamos fixando n = 0 e, portanto, J, = J nao implica no modelo
de Heisenberg isotrépico tridimensional, ja que a interacao interplanar se da como no
modelo XY. Na figura 6.3, apresentamos o comportamento da temperatura de transicao
t. como funcao do parametro A para alguns valores da anisotropia cristalina reduzida
D/J. Para D — oo, notamos que a temperatura de transicdo nao varia com A, ou seja,
¢ uma constante, a saber: t. = 2,190. Essa temperatura critica corresponde a do modelo
rotor planar tridimensional, pois ao tomarmos o limite em que D — oo suprimimos a
componente S do espacgo de spin, independentemente do valor do parametro A, culmi-
nando com o valor nulo para a flutuagao de spin fora do plano. Esse fato explica a nao
variacao da temperatura critica com a anisotropia A. O valor aqui encontrado para t.
estd em bom acordo com os resultados obtidos via simulagdo de Monte Carlo e AHAC
(vide tabela 6.1). Quando fixamos D/J = 50 (linha pontilhada), que é um alto valor de
anisotropia cristalina, mas um valor finito, observamos que a temperatura critica varia
muito lentamente com A, pois nao temos a flutuacao de spin identicamente nulo, como
no caso de anisotropia cristalina infinita. Para A = 0 e D = 0 obtemos o modelo XY
isotrépico tridimensional, cujo valor da temperatura de transicao ¢ t. = 1,603, em bom
acordo com a simulagao de Monte Carlo (vide tabela 6.1). Da figura 6.3, notamos também,
que a temperatura critica cresce a medida que D/J cresce, pois quando aumentamos D,
a flutuagao de spin fora do plano diminui, isto é, ha maior tendéncia para que as com-
ponentes de spin fiquem no plano. Logo, um aumento do campo cristalino D implica
numa maior agitagao térmica necessaria para desordenar o sistema e, assim, verificar a
transicao de fase. O grafico inserido na figura 6.3, tem o intuito de evidenciar a variacao
da temperatura de transicao com A, quando plotamos o grafico numa escala adequada.
Observamos que para D/J = 1, por exemplo, a temperatura apresenta um maximo para
um determinado valor de A. Esse ponto de maximo, pode ser melhor compreendido por
meio da anélise da flutuagao de spin fora do plano ((SZ)?)o. Ao plotarmos o gréfico de
((52)*)o em fungao de A (ver figura 6.4 (c) e (d)), vemos que a flutuagao de spin apresenta
um minino, exatamente, no mesmo valor de A para o qual a temperatura critica apresenta
um maximo (ver figura 6.4 (a) e (b)). Essa relagao entre flutuagao de spin fora do plano
e temperatura de transicao, se deve ao fato de que a transicao de fase esta associada com
a dinamica de spin fora do plano, pois em 7' = 0 os spins estao alinhados no plano zy e

quando a temperatura é aumentada, as flutuacoes térmicas atuam desalinhando os spins
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Figura 6.4: (a) e (b) temperatura critica reduzida t. em funcdo da anisotropia A para
D/J = 1,0 e D/J = 2,0, repectivamente. (c) e (d) flutuacao de spin fora do plano
((SZ))o em func@o de X para D/J =1,0 e D/J = 2,0, respectivamente. Todas as curvas
foram plotadas no limite isotrépico J, = J. As curvas para ((SZ)), foram tracadas para
t=0,2.

e desviando-os do comportamento planar. Portanto, quanto maior a flutuacao de spin
menor a temperatura de transicao, e quando a temperatura critica exibir um méximo a

flutuacao de spin exibirda um minimo. Nas figuras 6.4 e 6.5, as flutuagoes de spin foram

kgT

%= = 0,2. Entretanto, essa escolha nao implica perda de generalidade,

tracadas para
como ja discutido anteriormente.

A partir das figuras 6.4 e 6.5, podemos analisar o comportamento da flutuagao de spin
fora do plano ((S%)%)g em fungao da anisotropia A, quando aumentamos o valor do campo
cristalino D. A primeira observacao se refere ao deslocamento para direita do seu ponto

de minimo, ou seja, o valor de A para o qual a flutuacao é minima, se aproxima cada vez

mais da unidade quando aumentamos D. Além disso, para D crescente e A fixo, ((S2)?)o
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Figura 6.5: As curvas (a), (b), (¢) e (d) mostram a flutuacdo de spin fora do plano
((S2)*)9 em fungao do parametro A\ para D/J = 3, D/J =4, D/J =5 e D/J = 6,

respectivamente. Os gréaficos foram tracados no limite isotrépico J, = J para t = 0, 1.

decresce, e no limite em que D — oo, ((S2)?)y — 0, independentemente do parametro .
Portanto, nesse limite, obtemos o modelo rotor planar tridimensional. Da nossa discussao
acima, também podemos inferir que a medida que aumentamos D, o ponto de maximo
da temperatura de transicao se desloca para direita. Com efeito, vemos assim, como as
anisotropias D e A interferem na flutuacao de spin fora do plano e, por conseguinte, na
temperatura de transigao.

Até agora, estudamos os limites bidimensional e tridimensional do hamiltoniano (4.1).
O proximo objetivo é estudar o modelo no limite quase-bidimensional em que J,/J = 0,01,
ou seja, um fraco acoplamento interplanar. Nas figuras 6.6 e 6.7, exibimos o grafico da
flutuacao de spin como funcao da temperatura reduzida ¢t = # para alguns valores de

A, fixando D = 0. No limite em que A — 0 e n — 0, chegamos ao modelo XY quase-
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Figura 6.6: Flutuagao de spin fora do plano ((SZ)?)o em fungio da temperatura reduzida
t para alguns valores da anisotropia A. Ao plotarmos as curvas consideramos D = 0
e tomamos o limite quase-bidimensional J,/J = 0,01. O grafico inserido numa escala
adequada, tem o intuito de evidenciar as diferencas entre as curvas.

bidimensional (linha continua na figura 6.6). Nesse limite, a temperatura de transigao do
modelo de Heisenberg de plano facil corresponde a do modelo XY. Ao aumentarmos o
valor de A de zero para 0,3 (linha pontilhada na figura 6.6), notamos que a flutuagao de
spin fora do plano diminui, o que implica num maior valor para temperatura de transicao,
conforme discussao realizada nos paragrafos anteriores. Entretanto, a medida que aumen-
tamos o valor de A de 0,3 para 0,4 (linha tracejada na figura 6.6), a flutuagao de spin
volta a crescer, aproximando-se do seu valor no limite XY. Para valores de A maiores
ainda (ver figura 6.7), a flutuacao de spin cresce, ultrapassando o seu valor no limite XY
Da figura 6.7, vemos que para algum valor de A\ entre 0,4 e 0,5, devemos encontrar uma

reta na qual a flutuacao de spin fora do plano seja idéntica a do modelo no limite XY. A
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Figura 6.7: Flutuagao de spin fora do plano ((SZ)?)o em fungio da temperatura reduzida
t para alguns valores da anisotropia A. Ao plotarmos as curvas consideramos D = 0
e tomamos o limite quase-bidimensional J,/J = 0,01. O grafico inserido numa escala
adequada, tem o intuito de evidenciar as diferencas entre as curvas.

partir da figura 6.8, notamos que o referido valor é A = 0,47326. Para esse valor, o modelo
de Heisenberg anisotropico e o modelo XY apresentam a mesma flutuacao de spin fora
do plano e, portanto, a mesma temperatura de transicao. Apesar de toda essa andlise ter
sido feita para os limites em que n =0 e D/J = 0, observamos da figura 6.9 que mesmo
para D/J # 0 existem valores de \ e i para os quais a flutuagao de spin fora do plano do
modelo de Heisenberg coincide com a do modelo XY. Além disso, ao aumentarmos D/J
de zero (linha tracejada) para 0,1 (linha reta) os valores de A em que os modelos XY e de
Heisenberg apresentam a mesma temperatura critica, crescem. Agora, se variarmos J,/J
de zero (linha reta) para 0,01 (linha pontilhada), fixando D/J = 0, notamos da figura

6.10 que ainda assim, obtemos valores para (17,A) em que a flutuagao de spin fora do plano
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corresponde aquela do limite XY. Por outro lado, observamos da figura 6.11 que para
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Figura 6.8: Flutuagao de spin fora do plano ((S2)?)o em fungao da temperatura reduzida
t para alguns valores da anisotropia A\. Ao plotarmos as curvas consideramos D = 0
e tomamos o limite quase-bidimensional J,/J = 0,01. O gréfico inserido numa escala
adequada, tem o intuito de evidenciar as diferencas entre as curvas.

J./J =0,9e J,/J=1,0 encontramos apenas valores negativos para A e, portanto, sem
correspondéncia com o modelo de Heisenberg, ja que estamos nos restringindo a regiao de
plano facil, ou seja, 0 < A<1. E bom lembrar que se fizermos A — 0 e n — 0, mantendo
D = 0, recuperamos o modelo XY, independentemente dos valores de J,/J. O fato de
que para certos valores de A e 1, os modelos XY e de Heisenberg apresentam a mesma
flutuacao de spin fora do plano e, logo, a mesma temperatura de transigao, nao implica
que um modelo passou a ser o outro. Apenas poderiamos afirmar que o modelo de Hei-
senberg passou a ser o XY se comparassemos os expoentes criticos para os dois modelos,

pois assim poderiamos analisar o comportamento de ourtras grandezas termodinamicas
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Figura 6.9: Valores das anisotropias A e 1 para os quais a flutuacao de spin fora do
plano ((SZ)?)o do modelo de Heisenberg de plano facil coincide com a do modelo XY
Nas curvas, consideramos o limite quase bidimensional .J,/J = 0,01 para as anisotropias
cristalinas reduzidas D/J =0e D/J =0, 1.

na vizinhanca da criticalidade. Entretanto, o método aqui utilizado, ou seja, o PVB, nao é
eficiente para determinarmos tais expoentes. Com efeito, a correspondéncia aqui referida
entre ambos os modelos se restringe ao valor da temperatura de transicao.

De agora em diante, passaremos a analisar o comportamento da componente z da

magnetizagao m em funcao da temperatura reduzida t = kBTT para alguns valores da
anisotropia A, fixando J,/J = 0,1 e D/J = 0. Na figura 6.12, notamos que os valores
da magnetizacao para A = 0,1 e A = 0,2 sao muito parecidos, e para distingui-los é
necessario o uso de uma escala apropriada. Com esse intuito, inserimos um grafico que
nos permite notar que para A = 0, 2 (linha tracejada) a curva de magnetizagao estd acima

daquela para A = 0,1 (linha continua), indicando que para este valor de A a temperatura
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Figura 6.10: Valores das anisotropias A e 1 para os quais a flutuacao de spin fora do
plano ((SZ)?)o do modelo de Heisenberg de plano facil coincide com a do modelo XY
Nas curvas, consideramos o campo cristalino D = 0 nos limites quase-bidimensionais

J.]J=0,0leJ,/]=0,1.

de transicao ¢ menor do que para aquele, ja que a temperatura critica é obtida quando
a magnetizacao cai bruscamente. Nos observamos também que a magnetizagao nao vai
continuamente a zero, ao contrario, se aproxima descontinuamente do valor nulo. Com
efeito, apesar de esperarmos uma transicao de segunda ordem, isto é, a magnetizacao indo
a zero continuamente quando atingimos a temperatua critica, o método aqui utilizado nos
fornece uma transicao de primeira ordem. Conforme discussao do capitulo 4, essa é uma
caracateristica do método empregado. Por outro lado, a figura 6.13 mostra que para A
variando de 0,3 a 0,6, a temperatura na qual a magnetizacao cai abruptamente decresce
com A, isto é, a temperatura de transicao diminui com A, ao contrario da figura 6.12,

na qual a temperatura de transicao cresce com \. Essa caracteristica é esperada, pois da
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Figura 6.11: Valores das anisotropias A\ e 1 para os quais a flutuacao de spin fora do
plano ((SZ)?)o do modelo de Heisenberg de plano facil coincide com a do modelo XY
Nas curvas, consideramos o campo cristalino D = 0 nos limites isotrépico J,/J = 1,0 e
quase-isotropico J,/J = 0, 9.

figura 6.4 notamos que a temperatura de transicao exibe um maximo para um determinado
A. Além disso, da figura 6.14, observamos que de A = 0,7 a A = 1,0, nao s6 a temperatura
de transicao diminui, mas também o espacamento entre duas curvas adjacentes aumenta,

sinalizando o fato de que a temperatura critica passa a diminuir mais rapidamente.

6.2 O Parametro 7

Nesta secao, estudaremos o comportamento da magnetizacao, da temperatura de
transicao e da flutuagdo de spin fora do plano, fixando o parametro A\ e variando o
parametro 7. Para fim de andlise, consideraremos A = 1 e 0 < 7 < 1 ao longo de toda

secao. Primeiramente, vamos estudar o comportamento da temperatura de transicao .
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Figura 6.12: Magnetizacao m em funcao da temperatura reduzida t para A = 0,1 e
A = 0,2, nos limites em que J,/J = 0,1 e D = 0. O grafico inserido, numa escala
conveniente, mostra o comportamento distinto da magnetizacao para diferentes valores
da anisotropia .

e da flutuagdo de spin fora do plano {(SZ)?)¢ como fungao da anisotropia 1. Na figura
6.15, plotamos os graficos de t. e {(SZ)?)o contra n, no limite isotrépico J, = J para
D/J=0eD/J = 3. Os pares de curvas (a) e (c), (b) e (d), ilustram o fato de que o valor
de n para o qual a flutuagao de spin é minima, é o mesmo que correponde ao Maximo
da temperatura critica. Portanto, a mesma caracteristica encontrada na secao anterior,
quando variamos a anisotropia A e mantivemos 7 fixo, esta presente quando fixamos o
parametro A e deixamos o 7 variar. Além disso, as figuras 6.15 (b) e (d) tragadas para
D/J = 3, em comparacao com as curvas (a) e (c), plotadas para D/J = 0, mostram que
a medida que aumentamos o campo cristalino D, o valor de n para o qual a flutuagao

de spin fora do plano ((S2)?)o é minima e, por conseguinte, a temperatura de transigao ¢
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Figura 6.13: Magnetizacao m em funcao da temperatura reduzida ¢ para alguns valores
da anisotropia A, nos limites em que J,/J = 0,1 e D = 0. O gréfico inserido, numa escala
conveniente, mostra o comportamento distinto da magnetizacao para diferentes valores

de A.

méxima, desloca-se para direita. Além disso, a partir da figura 6.15 (a) podemos obter o
valor da temperatura de transicao para o modelo de Heisenberg tridimensional, a saber:
t. = 1,458, em bom acordo com simulagoes de Monte Carlo (vide tabela 6.1).
Passaremos, agora, a estudar o comportamento da magnetizacao como fungao da
temperatura para diversos valores de 7, no limite isotrépico J, = J, para D/J = 0 e
D/J — oo. As figuras 6.16 (a) e (b), nos mostra que a temperatura critica, ou seja,
a temperatura na qual a magnetizacao cai bruscamente, varia muito lentamente com a
anisotropia n. Essa variacao é tao suave, que é necessario o uso de uma escala apropriada
para distinguir o comportamento da magnetizacao como funcao de n. O grafico inserido
em 6.16 (a), nos mostra que a medida que aumentamos o valor de 7 de 0.1 até 0.3, o valor

para o qual a magnetizacao cai bruscamente aumenta e, portanto, a temperatura critica
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Figura 6.14: Magnetizacao m em funcao da temperatura reduzida ¢ para alguns valores
da anisotropia A, nos limites em que J,/J = 0,1 e D = 0. O gréfico inserido, numa escala
conveniente, mostra o comportamento distinto da magnetizacao para diferentes valores

de A.

cresce com 7 nesse intervalo. Essa mesma caracteristica é observada quando variamos
o parametro n de 0,5 a 0,6, na figura 6.16 (b). Por outro lado, a figura 6.16 (c) nos
revela um comportamento diferente da temperatura critica com relagao ao parametro 7.
Para n variando de 0,8 a 1,0, a temperatura na qual a magnetizacao cai bruscamente
diminui, ao contrario, do que ocorre nas figuras 6.16 (a) e (b). Portanto, nesse intervalo,
a temperatura de transicao diminui com 7. Esse comportamento da temperatura critica
como funcao de 7 é esperado, pois como ja discutido previamente, a flutuagao de spin
fora do plano ((SZ)?)o apresenta um minimo para um determinado valor de 7, entdo, a
temperatura critica exibe um maximo para esse mesmo valor de 7.

Além disso, estudamos, na figura 6.16 (d), o comportamento da magnetizagdo m em

funcao da temperatura reduzida t, no limite em que D — oo, ou seja, o sistema estd
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Figura 6.15: (a) e (b) temperatura critica reduzida t. em fungao da anisotropia 7 para
D/J=0eD/J=3,0, repectivamente. (c) e (d) flutuacao de spin fora do plano ((SZ))o
em funcao de n para D/J = 0 e D/J = 3,0, respectivamente. Todas as curvas foram
plotadas no limite isotrépico J, = J. As curvas para ((SZ)), foram tragadas para t = 0, 1.

sob acao de forte anisotropia cristalina. Com efeito, a componente Sz ¢ suprimida e
obtemos o modelo rotor planar tridimensional. Apesar do grafico ter sido tragado para
n=1e X =1, obterlamos a mesma curva independentemente dessa escolha. Pois, como
a componente z do spin é anulada, haja vista o intenso campo cristalino, e como na
expressao do hamiltoniano (4.1), os parametros 7 e A aparecem sempre acompanhados de
SZ, logo esses termos serao anulados independentemente de n e A\. A partir desa figura,
obtemos o valor da temperatura de transi¢ao para o rotor planar tridimensional, a saber:

t. = 2,190, valor comparavel ao obtido via simulacao de Monte Carlo (vide tabela 6.1).
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Figura 6.16: Magnetizacao m em funcao da temperatura ¢ para diferentes valores de n no
limite isotrépico J, = J. Em (a), (b) e (c¢) as curvas foram tracadas para D = 0, e em
(d) para D — oo. Os gréficos inseridos numa escala mais fina tem o objetivo de mostrar
as diferencas entre as curvas.

6.3 Hipdtese Simplificadora vs Solucao Numérica

Na secao 4.2, fizemos uso de uma hipétese simplificadora no calculo da temperatura
critica, da magnetizacao e retificamos a acurdcia dessa aproximacao em alguns casos
limites de interesse. Além disso, mostramos que para modelos bidimensionais, isto é,
modelos no limite em que J, — 0, a nossa aproximagao nos levaria aos mesmos resultados
obtidos desacoplando o sistema de equagoes nao lineares (4.13) e (4.14). Como enfatizado
naquela secao, o uso de tal hipdtese evita procedimentos iterativos pesados, portanto,
seria interessante compararmos os dois procedimentos em casos gerais, para variagoes
arbitrdrias dos parametros, ou seja, 0 < n < 1,0 < A< le —-o00 < D/J < co. Com

essas motivacoes faremos um estudo comparativo entre os resultados obtidos via hipétese
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Figura 6.17: Temperatura critica reduzida t. em fun¢ao da anisotropia A no limite
isotropico J, = J para A = 1. Os nimeros em cada linha se referem aos valores assumi-
dos pelo campo cristalino reduzido D/J. As linhas continuas vem da solugdo completa
resolvendo o sistema de equagoes numericamente e as linhas tracejadas vem do uso da
hipétese simplificadora.

simplificadora e aqueles conseguidos resolvendo numericamente o sistema de equagoes
(4.13) e (4.14).

A figura 6.17 apresenta o comportamento da temperatura critica reduzida t. em funcao
da anisotropia A para varios valores do campo cristalino reduzido D/.J, no limite em que
J, =J en= A As curvas tracejadas vem do uso da hipdtese simplificadora e as curvas
continuas vem da solu¢do completa resolvendo o sistema de equagoes acopladas (4.13)
e (4.14). Nota-se que o diagrama de fases sao compardveis um ao outro, sendo que os
resultados obtidos via hipdtese simplificadora majoram os valores de ¢, para os diferentes
valores de D/ J.

Por exemplo, para D = 0, saimos do modelo XY tridimensional isotrépico (A = n = 0)
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Tabela 6.2: Temperaturas criticas % para o modelo de Heisenberg anisotrépico na
presenca de uma campo cristalino em alguns casos limites. As siglas HS e SN se referem,
respectivamente, ao uso da hipdtese simplificadora e a solugao numérica do sistema de
equacgoes acopladas. Os simbolos 2-D e 3-D significam, respectivamente, bidimensional e
tridimensional.

’ Limites isotrépicos \ SN \ HS ‘
D — oo, J, = 0 Rotor Planar 2-D 1,472 | 1,472
D — oo, J, = J Rotor Planar 3-D 2,190 | 2,207
D =0,J,=0, A\ =0 Modelo XY 2-D 1,076 | 1,076
D=0,J,=J,A=n=0Modelo XY 3-D 1,605 | 1,613
D =0, J, =J, A\ =n =1 Heisenberg isotrépico 3-D | 1,458 | 1,465

para o modelo de Heinsenberg tridimensional isotrépico (A = 1 = 1, 0) e notamos que o uso
da hipétese simplificadora (curva tracejada) superestima o valor da temperatura critica.
Por outro lado, quando A — 1 ambas as curvas se aproximam, mas continuam fornecendo
valores distintos para t.. Na tabela 6.2 comparamos as temperaturas de transicao obtidas
resolvendo o sistema de equagoes acopladas com aquelas obtidas utilizando a hipétese sim-
plificadora. Desta tabela, vemos que os resultados obtidos para as temperaturas criticas
sao idénticos no limite bidimensional J, = 0 e muito préximos no limite tridimensional
isotropico J, = J. Além disso, da figura 6.17 notamos que nao hd mais transicao para
D/J < —3, em temperatura finita.

Na figura 6.18 mostramos a magnetizacao m em funcao da temperatura reduzida

__ kBT
t= J

para diferentes parametros do hamiltoniano. Na figura (a) nds temos o modelo
rotor planar tridimensional isotrépico (J, = J) e quase-bidimensional (J,/J = 0,1).
Observamos que no limite isotrépico, o procedimento utilizando a hipétese simplificadora
(linha tracejada) e aquele resolvendo o sistema de equagoes (linha continua), nos fornecem
curvas praticamente idénticas. Por outro lado, no limite quase-bidimensional, as curvas
sao bem diferentes. Apesar disso, as correspondentes temperaturas de transicao sao bem
proximas. Nas figuras (b) e (¢) comparamos as curvas de magentizagdo em fungao da
temperatura para D/J = 0, D/J =1 e n = 0 no limite quase-bidimensional J,/J =
0,1. Em (b) fizemos A = 1, interagdo no plano tipo Heisenberg, ji em (c) tomamos
A = 0, interacao tipo XY no plano. Novamente, neste caso, as temperaturas criticas sao
compardveis. Na figura (d) ambos os métodos sao praticamente idénticos no limite do
modelo de Heisenberg tridimensional.

Com efeito, a partir dessa andlise, podemos inferir que o uso de tal hipdtese sim-

plificadora nos conduz, em casos gerais, a resultados diferentes para a temperatura de

transicao. Contudo, esses valores sao bem préoximos em varias situagoes, por exemplo,
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Figura 6.18: Magnetizacao m em funcao da temperatura reduzida ¢ para diversos valores
de A\, n, D/J e J,/J. As linhas continuas vem da solugdo completa resolvendo o sistema
de equagoes numericamente e as linhas tracejadas vem do uso da hipdtese simplificadora.

os modelos XY (A = 0) e o de Heisenberg (A = 1) tridimensional isotrépico na figura
6.17 para D = 0. Além disso, conforme discussao anterior, no limite bidimensional, ou
seja, fazer J, = 0, o uso da hipdtese simplificadora conduz aos mesmos resultados que a
solugao numérica desacoplando o sistema de equagoes, reduzindo o custo computacional

e sem prejuizos quanto aos resultados obtidos.
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Capitulo 7

Conclusao

Estudamos os modelos de Heisenberg puro e XY diluidos, ambos, ferromagnéticos,
classicos, anisotropicos, tridimensionais e na presenca de um campo cristalino, por meio
do PVB. Além disso, mostramos a equivaléncia entre o PVB e AHAC para o caso particu-
lar de um hamiltoniano tentativa harmonico. No modelo de Heisenberg, obtivemos uma
representagao satisfatoria do comportamento termodinamco do modelo como fungao dos
parametros do hamiltoniano. Por outro lado, no estudo do modelo XY diluido, a apro-
ximacao utilizada nao se mostrou tao eficiente, pois nao conseguiu dar conta de fornecer
uma concentragao critica nao nula para as ligagoes.

No capitulo 3, nés mostramos a equivaléncia entre dois métodos aproximativos lar-
gamente empregados na literatura [23, 7, 24, 21, 6], a saber: o principio variacional de
Bogoliubov (PVB) e a aproximacao harmoénica auto-consistente (AHAC), para o caso
particular de um hamiltoniano tentativa harmonico aplicado ao modelo XY classico tri-
dimensional anisotropico na presenca de um campo cristalino. Obtivemos as expressoes
para os parametros variacionais 7y e 7,, e verificamos que elas eram idénticas as constantes
de acoplamento (stiffness) K e K.

No capitulo 4, estudamos o modelo de Heisenberg classico anisotropico tridimensional
na presenca de um campo cristalino por meio do PVB. Encontramos, no limite de longos
comprimentos de onda (¢~ 0) e baixas temperaturas, expressoes fechadas para magne-
tizagao e para flutuacao de spin fora do plano. Obtivemos a temperatura de transicao,
analiticamente, em diversos casos limites de interesse, tais como: modelo rotor planar
bidimensional e tridimensional, modelo de Heisenberg isotrépico tridimensional e modelo
XY bidimensional, e comparamos os valores obtidos com os disponivies na literatura.
Além do mais, o método empregado conseguiu predizer a nao existéncia de transicao de
fase para o modelo de Heisenberg bidimensional em temperatua finita. Notamos que
nos modelos XY e planar bidimensionais, o método aproximativo empregado conduzia a

valores bem diferentes, para as temperaturas criticas, daqueles fornecidos por simulagao
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de Monte Carlo, pois como é sabido, em tais modelos os efeitos de vértices sao os res-
ponsaveis pela transicao, e a aproximagao aqui utilizada nao leva em conta tais efeitos.
Além disso, propomos uma hipdtese simplificadora que reduzia os calculos, pois evitava
o desacoplamento do sistema de equagoes para os parametros variacionais v e 7y,. Mos-
tramos que em casos bidimensionais (J, = 0), o uso da hipdtese simplificadora conduzia
aos mesmos resultados que resolvendo o sistema de equacoes acopladas, reduzindo o custo
computacional. Vimos que uma caracteristica do método aqui empregado é a presenca de
uma transicao de primeira ordem, ao invés da esperada transi¢ao de segunda ordem, pois
a magnetizacao nao vai a zero continuamente, ao contrario, na vizinhanca da temperatura
critica a magnetizacao cai bruscamente.

No capitulo 5, estudamos o modelo XY tridimensional classico anisotrépico diluido
em suas ligagoes na presenca de um campo cristalino por meio do PVB. Utilizamos uma
distribuicao aleatdria para as ligacoes e observamos que o método empregado nos conduzia
a uma concentragao critica nula assim como a aproximagao de campo médio (ACM), ao
contrario da concentracao critica finita esperada.

No capitulo 6, fizemos um estudo numérico do modelo de Heisenberg de plano facil
estudado, analiticamente, no capitulo 4. Analisamos varios graficos para variacoes ar-
bitrarias dos anisotropias A\, n e D/J presentes no hamiltoniano que descreve o modelo,
ouseja, 0 <K A< 1,0<n<1le—-o0< D/J < oo. Mostramos como essas anisotro-
pias influenciam a temperatura de transicao, bem como a flutuacao de spin fora do pano
((S2)%)o. Notamos que quando a flutuagao de spin apresenta um minimo para um deter-
minado valor da anisotropia A (1), a temperatura de transigao apresenta um maximo para
o mesmo valor de A (n). Além disso, vimos que para valores positivos do campo cristalino
D > 0, a temperatura critica cresce quando aumentamos D, pois o campo cristalino atua
tentando manter os spin no plano, e no limite de uma anisotropia infinita, obtemos o
modelo rotor planar. Por outro lado, para D < 0 a temperatura de transicao diminui
quando a intensidade de D cresce, ja que nesse limite é favorecido um comportamento
tipo Ising. Vimos também que ha um valor limite para D < 0, a partir do qual nao
h& mais transicao numa temperatura finita. Ainda, estudamos a curva da magnetizacao
em funcao da temperatura e verificamos a presenca de uma transicao de primeira ordem,
artificio o método empregado. Além disso, comparamos os resultados obtidos via hipotese
simplificadora com aqueles resolvendo o sistema de equacoes acopladas, e verificamos que
as temperaturas de transicao sdo compardveis para diversas variagoes de J,/J, D/J e

A=n.
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7.1 Perspectivas

Em todo nosso estudo utilizamos um hamiltoniano tentativa harmonico e a partir dele
conseguimos aplicar o PVB, obtendo resultados comparaveis com simulacao de Monte
Carlo. Contudo, essa nao é a tunica escolha, sabemos que a Unica maneira de se aprimo-
rar os resultados obtidos via PVB é escolher um hamiltoniano tentativa mais completo.
Entretanto, tal escolha deve levar em conta a necessidade do hamiltoniano tentativa ser
soluvel, o que reduz drasticamente as possibilidades de escolha. Além disso, poderiamos
lancar mao de um método pertubativo ao invés do procedimento variacional aqui em-
pregado. Por outro lado, poderiamos fazer um tratamento inteiramente quantico, ao
invés do tratamento semi-classico empregado aqui, ja que a desigualdade de Bogoliubov
permanece valida no dominio quantico. Essas investigacoes ficam como perspectivas de

trabalhos futuros.
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Apeéendice A

A.1 Valor médio da funcao cosseno com relacao ao
Hamiltoniano Harmonico

Ao longo dos capitulos nos deparamos com o calculo de valores médios da fungao
cosseno com relagdo ao hamiltoniano harmonico, a saber: (cos(¢r .z — @7))o € (cos(¢rrz—
®7))o- Como o nosso hamiltoniano é harmoénico e, portanto, quadratico, entao avaliar tais
expressoes resulta em tomar valores médios com relagao a distribuicao gaussiana. Aqui,
vamos mostrar algumas propriedades que decorrem de leis de distribuicao gaussiana.

Para tal distribuigao, (sin(¢mz — @7))o € (sin(drrz — dr))o sao nulos, pois a integral de

uma funcao fmpar num intervalo simétrico é nula. Com efeito, podemos escever

(cos(rya — 7))o = (e"Orra=or)yy,

o mesmo se aplica a (cos(¢rrz — O7))o-
Para uma funcio de distribuicio gaussiana do tipo: Py o e #%°, podemos avaliar
(€™} da maneira abaixo:
R ot DR Ll R v
674$ — — OO0 — —0o0
("o [ dwepe? [ dwe=b*

Fazendo a mudanca de varidvel z = v/Bx — #B’ chegamos a

1 o0 2 1
g dze a8 1
e f_oo e VT L

<€m>0: = > = = e 18, (A1)
d —fB s
VB |2 dwe VB \/;
Calculando (z%)¢, obtemos
@y — o dmrt e [ daa?e T g 1
O R o e L O ) PR e R AT M

onde utilizamos a definicao de funcao gama e a suas propriedades. Substituindo a ex-

pressao acima em (A.1), encontramos

(e%)o = e 2@,
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Por conseguinte,
(cos(prra — ¢r))o = e 2{Orra=070, (A.3)

(cos(dise — b)) = e~ (P90 (A.4)
A.2 Diagonalizacao do Hamiltoniano Harmonico

A diagonalizacao do hamiltoniano harmoénico é fundamental para que se consiga aplicar
a desigualdade de Bogoliubov e, portanto, implementar o principio variacional. A fim de
diagonalizar ‘Hy devemos tomar uma transformada de Fourier saindo do espago real (rede
de Bravais) e passando ao espago dos vetores de onda ¢ (rede reciproca), mais precisamente

na primeira zona de Brillouin. A transformada de Fourier discreta de ¢r e ¢r, 7 é dada

por
Or = 75 g€ TThg e Pria= o o qe T gy (A.5)
cuja transformada inversa é dada por
1 i
br=—= €T ps. (A.6)

Vamos, inicialmente, diagonalizar a parte planar do hamiltoniano tentativa 7-[0, cuja
expressao é
o — L p)2a e )2
Hy = 3D (0ma— )"+ D (brie— o) (A7)
T,a 7,C
O célculo de {(¢rra — ¢7)%), se d4d a partir da invariancia translacional (propriedade

da rede de Bravais) dessa expresséo podendo ser escrita como segue

<(¢F’+a 7" o = ATo r+a 2¢F+6¢F+ 92512?»0 =
2
= N_Z Z<( T+a ¢r+a¢r>>o (A8)

onde a rotula os primeiros vizinhos do spin 7 no plano xy e z é o nimero de vizinhos
do spin de posicao 7, ou seja, o nimero de coordenacao no plano. Agora, tomando a
transformada de Fourier (A.5), passando ao espaco dos vetores de onda ¢ na primeira

zona de Brillouin, podemos reescrever (A.8):

2 oG ) (Fa) _ id T —id (P
m <( 74+-a ¢r+a¢r>>o = ZZ (@+q)-(+a) _ e e (e ))¢J¢q’>a

7, 7ad g.q

— % Z Z(l - e_i‘f'd)<(bq¢:q>o- (A.9)
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Somando sobre a e fazendo z = 4, obtemos
2
(Brea — 62))o = 3 D (1= 1) (@70 5)o, (A.10)

q
onde 77 = %(cos ¢za + cosqya) e a é o parametro de rede no plano zy. Procedimento

andlogo para ((¢riz — ¢7)%), nos leva a expresséo abaixo:
<<¢F+c r o N Z q>07 (All)

onde 77 = cosq.c e ¢ é o parametro de rede na diregao z. Substituindo (A.10) e (A.11)

m (A.7), e somando sobre 7, @ e ¢ chegamos a:

1 z
<,H<()b>o = 5 2[47“ - 7!7) + 27z(1 - 75)]<‘¢1T|2>0a (A'12)
q
onde utilizamos a identidade ¢g¢ -, = |p4]°. Chegamos, portanto, numa forma diagonal
para H?. Aplicando o teorema da equiparticao da energia em (A.12), podemos obter
(|g)o.

Passaremos a diagonalizar a parte axial do Hamiltoniano tentativa, cuja expressao é

dada por:
2{2 (2D + 4J 4 2J.)(S2)? — QAJZ Sz 452 —2nJ. Z Sz .Sz}, (A13)

A diagonalizagao do termo axial do Hamiltoniano (A.13) é obtida por meio das transfor-

madas de Fourier abaixo:
z __ _1 —iq- T Qz z _ 1 —ij(T‘ﬁ—Hﬁl’) z
Si= D ¢ TS; e Sha=gp ) e TS (A.14)
q q

sendo que a transformada inversa de S> ¢ dada por

1 L
Si=— eI Sz A.15
O (A.13

Com o intuito de tornar o calculo mais claro, vamos quebrar a equagao (A.13) numa soma
de trés termos, a saber: H2!, H?% e H?3. Aplicando a transformada de Fourier ao primeiro

termo do Hamiltoniano axial HZ' de (A.13) , obtemos:

1
H = —Z 2D + 4J +2J,)(S2)* = 2(2D+4J+2J Zszsz

= 2(2D+4J+2J NZZF:GZ 75285

N————

N6 -1
—q

1
= (2D +4J+2J.) > S8 (A.16)

7
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Procedendo de maneira andloga com o segundo termo HZ?, chegamos a

sz = _TJ)\ Z S:S7§+ﬁ = Z Z Z 1(‘1""‘1 )7 —lanZSZ

—J/\
- ZZ ' 8%S%, :—QJ)\ZW R (A.17)
q

onde vz = %(COS ¢za + cos gya). Finalmente, para o terceiro termo H?3, conseguimos

—J.n —J.n i ANE it
z3 z z z o z W(q+q )T cCQz Qz
H = TZ SiSie=—x ] ] (@7 e ~ideg2 57,
r,Cc C '
N5 =y
—J, -
= anzemcsgsgq:—J nzyzszsz (A.18)
7 @

onde 77 = cosg.c e c. Somando todos os termos: (A.16), (A.17) e (A.18), podemos

escrever (A.13) na forma diagonal
= Z{%(w +4J +2J.) — 2 My — nJAG}HSES%,. (A.19)
A.3 Calculo de integrais
Ao avaliarmos (cos(¢rrz — ¢r))o, primeiramente, utilizamos a igualdade (A.3) e a
expressao (A.10), chegando a

(cos(drpa — dr))o = ¥ Zall 9l (A.20)

onde vz = 3(cosqya + cosgya). A partir de (A.12) podemos obter (|¢z]%),, ¢ passando
ao limite continuo, no regime de longos comprimentos de onda (¢~ 0), regido de baixas

temperaturas, chegamos na seguinte integral para o expoente de (A.20):

a’c / dgtf kT [1 B %<COS 4z + COS qya)} (A-Ql)
4y [1

1 9

83 — 3(cos gza + cos qya)| + 27.[1 — cos ¢.c]
onde a e ¢ rotulam os parametros de rede no plano xy e na direcao axial, respectivamente.
A integral acima é realizada na primeira zona de Brillouin. Devido as condi¢oes periédicas

de contorno, e supondo que N seja par, o vetor de onda ¢ pode assumir /N valores discretos

. =0 j:]%;;,j:i” ..,£%, a=|d pequeno, N — oo
_ 2 _ |z

=0, igl,j:]i;,...,ig, a =|d| pequeno, N — oo
=0,£45, 5%, ..., %, c¢=|c pequeno, N — oo.
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No limite aqui considerado, ou seja, (¢~ 0), podemos lan¢ar mao da aproximagcao abaixo:

2
~ qza
cosqga ~ 1 — =, cosgq,

2
Qya ~ q:zC
5 € cosq el — B

chegando na seguinte integral:

kBTdQqu dg.
L e e

1—|—g 2+q>

onde g = 'YZ . Utilizando o sistema de coordenadas cilindricas, devemos realizar a seguinte
2 2 s I
mudanca: 87T3 f f f dqwdqydqz 55 ), db foa qdq fj% dq., sendo ¢* = ¢ + qg.

Primeiramente, por convemenma, vamos resolver a integral em df), obtendo

a’ckpT dq,
A2
prc / qdq— /_p2+qg’ (A.23)

1
N Como

2
sendo pu = agfq2 ep=

/ dz 1 T
——— = —arctan —,
a?+z22 «a a

temos para integral (A.23)

2¢kpT [« 11 4
ac - / qdq—~ arctan | 7F. (A.24)
A’y Jo T Tpp p e

Como arctan (—x) = — arctan (z) e 11

<4 encontramos
cg?

kT [+ i) 1

@55 : / q* arctan [(g W) —] dg. (A.25)
3 =

2m3yg2 Jo a q

1
?

(Q

Fazendo x = %, de = -1

3|

Q
L)

¢}
S =

, a integral (A.25) toma a seguinte forma

3 d tan (2
/q2 arctan [( 7T> 1] dg = _/—x are in (b) (A.26)
a q x

De [48], temos que [ 2 arctan (£)dx = il

Q

gm+1
= T arctan (})— mLH 2+ng e para 0 0SSO €aso,
2
m = —4, obtemos [ W ﬁ — 211)4 In (:ﬁx—er?> Ap6s manipulagoes algébricas,

chegamos ao seguinte resultado para a integral (A.25)

SkpT [+ a7\ 1 kgT |arctangz 1 1
a5 . / ¢? arctan i dq = Sl ks arllgz +——gln (1+—)
2m3yg2 Jo a | gq 392 6 6 g

2y
Analogamente, podemos calcular (cos(¢riz— ¢7))o. De (A.4)
expressao abaixo:

(A.27)

e (A.11) encontramos a

(cos(rre — dr))o = e Zallm1D)10al)e (A.28)
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onde 7Z = cos ¢.c. Tomando o limite continuo na regiao de longos comprimentos de onda

(¢~ 0), chegamos na integral abaixo para o expoente da soma em (A.28).

/ / / dq$dqydqszT[1 — €08 ¢, (A.29)
87T3 471 — 2(cos gza + cos q,a)] + 27,[1 — cos q.c] ‘

Reescrevendo a integral (A.29) em coordenadas cilindricas e utilizando a aproximagao

harmonica para os cossenos, obtemos:

3 T 1 2
kg / dq/ qquz’ (A.30)

2my P+

2
onde g = L=, i = ag sep= “. Como [ m’;f; =z — aarctan (%) [48], podemos escrever

a integral (A.30) da seguinte maneira

kpT Bore 2
e —a—3 q¢* arctan Sl dq ¢ . (A.31)
my | 29 g2 Jo aq

A integral acima j4 foi calculada previamente em (A.26), fornecendo

us 1 3
a 1 1 1
/ ¢? arctan il dqg = T 12arctan (92) + g2 — geln(1+-)].
0 aq 6a3 g

Apo6s um pouco de dlgebra conseguimos o resultado abaixo:

AkpT dg 1 q?dgq, kgT (1 1 1

f / i / 22 q2: B {—— — [2arctang2 —i—gé—ggln(l%——)}}.
2m3y —=pita; 2y g 3g2 g
(A.32)

O célculo da flutuagao fora do plano ((S2)?), para o modelo de Heisenberg anisotrépico

e

na presenca de um campo cristalino pode ser realizado mediante a aplicagao do principio
de equiparti¢ao da energia a expressao (A.19) e passando ao limite continuo na regiao de
longos comprimentos de onda (¢~ 0). Com efeito, conseguimos a integral abaixo escrita

em coordenadas cilindricas

kgTa’c [+ : d A

e B 4z

2y = d 7 ’ :
(557 3 /0 4 /_: d — 2JA(cos gza + cos gya) — n.J, cos g.c¢ (A.33)

onde 6 = 2D + 4J 4 2J,. Langando mao da aproximagao harmonica para os cossenos e

apdés manipulagoes algébricas, chegamos a

kBTa c dq.
g2 A.34
((S2)*)o / q q/ Ve (A.34)

onde ¢’ = 2D +4J(1 — \) + 2J,(1 —n). Reescrevendo a integral em dg,

1 [© dq.
L ni

= 0?2 —l—qz
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fé];z" e 2 =9 4 @I\ Regolvendo a integral elementar (A.35) obtemos

c2J.n c2J.n
2kpTa® [« qdq (J.n)2m

S2)%), = —/ —————arctan | ————|. A.36

(527 (L) Jo /& + Jra g VO + Jha?q? ( )

Fazendo a mudanca de varidvel u = /¢’ + JAa?q¢?, du = \/%dq, a integral (A.36)
a%q

toma a forma de uma integral cuja solugao é conhecida [48]

a a [ a?
/arctan <—>du = g arctan <—> +aln ( — + 1) .
U U U

Reunindo os termos avaliados, obtemos a expressao final para flutuagao de spin fora do

plano ((S7)%),

sendo €2 =

2kpT w(J.n)z
S2)2), = ——B [\/§ + JAr2arctan (———tr—
(527 773(Jz77)5J)\[ e an(\/(5’+ J)\7T2)

w(J.n)2 J A2

ﬂ(Jzn)%
In(1+4+ —->+—)].
( o+ 7r2,iz77)]

— Warctan +
SV R

(A.37)




