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Resumo

A Regularizagao Implicita (RI) é um esquema de regularizacao consistente no espago
dos momentos no qual podemos calcular diagramas de Feynman de ordens arbitrarias.
Nesse trabalho apresentaremos uma implementacao sistematica do método que exibe au-
tomaticamente os termos a serem subtraidos pela férmula de recursao de Bogoliubov.
Assim, atingimos dois objetivos: mostramos que a RI respeita unitariedade, localidade
e invariancia de Lorentz e mostramos também que o método é consistente uma vez que
somos capazes de expressar as divergéncias de uma amplitude a muitos lacos em termos de
um conjunto bem definido de integrais divergentes basicas dependentes de um momento
interno apenas, o qué é a esséncia da RI. Além disso, nés conjecturamos que a invariancia
no rotulo dos momentos internos, a qual esta conectada com a simetria de calibre, é uma
simetria fundamental de qualquer diagrama de Feynman oriundo de uma teoria de cam-
pos renormalizavel.

Palavras-chave: Teoria Quantica de Campos, Renormalizacao, Quebra Radiativa de Si-
metria.



Abstract

Implicit Regularization (IR) is a consistent framework in momentum space to per-
form Feynman diagram calculations to arbitrary loop order. In this work we present a
systematic implementation of this method that automatically displays the terms to be
subtracted by Bogoliubov’s recursion formula. Therefore, we achieve a twofold objective:
we show that the IR program respects unitarity, locality and Lorentz invariance and that
such method is consistent since we are able to display the divergent content of a multi-
loop amplitude in a well defined set of basic divergent integrals in one loop momentum
only which is the essence of IR. Moreover, we conjecture that momentum routing inva-
riance in the loops, which has been shown to be connected with gauge symmetry, is a
fundamental symmetry of any Feynman diagram in a renormalizable quantum field theory.

Keywords: Quantum Field Theory, Renormalization, Radiative Symmetry Breaking.
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1 Introducao

Uma das perguntas fundamentais que guiou o ser humano ao longo do tempo é: de
que as coisas sao feitas? Varias pessoas (entre elas filésofos e cientistas) tentaram respon-
der esse questionamento e uma ideia que surgiu é que todas as coisas seriam formadas
pelos mesmos blocos fundamentais os quais receberam o nome de atomos pelos gregos.
Desde entao, varios modelos foram propostos com o intuito de se explicar o mundo que
conhecemos através dessas entidades bésicas. A medida que foram sendo descobertos, os
atomos, por meio de suas propriedades, puderam ser catalogados e sistematizados em um
conjunto: a tabela periddica. Entretanto, logo ficou claro que eles nao poderiam ser as
entidades basicas postuladas pelos gregos uma vez que eles pareciam ser formados por en-
tidades ainda menores. Ao estabelecer a existéncia dos prétons dentro do niicleo atomico,
Rutherford permitiu que o sonho reducionista ganhasse novo alento, uma vez que a matéria
nao precisaria ser descrita por todos os elementos que compoée a tabela periddica (mais
de cem), mas sim por apenas trés particulas elementares: os elétrons, prétons e néutrons.
Entretanto, essa visao durou pouco, pois logo novas particulas foram sendo descober-
tas (pions, kdons, etc) e uma nova sistematizagao teve de ser construida (por exemplo,
“the Eightfold Way” proposta por Murray Gell-Mann). Finalmente, descobriu-se que os
barions (grupo no qual incluimos o préton e o néutron) e os mésons eram constituidos
por particulas ainda menores, conhecidas hoje como quarks. Assim, pode ser construido
o modelo padrao conforme conhecemos hoje e que possui os léptons (familia que inclui o
elétron) e os quarks como os constituintes bésicos da matéria. Argumenta-se que mesmo
essas particulas nao sao fundamentais, sendo resultado das vibragoes de cordas as quais
seriam entao as entidades elementares da natureza. Essa afirmacao entretanto ainda ne-
cessita de uma comprovagao experimental, o que pode vir a ser feito a medida que novos

experimentos sejam realizados.

Todo o conhecimento adquirido que foi descrito acima sé pode ser obtido porque, de
um ponto de vista experimental, novos aceleradores e novas técnicas foram propostas o que

permitiu uma investigacao mais profunda da matéria. Ja de um ponto de vista tedrico,



os fenomenos que envolviam as particulas elementares sé puderam ser bem entendidos
porque foi possivel a criagao de uma teoria que abrangia consistentemente a mecanica
quantica (essencial para a descricao de entidades microscépicas) e a relatividade especial
(necessaria quando a velocidade dos objetos envolvidos aproxima-se a velocidade da luz).
Essa teoria ficou conhecida como Teoria Quantica de Campos e é ela a base tedrica do
modelo padrao. De um ponto de vista pragmatico, ela permite que quantidades como

secoes de choque e taxas de decaimento sejam calculadas seguindo-se os seguintes passos:

1. Modelamos as interagoes e particulas que desejamos estudar por uma densidade de
lagrangiana de um campo cldssico (o qual representara as particulas) obedecendo
algumas simetrias (em geral, queremos que ela seja invariante de Lorentz e, quando

aplicdvel, invariante de calibre também),

2. Obtemos as regras de Feynman da teoria (através da quantizacdo candnica ou da

quantizagao via integral de caminho),

3. Construimos, ordem a ordem na constante de acoplamento da teoria em questao, os

diagramas de Feynman pertinentes ao processo fisico em estudo,
4. Calculamos os diagramas até a ordem desejada,

5. Inserimos os resultados na matriz de espalhamento e calculamos os observaveis

fisicos desejados.

Embora parecam a primeira vista imediatos, os passos acima escondem algumas su-
tilezas. Primeiro, supomos que uma teoria de perturbacao na constante de acoplamento
pode ser realizada, ou seja, que essa constante ¢ pequena de modo que diagramas de
ordens mais altas possam ser desprezados. Esse é o caso para a Eletrodinamica Quantica,

por exemplo.!

Segundo, ao efetuarmos os calculos descritos pelo passo 4 podemos nos deparar com
integrais divergentes. Em principio, o aparecimento de infinitos em Teoria Quantica de
Campos poderia sinalizar uma inconsisténcia interna e, portanto, poderiamos ser levados
a descarta-la como uma teoria fisica. Entretanto, tais divergéncias podem ser consis-

tentemente tratadas através das técnicas de regularizacao e renormalizacao. A primeira

!Para a Cromodindmica Quéntica, apenas no regime de altas energias a constante de acoplamento é
pequena o suficiente para permitir a aplicacao da teoria de perturbacao. Essa caracteristica é conhecida
como liberdade assintética e sua descoberta pelos fisicos David J. Gross, H. David Politzer e Frank
Wilczek rendeu-lhes o Nobel de Fisica de 2004.



consiste em encontrarmos uma maneira de separar as divergéncias da integral (as quais po-
dem ser de dois tipos: ultravioleta, que surge quando o momento interno vai para infinito,
e infravermelha, que aparece quando o momento interno vai para zero) da parte finita da
mesma. Ja a segunda consiste em sermos capazes de absorver os infinitos nos parametros
livres da teoria (tais como a massa e a constante de acoplamento, por exemplo). Aqui ve-
mos algo interessante, pois essas divergéncias na verdade trazem em si informacoes fisicas,
uma vez que ¢é através delas que podemos encontrar o comportamento dos parametros da
teoria com a energia. Ou seja, a TQC possui um resultado surpreendente: constantes tais
como a massa das particulas e a constante de acoplamento da teoria dependem da escala
de energia em que estamos trabalhando e nao sao, de fato, constantes. Esses resultados
sao implementados através do grupo de renormalizacao e das funcoes definidas a partir

desse grupo (faremos uma breve discussao a esse respeito no capitulo 2).

Como foi dito, existem diversas técnicas de regularizacao. A mais ébvia é a regula-
rizacao via “cut-off 7. Uma vez que as divergéncias no ultravioleta ocorrem quando o
momento interno vai para infinito, basta introduzirmos um corte (A) na integral. Com
isso, podemos avalid-la e separamos os termos que divergem quando tomamos o limite
A — oo dos que sao independentes desse parametro (e que, portanto, correspondem a
parte finita da integral). Esse método, embora tenha sucesso em teorias mais simples
(teorias com campos escalares), nao pode ser aplicado em teorias de calibre uma vez que
ele quebra essa simetria. Como as particulas fisicas que conhecemos sao descritas por
teorias de calibre, foi necessario desenvolver-se uma outra técnica que preservasse tal si-
metria. Ela foi batizada de Regularizacao Dimensional e consiste em alterar as dimensoes
do espaco-tempo D para D — 2e. Com isso, uma vez mais somos capazes de avaliar a
integral e as divergéncias serao dadas como pélos em e. Essa técnica foi aplicada em
inimeros casos com grande sucesso. Entretanto, ela apresenta problemas quando lidamos
com teorias sensiveis a modificagoes nas dimensoes do espago-tempo tais como teorias
supersimétricas. Sendo assim, seria desejavel que tivéssemos alguma técnica que preser-
vasse tanto as dimensoes da teoria em questao quanto as suas simetrias. Uma candidata
é a Regularizacao Implicita que tem satisfatoriamente atendido a esses dois requisitos
[1]-[16]. Embora ela tenha tido sucesso em todos esses exemplos, ainda necessitdvamos
de uma sistematizacao da mesma para graficos de Feynman a n lacos de modo a pre-
servar unitariedade, localidade e invariancia de Lorentz. Desenvolver tal sistematizacao
é o objetivo principal desse trabalho o qual pode ser alcangado explorando-se um outro
aspecto sutil da TQC: o tratamento de diagramas de Feynman com dois lagos ou mais.

Nesse caso, temos que usar o método do BPHZ (implementado pela férmula de recursao



de Bogoliubov) para identificar e subtrair as divergéncias da maneira correta, ou seja, res-
peitando unitariedade, localidade e invariancia de Lorentz. Descreveremos esse método e
sua aplicagao no capitulo 2. Ou seja, nesse trabalho apresentamos uma sistematizacao da
RI para graficos de Feynman arbitrarios que exibe automaticamente os termos a serem
subtraidos pela formula de recursao de Bogoliubov. Essa discussao sera apresentada nos

capitulos 4 e 5.

Um outro aspecto que trataremos aqui diz respeito aos termos de superficie, que sao
objetos inerentes a RI e que sao os responsaveis pela quebra de simetria de todas as teorias
nas quais o método foi aplicado. Portanto, definimos uma versao da RI dita “Constrained
Implicit Regularization” (CIR) que consiste em colocar todos esses termos iguais a zero.
Nesse trabalho, consideraremos uma teoria de campo escalar e mostraremos que, se 0s
termos de superficie nao forem colocados iguais a zero, eles contaminarao os coeficientes
do grupo de renormalizagao. Assim, somos forcados a adotar CIR o que equivale a exigir
invariancia de rétulo nos momentos internos. Esse resultado leva-nos a conjecturar que
a invariancia de rétulo nos momentos internos é uma simetria fundamental de qualquer

diagrama de Feynman.
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2 Grupo de Renormalizacao e
Método BPHZ

2.1 Grupo de Renormalizacao

Conforme dissemos no capitulo anterior, a TQC permite que calculos tedricos para
taxas de decaimento e secoes de choque possam ser realizados e posteriormente confron-
tados com os dados experimentais. Para isso, basta obtermos os elementos da matriz
de espalhamento S os quais dependem das func¢oes de Green da teoria na qual estamos
trabalhando (essas, por sua vez, provém de uma expansdo perturbativa e podem, no
formalismo de Feynman, ser bem representadas por diagramas). Entretanto, como as
fungoes de Green podem ser divergentes, temos que utilizar algum esquema de renor-
malizacao de modo a torné-las finitas. Em principio, poder-se-ia pensar que para cada
esquema escolhido terfamos um resultado diferente, o que seria desastroso. Mas o que se
vé é que somos livres para usar qualquer esquema de renormalizacao que respeite as sime-
trias internas da teoria, uma vez que os resultados fisicos sao independentes dessa escolha.
Matematicamente, implementamos essa ideia através do Grupo de Renormalizacao o qual
relaciona as diversas teorias renormalizadas (onde cada uma é oriunda de um esquema de

renormalizacao diferente) entre si.

Um aspecto interessante desse semi-grupo ¢ que podemos obter uma equagao vélida
para qualquer esquema de renormalizacao, dita Equagao do Grupo de Renormalizacao.
Ela se baseia no fato de que cada esquema introduz um parametro arbitrario, dito escala do
grupo de renormalizacao, o qual contamina as funcoes de Green da teoria renormalizada.
& (

Como a funcao de Green nua I’ ou seja, ainda nao-renormalizada) nao possui uma

dependéncia com esse parametro (o qual serd denominado \) temos:

drt

by = 0. 2.1

Ora, mas as fungoes de Green nao-renormalizada e renormalizada podem ser relacio-
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nadas por uma constante (que absorvera as divergéncias) da seguinte maneira:
LS} Ago} mo}) = Zp ' TV} gV} {m(N)}, A). (2.2)

Note que na equacao acima inserimos explicitamente as dependéncias das fungoes de

G ametros da teoria. N tos ext 2 tantes d
reen com os parametros da teoria. No caso, os momentos externos {p~}, as constantes de
acoplamento nuas {g,} e renormalizadas {g(\)} e as massas nuas {m,} e renormalizadas

{m(\)}. Com isso, obtemos:!

A 2 ), (50}, GO0} V] =0
— 7 {% dgil + /\gii 65;- + Aa(;';j af;j + A(%] 0™ =0, (23)
Uma vez que Z;' #0 e %dif\_l = —dlg/\ZF temos:
[—Adlgfr + Agii 8691- + Aagj\j aimj + )\%1 T — g, (2.4)

Lembrando-se agora que a funcao de Green I'™ é a funcio de n-pontos de uma teoria

com k campos ¢ (ndo necessariamente escalares)

ny

k k
Zr = H Z; onde Z n; = n, (2.5)
I=1 I=1

obtemos, por fim

_ T AT = 2.6
{ B T TS g ax] (2:6)
onde fizemos as seguintes definigoes:
AdIn Z¢l 891 2 6777,]'
= — = A= = —— : 2.

As constantes acima sao conhecidas como funcoes do grupo de renormalizacao. Elas
sao calculadas a partir das divergéncias da teorias e fornecem resultados fisicos. Por
exemplo, conhecendo-se o valor da fungao beta [3; podemos prever o comportamento da

constante de acoplamento g; com a energia.

I'Note que existe um soma implicita nas constantes de acoplamento g; e nas massas m;.
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2.2 Método BPHZ

Uma vez entendida a maneira através da qual informagoes fisicas podem ser extraidas
das divergéncias, focaremos em um aspecto crucial do processo de renormalizagao que
é o tratamento de graficos de Feynman a dois lacos ou mais. Nesse caso, para que o
tratamento seja consistente respeitando unitariedade, localidade e invariancia de Lorentz
deve-se utilizar o método BPHZ. Esse foi desenvolvido por Bogoliubov, Parasiuk, Hepp
and Zimmerman [17]-[19] e permitiu a generalizagao da subtracao de Dyson para graficos
sobrepostos. O método baseia-se na formula da floresta a qual sistematiza, de acordo com
a topologia do grafico em questao, as subtragoes necessarias para obter-se uma amplitude
finita. Embora o método respeite localidade, a maneira através da qual isso se processa é
um pouco obscura. Sendo assim, para evidenciar esse aspecto deve-se utilizar a féormula
de recursao de Bogoliubov a qual, embora seja equivalente ao método BPHZ, é mais
préxima da linguagem de contratermos.? Serd essa férmula que utilizaremos no restante do
trabalho e que nos permitira provar que a Regularizacao Implicita preserva unitariedade,
localidade e invariancia de Lorentz. Sendo assim, no restante dessa secao apresentaremos

e exemplificaremos a referida férmula.

Seja G um diagrama de Feynman arbitrario cuja amplitude serd representada por
Fg. Seja R a operacao necessaria para tornar a amplitude finita e seja t“ a operacio
que extrai a parte divergente de G. Seja Rg a operacdo necessaria para se extrair as

subdivergéncias de G as quais estao contidas em subdiagramas denotados por H. Assim,

RoFg = (1 —t%)RgFg. (2.8)
Antes de progredirmos, necessitamos de alguma definigoes:

e Grau superficial de divergéncia: diferenca entre o nimero de momentos internos do
numerador (oriundos da métrica, dos propagadores e dos vértices) e do denominador
(oriundos dos propagadores) de uma integral de Feynman Fy no limite em que os
momentos vao para infinito. Sera representado por dy e se a condicao dg > 0 for

satisfeita indicara que a integral é divergente no ultravioleta.

e Diagrama de Feynman proprio: aquele que ao se cortar uma de suas linhas internas

nao se separa em dois diagramas. Também dito irredutivel de uma particula.

e Parte de renormalizacao: subdiagrama H que é proprio e superficialmente divergente

2Uma discussao mais detalhada pode ser encontrada em [20].
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(dy > 0).

e Subdiagramas de Feynman disjuntos: aqueles que nao possuem linhas internas ou

vértices em comum.

e Subdiagrama de Feynman aninhado: aquele que esta completamente contido em um

outro diagrama.

e Subdiagramas de Feynman sobrepostos: aqueles que compartilham linhas internas

e vértices mas que nao estao completamente contidos um no outro.

(©2 ol0

Diagrama H; aninhado em H> Diagramas sobrepostos Diagramas disjuntos

Uma vez feitas todas essas defini¢bes, podemos reescrever o lado direito de (2.8)

utilizando-se a férmula de recursao de Bogoliubov dada abaixo:

ReFa =Y Fepy [ (—t"RuFu), (2.9)
P Hey

onde ¥ é o conjunto de partes de renormalizagao disjuntas de G (incluindo o conjunto

vazio),
v ={H|H C G,H = prdprio, disjunto,dy > 0}, (2.10)

e G /1 representa o diagrama obtido de G reduzindo-se todos os H de 1 em um ponto.

Cabe salientar que a férmula acima retira todas as subdivergéncias de um dado grafico
deixando apenas a divergéncia da ordem. (Para remover essa iltima basta utilizarmos a
eq. 2.8). Embora a equagao (2.9) contenha toda a informacao de que necessitamos para
o desenvolvimento dos capitulos posteriores, sua aplicacao ainda nao é clara. Portanto,

daremos um exemplo de seu uso no grafico abaixo:

(ko

Figura 1: Grafico G

Note que o grafico acima é oriundo da teoria escalar ¢3 em seis dimensoes cujas regras

de Feynman sao dadas por:



14

1 .
3.2 1g
b p>—m /\

Nossa primeira tarefa é identificar os subgraficos préprios de G cujo grau superficial

de divergéncia seja nao-negativo. Obtemos:

L D

Gréfico Hq Gréfico Ho
(ko (ko
p p
Gréafico Hs Gréafico Hy

Formamos agora todos os conjuntos v possiveis que contém os graficos acima como
elementos. Contando-se o conjunto vazio, terfamos 16 1) diferentes. Entretanto, a férmula
de recursao de Bogoliubov (eq. 2.9) necessita apenas dos conjuntos cujos elementos sao

disjuntos, ou seja, temos que lidar somente com os conjuntos abaixo:
77Z)1 = {®}7 1/}2 - {Hl}7 77Z)3 - {H2}7 ¢4 = {H3}7 ¢5 = {H4}’ wﬁ = {Hla HQ}

Uma vez definidos os conjuntos 1, a aplicacao da férmula (2.9) é trivial e fornece:

4
RoFo = Fo+ Y Faym(—t" Ry Fy) + Fomym, (—t" Ry, Fr))(—t" R, Fyr,). - (2.11)

i=1

Temos agora que reaplicar a equacao nos termos Ry, Fyy, (esse é o motivo pelo qual
a férmula é dita recursiva). Ou seja, para cada H; temos que identificar os subgréficos
proprios e divergentes que ele por ventura contém e os agrupar em conjuntos 1 sob a
condicao de que os elementos desses conjuntos sao disjuntos. Vejamos entao cada caso

separadamente.

Comecemos com o grafico H; que nao possui subgraficos. Sendo assim, a aplicacao

de Ry, terd como resultado o grafico inicial, ou seja,

Ry Fu, = F,. (2.12)



15

Para o grafico Hy obteremos um resultado anélogo:

Ry, Fy, = Fu,. (2.13)

Procedamos ao grafico Hs. Dessa vez, temos um subgrafico proprio e divergente
(grafico Hy) e, portanto, dois conjuntos ¢ (no caso anterior, tinhamos apenas o conjunto

vazio):
Ui ={0}, o= {H}.
Desse modo, a aplicacao da férmula de recursao de Bogoliubov fornece

Ry, Fir, = Fuy + Fuyym, (—t" Ry, Frr,). (2.14)

Como no caso anterior, o grafico H possui um resultado andlogo a saber:

Ry, Fu, = Fu, + Fu,ym,(—t" Ry, Fp,). (2.15)

Inserindo-se as equagbes (2.12 - 2.15) em (2.11) obtemos

ReFo =Fg + Fom, (—t" Fu,) + Foym, (—t™ Fp,)+
+ Fayu {—t"[Fry + Fuyym, (=t F) |}
+ Foya A —t"[Fu, + Fryym,(—t" Fu,) 1+
+ Foymm (—t" Fi, ) (=t F,). (2.16)

Observando-se o resultado acima cuidadosamente vemos que ele nos fornece os con-
tratermos que devem ser somados ao grafico G para removermos todas as suas subdi-

vergéncias. Essa conclusao torna-se mais clara caso usemos a seguinte notagao grafica:

® = (—1)x Divergéncia de = (_tHiFHi) 1= 17 2
1

1
® = (—1)x Divergéncia de [ + :|
2

- {_tHHz [FHi+2 + FHi+2/Hi(_tHiFH¢)]} 1=1,2
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Desse modo, a equagao (2.16) pode ser reescrita como
Rgng~<[|>»+{D»+~Q}+G»+~Q+O
1 1 2 2 1 1

Com isso, concluimos a apresentagao e consequente aplicacao da féormula de recursao
de Bogoliubov. Ela serd a base desse trabalho permitindo-nos demonstrar que a Regula-
rizagao Implicita preserva unitariedade, localidade e invariancia de Lorentz. Entretanto,
antes de prosseguirmos com tal demonstracao, devemos apresentar as regras da RI o qual

sera o tema do préximo capitulo.
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3 As Regras da Regularizacao
Implicita

Nesse capitulo, nés nos limitaremos a teorias nao-massivas e integrais nao-divergentes
no infravermelho. A primeira restri¢ao se justifica porque, como mostraremos no capitulo
4, para se implementar um esquema de renormalizacao independente da massa em Regula-
rizagao Implicita (RI) precisamos somente das integrais divergentes basicas nao-massivas
que apresentaremos abaixo. A segunda restricao também se justifica porque, quando
tivermos divergéncias infravermelhas, basta usarmos uma versao dual da RI no espaco
das coordenadas para as escrevermos também como integrais divergentes basicas. Dessa
forma, os graus de liberdade infravermelho e ultravioleta podem ser separados e consis-

tentemente tratados [21].

Inicialmente apresentarmos, com um exemplo, qual é a estratégia da Regularizacao
Implicita para se separar as divergéncias ultravioletas de um diagrama de Feynman a 1
laco e a seguir discutiremos como esse programa pode ser implementado para um diagrama

de Feynman a n lagos.

Seja a seguinte integral divergente oriunda de um diagrama de Feynman a 1 lago com

momento externo p:

k11
1=/ 2m)s () [k~ p)2] (3.1

Uma vez que a integral nao é divergente no infravermelho, podemos adicionar um
regulador p? aos propagadores e tomar o limite y? — 0 ao final do cdlculo. A introducao
desse parametro é necessaria porque, caso nao o fizéssemos, observariamos o aparecimento
de divergéncias infravermelhas ficticias ao usarmos a prescricao da RI. Dessa forma, ob-

temos

[k 1 1
1= @n) (% — 1) [(h — ) — ] (3.2)
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A seguir, assumimos que um regulador A estd implicito na integral e utilizamos a

seguinte identidade nos propagadores:

! D@ -2k ()R -2k
(k: —p)2 _ qu - JZ:; (kQ _ M2)j+1 (kz _ Mg)n(k) [(k _p)Q _ ,ug]' (3-3)

Escolhemos o valor de n®) de modo que as integrais divergentes ndo possuam um
denominador dependente do momento externo p. Com isso, podemos separar as integrais

divergentes das finitas obtendo:

e Divergéncias
[t [ [t [ 0) w0

e Parte finita

1 A2 4_(p2—2p-k)3
k/(kQ—Aﬂ)‘*[ Wkt (k—p)Z—/ﬂ} (3:5)

A integral linearmente divergente é automaticamente nula e a integral quadratica-
mente divergente serd nula ao tomarmos o limite pu? — 0 [14]. Com isso, temos que lidar

apenas com as divergéncias logaritmicas as quais sao dadas por:

e Divergéncias logaritmicas

ke kP 1

— aB

4papﬂ / m — p2 / m = 4pap5 ]log (MQ) — p2 Ilog(,uz). (36)

k k

Note que as divergéncias foram escritas em termos de integrais divergentes basicas
definidas por:

ke kP 1
aB( 2\ — 2\ —
Loy (07) = / CEaL Tiog(1”) = / 0 (3.7)
k k
Esse sera sempre o objetivo da RI, ou seja, escrever todas as divergéncias em termos
desses objetos. Embora, ja tenhamos alcangado tal objetivo para o exemplo acima, pode-

se mostrar que as integrais acima estao relacionadas e, portanto, necessitamos apenas de
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uma delas, no caso [j,(1?). A forma com que elas se relacionam ¢ a seguinte:

1202) = S0 1og422) + g1 3.8
log(:u )= log(W°) + 9 1- (3.8)

6
Na equacao anterior, T; é um termo de superficie o qual é arbitrdario e em geral
dependente da regularizacao empregada. Quando apresentarmos as regras da RI para um
grafico a muitos lagos, discutiremos qual é a importancia de tal termo para o nosso método.
Por ora, ele sera visto apenas como um artefato para se reduzir todas as divergéncias a

mesma integral divergente bésica.

Assim, utilizando-se a equacao 3.8 obtemos:

2 1

2 2 3
_ D 2 p 2 8p~bg 2 _
J = —3 |i[log(ﬂ ) — b6 In (—E>:| + 4p Tl — 9 -+ O(,U ), bﬁ = W (39)

Terfamos agora que tomar o limite 2 — 0. Entretanto, se o fizermos veremos que
Iog(11?) torna-se-4 um objeto divergente tanto no ultravioleta quanto no infravermelho.
Nossa proxima tarefa sera encontrar uma maneira de separar essas divergéncias de modo
a definir um objeto genuinamente divergente no ultravioleta. Alcangaremos esse objetivo
através da relacao de escala abaixo:

2

Lo (12) = T1og(M2) — b In (%) : (3.10)

onde X # 0. Dessa forma, podemos tomar o limite u* — 0 e ter como resultado final:
2 2

J = —% { 1og(\2) — bg In (—%) + %bﬁ - 12T1] . (3.11)
Uma vez que fomos capazes de implementar o programa da RI para a amplitude de
um grafico de Feynman a 1 laco, ou seja, pudemos separar todas as divergéncias dos
momentos externos e expressa-las em termos de integrais divergentes bésicas que contém
apenas um momento interno, uma pergunta natural a se fazer seria como generalizar nosso
método para um diagrama a n lacos com L pernas externas. Como as integrais divergentes
bésicas dependem apenas de um momento interno, precisamos realizar (n— 1) integragoes,
entretanto, a ordem em que esse processo € feito nao é clara a priori. No préximo capitulo,
apresentaremos uma maneira sistematica de se escolher a ordem de integragao a qual nos
permitird obter os termos a serem subtraidos pela férmula de recursao de Bogoliubov.
Considerando que essa escolha tenha sido feita, podemos redefinir os momentos internos
de maneira que a integral em k; sera a [-ésima a ser realizada e ela sera tipicamente da

forma (no préximo capitulo apresentaremos intiimeros exemplos nos quais a rela¢ao abaixo
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se verifica)

Avttm kz,ql) l—l( k?—u2)
Jm = 't (- ) 3.12
H kl - Q1 #2] A2 ( )

onde [ = 1---n. Na expressao acima, ¢; é um elemento (ou combinagao de elementos) do

conjunto {py,...,pr, kis1, .-, kn}, fk = [d%;/(27)% e u* é um regulador infravermelho.

Como a integral original nao é divergente no infravermelho, o limite u? — 0 é bem
definido e deve ser tomado ao final do calculo. A dependéncia logaritmica aparece porque
esse é o comportamento caracteristico da parte finita de amplitudes ndo-massivas [22]. A é
um parametro arbitrario nao-nulo com dimensao de massa e que parametriza a liberdade
que possuimos para subtrair as divergéncias (escala do grupo de renormalizac¢do). Ele
aparece a ordem de um lago e sobrevive em ordens mais altas por meio de uma identidade
matematica independente de regularizagao (eq. 3.19) conforme mostraremos ao fim desse
capitulo. A fungao A¥*™(k;, q;) pode conter constantes e todas as combinagoes possiveis
de k; e q; compativeis com a estrutura Lorentz. Existe uma pequena sutileza quando essa
fungao contém um termo do tipo (k; — ¢;)?, o qual deve necessariamente ser cancelado
por um dos denominadores. A razao é que, uma vez que estamos lidando com integrais
divergentes, ndo podemos realizar uma integragao simétrica [6], [23]. Um exemplo dessa
sutileza aparece no calculo do tensor de polarizacao da Eletrodinamica Quantica no qual
se escrevermos (k; — ¢;)? = gu (ki — ¢:)" (ki — ¢;)” ao invés de efetuar esse cancelamento

veremos que a identidade de Ward nao ¢ mais satisfeita.

Agora aplicamos as regras da Regularizagao Implicita. Assumindo que um regula-

dor A esta implicito na integral, podemos usar a seguinte identidade matemaética nos

denominadores:
nl(_kz)_l ) . (k) (k)
Iy OV S R oV Ut/ RV GRS
(k= )* =1~ (K — 2yt . I
1 i =0 1 (lf — M ) [(kl - QZ) - ]

Escolhemos os valores de ngkl) de modo que todas as integrais divergentes tenham um

denominador livre de g;.

Ap6s o uso de (3.13), as integrais divergentes podem ser escritas como uma combinagao
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det
a 2 2
Il((i;(,uZ) = /Wlnl_l (—kl%), (3.14)
Ky
e
& m vy 2 2
Lo (i) = / _(I{le - ;l)ﬁ " (_ b ;QM ) (3.15)
ki

Na férmula acima, o subscrito log indica que estamos lidando com uma integral loga-
ritimicamente divergente (r = 23 — d). E importante enfatizar que apenas esse tipo de
integral aparece porque integrais linearmente ou quadraticamente divergentes sao sempre

nulas para teorias nao-massivas|14].

Embora ja tenhamos reduzido todas as divergéncias a integrais divergentes basicas
livres dos momentos externos, pode-se mostrar que as integrais definidas acima estao

relacionadas. Por exemplo, no caso em que r = 2 temos

l |
v w12\ (=1 4
IO () = gt Zg (;l) —El _j;!h(ig"“)(u?)—

=1
. ,
1/2Y\ (1-1) 0 kv i K —p?
— gMP —_ | = 1 J | 1
25 Or=ar: [(k‘2 S ()] e
= k
ou equivalentemente
! J
vy, 2 v (1—3+1) 2y _ v _ 12\ -1
Ths (u) — g* ]El a; I, () =", g", a; = 5 <E) =) (3.17)

Na equacao anterior, T; ¢ um termo de superficie o qual é arbitrario e em geral
dependente da regularizagdo empregada. Foi mostrado em [1]-[6] que ao se colocar todos
os termos de superficies iguais a zero definimos uma versao da RI dita “Constrained
Implicit Regularization” (CIR) e que tal agdo corresponde a invocar invariancia no rétulo
dos momentos internos de um diagrama de Feynman arbitrario. Por outro lado, tal
invariancia esta relacionada com a invariancia de calibre e foi mostrado que adotar CIR
é a condigao suficiente para se assegurar a simetria da teoria [16]. Pode-se verificar que
na Regularizacdo Dimensional (RD) todos os termos de superficie sdo automaticamente

nulos o que demonstra a compatibilidade entre CIR e RD. Em teorias de campo com

1Por simplicidade, usaremos ao longo do trabalho que I l(olg (u?) = Ilog(;ﬁ).
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menos simetrias, como por exemplo as teorias escalares, uma pergunta natural a fazer é
se, nesse caso, a invariancia de rétulo tem algum papel. Responderemos essa pergunta ao
calcularmos os dois primeiros coeficientes da fungao 8 da teoria escalar ¢} os quais sao
universais. Verificaremos que a arbitrariedade introduzida pelos termos de superficie nao
pode ser escondida em uma redefinicao do esquema de renormalizacao. Esse resultado
nos leva a conjecturar que a invariancia de rétulo dos momentos internos é uma simetria

fundamental de qualquer diagrama de Feynman.

Apds o uso da equacao anterior, podemos notar que todas as divergéncias podem ser

escritas em funcao de um 1nico objeto:

A

1 ki —
M ¢,2) — -1 LM
L (4?) = / GOk In (— 3 ) : (3.18)

ky

Uma observacao atenta da integral acima revela que ela é divergente tanto no ultra-
violeta quanto no infravermelho ao tomarmos o limite u4? — 0. Nossa préxima tarefa
serd encontrar uma maneira de separar essas divergéncias de modo a definir um objeto
genuinamente divergente no ultravioleta. Alcancaremos esse objetivo através da relacao

de escala abaixo?

)2 oy ba g (1 — D=1

1) = 1800~ 1 (;)mz() i (%) e
k=1 j=1

(d—2) i (=1)%?

N A0, A= 5 ’de(47r)d/2F(d/2)'

(3.20)

Uma vez que estamos lidando com modelos que nao possuem divergéncias genuinas no
infravermelho, a divergéncia encontrada acima tem que se cancelar ao se considerar a am-
plitude com um todo. Isso de fato ocorre porque, ao usarmos a identidade (3.13), a parte
finita da amplitude também possuird uma dependéncia logaritmica em p? a qual cance-
lard exatamente a divergéncia infravermelha oriunda da relagdo de escala. No préximo
capitulo apresentaremos um exemplo a n lacos no qual veremos explicitamente esse can-
celamento. Como mencionado antes, podemos notar que A parametriza a liberdade que
possuimos para subtrair as divergéncias e, portanto, ele se torna um candidato natural

para a escala do grupo de renormalizacgao.

O procedimento descrito deve ser repetido até que tenhamos apenas uma integral

nos momentos internos e, consequentemente, sejamos capazes de expressar todas as di-

?Nessa equacio, assumimos um ntimero par de dimensoes. Pode-se deduzir uma expressao similar
para teorias com dimensoes impares.
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vergéncias em termos de [ l(;;)()\z). Um dos objetivos do préximo capitulo é mostrar, para
um diagrama de Feynman arbitrario a n lacos, como esse programa pode ser sistematica-

mente implementado de modo a ser compativel com a férmula de recursao de Bogoliubov.
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4 Implementacao Sistemadtica da
Formula de Recursao de
Bogoliubov em RI

Nesse capitulo desenvolveremos um algoritmo capaz de implementar RI para diagra-
mas de Feynman a muitos lagos. Ele é construido de maneira a exibir automaticamente
os termos a serem subtraidos pela formula de recursao de Bogoliubov e, portanto, obede-

cendo unitariedade, localidade e invariancia de Lorentz.

Para implementarmos sistematicamente a Regularizacao Implicita para um diagrama
de Feynman a n lagos, temos que adaptar a identidade (3.13), a qual foi inicialmente
concebida para ordem de um lago, para ordem arbitraria uma vez que ela nao fornece
uma sequéncia natural em que as integrais devem ser realizadas. Dessa forma, nossa
primeira tarefa sera reescrevé-la de modo a evidenciar o comportamento divergente da
amplitude quando os momentos internos vao para infinito de todas as maneiras possiveis.
Considerando que ¢; em (3.13) representa apenas os momentos externos e fazendo-se uma

expansao binomial em (p? — 2p; - k)7 obtemos,
] 2(n{" 1)
_ (k,pi) | 7 (k,pi) 41
— )2 — 2 Z h +f ’ (4.1)
(k —pi) 1% —o

onde fizemos as seguintes definigoes,

=S 6() () s (12

j (k2 — p2)+1-i

o) n®)

Fp) = PUi??ﬁﬂ%) | 13
(K2 = )" [k = pi)? = )

G)(:E)E{Oifxgo

1 if >0

B = ngk) +j—1, |z]=max{n € Zn < zx}.
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Os termos f, P foram construfdos de modo que, quando k — oo, eles serao propor-
(k)

%

2 sao escolhidos de maneira a se assegurar a finitude

cionais a k~*?. Os valores de n
ultravioleta do termo f*: 79 A identidade acima é a base do nosso método o qual, quando

aplicado em um dado diagrama de Feynman, pode ser resumido nos passos abaixo:

A. Identifique os propagadores que dependem dos momentos externos e use a identidade

(4.1) nos mesmos;

(i)
J
contém f i 7i) quando k; — oo de todas as maneiras possiveis:

B. Encontre o menor valor de n; "’ necessario para se assegurar a finitude dos termos que

C. Repita o passo anterior em todos os propagadores identificados no passo A;

D. Identifique os termos divergentes e classifique-os de acordo com as maneiras possiveis

que os momentos internos podem divergir;

E. Use as regras da RI (na forma apresentada no capitulo 3) nos termos identificados no

passo D de acordo com sua classificacao;

F. Guarde os termos que contém I l((i;(/\z) e aplique o procedimento novamente nos demais.

Ap6s o passo F, teremos apenas dois tipos de termos: aqueles em que [ l((ﬁ)g(V) multi-

plica uma integral e aqueles em que /. 0

log(A?) multiplica apenas constantes e/ou polinémios

nos momentos externos. Os primeiros serao justamente os termos a serem cancelados pela
formula de recursao de Bogoliubov enquanto os ultimos correspondem a divergéncia da
ordem do gréafico em questao, ou seja, apds a subtracao das subdivergéncias. Em outras
palavras, nossa prescricao implementa RI de modo a exibir automaticamente os termos a

serem cancelados pela féormula de recursao de Bogoliubov.

[lustraremos a aplicabilidade do método com alguns exemplos. Uma vez que estamos
interessados apenas na estrutura das divergéncias, nos restringiremos a uma das teorias
de campo renormalizdveis mais simples: teoria escalar ¢3 nao-massiva. Nessa teoria, o

grau superficial de divergéncia é dado por
d=2(3— Ng) onde Np é o numero de pernas externas do grafico.

Ou seja, apenas graficos cujo numero de pernas externas é igual ou inferior a trés sao
divergentes. Os graficos sem pernas externas (graficos de vacuo) ja est@o incluidos na

constante de normalizacao do funcional gerador e, portanto, nao precisam ser considerados
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[24]. Os gréficos com uma perna externa possuem apenas divergéncias quadraticas e essas
sao sempre nulas para teorias nao-massivas [14]. Desse modo, lidaremos apenas com
graficos que possuem duas ou trés pernas externas e que correspondem a correcoes ao

propagador e a funcao de vértice respectivamente.

Comecaremos com a correcao a um lago ao propagador cujo gréafico é dado por

+O

Figura 2: Gréfico PV

A amplitude correspondente a fig. 2 é escrita como
1 d°k
== / , / = / . (4.4)
2 —p)?* = 1’ (2m)
& &

Note que introduzimos um regulador infravermelho nos propagadores. Usando-se a

identidade (4.1) no denominador que contém o momento externo obtemos

2(n(F) -1)

_ 1 (k, p) 7 (k, p)
x| B A )
" 1=0

Temos que escolher n*) de modo a garantir a finitude to termo que contém f *7),
Usando-se contagem de poténcias encontramos a restricao n® > 2 e, portanto, somos
levados a fazer a escolha n®) = 3. Tendo obtido o valor de n®) podemos agora extrair

(k, p)

os termos divergentes. Lembrando-se que f, tem um comportamento assintotico pro-

porcional a k~(*2) encontramos, por contagem de poténcias, que esses termos sao dados

por:
1. Divergéncia Quadratica

(k, p)
/ [ N (4.6)
k

2. Divergeéncia Linear

fl(km) _ 2p-k
!@Lw%‘Zwtww’ 0
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3. Divergéncia Logaritmica

do [wm s o

As divergéncias quadratica e linear se anulam no limite p? — 0. J4 a divergéncia

, . , . . . . ny 2
logaritmica contém dois termos os quais podem ser identificados como Iy, (%) € Liog (1)
respectivamente. Usamos agora a identidade (3.17) para escrever todas as divergéncias

em termos de [},,(?) e obtemos a seguinte expressao para a amplitude

92 - _Ejlog(lﬂ) + 2p2T1 + ﬁnito’ (49>

onde T; é um termo de superficie. A expressao explicita para a parte finita de (4.9) é

dada por
(k, p) (k, p) n 2 3
+ + 1 1 p°—2p-k
T Fr =gy b
(k% — p?) 2 (k% — p?) (k—p)?—n
2 2 2
pbg p 4p=bg 9
=S 2hn(-%2) - @) 4.10
- n( m) T+ O?), (4.10)

onde bg foi definido na eq. (3.20).

Usando-se a relagao de escala (eq. 3.19) e tomando-se o limite pu? — 0 obtemos

finalmente que a correcao a um laco para o propagador é

2 8b
=1 _ 961’ |:Ilog()\2) b In ( 2;\2) + ?6 — 12T1} , (4.11)

De maneira semelhante obtemos a amplitude para a correcao a um laco da funcao de

_ 3 2 p?
/A\ -9 lfzog(A ) — be In(—5%) + 26 — h(plypZ)]

p1 P2

vértice:

Figura 3: Gréfico V()

Na expressao acima, h(pi, p2) é uma fungao de p; e py que se anula se py = 0.

Embora os exemplos anteriores sejam simples demais para exibir os termos a serem
subtraidos pela férmula de recursao de Bogoliubov (os graficos a um lago nao contém
subdivergéncias), nés os apresentamos aqui para familiarizar o leitor com as regras da RI
e com a identidade (4.1). Analisaremos, agora, corregdes a dois lagos para o propagador

e a funcao de vértice. Os graficos necessarios na renormalizacao do propagador sao:
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p qp p p
N

k1

Figura 4: Graficos Pf) e Péz) respectivamente

A amplitude correspondente a Pf) ¢é dada por

—(2
554) 1

ki —

= % / A(k)A(kr — p)A(ky — ko) A(k2)A(ka — p),  A(k;) =

k1ka

4.12
ig* (4.12)

Nossa primeira tarefa é aplicar a identidade (4.1) nos propagadores que dependem

dos momentos externos de modo a obter

2(n(k1) —1) 2(n(k2) —1)

/ A(k1)A(ky — ko) A(ks) Z fl(kl’p) + f k1op) Z flk2op) 4 F(h2op)
1=0

ks ko m=0

(4.13)

Temos agora que determinar os valores de n(*). Eles sio escolhidos de modo a
garantir a finitude dos termos que contém f*#?) quando k; — oo de todas as maneiras

possiveis. Consideraremos primeiro n*1). Os termos que contém f*1:P) siao

2(n(’°2)—1)
/ A(lﬁ)A(lﬁ — k2)A<k2)f(k1,p) Z fn(Lk%p) + f_(k%P)
k‘lkg m=0
— [A0)A®E k) AE) F* DA - p). (4.14)

k1kg

Queremos assegurar que a integral acima é finita quando k; — oo. Ha dois casos:

1. Finitude quando k; — oo e ks estd fixo: nk1) > 0,

2. Finitude quando k; — 00 e ky — oco: ntk1) > 2,

os quais nos levam a concluir que n*1) deve ser no minimo 3. De maneira similar, obtemos
nk2) = 3,

Tendo obtido os valores de n'*), temos agora que identificar os termos divergentes

contidos em (4.13) quando k; e/ou ky vao para o infinito. Existem trés possibilidades.
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Comecemos pelo caso k1 — 0o e ko fixo no qual os termos divergentes sao do tipo

/ Ak A (k) A(ky — ko) f,*0 ) [Z fUop) o f (2, p>] . (4.15)

ks ko m=0

1+2)

Como f, F1.7) tom um comportamento assintético proporcional a k; ( , obtemos, por

contagem de poténcia, que os termos divergentes nesse caso sao dados por

4
AT = / Ak A (k) Aky — ko) f,F0 P [Z f Uk2ip) 4 f(kQ,m]
kiko m=0
- / A*(ky)A(ky = ko) A(k) Ak — p). (4.16)
k1ko

Consideremos agora o caso onde ky — o0 e ki estd fixo. Repetindo-se o raciocinio

anterior, descobrimos que os termos divergentes sao

4
A7 = / Ak Aka) ARy = ko) f* 7 [; A f‘<kw>]

kika

- / A2 (ko) A(ky — ko) A(k1) Ak — p). (4.17)

k1kz

Finalmente consideremos o caso em que k; — oo e ky — oo simultaneamente. A

escolha de nt®) = 3 (i = 1,2) implica que os termos divergentes devem ser do tipo

/ Ak A (k) Ay — ko) f, 0P £ hop), (4.18)

k1ka

Por contagem de poténcia, obtemos a seguinte restricao paral e m: [ +m < 2. Os
casos [ = 0 e m = 0,1,2 estao contidos em AT (eq. 4.16) enquanto os casos m = 0 e
| = 0,1,2 estao contidos em A5 (eq. 4.17). Temos que considerar, portanto, apenas o

caso [ =m =1 o qual fornece a expressao abaixo

A5 = / A(k2)A(ky — k?g)A(kl)fl(kl’p)fl(k%P)

k1ka

— [ M)A - kA (2) 2 k)2 ). (4.19)
k1ko

Resumindo, os termos divergentes sao:
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1. Divergéencias quando ki — oo e ko esta fixo

A

=11

_ / A2(k)A(ky — ko) A(kz) A(ks — p), (4.20)

kikz

2. Divergeéncias quando ks — 0o e ky estd fixo

A

N [1]

_ / A2(ka) A(ky — ko) A(ky) Ak; — ), (4.21)

kikz

3. Divergeéncias quando ki — oo e ky — 0o simultaneamente

k1 ko
Assim, a parte divergente de Ef) é expressa por AT + A5 + AT — AT. O tltimo termo

corresponde ao caso (I =m = 0)

AT = / A(ko)A(ky — kQ)A(kn)fo(kl’p)fo(kQ’p) = / A (ko) ARy — k) A% (k) (4.23)

k‘l k‘Q k‘lk2

e deve ser subtraido porque ele foi contado duas vezes.

A classificac@o acima dos termos divergentes em diferentes casos (podemos pensar no
termo A como a intersecio dos casos ki — oo e ky fixo, ky — 0o e ky fixo) nos fornece
uma ordem natural na qual as integrais devem ser realizadas e nos permite, portanto, im-
plementar a RI para um diagrama de Feynman a muitos lagos de uma maneira sistematica.
Além disso, ela exibe automaticamente os termos a serem subtraidos pela férmula de re-
cursao de Bogoliubov conforme verificaremos. De maneira geral, para cada um dos casos
estudados, caracterizando o comportamento divergente da amplitude quando os momen-
tos internos vao para infinito de todas as maneiras possiveis, pode-se aplicar o formalismo
desenvolvido no capitulo 3 para definir as integrais divergentes basicas. Com esse intuito
usamos a identidade (3.13) em cada caso considerando k; como o momento interno que

vai para infinito. No nosso exemplo, k() em A%(Q) e ki e ky em A§(4).

Examinando-se AT e A3, podemos notar que ambos possuem a mesma estrutura e

que a integral na qual vamos aplicar as regras da RI é dada por

/AQ(@)A(@—/@), i,j=12 e i#j (4.24)

k;

Esse é a mesma amplitude do grafico V; (fig 3) se fizermos a identificagdo p; — k; e
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p2 = 0. Assim, obtemos imediatamente a expressao abaixo

AF=A+af, i,j=1,2 e i#] (4.25)

A= [ A8 - ) [10)]. (4.26)
k;

of = /A(k:j)A(k;j —p) [2b6 ~beln (— k?;z‘ﬁ) ] . (4.27)
k;

Consideremos agora o termo A3. Uma vez que a integral em ki é finita, podemos
avalid-la usando-se a parametrizacao de Feynman. Inserindo-se o resultado na integral

em ky e aplicando-se as regras da RI obtemos

- oy ( N2
a5 = A = bgp? [% + 2T1] : (4.28)
De maneira similar,
_ k2 — M2
AT = / A?(ky) {Ilog(V) — bgIn (— 2 v ) + zbﬁ} =0 (4.29)
ko

no limite pu? — 0.

Mostraremos em breve que os termos 12125 (1 = 1,2) sao precisamente aqueles que serao
subtraidos pela férmula de recursao de Bogoliubov. Entretanto, antes de fazermos essa
identificagao, expressaremos todos os termos divergentes em fungao de integrais divergen-
tes bésicas, ou seja, lidaremos agora com os termos (o). Usamos a identidade (4.1) no
propagador que depende do momento externo e identificamos os termos divergentes. No

limite x? — 0, o tinico termo que contribui é

= _ (k. p) ki —
Q= A(k’])fQ _bﬁ In( — 22 + 266 (430)

J

o qual pode ser expresso como

(2) (2
_ZE _ bﬁp2 []log<)‘ ) 3

3 9 log<>\2) + 8T —47,]. (4.31)

. —(2 -
Dessa forma, somando-se a parte divergente de :54) com os termos de superficie temos

(aT + a5 + a5 + AT + A7). (4.32)

~
Q
i
N | —
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Os dois ultimos termos sao justamente aqueles que serao subtraidos pela férmula
de recursao de Bogoliubov. De fato, para subtrairmos as subdivergéncias do grafico em

questao temos que adicionar os seguintes contratermos

p E : p p i E p
@ = (—1)x Divergéncia deA

Figura 5: Contratermos para Pf)

cujas amplitudes sao, respectivamente,

% Alk) Alks — p) [~y (A2)] = % (—A%), (4.33)
% AEDAG — p) [~y (A2)] = % (—A3). (4.34)
k1

Observe que estamos adotando um esquema de subtracao minima o qual, em RI, corres-

ponde a subtracao das integrais divergentes bésicas [4].

Assim, apds a subtragao das subdivergéncias obtemos

E(Z) bﬁp2 (2) 13
A= 20 1217 (\?) — 3Ilog(AQ) + 54T, — 247, + finito | . (4.35)

7:94 6 lOg

Analisemos agora o grafico aninhado a dois lagos (Pg)) cuja amplitude é

= 1
=5 [ A0 - )AGR)AK - k) (4:36)
k1ko
Aplicamos a identidade (4.1) no propagador que depende do momento externo e en-
contramos que a escolha n*1) = 3 garante a finitude dos termos que contém f*1:?) quando
k1 — oo de todas as maneiras possiveis. Nossa proxima tarefa é identificar os termos di-

vergentes. O caso k; — 00 e ks fixo nao possui nenhum termo enquanto o caso ky — 00

e ky fixo sim. Eles sao dados por
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4
o
> h" ”)+f““’p>]

=0

/ A2 (k) Ak —

k1ka

_ / A2k ) Ay — ko)A (s) Ay — p). (4.37)
k1ko

Chamemos a integral acima de Bf. Ela é a tnica que temos que considerar uma vez

que os termos divergentes oriundos do caso k1 — 00 e ky — oo simultaneamente ja estao

nela contidos. Podemos observar que o resultado acima é justamente a amplitude inicial,

entretanto, possuimos agora uma ordem natural para implementarmos a RI. Usando-se

as suas regras na integral em ky obtemos

BY = B + fGr, (4.38)
5= [ awat -n |[-20), (4.30)
== /A(kl)A(kl p) |47, - %66 + b—; In (— k%y‘z) ] . (4.40)

k1

Aplicamos o procedimento novamente em 37 e encontramos os seguintes termos di-

vergentes

_1__/

k1

2

Z (k2, p)

=0

8b6 bﬁ k%—/f
4, — 20 By (-
9 3 n( 32
2bg

Liog(V?) + 5 37,

100
(A2) — Tﬁ 1og(A2) — 4b6 Y5 + 47,

be (
3 Ilog

} (4.41)

Observe que um termo de superficie (cujo valor é arbitrario) aparece multiplicando

uma divergéncia expressa por I;,,(A\?). Se tivéssemos adotado CIR a qual estabelece que

T; = 0 para se respeitar a invariancia de rétulo nos momentos internos, esse termo nao

teria aparecido. Manteremos todos os termos de superficie até o final dos calculos a dois

lacos com o intuito de verificar se eles tém algum papel na fisica de uma teoria com menos

simetrias como é o caso das teorias escalares.

(2)

Desse modo, a soma da parte divergente de =5’ com os termos de superficie fornece

— % (BT + BY). (4.42)
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Uma vez mais, o ultimo termo é precisamente aquele que serd subtraido pela formula

de recursao de Bogoliubov pois o contratermo que precisamos adicionar é

T@?T - 97:]‘ A(k1)A(ky = p)[ 5 T10g(A?)]

—

k1

@® = (—1)x Divergéncia de 4>—©—>—
k1 k1

Figura 6: Contratermo para P](32)

Apdés o cancelamento da subdivergéncia obtemos

= 2
5532) :bap2 o Il(o; ()\2)
ig* 6 3

2
+p_{ — 47,

10
+ gllog(/@) + 4T2}

2b
Liog(A?) + =2 =374

6 3

+ ﬁnito}. (4.43)

Observe que um termo proporcional a 4117;,,(A?) nao é subtraido como uma subdi-
vergéencia uma vez que estamos adotando um esquema de subtragao minima em RI. No
capitulo 5 discutiremos o que aconteceria se tivéssemos incluido o termo de superficie no

contratermo.

Nesse momento, somos ja capazes de escrever a correcao radiativa ao propagador em

ordem de dois lacos, ou seja,

—_ —(2 —=(2
:(2) = :;) + :53)
2 [ 5h 29% 77h
. z’g4%{?6[l(fg)(>\2) - 761109(%) — 20Ty — 27| 201,,(N?) — 76 + 6T1] + ﬁnito}.

(4.44)

Estudemos agora a renormalizacao da funcao de vértice cuja correcao a dois lagos é

obtida calculando-se os seguintes diagramas

A\ b
WA
k1 ko
>
p1 P2 P1 ko p2 P

1 p2

Figura 7: Gréficos Vf), Vg) e VC(Q) respectivamente
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A amplitude correspondente a Vf) ¢ dada por

A(2) 2
_2]5 = / A(ky)A(ky = ki) [ Ak — p)A(K: — po). (4.45)
k1ks =1

Aplicamos a identidade (4.1) nos propagadores que dependem dos momentos externos

k1) k1) k2) k2)

e fazemos a escolha ng = ng = ng = ng = 1 de modo a obter

/ A(kl)A(k? - k‘1) [fo(khpl) + f(kl’pl)] [fo(kl’m) + f(/ﬁypz)} >

k1ko

[f0<k2,p1> +f<k2,p1)] [fo(kz,m) _i_f(kz,m)} ‘ (4.46)

Os termos divergentes provém apenas do caso ks — o0 e ky fixo e sao dados por

All\ = / A(kl)A(kg . k1>f0(k2,p1)f0(k2,pz) [fo(kl,m) +f(k1,p1)} [fo(khpz) + ]F(kl,pz)]

k1ka

_ / A1) A(ks — k) A2 (k) A(kr — p1)A(ks — pa)

= A} + o, (4.47)
Af = /A(kl)A(lﬁ — p1) Ak — p2) [Ilog(/\2)} ) (4.48)

o = bﬁ/A(kl)A(lﬁ ) AG — pa) [2 “n (_ i ;2“2) ] | (4.49)

Aplicando-se o procedimento novamente em o) obtemos o termo divergente abaixo

A (hropn) g i) [o o KT — 12
ar =bs | A(ki)fy o 2—1In 22

1

— D L10g(N%) — BT (A?). (4.50)

log

Dessa maneira, a parte divergente de A(j) é dada por
AD™ = —ig® [ad + A} (4.51)

onde o ultimo termo é cancelado pelo contratermo
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= —ig® [ A(k1)A(k1—p1)A(k1 —p2) [_Ilog(Az)}
k1

P1 P2
@ = (—1)x Divergéncia de \\\kz

p1—k1 p2 — k1

Figura 8: Contratermo para Vf)

Assim, apéds a subtracao da subdivergéncia temos

AR _ @) (y2 2 .
= |1 (A2) 4 211y (X2) + finito] (4.52)

Avaliemos o grafico Vf(f) cuja amplitude é dada por

AP 1
ot ko
Usamos a identidade (4.1) e fazemos a escolha ngkl) = ngkl) = 1. Os termos divergentes

estao todos contidos no caso ko — 00 e k; fixo e sao dados por

B} = / A2 (k) A(k) Al = k) |fole?) o  Goen| [ fep) o f O

_ / A2(k) A (ko) Ay — ki) A(ky — pr)A(ky — po)
k1ko
= BMypBh, (4.54)
Bl = [ At)AK - p)at - p [—%W)} , (4.55)
£ [ a0AG A0 —pa) 171+ o (SIS B
k1

Repetindo-se o procedimento em 2 temos

2 2 2
A — (k1. pi) 8bs | bs k3 —p
1 :/A(lﬁ) i|:|1 for” [4T1 T 9 + 3 In (_ A2

k1

b 8h
:§1,<3;(A2) AT T (A?) — ?6[1090\2) (4.57)
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e, portanto, a soma da parte divergente de Ag) com os termos de superficie é dada por

B+ BY. (4.58)

O ultimo termo ¢é subtraido pela férmula de recursao de Bogoliubov uma vez que o

contratermo para esse grafico é

N = = ) A=) A —p2) [$100 (0]

k1
P1 b2

@ = (—1)x Divergéncia de
k1 k1

Figura 9: Contratermo para Véz)

Removendo-se a subdivergéncia obtemos

AP b @), Abg ) ,
56 Ilog()\ ) — ( o 27 ) I154(A\*) + finito. (4.59)

Por fim, avaliaremos o grafico VéQ). Chamando-se a sua amplitude de Ag) temos

AY
=3 / A1) Aks) Alkr — pr)A (ks — po)Alks + ks — p1)AG + ks — pa). (4.60)
klkg
Escolhemos ng Vo= nng’) n{Frth) — (k1+k2) = 1 da maneira usual e encontramos

que o unico termo divergente provém do caso k; — oo e ko — 0o simultaneamente e é

dado por

O{\ — / fO(lﬂ,p1)f0(k2,p2)f0(k1+k2,p1)f0(k’1+k:27p2) _ / A2(k31)A2(k‘2)A2(1€1 + k?g) (461)

klkg k1k2
Apéds a integragao em ko e o uso das regras da RI temos

B2 = A2 = —igb [Tiog(X?) + finito] . (462)

Juntando-se todos os resultados vemos que a correcao radiativa para a funcao de

vértice a ordem de dois lagos é dada por

log

e - b 17b
AP = A 4 AY 1A = [526 2\ — ( 736 +67 ) Liog(A2) + ﬁnito} . (4.63)
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Embora nosso procedimento tenha obtido sucesso em todos os casos considerados,
podemos nos perguntar quao geral ele de fato é. Para responder a essa pergunta, vamos

aplica-lo ao grafico abaixo

kQ{ \\kg
kl//
p D
<
ka

cuja amplitude é dada por

—(4)
—A

i / A2(k ) A2 (ky — p)A (ko)A (ks — k1) Ak — kg) X

k1-kq

_298

A(k3)A(ks — k1) A(ka) A(ky — k1 + p). (4.64)

Procedendo-se da maneira usual, usamos a identidade (4.1) nos propagadores que de-
pendem dos momentos externos e escolhemos n*1) = nks=k1) = 3 A seguir, identificamos
os termos divergentes quando os momentos internos vao para infinito de todas as maneiras
possiveis. Para esse grafico em particular, nos deparamos com uma ambiguidade uma vez
que os casos koz) — 00 e ki, k3(2), by fixos; ky, ks — oo e ki, ky fixos contém os mesmos

termos a saber

4
/ AQ(k‘l) [Z fl(khp) _|_]?(k17p)

Keyoeky =0

2

A(kQ)A(kQ — kl)A(k’Q — k’g)X

A(k3)A(ks — k1) A(ky)

4
Zfr(im—kl,p) + f(lu—khp)] ) (4.65)

r=0

Assim, nao é claro se devemos somar todos eles (e subtrair os termos contados duas
vezes) ou se devemos considerar apenas um dos casos. Entretanto, esse nao é o problema
principal. Supondo-se que concordemos sobre quais casos devem ser considerados, nossa
préxima tarefa seria aplicar as regras da RI (como apresentadas no capitulo 3) nos termos
divergentes de acordo com a sua classificacao. Em qualquer um dos casos, as integrais em

ka(3) serao realizadas e seremos incapazes de identificar o contratermo

7& = S5 [ AR AG A () A Alka k) Ak — ka)A (s — k) | 2252
ky---k3

Desse modo, precisamos desenvolver um procedimento mais geral que contenha os

passos A-F como um subcaso. Apresentaremos esse novo procedimento (o qual pode ser
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escrito como um algoritmo) e, logo em seguida, o explicaremos passo-a-passo através do
exemplo anterior. Veremos assim, que ele resolve todos esses problemas que apresentamos.

O algoritmo é dado por

@ SIM

[4]
5] SIM
— NAO —@
SIM
¥
SIM  NAO
SIM
¥
SIM —— SIM 18] NAO
NAO
v
S TR
NAO
111] NAO ——[+]

1. Seja S, o conjunto de subgraficos G; que compartilham uma perna externa com o

grafico G dado. Seja S, o conjunto complementar. O conjunto S, é vazio?
2. Aplique o procedimento descrito anteriormente (passos A—F) a amplitude.

3. Identifique os propagadores que dependem dos momentos externos e que nao per-
tencem a um dos subgraficos contidos em S,. Use a identidade (4.1) em tais propa-

gadores e obtenha os valores ng ) da maneira usual.

4. Sejax =0ey = 1. Agrupe todos os momentos internos no conjunto I@Q(cyzzol) e defina

seu complemento (o qual é um conjunto vazio) por ng(Cyjol).

5. Existe um subgrafico G; cujos momentos internos sao exatamente aqueles agrupados

em KW?
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6. Existem termos divergentes quando todos os momentos internos contidos em kW

vao para infinito e todos os elementos de K sio mantidos fixos?
7. Todos os termos divergentes identificados no passo 6 foram armazenados?
8. K¥ 6 um subconjunto de algum ICZ@ (t=0,1,--- ,x — 1) j& armazenado?

9. Armazene os termos identificados no passo 6 assim como KW (se KW é um subcon-

junto de algum ICZ(j ) j& armazenado, elimine o resultado correspondente ao tltimo).

10. Escolha uma nova combinacao dos momentos internos que contenha z elementos e

agrupe-os no conjunto KW E possivel?

11. Escolha z momentos internos e agrupe-os no conjunto kY. E possivel?

Quando o algoritmo atingir o asterisco (x), escrevemos todos os resultados armazena-
dos. Cada um ¢ classificado de acordo com o conjunto particular de momentos internos
que vao para infinito. Se o conjunto possuir dois ou mais elementos, identificamos os
subgraficos que os contém e aplicamos o algoritmo nos mesmos. Por outro lado, se o
conjunto contiver apenas um elemento usamos as regras da RI (da maneira apresentada
no capitulo 3). Nesse ponto, guardamos os termos que ja contém I l(ol;(/\Q) e aplicamos o
algoritmo novamente nos demais. Eventualmente, obteremos dois tipos de termos: aque-
les nos quais I l(é)g()\Q) multiplica uma integral (os quais correspondem aqueles que serao
cancelados pela férmula de recursao de Bogoliubov) e aqueles nos quais [ l(ol;()\Q) multi-

plica apenas constantes e/ou polinomios nos momentos externos (os quais correspondem

a divergéncia caracteristica do grafico em questao).

Uma vez que apresentamos o algoritmo, nossa proxima tarefa serd aplica-lo no exemplo
anterior (com o intuito de familiarizar o leitor com o mesmo e de mostrar como ele resolve
os problemas mencionados). No que se segue, apresentaremos o resultado fornecido pelo

algoritmo apds a aplicagao de cada um dos seus passos.

e Passo . a resposta é NAO

B RN \’Cz \’Cs
Se = { k1—p< :lﬁ—p ’ kl( : ke ’ }
k2

k}g — k}l k}g k2 - kl
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(0w

e Passo

e Passo

KD = {ky - ked, KM =0

e Passo : a resposta é SIM

Os momentos internos ky---k4 (0s quais estdo contidos em IC;:OI)) pertencem ao

subgrafico do conjunto S..
e Passo [6] : a resposta ¢ SIM

Os termos divergentes sao

+1'<2

/ AQ(k‘l) [Z fl(kl,p)fl/(khp)

s 1L,I'=0

A(k’g)A(kIg — kl)A(k’Q — k3)><

A(k3)A(ks — k1) A(ks) A(ky — k1 + p). (4.66)

e Passo . a resposta ¢ NAQO

e Passo @

Armazenamos os termos divergentes dados por (4.66) assim como ICS’:OI) = {ky---ky4}.
e Passo . a resposta é NAO
e Passo : a resposta é SIM

Escolhemos k; e obtemos

KD = {ky--ka}, KYSY = (ki)

e Passo . a resposta é NAO
Nenhum subgréfico contém {ks - - - k4} como seus momentos internos.

e Passo . a resposta é SIM
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Escolhemos ks e obtemos

KUY = {ky ks, ke, KYSY = (k)

e Passo . a resposta ¢ NAQO
Nenhum subgréfico contém {ky, k3, k4} como seus momentos internos.
e Passo : a resposta é SIM

Escolhemos k3 e obtemos

KUY = {k oy ka},  KYSY = {ks)

e Passo . a resposta é NAO
Nenhum subgréfico contém {ky, k2, k4} como seus momentos internos.
e Passo : a resposta é SIM

Escolhemos k4 e obtemos

KUY = (k- k), KD = {ka}

e Passo . a resposta é NAO

Nenhum subgréfico contém {k; - - - k3} como seus momentos internos.
e Passo : a resposta ¢ NAO

e Passo : a resposta é SIM

Escolhemos k1, ky e obtemos

KUY = {ks ka}, KUY = {ky, ko)

e Passo . a resposta é NAO
Nenhum subgréfico contém {ks, k4} como seus momentos internos.
e Passo . a resposta é SIM

Escolhemos k1, k3 e obtemos

KUY = {ka, ke, KYSD = {ky, ks}
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e Passo . a resposta é NAO
Nenhum subgréfico contém {ks, k4} como seus momentos internos.
e Passo : a resposta é SIM

Escolhemos k1, ks e obtemos

KUSD = {ky ks}, KUY = {ky, ka}

e Passo . a resposta é SIM

O segundo subgréfico de S, possui {ky, k3} como seus momentos internos.
e Passo @ : a resposta é SIM

Os termos divergentes sao

4
/ A2(k‘1) [Z fl(khp) + ]?(lﬂ,p)
=0

ey ke

2

Alka)A(ks — k1) Ak — k) x

A(k3)A(ks = k1) A(ks) A(ky — k1 + p). (4.67)

e Passo . a resposta é NAO
Podemos notar que (4.67) possui mais termos que (4.66).

e Passo @

Uma vez que ICS’:ZI) ¢ um subconjunto de ICS’:OI), eliminamos o resultado correspon-
dente ao tltimo. Assim, armazenamos apenas os termos divergentes dados por (4.67)

assim como K'Y5" = {ky, ks}.
e Passo : a resposta é SIM

Escolhemos ks, k3 e obtemos

KYSD = (ki kay, KYSD = {ko, s}

e Passo . a resposta é NAO
Nenhum subgréfico contém {ky, k4} como seus momentos internos.

e Passo : a resposta é SIM



Escolhemos ks, k4 e obtemos

KUY = (ki ks}, KUY = {ko, ka}

e Passo . a resposta ¢ NAQO
Nenhum subgréfico contém {kq, k3} como seus momentos internos.
e Passo : a resposta é SIM

Escolhemos k3, k4 e obtemos

KUY = {ky ko), KUY = {ks, ka}

e Passo . a resposta é NAO

Nenhum subgréfico contém {kq, k2} como seus momentos internos.
e Passo : a resposta ¢ NAO

e Passo : a resposta é SIM

Escolhemos k1, ko, k3 e obtemos

KU = {ka}, KUSY = {ky, ko, s}

e Passo . a resposta é SIM

O primeiro subgrafico de S, possui {k4} como seu momento interno.
e Passo @ . a resposta é SIM

Os termos divergentes sao

4
[t [
=0

ky---k4

2

A(ko)A(ky — k1) A(ky — k3) X

A(ks)A(ks — k1) A(ka) A(ks — k1 +p).

e Passo |7|: a resposta ¢ SIM
Podemos notar que (4.68) contém os mesmos termos que (4.67).

e Passo . a resposta é NAO

.. —(y=1
Uma vez que eliminamos o resultado correspondente a IC:ECy:O ) vemos que

44

(4.68)
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(y=3) -4

¢ um subconjunto de algum K, j4 armazenado.

e Passo @

Armazenamos os termos divergentes dados por (4.68) assim como l@a(gy:;) = {k4}.

e Passo . a resposta é SIM

Escolhemos k1, ko, ks € obtemos

KD = {ks}, KV = {ka, ko, ka}

e Passo |5|: a resposta ¢ SIM

O quarto subgréfico de S, possui {k3} como seu momento interno.
e Passo @ . a resposta é SIM

Os termos divergentes sao

4
/ A2(k1) [Z fl(khp) +J?(k1,p)
=0

ki-ka

Alk) Ak — ) A (ks — k) x

A(ks)A(ks — k1) A(ka) A(ks — k1 +p). (4.69)

e Passo : a resposta é SIM
Podemos notar que (4.69) contém os mesmos termos que (4.67) e (4.68).

e Passo . a resposta é SIM

) 6 um subconjunto de K35V,

Podemos notar que ICS’::;

e Passo : a resposta ¢ SIM

Escolhemos k1, k3, ks e obtemos

KY2D = {ky}, KYZ = {ky, ks, ka}

e Passo . a resposta é SIM
O terceiro subgréfico de S, possui {ks} como seu momento interno.

e Passo [6] : a resposta ¢ SIM
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Os termos divergentes sao

4
/ A2(k’1) [Z fl(klap) +f(k17p)
=0

ki-ka

2

A(ko)A(ky — k1) A(ky — k3) X

A(k3)A(ks — k1) A(ks) A(ky — k1 +p). (4.70)

e Passo : a resposta é SIM
Podemos notar que (4.70) contém os mesmos termos que (4.67) e (4.68).

e Passo . a resposta é SIM

) 6 um subconjunto de KY5.

Podemos notar que Y=
e Passo : a resposta é SIM

Escolhemos ks, k3, k4 € obtemos

KD = (kY KYSY = {ka, ks, ka}

e Passo . a resposta é SIM

Nenhum subgréfico tem {k;} como seu momento interno.
e Passo . a resposta é NAQO

e Passo : a resposta ¢ SIM

Escolhemos k1, ko, k3, k4 € obtemos

=00 KD = (b ks, k)

e Passo . a resposta é NAO
e Passo . a resposta é NAQO
e Passo . a resposta é NAO

Uma vez que o algoritmo atingiu (*), escrevemos todos os resultados armazenados:
L. Ko(cy::;) = {ko,k3} e eq. (4.67)

AW = / A2(k) A% (k1 — p)A(ka) A (ks — k) A (ko — k) A(ks) x

A(ks = k1) A(ky) Aks — k1 + p), (4.71)
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2. ICiy:zl) = {k4} e eq. (4.68)

AW = / A2 (k) A2(ky — p)A (ko) A(ky — k1) A (ko — ks)A(ks) %

Alks — k1) A(ka) Alks — k1 + p), (4.72)

3. Termo contado duas vezes (intersegao entre os casos (1) e (2))

A = / A2(ky)A2(ky — p)A (ko) A(ky — k1) A (ko — ks)A(ks) x
k1--ka
A(ks — k1) A(ky) A(ks — k1 + p). (4.73)

4 ;. . . . .

O termo Ag )¢ divergente quando dois momentos internos (kq, k3) vao para infinito.

Assim, identificamos o subgrafico que os contém e aplicamos o algoritmo novamente no
)

mesmo. O resultado pode ser expresso com a notacao grafica abaixo

ig*
v / Alka)A(ky — kr)A(ks — k) A(ks) A (ks — k)

koks
3

_ g{ﬁ [2153;@2) Pl () + ﬁnito] IR PNOINCETS VT(M} }

6 ,
=2 ks

s B Oy

4 :
Desse modo, Ag ) pode ser escrito como
,igsA§4) _ n

4 P [2 p “ [ P P p P

Foquemos agora no termo A§4). Uma vez que ele é divergente quando apenas um
dos momentos internos vai para infinito (k4), simplesmente aplicamos as regras da RI e
obtemos

2

2 20/
%/A(k4>A(k4 —-p)= —% [L10g(A?) + finito] = - —e— + ®
ky

onde p' = k1 — p.

Portanto, Agl) ¢ dado por

!No restante desse capitulo, adotaremos CIR.
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LA
i T Ty » T D P

4
Nos resta somente o termo Aé ) o qual pode ser expresso como

R UREE S

ou equivalentemente

F
4 p p p p p p p p
oo N G0 NG
p p p & " p p p p

~ l . .
Guardamos os termos que contém [l(O;(AQ) e aplicamos o algoritmo novamente nos

demais. Os resultados sao:
— -
7@7: - 7@7 - 7(2)7 - 7®7

- () (2
- “ - = >~ an(p) L1y (A7) + finito = —— + —F—
®

Um breve comentario: embora nao tenhamos calculado explicitamente a parte finita
de Pf) (a qual aparece em A§4)), pode-se mostrar que ela é da forma logaritmo mais

oy . N . l
constantes, permitindo que expressemos todas as divergéncias em termos de [ lé g) (A?).

Nesse ponto, podemos observar que todos os termos contéem I lffg’(m e que a parte

divergente de E(:) ¢ dada por

i
A | SRR | C R



Como afirmamos antes, o primeiro termo (no qual I, ()\2) multiplica apenas constan-
tes e/ou polinémios no momento externo) corresponde & divergéncia tipica do gréfico em
questdao enquanto os demais (nos quais ]l(ol;()\Q) multiplica uma integral) correspondem

aos termos a serem subtraidos pela féormula de recursao de Bogoliubov.

Para concluir esse capitulo, consideraremos graficos a n lagos. Aplicamos nosso
método em dois exemplos: o primeiro continha apenas divergéncias aninhadas enquanto
o segundo continha todos os tipos de subdivergéencias incluindo sobrepostas. Em ambos
0s casos, obtivemos sucesso uma vez que fomos capazes de exibir os termos a serem sub-
traidos pela formula de recursao de Bogoliubov e a divergéncia caracteristica do grafico em
questao pode ser escrita em termos de um conjunto bem definido de integrais divergentes

basicas em um momento interno apenas. Comecemos entao tratando o grafico abaixo

b
/ \
P1 P2

Figura 10: V,,

cuja amplitude é dada por

AL -
W = / HA(]% — ki) A(ki — p1) Ak = p2), ko = 0. (4.74)

=1

Uma vez que todos os subgraficos divergentes compartilham uma perna externa com
o grafico inicial, o algoritmo se reduz aos passos A-F. Assim, aplicamos a identidade (4.1)
nos propagadores que dependem dos momentos externos e escolhemos ngki) = ng D=1

onde i = 1---n. Os termos divergentes provem apenas do caso k, — oo e ky,--- ,k,_1
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fixos e sao dados por

n—1

Divat = [ T A0~ ko)At~ p)AGK: = p)A)A K, — boor)
Ky-kon =1
= AN+ AL, (4.75)
n—1
A= [ LA ko)A = p)AG - pa) g0 (4.76)
ki-kn_1 =1
k1 — 1
1= / HA k‘ _kz 1 (k‘i—pl)A(k’i—pg) —66111 —T +266 .
ki-kn—1

(4.77)

Terfamos agora que repetir o procedimento em A% . Ao invés de fazer isso, vamos

supor que, ao aplicarmos o nosso método em A;\, temos o seguinte resultado:

j—1
Div A = / [T Ak — ki) Ak = pr) Ak — po)x
I
n—j+1 ]{'2 o Iu2
n—j m—1
/AQ(kj)A(kj — kj-1) Zl i In <__j 2 )
kj m=
= A} + A}, (4.78)
) j—1 [n—j+1
A? = / Ak — kio1) A(k; — p1) A(k; — po) Z C(n 7 [z(on; )‘2 ] (4.79)
ey ook =1
j—1 n+2—j ' kz 1= M2
Aj = [[ A% = ko)At =p) At —p) 2 o (——" v )]

(4.80)

Aplicamos nossa prescricao em Aé‘\—1 e obtemos somente um termo divergente (oriundo

do caso kj_1 — 00 e ky,- -+, kj_o fixos)
pival,— [ HA (s — ki) A(k; — pr)A(K; — o)
kl'“kﬁj72

n+2—j 2
. - k 1
[ESCRNCREERD BRSNS C A—) (431)
m=1

k’j,1
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j—2
Div Al = [ [T A~ kA - A - pa)x
kyokj_o i=1
n+2—j ' n—+2—j '
[ > eI (1) — > ng”l)fml], (4.82)
m=1 m=1
ki —
Im—l = / (k’?_Q — 2k’j_1kj_2)A3(k’j_1)A(k’j_1 — k‘j_g) lnm_l (—JT) . (483)
k]'_l

Precisamos agora avaliar I, ;. Comecemos usando a identidade:

€ _ b b e(b—1)
In’(a) = <lim a4 1) = lim (?) L (-1 (4.84)
=0

€b

m—1
— 1\ (-1)! 1\“
Im—l = lim (m ) ( ) (——) [m—l,l (485)
=0

onde

(k7 — 2k 1kj )
Imfl,l = / (Jk‘;_l — ;2)3_{% A(kﬁ;l - ]{ijg), a=m-—1—1. (486)

J
Usando-se a parametrizagao de Feynman em I,,_; ; podemos realizar a integral em

k;_1 e obtemos

1

L1 = (3 —ea)(—2b6)(—1)4—fa%k§_2 / dx U;Q; (?__T)(i;fff)m. (4.87)

0

Utilizando-se a identidade

2 —Dkj, (g 9 [V +

N2+ 2l e or 112

] , M=k _x(r—1), (4.88)

a integral, no limite de p pequeno, pode ser avaliada e encontramos

[(1 = ea) {(MQ)G“ (2 — ea)(—hj_»)*

Lp1,0=(3— Ea)(_Qbﬁ)(_1)4_€ar(4 —ea) | ea  ealea+1)(ea+2)]

(4.89)

O resultado acima ¢é valido sob a seguinte condicao: a # 0 = [ # m — 1. Fazendo-se
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a =0 em (4.87), podemos avaliar a integral, no limite de p pequeno, obtendo

k2
I 1,m—1 = —bs {2 —In (— ];2>} . (4.90)

L

Juntando-se todos os resultados temos
. (_bG) sy m—1 2(_1>l
L, =
L= 0 et Z l (2 —€a)(l —ea)ea 8

: o ()]

[(é) - (ea fﬁ(ZZL 2) (_ kij ) w

Primeiro, focaremos nos termos que contém p?. Fazendo-se uma expansao em ea e

colecionando-se os termos de ordem zero obtemos

_ S Dy — _ & 1
Tz = —2bs(m — 1)! [Z dm—g " (ﬁ)] P L e = <o)

q=0

e=0

(4.92)

Na equagao acima usamos a identidade

m—2
-1
[Z <ml )(—l)l(m - m—l] ~ 1. (4.93)
1=0

Utilizando-se que % =1- 2(1%, teremos

m— 1 /,LQ 1
— ' m q | —_ _
- 266 Z m — q | ()\2) (1 2q+1)

q=1

2
B ym (“—) “op P (w90

m A2 m

Avaliaremos agora os termos que contém k:?_2. Aplicando-se 0 mesmo procedimento

acima obtemos

e[S () ()

q

e 1
- Fa= d(ea)s { (ea + 2)[(ea)? — 1] }

e=0

(4.95)

E importante notar que nos resultados acima colecionamos apenas termos de ordem
zero em ea por dois motivos: todos os termos de ordens superiores serao anulados ao
tomarmos o limite ¢ — 0 e todos os termos de ordens inferiores se cancelam (como

deveriam uma vez que eles criariam divergéncias ficticias no limite € — 0).
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Somando-se (4.94) com (4.95) finalmente obtemos:

E 9y, m— j—2 61 m [ M
L 205 [ ( ) In q( A2 )] 2bo m m1 ()\2)

q=0

RG]

k=1 q=1

Pode-se observar que os dois tltimos termos correspondem a relacao de escala em
seis dimensoes. Dessa forma, quando colocarmos o resultado acima em (4.82) e usarmos

a relagdo de escala para reescrever [ l(;;l)(ﬁ) como I\ ()\2), veremos o cancelamento de

log
todos os termos que dependem de p?. Depois disso feito obtemos:
j—2

Div A;'\—l = / HA(/@ — ki—1)A(ki — p1) Ak — p2) X

ey o =1

n—j+2 n+3—j kQ , — ,UZ
(n— n— nm 1 -
S O - 3 et (R )

= A} + A}, (4.97)
n+2—j
i F, D ‘
"I = g Z (—p + —p) Iy, (4.98)
—1 p p

p
n+2—j » Jai

(n—j+2) _ p—m+1 (n—j+1)

c =2b —c ) 4.99

o 6p§_l(p_m+1) el (199

O resultado acima é justamente (4.80) com a mudanca j — j — 1. Dessa forma,

por indugao matemadtica, provamos nossa suposigao (lembre-se do resultado (4.75) e que
A0 = 1)
1 — .

Agora podemos escrever a divergéncia do grafico em uma férmula compacta, a saber:

Div A} = ZAA+Z (n=1) 7{m)(\2), (4.100)

log

Os termos contidos no primeiro somatorio serao cancelados ao aplicarmos a féormula
de recursao de Bogoliubov uma vez que os contratermos a serem adicionados sao dados

por
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1 n—j+1 .
A :JH ]!A(k —ki—1)A(k; —p1)A(ki—p2) |:_ zj: 057’:7])[;:;)()\2)

[N =

m=1

/\
® = - Divergéncia de kj

p1—kj—1 p2 — kj—1

Vemos assim que fomos capazes de exibir os contratermos automaticamente e que a
divergéncia do gréafico pode ser escrita em termos de integrais divergentes bésicas. Antes
de procedermos para o diagrama que contém subdivergéncias sobrepostas gostariamos de

enfatizar um resultado que obtivemos e que sera utilizado no que se segue

/A(k‘j — ka) A% (k;) [i: e V" <_@)] B

kj m=1
7 Z+1 2 2
(i—1) 7(m) /2 ki —
ST el V00 + e ( T) (4.101)
m=1

Estudemos agora o grafico abaixo

Figura 11: Gréfico P

cuja amplitude é dada por

n n n—1,2n
=0 = A [ T[A0)AG -9 [[ A0~k onde A= a0

fey el r=1 =2

Antes de aplicar nosso método, vamos introduzir uma notagao grafica que nos sera

i 2 n—jt1 v 22
e‘to —A {z e Gt (——"1;‘2)} [ P )}x
klkj m=1 m=1

A2 (k) A2 (k) Ak — by 1) H A(kn) Ak —ki-1) Ak —p)
=i+1

muito util
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i ) 9 —j+ 2_ 2
IO =A f {Zlcn(fl)lnml (— el 2)} [ Z =Dt (——k]ﬁM )}x
ik Lm=

=

o

22 () TT A k) Akt~ k) Ak —p)

=i

[. _ 4 f’. [Zcu et (< )] [ EJ: (=) e 1(_¥)]X

&

A2(k) TT AA K~ k) Ak —p)

l=i+1

[ . n—j+1 22
g, [ (5 [B e (452
klk] m=1
J J

J
‘7@ = |: Z C(l l)Il(:;) )\2:| |:_ Z (j l)Il(o'rZ) )\2):|

H J A(kr)A(kr—p) H Alki—ki—1)

r=itl k, 1=it2
‘[ =4 [ [(—nx > el I Aﬂ [ i e (_’if)]x
i Riy1-kj m=1 m=1

J J
[T A(k)AGR—p) TT Alki—kia)
r=i+1 =142
i . 22 J -

Dree, 1 [ (] o g

oy Lm= =

nﬁj A(k)A(kr—p) nﬁ] A(ki—ki-1)
=i 1=i41

n—j+1 2 2
. ks —
3 k E : (’nf‘])l m—1{[ 7
) m=1 Cm ' /\2

2 k)2p- k)
<(kp1 b H A2(k) Ak — k). (4.103)
+1

- ] [ (45)

l i+1

Em todos os termos acima, consideramos que um produtério mal-definido (aquele cujo
indice inferior é maior que o superior) tem valor unitario. Podemos agora usar o nosso
algoritmo. Entretanto, uma vez que todos os subgraficos divergentes compartilham uma

perna externa com o grafico original, ele se reduz aos passos A-F. Sendo assim, aplicamos
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a identidade (4.1) nos propagadores que dependem do momento externo, fazemos a escolha

n) =3 (i =1---n) e encontramos os seguintes termos divergentes:

1. Divergéncias quando ki — oo e ko - - - k,, estao fixos
ofjusis {juisal|n

2. Divergencias quando k,, — oo e ky - - k,_1 estao fixos
oD -1

3. Termo contado duas vezes (interse¢ao entre os casos (1) e (2))

o> D - D - e

4. Divergeéncias quando ky - - - k, — oo simultaneamente

Il,n

Nesse ponto, guardarfamos os termos que contém I, z(i)g()‘Q) e usariamos o método nova-
mente nos demais. Embora esse seja o procedimento geral a ser seguido, se o adotarmos
teremos certa dificuldade em encontrar uma expressao analitica para a divergéncia do
grafico quando n ¢é arbitrario. Dessa forma, ao invés de aplicarmos nosso método ce-
gamente podemos notar que os resultados acima foram obtidos apds o uso de (4.101) o
que significa que realizamos algumas das n integrais. Nos dois primeiros casos realizamos
apenas uma integral (k; e k, respectivamente), enquanto no terceiro realizamos as inte-
grais em ki e k,. Assim, se tivéssemos realizado apenas uma das integracgoes, o contetdo

divergente de P™ seria dado por

Agora suponha que ao realizarmos ¢ — 1 integrais obteremos
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1

i—1 i—1 i k—
Z _a + (_1)X[ Ga @ ‘| + E Z [k—a, n—at+l +

a=0 a=1 k=2a=1
i—1 r—1 i—1
+ oG- 2) (—1>x[ ﬂ}] + z<—1>xl 4 ]
r=2 a=1 r—= a = a a
Figura 12:

Para provarmos a suposicao acima, usaremos inducao matematica. Comecamos apli-
cando nosso método a um termo tipico do primeiro somatorio e encontramos os seguintes

termos divergentes:

1. Divergéncias quando k;_q — 0o € kj_qi1 - kn_q estao fixos

[t |+ =

2. Divergencias quando ky,_, — 0o € k;j_q - kp_q_1 estao fixos
>

3. Termo contado duas vezes (intersecao entres os casos (1) e (2))

4. Divergeéncias quando k;_g - - kn—q — oo simultaneamente

=

Ii—a, n—a

Em outras palavras, o conteido divergente de um termo tipico do primeiro somatorio

é dado por

(= EE=
1—a

Figura 13:
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Consideremos agora um termo tipico do segundo somatério. Como procuramos o
contetido divergente de P™ apés i integrais serem realizadas, podemos reescrevé-lo con-

forme abaixo

Figura 14:

Inserindo-se os resultados de (fig 13) e (fig 14) em (fig 12) obtemos

i 2| D] g0 > D

Pode-se notar que o resultado acima é justamente o qué supomos (fig 12) se fizermos a
mudanca i — i+ 1. Assim, por indugao matemaética, provamos nossa suposi¢ao e seremos
capazes de identificar a divergéncia caracteristica do grafico original. Realizando-se n — 1

integrais temos

3
—

n—1 n k—1
+ <—1>x[]+ 3% Danan +

=2a=1

v B ADr | B 4D + ]

Ao aplicarmos nosso método no primeiro somatorio encontramos que os termos diver-

)
Il
o

gentes dele oriundos sao dados por

n—1 n—a a+1 ( ]l(m+m _1)(>\2)
(n—a— 1) a og
PESES e |0,
a=0 m=1m/=1
m+m’—1 k
1 (mAm" =2)8  (mim'—p)
20 '—2 - Lo R ()2 4.104
(m+m ) Z (3) (m+m’—1—k) log ( ) ( )

k=2

No segundo somatério todos os termos contém apenas divergéncias quadraticas e,
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portanto, eles nao contribuem. O terceiro somatorio pode ser avaliado e o resultado é

e (n—a—k+2) ! (m+m'=2)l )
2 (k=2) g (n—a—=hk+ - — ) mm’—1) (y2
PSS [ (3 s ]

k=2 a=1 m=1m/=1 =1 ’

dq(o) = c,(cnfj),

n—j+1 L1
7)) i—1 -
A =205 Y df >(k_q)qu,
k=q

(4.105)

Go = d((jjl)q [[4 - <ea>211[1 - WJ

e=0

Os demais termos sao exatamente aqueles que serao subtraidos pela férmula de re-

cursao de Bogoliubov uma vez que os contratermos para o grafico em questao podem ser

<k'rfa+1 ”””””
T—a a

€XpPressos como

ADr

i

)
I

a a
a
G |- o
@ a
/\
® = (—1)x Divergéncia de a loops
a

Assim, a divergéncia caracteristica de P(™ (apés a subtracio das subdivergéncias) é

dada pela soma de (4.104) com (4.105).

Pode-se observar que nosso método uma vez mais exibiu automaticamente os termos
a serem subtraidos pela férmula de recursao de Bogoliubov e nos possibilitou expressar a
divergéncia caracteristica do grafico em termos de um conjunto bem-definido de integrais
divergentes basicas. Portanto, podemos afirmar que o procedimento desenvolvido aqui
(o qual é resumido pelo algoritmo) é a sistematizacdo da RI para diagramas de Feyn-

man a muitos lacos. Embora os resultados até entao obtidos sejam restritos a teorias
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sem massas, podemos desenvolver um procedimento similar para teorias massivas o qual

apresentaremos no proximo capitulo.
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5 Teorias Massivas e Funcoes do
Grupo de Renormalizacao

Nesse capitulo, generalizamos a identidade (4.1) para teorias massivas e implementa-
mos um esquema de regularizagao independente da massa. O procedimento aqui desenvol-
vido nos permite escrever as divergéncias de qualquer teoria (massiva ou nao) em termos
do mesmo conjunto de integrais divergentes bésicas por nés ja apresentado e, portanto,

justifica a restricao a teorias nao-massivas que fizemos no capitulo anterior.

A identidade que usaremos é

1 2(nf") 1)
_ (k7 pi) 7 k’, i
k—p)2—m?— 2 Z WP P, (5.1)
! 1=0
onde fizemos as definigoes,
(K, pi) ) , L= 3 (=pi +m7) (2pi - k)
h, = Z O(n;” +j — l)( j ) 02— )i (5.2)
j=0
n{) 2 2 n(®
p, (kspi) = (=D)" (pi —m* —2p; - k)™ (5.3)

(k2 — 2 [(k = po)? = m? — 2]

Observe que, se fizermos m? — 0, recuperamos a identidade (4.1). O procedimento
ido é simil d ; 5 ; h(k,pi)

a ser seguido ¢é similar ao apresentado para teorias nao-massivas uma vez que h;
também foi construido de modo que seu comportamento assintético (quando k — oo) é
proporcional a k~(*+2) A diferenca principal é que agora temos que aplicar a identidade
(5.1) em todos os propagadores que dependem dos momentos externos e/ou da massa.
Para familiarizar o leitor com essa identidade, avaliaremos a correcao a um laco para o

propagador
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Figura 15: Gréafico M

Na figura acima fizemos a seguinte definicao®
1
(5.4)

Anlb) =

Aplicamos (5.1) em todos os denominadores para obter (definimos que pg = 0 e p; = p)

zamy  q g [2O00D ) 2(ng"” -1) )
7 =5 / D WPV REOL ST RET e R0 (5)
9 1=0 q=0

k

Como fizemos anteriormente, escolhemos o menor valor de n§ ) (1 =0,1) de modo a

garantir a finitude dos termos que contém A ¥ 7¢) quando k — co. Nesse caso, encontramos

que n[()k) = ngk) = 3. Identificamos agora os termos divergentes:

1. Divergéncia quadratica

(, 0) p (hp) _ 1
k/ho hg k/m, (5.6)
2. Divergeéncia linear
2p - k
(k, 0)p (k,p) _ P
k/ho hy —k/m, (5.7)
3. Divergéncia logaritmica
2
0 0 (ke p) / m 58
/ 2 0 / (k_2 _M2>37 ( )

k

/[((ZP-W (" —m) ] (5.9)

(k, 0)p (ks p) _
[ = [ [~ ey
k k

Pode-se observar que as divergéncias quadratica e linear sao as mesmas do caso sem

massa e elas téem uma contribuicao nula. Assim, apds o uso das regras da RI, os termos

!Observe a introducio de um regulador infravermelho. Ele estd aqui para possibilitar a aplicacio da

identidade (5.1)
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restantes fornecem o seguinte resultado

=(1m)

2

P’ P’
= — |:(— — m2) ]log()‘2> + ng + ﬁnito . (510)

g 6

Podemos observar que, assim como no caso acima, todos os termos divergentes depen-
2 [(l)

Io g()\2) e, portanto, eles apenas aparecerao em correcoes

dentes da massa serao do tipo m
ao propagador. Dessa forma, como estamos adotando um esquema de subtracao minima,
nao precisaremos nos preocupar em calcular as corregoes a funcao de vértice para a teoria

massiva.
Procederemos agora para as correcoes a dois lagos para o propagador. Os gréaficos
/. ’ . —(2m
necessarios ao calculo podem ser encontrados na figura 4. Denominando-se 554 ) a am-

plitude do primeiro (Pf)) temos

—(2m)

= 1

A =5 [ B0 An(k) Ay~ k) An(hs ~p)Anlhe —p). (511)
1k

Usamos (5.1) e fazemos a escolha nékl) = ngkg) = n(()kl_'”) = ngkl) = nng) = 3 como

anteriormente. Temos agora que identificar os termos divergentes. Comecando pelo caso

k1 — oo e ky fixo obtemos

4 4
AL = / h(()kl,o)h(()kl—kz,o)h(()kl,p) [Z hgkg,o) _|_h(k2,0)] [Z h§k2,p) +h("”2’p)]

K1 koo q=0 t=0
_ / A2() Ay — ko)A (o) A (s — p). (5.12)
ki1ko

Para o caso ks — o0 e ky fixo temos

4 4
Aan = / hék2,0)h[()k1—k2,0)h(()k2»p) [Z hl(kl,o) _i_ljl(kl,O)] [Z hgkl,p) + ;—l(kl,p)]
1=0

k1 Koo s=0

_ / A2(ka) Akt — k2) A (k1) ARy — ). (5.13)

kika

Finalmente, no caso ki — oo e ky — oo simultaneamente, obtemos

= (k1, 0) 3. (k1—k2, 0) 5 (k2, 0) 7 (k1, p) 1. (k2, p) (k1, 0) 7 (k1—k2, 0) 1 (k2, 0) 5 (K1, p) 1. (k2, P)
Am3:/h01 hol 2 h(()Q )hllphg2p+/h01 hgl 2 )h02 h(()lphOQP
klkg kle

(5.14)
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AL = / A3 (k) Ak — ko)A (ko) (2p - k) (2p - ko) + /m2A2(k1)A2(k2)A2(k1 — k).

(5.15)

. . : —=(2
Somamos todos os termos acima e encontramos que o conteido divergente de :(Am)

estd contido na soma A%, + A5 + A% — A% onde o tltimo termo é dado por?

AEM = / hékl,O)héklsz,O)h((]kz,O)hékup)h[()kz,P) — / AQ(kg)A(lﬁ _ ]{Zg)A2<k’1) (516)

k‘lk’z kle
Como explicado no caso sem massa, usamos as regras da RI em k() para Afll o € om
ki e ko para AE@M). Os resultados sao:
AL =A% +aL, ,j=12 e i#]j (5.17)
AL = / A (k) A (ki — p) [L10g(A%)] (5.18)
k;
- k2 — 1
o, = bG/Am(kj)Am(k:j —p) [2 —In (— J 12 )] , (5.19)
k;

_2 _ 4B _ bep® 2 2 2
Oém3 = Amg == T + 2b6m Ilog(/\ ) + 2b6p Tl, (520)
AL =AT=0. (5.21)

Repetimos o procedimento em Oéii (i = 1,2). No limite em que p? — 0, obtemos os

seguintes termos divergentes

— kZ_ 2
_= kj, kj, kj» kj7 M
%E/[hg On$s P 4 h§ Ong p>] [266—b61n<— e )]

kj

[(2) 22 8
_ b6p2[ logg ) _ §Ilog()‘2) + 8T1 _ 4T2

+ bgm?® [— 212 (\2) + 4llog(A2)] . (5.22)

m)

. —(2 .
Portanto, a soma da parte divergente de :.(4 com os termos de superficie fornece o

2Pode-se observar que A,E,l4 é justamente I e a discussao que segue essa equagao (eq. 4.23) também
se aplica aqui.



65

resultado abaixo

::(27n)oo

(Z a;, + A% + Ai2> . (5.23)

Uma vez mais, os dois ultimos termos sao justamente aqueles que serao subtraidos
pela formula de recursdo de Bogoliubov (fig. 5). Dessa forma, apds o cancelamento das

subdivergéencias temos

=(2m 2
=4 [5&3@2) 13

—T1og(A?) + 971 — 47,

bep* — [21 2(\2) + 51log(A2)] bgm? + finito.

ig* 3 18 log
(5.24)
Avaliemos agora o grafico Pg) cuja amplitude é
—(2m)
= 1
24 9 / AL (k) Am (k1 = p) A (ko) A (k1 — ka). (5.25)
E1ka

Apés aplicarmos a identidade (5.1) nos propagadores e fazermos a seguinte escolha:
n(()kl) = ngkl) = n(()kl_kQ) = n(()kQ) = 3, encontramos que todos os termos divergentes provem

do caso ky — o0 e ky fixo e sao dados por

Bi = / [h(()kQ, O)h(()kl—k'z + h k:g O)h k:l ]{32 + h h ]{32 )] %
kikz

4 4 2
[Zh(kl p)+hk1 p] [thl 0)+B(k‘1,0)]
=0

s=0

_ / (14 P8k — bo) + A (k)| A(2) Ay — k) A2 (k1) A (1 — p)

ki ko
- B AE (526)
—= k2
By E/AQm(kl)Am(kl —p) [2m2 — é] Log(\?), (5.27)
k1
b,
- B2 2\ S B2 — 2\
B = / {k% [hl <—W) +47;| —m’In (— 1€2>\2 ) A2 (k1) A (k1 = p).
k1kz

(5.28)

Repetimos o procedimento em 3= e, no limite u* — 0, obtemos os termos divergentes
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abaixo

- k2_ 2
= _ k1,0 k1, 0) (K1, k1, 0) (K1, 2
= [ >[2h§1 D 4 e O p>] 5 [m (-85s) +m

k1

]{32 2
_2b6m2/h(()kl,o)h(()kl,o)h(()kl,m In (_ 1 H )
k1

e2\?
b6p2 2 (2) ) 10b6 4T1 2 4b6 2 2
:{(_T_me ]log(/\ )—I— W_T p-+ ?+12T1 m Ilog()‘ )
4bgT 8b T
—I—( Z 2 69 1 +4(T1)2)p2}. (5.29)

2m)

Assim, encontramos que a soma da parte divergente de ESB com os termos de su-

perficie é dada por

=5 = %(@i + BZ). (5.30)

Uma vez mais, podemos notar que o ultimo termo ¢é subtraido pelo contratermo

——{ —>— = - Divergéncia de +O—>—
p p L g k1 k1

—

k1

Figura 16: Contratermo para Pg)

cuja amplitude é

%/Agn(kl)Am(kl _p) {_ <2m2 - %) [log()\Q)] . (5.31)
k1

Portanto, apds a subtragao da subdivergéncia temos

=(2m) ben? 2

B 6P bﬁm (2) /2 566 2T1 2 266 9 2
- B I () — — T Loy (A

ig* {( 18 2 )log( HKz? T LR S TR K G

26Ty 4bgY
+< b‘;) 2 bg ! +2(T1)2>p2+ﬁnito}, (5.32)
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e a renormalizag¢ao do propagador a dois lagos é dada por

=(2m) 2 2 2 27 1
- - 5bgp . Sbgm 1(2)()\2)_ —9b6 + 21 p2 - 7—b6 + 67 | m? [log()‘2)
54 3 3
B <1Ob6T2 7766T1

igt 18 2 leg
- — 2(T1)2>p2 + finito. (5.33)

3 9

Uma vez que calculamos as correcoes radiativas as funcoes de dois e trés pontos em
ordem dois lagos, somos capazes de avaliar as fungoes do grupo de renormalizacao. Como

é usual, fazemos as defini¢oes
1 1
o =Z50, Mo =Zinm, o = Zyg, (5.34)

o que nos permite dividir a lagrangiana nua em duas partes: a lagrangiana renormalizada

e os contratermos. Explicitamente,

1 1
L= [0u0) =m*”] + 50" + 5 [A0,0)° — Bm6?] + 506",
A=2,-1, B=ZZn—1, C=2,7: 1. (5.35)

Nos também definimos as funcoes do grupo de renormalizagao por

@__g)\aang 2 8m_/\81an‘

:éﬁan(ﬁ i Wi
ox ax o =T o T o

2 0N

B=A\ (5.36)

Supondo-se que A, B e C' tém uma expansao na constante de acoplamento g como

abaixo
A= A9+ Asg" + O(d°), (5.37)
B = Big® + Bag' + O(g"%), (5.38)
C = C1g* + Cog* + O(g%), (5.39)
obtemos
2 A 4 6
2 Al BYY 6
InZ, =By — A1) g+ B2_A2+7_7 g +0(g"), (5.41)

A A, 342 (2
InZ, = <01 - %) g+ (02 - % + % - %);;4 +0(4%). (5.42)



Uma vez que v, ¥, e 8 podem também ser escritas como

v =716 + 129" + O(4°),
Y =1V g* + 7P g* + 0(¢%),
B = Big® + Bag® + O(g°),

deduzimos as relagoes abaixo

Bi

o4,
M= 2 O\ )
A0 A?
Y2 = PiAr + 3N <A2 - 7) )
0 =22 (B, - Ay
" O\ ’
0 A2
W =2(Br = A1) i+ Aoy (BQ—A2+71——
0 3A;

P = —Aa (Cl - T) ;

B 3A; 0 34,
52——2(01—T>51—)\a—>\ <02—7+
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(5.43)
(5.44)
(5.45)

(5.46)

(5.47)

(5.48)

(5.49)
(5.50)

(5.51)

Como escolhemos um esquema de subtracao minima em RI, os coeficientes A;, B; e

C; sao dados por (equagoes (5.10), (5.33), (4.63) e fig. 3)

Al - _éjlog()\z)7
5b6 2) 9 29b6 2T1 2
A adiy I
By = —il1oy(\?),
5b 17b
Bg=:—~§9L§ﬂA2)+»<—§E-+6T1>LW(A%,
Cy = —ily(N?),
5b 17h
Oy = —761;2@2) + (Tﬁ + 6T1>]log()\2)
Como temos as relacoes
010, (\2) 0L, (\2)
A og — 2/\2 o9 E— )
B N2 o
OI2 (A2
A—Jﬂﬁ—j-:-—zhw(A%-—3%,

O\

(5.52)
(5.53)

(5.54)

(5.55)

(5.56)

(5.57)

(5.58)

(5.59)
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nés finalmente obtemos

2 4 - 4
g 13g ig 6
- T, +0 5.60
7= e T a2y s O (5.60)
5¢° 97¢* 16ig* 6
_ T 61
T = G T T0s(me T agany O (5.61)
3¢° 125¢°  5ig’
f=—-9 J I, +0(g"). (5.62)

A(4m)®  144(4m)6  (47)

Pode-se notar que as fungoes do grupo de renormalizacao estao contaminadas por ter-
mos de superficie arbitrarios. A primeira vista, esse fato pode ser um resultado da nossa
definicao de subtragao minima em RI o qual corresponde apenas a subtracao de integrais
divergentes basicas. Entretanto, se escolhermos um outro esquema no qual subtraiamos
integrais divergentes basicas e termos de superficie obteremos o mesmo resultado acima
para os dois primeiros coeficientes da funcao . Uma vez que eles sao universais, temos
que colocar todos os termos de superficie iguais a zero, o que corresponde a invocar in-
variancia de rétulo para os momentos internos. Portanto, somos levados a conjecturar que
a invariancia de rotulo dos momentos internos é uma simetria fundamental de diagramas

de Feynman.
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6 Conclusoes

Nesse trabalho mostramos que a Regularizagao Implicita (RI), a qual é uma forte
candidata para ser um esquema de regularizacao invariante, é consistente com localidade,
invariancia de Lorentz e unitariedade. Isso foi alcancado através de um algoritmo que
implementa RI para diagramas de Feynman a muitos lagos de maneira que os termos a

serem subtraidos pela férmula de recursao de Bogoliubov sao automaticamente exibidos.

N6s também demonstramos que CIR (a qual corresponde a colocar todos os termos
de superficie iguais a zero e é uma condicao suficiente para se assegurar invariancia das
fungoes de Green sob transformacoes de calibre e/ou de supersimetria) também deve
ser adotada em teorias com menos simetrias como, por exemplo, as teorias com campos
escalares. Esse fato nos mostra que invariancia nos rétulos dos momentos internos de um
grafico de Feynman é uma simetria fundamental e todos os esquemas de regularizagao
deveriam preserva-la. E importante observar que RI é um programa invariante a n lagos
que exibe as divergéncias como integrais divergentes basicas. Se avaliamos essas integrais
ou os termos de superficie usando-se uma regularizagao especifica (dimensional, Pauli-
Villars, etc) torna-se aparente que qualquer regularizagao que atribui um valor nao-nulo
aos termos de superficie quebra a invariancia de rétulo nos momentos internos e, portanto,
atribui um valor nao-fisico aos coeficientes universais da funcao . Excecoes a esse caso
ocorrem quando lidamos com anomalias em teoria de perturbacao as quais se manifestam
como uma quebra na invariancia de rétulo dos momentos internos [25]. Por exemplo,
para exibirmos democraticamente a anomalia existente entre os setores vetorial e axial do
triangulo (anomalia ABJ) os termos de superficie devem ser mantidos arbitrarios como

parametros fisicos livres.
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