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Resumo
Neste trabalho investigamos, por meio de uma combinação de métodos analíticos e de
primeiros princípios, propriedades eletrônicas de redes metal-orgânicas (MOFs) e covalente-
orgânicas (COFs) bidimensionais. Inicialmente, elaboramos um modelo construído a partir
da sobreposição das redes kagomé (K) e honeycomb (H): a rede KH, cujo Hamiltoniano
reproduz as bandas próximas ao nível de Fermi de diversos COFs e MOFs: a família de
COFs proposta por Jean-Joseph et al; o MOF Cu3(HITP)2, sintetizado na forma bulk
e de filmes finos; o MOF Ni3C12S12, sintetizado na forma 2D em HOPG. Além disso, a
inclusão do termo de spin-órbita intrínseco no Hamiltoniano da rede KH prevê aberturas
de gaps obtidas via cálculos de primeiros princípios. Também mostramos que a inclusão
parcial do funcional exato de troca leva a modificações nas bandas do Ni3C12S12 e de uma
nova família 2D de MOFs bidimensionais M3(THT)2, considerando M=Ni, sintetizado na
forma 2D em SiO2 e M=Pt, sintetizado na forma bulk. Nos casos em que M=Cu e Au, as
estruturas eletrônicas independem da mudança aplicada no funcional.

Dentre os MOFs apresentados aqui, a maioria apresenta abertura de gaps de energia
induzidos por spin-órbita, que é um dos ingredientes fundamentais para a realização das
propriedades de um isolante topológico. Neste contexto, investigamos as propriedades
topológicas do MOF Ni3C12S12, que apresenta invariante topológico não trivial quando
se considera uma dopagem eletrostática de dois elétrons por célula unitária. Também
consideramos a troca de todos os átomos de Ni por Pt, resultando num aumento signi-
ficativo do gap spin-órbita. Além disso, propusemos que camadas produzidas a partir
do empilhamento de duas camadas idênticas de Ni3C12S12 ou Pt3C12S12 também são
isolantes topológicos via dopagem de dois elétrons. A estrutura eletrônica das bicamadas
é caracterizada pelo aparecimento de um gap não trivial entre bandas semelhantes as
bandas do grafeno, indicando que esses materiais são uma realização do modelo proposto
por Kane e Mele.

Além dos invariantes topológicos, investigamos as estruturas de bandas de fitas produzidas
a partir das estruturas na forma de monocamada e bicamada de Ni3C12S12 e Pt3C12S12.
Nossos resultados mostram que estados quirais protegidos topologicamente aparecem nas
bordas destes materiais, e estes estados residem dentro dos gaps não triviais induzidos por
acoplamento spin-órbita. Surpreendentemente, em alguns casos estes estados aparecem
até mesmo para fitas com larguras pequenas em relação ao tamanho das estruturas 2D.
Mostraremos também que modelos tight-binding para fitas produzidas a partir de redes
kagome e honeycomb reproduzem muito bem resultados obtidos via cálculos de primeiros
princípios. Considerando as bicamadas, ressaltamos que as estruturas de bandas das fitas



são uma realização do modelo proposto por Kane e Male para fitas honeycomb com borda
zigzag.

No caso das bicamadas, é interessante analisar a quebra de simetria de inversão induzida
pela aplicação de campos elétricos externos. Nesta parte, mostramos que esta quebra
de simetria induz um desdobramento do tipo Bychkov-Rashba nas estrutura de bandas
das bicamadas. Novamente este desdobramento pode ser descrito através do modelo
proposto por Kane e Mele ao se adicionar um termo de spin-órbita extrínseco de Rashba
no Hamiltoniano tight-binding.

Palavras-chave: redes metal-orgânicas, redes covalente-orgânicas, materiais bidimensio-
nais, teoria do funcional da densidade, isolantes topológicos



Abstract
In this work, we investigated, through a combination of analytical and first principles
methods, the electronic properties of bidimensional metal-organic frameworks (MOFs)
and covalent-organic frameworks (COFs). Firstly, we formulate a model consisting of
superposition of the kagomé (K) and honeycomb (H) lattices: the KH lattice, with a
Hamiltonian that reproduces the bands near the Fermi level of several COFs and MOFs: the
COF family proposed by Jean-Joseph et al; the Cu3(HITP)2 MOF, which were synthesized
in bulk and thin film forms; the Ni3C12S12 MOF, which were synthesized in 2D form on
HOPG. Besides that, the inclusion of the intrinsic spin-orbit term on the Hamiltonian of
the KH lattice predicts the gap opening obtained through first principles calculations. We
also show that the partial inclusion of the exact exchange functional leads to modifications
on the bands of the Ni3C12S12 and the new family of 2D MOFs M3(THT)2, considering
M=Ni, which were synthesized in 2D form on SiO2 and M=Pt, which were synthesized in
bulk form. Considering M=Cu and Au, their electronic structures are independent with
the change on the functional.

Among the MOFs presented here, most present spin-orbit coupling induced band gaps,
which is a key ingredient to realize the properties of a topological insulator. In this context,
we investigated the topological properties of the 2D MOF Ni3C12S12, which is a topological
insulator upon electrostatic doping of two electrons per unit cell. We also considered in this
structure the change of all Ni atoms to Pt atoms, which leads to a significant enhancement
of the spin-orbit gap. Besides that, we propose that bilayers structures produced by the
stacking of two identical layers of Ni3C12S12 or Pt3C12S12 also lead to topological insulators
upon electrostatic doping of two electrons per unit cell. The electronic structures of these
bilayers systems is characterized by a non-trivial gap between graphene-like bands, akin
to the model proposed by Kane and Mele.

Beyond the analysis of the topological invariants, we investigate the band structures of
ribbons produced from the the monolayer and bilayers structures of the Ni3C12S12 and
Pt3C12S12 . Our results suggest that topological protected chiral edge states emerge at
the edges of the ribbons, and these states reside within the non-trivial spin-orbit coupling
induced band gaps. Surprisingly, in some cases these states occur even for thin ribbons
relative to the size of the 2D structures’ unit cells. Further, we show that tight-binding
models for ribbons produced from kagomé and honeycomb lattices reproduce the results
obtained through first principles methods. Considering the bilayers structures, we highlight
that the band structures of the ribbons are a realization of the Kane and Mele model for
a honeycomb ribbon with zigzag edge.



Considering the bilayers structures, it is interesting to analyze the case where the space
inversion symmetry is broken due to a external electric fields. In this part, we show that
the broken symmetry leads to Bychkov-Rashba-type splitting on the band structures of
the bilayers systems. Again, this phenomenology is described by the Kane and Mele model
with an extrinsic spin-orbit Rashba term on the tight-binding Hamiltonian.

Keywords: metal-organic frameworks, covalent-organic frameworks, two-dimensional
materials, density functional theory, topological insulator
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WF Funções de Wannier (Wannier Functions)

XC Troca Correlação (Exchange Correlation)
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1 Introdução

Redes covalente-orgânicas e metal-orgânicas, comumente referidos como, respecti-
vamente, COFs (do inglês covalent organic frameworks) e MOFs (do inglês metal organic
frameworks) na literatura, constituem uma classe de materiais sintéticos obtidos pela
polimerização ordenada de monômeros orgânicos em redes tridimensionais [1,2] ou bidimen-
sionais [3–6] que apresentam poros de tamanhos nanométricos. Trabalhos experimentais
recentes envolvendo esses materiais têm mostrado diversas propriedades interessantes, tais
como a forte dependência da condutividade com a presença de moléculas nos poros de
MOFs [7], na ligação entre a molécula orgânica e o metal de transição [8] e também nos
estados de oxidação [9]. Efeitos como esse levaram a propostas de dispositivos eletrônicos
baseados em MOFs, tais como sensores e super capacitores [10–14]. Trabalhos teóricos
recentes prevêem propriedades eletrônicas interessantes em COFs e MOFs bidimensionais
(2D) com geometria hexagonal, tais como half-metallicity [4, 15] e, no caso dos MOFs,
gaps induzidos por efeitos spin-órbita, que poderiam permitir o uso desses materiais em
dispositivos baseados no efeito spin Hall [16–22].

É de se notar que grande parte dos COFs e MOFs 2D já sintetizados (ou propostos
como potenciais para diversas aplicações) apresentam simetria hexagonal, e também
apresentam as características geométricas de duas sub redes sobrepostas: a rede honeycomb
(H) (favo de mel, em português) e a rede kagomé (K). As redes kagomé e honeycomb quando
modeladas via método tight-binding possuem estruturas de bandas bem características,
ambas apresentando bandas cônicas, conhecidas como cones de Dirac, que possuem espectro
linear nas proximidades dos pontos K da primeira zona de Brillouin. Além disso, a estrutura
de bandas da rede kagome apresenta uma banda plana (flat), que pode ser degenerada
com umas das extremidades das bandas de Dirac (dependendo dos parâmetros utilizados
para construir se o Hamiltoniano) no centro da primeira zona de Brillouin.

Neste trabalho, nós elaboramos um modelo mínimo de cinco sítios construído a
partir da sobreposição das redes K e H, formando a rede KH. O Hamiltoniano tight-binding
para a rede KH, dentro da aproximação de primeiros vizinhos, possui solução analítica
em todos os pontos da primeira zona de Brillouin, e consegue reproduzir as estruturas
de bandas perto do nível de Fermi de diversos tipos de MOFs e COFs obtidos via DFT.
Dependendo da escolha de parâmetros e número de ocupação das bandas, o modelo descreve
cinco tipos básicos de estrutura eletrônica dentro da classe desses materiais: (i) metálico, (ii)
tipo grafeno, (iii) grafeno com gap, e semicondutor com a banda plana sendo a (iv) última
banda de valência ou (v) a primeira banda de condução. Para mostrar isso, escolhemos
diversos materiais para a análise da estrutura eletrônica: a família de COFs 2D proposta
por Jean-Joseph et al [23]; o MOF 2D Cu3(HITP)2 (Cu é o metal de transição e HITP é a



Capítulo 1. Introdução 18

molécula 2,3,6,7,10,11-hexaiminotriphenylene), que já foi sintetizado na forma bulk e de
filmes finos [24]; o Ni3C12S12 (Ni é o metal de transição e C12S12 é a molécula dithiolene),
que foi sintetizado na forma 2D em subtratos de HOPG [25]. Também mostramos que
a inclusão parcial do funcional exato de troca leva a modificações quantitativas, e até
qualitativas, da estrutura de bandas do MOF Ni3C12S12. Para mostrar a dependência da
estrutura eletrônica com o funcional exato de troca, fizemos cálculos com dois tipos de
funcionais: o funcional PBE [26] e o funcional HSE06 [27–29]. No caso do MOF Ni3C12S12,
mostramos que a principal dependência com o funcional se encontra nas últimas bandas de
valência, e que o modelo tight-binding é capaz de descrever corretamente as cinco bandas
perto do nível de Fermi, além dos gaps induzidos por acoplamento spin-órbita. No capítulo
2, mostramos a metodologia necessária para a realização dos cálculos DFT, enquanto que
os resultados obtidos nessa parte estão descrito no capítulo 3 e foram publicados na revista
The Journal of Physical Chemistry C [30].

Também mostramos a forte dependência da estrutura eletrônica de uma nova família
2D de MOFs com o funcional de troca. Neste caso, o sistema investigado é o M3(THT)2,
onde M é o metal de transição e THT é a molécula 1,2,5,6,9,10-triphenylenehexathiol.
Estudamos as estruturas eletrônicas desses MOFs com M= Ni, que foi sintetizado na
forma 2D em subtratos de SiO2 [31], Pt, sintetizado apenas na forma bulk [32], e as novas
propostas Cu e Au, que são escolhas possíveis para o design de novos materiais com novas
propriedades [19, 33, 34]. Mostramos que nos casos em que M= Ni e Pt, semelhante ao
MOF 2D Ni3C12S12, as últimas bandas de valências são as mais afetadas pela escolha do
funcional. Em contraste, as estruturas eletrônicas obtidas com os diferentes funcionais com
M= Cu e Au são semelhantes. Nossos resultados também mostram que a contribuição
dos orbitais do tipo d para a estrutura eletrônica são bem maiores para M = Ni e Pt do
que para M = Cu e Au, sugerindo que a presença desse orbital na estrutura de bandas
é responsável pela forte dependência com o funcional de troca correlação. Os resultados
obtidos nessa parte estão descrito no capítulo 4 e foram publicados na revista Journal of
Physics: Condensed Matter [35].

Como diversos dos MOFs presentes neste trabalho possuem gaps induzidos por
acoplamento spin-órbita, é interessante estudar a topologia das bandas destes materiais,
já que esse tipo de gap é um dos ingredientes fundamentais para a realização das proprie-
dades de um isolante topológico. O grafeno foi o primeiro material proposto como possível
isolante topológico [36] em 2005 por Kane e Mele. Entretanto, o acoplamento spin-órbita
extremamente pequeno dos átomos de carbono impediram a sua observação experimental.
Em 2006, Bernevig, Hughes e Zhang fizeram a previsão teórica de que o QSHE poderia
ser visualizado em poços quânticos de CdTe/HgTe/CdTe [37]. Mais tarde essa previsão foi
confirmada por König [38,39], sendo a primeira realização experimental de um isolante
topológico. Nos anos seguintes houveram grandes avanços teórico, possibilitando a desco-
berta de isolantes topológicos também em 3D [40–42]. Em 2008 [43] é descoberto o primeiro
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isolante topológico 3D via ARPES (do inglês Angle Resolved Photoemission Spectroscopy)
em ligas de Bi0,9Sb0,1. E em 2009 foram descobertos teoricamente e experimentalmente os
isolantes topológicos da família (Bi,Sb)2(Te,Se)3 [44, 45].

Há também um grande esforço dedicado na busca por isolantes topológicos 2D, em
geral em materiais com simetrias análogas ao do grafeno mas com interação spin-órbita
mais significativa. Alguns materiais já foram previstos teoricamente, como o siliceno [46], o
germaneno [47] e o estaneno [48]. Há também um grande interesse na funcionalização destes
últimos materiais citados com átomos de hidrogênio ou halogênios, que supostamente
elevam ainda mais as interações spin-órbita [47–50]. Outra classe de materiais que vem
chamando a atenção são as monocamadas de metais de transição dicalcogenados, como por
exemplo a monocamada de WTe2, cujas propriedades topológicas foram experimentalmente
identificadas até temperaturas de 100 K [51].

Nesta tese, trataremos das propriedades topológicas dos MOFs 2D, em especial na
classe de MOFs do Ni3C12S12, que foi recentemente sintetizado na forma de monocamadas
[24] e previsto como possível isolante topológico via dopagem eletrostática [17]. Nesta
parte do trabalho, iremos tratar as propriedades topológicas dos MOF Ni3C12S12, além
de considerar a troca de todos os átomos de Ni por átomos de Pt, que resulta em gaps
spin-órbita mais de quatro vezes maiores. Além disso, iremos discutir uma nova classe de
MOFs 2D construída a partir do empilhamento de camadas de Ni3C12S12 ou Pt3C12S12,
formando bicamadas com empilhamento AA. Esse tipo de empilhamento já foi proposto
por Shojaei e Kang [52], e a estrutura de bandas desses novos sistemas são bem diferentes
das respectivas monocamadas: ao invés de apresentar um conjunto de bandas similar as
bandas do modelo kagomé, as primeiras bandas de condução das bicamadas se assemelham
as bandas do grafeno com gaps spin-órbita da ordem de três ordens de magnitude maiores.
Também mostraremos que modos quirais aparecem nas bordas das bicamadas, semelhante
ao modelo proposto por Kane e Mele [36]. Além disso, mostramos que os efeitos da
estrutura de bandas das bicamadas submetidos à campos elétricos de alta intensidade (até
2,0 V/Å) se assemelham ao comportamento do modelo de Kane e Mele com um termo
extra de Rashba [53,54]. A teoria que envolve os isolantes topológicos está na apresentada
no capítulo 5, enquanto que os resultados obtidos nessa parte estão descrito no capítulo 6
e foram publicados na revista Journal of Physics: Condensed Matter [55].
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2 Métodos de Estrutura Eletrônica

2.1 O Problema de Muitos Elétrons
O tratamento quântico de sistemas atômicos, moleculares ou cristalinos baseia-se

primeiramente na construção de um operador Hamiltoniano, que tem a seguinte forma
para um sistema de N elétrons e M núcleos em unidade atômicas (u.a.)

H = −
N∑
i=1

1
2∇

2
i −

M∑
A=1

1
2MA

∇2
A +

N∑
i=1

N∑
j>i

1
rij

+
M∑
A=1

M∑
B>A

ZAZB
rAB

−
N∑
i=1

M∑
A=1

ZA
riA

= Te + TN + Vee + VNN + VeN .

(2.1)

Os termos Te e TN correspondem às energias cinéticas dos elétrons e dos núcleos, respecti-
vamente. Os termos Vee e VNN correspondem às repulsões coulombianas elétron-elétron
e núcleo-núcleo, respectivamente, onde rij é a distância entre os elétrons i e j e rAB é a
distância entre os núcleos A e B. O último termo VeN corresponde à atração coulombiana
elétron-núcleo, onde riA é a distância entre o elétron i e o núcleo A.

As propriedades do sistema podem ser obtidas resolvendo-se a equação de Schrö-
dinger que, de forma geral, é dada por,

H Ψ(~r1 . . . ~rN , ~R1 . . . ~RM , t) = i
∂Ψ
∂t
. (2.2)

Como o Hamiltoniano apresentado na equação 2.1 não possui dependência temporal,
podemos propor a seguinte separação de variáveis:

Ψ(~r1 . . . ~rN , ~R1 . . . ~RM , t) = ψ(~r1 . . . ~rN , ~R1 . . . ~RM)φ(t). (2.3)

Com isso, temos a equação de Schrödinger independente do tempo

H ψ(~r1 . . . ~rN , ~R1 . . . ~RM) = Eψ(~r1 . . . ~rN , ~R1 . . . ~RM), (2.4)

onde E representa os autovalores da energias do sistema.

A primeira aproximação, muito comum no tratamento de moléculas e sólidos, a ser
considerada é a separação de Born-Oppenheimer [56,57]. Essa aproximação baseia-se no
fato de que os núcleos são muito mais pesados do que os elétrons e se movimentam com
uma velocidade bem menor. Portanto, o termo referente a energia cinética dos núcleos
(TN) pode ser desprezado, e o termo de repulsão entre os núcleos VNN passa a ser uma
constante. Assim, ficamos somente com a parte eletrônica do Hamiltoniano total:

Hel = Te + Vee + VeN . (2.5)
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Feito isso, a solução da equação de Schrödinger independente do tempo para esse Hamiltoni-
ano será uma função de onda que depende das coordenadas eletrônicas e parametricamente
das coordenadas nucleares. Sendo assim, a energia pode ser reescrita como

E = Eele + VNN . (2.6)

que é a soma da energia total eletrônica para uma dada configuração nuclear mais a energia
de repulsão coulombiana dos núcleos.

2.2 A Aproximação de Hartree-Fock
A equação de Schrödinger 2.4 só possui solução exata para sistemas monoeletrônicos,

ou seja, que possuem apenas um elétron, como o átomo de hidrogênio ou o íon H+
2 , por

exemplo. Isso se deve ao fato de que a dificuldade na resolução dessa equação está no
termo de interação repulsiva entre os elétrons, que é o único operador de duas partículas
no Hamiltoniano eletrônico, e requer aproximações para o tratamento quântico de sistemas
multieletrônicos.

Uma aproximação bastante utilizada em sistemas moleculares é a aproximação de
Hartree-Fock [58]. A premissa dessa aproximação é supor uma solução para a equação
de Schrödinger 2.4 como um produto antissimetrizado de funções de onda φi(~rj) (orbital
molecular) de um elétron. Sendo os elétrons partículas indistinguíveis a função de onda
deve ser antissimétrica, ou seja,

ψ(~r1, . . . , ~ri, ~rj . . . , ~rN) = −ψ(~r1, . . . , ~rj, ~ri . . . , ~rN) (2.7)

Podemos escrever a função de onda Hartree-Fock como um determinante de Slater

ψHF ( ~w1, ~w2, · · · , ~wN) = 1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

χ1( ~w1) χ2(~w1) · · · χN(~w1)
χ1( ~w2) χ2( ~w2) · · · χN( ~w2)

... ... . . . ...
χ1( ~wN) χ2( ~wN) · · · χN( ~wN)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (2.8)

Nessa função de onda, as funções χi(~wj) são spin-orbitais, que são dados pelo produto
do orbital molecular φi(~rj), que é função apenas da coordenada espacial do elétron, e
uma função da variável de spin αi(σj). A coordenada ~wj representa a união das variáveis
espaciais e de spin.

A energia total do sistema eletrônico calculada utilizando a função de onda de
Hartree-Fock será dada por

〈ψHF |H|ψHF 〉 = T + Vext + VH + Vx (2.9)

onde
T =

∑
i,σ

∫
d~rφσ∗i (~r)

[
−1

2∇
2
]
φσi (~r) (2.10)
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é a energia cinética dos elétrons. Os segundo e terceiro termos são, respectivamente, a
energia externa sentida pelos elétrons e o potencial de Hartree, que são

Vext =
∫
d~rn(~r)vext(~r) (2.11)

e
VH = 1

2

∫
d~r1d~r2n(~r1)r−1

12 n(~r2), (2.12)

onde
n(~r) =

∑
i,σ

|φσi (~r)|2. (2.13)

O quarto termo é o potencial de troca

Vx = −1
2
∑
i,j,σ

∫ ∫
d~r1d~r2φ

σ∗
i (~r1)φσi (~r2)r−1

12 φ
σ∗
j (~r2)φσj (~r1). (2.14)

A solução via método Hartree-Fock é obtida minimizando o valor da energia total da
equação 2.9 em termos dos orbitais moleculares. Para isso, pode-se utilizar a técnica de
Roothan [58], onde os orbitais atômicos são expandidos como uma combinação linear de
um conjunto de funções base de um elétron. Essa expansão é conhecida como “Linear
Combination of Atomic Orbitals” (LCAO). O uso de um conjunto completo de funções
forneceria a solução do problema eletrônico dentro do contexto do método de Hatree-Fock.

Em uma teoria exata para o problema de muitos elétrons, a interação de Coulomb
seria descrita pelo operador de dois elétrons, onde a interação sentida por um elétron está
associada com a posição instantânea de outro elétron. No método de Hartree-Fock, essa
interação exata é substituída pelo potencial de Hartree, dado na equação 2.12, onde a
interação eletrônica é substituída por um campo médio de N−1 elétrons para cada elétron.
Parte da correlação eletrônica é adicionada pelo potencial de troca definido na equação
2.14, que advém da natureza antissimétrica do determinante de Slater, incorporando
a correlação entre elétrons de spin paralelos, e não possui uma interpretação simples
como o potencial de Hartree. Como o potencial de troca não inclui a correlação entre
elétrons de spins opostos, essa função de onda dada por um determinante de Slater é dita
descorrelacionada. A inclusão total da correlação eletrônica é feita considerando a seguinte
função de onda de interação de configurações (CI) [58]

|ΨCI〉 = c0|Φ0〉+
∑
a
r

cra|Φr
a〉+

∑
a<b
r<s

crsab|Φrs
ab〉+

∑
a<b<c
r<s<t

crstabc|Φrst
abc〉+ · · · , (2.15)

onde as funções |Φr
a〉, |Φrs

ab〉 , · · · são determinantes de Slater baseados no determinante
obtido via Hartree-Fock |Φ0〉, substituindo um ou mais orbitais ocupados (a, b, c, · · · ) por
orbitais virtuais desocupados (r, s, t, · · · ). A função de onda é exata se a expansão em
determinantes de Slater é infinita, ou seja, se existirem infinitos orbitais virtuais. Como
isso é impraticável, é necessário considerar um conjunto fixo de 2K > N spin-orbitais para
um problema de N elétrons.
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2.3 A Teoria do Funcional da Densidade
O princípio fundamental da Teoria do Funcional da Densidade (DFT, do inglês

Density Functional Theory) é descrever o sistema de muitos elétrons interagentes em
termos da densidade eletrônica total do estado fundamental. Dessa forma, a equação de
Schrödinger de N elétrons, cuja variável básica era a função de onda com 3N graus de
liberdade para um sistema com N elétrons, passa a ter como nova variável a densidade
eletrônica com apenas 3 graus de liberdade. Além disso, a densidade eletrônica inclui
implicitamente os efeitos da correlação eletrônica, que são muito importantes nos cálculos
das propriedades de sistemas.

A DFT é um formalismo ab initio e foi desenvolvida com base nos trabalhos de
Hohenberg e Kohn em 1964 [59], que estabelece a teoria com base em dois teoremas
demonstrados no apêndice B. Esses teoremas nos garantem que a densidade eletrônica do
estado fundamental pode ser utilizado para substituir a função de onda na obtenção de
observáveis. Sendo assim, podemos definir um funcional da densidade eletrônica para a
energia total do estado fundamental de um sistema de N elétrons interagindo via potencial
de Coulomb da seguinte forma

E[n] = T [n] + Eint[n] + Vext[n] (2.16)

onde T [n] + Eint[n], que são a energia cinética e a energia de interação entre os elétrons,
respectivamente, formam um funcional universal que independe do potencial externo.

Seguindo o formalismo desenvolvido por Kohn e Sham, primeiro vamos considerar
uma densidade eletrônica obtida para um sistema fictício de N elétrons não interagentes
sob ação de um potencial efetivo médio VKS que fornece a mesma densidade eletrônica do
estado fundamental do sistema real, e fará o papel da Eint. Essa densidade eletrônica n[~r]
será calculada da seguinte forma:

n[~r] =
∑
i

|ψi(~r)|2, (2.17)

onde ψi(~r) é o autoestado obtido resolvendo-se a equação de Schrödinger para o sistema
fictício.

Na DFT, o funcional da energia cinética é escrita da na forma:

T [n] = Ts[n] + Tc[n], (2.18)

onde Ts[n] é a energia cinética dos elétrons no sistema fictício, que possui uma forma
semelhante a energia cinética mostrada na equação 2.10, e Tc[n] é a parte de correlação. A
energia potencial será dada pela soma de três partes:

Eint[n] = VH [n] + Vx[n] + Vc[n], (2.19)
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onde VH [n] é o potencial de Hartree, Vx[n] é o termo de troca e Vc[n] é o termo de correlação
eletrônica. A energia total será então dada por

E[n] = Ts[n] + VH [n] + Exc[n] + Vext[n], (2.20)

onde toda a informação sobre troca e correlação eletrônica está embutida no termo

Exc[n] = Tc[n] + Vc[n] + Vx[n]. (2.21)

O princípio variacional demostrado no apêndice A estabelece que E[n0] < E[n], ou
seja, a densidade que minimiza o funcional E[n] é a densidade exata do estado fundamental.
Sendo assim, a energia do estado fundamental é obtida minimizando-se a energia com
relação à densidade eletrônica, mantendo-se fixo o número de partículas

∫
n(~r)d~r = N .

Para isso, devemos utilizar o método dos multiplicadores de Lagrange, onde o funcional
L[n] definido da forma

L[n] = E[n]−
∑
i

εi

[∫
ψ∗iψid~r − 1

]
(2.22)

é quem será minimizado em termos da densidade eletrônica, fazendo

δL[n]
δn

= δTs[n]
δn

+ δVH [n]
δn

+ δExc[n]
δn

+ δvext[n]
δn

− εi

= δTs[n]
δn

+
∫
n(~r2)r−1

12 d~r2 + Vxc + Vext − εi

= 0,

(2.23)

onde Vxc = δExc
δn

. Para o cálculo de ∂Ts[n]
∂n

, devemos fazer

δTs[n]
δn

= δTs[n]
δψ∗i

δψ∗i
δn

= −1
2
∇2ψi
ψi

. (2.24)

Substituindo este último resultado na equação 2.23 chegamos a[
−1

2∇
2 +

∫
n(~r1)r−1

12 d~r1 + Vext + Vxc

]
ψi = εiψi, (2.25)

Esse equação é chamada de equação de Kohn-Sham e é idêntica à equação de Schrödinger
de uma partícula em um potencial efetivo VKS dado por

VKS =
∫
n(~r1)r−1

12 d~r1 + Vext + Vxc. (2.26)

ψi e εi são as respectivas autofunções e autoenergias de Kohn-Sham. A energia total do
sistema será

E =
N∑
i=1

εi −
∫∫

n(~r1)n(~r2)r−1
12 d~r1d~r2 −

∫
n(~r) δVxc

δn(~r)d(~r) + Exc[n]. (2.27)

Como o potencial efetivo VKS depende de n(~r), dada a definição desse potencial
efetivo em (2.26), e a densidade n(~r) é obtida resolvendo-se a equação de Kohn-Sham,
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Figura 1 – Ciclo de autoconsistência da DFT.

a solução deve ser obtida seguindo o ciclo autoconsistente mostrado na figura 1, que foi
apresentado pela primeira vez por Kohn e Sham em 1965 [60]. Neste ciclo, uma função
tentativa inicial nIin é utilizada para calcular o potencial efetivo V I

KS, que é então utilizado
na equação de Kohn-Sham. A partir da solução da equação de Kohn-Sham, uma nova
densidade eletrônica nIout é calculada. Depois disso, uma nova densidade tentativa nI+1

in

é calculada utilizando-se as densidades obtidas em ciclos anteriores (se houver), onde o
α é um parâmetro que controla a mistura entre as densidades. A partir daí, a pergunta
que gera o ciclo autoconsistente é feita. Se a resposta for "não"dentro de um parâmetro de
convergência δ, o cálculo é dito não convergido e a densidade nI+1

in é utilizada em um novo
ciclo autoconsistente até que a convergência seja atingida. Isso acontecendo, obtemos a
densidade que fornece a menor energia para o estado fundamental, que pode ser utilizada
na obtenção de observáveis físicos.

2.3.1 Aproximações da Teoria do Funcional da Densidade e Funcionais Híbridos

De acordo com o esquema de Kohn-Sham mostrado anteriormente, toda a informa-
ção de troca e correlação está contida no termo Exc. Como a forma exata do funcional Exc
é desconhecida, é preciso fazer aproximações. A mais simples é a aproximação da densidade
local (LDA, Local-density Approximation), que assume que Exc depende somente do valor
local de n. Assim, escrevemos a parte de troca e correlação da seguinte forma

ELDA
xc [n(~r)] =

∫
n(~r)εLDAxc d~r, (2.28)

na qual εLDAxc é a energia de troca e correlação de um gás de elétrons homogêneo de
densidade n = n(~r) [61].
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Se a densidade eletrônica n(~r) for fortemente não uniforme, a energia de troca
e correlação calculada usando a densidade do gás de elétrons uniforme não é mais uma
boa aproximação. Isso acontece na realidade, onde a densidade é não homogênea e varia
espacialmente. Uma forma de corrigir a aproximação LDA consiste em expressar o funcional
Exc[n] em termos do gradiente da densidade de carga total. Essa aproximação é conhecida
como aproximação do gradiente generalizado (GGA, Generalized Gradient Approximation),
e é dada pela expressão

EGGA
xc [n(~r)] =

∫
f(n(~r),∇n(~r))d~r, (2.29)

onde existem várias propostas para a função f(n(~r),∇n(~r)). Atualmente, uma das mais
utilizadas baseia-se no trabalho de Perdew-Burke-Erzerhof (PBE) [26].

O maior problema apresentado pelas aproximações utilizadas na DFT é o problema
da auto interação (SIE do inglês self interaction error) que, como o próprio nome sugere,
advém de uma interação espúria do elétron com ele mesmo. A aproximação de Hartree-Fock
não possui SIE, pois o potencial de Coulomb se cancela com o potencial de troca quando
aplicados ao mesmo elétron [62]. Já em DFT, o potencial de Coulomb possui a mesma
forma que a obtida no método Hartree-Fock, mas a parte de troca e correlação advém de
aproximações (LDA e GGA, por exemplo), o que não acarreta no mesmo cancelamento
obtido via HF. Um exemplo clássico que mostra o efeito do SIE é o da dissociação de
moléculas monoeletrônicas, como por exemplo o íon H+

2 [63]: a DFT prevê uma estabilidade
"artificial"do elétron em cada átomo de H, resultado na densidade H0,5 + H0,5 ao invés
de H + H+, como é previsto via HF. Como existe essa falsa estabilidade de elétrons
delocalizadas, a DFT pode falhar no tratamento de sistemas com elétrons do tipo d e f ,
que abrangem os metais de transição e terras raras.

Como o método de Hartree-Fock não possui o problema de auto interação, que é o
maior problema apresentada pela DFT, mas não possui correlação eletrônica, que no caso
é muito importante para a descrição de ligações químicas e é bem descrito pelo método
DFT, uma combinação entre os dois métodos se sugere naturalmente. No trabalho de
Becke [64], foi considerada uma mistura adiabática entre o sistema não-interagente e o
interagente a uma densidade constante

Exc[n] =
∫ 1

0
dλExc,λ[n], (2.30)

onde Exc,λ[n] contém toda informação de troca e correlação para um dado λ, que de-
termina a força da interação elétron-elétron. Como a teoria HF é exata para sistemas
não-interagentes, e o funcional local de troca-correlação é preciso na descrição de sistemas
interagentes, Becke propôs a seguinte mistura linear:

Exc,λ[n] = (1− λ)EHF
c [n] + λELDA

xc [n]. (2.31)
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A conexão adiabática para essa consideração leva ao seguinte funcional híbrido:

Exc[n] = 1
2E

HF
x [n] + 1

2E
LDA
xc [n]. (2.32)

Essa descrição depois foi melhorada pelo próprio Becke utilizando uma aproximação
semi-empírica, no qual uma mistura de contribuições de funcionais locais e não-locais
foram otimizadas para um conjunto de moléculas. Dependendo do número de parâmetros
utilizados na otimização, esses funcionais são referidos como B3X [65]

EB3X
xc = ELDA

xc + a(EHF
x − ELDA

x ) + ax(EX
x − ELDA

x ) + ac(EX
c − ELDA

c ) (2.33)

e B1X [66]
EB1X
xc = EX

xc + a(EHF
x − EX

x ), (2.34)

onde X denota um funcional GGA particular. Perdew et al [67] mais tarde propôs o
funcional PBE0, assumindo que o integrando da conexão adiabática pode ser expressa
como

EPBE0
xc,λ [n] = EPBE

xc,λ [n] + (EHF
x [n]− EPBE

xc [n])(1− λ)m, (2.35)

com isso nós obtemos

EPBE0
xc [n] = EPBE

xc [n] + 1
m

(EHF
x [n]− EPBE

xc [n]). (2.36)

Os funcionais híbridos tem sido aplicados no estudo de diversos tipos de materiais.
Entretanto, o esforço computacional para esses cálculos é significativamente maior que
o necessário para os funcionais LDA e GGA, principalmente devido a natureza de longo
alcance da interação de Coulomb no potencial de troca HF. Como efeitos de polarização
podem anular as interações de elétrons muito distantes, Heyd et al [27–29] propuseram
separar a interação de Coulomb em contribuições de curto e de longo alcance (SR e LR,
respectivamente), da seguinte forma

1
r

= erf(ωr)
r

+ erfc(ωr)
r

, (2.37)

onde erf(ω) é a função erro, dada por

erf(ω) =
∫ ω

0
e−t

2
dt e erfc = 1− erf. (2.38)

O funcional de troca e correlação atribuído aos autores Heyd-Scuseria-Ernzerhof (HSE)
leva em consideração uma parcela das contribuições SR do potencial de troca exato no
funcional PBE0, o que reduz de maneira significativa seu esforço computacional. Assim, a
energia de troca e correlação fica sendo

Eω,HSE
xc = 1

m
EHF,SR
x (ω) +

(
1− 1

m

)
EPBE,SR
x (ω) + EPBE,LR

x (ω) + EPBE
c

O parâmetro ω é um parâmetro empírico primeiramente obtido via ajuste de resultados
para moléculas, resultando em ω = 0, 15, chamado de funcional HSE03 [68]. Mais tarde
esse valor foi refinado por Krukau et al para sólidos (ω = 0, 11) formando o funcional
HSE06 [27,69].
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2.4 Combinação Linear de Orbitais Atômicos - Método SIESTA e
Tight-binding
Um cristal é construído pela repetição infinita no espaço de unidades estruturais

idênticas. Em física do estado sólido, dizemos que os cristais são definidos por uma rede
de Bravais e por uma base de átomos anexada a cada ponto da rede. Essa rede de Bravais
possui simetria translacional, onde dado dois pontos quaisquer ~r e ~r′ da rede podemos
construir um conjunto de vetores primitivos ~ai, com i =1, . . ., 3, permitindo a construção
de um vetor translacional da seguinte forma

~r = ~r′ + ~Rn, ~Rn =
∑

i=1,2,3
ni~ai (2.39)

O potencial terá a mesma periodicidade dos íons, ou seja,

V (~r + ~Rn) = V (~r). (2.40)

Devido à simetria translacional, as funções de onda Ψ no cristal obedecem ao
teorema de Bloch [70]:

T~aiΨ = ei
~k·~aiΨ, (2.41)

onde T~ai é um operador de translação ao longo de um vetor da rede ~ai, ~k é o vetor de
onda e Ψ será uma função de Bloch. Uma função de satisfazendo 2.41 pode ser construída,
por exemplo, como uma combinação linear de orbitais atômicos repetidos com a simetria
cristalina:

Φj(~k, ~r) = 1√
N

N∑
~R

ei
~k·~Rφj(~r − ~R), (2.42)

onde ~R é a posição de um átomo do cristal e φj denota uma função localizada, por exemplo,
a função de onda atômica no estado j. O número de funções de onda é denotado por n,
que é o número de funções de Bloch no sólido para um dado ~k. Esta forma de escrever a
função de Bloch recebe o nome de Combinação Linear de Orbitais Atômicos (LCAO), e é
utilizada em programas DFT, como o SIESTA.

De forma geral, as autofunções do sólido serão dadas pela combinação linear dos
orbitais de Bloch 2.42

Ψj(~k, ~r) =
m∑
j′
Cjj′Φj′ , (~k, ~r) (2.43)

onde Cjj′ são coeficientes a serem determinados. A j-ésima autoenergia como função do
vetor de onda ~k é dado por

Ej(~k) =
∫

Ψ∗jHΨjd~r∫
Ψ∗jΨjd~r

= 〈Ψj|H|Ψj〉
〈Ψj|Ψj〉

, (2.44)
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onde H é o Hamiltoniano do sólido que, no contexto da teoria DFT, é o Hamiltoniano
obtido na equação de Kohn-Sham 2.25. Substituindo a equação 2.43 em 2.44, obtemos a
equação

Ei(~k) =

N∑
jj′
C∗ijCij′〈Φj|H|Φj′〉

N∑
jj′
C∗ijCij′〈Φj|Φj′〉

≡

n∑
jj′
Hjj′(~k)C∗ijCij′

n∑
jj′
Sjj′(~k)C∗ijCij′

(2.45)

onde as integrais sobre os orbitais de Bloch Hjj′ = 〈Φj|H|Φj′〉 e Sjj′ = 〈Φj|Φj′〉 são as
integrais de transferência e de sobreposição, respectivamente. Assumindo um valor fixo de
~k, o valor da autoenergia Ei(~k) pode ser minimizado com relação aos coeficientes Cij da
seguinte forma

∂Ei(~k)
∂C∗ij

=

N∑
jj′
Hjj′(~k)Cij′

N∑
jj′
Sjj′(~k)C∗ijCij′

−

N∑
jj′
Hjj′(~k)C∗ijCij′(

N∑
jj′
Sjj′(~k)C∗ijCij′

)2

N∑
jj′
Sjj′(~k)Cij′ = 0 (2.46)

obtemos então
N∑
j′=1

Hjj′(~k)Cij′ = Ei(~k)
N∑
j′=1

Sjj′(~k)Cij′ (2.47)

HCi = Ei(~k)SCi (2.48)

det(H − ES) = 0. (2.49)

Apresentado o método LCAO, o que precisa ser feito é como representar as funções
centradas nos átomos. No caso do SIESTA [71], as funções centradas nos átomos são
produtos de uma função radial e um harmônico esférico. Sendo assim, para um átomo I
localizado em ~RI nós temos

φIlmn(~r) = αIln(~rI)Ylm(r̂I), (2.50)

onde ~rI = ~r − ~RI . Em geral, há vários orbitais, indexados pelo número quântico n, com a
mesma dependência angular mas com dependência radial diferente, o qual chamamos de
base "múltipla-ζ". Por exemplo, a base mínima é denominada single-ζ (SZ) e possui uma
função radial para cada orbital. A double-ζ (DZ) possui duas funções radiais para cada
orbital, e assim sucessivamente. Uma base mais completa pode ser obtida ao adicionarmos
funções de polarização P. Essas funções são consideradas adicionando camadas de momentos
angulares mais altos do que o estritamente necessário para descrever os elétrons de átomos
isolados. Isso pode ser feito com o uso de polarização perturbativa, ou seja, na presença
de funções de um campo elétrico uniforme. Esse procedimento aumenta a quantidade
de funções base em relação a base DZ. A base DZ com as funções de polarização são
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chamadas de DZP, que é a base tida como padrão no SIESTA e fornece resultados de boa
qualidade para grande parte dos sistemas.

Um método bastante utilizado para cálculo de estrutura de bandas consiste no
método tight-binding [72]. Neste caso, as matrizes de transferência e sobreposição podem
ser consideradas como parâmetros para reproduzir estruturas de banda obtidas experimen-
talmente ou via cálculos de primeiros princípios. Se considerarmos uma base ortonomal
(matriz de sobreposição igual a matriz identidade) de um orbital por sítio, podemos
re-escrever 2.47 utilizando a segunda quantização na seguinte forma:

H =
∑
i

εic
†
ici +

∑
ij

tijc
†
icj, (2.51)

onde os operadores c†i e ci são os operadores de criação e aniquilação de elétrons no sítio
i, respectivamente. Os εi’s representam os termos diagonais da matriz de transferência,
denominados de termos on-site, e fornecem uma "energia"associada a cada sítio. Já os
tij’s representam os termos fora da diagonal da matriz de transferência, referindo-se à
tranferência de elétrons de um sítio j para o sítio i. No caso de mais de um orbital por
sítio, o formalismo requer diversos operadores cαi em cada sítio.

2.5 VASP e Ondas Planas
Outra possível aproximação utilizada na construção de funções que obedecem

o teorema de Bloch e também largamente utilizada, como por exemplo no software
VASP [73, 74], é considerar a expansão em onda planas Φj(~k, ~r) = ∑

~GC~k+ ~Ge
i(~k+ ~G)·~r.

Substituindo essa expansão na equação de Kohn Sham 2.25, ficamos com[
−1

2∇
2 + VKS

]∑
~G

C~k+ ~Ge
i(~k+ ~G)·~r = εj,~k

∑
~G

C~k+ ~Ge
i(~k+ ~G)·~r. (2.52)

Multiplicando a equação acima por e−i(~k+ ~G)·~r e integrando na primeira zona de Brillouin,
ficamos com [

−1
2(~k + ~G)2 − εj,~k

]
C~k+ ~G +

∑
~G′

V s
~G− ~G′C~k+ ~G = 0, (2.53)

onde definimos
V s
~G− ~G′ =

∫
BZ

Vse
i( ~G− ~G)·~rdr. (2.54)

A quantidade de ondas planas utilizadas na expansão é limitada em função de uma energia
de corte Ecut. Todas as ondas planas com uma energia cinética menor que a energia de
corte será incluída na base, isto é |~G+ ~k| < Gcut, onde Ecut = 1

2G
2
cut.

A base em ondas planas é vantajosa devido à simplicidade dos elementos de matriz.
Além disso, o único critério para definir a qualidade da base é a energia de corte. Por não
se basear em funções localizadas, toda a região do espaço é descrita com a mesma precisão.
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Entretanto, o método traz desvantagens para sistemas com baixa dimensionalidade, devido
ao fato que regiões de "vácuo" demandam o mesmo custo computacional do que regiões
ocupadas por átomos, neste método.

2.6 O Método do Pseudopotencial
O método do pseudopotencial [75] é bastante utilizado em cálculos de estrutura

eletrônica para sistemas de muitos átomos. A ideia principal do método é calcular os
potenciais de Hartree e de troca e correlação para os elétrons de valência, que são os
elétrons que participam das ligações químicas. Os elétrons de caroço, que são os elétrons
mais próximos do núcleo, possuem praticamente o mesmo comportamento independente do
ambiente químico. É possível então substituir o potencial externo Vext[n] pelo pseupotencial
V PP
ext [n] que leva em conta os elétrons do caroço. O pseudopotencial é determinado seguindo

três critério para as pseudofunções, que são as funções de onda obtidas utilizando o
pseudopotencial:

• os autovalores obtidos com a função de onda real e com a pseudofunção devem ser
iguais:

Ĥψnl = εnψnl

ĤψPPnl = εnψ
PP
nl

(2.55)

• a função de onda real e a pseudofunção devem concordar além de um raio de corte

ψPPnl (~r) = ψnl(~r), r > rc; (2.56)

• a integral de 0 a R do quadrado da norma da função real e da pseudofunção devem
ser iguais para R < rc ∫ R

0
|φnl|2r2dr =

∫ R

0
|φPPnl |2r2dr (2.57)

Os pseudopotenciais são construídos dentro do formalismo DFT utilizando-se as
aproximações para os funcionais de troca e correlação, como a LDA e GGA, por exemplo.
Para isso, primeiramente deve se resolver a seguinte equação de Kohn Sham para um
átomo de número atômico Z[

−1
2∇

2 − Z

r
+ VH(~r) + Vxc[~r, n(~r)]

]
ψnl(~r) = εnψnl(~r), (2.58)

onde VH é o potencial de Hartree, determinado via equação de Poisson, e Vxc é o potencial
de troca e correlação.

As pseudofunções são então construídas de tal forma que as condições de (2.55) a
(2.57) sejam obedecidas em relação as funções de onda obtidas via solução da equação
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de Kohn Sham, denominadas de função real. Há diversas formas de se construir as
pseudofunções. Por exemplo, Kerber, em 1980, sugeriu que a parte radial da pseudofunção
tenha a forma φPP (r) = ep(r) , onde o polinômio p(r) é um polinômio de quarta ordem
que é construído de tal forma a obedecer os critérios mostrados anteriormente. Obtidas
as pseudofunções φPPn , basta inverter a parte radial da equação de Schrödinger e obter o
pseudopotencial para o núcleo e os elétrons do núcleo:

V PP
n = εn −

l(l + 1)
2r2 − 1

φPPnl

d2

dr2φ
PP
nl . (2.59)

Note que a função de onda da equação radial é φ(r), definido como ψ(r) = rφ(r).

Como o pseudopotencial troca o potencial do núcleo e dos elétrons de caroço, que
se comportam praticamente como se o átomo estive isolado independente do ambiente
químico, sua simetria é esférica e cada momento angular l é tratado separadamente. Assim,
o pseudopotencial tem a seguinte forma semilocal (SL):

V̂ PP
SL,n =

∑
lm

|l,m〉V PP
n 〈l,m|, (2.60)

onde a base de momento angular |l,m〉 são as funções harmônicos esféricos, dada à simetria
esférica do sistema. Essa forma é chamada de semilocal porque a parte radial é local e a
angular é não local.

2.7 Mecânica Quântica Relativística
Como foi mostrado ao longo do texto, em física do estado sólido, estruturas de

bandas são obtidas resolvendo-se a equação de Schrödinger, que não leva em consideração
efeitos relativísticos. A seguir mostraremos que esses efeitos podem ser incluídos na forma
de uma correção através da equação de Dirac, e levam a fenômenos como, por exemplo, a
abertura de degenerescências devido à interação spin-órbita.

2.7.1 A Equação de Dirac

O primeiro passo para uma descrição relativística dentro do contexto da mecânica
quântica é introduzir o princípio de correspondência quântica na equação de Schrödinger
dependente do tempo. No caso de partículas livres, se aplicarmos o termo de energia dado
pela relatividade especial na equação de Schrödinger dependente do tempo, obtemos

√
(−i~∇)2c2 +m2c4Ψ = i~

∂

∂t
Ψ. (2.61)

Aplicando o quadrado nos dois lados dessa equação, Klein e Gordon tentaram descrevem
partículas relativísticas. Entretanto, a dependência quadrática com o tempo impede a
aplicação do princípio de superposição.
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Apesar de descrever bem partículas sem spin, a solução para partículas elementares
de spin 1/2 veio da linearização da equação de Klein e Gordon proposta por Dirac:

(βmc2 + c~α · ~p)Ψ = i~
∂Ψ
∂t
, (2.62)

onde αi e β são matrizes 4x4 dadas por:

αi =
 0 σi

σi 0

 ; β =
 I 0

0 −I

 , (2.63)

onde σi são as matrizes de Pauli e I é a matriz identidade 2x2. É importante notar
que a equação de Dirac obedece aos seis postulados para a construção de uma equação
relativística:

• A teoria é formulada em termos de um campo Ψ, com a interpretação estatística
comum

• A descrição dos fenômenos físicos na teoria é baseada em uma equação de movimento
que descreve a evolução no tempo da amplitude do campo Ψ

• A equação deve ser linear, para que seja válido princípio da superposição

• A equação deve ser relativisticamente variante ou covariante

• A densidade de probabilidade deve ser definida positivamente, além de ser um
invariante relativístico

• A teoria deve ser consistente com o princípio da correspondência e no limite não
relativístico deve reduzir-se à mecânica quântica não relativística

2.7.2 Acoplamento spin-órbita

Considerando-se uma partícula relativística submetida a um potencial V , a equação
de Dirac independente do tempo para esse sistema pode ser escrito como

(βmc2 + c~α · ~p+ V )Ψ = EΨ. (2.64)

Dada a forma matricial da equação de Dirac, a solução Ψ é um biespinor que possui a
seguinte forma

Ψ =
 ψa

ψb

 . (2.65)

Com isso, a equação de Dirac se torna E − V −mc2 −c~σ · ~p
−c~σ · ~p E − V +mc2

 ψa

ψb

 =
 0

0

 (2.66)
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levando a duas equações diferenciais acopladas:

(E − V −mc2)ψa − c(~σ · ~p)ψb = 0

−c(~σ · ~p)ψa + (E − V +mc2)ψb = 0
(2.67)

Ao combinarmos essas duas equações para eliminarmos ψb, obtemos(
E − V −mc2

)
ψa = c(~σ · ~p)

[ 1
E − V +mc2

]
c(~σ · ~p)ψa. (2.68)

Fazendo a substituição E ′ = E −mc2 e considerando o limite relativístico de que E ′ e V
são muito menores que mc2, podemos fazer a seguinte expansão até primeira ordem do
termo entre colchetes

1
E − V +mc2 = 1

E ′ − V + 2mc2 = 1
2mc2

(
1 + E ′ − V

2mc2

)−1

≈ 1
2mc2

(
1− E ′ − V

2mc2

) (2.69)

Substituindo essa expansão em 2.68, temos(
p2

2m + V

)
ψa −

(~σ · ~p)(E ′ − V )(~σ · ~p)
4m2c2 ψa = E ′ψa, (2.70)

onde o primeiro termo mostrado entre parênteses é o Hamiltoniano da equação de Schrö-
dinger não relativística (note que (~σ · ~p)(~σ · ~p) = p2). O segundo termo representa uma
correção relativística de primeira ordem para um potencial V qualquer. No contexto da
física atômica e molecular, podemos primeiramente considerar um átomo hidrogenóide,
onde o potencial é proporcional a 1/r. Com isso, e considerando que E ′ − V ≈ p2/2m,
obtemos o seguinte Hamiltoniano

H =
(
p2

2m + V

)
− p4

8m3c3 + e2

2m2c2r3
~S · ~L+ ~2

4m2c2∇
2V, (2.71)

onde ~S = ~~σ/2 e e é a carga do elétron. Notamos três termos de correções relativísticas
que se adicionam ao termo não relativístico p2/2m + V . O primeiro termo de correção
do Hamiltoniano é apenas uma correção da massa com a velocidade. O segundo termo é
chamado de correção spin órbita e surge quando mudamos nosso sistema de referência,
com o núcleo orbitando o elétron e não o contrário. Este movimento nuclear circular gera
uma corrente que consequentemente gera um campo magnético. Este por sua vez se acopla
com o momento de spin do elétron, criando uma quebra de degenerescência dependendo
da orientação do spin. Por último, temos o termo de Darwin que muda o potencial efetivo
do núcleo. Este termo pode ser interpretado como uma suavização da interação entre o
elétron e o núcleo, que apresentam rápidas oscilações no espaço.

Em programas usuais baseados em DFT, como o SIESTA e o VASP, os efeitos de
spin-órbita são incluídos considerando, primeiramente, o operador pseudopotencial escrito
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na base de momento angular total [75,76]

V̂ PP
n =

∑
l,j,mj

|Φl,j
mj
〉V PP

n 〈Φl,j
mj
|, (2.72)

onde |Φl,j
mj
〉 são as funções de momento angular total, que podem ser escritos em termos

dos harmônicos esféricos |l,m〉 e das autofunções do operador de spin Sz | ↑〉 e | ↓〉:

∣∣∣∣Φl,j=l+ 1
2

mj=m+ 1
2

〉
=
√
l +m+ 1

2l + 1 |l,m〉| ↑〉+
√
l −m
2l + 1 |l,m〉| ↓〉∣∣∣∣Φl,j=l− 1

2
mj=m− 1

2

〉
=
√
l −m+ 1

2l + 1 |l,m〉| ↑〉 −
√
l +m

2l + 1 |l,m〉| ↓〉
(2.73)

Substituindo-se as funções de momento angular total na equação 2.72 e utilizando relações
de completezas nos harmônicos esféricos, é possível reescrever o pseudopotencial da seguinte
forma:

V̂ = V̂sc + ˆVSO

=
∑
l,m

[Vl1σ + V SO
l

~L · S̃]|l,m〉〈l,m| (2.74)

onde as letras em negrito são matrizes 2x2, 1σ é matriz unitária no espaço de spin e

Vl = 1
2l + 1

[
(l + 1)Vl+ 1

2
+ lVl− 1

2

]
V SO
l = 2

2l + 1
[
Vl+ 1

2
− Vl− 1

2

] (2.75)

O termo V̂sc do pseudopotencial contém, além da parte não relativística, a correção
relativística escalar, que inclui a correção da massa com a velocidade e o termo de Darwin.

Finalmente, o Hamiltoniano que será utilizado na equação de Kohn-Sham é expresso
na seguinte forma

Ĥ = T̂ + V̂sc + V̂SO + V̂H + V̂xc. (2.76)

Este Hamiltoniano é portanto dado por uma matriz 2x2 no espaço de spin:

Ĥ =
 Ĥ↑↑ Ĥ↑↓

Ĥ↓↑ Ĥ↓↓

 (2.77)

onde os termos fora da diagonal aparecem caso o potencial de troca-correlação envolva
spins não colineares, e também caso seja incluído o termo spin-órbita.
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3 O Modelo Tight-binding Para a Rede
kagomé-honeycomb (KH)

Como mostrado anteriormente, existe um grande interesse nas propriedades ele-
trônicas de COFs e MOFs que apresentam geometria planar e simetria hexagonal. De
maneira geral, esses materiais apresentam as características geométricas de duas sub redes
sobrepostas: a rede honeycomb (H), que é a estrutura do grafeno, e a rede kagomé (K). Com
isso, nós elaboramos um modelo mínimo de cinco sítios construído a partir da sobreposição
das redes K e H, como pode ser visto na figura 2, cujo Hamiltoniano tight-binding consegue
reproduzir as estruturas de bandas perto do nível de Fermi de diversos tipos de MOFs e
COFs obtidos via DFT.

Figura 2 – (a) A rede kagomé-honeycomb (KH) e os cinco sítios (b) na célula unitária.

Dado o Hamiltoniano tight-binding apresentado anteriormente na equação 2.51,

H =
∑
i

εic
†
ici +

∑
ij

tijc
†
icj, (3.1)

vamos considerar primeiramente o caso onde todos os termos de hopping são isotrópicos e
entre primeiros vizinhos, ou seja, tij = t. Nós definimos εHi e εKi as energias dos sítios
das subredes honeycomb e kagomé, respectivamente. Com os vetores de rede ~R1 =

√
3

6 ax̂,
~R2 = −

√
3

12 ax̂ + a
4 ŷ e ~R3 = −

√
3

12 ax̂ −
a
4 ŷ, onde a é o parâmetro de rede, nós também

definimos Bi = ei
~k·~Ri . Com essas definições, o Hamiltoniano na base dos orbitais de Bloch

fica sendo:

H0 =



εH1 tB1 tB2 tB3 0
tB∗1 εK1 0 0 tB1

tB∗2 0 εK2 0 tB2

tB∗3 0 0 εK3 tB3

0 tB∗1 tB∗2 tB∗3 εH2


. (3.2)
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Se considerarmos os sítios nas sub-redes honeycomb e kagomé quimicamente equi-
valentes, ou seja, εH1 = εH2 = εH e εK1 = εK2 = εK3 = εK , o Hamiltoniano (3.2) pode ser
resolvido analiticamente em toda a primeira zona de Brillouin para as suas cinco bandas
λi(~k),

λ1(~k) = εK (3.3a)

λ2/3(~k) = η

2 ±
√
g2

4 + 3t2 + γ(~k)t2 (3.3b)

λ4/5(~k) = η

2 ±
√
g2

4 + 3t2 − γ(~k)t2 (3.3c)

onde

γ(~k) =
1 + 4 cos2

(
kya

2

)

+ 4 cos
(√

3
2 kxa

)
cos

(
kya

2

) 1
2

,

(3.4)

g = |εK − εH | e η = εK + εH . As cinco bandas são mostradas na Figura 3, com os dois
possíveis valores para s = (εK − εH)/|εK − εH |. Ambos casos apresentam gap direto com
tamanho de g entre dois pares de banda com dispersões semelhantes a do grafeno com
larguras simétricas de b = t− g/2. A banda plana é degenerada no ponto Γ com a base da
quarta banda (s = 1), ou com o topo da segunda banda (s = -1). Os dois pares de bandas
são simétricos em relação ao meio do gap de energia, apresentando cones de Dirac nos
pontos K(K ′).

Figura 3 – Estrutura de bandas da rede kagomé-honeycomb obtida via tight-binding com
aproximação de primeiros vizinhos. (a), s = 1; (b), s = −1.

Ao considerarmos segundos vizinhos, dois hoppings diferentes tH e tK devem ser
levados em consideração entre os sítios que compõem a mesma sub-rede (honeycomb e
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kagome, respectivamente). Com isso, o Hamiltoniano para a rede kagomé-honeycomb é
dado por H0 + V , onde V é dado por:

V =



0 0 0 0 tHf(~k)
0 0 2tKC1 2tKC2 0
0 2tKC1 0 2tKC3 0
0 2tKC2 2tKC3 0 0

tHf(~k)∗ 0 0 0 0


(3.5)

onde Ci = cos (~k · ~Li ), com ~L1 = a
2 ŷ, ~L2 = −

√
3

4 ax̂ + a
4 ŷ, ~L3 = −

√
3

4 ax̂ + a
4 ŷ, e f(~k) =

ei
√

3
3 kxa + 2e−ikxa

√
3

6 cos(kya2 ).

Apesar do Hamiltoniano H0 + V não possuir solução exata para todo o espectro,
é possível obter expressões para as energias no pontos de alta simetria Γ e K,

λ1(Γ) = λ2(Γ) = εK − 2tK (3.6a)

λ3(Γ) = εH − 3tH (3.6b)

λ5/4(Γ) = η1 + η

2 ± 1
2
√

(ζ + g)2 + 6t2 (3.6c)

λ1(K) = εK − 2tK (3.7a)

λ2(K) =λ3(K) = tK + η

2
− 1

2

√
tK

2 + (2t+ g)g + 12t2
(3.7b)

λ4(K) =λ5(K) = tK + η

2
+ 1

2

√
tK

2 + (2t+ g)g + 12t2
(3.7c)

onde η1 = 4tK +3tH , ζ = 4tK−3tH , εH1 = εH2 = εH e εK1 = εK2 = εK3 = εK . As equações
(3.6a)-(3.6c) mostram que a inclusão dos hoppings tK e tH pode mudar drasticamente o
gap entre os pares de banda, assim como suas largura de bandas, que se mantem intactas.
As degenerescências nos pontos Γ e K, entretanto, são mantidas. O hopping tH não afeta
o comportamento das bandas no ponto K, já que f(K) = 0.

3.1 Metodologia de primeiros princípios
Neste capítulo, a metodologia utilizada para os cálculos de primeiros princípios é

baseada na teoria DFT implementada no código SIESTA [71]. Utilizamos a aproximação
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do gradiente generalizado, onde o funcional de troca e correlação é parametrizado na
forma Perdew-burke-Ernzerhof (PBE) [26]. Os elétrons da camada de valência de cada
átomo foram representados por pseudo potenciais de norma conservada na forma não
local de Kleinman-Bylander [77], onde consideramos apenas a parte relativística escalar.
Já que todas as estruturas aqui são 2D, adicionamos um vácuo de 20Åentre as camadas
para evitar interações espúrias entre elas. Para otimização de geometrias, relaxamos as
estruturas até que a magnitude da maior força agindo nos átomos era menor do que 0,01
ev/Å. Neste caso, a amostragem da zona de Brillouin foi feita com o kgrid de 6x6x1 para
os COFs e 4x4x1 para os MOFs via esquema de Monkhorst-Pack [78]. Para o cálculo das
estruturas de bandas, nós dobramos os kgrids no plano da BZ.

Para o cálculo das estruturas de bandas considerando a interação spin-órbita,
utilizamos a metodologia DFT implementada no código VASP [73,74]. Além disso, também
fizemos cálculos no VASP considerando dois tipos de funcionais diferentes: o PBE, descrito
no parágrafo anterior, e o HSE06, que considera a inclusão de termos de correlação exatos
no potencial de troca e correlação [27–29]. Nesta metodologia, os pseudo potenciais são
descritos pelo método projetor de onda aumentada (PAW). A amostragem da BZ foi
realizada por um kgrid de 8x8x1 para o cálculo das estruturas de bandas com o funcional
PBE, e 3x3x1 com o funcional HSE06, onde em ambos casos foram considerados o esquema
de Monkhorst-Pack. Em ambos os casos, utilizamos um cutoff de energia de 300 eV.

3.2 Ajuste tight-binding de resultados DFT
Nesta seção, discutimos o ajuste da estruturas de bandas obtidas a partir dos

Hamiltonianos tight-binding H0 eH0 +V com resultados obtidos via cálculos de primeiros
princípios para diversos materiais que apresentam as simetrias da rede KH. Começamos
nossa discussão apresentando os resultados obtidos para a estrutura eletrônica dos COFs
propostos por Jean-Joseph et al [23]. Esses COFs são formados quando polímeros conjuga-
dos tais como o politiofeno (PTh) ou polifireno (PPyr), mostrados na figura 4 (a), ligam
entre si via átomos que formam fortes ligações covalentes (C, B ou N), formando as redes
covalente-orgânicas PTh-L e PPyr-L, com L=C, N e B. Os ajustes dos Hamiltonianos H0

e H0 + V para as estruturas de bandas dos COFs PTh-L são mostrados nas figuras 4
(b)-(d), e para o COF PPyr-C na figura 4 (e). Esses resultados mostram que as bandas
obtidas analiticamente dentro da aproximação de primeiros vizinhos (equações (3.3a)-(3.4))
são suficientes para descrever quantitativamente as bandas obtidas via primeiros princípios
desses COFs para as três bandas mais próximas das regiões de gap de cada espectro. A
inclusão de hopping entre segundos vizinhos melhora a descrição das bandas de menor e
maior energia do modelo, permitindo uma descrição quantitativa do dois cones de Dirac.
Note que o modelo tight-binding para a rede KH oferece uma descrição em comum para
três tipos de estrutura eletrônica entre os COFs da figura 4: tipo grafeno (PTh-C, PPyr-C),
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Figura 4 – Em (a), mostramos a estrutura atômica dos polímeros conjugados politiofeno
(PTh) e polifireno (PPyr). em (b)-(e), mostramos as geometrias otimizadas e
estruturas de bandas dos COFs PTh-C, PTh-N, PTh-B, e PPyr-C, respecti-
vamente. Cada painel em (b)-(e) mostra a geometria da célula unitária 2x2
do respectivo COF, assim como as estruturas de bandas obtidas via primeiros
princípios (preto) e tight-binding na aproximação de primeiros vizinhos (azul) e
de segundos vizinhos (vermelho). A energia de Fermi é zero em todos os casos.

semicondutor com a primeira banda de condução plana (PTh-N) e semicondutor com a
última banda de valência plana (PTh-B).

3.2.1 Efeitos de quebra de simetria

Até agora consideramos o caso em que os sítios das sub-redes H e K são quimica-
mente equivalentes, ou seja, εH1 = εH2 = εH e εK1 = εK2 = εK3 = εK . Isso corresponde à
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Figura 5 – Geometria otimizada da célula unitária 2x2 do COF PTh-BN e estrutura de
bandas obtida via primeiro princípios (preto) e tight-binding com aproximação
de primeiros vizinhos (azul). A energia de Fermi é igual a zero.

simetria de rotação C3 para os sítios H1 e H2 e C2 para os sítios K1, K2 e K3, aos quais são
consistentes com as simetrias obtidas para os COFs mostrados na figura 4. Mostraremos
agora a consequência da quebra dessas simetrias na estrutura de bandas da rede KH.

Primeiramente consideraremos o caso em que εH1 6= εH2 e εK1 = εK2 = εK3 = εK .
Isso mantém a simetria C3 e quebra a simetria C2. Nesse caso específico com hopping entre
primeiros vizinhos, o Hamiltoniano é resolvido analiticamente no ponto K, resultando nos
autovalores

λ1(K) = εK (3.8a)

λ2/3(K) = εK + εH2

2 ±

√
(εK − εH2)2

4 + 3t2 (3.8b)

λ4/5(K) = εK + εH1

2 ±

√
(εK − εH1)2

4 + 3t2 (3.8c)

Essas equações nos mostram que essa quebra de simetria resulta na abertura de gaps em
ambos os pontos de Dirac em K, similar ao caso do grafeno, em que a degenerescência da
última banda de valência com a primeira banda de condução no ponto de Dirac é devida à
simetria entre os dois sítios da rede honeycomb. Note também que essa abertura de gap
não é simétrica.

Como exemplo real da quebra de simetria discutida no parágrafo anterior, mostra-
mos na figura 5 o resultado obtido via primeiros princípios para o polímero PTh conectado
por átomos de N e B respectivamente nos sítios H1 e H2. Isso implica na quebra de simetria
C2 do material mas mantém a simetria C3, correspondendo ao caso descrito anteriormente
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Figura 6 – (a) Vista superior da célula unitária do MOF Cu3(HITP)2 otimizado por nossos
cálculos DFT. (b) Vista em perspectiva da mesma célula unitária, com os
átomos de Cu rotulados de 1 a 3. As setas conectam os átomos de N ligados ao
Cu 3, indicando a direção do N mais "baixo" ao N mais "alto". (c) Vista superior
de uma parte maior do cristal, ainda mostrando o átomos de Cu rotulados de 1
a 3 e todas as setas que conectam os átomos de N. (d) Densidade PDOS nos
três átomos de Cu. (e) Estrutura de bandas do Cu3(HITP)2 perto do nível de
Fermi (igual a zero) obtido via primeiros princípios. (f) As cinco bandas mais
próximas do nível de Fermi. Resultados obtidos via primeiros princípios estão
em azul, e os resultados tight-binding estão em vermelho. (g) Vista detalhada
da estrutura de bandas em intervalos menores de energia e regiões do espaço
recíproco, mostrando a abertura de gaps.

para o modelo. A figura 5 mostra a abertura dos gaps nos pontos K obtidos com o cálculo
de primeiros princípios. Note que as bandas obtidas via tight-binding concordam quanti-
tativamente com as três primeiras bandas de condução, mas apenas uma concordância
qualitativa é observada para as outras bandas.

Analisaremos agora a quebra de simetria C3 da rede kagomé-honeycomb, ou seja,
entre os sítios da rede kagome. Para isso, vamos considerar monocamadas do MOF
Cu3(HITP)2. Na figura 6 (a) apresentamos a estrutura atômica desse MOF, otimizado
por nossos cálculos DFT, visto de cima. Nesse ponto de vista, a estrutura aparenta ter
todas as simetrias apresentadas pela rede KH com sítios das sub-redes quimicamente
equivalentes. Entretanto, como já foi obtido por Shuand Chen et al [33], os átomos de
Cu formam ligações com os átomos de N do tipo sp3, o que resulta em uma pequena
distorção na estrutura do cristal. Essa distorção pode ser vista com clareza nas figuras 6
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(b) e (c), onde incluímos setas que apontam do nitrogênio mais “baixo” para o mais “alto”
em relação ao plano do cristal. Essas setas na figura 6 (c) indicam que a estrutura não é
invariante sob rotação ±2π/3 em torno dos sítios da sub-rede honeycomb. Considerando
os átomos de Cu rotulados na figura de 1 a 3, podemos ver que a estrutura é invariante
sobre rotação de ±π em torno de um eixo que passa pelo Cu 3 e é perpendicular ao plano
do cristal. Portanto, os átomos Cu 1 e 2 são equivalente sob operações de grupo pontual,
mas o átomo Cu 3 é diferente. Isso pode ser confirmado via a densidade projetada de
estados (PDOS) nos átomos de Cu, apresentada na figura 6 (d). Nessa figura, vemos que
os átomos Cu 1 e 2 possuem contribuições idênticas para as bandas perto do nível de
Fermi, e ambas são distintas da contribuição fornecida pelo átomo Cu 3. Essa diferença
também é consistente com medidas de XPS em amostras de Cu3(HITP)2, que indicam a
existência de dois átomos de Cu diferentes [24].

A existência de dois átomos distintos de Cu no Cu3(HITP)2 pode ser representado
no modelo tight-binding considerando-se εK3 6= εK2 , εK1 = εK2 , e εH1 = εH2 . Na figura 6
(e) mostramos a estrutura de bandas do Cu3(HITP)2 obtido via nosso cálculo DFT. A
figura mostra claramente a estrutura de cinco bandas próximo ao nível de Fermi, como
pode ser visto com mais detalhes em azul na figura 6 (f), junto ao ajuste tight-binding
em vermelho. A última figura mostra uma boa concordância entre resultados obtidos via
primeiros princípios e tight-binding, ambos cálculos mostrando: (i) a existência de uma
dispersão na banda plana previamente obtida; (ii) abertura de gaps entre a banda plana
com a próxima banda de condução no ponto Γ; (iii) e a abertura de gap nos cones de
Dirac. Os comportamentos (ii) e (iii) podem ser vistos com mais detalhes na figura 6 (g).
Dada a concordância entre modelo e cálculo de primeiros princípios, e dado também que
a única mudança no modelo foi escolher um valor diferente para εK3 , somos levados a
conclusão de que os comportamentos (i)-(iii) são resultados da quebra de simetria entre os
sítios que possuem átomos de Cu.

3.2.2 Efeitos de acoplamento spin-órbita

Espera-se que efeitos de acomplamento spin-órbita sejam mais relevantes em MOFs
do que em COFs devido à existência de metais de transição na estrutura. Trabalhos
teóricos anteriores já reportaram tais efeitos em diversos MOFs [16–21]. Mencionamos em
particular os casos dos MOFs Ni3(HITP)2 [19] e Ni3C12S12 [17]. A estrutura de bandas
desses dois materiais são muito semelhantes entre eles, exibindo uma estrutura de bandas
kagomé acima do nível de Fermi. Sobre a inclusão de efeitos spin-órbita, gaps não triviais
aparecem nos cones de Dirac, levando ao aparecimento de estados topológicos nas bordas
semelhantes aqueles previstos para o grafeno [36], mas com gaps mais expressivos devido à
forte interação spin-órbita.

Neste item, vamos focar na estrutura eletrônica do Ni3C12S12, um material que já
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foi sintetizado experimentalmente na forma de monocamada [25]. A geometria otimizada
do Ni3C12S12 é mostrada na figura 7 (a), onde obtemos uma estrutura planar que possui
a simetria da rede kagomé-honeycomb, com os átomos de Ni localizados no sítios da
sub-rede kagomé e as estruturas orgânicas localizadas nos sítios da sub-rede honeycomb.
A estrutura de bandas, obtidas via funcionais PBE e HSE06 com inclusão dos termos
de acoplamento spin-órbita são mostrados nas figuras 7 (b) e (c). Essas figuras mostram
uma forte dependência qualitativa e quantitativa da estrutura de bandas com o funcional
escolhido, especialmente para as bandas de valência. A última banda de valência obtida via
cálculo PBE é dispersiva, enquanto a obtida via HSE06 é plana (resultados similares foram
obtidos para o Ni3(HITP)2). O funcional PBE prevê um gap indireto de 85 meV para o
Ni3C12S12, enquanto que o funcional HSE06 prevê um gap direto quase três vezes maior
(230 meV) no ponto Γ. O gap induzido por spin-órbita no ponto de Dirac entre a primeira
e segunda banda de condução é semelhante para os dois funcionais (14 meV). O cálculo
HSE06 prevê um gap duas vezes maior (30 meV) no ponto de Dirac abaixo da energia de
Fermi, indicando uma assimetria elétron-buraco para o acoplamento spin-órbita nos pontos
de Dirac. A projeção das funções de onda nos orbitais d dos átomos de Ni calculados
com ambos funcionais mostram que a contribuição desses orbitais para a última banda
de valência no ponto Γ é nulo, explicando a não abertura de gap devido a acoplamento
spin-órbita. Além disso, a projeção calculada via HSE06 mostra uma contribuição maior
dos orbitais d no ponto de Dirac das banda de valência do que nas bandas de condução,
explicando a assimetria da abertura de gaps devido à inclusão de efeitos spin-órbita.

A rica fenomenologia obtida para o Ni3C12S12, descrita no parágrafo anterior, assim
como a magnitude desses efeitos, indicam a importância da interação spin-orbita neste
material. De acordo com isso, incluímos no Hamiltoniano do modelo tight-binding um
termo intrínseco de spin-órbita introduzido por Kane e Mele [36], seguindo uma proposta
feita por Haldane [79],

HSO = ±i
∑
ij

pijc
†
i (~σ · ~vij)cj. (3.9)

Nesta equação, pij é a intensidade do acoplamento spin-órbita, ~σ são as matrizes de
Pauli, i e j conectam segundos vizinhos e ~vij = ~dkj × ~dik representa o produto vetorial
entre vetores unitários ao longo dos segundos vizinhos i e j conectados pelo sítio k. Esse
termo foi incluído no Hamiltoniano seguindo dois procedimentos diferentes. No primeiro
procedimento, o qual chamamos de procedimento convencional, o Hamiltoniano total é
dado pela soma H0 + V +HSO, onde HSO é o termo Kane-Mele intrínseco, o qual na
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Figura 7 – (a) Geometria otimizada da célula unitária 2x2 do MOF Ni3C12S12. (b) e
(c) mostram as estruturas de bandas obtidas via primeiros princípios com os
funcionais PBE e HSE06, respectivamente. Vista detalhada dos cones de Dirac,
mostrado em um intervalo de energia de 0,1 eV. A energia de Fermi é igual a
zero no dois casos.

base tight-binding é dado por

HSO = ±2ip



0 0 0 0 0
0 0 C1 −C2 0
0 −C1 0 C3 0
0 C2 −C3 0 0
0 0 0 0 0


(3.10)

onde Ci tem o mesmo significado da equação (3.5). Essa mesma expressão é obtida com o
Hamiltoniano proposto por Tang et al [80].

Este procedimento convencional é adequado em casos que todos os orbitais con-
tribuem igualmente para o acoplamento spin-órbita. Entretanto, esse não é o caso do
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presente Hamiltoniano, visto que os sítios que possuem o metal de transição contribuem
primordialmente para esse acoplamento. De acordo com isso, propomos um procedimento
alternativo, o qual chamamos de procedimento ponderado, para incluir o termo de Kane
e Mele no Hamiltoniano tight-binding. Neste procedimento, definimos o Hamiltoniano
HWSO, em termos do conjunto de funções base {ψ} de H0, como

〈ψi|HWSO|ψj〉 = 〈ψi|HSO|ψj〉〈ψi|m〉〈m|ψj〉, (3.11)

onde 〈m|ψj〉 ≡ mj é a projeção de |ψj〉 em todos os sítios que contém metal de transição.
Com ε0i (~k) sendo os autovalores de H0, obtemos nessa base

Hij(~k) = δijε
0
i (~k) + 〈ψi|HSO|ψj〉m∗i (~k)mj(~k), (3.12)

que pode agora ser diagonalizado. Por motivos práticos, aproximaremos mj por
√
N(mj)

onde N(mj) é a norma das funções de onda de Kohn-Sham projetadas no metal de transição
calculadas via primeiros princípios.

SOC convencional SOC ponderado
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Figura 8 – (a) e (b): Estrutura de bandas do MOF Ni3C12S12 calculados com os procedi-
mentos convencional e ponderado, respectivamente, com vista detalhada das
bandas próximas aos cones de Dirac. Linhas azuis: resultado DFT obtido com
o funcional HSE06. Linhas vermelhas: resultado obtido via tight-binding.

Os efeitos de inclusão do acoplamento spin-órbita considerando os dois procedimen-
tos são mostrados nas figuras 8 (a) and (b), respectivamente. O procedimento convencional
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apresenta um gap entre as duas últimas bandas de valência no ponto Γ, e esse comporta-
mento não é observado no cálculo de primeiros princípios. Em contraste, o Hamiltoniano
spin-órbita ponderado prediz de forma correta a quase-degenerescência nesse ponto. Isto
se dá origem na pouca contribuição de metais de transição perto do ponto Γ da última
banda de valência (plana). Com respeito aos pontos K, as figuras 8 (a) and (b) mostram
que ambos procedimentos apresentados neste trabalho apresentam uma boa descrição dos
pontos de Dirac, incluindo a assimetria dos gaps.

3.3 Conclusões
Neste capítulo, mostramos que o Hamiltoniano tight-binding com apenas um orbital

por sítio da rede proposta KH reproduz com eficiência as principais características da
estrutura eletrônica de diversos COFs e MOFs 2D. O Hamiltoniano foi utilizado para
ajustar a estrutura de bandas desses materiais obtidas via cálculos de primeiros princípios,
e mostrou uma grande concordância qualitativa e quantitativa quando hopping de até
segundos vizinhos foi considerado. Via ajuste dos parâmetros que descrevem as integrais
de hopping e a ocupação das bandas, o modelo foi capaz de reproduzir os cinco tipos
básicos de estruturas apresentas pelos COFs e MOFs 2D: (i) metálico, (ii) tipo grafeno, (iii)
grafeno com gap, e semicondutor com a banda plana sendo a (iv) última banda de valência
ou (v) a primeira banda de condução. Além disso, o modelo também consegue descrever
os efeitos de quebra de simetria através da abertura de gaps de redes 2D específicas. Por
último, os efeitos da inclusão do acoplamento spin-órbita também foram estudos para
o MOF Ni3C12S12 via modelo e cálculos de primeiros princípios. Neste caso, mostramos
que o modelo pode descrever bem a estrutura eletrônica desse MOF se considerarmos as
diferentes contribuições de cada tipo de átomo nas bandas do material.
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4 A classe de MOFs M3(THT)2

Neste capítulo, abordamos a estrutura eletrônica da classe de MOFs M3(THT)2,
onde o acoplamento spin-órbita é considerado em todos os cálculos. Consideramos os metais
de transição M= Ni, que foi sintetizado na forma 2D em subtratos de SiO2 [31], M=Pt,
sintetizado apenas na forma bulk [32], e as novas propostas Cu e Au, que são escolhas
possíveis para o design de novos materiais com novas propriedades [19, 33, 34]. Além disso,
como já foi mostrado anteriormente para o Ni3C12S12, mostramos que a inclusão parcial
de termos exatos de troca pode levar a mudanças quantitativas e até mesmo qualitativas
significantes nas estruturas eletrônicas desses materiais próximo ao nível de Fermi. Esta
mudança irá depender da contribuição de orbitais do tipo d para as bandas próximas ao
nível de Fermi já que, nesse tipo de orbital, o efeito de autointeração inerente ao método
DFT é mais intenso devido à maior localidade dos elétrons.

4.1 Metodologia de primeiros princípios
Neste capítulo, a metodologia utilizada para os cálculos de primeiros princípios é

baseada na teoria DFT implementada no código SIESTA [71]. Utilizamos a aproximação
do gradiente generalizado, onde o funcional de troca e correlação é parametrizado na
forma Perdew-burke-Ernzerhof (PBE) [26]. Os elétrons da camada de valência de cada
átomo foram representados por pseudo potenciais de norma conservada na forma não local
de Kleinman-Bylander [77], onde consideramos apenas a parte relativística escalar. Já
que todas as estruturas aqui são 2D, adicionamos um vácuo de 20Å entre as camadas
para evitar interações espúrias entre elas. Para otimização de geometrias, relaxamos as
estruturas até que a magnitude da maior força agindo nos átomos era menor do que 0,01
ev/Å. Neste caso, a amostragem da zona de Brillouin foi feita com o kgrid de 4x4x1 via
esquema de Monkhorst-Pack [78].

Nesta parte do trabalho, todas as estruturas de bandas foram calculadas conside-
rando a interação spin-órbita. Para isso, utilizamos a metodologia DFT implementada
no código VASP [73,74], onde as geometrias utilizadas foram as relaxadas pelo método
descrito no parágrafo anterior. Além disso, também fizemos cálculos no VASP considerando
dois tipos de funcionais diferentes: o PBE, descrito no parágrafo anterior, e o HSE06,
que considera a inclusão de termos de correlação exatos no potencial de troca e correla-
ção [27–29]. Nesta metodologia, os pseudo potenciais são descritos pelo método projetor de
onda aumentada (PAW). A amostragem da BZ foi realizada por um kgrid de 8x8x1 para
o cálculo das estruturas de bandas com o funcional PBE, e 2x2x1 com o funcional HSE06,
onde em ambos casos foram considerados o esquema de Monkhorst-Pack. Em ambos os
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casos, utilizamos um cutoff de energia de 300 eV.

4.2 Propriedades eletrônicas dos MOFs M3(THT)2

No MOF M3(THT)2, os monômeros conjugados THT se ligam através de metais
de transição, representado pela letra M na figura 9 (a). Sua célula unitária é planar, com
os átomos M adotando o padrão da rede kagomé. As geometrias otimizadas para M=
Ni, Pt, Cu e Au obtidos via cálculos de primeiros princípios são mostrados nas figuras
9 (b), (c), (d) e (e), respectivamente. Para esses quatro materiais, as ligações de C-H
medem 1.10 Å, enquanto que as ligações de C-C variam entre 1.41 and 1.47 Å, muito
semelhante aos comprimentos de ligação do grafeno [81]. Para M= Ni e Pt, as ligações de
C-S medem 1.74 Å, e são ligeiramente maiores (1.75 Å) para M= Cu e Au. O comprimento
de ligação Pt-S obtido no nosso cálculo (2.30 Å) é ligeiramente menor do que o valor
obtido experimentalmente (2.36 Å). Os comprimentos das ligações Ni-S, Cu-S e Au-S
são 2.16, 2.21 e 2.36 Å, respectivamente. Todos os parâmetros de rede obtidos são da
ordem de 20 Å, e estão de acordo com os resultados experimentais para M= Ni e Pt.
Especialmente para M= Pt, o parâmetro de rede experimental reportado é de 23.29 Å, que
é ligeiramente menor que o valor encontrado por nós (23.80 Å). Os metais de transição
adotam hibridização do tipo dsp2, de maneira similar a diversos outros tipos de MOFs
reportados anteriormente com diferentes aglomerados orgânicos [17–19,21]. Entretanto,
nosso resultado para M= Cu é diferente do obtido para o MOF 2D Cu3(HITP)2, onde os
átomos de Cu adotam hibridização do tipo sp3, resultando em uma rede distorcida.

Figura 9 – (a) Representação esquemática da célula unitária do MOF 2D M3(THT)2,
onde os vetores de rede coincidem com os segmentos de linha OA e OB. Em
(b)-(e) mostramos as geometrias otimizadas obtidas com M= Ni, Pt, Cu e Au,
respectivamente, e o valor do parâmetro de rede L obtido para cada caso.

Sobre as propriedades eletrônicas dos MOFs M3(THT)2, vamos considerar primeira-
mente as estruturas com M= Ni e Pt. As estruturas de bandas desses MOFs são mostrados
nas figuras 10 (a) e (b). Nós utilizamos dois funcionais diferentes para o funcional de troca-
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correlação: PBE e HSE06. Todos os cálculos foram realizados considerando-se interação
spin-órbita. Esses resultados mostram que ambos materiais são semicondutores, com uma
dependência muito forte das bandas de valência com o funcional utilizado, e as bandas de
condução se assemelham às três bandas obtidas com o modelo tight-binding para uma rede
kagomé, como já foi mostrado por Zhang et al [22] para a rede Pt3(THT)2. Esse trabalho
também mostra que efeitos SOC levam a estados não triviais não topológicos nas bandas
de condução, e que a dopagem eletrostática do Pt3(THT)2 por dois elétrons por célula
unitária mantém a estrutura kagomé intacta e leva a energia de Fermi para o gap no ponto
de Dirac, indicando uma transição isolante-trivial → isolante spin-Hall quântico. Nosso
resultado para o Pt3(THT)2 obtido com o funcional HSE06 mostra valores maiores para os
gaps induzidos via interação SOC - um aumento de 30% no ponto K e de 44% no ponto Γ
- sugerindo estados não triviais mais robustos. Ambos funcionais levam a aberturas de gap
semelhantes no espectro kagomé para M= Ni.

Figura 10 – Estruturas de bandas dos MOFs (a) Ni3(THT)2 e (b) Pt3(THT)2 obtidos com
os funcionais PBE e HSE06 considerando efeitos do acoplamento spin-órbita.

Como mencionamos no parágrafo anterior, as bandas de valência dos MOFs
Ni3(THT)2 e Pt3(THT)2 dependem fortemente do potencial de troca-correlação ado-
tado. Os resultados PBE são muito semelhantes entre si, onde uma banda pouco dispersiva
e isolada aparece como a última banda de valência. Em contraste, resultados HSE06
mostram a última banda de valência do Pt3(THT)2 sendo dispersiva, levando a um gap
indireto de 587 meV, menor que o gap direto de 704 meV. A última banda de valência
do Ni3(THT)2 calculado com HSE06 é plana, e possui uma degenerescência no ponto Γ.
Além disso, as últimas bandas de valência obtidas via HSE06 possuem gaps induzidos por
SOC no ponto Γ, que são 2 meV para M= Ni e 15 meV para M= Pt.

Esse forte efeito do potencial de troca-correlação nas bandas de valência do
Ni3(THT)2 e do Pt3(THT)2 afeta também as respectivas funções de onda. Como um
exemplo de tal efeito, mostramos nas figuras 11 (a) e (b) o peso da projeção das funções
de onda (em pontos k selecionados) nos orbitais Ni 3d e Pt 5d, respectivamente, também
calculados com os funcionais PBE e HSE06. A figura 11 (a) mostra uma forte dependência
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das projeções do orbital Ni 3d com o funcional, mostrando que esse orbital possui grande
contribuição para as bandas próximas do nível de Fermi, quando comparados com os
resultados HSE06. Esse efeito é menor para o Pt3(THT)2. Como uma possível explicação
para esse comportamento, nós mencionamos que o funcional HSE06 deve apresentar menor
auto-interação que o funcional PBE semilocal, devido a inclusão dos termos exatos de
troca-correlação. Tal redução de auto-interação resultaria num deslocamento negativo dos
autovalores dos orbitais localizados, em relação aos delocalizados.

Figura 11 – Peso das projeções das funções de onda no orbital dxz perto do nível de Fermi
para M= Ni (a) e Pt (b) calculados com os funcionais PBE e HSE06 sem
considerar efeitos de spin-órbita.

Vamos agora considerar as propriedades eletrônicas dos MOFs 2D Cu3(THT)2 e
Au3(THT)2. As figuras 12 (a) e (b) mostram que ambos materiais são metálicos com
espectro do tipo kagomé próximo ao nível de Fermi, semelhante às bandas de condução
do Ni3(THT)2 e Pt3(THT)2. Diferentemente do Ni3(THT)2 e Pt3(THT)2, os efeitos do
potencial de troca-correlação na estrutura eletrônica do Cu3(THT)2 e Au3(THT)2 são
menores, levando a resultados semelhantes independentemente do funcional (PBE ou
HSE06). Esse resultado é sustentado pelo fato de que os estados eletrônicos desses MOFs
apresentam contribuições muito pequenas dos orbitais dyz e dxz dos átomos de Cu e
Au, que são orbitais totalmente ocupados em cálculos atômicos. Na figuras 13 (a) e (b)
mostramos explicitamente a contribuição do orbital dxz próximo ao nível de Fermi para
M= Cu e Au, calculados via PBE e HSE06. Note que a escala da figura 13 foi multiplicada
por cinco em relação a escala utilizada para M= Ni e Pt na figura 11. Essas pequenas
contribuições dos átomos mais pesados levam a menores gaps induzidos devido à interações
SOC, comparado aos resultados obtidos para M= Ni e Pt.
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Figura 12 – Estruturas de bandas dos MOFs (a) Cu3(THT)2 e (b) Au3(THT)2 obtidos com
os funcionais PBE e HSE06 considerando efeitos do acoplamento spin-órbita.

Figura 13 – Peso das projeções das funções de onda no orbital dxz perto do nível de Fermi
para M= Cu (a) e Au (b) calculados com os funcionais PBE e HSE06 sem
considerar efeitos de spin-órbita. Note que a escala dos pesos foi multiplicada
por cinco em relação à escala usada para M= Ni e Pt na figura 11.

4.3 Conclusões
Neste capítulo, mostramos que a inclusão parcial de termos de troca exatos é

essencial para uma descrição quantitativa, e até mesmo qualitativa, da estrutura eletrônica
dos MOFs Ni3(THT)2 e Pt3(THT)2: sob essa modificação nos cálculos, o gap fundamental
desses materiais dobra de tamanho, enquanto que alguns gaps induzidos por acoplamento
spin-órbita aumentam até 44%. Nestes casos, as últimas bandas de valência desses materiais
são extremamente afetadas pela inclusão dos termos exatos. Em contrapartida, as estruturas
de bandas dos MOFs metálicos Cu3(THT)2 e Au3(THT)2 são bem descritas sem a inclusão
desses termos adicionais. Concluímos que essa dependência advém das contribuições dos
metais de transição de cada MOF para as respectivas estruturas de bandas próximas ao
nível de Fermi: os átomos de Ni e Pt apresentam contribuições significativas para essas
bandas, em relação aos átomos de C e S que compõem o material, enquanto que essa
contribuição não é observada para os átomos de Cu e Au.
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5 Isolantes Topológicos 2D

O efeito Hall [82] remonta a experimentos realizados em 1879 por Edwin Hall.
Nestes experimentos, Hall descobriu que se uma fina chapa de ouro é submetida a um
campo magnético B perpendicular a seu plano, uma corrente elétrica I fluindo ao longo
da chapa causa uma queda de tensão na direção perpendicular ao campo magnético e
à corrente. Isso acontece porque partículas carregadas em movimento em um campo
magnético são desviadas lateralmente, como pode ser visto na figura 14 (a), causando
acúmulo de cargas em um dos lados da chapa de ouro e, consequentemente, a queda de
tensão VH , chamada de tensão Hall. Associada à tensão Hall podemos também definir a
resistividade Hall ρH (ou a condutância Hall σH) aplicando-se a lei de Ohm. Hall também
mostrou que ρH possui um comportamento linear com respeito ao campo magnético
aplicado.

Figura 14 – Em (a) está um esquema experimental para a realização do efeito Hall. Em (b)
está o gráfico das resistividades ρH e ρxx. Imagens extraídas da referência [83]

Os experimentos de Hall foram realizados a temperatura ambiente e com campos
magnéticos moderados, em geral menores que 1T . Cerca de 100 anos depois, pesquisadores
estudaram o efeito Hall em amostras que possuem elétrons com alta mobilidade ao
longo de uma superfície, ou seja, pode-se considerar que o movimento dos elétrons se dá
completamente num plano 2D. Além disso, foram consideradas condições extremas de
baixas temperaturas (apenas alguns graus acima do zero absoluto) e campos magnéticos de
até 30 T [84]. Nestas condições, os resultados experimentais mostraram que a resistividade
(bem como a condutividade) passa a ter um comportamento de degrau com respeito ao
campo magnético. A altura de cada degrau de resistividade é dada pela constante física
h/e2 dividida pelo inteiro i, como é mostrado na figura 14 (b). Além disso, note que em
cada plateau de ρH , a resistividade longitudinal ρxx se torna nula, indicando que há canais
de condução balísticos na amostra. Pela descoberta deste efeito, denominado de efeito
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Hall quântico inteiro (IQHE, integer quantum Hall effect), em 1980, von Klitzing [84] foi
laureado com o prêmio Nobel de 1985.

Um grande problema envolvendo a realização experimental do IQHE do modo que
foi mencionado até agora é a sua demanda experimental: campos magnéticos muito intensos
e baixíssimas temperaturas. Com isso em mente, Haldane propôs em 1988 [79], muito
antes da descoberta dos isolantes topológicos, um modelo envolvendo a rede honeycomb
do até então hipotético grafeno. Com esse modelo, Haldane mostra que, sem a necessidade
de um campo magnético global, fitas deste hipotético material também possuiriam canais
balísticos nas bordas. Mais tarde, em 2005, logo depois da descoberta do grafeno [85], Kane
e Mele mostram que o efeito descrito pelo modelo de Haldane poderia ocorrer no próprio
grafeno simplesmente incluindo-se um termo de acoplamento spin-órbita no Hamiltoniano
tight-binding para o grafeno [36]. Neste caso, o momento linear dos elétrons movendo-se
pelos canais balísticos é acoplado ao seu respectivo spin, dando origem ao efeito visto na
figura 15. Esta foi a primeira proposta de um material isolante topológico, exibindo esse
efeito que foi chamado de efeito quântico Hall de spin (QSHE, quantum spin Hall effect).
Geralmente, os isolantes topológicos também são chamados, em inglês, de quantum spin
Hall insulators (QSHI).

Figura 15 – Figura esquemática do QSHE no grafeno, como proposto por Kane e Mele.
Na fita de grafeno a esquerda, elétrons com spins opostos viajam pelas bordas
zig-zag em direções opostas. Na estrutura de bandas a direita, um par extra
de estados aparece cruzando o nível de Fermi EF , conectando as bandas do
sistema infinito, em azul.

Os isolantes topológicos recebem este nome porque os estados eletrônicos que geram
o espaço de Hilbert possuem uma topologia não trivial descrita por um invariante topológico.
Essa descrição topológica vem dos pesquisadores Thouless, Kohmoto, Nightingale e Nijs
(TKNN) [86], que mostraram que a condutividade é quantizada em termos de um invariante
topológico através da fórmula de Kubo. Por esta contribuição, Thouless e Haldane foram
laureados com o prêmio Nobel de 2016.

Um exemplo clássico de invariante topológico é obtido pelo teorema de Gauss-
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Bonnet [87], que mostra que existe uma relação entre a integral de superfície da curvatura
gaussiana K feita sobre a superfície de um objeto M :∫

M
KdA = 2− 2g (5.1)

O resultado desta integral envolve o chamado genus (g), também chamado de número de
enrolamento, que classifica as superfícies por sua topologia. Dessa forma, como visto na
figura 16, uma laranja e uma rosquinha possuem g = 0 e g = 1, respectivamente, e não
existe uma transformação que leve a superfície de cada objeto na outra sem que haja um
rompimento ou colagem. Por outro lado, o doughnut e a caneca possuem o mesmo genus,
implicando que tal transformação, dita suave, existe.

Figura 16 – A laranja e a rosquinha representam duas superfícies que diferem topologi-
camente por seu genus. Já a caneca possui o mesmo genus que a rosquinha,
implicando que as suas superfícies são topologicamente equivalentes

Neste capítulo, primeiramente introduziremos algumas quantidades físicas neces-
sárias no contexto da fenomenologia de isolantes topológicos na seção 5.1. Na seção 5.2
apresentamos o argumento de Laughlin, necessário para a derivação da formulação TKNN
mostrada em 5.3. Na seção 5.4, discutiremos o modelo proposto por Haldane, e o modelos
de Kane e Mele para o grafeno. Já nas seções 5.5 e 5.6, iremos mostrar como obter os
invariantes topológicos no contexto de cálculos ab initio.

5.1 Conexão e curvatura de Berry e número de Chern
Considere um sistema com Hamiltoniano H[R(t)] que dependa do parâmetro R

que, por sua vez, depende do tempo t. Supondo que o sistema passa por uma transformação
adiabática com o passar do tempo, o estado fundamental |ψn[R(0)]〉 depois de um tempo
t decorrido será [88]

|ψn[R(t)]〉 = eiφ(t)|ψn[R(0)]〉. (5.2)

Para este estado, podemos escrever a seguinte equação de Schrödinger dependente do
tempo

i~
∂

∂t

{
eiφ(t)|ψn[R]〉

}
= H[R(t)]eiφ(t)|ψn[R]〉. (5.3)
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Multiplicando-se tudo por 〈ψn[R]|e−iφ(t), ficamos com

∂

∂t
φ(t) = i〈ψn[R]|∇R|ψn[R]〉 · ∂

∂t
R − 1

~
En(R), (5.4)

onde En(R) é a autoenergia do sistema no dado tempo t. Integrando essa última equação,
temos que

φ(t)− φ(0) =
∫ R(t)

R(0)
〈ψn|i∇R|ψn〉 · dR︸ ︷︷ ︸
fase geométrica

− 1
~

∫ t

0
dt′E(t′)︸ ︷︷ ︸

fase dinâmica

, (5.5)

onde separamos as contribuições para a fase total em fase geométrica e dinâmica. Para a
fase geométrica, vamos definir a conexão de Berry A ≡ 〈ψn|i∇R|ψn〉. Se considerarmos
outra fase arbitrária na função de onda |ψ′n〉 = e−iβ(R) além da fase adquirida pelo processo
adiabático, temos que

A′ = i〈ψ′n|∇R|ψ′n〉 = i〈ψn|eiβ(R)∇Re
−iβ(R)|ψ′n〉

= i〈ψn|∇R|ψn〉+∇Rβ

= A +∇Rβ,

(5.6)

ou seja, a conexão de Berry não é invariante sob uma mudança de calibre.

Vamos considerar agora que o processo adiabático seja cíclico, ou seja, o parâmetro
dependente do tempo R(t) irá voltar nele mesmo após o período T . Para isso, podemos
escolher um caminho fechado γ. Neste caso a fase dinâmica será nula e a fase geométrica
será a integral de linha da conexão de Berry. Utilizando o teorema de Stokes, podemos
transformar a integral de linha em uma integral de superfície da seguinte forma

φγ =
∮
γ
A · dR =

∫
Γ
∇R ×AdS2 =

∫
Γ

FdS2, (5.7)

onde F = ∇R ×A é a curvatura de Berry. Basicamente falando, a fase geométrica é dada
pelo fluxo da curvatura de Berry na superfície Γ. Note que a curvatura de Berry é invariante
sobre uma escolha de calibre na conexão de Berry, ou seja, a seguinte transformação na
conexão de Berry não afetará a curvatura de Berry

A′ = A +∇Rβ

F = ∇×A′ = ∇×A.
(5.8)

Essas definições são muito semelhantes às definições de campo magnético e potencial vetor
do eletromagnetismo clássico, onde a curvatura de Berry é análogo ao campo magnético e
é a quantidade que possui realidade física, como veremos nas próximas seções. Tanto o
potencial vetor como a conexão de Berry podem ser considerados artifícios matemáticos,
já que não são quantidades definidas unicamente.

Para mostrar qual será o ganho de fase da função de onda após passar por um
processo adiabático cíclico, vamos separar a superfície de integração Γ em duas partes Γ1
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e Γ2. Assim ∫
Γ

FdS2 =
∫

Γ1
FdS2 +

∫
Γ2

FdS2

=
∮
γ1

A · dR +
∮
γ2

A · dR,
(5.9)

onde os caminhos γ1 e γ2 são os mesmos na borda da superfície e possuem direções opostas
γ1 = −γ2. Portanto, a integral da curvatura de Berry será∫

Γ
FdS2 =

∮
γ1

A · dR −
∮
γ1

A · dR = 0 (5.10)

sempre que for possível definir uma conexão de Berry A em toda a superfície.

Vamos supor agora que não seja possível definir uma conexão de Berry suave em
toda a superfície de integração devido à alguma singularidade. Devemos então dividir a
superfície em duas e considerar a definição de duas conexões de Berry suaves A1 e A2 em
cada subdivisão da superfície. Assim, a integral da curvatura de Berry será∫

Γ
FdS2 =

∮
γ1

(A1 −A2) · dR. (5.11)

Note que a diferença entre A1 e A2 será obviamente oriunda de uma escolha de gauge
A1 = A2 +∇Rϕ, já que ambas conexões devem resultar na mesma curvatura de Berry em
toda a superfície. Pelo teorema do gradiente, temos que

φγ =
∮
γ
∇Rϕ · dR = ϕ[R(t)]− ϕ[R(0)]. (5.12)

Como o processo é cíclico e a função de onda deve ser única em um dado ponto R do
espaço, a fase geométrica deverá ser φγ = 2πν, onde ν ∈ Z. Esta observação nos leva à
definição do número de Chern

C = 1
2π

∫
Γ

FdS2 ∈ Z. (5.13)

Portanto, um número de Chern não nulo implica na impossibilidade de escolha de uma única
conexão de Berry suave em toda a superfície de integração. Além disso, é possível mostrar
que o número de Chern é o invariante topológico do espaço definido pelos parâmetros do
Hamiltoniano. Essa observação nos leva a lembrar do teorema de Gauss-Bonett mencionada
anteriormente, em que a equivalência topológica entre dois objetos implica que existe uma
transformação suave que leve um no outro. Portanto, é possível classificar topologicamente
Hamiltonianos de tal forma que podemos imaginar uma transformação contínua suave
de um H1 para um H2 sem que haja, por exemplo, uma transição de fase durante a
transformação.

5.2 O argumento de Laughlin
Em 1981, Laughlin mostrou que o aparecimento de uma fase geométrica é funda-

mental para explicar a quantização da condutividade no IQHE [83,89]. Para isso, Laughlin
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primeiro argumenta que, uma vez que a condutividade Hall não depende da geometria da
amostra ou da presença de impurezas, ela deve estar relacionada com alguma propriedade
não-microscópica do material [90]. Ele então conduziu um experimento mental conside-
rando uma amostra metálica bidimensional, semelhante a barra Hall mostrada em 17,
exceto que agora suas extremidades longitudinais estão unidas, formando um cilindro. Um
campo magnético de magnitude constante é mantido perpendicular à superfície do cilindro.
Vamos considerar também um solenoide muito fino (comparado ao cilindro) no eixo do
cilindro, onde um fluxo magnético Φ será gerado dentro do solenoide. Note que o fluxo
Φ existirá apenas dentro do solenoide, e não afeta os elétrons na superfície do cilindro.
Entretanto, o vetor potencial que gera este fluxo será diferente de zero na superfície do
cilindro. Este é o efeito Aharonov-Bohm.

Solenóide

Figura 17 – Configuração do experimento mental de Laughlin

O potencial vetor na superfície do cilindro devido ao campo magnético B será
A = (0, Bx, 0). Já o potencial vetor devido ao solenoide é AΦ = (0,Φ/2πR, 0). Isso pode
ser deduzido fazendo

Φ =
∫
dSBx =

∫
∇×AΦ =

∮
AΦ · dl = 2πRAΦ. (5.14)

É possível mostrar que uma mudança ∆Φ no fluxo magnético resultará em uma mudança
semelhante a uma transformação de calibre na função de onda dos elétrons:

φ(r)→ ϕ(r)eieχ(r)/~, χ = ∆Φ
2πRy. (5.15)

Como há condições periódicas de contorno neste sistema, temos que

φ(x, y + 2πR)eieχ(x,y+2πR)/~ = φ(x, y)eieχ(x,y)/~, (5.16)
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implicando que a transformação de gauge só será permitida quando

∆Φ = n
h

e
, n ∈ Z. (5.17)

Ou seja, uma transformação de gauge contínua não é permitida.

Se considerarmos uma situação em que não há impurezas, as funções de onda serão
totalmente delocalizadas. O potencial vetor poderá ser escrito como

A + AΦ = (0, B(x− Φ/2πRB), 0). (5.18)

O efeito de ∆Φ é equivalente à uma translação do sistema no eixo x, ou seja, as funções
de onda de todos os elétrons são transladadas de ∆x = ∆Φ/2πRB quando o fluxo no
solenoide varia ∆Φ. Se houver impurezas no sistema, o efeito será o mesmo se o potencial
das impurezas for pequeno o suficiente e não destruir a delocalidade das funções de onda.
Ao aumentarmos os efeitos de localidade, uma transformação de gauge contínua passa a
ser permitida [90].

Considerando o caso descrito até agora, temos que N elétrons serão transferidos de
uma borda a outra do cilindro, e a mudança na energia total será dada por ∆E = neV ,
onde V é a diferença de potencial induzida entre as bordas. Como argumentado por
Laughlin, a corrente induzida ao longo do cilindro será I = ∆E/∆Φ. Com isso, temos que

σxy = I

V
= n

e2

h
. (5.19)

5.3 Fórmula de Kubo para a condutividade
Nesta seção, iremos obter a condutividade transversal de um sistema de vários

elétrons não interagentes de Hamiltoniano H0, onde o índice 0 implica que o Hamiltoniano
não foi perturbado por um campo elétrico [90, 91]. Aqui, o Hamiltoniano H0 pode ser
de qualquer sistema de partículas não interagentes cujos autoestados serão |ψm〉, com
H0|ψm〉 = ε|ψm〉. Com a aplicação de um campo elétrico na direção y, por exemplo, e
considerando o potencial eEy como uma perturbação no Hamiltoniano, temos que o estado
fundamental mudará da seguinte forma:

|ψm〉 → |ψm〉
∑
n6=m

〈ψn|eEy|ψm〉
εm − εn

|ψn〉. (5.20)

O valor esperado da velocidade líquida vx perpendicular ao campo elétrico será

〈vx〉 =
∑
m

〈ψm|+ 〈ψm|eEy∑
l 6=m

|ψl〉〈ψl|
εm − εl

 vx
|ψm〉+

∑
n6=m

|ψn〉〈ψn|
εm − εn

|ψm〉eEy

 . (5.21)

Como não há corrente no sistema na ausência de campo elétrico aplicado, temos que∑
m〈ψm|vx|ψm〉 = 0. Eliminando o termo em que aparece E2, já que nossa correção é de
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primeira ordem, ficamos com

〈vx〉 = Ee
∑
m

∑
n6=m

〈ψm|y|ψn〉〈ψn|vx|ψm〉+ 〈ψm|vx|ψn〉〈ψn|y|ψm〉
εm − εn

. (5.22)

Considerando a relação de comutação vy = [y,H] podemos escrever

〈ψn|[y,H]|ψm〉 = 〈ψn|(εm − εn)y|ψm〉 = i~〈ψn|vy|ψm〉. (5.23)

Com esta relação e a velocidade líquida obtida na equação 5.22, podemos obter a densidade
de corrente líquida Jx = (e/A)〈vx〉 , onde A é a área que compreende o sistema 2D.
Dividindo a densidade Jx por E, temos exatamente a fórmula de Kubo para a condutividade
σxy:

Jx
E

= σxy = i~
e2

A

∑
m

∑
n6=m

−〈ψm|vy|ψn〉〈ψn|vx|ψm〉+ 〈ψm|vx|ψn〉〈ψn|vy|ψm〉
(εm − εn)2 . (5.24)

Note que até aqui não fizemos nenhuma suposição sobre o Hamiltoniano, além de ser de
um sistema de elétrons não interagentes. Portanto, a condutividade transversal obtida via
fórmula de Kubo é geral para qualquer Hamiltoniano deste tipo.

Semelhante ao que foi feito no desenvolvimento da formulação TKNN [86] com
base no argumento de Laughlin [89], vamos considerar que o sistema 2D obedeça condições
a periódicas de contorno. Assim as funções de onda do sistema podem ser escritas como
funções de Bloch |ψn(x)〉 = eik·x|unk(x)〉 . Isso permite que cada nível de energia passa a
ser atribuído à um momento k no espaço recíproco e mapeado numa zona de Brillouin 2D.
A condutividade σxy passará então a ser

σxy = i~e2 ∑
εα<εF<εβ

∫
BZ

d2k

(2π)2
〈uαk|vy|u

β
k〉〈u

β
k|vx|uαk〉 − 〈uαk|vx|u

β
k〉〈u

β
k|vy|uαk〉

(εβ(k)− εα(k))2 , (5.25)

onde o índice α representa as bandas preenchidas e β as bandas vazias. Vamos agora
analisar a equação de Shcrödinger para a função de Bloch

H|ψk〉 = εk|ψk〉 → e−ik·xHeik·x|uk〉 = εk|uk〉

→ H̃k|uk〉 = εk|uk〉.
(5.26)

Neste caso, a velocidade dos elétrons pode ser escrita como

v = 1
~
∇kH̃. (5.27)

Com essa definição na equação 5.25, teremos

σxy = ie2

~
∑

εα<εF<εβ

∫
BZ

d2k

(2π)2
〈uαk|∂kyH̃|u

β
k〉〈u

β
k|∂kxH̃|uαk〉 − 〈uαk|∂kxH̃|u

β
k〉〈u

β
k|∂kyH̃|uαk〉

(εβ(k)− εα(k))2 ,

(5.28)
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onde ∂kx e ∂ky são as derivadas parciais com respeito aos momentos kx e ky, respectivamente.
Podemos então escrever

〈uαk|∂kiH̃|u
β
k〉 = 〈uαk|∂ki

{
H̃|uβk〉

}
− 〈uαk|H̃|∂kiu

β
k〉

= (εβ(k)− εα(k))〈uαk|∂kiu
β
k〉

= −(εβ(k)− εα(k))〈∂kiuαk|u
β
k〉.

(5.29)

Considerando também o fato de que ∑β |ukβ〉〈ukβ | = 1−∑α |ukα〉〈ukα|, implicando que
as bandas ocupadas estejam separadas das desocupadas por um gap finito de energia, ou
seja, o material é um isolante, temos a seguinte expressão final para a condutividade

σxy = ie2

~
∑
α

∫
BZ

d2k

(2π)2

[
〈∂kyuαk|∂kxuαk〉 − 〈∂kxuαk|∂kyuαk〉

]
, (5.30)

onde a soma agora é feita somente sobre as bandas ocupadas α. Note que

〈∂kyuαk|∂kxuαk〉 − 〈∂kxuαk|∂kyuαk〉 = ∂kxA
α
y − ∂kyAαx = [∇kAα]z, (5.31)

onde o super índice indica a banda α em que a conexão de Berry é calculada. Pela definição
de curvatura de Berry, temos que Fα

xy = [∇kAα]z. Como foi visto anteriormente, o fluxo
da curvatura de Berry é quantizada em termos do número de Chern. Portanto, podemos
escrever

σxy = e2

~
∑
α

∫
BZ

d2k

(2π)2Fα = e2

h

∑
α

Cα, (5.32)

onde definimos o número de Chern Cα para cada banda ocupada α.

Este resultado implica que existe uma equivalência topológica entre estados de
isolantes. Portanto, os Hamiltonianos de dois estados isolantes distintos da mesma classe
topológica podem se transformar um no outro sem passar por um estado metálico durante
o processo de transformação. Podemos imaginar, por exemplo, o isolante atômico argônio
sólido, em que a ligação química entre elétrons se dá entre átomos de camada fechada. Ape-
sar do argônio sólido possuir um gap de ∼ 12 eV [92], maior do que qualquer semicondutor
conhecido, como por exemplo o nitreto de boro (BN), é possível ajustar os Hamiltonianos
do argônio sólido e do BN de tal forma que os estados se interpolem continuamente sem
fechar o gap de energia: ambos possuem número de Chern nulo. Tais isolantes em que
C = 0 são chamados de isolantes triviais e são topologicamente equivalentes ao vácuo que,
de acordo com a equação de Dirac, possui um gap de ∼ 2 MeV.

A formulação TKNN [86] tem derivação muito semelhante à que foi feita aqui.
Neste caso, foi considerado que o Hamiltoniano de elétrons 2D não interagentes sob a
ação de um campo magnético, mesma situação do IQHE. Entretanto, foi considerado
também que os elétrons 2D estão submetidos a um potencial periódico 2D U(x, y). Com a
escolha apropriada do gauge de Landau, as funções de onda deste Hamiltoniano podem ser
escolhidas de tal forma a obedecerem as condições de Bloch, como foi feito nos parágrafos
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anteriores. Assim, é possível estender o entendimento dos níveis de Landau como bandas
de energia atribuídas aos momentos cristalinos kx e ky, como na figura 18. Se N níveis
de Landau estão ocupados e o resto está desocupado, então uma energia finita separa os
estados, assim como em um isolante. Nestas condições, Thouless e colaboradores mostram
que a integral 5.32 é diferente de zero. Ou seja, o IQHE apresenta o comportamento de
uma classe topológica de isolantes diferente da que foi definida no parágrafo anterior.
Isso implica que não há uma transformação suave que leva o Hamiltoniano do IQHE ao
Hamiltoniano do sólido de argon, por exemplo. Na figura mostramos uma analogia dos
dois estados isolantes definidos pelo número de Chern e genus definido pelo teorema de
Gauss.

B

Estado Isolante

Estado IQHE

E

k

0

E

k

EG

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

/a/a

0 /a/a

hωc

Figura 18 – De (a) a (c) está representado o estado isolante trivial. Em (a) temos uma
representação esquemática do isolante atômico, sendo (b) a sua estrutura de
bandas típica. De (d) a (f) está representado o estado do IQHE. Em (c) temos
a representação das órbitas dos elétrons, e em (e) os níveis de Landau. (c)
e (f) representam superfícies com genus diferentes: g = 0 para a laranja em
(c) e g = 1 para o doughnut em (d). O número de Chern que distingue os
estados topológicos é semelhante ao número genus que distingue as superfícies.
Imagem extraída da referência [93].

5.4 Os modelos de Haldane e de Kane e Mele
Em 1988, muito antes da descoberta dos isolantes topológicos, Haldane se perguntou

se era possível obter um número de Chern não trivial sem a aplicação de um campo
magnético [79]. Para responder a essa pergunta, Haldane considerou a rede do até então
hipotético grafeno: a rede honeycomb. O grafeno consiste em uma rede hexagonal com
dois átomos de carbono, onde cada átomo está localizado numa subrede A ou B, como
pode ser visto na figura 19 (a). A zona de Brilouin de uma rede hexagonal possui dois
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pontos distintos K e K’, mostrados em 19 (b) que, no caso do grafeno, são os pontos onde
as bandas se tocam apresentando uma dispersão linear. Na figura 19 (c) mostramos as
bandas do grafeno, onde um zoom em um dos pontos K ou K’ apresenta a formação de
uma estrutura chamada cone de Dirac.

a

a

1

2

b

b

1

2

K
Γ

k

k

x

y

1

2

3

M

δ δ

δ

A B

K’

(a) (b)

(c)

Figura 19 – Em (a), mostrado a rede hexagonal do grafeno, chamada de rede honeycomb.
Em (b) está a zona de Brillouin de uma rede hexagonal. Em (c) está a estrutura
de bandas do grafeno próximo ao nível de Fermi, com uma vista ampliada em
um dos pontos K. Figuras extraídas da referência [81]

Podemos escrever um Hamiltoniano de baixas energias próximo à região do cone
para o grafeno da seguinte forma

H = ~vf (σx ⊗ τzqx + σy ⊗ IKqy), (5.33)

onde vF é a velocidade de Fermi e q representa um vetor no espeço recíproco medido em
relação a K ou K ′. As quantidades σi e τi são matrizes de Pauli e são representações de
dois espaços de Hilbert diferentes: σi representa o espaço descrito pelas duas subredes A e
B, enquanto τi representa o espaço descrito pelos pontos K e K ′ (IK é a matriz identidade



Capítulo 5. Isolantes Topológicos 2D 64

neste espaço) . A forma matricial deste Hamiltoniano será

H = ~vf


0 qx − iqy 0 0

qx + iqy 0 0 0
0 0 0 −qx − iqy
0 0 −qx + iqy 0

 . (5.34)

Se considerarmos os Hamiltonianos no espaço formado por K e K ′ separadamente, termos
dois Hamiltonianos de massa efetiva HK e HK′ :

HK = ~vFσ · q

HK′ = ~vFσ · q′
(5.35)

onde q = qxx̂+ qyŷ e q′ = −qxx̂+ qyŷ.

Note que este Hamiltoniano descreve um espectro de energia linear sem gap
E = ±~vF |q|, cuja degenerescência em q = 0 é protegida por simetria de inversão e
de reversão temporal (e da mesma forma em K ′). Existem duas formas de quebrar essa
degenerescência: adicionando-se ao Hamiltoniano um termo proporcional a σz ⊗ IK ou a
σz ⊗ τz. Considerando primeiramente o termo proporcional a σz ⊗ IK , teremos:

H =


m ~vf (qx − iqy) 0 0

~vf (qx + iqy) −m 0 0
0 0 m ~vf (−qx − iqy)
0 0 ~vf (−qx + iqy) −m

 . (5.36)

Este termo implica que os átomos dos sítios A e B não são mais idênticos, ou seja, este
termo induz uma quebra de simetria de inversão. Escrevendo este Hamiltoniano na forma
dos Hamiltonianos de massa efetiva, temos

HK = ~vFσ · q +mσz

HK′ = ~vFσ · q′ +mσz.
(5.37)

O espectro de energia deste Hamiltoniano passa a ser E = ±
√
~2v2

F |q|2 +m2, implicando
num gap trivial de 2m nos pontos K e K ′.

Considerando agora o termo proporcional a σz ⊗ τz, teremos:

H =


m ~vf (qx − iqy) 0 0

~vf (qx + iqy) −m 0 0
0 0 −m ~vf (−qx − iqy)
0 0 ~vf (−qx + iqy) m

 (5.38)

e, consequentemente,
HK = ~vFσ · q +mσz

HK′ = ~vFσ · q′ −mσz.
(5.39)
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Este termo mantém a simetria de inversão mas quebra a simetria de reversão temporal.
Note que, neste caso, os Hamiltonianos HK e HK′ possuem massa efetiva de sinais opostos.
Consequentemente os gaps possuem sinais opostos em K e K ′. Este termo está relacionado
com o que foi feito por Haldane, que considerou abrir o gap do grafeno mantendo a simetria
de inversão e quebrando a simetria de reversão temporal com um campo magnético que é
nulo em media, mas possui que a simetria da rede. No trabalho original de Haldane, este
campo magnético foi obtido introduzindo-se um elemento de matriz de hopping imaginário
entre os segundos vizinhos dos sítios do grafeno. Neste caso, Haldane mostrou que o fato
de que as massas efetivas em K e K ′ possuírem sinais opostos leva a um estado de Hall
quântico, apresentando número de Chern C = 1.

Em 2005, foi mostrado que o grafeno pode em princípio gerar o QSHE quando um
gap de energia no cone de Dirac é induzido via acoplamento spin-órbita (SOC) [36]. Para
isso, Kane e Mele consideram um Hamiltoniano tight-binding para p grafeno que fornece
as energias em toda a zona de Brillouin, e não apenas próximo ao ponto de Dirac:

H =
∑
〈ij〉α

tc†iαcjα +
∑
〈〈ij〉〉αβ

it2νijs
z
αβc
†
iαcjβ. (5.40)

Neste Hamiltoniano, o primeiro termo é o termo usual de primeiros vizinhos. o segundo
termo conecta segundos vizinhos com uma amplitude que dependerá da orientação da
ligação entre os segundos vizinhos, idêntico ao que já foi mostrado na equação 3.9.
Semelhante ao que acontece com o termo introduzido por Haldane, a proposta de Kane e
Mele abre as degenerescências do grafeno no ponto K e K ′. Entretanto, como pode ser
visto na figura 20, a interação spin-órbita nas fitas de grafeno com borda zig-zag induzem
o surgimento de bandas extras topologicamente protegidas que conectam os pontos K e
K ′.

Figura 20 – Bandas 1D de uma fita de grafeno com borda zig-zag. Figura extraída da
referência [36]
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Apesar do grafeno possuir todos os ingredientes necessários para ser um isolante
topológico e manifestar o QSHE, a interação spin-órbita no átomo de carbono é muito
pequena, induzindo um gap de apenas 12 µ eV [53], dificultando a sua realização experi-
mental. Portanto, como os próprios Kane e Mele sugeriram, é interessante procurar outros
materiais que possuam acoplamento spin-órbita mais forte que possam exibir este efeito
experimentalmente. Em matéria condensada, as propriedades eletrônicas são obtidas via
cálculos numéricos em geral baseados em primeiros princípios, como a teoria DFT, já que
nem sempre um Hamiltoniano tight-binding de poucos vizinhos consegue ser suficiente.
Tais cálculos podem ser bastante caros e trabalhosos dependendo do sistema a ser tratado.
É imperativo então que haja inovação na teoria de isolantes topológicos de tal forma
que tais cálculos sejam factíveis para sistemas bem mais complexos que o grafeno. Nas
próximas seções, mostraremos a definição do invariante topológico Z2, e algumas maneiras
de obtê-lo sem que seja necessário o cálculo de estruturas de bandas de fitas 1D.

5.5 Invariante Z2 e polarização de reversão temporal
Nesta seção, iremos definir o invariante topológico Z2 baseado na teoria da fase de

Berry para a polarização, desenvolvida por Resta [94,95], King-Smith e Vanderbilt [96].
Primeiramente vamos definir um operador de reversão temporal Θ = UTK, onde UT é uma
matriz unitária e K = K−1 é o operador que quando aplicado a um número complexo,
retorna o seu conjugado. Classicamente, o efeito da reversão temporal é o de reverter o
movimento das partículas, ou seja, inverter o sinal do momento linear. Quanticamente,
para partículas de spin 1/2, o operador irá inverter o momento e o sinal do spin, ou seja,

ΘσiΘ−1 = −σi, com i = x, y, z. (5.41)

Note que, dada a forma das matrizes de Pauli, nós temos que

UTKσxKU
−1
T = UTσxU

−1
T

UTKσyKU
−1
T = −UTσyU−1

T

UTKσzKU
−1
T = UTσzU

−1
T .

Portanto, devemos procurar uma matriz UT que satisfaça

UTσxU
−1
T = −σx

UTσyU
−1
T = σy

UTσzU
−1
T = −σz.

A única matriz unitária capaz disso é o próprio σy. Dessa forma, podemos definir o operador
de reversão temporal Θ como sendo

Θ = eiφσyK, (5.42)
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onde φ é uma fase arbitrária. Note que o momento é ímpar sob reversão temporal, portanto,
a interação spin-órbita é invariante sob esta simetria. Considerando agora um Hamiltoniano
periódico que contenha a interação de spin-órbita, nós temos que

H̃(−k) = ΘH̃(k)Θ−1. (5.43)

Essa identidade implica que as bandas de um sistema periódico que obedeça simetria
de reversão temporal vêm em pares, chamados de pares de Kramer. Essa simetria também
é responsável pela ausência de retroespalhamento. Um fato importante é a existência de
pontos ki = Λi na BZ onde −Λi = Λi + G, sendo G um vetor da rede recíproca. Em
uma zona de Brillouin 2D, sempre haverá quatro destes pontos TRIM [40]. Estes pontos
são chamados de TRIM (do inglês time reversal invariant momenta), e neles ocorrem as
degenerescências dos autoestados de Kramer.

Se considerarmos um sistema unidimensional onde as únicas degenerescências são
devidas aos pares de Kramer, temos que 2N estados podem ser divididos em N pares da
seguinte forma

|uIα,−k〉 = −eiχαkΘ|uIIα,k〉

|uIIα,−k〉 = eiχ
α
−kΘ|uIα,k〉.

(5.44)

Isso permite que a conexão de Berry

A(k) = i
∑
n

〈un,k|∇k|un,k〉 (5.45)

possa ser decomposta da seguinte forma:

A(k) = A(k)I + AII(k), (5.46)

onde
As(k) = i

∑
n

〈usn,k|∇k|usn,k〉 =
∑
n

asn(k). (5.47)

Podemos agora definir a polarização parcial P s como

P s = 1
2π

∫ π

−π
dkAs(k), (5.48)

onde a soma de P I e P II resultará na polarização total Pρ também chamada de polarização
de Resta. A mudança na polarização total que um sistema sofre depois de uma evolução
cíclica adiabática do Hamiltoniano será

Pρ(T )− Pρ(0) = C, (5.49)

onde C é o número de Chern. Para Hamiltonianos que obedecem a relação 5.43, o número
C será necessariamente nulo.
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Um dos interesses interesses desta tese está nos isolantes topológicos classificados
com o invariante topológico Z2. Para a definição deste invariante, vamos calcular a
polarização de reversão temporal PΘ proposta por Fu e Kane [97]:

PΘ = P I − P II = 2P I − Pρ. (5.50)

No cálculo de PΘ, uma matriz muito conveniente é a matriz de reversão temporal dada
por ωnm = 〈un,−k|Θ|um,k〉. Como os autoestados aparecem em pares de Kramer, a forma
matricial de ωnm será

ω =



0 e−iχ
1
k 0 0 · · ·

−e−iχ1
k 0 0 0 · · ·

0 0 0 e−iχ
2
k · · ·

0 0 −e−iχ2
k 0 · · ·

... ... ... ... . . .


(5.51)

Podemos mostrar agora que

aI(−k) = i〈uIn,−k|∇−k|uIn,−k〉 = i〈uIIn,k|Θ−1e−iχ
n
k∇−keiχ

n
kΘ|uIIn,k〉

= −〈uIIn,k|uIIn,k〉
∂

∂k
χnk + i〈uIIn,k|∇k|uIIn,k〉

= aII(k)− ∂

∂k
χnk .

(5.52)

Agora a polarização parcial P I será dada por

P I = 1
2π

∑
n

∫ π

−π
dkaI(k) = 1

2π
∑
n

{∫ π

0
dkaI(k) +

∫ π

0
dkaI(−k)

}

= 1
2π

∑
n

∫ π

0
dk
{
aI(k) + aII(k)

}
− 1

2π
∑
n

∫ π

0
dk

∂

∂k
χnk

= 1
2π

∫ π

0
dkA(k)− 1

2π
∑
n

[χnπ − χn0 ]

. (5.53)

Nos pontos TRIM, a matriz ω possuirá a seguinte propriedade

ω1,2(Λi)ω3,4(Λi) · · ·ω2N−1,2N(Λi) = e
∑N

n
χn(Λi) = Pf [ω(Λi)], (5.54)

onde o Pfaffiano Pf [ω(Λi)] definido para matrizes antisimétricas é dado por

Pf [ω(Λi)]2 = det[ω(Λi)]. (5.55)

Assim, podemos escrever

P I = 1
2π

∫ π

0
dkA(k)− i

2π ln
{
Pf [ω(π)]
Pf [ω(0)]

}
. (5.56)
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Vamos agora escrever a polarização de reversão temporal PΘ como

PΘ = 2P I − Pρ

= 1
π

∫ π

0
dkA(k)− i

π
ln

{
Pf [ω(π)]
Pf [ω(0)]

}
− 1

2π

∫ π

−π
dkA(k)

= 1
π

∫ π

0
dk {A(k)− A(−k)} − i

π
ln

{
Pf [ω(π)]
Pf [ω(0)]

}
.

(5.57)

Pelas propriedades da matriz ω, é possível demonstrar que [97]

PΘ = 1
2π

∫ π

0
dk

∂

∂k
ln{det[ω(k)]}+ 1

iπ
ln

{
Pf [ω(π)]
Pf [ω(0)]

}

= i

2π ln
{
det[ω(π)]
det[ω(0)]

}
+ 1
iπ
ln

{
Pf [ω(π)]
Pf [ω(0)]

}

= 1
iπ
ln

 Pf [ω(π)]Pf [ω(0)]√
det[ω(π)]

√
det[ω(0)]

 .
(5.58)

O argumento deste logaritmo será sempre ±1. Como ln(−1) = iπ, então PΘ = 0 ou 1.
Podemos também reescrever a última equação da seguinte forma

(−1)PΘ = Pf [ω(π)]Pf [ω(0)]√
det[ω(π)]

√
det[ω(0)]

(5.59)

Figura 21 – Estruturas de bandas esquemáticas de duas bordas nos pontos TRIM Λs
a e

Λs
b para um isolante trivial (a esquerda) e um isolante topológico (a direita).

As regiões em azul correspondem às bandas do sistema infinito. O isolante
topológico apresenta uma mudança na polarização de reversão temporal, efeito
que pode ser visto como umas troca de centro de cargas de Wannier na próxima
seção. Figura extraída da referência [98]

Os dois valores possíveis para a PΘ correspondem a dois estados de polarização
diferentes que o sistema se encontra em cada TRIM. O invariante topológico será calculado
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pela diferença de polarização que o sistema adquire depois de passar por uma transformação
cíclica em um certo tempo T . Portanto, iremos escrever Z2 = PΘ(k, t = T )− PΘ(k, t = 0).
Podemos reinterpretar o espaço periódico (k, t) que forma um Torus em 2D como uma
BZ bidimensional (kx, ky) [97]. Assim, poderemos escrever Z2 = PΘ(kx, ky = Gy/2) −
PΘ(kx, ky = 0), ou Z2 = PΘ(kx = Gx/2, ky) − PΘ(kx = 0, ky). Qualquer uma destas
definições irá proporcionar

(−1)Z2 =
∏
i

Pf [ω(Λi)]√
det[ω(Λi)]

. (5.60)

A consequência de dois estados de polarização diferentes pode ser visto na figura 21

5.6 Troca de centro de cargas de Wannier
Mostramos até agora que a topologia da estrutura de bandas é uma característica

fundamental de semicondutores e isolantes. Portanto, é interessante obtermos métodos
para o cálculo de invariantes topológicos em materiais reais no contexto de cálculos de
primeiros princípios. Na seção anterior mostramos o método do Pffafiano em que, no
formalismo de ondas planas, consiste apenas na avaliação dos coeficientes de expansão nos
pontos TRIM do material estudado, como pode ser visto na referência [91]. Entretanto,
este método possui formulação simples apenas no contexto de ondas planas, além de
necessitar de uma base muito bem descrita, o que pode ser um problema para sistemas
grandes.

Uma outra maneira mais óbvia para se obter a topologia de materiais 2D, seria
o cálculo da estrutura de bandas nas bordas, como foi primeiro mostrado por Kane e
Mele para o grafeno [36]. No contexto de cálculos de primeiro princípio, ao se criar uma
borda num material 2D cria-se um vácuo na direção perpendicular a borda devido às
condições periódicas de contorno. Como já sabemos que o vácuo, no contexto da equação
de Dirac, é um isolante trivial, estados metálicos aparecerão nas bordas dos isolantes
topológicos. Apesar deste método ser decisivo, a demanda computacional pode ser muito
grande dependendo do problema, já que não se sabe, por exemplo, as distâncias entre as
bordas do material de tal forma que não haja interação entre elas.

Fu e Mele já demonstraram [99] que para materiais que possuem simetria de
inversão, pode-se calcular o invariante Z2 obtendo-se os autovalores do operador paridade
ξ = ±1 de todas as bandas ocupadas nos pontos TRIM. O invariante topológico é então
definido da seguinte forma

(−1)Z2 =
TRIM∏

i

δi, onde δi =
N∏
m

ξ2m(Λi). (5.61)

Neste caso, os únicos valores possíveis para o invariante topológico Z2 será 0, indicando
um isolante trivial, ou 1, indicando um isolante topológico. Apesar deste método ser um
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dos mais simples e confiáveis para a obtenção do invariante Z2, ele só pode ser aplicado
para materiais que possuem simetria de inversão.

Existem outros métodos mais gerais que não trataremos explicitamente no escopo
desta tese, mas que possuem vantagens e desvantagens dependendo do problema ser tratado.
Por exemplo: por argumentos baseados em teoria de grupos, há uma inversão entre as
bandas de valência e de condução ao se incluir correções relativísticas de spin-órbita se o
material for isolante topológico [100]. Entretanto, se o material sofrer forte hibridização,
haverá uma grande mistura de estados, dificultando a visualização de tal inversão.

Nesta seção, mostraremos o método desenvolvido por Soluyanov e Vanderbilt
[101,102], baseado na troca de pares das funções de Wannier durante um ciclo de reversão
temporal. Este método tem-se mostrado como um dos mais eficazes para o cálculo de
invariantes topológicos de materiais 2D, já que não possui limitações de simetrias ou da
hibridização do material considerado. Além disso, o esforço computacional necessário é
bem menor do que o cálculo explicito das bandas de borda, já que requer apenas os cálculos
da geometria e das bandas do material na sua forma 2D.

5.6.1 Funções de Wannier

Os estados cristalinos em geral são bem representados por funções de Bloch
|ψn,k〉 = e−ik·r|un(r)〉, que são funções delocalizadas no espaço real e localizadas no espaço
recíproco. Entretanto, dependendo do problema, é interessante o uso de outra representação
em que as funções sejam localizadas no espaço real. Uma possível proposta de função
localizada foi feita por Wannier, considerando as transformadas de Fourier das funções
de Bloch. Assim, as funções de Wannier (WF, Wannier functions) wn(r−R) = 〈r|Rn〉,
como ficaram conhecidas, assumem a seguinte forma

|Rn〉 = V

(2π)d
∫
BZ

e−ik·r|ψn,k〉dk, (5.62)

onde d é a dimensionalidade do sistema, V é o volume da célula unitária. O vetor R
localiza a célula unitária em que a WF é definida e n distingue as diferentes WFs.

Uma das vantagens das WFs vem da definição dos centros de cargas de Wannier
(WCC, Wannier charge centers) como sendo o centro de massa das WFs:

r̄n = 〈0n|r|0n〉, (5.63)

onde r é o operador posição. Para sistemas em que a carga eletrônica é localizada, como
no caso de isolantes, podemos interpretar que o WCC está bem próximo do centro de
massa da densidade eletrônica do material. Entretanto, sabe-se que as propriedades de
localidade das WFs podem ser bem diferentes dependendo da escolha de gauge ao se obter
as funções de Bloch |ψn,k〉.
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A dependência das propriedades das WFs com a escolha de gauge foi estudada por
Marzari e Vanderbilt, que concluíram que o efeito do gauge pode ser eliminado minimizando
a seguinte propagação quadrática:

Ω =
N∑
n=1

[
〈0n|r2|0n〉 − 〈0n|r|0n〉2

]
, (5.64)

que nada mais é do que a medida de delocalização da WF no espaço real. É possível
separar essa propagação quadrática em Ω = ΩI + Ω̄ com

ΩI =
N∑
n=1

[
〈0n|r2|0n〉 −

N∑
m=1

∑
R
〈Rm|r|0n〉2

]
(5.65)

sendo a parte invariante sobre mudança de gauge e

Ω̄ =
N∑
m=1

∑
Rm6=0n

〈Rm|r|0n〉2 (5.66)

sendo a parte variante. Considerando o caso unidimensional, podemos construir as WFs
como sendo autovetores do operador posição projetado PxP |0n〉 = x̄n|0n〉, então

〈Rm|x|0n〉 = 〈Rm|PxP |0n〉 = x̄nδ(R)δmn. (5.67)

Com isso, Ω̄ = 0, eliminando a parte dependente do gauge da WFs. Em dimensões maiores
o problema é mais complicado, já que os operadores PxP , PyP e PzP não comutam
entre si, tornando impossível zerar Ω̄ escolhendo um conjunto de autovetores em comum.
Neste caso, é preciso procurar uma escolha de gauge que forneça o menor valor de Ω̄. As
WFs construídas sob esse critério de minimização são denominadas de funções de Wannier
maximamente localizadas (MLWF, maximally localized Wannier functions).

A facilidade de se construir MLWFs em 1D nos leva a definir funções chamadas
de funções de Wannier híbridas (HWF, hybrid Wannier function). As HWFs serão ma-
ximamente localizadas em uma direção e delocalizadas nas outras. Em outras palavras,
definimos

|n; lx, ky, kz〉 = ax
2π

∫ π/ax

−π/ax
e−ikxlxax|ψn,k〉dkx, (5.68)

onde lx ∈ Z e ax é a constante de rede ao longo da direção x. Essas funções podem
ser interpretadas como as WF de um sistema unidimensional conectado aos parâmetros
externos ky e kz. É possível também definir as WCCs com as HWFs, que, como já foi
demonstrado por Blount, pode ser escrita em termos da conexão de Berry:

x̄n(ky, kz) = 〈n; 0, ky, kz|rx|n; 0, ky, kz〉 = ax
2π

∫ π/ax

−π/ax
dkxAn(kx, ky, kz). (5.69)

Uma transformação de gauge do tipo |u′nk〉 = eikma|unk〉 irá resultar em um deslocamento
do WCC por um vetor de rede: x̄′n = x̄n +ma. Em se tratando de um grupo isolando de
bandas, a soma de todos os WCCs será independente do gauge a menos de um vetor de
rede, sendo relacionada com a polarização elétrica:

Pe = e
∑
n

x̄n, (5.70)
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5.6.2 Número de Chern e invariante Z2 via funções híbridas de Wannier

Imaginemos um sistema 2D com uma única banda ocupada. Podemos construir
uma HWF para essa banda e obter x̄(ky) (ou alternativamente ȳ(kx)). Assim, se o calibre
é contínuo em ky, x̄(ky) irá evoluir continuamente de ky = −π/ay para ky = π/ay, como
pode ser visto na figura 22. Note que a HWF nos permite interpretar o sistema 2D como
um sistema 1D que depende de um parâmetro externo ky. Assim, a evolução de x̄(ky)
será um processo cíclico, e a posição de x̄(ky) deve estar localizada no mesmo ponto da
circunferência depois do processo cíclico. Note, entretanto, que a evolução pode ser feita em
rotas diferentes. Essas diferentes rotas podem ser topologicamente distintas dependendo
de como a x̄(ky) dá a volta ao círculo. Esta volta, conhecida como enrolamento, é igual a
quantidade de carga bombeada de um lado a outro de um sistema 1D.

Figura 22 – Figura esquemática da dependência de x̄ com ky. Em (a) temos C = 0 e em
(b) temos C = 1. Imagem extraída da referência [101]

Da equação 5.69, nós temos que

x̄(π/ay)− x̄(−π/ay) = ay
2π

{∮
Ax(ky = π/ay)dkx −

∮
Ax(ky = −π/ay)dkx

}
. (5.71)

Esta expressão pode ser imaginada como sendo integrada sobre as condições periódicas
de um cilindro, em que há periodicidade em uma direção, kx, e não há na outra, ky.
Entretanto, se o gauge em ky for contínuo, podemos escrever

x̄(π/ay)− x̄(−π/ay) = ay
2π

∫
BZ

dkxdky[∇KA]z = ay
2π

∫
dkxdkyF. (5.72)

A integral acima é exatamente a definição do número de Chern feita na equação 5.32,
a menos de um fatos 2π. Portanto, concluímos que o deslocamento de WCC nos dá o
número de Chern do sistema. Essa relação está mostrada esquematicamente na figura
22. Em (a), o WCC volta para o local inicial depois da evolução dentro da mesma célula
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unitária sem dar a volta ao círculo, e o número de Chern associado será C = 0, retratando
o comportamento de um isolante trivial. Já na figura (b), o WCC desloca-se em uma célula
unitária dando a volta no círculo e resultando em C = 1.

Note que, pela definição do cristal 2D, também existem condições periódicas de
contorno para ky. Poderíamos então nos perguntar por que não escolher um gauge que seja
suave em todo o torus (kx, ky), ao invés de escolher apenas no intervalo (−π/ay, π/ay).
Entretanto, já foi provado que para isolantes em que C 6= 0, este gauge não existe. Portanto,
um número de Chern diferente de zero implica na impossibilidade de escolha de um gauge
suave em toda a BZ. Essa informação é semelhante à feita na seção, com respeito a
construção de conexões de Berry suaves.

Figura 23 – A esquerda temos as vistas superior e lateral do GeI, onde um losango repre-
senta a célula unitária. A direita temos a evolução dos WCCs normalizados.
A linha vermelha foi traçada arbitrariamente, e cruza a curva de evolução dos
WCCs uma vez, mostrando que o material é um isolante topológico

De maneira semelhante ao que foi feito para o número de Chern, podemos definir o
invariante topológico Z2 em termos das WCCs da seguinte forma:

Z2 =
∑
α

[x̄Iα(π/ay)− x̄IIα (π/ay)]−
∑
α

[x̄Iα(0)− x̄IIα (0)], (5.73)

onde x̄Iα e x̄IIα podem ser definidos da mesma forma que foi mostrado na seção 5.5. Essa
forma exige que o gauge seja suave em ky e que mantenha a simetria de reversão temporal.
Para obter o valor do invariante topológico Z2, podemos fazer o gráfico das WCCs obtidas
via cálculo das funções de Wannier híbridas maximamente localizadas em função de ky
e analisar a evolução do WCCs. Para ilustrar este método, apresentamos na figura 23
o gráfico da evolução dos WCCs para o isolante topológico GeI, que apresenta um gap
induzido por SOC de 30 meV [50,91]. Escolhemos este material como protótipo para exibir
como analisar a evolução dos WCCs porque é um material pequeno, contendo apenas
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quatro átomos na célula unitária, e apresenta um grande gap SOC, o que torna os cálculos
numéricos triviais. O valor de Z2 é atribuído pelo número de vezes que uma linha arbitrária
cruza a evolução dos WCCs. Um número ímpar de vezes, como é ilustrado na figura 23,
corresponde a Z2 = 1, enquanto que um número par de vezes corresponde a Z2 = 0.
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6 Topologia da estrutura eletrônica de MOFs
bidimensionais

As classes de MOFs bidimensionais apresentadas até agora nessa tese, em geral, são
semi condutores de gap pequeno, ou metálicos. Entretanto, todos os MOFs apresentados
aqui apresentam gaps nas respectivas estruturas de bandas induzidas via acoplamento
spin-órbita, o que é um forte indício de que tais materiais possam ser isolantes topológicos
a menos de algum ajuste no nível de Fermi via dopagem eletrostática. De fato, esse já foi
um tema de diversos outros trabalhos teóricos recentes [16–22]. Vale lembrar que também
há abertura de gaps via quebra de simetria, como no exemplo do Cu3(HITP)2. Entretanto,
o acoplamento spin-órbita do átomo de Cu não é o suficiente para induzir uma inversão
de bandas nos gaps, implicando que os gaps que surgem devido quebras de simetria no
Cu3(HITP)2 são triviais.

Neste capítulo, mostraremos resultados obtidos para a classe de MOFs M3C12S12,
cuja estrutura de bandas já foi apresentada em seções anteriores na figura 7 para M=Ni.
Como já foi dito, o Ni3C12S12 já foi sintetizado anteriormente na forma de monocamadas [24],
e a não trivialidade do gap na banda kagomé já foi descrita teoricamente [17]. Aqui,
pretendemos mostrar nossos cálculos realizados considerando também a troca dos átomos
de Ni por Pt, o que resulta em um aumento significativo nos gaps induzidos via acoplamento
spin-órbita. Além disso, mostraremos uma nova classe de MOF construída a partir do
empilhamento dos MOFs M3C12S12, como pode ser visto nas figuras esquemáticas 24
(a) e (b), formando bicamadas. Os nossos resultados para essa nova classe de MOF
foram publicados na Journal of Physics: Condensed Matter [55]. Esse empilhamento foi
primeiramente proposto por Shojaei e Kang [52]. onde diversas formas de empilhamento e
distâncias foram testadas para o Ni3C12S12. Nesta parte da tese, também estudamos via
cálculo de primeiros princípios o surgimento dos canais de condução quirais nas bordas
dos MOFs M3C12S12, tanto na forma de monocamadas quanto de bicamadas. Para isso,
fizemos cortes nas estruturas bidimensionais obtidas da forma como indicada na figura
esquemática 24 (c), produzindo fitas, e passivamos as ligações pendentes nas bordas com
átomos de hidrogênio.

6.1 Propriedades eletrônicas e topológicas das estruturas 2D
O cálculo de invariantes topológicos, um dos pontos principais desta tese, em

geral é factível apenas via códigos que utilizam métodos de onda plana, como o VASP
[73,74], por exemplo. Portanto, fizemos todos os nossos cálculos com o funcional PBE [26]
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Célula unitária da monocamada 

Célula unitária da bicamada

Célula unitária da �ta de monocamada ou bicamada

Estrutura da borda Estrutura da bordaEstrutura 2D

Figura 24 – Representação esquemática das células unitárias do MOF M3C12S12 na forma
de monocamadas (a) e bicamadas (b), onde o M vermelha representa a posição
do metal de transição, sendo Ni ou Pt. Em (c) mostramos o corte feito nas
estruturas monocamada e bicamada para a construção de fitas. As ligações
abertas das bordas são passivadas com hidrogênios

implementando no código VASP, onde utilizamos um raio de corte de 500 eV e kgrid 2x2x1
via esquema de Monkhorst-Pack [78] (dobramos o kgrid para o cálculo das propriedades
eletrônicas e das paridades). Os critérios de convergência no ciclo auto-consistente e
na força foram de 10−6 eV e 0,01 eV/Å, respectivamente. Primeiramente relaxamos as
estruturas das monocamadas, onde uma camada de vácuo de 20 Å foi adicionada ao longo
da direção normal das camadas para evitar interação entre camadas vizinhas. Então, as
bicamadas foram construídas a partir do empilhamento de duas camadas idênticas de
Ni3C12S12 ou Pt3C12S12. Aqui, consideramos dois tipos diferentes de empilhamento: AA,
ou eclipsado, onde uma se sobrepõe a outra exatamente, e AB, onde uma camada é girada
de 60o em relação a outra. Nossos resultados mostram que a configuração AA é favorável
para ambas bicamadas de Ni3C12S12 e Pt3C12S12.

Na figura 25 (a) mostramos a vista superior da geometria relaxada da monocamadas
de Ni3C12S12, cujo parâmetro de rede é 14,63 Å. A estrutura obtida para a monocamada
de Pt3C12S12 é semelhante ao da figura 25 (a), a menos de um pequeno aumento no
parâmetro de rede, que agora passa a ser de 15,07 Å. Devido à configuração eclipsada
das bicamadas construídas aqui, a vista superior das monocamadas e bicamadas são
indistinguíveis. Entretanto, a vista lateral da bicamada de Ni3C12S12 na figura 25 (b)
mostra que cada camadas possui uma estrutura distorcida devido à diferentes distâncias
entre os átomos de camadas diferentes. As distâncias entre os átomos S-S (verde), C-C
(amarelo) e Ni-Ni (azul), indicadas na figura 25 (b), possuem comprimentos de 3,10,
3,25 e 2,76 Å, respectivamente. A mesma configuração foi obtida para a bicamadas de
Pt3C12S12, onde as distâncias S-S, C-C e Pt-Pt são 3,13, 3,28 e 2,79 Å, respectivamente.
Além disso, os parâmetros de rede das bicamadas se mostraram ligeiramente maiores do
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Figura 25 – (a) Vista superior da estrutura otimizada da monocamadas de Ni3C12S12, onde
o losango é a célula unitária. A vista superior da bicamada de Ni3C12S12 é quase
idêntica, mas a vista lateral de sua célula unitária em (b) revela sua estrutura
ligeiramente distorcida. As linhas que conectam as camadas correspondem as
distâncias S-S (verde), C-C (amarelo) e Ni-Ni (azul), cujos tamanhos estão
indicados no texto. As geometrias das monocamadas e bicamadas de Pt3C12S12
são quase idênticas às obtidos para o Ni3C12S12

que os parâmetros obtidos para as correspondentes monocamadas, sendo 14,69 Å para
a bicamada de Ni3C12S12 e 15,11 Å para a bicamada de Pt3C12S12. Se a deformação
não-planar de cada camada for desconsiderada, isto leva a modificações na estrutura
eletrônica das bicamadas [103].

No caso dos sistemas na configuração de bicamadas, nós realizamos cálculos adi-
cionais considerando interações van der Walls (vdW) através do funcional optB86b-
vdW [104–106], implementado no código VASP. As constantes de rede obtidas com esse
funcional são ligeiramente menores do que as obtidas com o funcional PBE (cerca de
0,5% menores para ambas as bicamadas). Uma redução similar é observada nas distâncias
interatômicas quando a interação de vdW é considerada: as distâncias S-S, C-C e Ni-Ni na
bicamada de Ni3C12S12 são 3,02, 3,12 e 2,66 Å, respectivamente, enquanto que na bicamada
Pt3C12S12 as distâncias S-S, C-C e Pt-Pt são 3,07, 3,15 e 2,76 Å, respectivamente. Em
ambas bicamadas, as distâncias C-C são 4% menores do que as obtidas com PBE, enquanto
que as distâncias S-S e metal-metal (Ni-Ni e Pt-Pt) são 1% menores. Estes resultados
implicam que as geometrias das bicamadas não são significantemente afetadas quando as
interações vdW são consideradas, comparadas com geometrias obtidas com o funcional
PBE, então, consequentemente, as suas respectivas estruturas eletrônicas também não
serão afetadas.

As estruturas de bandas dos Ni3C12S12 e Pt3C12S12 na forma de monocamadas
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Monocamadas Bicamadas

Figura 26 – Em (a) e (b) temos as estruturas de bandas obtidas para as monocamadas de
Ni3C12S12 e Pt3C12S12, respectivamente. Em (c) e (d) temos as estruturas de
bandas obtidas para as bicamadas de Ni3C12S12 e Pt3C12S12, respectivamente

e bicamadas estão mostradas nas figuras 26 (a) e (b). As monocamadas de Ni3C12S12 e
Pt3C12S12 são semicondutores com gap indireto de 85 e 86 meV, respectivamente. Como já
foi mostrado anteriormente, as três bandas de condução mais baixas da monocamadas de
Ni3C12S12 são análogas às três bandas de uma rede kagomé, onde aparecem gaps induzidos
via acoplamento spin-órbita nos pontos Γ e K. Como já mostrado anteriormente para
outra classe de MOFs, a troca dos átomos de Ni por Pt não altera qualitativamente a
estrutura de bandas dos sistemas. Entretanto, os efeitos do acoplamento spin-órbita no
átomos de Pt são bem maiores devido ao seu grande peso atômico, o que leva à gaps da
ordem de 4 vezes maior do que os obtidos com átomos de Ni.

Nas figuras 26 (c) e (d) mostramos os efeitos nas estruturas de bandas induzidos
pelo empilhamento AA de duas camadas idênticas de MOF. As bicamadas de Ni3C12S12

e Pt3C12S12 são semicondutores de gaps diretos 162 e 216 meV , respectivamente, mais
que o dobro dos gaps obtidos para as respectivas monocamadas. A mudança qualitativa
mais interessante obtida está nas primeiras bandas de condução: enquanto no caso das
monocamadas eram três bandas, como discutido no parágrafo anterior, as bicamadas
apresentam um par de bandas isoladas muito semelhantes às bandas de um grafeno
hipotético com gap induzido via acoplamento spin-órbita.

Apesar dos MOFs Ni3C12S12 e Pt3C12S12 na forma de monocamadas e bicamadas
apresentarem gaps induzidos por spin-órbita nas suas estrutura de bandas, estes materiais
não são naturalmente candidatos a serem isolantes topológicos. Isso se deve ao de que
em ambos os casos, o nível de Fermi atravessa as bandas em gaps triviais, o que acarreta
em um invariante topológico Z2 = 0. Entretanto, note que ambos materiais na forma de
monocamadas e bicamadas apresentam um gap induzido por SOC logo acima da primeira
banda de condução. Assim, a dopagem eletrostática de 2 elétrons por célula unitária
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é suficiente para elevar o nível de Fermi para esse gap, sem alterações quantitativas e
qualitativas nas estruturas de bandas, principalmente próximo ao ponto K, como mostrado
na figura 27. Nestas condições, os MOFs Ni3C12S12 e Pt3C12S12 na forma de monocamadas
e bicamadas apresentam todos os ingredientes necessários para serem classificados como
isolantes topológicos. A seguir vamos mostrar os dois métodos aplicados pra o cálculo do
invariante topológico Z2.

Monocamadas Bicamadas

Figura 27 – Em (a) e (b) temos as estruturas de bandas obtidas para as monocamadas de
Ni3C12S12 e Pt3C12S12 dopados com 2e− em cada célula unitária, respectiva-
mente. Em (c) e (d) temos as estruturas de bandas obtidas para as bicamadas
de Ni3C12S12 e Pt3C12S12 dopados com 2e− em cada célula unitária, respecti-
vamente. Em (e) mostramos a primeira zona de Brillouin (BZ) de uma rede
hexagonal, onde evidenciamos os pontos TRIM Γ, M1, M2 e M3

Na figura 28 mostramos que as estruturas monocamada e bicamada do Ni3C12S12

são centro simétricas, ou seja, são simétricos em relação à origem do sistema de coordenadas.
No caso da monocamada em 28 (a), é fácil ver que qualquer vetor r que indica a posição
de um átomo em r = (x, y) terá um correspondente na posição r′ = (−x,−y). Da mesma
forma podemos afirmar isso ao analisar para a bicamada de Ni3C12S12 visto de cima, como
mostrado em 28 (b). Na vista lateral da bicamadas, note que uma camada é espelhada em
relação a outra. Essa imagem se dá como se houvesse um espelho no plano xy. Portanto,
como já existe uma simetria de inversão no plano xy, podemos afirmar que qualquer
vetor r que indica a posição de um átomo em r = (x, y, z) terá um correspondente na
posição r′ = (−x,−y,−z). Estas simetrias nos permitem obter o aspecto topológico desses
materiais como foi apresentado no início da seção 5.6. Para isso, bastou obter os autovalores
ξ = ±1 do operador paridade de todas as bandas ocupadas nos quatro pontos TRIM Λi

indicados na figura 27 (e): Γ = (0, 0), M1 = (0, 1/2), M2 = (1/2, 1/2) e M3 = (1/2, 0).
Com esses autovalores realizamos o seguinte cálculo:

δi =
N∏
m=1

ξ2m(Λi). (6.1)



Capítulo 6. Topologia da estrutura eletrônica de MOFs bidimensionais 81

Monocamada

Bicamada

Figura 28 – Estruturas monocamada (a) e bicamada (b) do Ni3C12S12. Em cada figura a
origem do sistema de coordenadas está no centro de inversão de cada estrutura.

O invariante topológico é então obtido através do produto de todos os δi:

(−1)Z2 =
∏
i

δi. (6.2)

No caso das monocamadas de Ni3C12S12 e Pt3C12S12, nós obtemos δ = +1, −1, −1 e
−1 para os pontos Γ, M1, M2 e M3, respectivamente, enquanto que para as bicamadas
obtemos δ = −1, +1, +1 e +1, ambos os casos resultando no invariante topológico não
trivial Z2 = 1 Portanto, os MOFs Ni3C12S12 e Pt3C12S12 nas formas de monocamadas e
bicamadas são isolantes topológicos quando são dopados com 2e− por célula unitária.

Também obtivemos o invariante Z2 via evolução dos centros de carga de Wannier
(WCC), como apresentado na seção 5.6. Este cálculo foi realizado utilizando o software
Z2pack [107], baseado na metodologia desenvolvida por Soluyanov e Vanderbilt [102]. Na
figura 29 (a) e (b), mostramos os resultados obtidos para o Pt3C12S12 +2e− na forma de
monocamadas e bicamada, respectivamente. O invariante topológico Z2 pode ser obtido a
partir do número de cruzamentos que uma linha arbitrária faz ao passar pelas curvas de
WCC. Como já foi mencionado anteriormente, um número ímpar de cruzamentos implica
em Z2 = 1 e um número par implica em Z2 = 0. Nos casos apresentados nas figuras
29 (a) e (b), a linha vermelha traçada arbitrariamente cruza a curva de WCC uma vez,
mostrando que o MOF 2D dopado Pt3C12S12 +2e− é isolante topológico, tanto na forma
de monocamada e bicamada. A fim de comparação, mostramos na figura 29 (c), o cálculo
da evolução dos WCCs para a monocamada de Pt3C12S12, porém sem a dopagem de
dois elétrons. Note que neste caso a linha vermelha não cruza nenhuma curva de WCC,
mostrando que o material sem dopagem é um isolante trivial.
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Monocamada Bicamada Monocamada

Figura 29 – Curvas de evolução das WCCs normalizadas para a monocamada (a) e bica-
mada (b) de Pt3C12S12 considerando a dopagem de 2e− por célula unitária,
mostrando que ambos sistemas são isolantes topológicos quando consideradas
as dopagens. Em (c) temos o mesmo gráfico para a monocamada de Pt3C12S12
sem a dopagem, mostrando que o material é um isolante trivial. As linhas
vermelhas foram traçadas arbitrariamente

6.2 Propriedades eletrônicas das fitas
Nesta seção, iremos mostrar o aparecimento dos estados quirais nas bordas dos

MOFs Ni3C12S12 e Pt3C12S12 nas formas de monocamada e bicamada. As estruturas que
mostraremos a seguir foram obtidas utilizando o programa SIESTA [71], onde utilizamos
o potencial de troca-correlação PBE [26] com a base DZP. os pseudos potenciais utilizados
são os relativísticos de norma conservada de Troullier-Martins na forma não local de
Kleinman-Bylander [77]. A integração no espaço real foi definida pelo raio de corte de 400
Ry. Todas as estruturas foram relaxadas até que a maior força existente fosse menor do que
0,01 eV/Å, e o critério de convergência utilizado no ciclo SCF foi 10−5 eV. Na otimização
das geometrias, a amostragem do espaço recíproco foi feita com kgrid de 2x1x1 via esquema
de Monkhorst-Pack [78]. Um kgrid duas vezes mais denso foi utilizada no cálculo das
estruturas de bandas, onde os efeitos de acoplamento spin-órbita foram considerados [76].

Na figura 30 (a), mostramos a célula unitária da fita da monocamada Ni3C12S12,
cuja largura é aproximadamente 8 vezes maior do que o parâmetro de rede da monocamada
2D de Ni3C12S12. Também mostramos a estrutura da fita de monocamada replicada na
direção x, a fim de mostrar a estrutura da fita de maneira geral. Na figura 30 (b), mostramos
a célula unitária da fita da bicamada de Ni3C12S12, cuja largura agora é aproximadamente
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12 vezes maior do que o parâmetro de rede da bicamada 2D de Ni3C12S12. No caso da
bicamada, também mostramos um zoom na vista lateral da fita, mostrando que as pontas
hidrogenadas tendem a se afastar ligeiramente. Note que a estrutura da célula unitária
da fita de bicamada, bem como a sua estrutura replicada na direção x, são idênticas
as estruturas obtidas para a bicamada. Isso se deve ao fato de que o empilhamento das
camadas idênticas de Ni3C12S12 se dá de forma eclipsada. Para evitar redundâncias, não
colocamos as estruturas obtidas para o MOF Pt3C12S12, pois possuem formas estruturais
idênticas às já mostradas na figura. Tanto para o caso do Ni3C12S12 quanto para o Pt3C12S12,
na forma de monocamada e bicamada, consideramos o mesmo número de replicação para
criar as respectivas fitas.

Fita de Monocamada

Fita de Bicamada

Figura 30 – Estruturas das monocamadas (a) e bicamadas (b) de Ni3C12S12. A esquerda
mostramos a célula unitária das estruturas, onde no caso das bicamadas
incluímos a vista de cima e uma vista lateral da borda da fita. A direita
mostramos as fitas replicadas algumas vezes na direção de periodicidade por
motivos de ilustração.

Nas figuras 31 (a) e (b) estão as estruturas de bandas obtidas para as fitas de
monocamada e bicamada, respectivamente. As geometrias utilizadas para os cálculos das
bandas são as geometrias mostradas na figura 30. A escala de energia utilizada no gráfico
das estruturas de bandas mostram apenas as primeiras bandas acima do nível de fermi,
correspondendo às bandas mostradas na figura 27 para as estruturas 2D. Para ambos
sistemas na forma de monocamada e bicamada, os resultados mostram um conjunto de
bandas que correspondem ao respectivo sistema infinito 2D, que irá depender de quantas
vezes a célula unitária foi replicada para a construção da fita, com o aparecimento de
bandas extras cruzando os gaps não triviais induzidos por interação SOC nos sistemas 2D,
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Fitas de Monocamadas

Fitas de Bicamadas

Figura 31 – Estruturas de bandas obtidas para os MOFs Ni3C12S12 e Pt3C12S12 nas formas
de fita de monocamada (a) e fita de bicamada (b).

conectando os pontos K e K ′ da zona de Brillouin. Estes estados extras, grifados em azul
claro nas figuras, são os estados de bordas protegidos pela simetria de reversão temporal,
que se cruzam no ponto π/a da zona de Brillouin 1D, onde a é a respectiva constante
de rede. Como já foi mencionado algumas vezes ao longo deste trabalho, as estruturas
de bandas dos MOFs 2D Ni3C12S12 e Pt3C12S12 nas formas de monocamada e bicamada
obtidos via cálculos DFT são semelhantes às bandas obtidas via tight-binding para as
redes kagomé e honeycomb, respectivamente. Na figura 32 (a) mostramos que também é
possível reproduzir a estrutura de bandas característica das fitas das monocamadas de
Ni3C12S12 e Pt3C12S12 através de um modelo tight-binding, onde o corte na rede é feita
ao longo da borda indicada na figura. O Hamiltoniano para a fita kagomé foi construído
utilizando o Hamiltoniano da equação 3.9, proposto por Kane e Mele [36]. No caso das
fitas de bicamada, a estrutura de bandas característica é semelhante à estrutura de bandas
obtida através do modelo de Kane e Mele para a rede honeycomb cortada ao longo da
direção zig-zag [36]. Na figura 32 (b) mostramos a estrutura de bandas da fita honeycomb,
onde a borda zig-zag também é mostrada.

Por último, lembramos que as estruturas de bandas das bicamadas de Ni3C12S12 e
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Figura 32 – Bandas obtidas através do Hamiltoniano tight-binding de primeiros vizinhos
para fitas produzidas a partir das redes kagomé (a) e honeycomb (b).

Figura 33 – Em (a) e (b) estão as estruturas de bandas da bicamada de Pt3C12S12 obtidas
para a fita de largura 65 Å em (c) (aproximadamente 4 vezes maior do que o
parâmetro de rede do respectivo sistema 2D). As cores azul e vermelho em
(b) representam as contribuições dos spins up e down, respectivamente, para
as bandas da borda

Pt3C12S12 descritas na figura 31 (b) se referem a fitas de 170 Å de largura, tal como a
estrutura mostrada na figura 30 para o Ni3C12S12. Na figura 33 (a) mostramos a estrutura
eletrônica da fita da bicamada de Pt3C12S12 com largura de 65 Å, correspondendo à uma
fita com apenas uma repetição da célula unitária ao longo da direção perpendicular a
direção periódica da fita. Surpreendentemente, esta largura já é suficiente para exibir os
estados quirais na borda, como mostrado na figura 33 através da projeção dos spins na
estrutura eletrônica em 33 (b). Esta projeção, feita nos átomos que compõem a borda da
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fita, revela que elétrons com spins opostos (up ou down) percorrem a borda do material
em direções também opostas, mostrando que a componente de spin é acoplada com o
momento k na borda. Além disso, note que os dois gráficos apresentados na figura 33 (b)
correspondem às diferentes bordas mostradas na figura 33 (c). Isso implica que as bandas
nas bordas possuem polarização de spin diferente.

6.3 Efeitos do campo elétrico
Como foi mostrado na figura 28, as bicamadas 2D de Ni3C12S12 e Pt3C12S12 são

centro simétricos. Uma maneira de se quebrar esta simetria de inversão é aplicando um
campo elétrico na direção z, perpendicular ao plano das fitas. Dessa forma, cada camada
que forma a bicamada estará num potencial elétrico diferente. As figuras 34 (a) e (b) a
esquerda mostram que um campo elétrico εz na bicamada de Pt3C12S12 2D promovem
um desdobramento nas bandas do tipo grafeno. Próximo ao ponto K, os campos elétricos

Bicamada

Bicamada

Bicamada (zoom)

Bicamada (zoom)

Modelo

Modelo

Fita

Fita

Figura 34 – Estruturas de bandas das bicamadas de Pt3C12S12 considerando campos
elétricos perpendiculares de εz = 0,5 (a) e εz =1,5 eV/Å(b). Em cada caso,
mostramos as estruturas de bandas da bicamada e um zoom próximo ao
ponto K. Mostramos também as bandas obtidas utilizando a equação 6.4, e
as bandas das fitas da bicamada de Pt3C12S12, onde também consideramos
os mesmo valores de campo elétrico. As faixas em azul claro indicam os gaps
SOC globais

induzem uma separação das bandas do tipo Bychkov-Rashba [53,54], reduzindo o valor
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global do gap induzido por SOC de 20 para 13 meV quando εz = 0,5 eV/Å. Quando
εz = 1,5 eV/Å, a separação Bychkov-Rashba é intensificada: enquanto um par de bandas
possui um dispersão quase linear e se tocam no ponto K, o outro par de bandas possuem
dispersão parabólica e estão separadas por um gap de 40 meV. Na figura 35 mostramos que
para ambos as bicamadas de Ni3C12S12 e Pt3C12S12, o gap SOC global tem um decaimento
linear com respeito ao campo elétrico εz aplicado.

 0
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Pt3 C12 S12
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Figura 35 – Evolução dos gaps g globais induzidos por acoplamento spin-órbita com
respeito ao campo elétrico perpendicular aplicado

Essa fenomenologia induzida por campos elétricos na vizinhança de K pode ser
descrita pelo seguinte Hamiltoniano efetivo [53,54]:

Heff = ~vFσ · q + λIσzsz + λBR(σ × s)z, (6.3)

onde vF é a velocidade de Fermi, q é o vetor de onda de um elétron medido a partir de
K, λI é a força da interação SOC intrínseco proposta por Kane e Mele, e λBR é a força
da interação SOC extrínseca de Bychkov-Rashba [54]. Este Hamiltoniano leva à seguinte
expressão analítica para as quatro bandas próximas aos pontos K:

Eµν = µλBR + ν
√
~2v2

F q
2 + (λBR + λI)2, (6.4)
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onde ν, µ = ±1. O gap global será dado por g = −2λBR+2λI . Além disso, o comportamento
linear mostrado na figura 35 sugere a definição de uma susceptibilidade χ dada por
λBR = χε, que será uma característica intrínseca de cada bicamada apresentada aqui. Com
isso, o gap global é então dado por g = −2χε+2λI . Via ajuste linear dos gráficos mostrados
na figura evolution-gap, obtemos χ =7,1 meV ÅV −1 e λ =10.0 meV para o Pt3C12S12,
enquanto que para o Ni3C12S12 obtemos χ =1,0 meV ÅV −1 e λ =2,2 meV. Nos painéis do
meio das figura 34 (a) e (b), estão apresentados os gráficos da expressão 6.4 utilizando os
parâmetros obtidos para a bicamada de Pt3C12S12 com ~vF =0,5 eVÅ, mostrando que o
modelo provê um excelente descrição do comportamento das bandas próximo ao ponto
K. Os mesmos comportamentos são obtidas para a bicamada de Ni3C12S12 com ~vF =0,4
eVÅ.

Nas figuras 34 (a) e (b) a direita, mostramos as estruturas de bandas da bicamada
de Pt3C12S12 na forma de fitas. O campo elétrico de εz = 0,5 eV/Å leva a uma separação
semelhante do conjunto de bandas associadas ao sistema 2D, e as bandas quirais da borda
continuam existindo dentro do gap SOC global, indicando que o material ainda é um
isolante topológico. Um campo elétrico de de εz = 1,5 eV/Å muda drasticamente o
comportamento das bandas da borda. Como o gap SOC global desaparece, as bandas se
misturam, levando a uma fase metálica.

6.4 Conclusões
Neste capítulo, mostramos que as mono e bi camadas dos MOFs Ni3C12S12 e

Pt3C12S12 são isolantes topológicos 2D sobre dopagem eletrostática de dois elétrons por
célula unitária. Em todos os casos, este efeito se dá com aberturas de gaps induzido
por acoplamento spin-órbita entre bandas semelhantes às bandas do grafeno, porém com
magnitude que são três ordens de grandeza maiores do que os gaps obtidos no grafeno. No
caso das monocamadas, o conjunto de bandas em que o gap SOC foi analisado são análogas
às três bandas de uma rede kagomé, enquanto que para as bicamadas, o gap se dá num
par de bandas isoladas semelhantes às do grafeno. Além disso, mostramos que a estrutura
de bandas de fitas produzidas a partir das monocamadas e bicamadas apresentam bandas
adicionais protegidas por simetria de reversão temporal. Essas bandas também são obtidas
via tight-binding para estruturas 1D das redes kagomé e honeycomb do grafeno. No caso
das bicamadas, mostramos que a dispersão das bandas, que é semelhante às obtidas no
modelo de Kane e Mele, aparece mesmo para fitas com largura de apenas uma repetição
da célula unitária do sistema 2D.

Adicionalmente, estudamos os efeitos na estrutura eletrônica dos MOFs 2D Ni3C12S12

e Pt3C12S12 na forma de bicamadas submetidos à campos elétricos perpendiculares ao
plano dos sistemas. Nossos resultados mostram que a estrutura de bandas sofre um des-
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dobramento Rashba próximo à região do gap induzida por SOC, da mesma forma que
acontece no modelo de Kane e Mele.
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7 Considerações Finais

Nesta tese, estudamos a estrutura eletrônica de diversas redes covalente-orgânicas
e metal-orgânicas bidimensionais via cálculos tight-binding e de primeiros princípios. Na
primeira parte, mostramos que um Hamiltoniano tight-binding proposto por nós com
apenas um orbital por sítio e hopping de até segundos vizinhos é capaz de reproduzir os
tipos básicos de estrutura eletrônica de diversos COFs e MOFs obtidos via cálculos de
primeiros princípios. Além disso, mostramos que o modelo também é eficaz ao descrever
efeitos como quebra de simetria e acoplamento spin-órbita.

Na segunda parte, mostramos que a inclusão parcial de termos exatos de troca
no funcional pode levar à mudanças quantitativas, e até mesmo qualitativas, das bandas
próximas ao nível de Fermi da classe de MOFs M3(THT)2, onde M é um metal de transição.
Os resultados mostram que essa forte dependência com o funcional está associada às
contribuições advindas do metal de transição M que compõe o material para as bandas
próximas ao nível de Fermi.

Na terceira parte, estudamos a topologia das bandas dos MOFs Ni3C12S12 e
Pt3C12S12 nas formas de monocamadas, já reportada em outros estudos, e bicamadas,
proposta por nós. Nossos resultados mostram que esses MOFs são isolantes topológicos
quando dopados com dois elétrons por célula unitária, apresentando Z2 não trivial e,
consequentemente, estados quirais nas bordas protegidos por simetria de reversão temporal.
Além disso, propomos que as bicamadas desses MOFs são uma realização do modelo
proposto por Kane e Mele, apresentando duas bandas isoladas semelhantes às bandas de
um grafeno hipotético com forte interação spin-órbita. Estudamos também o efeito de
campos elétricos de alta intensidade na estrutura eletrônica das bicamadas, resultando em
desdobramentos do tipo Rashba.

Como projeções futuras, pretendemos contribuir com novas propostas teóricas
de mudanças estruturais e químicas nos MOFs aqui estudados, sempre focando nos
efeitos induzidos por acoplamento spin-órbita na estrutura eletrônica desses materiais e
na dependência das bandas com a escolha do funcional. Tais modificações podem, por
exemplo, levar à sugestões de MOFs que não necessitam de dopagem eletrostática para
exibir propriedades topológicas não triviais, tornando uma realização experimental ainda
mais viável. Além disso, essa análise será associada com o estudo de novas classes de MOFs
recentemente sintetizadas. Também pretendemos estudar a estrutura de bandas das bordas
desses diversos tipos de MOFs, associado com o estudo dos efeitos nas bandas induzidos
por modificações químicas e estruturais nas bordas. Nosso plano principal é auxiliar na
realização experimental de isolantes topológicos 2D orgânicos em aplicações reais.
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APÊNDICE A – Princípio Variacional

Teorema A.1. Dada uma função de onda |Φ〉 tal que

〈ϕ|ϕ〉 = 1, (A.1)

o valor esperado de um hamiltoniano H obedece a seguinte inequação

ε0 ≤ 〈ϕ|H|ϕ〉, (A.2)

onde ε0 é a energia do estado fundamental de H.

Demonstração. Dado um Hamiltoniano H qualquer, deve existir um conjunto infinito de
auto-estados {|Φα〉} e autovalores {εα} que satisfaçam a equação de Schrödinger

H|Φα〉 = εα|Φα〉 α = 0, 1, · · · , (A.3)

onde o autovalor εα é a energia referente ao auto-estado |Φα〉. Vamos supor que as energias
são discretas e obedecem a seguinte ordem crescente

ε0 ≤ ε1 ≤ ε2 ≤ · · · . (A.4)

Como H é um operador hermitiano, então os autovalores εα são reais e seus correspondentes
autovetores são ortonormais, ou seja,

〈Φβ|Φα〉 = δαβ. (A.5)

Multiplicando a equação (A.3) pela esquerda por 〈Φβ|, nós temos

〈Φβ|H|Φα〉 = εαδαβ. (A.6)

Vamos supor que os autovetores de H formam um conjunto completo
∑
α

|Φα〉〈Φα| = 1. (A.7)

Portanto, qualquer função tentativa |ϕ〉 pode ser escrita como uma combinação linear dos
autovetores |Φα〉’s

|ϕ〉 =
∑
α

〈Φα|ϕ〉|Φα〉 (A.8)

e também podemos escrever
〈ϕ| =

∑
α

〈ϕ|Φα〉〈Φα|. (A.9)



APÊNDICE A. Princípio Variacional 102

Supondo que a função |ϕ〉 seja normalizada, ou seja, 〈ϕ|ϕ〉 = 1, podemos escrever
utilizando as equações (A.8) e (A.9) que

〈ϕ|ϕ〉 =
∑
αβ

〈ϕ|Φα〉〈Φα|Φβ〉〈Φβ|ϕ〉 =
∑
αβ

〈ϕ|Φα〉〈Φβ|ϕ〉δαβ

=
∑
α

〈ϕ|Φα〉〈Φα|ϕ〉 =
∑
α

|〈Φα|ϕ〉|2 = 1.
(A.10)

O valor esperado do Hamiltoniano para a função tentativa |ϕ〉 será

〈ϕ|H|ϕ〉 =
∑
αβ

〈ϕ|Φα〉〈Φα|H|Φβ〉〈Φβ|ϕ〉 =
∑
α

εα|〈Φα|ϕ〉|2. (A.11)

Como εα ≥ ε0 para qualquer α, nós temos que

〈ϕ|H|ϕ〉 ≥ ε0
∑
α

|〈Φα|ϕ〉|2 = ε0, (A.12)

onde utilizamos o resultado da equação (A.10).

A equação (A.12), chamada de princípio variacional, nos mostra que o valor médio
do Hamiltoniano para uma função tentativa qualquer é sempre maior ou igual à energia
exata do estado fundamental. Este resultado pode ser utilizado como uma espécie de
medida da “qualidade” da função tentativa em relação à solução exata, pois quanto menor
o resultado do valor médio do Hamiltoniano, melhor será a função tentativa.
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APÊNDICE B – Teoremas de
Hohenberg-Kohn

Teorema B.1. Em um sistema qualquer de partículas interagentes sobre a ação de um
potencial externo ν(~r), o potencial externo ν(~r) é determinado unicamente, a menos de
uma constante, pela densidade do estado fundamental n0(~r).

Deste teorema podemos concluir que, como o Hamiltoniano é totalmente determi-
nado, exceto por uma constante, as funções de onda de todos os estados (fundamental e
excitados) também são determinadas. Assim todas as propriedades do sistema de partículas
são determinadas dada apenas a densidade do estado fundamental

Demonstração. Theorem B.1: Suponha que existam dois potenciais externos ν1(~r) e ν2(~r)
que diferem por mais de uma constante e que produzam a mesma densidade n(~r). Cada
potencial externo determina dois hamiltonianos H1 e H2 e duas funções de onda diferentes
Ψ1 e Ψ2 que, hipoteticamente, possuem a mesma densidade do estado fundamental n0(r).
Pelo principio variacional, temos que

E1 = 〈Ψ1|H1|Ψ1〉 < 〈Ψ2|H1|Ψ2〉 (B.1)

e
E2 = 〈Ψ2|H2|Ψ2〉 < 〈Ψ1|H2|Ψ1〉. (B.2)

Somando e subtraindo E2 no lado direito da primeira equação e E1 na segunda temos

E1 < E2 + 〈Ψ2|H1 −H2|Ψ2〉 (B.3)

e
E2 < E1 + 〈Ψ1|H2 −H1|Ψ1〉. (B.4)

Como os Hamiltonianos diferem apenas nos potencias ν1(~r) e ν2(~r), podemos escrever

E1 < E2 +
∫ [

ν1(~r)− ν2(~r)
]
n0(~r)d~r (B.5)

e
E2 < E1 +

∫ [
ν2(~r)− ν1(~r)

]
n0(~r)d~r. (B.6)

Somando as duas ultimas equações, obtemos a inequação contraditória E1 +E2 < E1 +E2,
implicando que não podem haver dois potenciais distintos fornecendo a mesma densidade
do estado fundamental. Dessa maneira, concluímos que a densidade determina unicamente
o potencial externo ν(~r).
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Teorema B.2. Um funcional universal para a energia E[n] em termos da densidade n(~r)
pode ser determinado, válido para qualquer potencial externo ν(~r). Para qualquer ν(~r),
a energia do estado fundamental será dada pelo mínimo global do funcional E[n], e a
densidade do estado que minimiza esse funcional sera a densidade do estado fundamental
n0(r).

Demonstração. Teorema B.2: O teorema B.1 nos permite escrever a energia de um estado
como funcional da densidade

E[n] = T [n] + Eint[n] +
∫
ν(~r)n(~r)d~r

= F [n] +
∫
ν(~r)n(~r)d~r

(B.7)

onde F [n] é um funcional universal, pois independe do sistema em questão.

Considere um sistema com Hamiltoniano H1 cujo densidade do estado fundamental
n1(~r) correspondente ao potencial externo ν1(~r). O funcional da energia para esse sistema
pode ser escrito como sendo o valor esperado do Hamiltoniano calculado com a funcao de
onda do estado fundamental Ψ1(~r), ou seja,

E[n1] = E1 = 〈Ψ1|H1|Ψ1〉. (B.8)

Considerando uma densidade n2(~r), o que corresponde a um função de onda Ψ2(~r) diferente,
o princípio variacional nos afirma o seguinte:

E1 = 〈Ψ1|H1|Ψ1〉 < 〈Ψ2|H1|Ψ2〉 = E2. (B.9)

Podemos então afirmar que a energia dada por B.7 calculada com a densidade exata do
estado fundamental n0(~r) será de fato menor do que o valor obtido para qualquer outra
densidade. Portanto, se o funcional F [n] é conhecido, minimizando-se a energia total do
sistema com relação a densidade n(r) encontramos a energia e a densidade do estado
fundamental.
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APÊNDICE C – Teorema de
Hellmann-Feynman

Teorema C.1. O Teorema de Hellmann-Feynman (THF) afirma que

dEλ
dλ

=
〈

Ψλ

∣∣∣∣∣∂Hλ

∂λ

∣∣∣∣∣Ψλ

〉
. (C.1)

Demonstração. Teorema C.1: Se o hamiltoniano Hλ depende de um parâmetro λ, para
qualquer solução variacional Ψλ temos:

Eλ = 〈Ψλ|Hλ|Ψλ〉 (C.2)

de modo que,

dEλ
dλ

= d

dλ
〈Ψλ|Hλ|Ψλ〉

=
〈
dΨλ

dλ
|Hλ|Ψλ

〉
+
〈

Ψλ |Hλ|
dΨλ

dλ

〉
+
〈

Ψλ

∣∣∣∣∣∂Hλ

∂λ

∣∣∣∣∣Ψλ

〉

= Eλ

(〈
dΨλ

dλ
|Ψλ

〉
+
〈

Ψλ|
dΨλ

dλ

〉)
+
〈

Ψλ

∣∣∣∣∣∂Hλ

∂λ

∣∣∣∣∣Ψλ

〉

= Eλ
d

dλ
〈Ψλ|Ψλ〉+

〈
Ψλ

∣∣∣∣∣∂Hλ

∂λ

∣∣∣∣∣Ψλ

〉
.

(C.3)

O primeiro termo da última equação se anula, já que representa a norma da função de
onda, de modo que o THF resulta em

dEλ
dλ

=
〈

Ψλ

∣∣∣∣∣∂Hλ

∂λ

∣∣∣∣∣Ψλ

〉
. (C.4)

O hamiltoniano de um sistema quântico de muitos corpos tem uma dependência
paramétrica com posição dos núcleos do sistema. Dessa forma, o Teorema de Hellmann-
Feynman pode ser utilizado para determinar as forças nos núcleos, de modo a determinar
a configuração mais estável do sistema. Podemos utilizar o THF para determinar as
geometrias de equilíbrio de uma molécula ou um sólido variando as posições nucleares até
que a energia seja um mínimo e −∂E/∂ ~RI (~RI sendo a posição do núcleo I) seja zero.
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