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Resumo

Esta dissertacdo investiga a organizacao espacial de agentes (comerciantes e residentes)
em cidades utilizando modelagem baseada em agentes, inspirada na Teoria do Lugar Cen-
tral de Christaller e nos modelos de Schelling e de Grauwin et al. O objetivo principal é
analisar como a busca por maximizacao da utilidade individual dos agentes pode gerar pa-
droes espaciais semelhantes aos observados em centros urbanos reais, como a formagao de
distritos comerciais (Central Business District — CBD). Para isso, a cidade foi represen-
tada por uma rede bidimensional dividida em blocos, onde os agentes se movem conforme
regras probabilisticas que dependem de fungoes utilidade individuais. O modelo simula
dindmicas como a migragao de residentes para evitar aglomeracoes e a concentracao de co-
merciantes em areas com densidade minima de agentes. Analisamos como essas interacoes
levam a formacao de padroes espaciais organizados. Os resultados mostram que, mesmo
com regras simples, o modelo reproduz caracteristicas qualitativas da segregacao espacial
e da formacao de aglomeracoes comerciais observadas em cidades reais, contribuindo para

a compreensao das dindmicas urbanas sob a perspectiva de sistemas complexos.

Palavras-chave: Sistemas complexos, dindmica urbana, modelagem baseada em agentes.



Abstract

This dissertation investigates the spatial organization of agents (merchants and residents)
in cities using agent-based modeling, inspired by Christaller’s Central Place Theory and
the models of Schelling and Grauwin et al. The main objective is to analyze how agents’
pursuit of individual utility maximization can generate spatial patterns similar to those
observed in real urban centers, such as the formation of Central Business Districts (CBDs).
For this purpose, the city was represented as a two-dimensional grid divided into blocks,
where agents move according to probabilistic rules based on individual utility functions.
The model simulates dynamics such as residents migrating to avoid overcrowding and
merchants concentrating in areas with a minimum density of agents. We analyze how
these interactions lead to the formation of organized spatial patterns. The results show
that, even with simple rules, the model reproduces qualitative characteristics of spatial
segregation and the formation of commercial clusters observed in real cities, contributing

to the understanding of urban dynamics from a complex systems perspective.

Keywords: Complex systems, urban dynamics, agent-based modeling.
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1 Introducao

Sistemas complexos representam um campo do conhecimento interdisciplinar que
tem como objetivo o estudo de como interagoes locais geram padroes coletivos emergentes,
que sao dificeis de prever pela andlise das partes. Emergéncia se refere ao aparecimento
de padroes ou certas caracteristicas de um sistema conforme seus componentes intera-
gem. Exemplos incluem ecossistemas, sistemas biolégicos, o clima terrestre, sistemas de
infraestrutura e transporte, redes sociais, mercados financeiros, entre outros. Em especial,
podemos destacar a cidade como um sistema complexo, definida por Jane Jacobs em sua
classica obra “Morte e Vida de Grandes Cidades” como um problema de complexidade

organizada [1].

Sistemas complexos podem ser analisados com ferramentas da fisica estatistica,
como modelagem por processos estocasticos, automatos celulares e modelos baseados em
agentes, sendo este ultimo especialmente adequado para analises estatisticas por meio de
métodos de Monte Carlo. Um exemplo cldssico é o modelo de segregacao de Schelling [2],
que mostra como uma populagdo com estrutura espacial, composta por dois tipos de
individuos, pode se segregar quando os individuos sao intolerantes ao tipo diferente até
mesmo quando a tolerancia nao é baixa. Esse tipo de abordagem permite o estudo de
outros tépicos sobre organizacao e dinamica urbana. Neste trabalho, investigaremos a

organizacao espacial do comércio por meio dessa metodologia.

Nosso trabalho utiliza conceitos da geografia urbana a fim de construir um modelo
que, através de regras simples fundamentadas na Teoria do Lugar Central de Christaller,
¢é capaz de demonstrar a formagao de centros comerciais que se assemelham qualitati-
vamente ao distrito financeiro das cidades — em inglés, a regiao é denominada Central
Business District (CBD). O sistema de Christaller assume que o espago em que estao
os lugares centrais, que sao pontos onde sao fornecidos bens e servigos, ¢ homogéneo e
isotropico e que as cidades neles localizadas possuem um alcance para os bens que for-
necem, isto é, uma zona de mercado que é suprida pela cidade, e um limiar, um ntmero
minimo de clientes para se sustentar economicamente. Esses conceitos podem ser também
associados a estabelecimentos comerciais. Adaptando esses conceitos para nosso modelo,
investigamos como eles sdo capazes de gerar uma configuracdo espacial de aglomeracao

de comerciantes.

Utilizando um modelo baseado em agentes, dividimos uma cidade em blocos, que
podem ser ocupados por agentes, estes que podem ser de dois tipos: comerciantes e resi-
dentes. Cada um dos agentes sabe qual é a densidade do bloco em que esta. A depender

dessa propriedade do bloco, o agente estabelece seu nivel de satisfacdo, que determina se
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ele permanecerd ou mudara de bloco. A dindmica de mudanca é determinada pela dife-
renca entre a satisfacao obtida no bloco atual e a que ele obteria caso se mudasse para um
novo bloco. Se a mudanga for positiva, o agente se muda para o novo bloco. O trabalho
também explora como alteragoes na funcao que descreve a satisfacdo dos agentes como
funcao da densidade dos blocos podem modificar a organizacao final dos agentes na cidade
e a dindmica do sistema. Um problema interessante que surge na andlise da segregacao
entre os tipos de agentes que surge no sistema é a definicdo de medidas para quantificar

o grau de segregacao da populagao. Neste trabalho analisamos algumas medidas.

Este trabalho é dividido em seis capitulos, incluindo esta introdugao. O capitulo 2
expoe o problema da organizagao espacial do comércio e descreve conceitos da geografia
urbana pertinentes para a elaboragao do nosso modelo e para a interpretacao dos seus
resultados. No capitulo 3, fazemos uma revisao da literatura sobre modelos da chamada
“ciéncia das cidades” e descrevemos com maior profundidade os modelos que serviram
como base para o nosso trabalho: o modelo de Schelling e o de Grauwin et al. No capitulo
4, descrevemos o nosso modelo, suas variagoes e principais resultados. O capitulo 5 é de-
dicado a discussdes importantes sobre algumas caracteristicas do nosso modelo e termina
com uma discussao sobre o processo da prépria modelagem. O capitulo final exprime as

principais conclusoes do trabalho e as perspectivas futuras que ele oferece.



2 O problema da geografia: distribuicao espa-

cial de comércio

A organizacao espacial das atividades comerciais em uma cidade é um tema central
na geografia urbana, pois afeta diretamente a dindmica das cidades, a acessibilidade dos
consumidores e a eficiéncia econdmica. Compreender como o comércio se distribui no

espaco ¢ fundamental para o planejamento das cidades.

Uma das abordagens desse campo é a Teoria do Lugar Central (Central Place
Theory), desenvolvida na década de 1930 pelo gebgrafo alemao Walter Christaller e, pos-
teriormente, refinada por August Losch, economista alemao. A teoria trata do ntmero,
tamanho, caracteristicas funcionais e espacamento entre pontos de distribuicao de bens e

servigos para areas préximas, como cidades e estabelecimentos comerciais.

A Teoria de Lugar Central Classica se baseia em varias simplifica¢oes. Ela assume
que uma dada regido seja homogénea e isotrépica, isto é, o custo de transporte entre
dois pontos distintos depende apenas da distancia entre eles. Além disso, a populagao
e a renda sao igualmente distribuidas na regiao. A partir dessas hipdteses, a teoria de
Christaller introduz dois conceitos associados aos lugares centrais: o alcance e o limiar. O
alcance refere-se a distdncia maxima que um consumidor esta disposto a percorrer para
acessar determinado produto ou servico; o limiar refere-se ao niimero minimo necessario de

clientes para sustentar sua atividade comercial [3]. A figura 1 ilustra esses dois conceitos.

Alcance

Figura 1 — Esquema das duas varidveis econdémicas de um lugar central. O seu alcance
engloba todos os seus possiveis consumidores, o limiar mostra a quantidade
minima necessaria para se sustentar economicamente.

O sistema de Christaller assume que existe uma hierarquia de N diferentes bens
g = (1,2,...,N) e de N niveis de drea de mercado m = (mq, ms,...,my). A cada bem

esta associada uma area de mercado, que ¢ o espago abrangido pelo alcance do bem, e,
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por consequéncia, pelo estabelecimento que o comercializa, que é maior quanto mais alta
¢ a classificacdo do bem na hierarquia. O bem de nivel n possui area de mercado m,,.
O modelo de Christaller também assume que a razao entre a area de mercado, m,,, de
um produto de nivel n e a area de mercado m,_; do produto imediatamente abaixo na

hierarquia, com nivel n — 1, é constante:

My,

= k. (2.1)

mp—

Essa razao ¢ valida para todos os niveis da hierarquia, com excecao do nivel n = 1, por

ser o nivel mais baixo.

Christaller entao propds que cada lugar central teria uma classificagdo u = (1,2, ..., N).
Caso um lugar central fosse de classificagao 3, entao este seria capaz de fornecer bens de
nivel 1, 2 e 3. De fato, o trabalho de Christaller foi mais baseado em observacoes da
realidade do que em uma construgao tedrica segundo primeiros principios. De modo que
o padrao final de seu modelo, redes hexagonais regulares, que podem formar padroes hi-
erarquicos entre si, surgiu por meio de suas observagoes e com o objetivo de construir
um padrao espacial de lugares centrais que pudesse fornecer todos os bens para todos os

pontos e que minimizasse o nimero de pontos de fornecimento [4].

O sistema urbano de Christaller se configura como a superposicao de diversas redes
hexagonais regulares de diferentes tamanhos. As redes maiores possuem menor concentra-
¢do de pontos no espaco, elas representam lugares centrais que fornecem bens de maior
ordem, ou seja, possuem maior alcance e sdo menos numerosos. As redes menores indicam
lugares centrais de pequeno alcance, com bens e servicos mais comuns, de baixa ordem.
O padrao final se configura como uma hierarquia de redes hexagonais aninhadas. A figura

2 ilustra esse resultado.

Figura 2 — Esquema da configuracao final do sistema urbano de Christaller. Os pontos
vermelhos, pretos e azuis representam lugares centrais em ordem crescente
de alcance. Essa estrutura mostra uma hierarquia entre os niveis de lugares
centrais.
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Essa configuragao serve todos os consumidores com o menor ntimero de centros,
denominado principio de mercado. Cada lugar central de dado grau abrange um espaco
delimitado pelos seus seis vizinhos de grau imediatamente inferior (por exemplo, o alcance
do lugar central azul, na figura 2, é delimitado pelo hexagono preto que o circunda, que
tem como vértices os lugares centrais de grau imediatamente inferior ao seu, os lugares
centrais pretos). De modo que o lugar central azul abrange com seu alcance uma regiao
trés vezes maior do que aquela alcancada pelos lugares centrais pretos, que, por sua
vez, possuem o alcance delimitado pelos seus vizinhos de grau imediatamente inferior,
os lugares centrais vermelhos. Assim, o valor da razdo da equacdo 2.1 da configuracao,
que se d& segundo o principio de mercado, é kK = 3. Para outros principios, a saber, o
principio de transporte — minimizagao da distancia entre os varios centros — e o principio
administrativo — minimizac¢ao do niimero de centros de ordem superior que administram
os de ordem inferior — o valor da razao das areas atingidas pelos lugares centrais, para
o principio de transporte, é k = 4 e para o principio administrativo, é k = 7. O arranjo
dos locais centrais para esses dois outros sistemas ¢ ilustrado na figura 3. Todos esses
padroes podem, inclusive, se sobrepor, formando um emaranhado de redes que descrevem

as posicoes de diferentes tipos de estabelecimentos, seguindo distintos principios.

Figura 3 — Arranjo dos lugares centrais segundo a teoria de Christaller para o principio de
transporte, esquema a esquerda, e para o principio administrativo, esquema
a direita. Os circulos pretos e azuis representam lugares centrais em ordem
crescente de hierarquia. Os lugares centrais azuis e pretos tém como alcance
os hexagonos de cor azul e preta, respectivamente.

Por ser um modelo determinista, obtém-se um resultado estatico baseado em su-
posicoes rigidas e constantes, o que o torna limitado, impossibilitando a descrigao da
dindmica do espaco urbano. Além disso, a teoria é voltada para a descricao dos padroes e
nao para sua explicacdo. Para solucionar essas limitagoes, adaptagoes para incluir fatores
como densidade de populacdo nao uniforme, variacoes de renda, custos de transporte e
comportamentos de consumidores e empresas foram propostas e analisadas. Em suma, a
utilidade de modelos de lugar central se da no sucesso da aplicacao dos mesmos na analise
dos padroes espaciais de servigos do setor ptublico e privado no ambiente intra-citadino,

sendo o mais comum e talvez o mais bem-sucedido o setor de varejo [3].
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Outro conceito importante para compreender a organizagao espacial do comércio é
o distrito financeiro — em inglés, a regiao é denominada Central Business District (CBD).
Apesar de nuances na sua definicao e das variagdes morfoldgicas entre diferentes CBDs, é
geralmente aceito que o CBD é caracterizado pela alta concentracao de servigos de alta

ordem, como varejo, escritérios e fungoes municipais. E nessa regiao que estao as ruas de

comércio e prédios publicos principais.

A literatura sugere que os principais motivos do agrupamento dessas atividades
em um s6 lugar sao a acessibilidade tnica da regiao, que fica no centro da rede de trans-
porte, e as vantagens econdmicas inerentes ao agrupamento de diversos servigos, que se
complementam [5]. A concentracao dos servigos de alta ordem eleva o preco dos aluguéis

da localidade, o que também influencia a organizacao da cidade.

A evolugao espacial do CDB depende da economia espacial da cidade e do seu pla-
nejamento urbano. A descentralizagao econémica, que na América do Norte e na Europa
gerou um movimento de pessoas e capital para fora dos CBDs, também tem papel impor-
tante na formatacao e andlise dos CBDs, mas a literatura difere nas maneiras como esse
processo deve ser investigado e entendido. Apesar desse fator relevante, desde a década
de 1980, existem politicas governamentais de diversos paises que incentivam o retorno ao
CBD. O padrao espacial do CBD também é provavel de continuar no Sul Global, onde a

crescente populagao se concentra em megacidades [6].

A compreensao da organizacao espacial do comércio fornece uma base tedrica im-
portante para a analise de fendomenos urbanos. Os padrdes detectados no arranjo espacial
de estabelecimentos comerciais convidam a realizacao de estudos do tema sob a perspec-
tiva de sistemas complexos. Utilizando métodos da fisica, é possivel traduzir relagoes locais
e configuracoes espaciais em modelos quantitativos que permitem uma melhor compreen-
sao dos eventos, inclusive permite a criagdo de modelos dinamicos, o que soluciona uma
das criticas aos modelos classicos de organizacao espacial. No préoximo capitulo, iremos
revisar modelos da literatura que capturam dinadmicas urbanas sob perspectivas mate-
maticas e fisicas, criando uma conexao entre os padroes detectados no espaco urbano e

analises quantitativas.



16

3 Revisao da literatura

A analise de fendomenos urbanos através de métodos da fisica tem como objetivo
traduzir questoes complexas em modelos que revelam padroes e dinamicas essenciais. Em
geral, foca-se em problemas especificos, que sejam compativeis com essa abordagem. Neste
capitulo, iremos apresentar uma revisao de alguns modelos da chamada “ciéncia das cida-
des” [7], seguindo os topicos da revisao de Marc Barthelemy [8]. Em seguida, discutiremos
dois trabalhos que serviram de base para a elaboragdo do modelo que utilizaremos para

analisar a distribuicao espacial do comércio.

3.1 Modelos fisicos em ciéncias das cidades

Modelos fisicos e modelos econémicos possuem em comum a dindmica emergente
de fendmenos coletivos que se originam de interagoes locais. Essa caracteristica de siste-
mas complexos permite a utilizagao do ferramental matematico da fisica estatistica para
analisar modelos que descrevem fendmenos nao restritos a fisica. Dessa forma, é possivel
formular uma “ciéncia das cidades”, que utiliza esse ramo da fisica para unir a teoria e
as regularidades empiricas apresentadas nas sociedades humanas. Formagao de opiniao,
inclusive em redes sociais, evolucao de linguas e comportamento de manada sao alguns

exemplos de temas que podem ser tratados através dessa abordagem [9].

Uma abordagem familiar muito utilizada pelos fisicos para entender sistemas com-
plexos, como as cidades, é a construcao de modelos microscopicos. Esses modelos geram
previsoes que podem ser testadas usando o crescente volume de dados empiricos obtidos

por sistemas de geolocalizagao, telefones celulares, pesquisas e censos [8].

Um exemplo desse tipo de abordagem é o estudo das leis de escala, que ofere-
cem uma estrutura poderosa para entender como propriedades macroscopicas de cidades,
como tamanho, infraestrutura e PIB, variam com sua populacao. Leis de escala mostram
como variaveis urbanas se relacionam com a populacao, revelando regularidades matema-
ticas que refletem principios subjacentes de organizacao. Nesses modelos, propoem-se que

quantidades relacionadas ao meio urbano, Y, seguem regras do tipo
Y = YyN?, (3.1)

sendo Yy e [ constantes e N a populagao da cidade. O expoente [ indica o tipo de cres-
cimento da quantidade Y. Para explicar esses padroes, foram propostos mecanismos que
se fundamentam nas interagoes entre individuos e em como a geometria e a distribuicao

espacial das cidades as afetam. Modelos de gravidade e de colaboracao necessaria sao
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alguns exemplos de modelos que visam justificar o surgimento dos padroes de escala nas
cidades [10].

O modelo de gravidade ilustra de forma interessante a abordagem fisica de feno-
menos observados em cidades. Nesse tipo de modelo, supoe-se que certa variavel T' que
caracteriza o fendmeno em analise, por exemplo, a probabilidade de interacao entre duas

pessoas ou o numero de viagens entre dois pontos, segue a regra
T x1/d, (3.2)

sendo d a variavel independente, como a distancia entre as pessoas ou pontos da cidade, a
depender do modelo, e v é o expoente de decaimento. Esse tipo de abordagem, inspirada
na lei da gravitacdo universal de Newton, é também fundamentada na lei de Tobler:
“Todas as coisas estao relacionadas com todas as outras, mas coisas proximas estao mais

relacionadas entre si do que aquelas distantes.” [7].

Outro modelo que trata de padroes de mobilidade ¢ o modelo de radiagao. Ele

descreve o fluxo migratério médio do ponto ¢ ao ponto 57 como sendo

DiPj
Tij) = T; ; 3.3
) (pi + si5) (i +pj + 545) (3:3)

sendo p; e p; as populacoes do ponto ¢ e do ponto j, respectivamente, s;; a populagao total

da regiao interna a circunferéncia de raio r;;, a distancia entre os pontos ¢ e j, centrada no
ponto i e T; = 37, ; Ti; o ntimero total de pessoas que saem do ponto 4. A figura 4 ilustra
o modelo e suas variaveis. Este modelo se baseia na ideia de que regioes mais populosas
possuem mais vagas de emprego e que os individuos buscam seu trabalho levando em

consideracao sua qualidade e sua distancia [11].

Figura 4 — Esquema das variaveis utilizadas no modelo de radiacao. Sendo p; a populagao
do ponto 7, de onde sai o individuo, p; a populagao do ponto j, seu possivel
destino, 7;; a distancia entre esses dois pontos e s;; a populacao total da regiao
inscrita no circulo de raio r;; centrado no ponto 4.

Um exemplo interessante de lei de escala envolve o padrao que segue a distribuicao

da populagao entre as cidades de alguns paises, conhecido como lei de Zipf:

P(r)y=r—", (3.4)
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sendo P a populagdo de uma cidade, r o seu ranking (a posicao que ela ocupa na lista de

cidades, em ordem decrescente de tamanho populacional) e v uma constante de valor 1.

Um tipo de modelo que gera uma distribuicao de populacao que segue a lei de Zipf

utiliza a equacao de difusao com ruido, que no limite de tempo continuo se torna

d;:i = (n;(t) = 1) P(t) + %j [Ji;Pi(t) — JuPi(t)], (3.5)

sendo P; a populacao da cidade 7, 1; os fatores de crescimento aleatério que seguem uma
distribuigdo gaussiana, com a mesma média e com desvio padrao dado por 262, e J;; a
taxa de migracao de pessoas da cidade ¢ para a cidade j. Nao ha solucao exata conhecida
para o caso geral, mas no limite de campo médio, em que J;; = J/N Vi # j, (sendo N o
numero de cidades analisadas e J uma constante associada a migragao das pessoas entre
as cidades), a distribuigao estaciondria da densidade de populagao das cidades descreve
uma curva log-normal, que, para J # 0 e pequeno, se aproxima de uma lei de poténcia,

assim como a lei de Zipf.

E vélido destacar que existem trabalhos [8] que, apds uma andlise estatistica rea-
lizada em varios conjuntos de dados de diversos paises, mostram que a lei de Zipf deve
ser rejeitada. As distribuigdes das populagdes mostram que as cidades, principalmente
aquelas de maior posicao hierarquica, sao, frequentemente, grandes ou pequenas demais
para se encaixarem no padrao da lei de Zipf [4]. Além disso, o artigo [12] destaca a relevan-
cia de fatores politicos e econdémicos para a organizacao das cidades, que parecem ser os
fatores mais determinantes para a distribuicao de tamanho dos centros urbanos. Ademais,
o trabalho [13] destaca a importancia da amostragem (e, consequentemente, definicdo dos
objetos que serao analisados) para determinar se um conjunto de dados segue a lei de
Zipt.

Uma outra abordagem que utiliza métodos da fisica é o estudo de padroes de se-
gregacao espacial. Nesses estudos, emprega-se com frequéncia simulagoes de Monte Carlo,
que nada mais sao que modelos em que os movimentos dos agentes de uma populagao sao
modelados probabilisticamente através de simulagdo computacional, método conhecido
como agent based modeling. Esse tipo de modelo baseado em agentes sobre comporta-
mento coletivo iniciou-se com o trabalho de James Sakoda — mais conhecido pelo seu
trabalho com origamis — e, mais tarde, foi amplamente difundido através da producao
de Thomas Schelling!. O trabalho de Schelling tinha como objetivo estudar a dindmica,
social de formacao de segregacao espacial espontanea entre individuos. Um dos seus mo-
delos propostos ¢ construido em uma rede quadrada, semelhante ao modelo de Ising, o
que ¢é atraente para os fisicos. O modelo de Schelling propoe um sistema em que existem
dois tipos de agente e cada agente possui um certo nimero de vizinhos. O agente estd

satisfeito se a fracao dos seus vizinhos que sao de tipo diferente do seu nao for maior do

1 Para conhecer mais sobre a histéria e trabalho desses pesquisadores, ver o excelente artigo [14].
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que um certo valor, que caracteriza a sua tolerancia. Caso contrario, o agente fica insatis-
feito e muda de posicao na rede. Schelling mostrou que mesmo os agentes tendo tolerancia
relativamente alta, um padrao de segregacao espacial entre os agentes de diferentes tipos
se desenvolve no espago, ou seja, o resultado final macroscépico nao é tao homogéneo

quanto a tolerancia dos individuos pode indicar.

Intimeras variagdes ao modelo de Schelling foram propostas, tanto no comporta-
mento dos agentes [15,16], quanto nas propriedades do sistema [17,18]. Nestas variacoes,
foram investigadas diferentes fungoes que definem a satisfacao dos agentes, a probabili-
dade dos mesmos se moverem no sistema, a depender do tempo de simulacao, da distancia
da nova posicao, da “qualidade” da nova posi¢ao. Além disso, o modelo original teve sua
robustez investigada [19] e uma andlise foi feita sobre suas generalizagoes sob uma tnica
estrutura matemética [20]. Ademais, o modelo pode ser associado a modelos fisicos, em
que a satisfagdo de um agente é correlacionada a sua “energia interna”, onde as interacoes
entre os agentes (pensados como particulas) produzem forcas que geram a dindmica do

sistema; de modo que é possivel construir um modelo fisico andlogo ao de Schelling [21].

O trabalho de Schelling ¢ um dos mais influentes nas pesquisas que envolvem
simulagado de comportamento humano e modelagem baseada em agentes, sendo citado
também por autores da ciéncia da computacao, da sociologia, da economia, das ciéncias
naturais, dentre outros [22]. Além disso, o modelo de Schelling é emblematico no debate

da filosofia da ciéncia a respeito da fungao da modelagem [23].

Um dos modelos que se inspiraram no modelo de Schelling, o modelo de Grauwin
et al. [24], é bastante adequado para nossa modelagem da dindmica de formagao de centros
comerciais. Nesse modelo, a cidade é dividida em blocos, cada um comportando uma quan-
tidade limitada de agentes. Os agentes, por sua vez, possuem uma satisfacado determinada
pela densidade de outros agentes no mesmo bloco. A dindmica do modelo determina como
os agentes trocam de bloco na tentativa de maximizar a satisfagdo. Com isso, foi possivel
analisar a diferenca entre interesses individuais e coletivos na segregacao espacial [24,25].
Curiosamente, o comportamento desses agentes neste modelo é contraintuitivo, pois o
desejo individual dos mesmos nao condiz com a situacao final do sistema: mesmo cada
agente buscando maximizar sua propria satisfacao, a satisfacdo média dos agentes, ao fim,

é baixa.

Como o modelo de Schelling e o de Grauwin sao base para o modelo que iremos
estudar nessa dissertacao, iremos apresentd-los em detalhes nas sessoes 3.2 e 3.3, respec-

tivamente.
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3.2 Modelo de Schelling

O economista Thomas Schelling, em seu artigo “Models of Segregation” [2], des-
creveu trés modelos distintos sobre segregacao social, porém ¢é aquele em que os agentes

se movem em uma rede bidimensional que é conhecido como “modelo de Schelling”.

O modelo de Schelling foi publicado no final da década de 1960, em um contexto
de movimentos pelos direitos civis nos Estados Unidos e em outros paises, quando temas
como segregacao espacial de pessoas e leis segregacionistas estavam sendo amplamente
debatidos. Diante dessa conjuntura, o autor propds um sistema em que o comportamento
discriminatério era o fundamento da movimentacao dos individuos, com o intuito de

verificar a influéncia de agoes individuais na configuracao espacial das cidades [26].

O modelo é definido em uma rede quadrada de lado com comprimento L, ou seja,
a rede possui L? células, cada uma delas podendo ser ocupada por, no méaximo, um
agente. Na rede, sao distribuidos N agentes, dentre eles, N4 sdo agentes do tipo A e Npg
sdo do tipo B. A densidade de agentes na rede é, portanto, p = N/L?% O modelo pode
descrever o comportamento de qualquer par de tipos de agentes, porém, dado o contexto
da época, Schelling descreveu um sistema em que os agentes eram divididos pela cor:
pretos e brancos. Cada um dos agentes possui uma vizinhanca ego-centrada, que sao as
oito células que estao em volta da célula que ocupa, conhecida como vizinhancga de Moore,
conforme ilustra a figura 5. A satisfacdo de um agente de dado tipo pode ser definida
como uma fun¢do da razdao entre o nimero de agentes presentes em sua vizinhanga —
seus vizinhos — que sdo de tipo diferente do seu, Ny, e o ntimero total de vizinhos, N,,

isto é, a satisfagdo de um agente é uma fungao de r = Ny/N,,.

Figura 5 — As oito células (em verde) em torno de um agente (em vermelho) formam sua
vizinhanga de Moore.

Schelling definiu a seguinte funcao satisfagdo: um agente @ fica satisfeito se a sua
fragdo de vizinhos de tipo diferente, r;, for menor ou igual a um certo valor de tolerancia
T e se torna insatisfeito caso contrario. A figura 6 ilustra as possiveis interagdes entre

agentes sob essa regra. A condicao de satisfacao do agente é dada por

Ny—T (Ng+ N,) <0. (3.6)
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Sendo Ny e N, o numero de vizinhos de um agente de tipo diferente e do mesmo

tipo, respectivamente.

O movimento do agente se da quando ele se encontra insatisfeito. A regra que
define para qual célula o agente se move nao foi definida com rigor por Schelling no seu

artigo original, mas outros trabalhos demonstraram a robustez dos resultados diante de

regras distintas [20].

(a) (b) (c)

Figura 6 — Um agente esta satisfeito se o fracao dos seus vizinhos de tipo diferente do seu
¢ menor ou igual a 7', neste exemplo 7' = 2/3. O agente vermelho no centro
das imagens é o agente analisado, em todos os casos, ele tem seis vizinhos. Na
imagem (a), a fragdo de vizinhos diferentes é r = 2/6 < T', logo o agente estd
satisfeito; na imagem (b), a fracdo é r = 4/6 = T, entdo o agente também
estd satisfeito; na imagem (c), a fragdo é r = 5/6 > T, portanto o agente estd
insatisfeito e deseja mudar de célula.

O modelo de Schelling possui uma interessante correspondéncia com o modelo
Blume-Emery-Griffiths (BEG), um modelo de Ising com particulas de spin 1 [27], que
consiste em uma rede quadrada de lado L onde, para cada célula i, ha uma variavel
de spin discreta s; que pode assumir os valores 0,1, —1. Esses valores correspondem, no
modelo de Schelling, a uma célula vazia, um agente do tipo A e um agente do tipo B,
respectivamente. A condigao de satisfacao do agente i, expressa na equacao (3.6), pode

ser reescrita como:

—siy s;— (2T —1)s7 Y 57 <0. (3.7)
() ()

As somas sdo feitas sobre os oito vizinhos do agente i. E possivel construir uma funcéo
analoga a energia do sistema para esse modelo, que é a soma sobre todas as células das
quantidades expressas na equacao (3.7):
2.2
Eg==> sisj— K> sisj, (3.8)
(i.5) (i.5)
onde K = 2T — 1 e as somas sao feitas sobre todos os pares de vizinhos.
A fungdo Fg, descrita na equacao (3.8), é equivalente & energia Fppg do modelo
BEG [28], utilizado originalmente para estudar separagao de fase e superfluidez em mis-

turas de He® e He* liquidos, sob a condicdo de que o ntimero de células de cada tipo
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permaneca constante. A energia do modelo BEG é

Eppe = —J Z sis; — K Z s?s? +D Z s2. (3.9)

(4.4 (4,9 (4.4)
Para um sistema com o ntiimero de células de cada tipo fixo, D = 0, entao, caso J =1 e
K = 2T — 1, os modelos se tornam equivalentes. Caso D # 0, o sistema é aberto, isto é,
o nimero de células de cada tipo nao é constante. Esta condicao seria correspondente ao
modelo de Schelling em uma cidade aberta, isto é, agentes podem sair e entrar no sistema;
esse caso ¢ discutido no artigo [27], em que o fator D é uma medida de atratividade do

sistema.

Os resultados do modelo de Schelling mostram que, dado que todos os agentes
possuem a mesma tolerancia, uma tolerancia relativamente alta, como 7" = 2/3, pode
gerar uma rede com populagoes segregadas. A figura 7 ilustra os resultados para o modelo
de Schelling com diferentes valores de tolerancia 7. Uma andlise mais aprofundada dos
resultados para diferentes valores de tolerancia e densidade de agentes foi feita por Gauvin
et al. [29].

T=1/4 T=1/3 T=1/2

T=2/3 T = 3/4 T = 4/5

Figura 7 — A rede no topo da figura mostra uma configuracao inicial do sistema, em que
os agentes sao distribuidos de forma aleatéria. Nas simula¢Ges mostradas, a
concentracao de agentes é de p = 0.8 e as fragoes de cada tipo de agentes sao
iguais. As demais redes mostram configuracoes finais para simulagoes com dife-
rentes valores de tolerancia T'. O aumento da tolerancia T torna as populagoes
dos dois tipos de agentes menos segregadas.

Schelling, em seu artigo original, formula um modelo que nao leva em consideragao
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politicas segregacionistas, nem questoes econdémicas, como renda dos individuos e prego
de iméveis. Outros autores implementaram variaveis economicas em modelos semelhantes

ao de Schelling a fim de tornd-los mais verossimeis com fenémenos reais [30,31].

3.3 Modelo de Grauwin et al.

Inspirado no modelo de Schelling, Grauwin et al. elaboraram um modelo de se-
gregacao social de uma populagdo de um tnico tipo [24]. A populac¢do possui estrutura
espacial, na qual os agentes se movem a fim de maximizar uma funcao utilidade — termo
comum em modelos economicos, que pode ser sinonimo de satisfacdo — cujo valor depende

da densidade local de agentes.

O modelo de Grauwin et al. consiste em um sistema composto por ) blocos, cada
um sendo uma rede quadrada bidimensionais com H sitios cada. Os () representam uma
cidade. Cada sitio pode conter no maximo um agente. Neste sistema sao distribuidos N
agentes, de modo que cada bloco ¢ (¢ = 1,2, ...,Q) possui n, agentes (0 < n, < H) e a
sua densidade é p, = n,/H. Cada um dos agentes possui uma satisfacdo que depende da
densidade do bloco em que se encontra, dada pela funcao utilidade u(p,), que é idéntica
para todos os agentes. A partir disso, é possivel calcular a utilidade global do sistema:
U(z) = X nqulpg) = H Y, paulpy), sendo & = {p1, pa, ..., po} o conjunto das densidades

de cada bloco do sistema.

A dindmica do sistema ¢é definida através da seguinte regra: em cada passo tempo-
ral, sdo escolhidos um agente e um sitio vago quaisquer da cidade. O agente mudara da

sua posicao atual para o sitio vazio com probabilidade

1

P, =
Y 1+6TG

, (3.10)

sendo = e y as configuragoes do sistema antes e depois do possivel movimento, respecti-
vamente, e T a “temperatura” do sistema, que visa criar um ruido nas decisdes tomadas
pelos agentes. Esse ruido pode ser interpretado como fatores que nao sao levados em
consideracao no modelo proposto, como prego dos imoveis e outros motivos que podem
interferir na escolha de realizar a mudanga. O ganho G obtido com o movimento proposto
¢ dado por

G =Au+a (AU — Au), (3.11)

sendo Awu a variagao da utilidade do agente ao se mudar e AU a variagao da utilidade total
do sistema. O fator «, que pode assumir valores de 0 a 1, pode ser interpretado como o
nivel de altruismo dos agentes. Caso a = 0, o ganho do individuo se baseia inteiramente na
alteracao da sua utilidade pessoal; caso a« = 1, o ganho depende unicamente da variacao
da utilidade geral da populacao, assim como em modelos fisicos, nos quais alguma funcao

global é minimizada. A figura 8 ilustra as configuragoes finais do sistema com densidade
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total de agentes py = 0.5 para valores distintos de a. A fung¢do utilidade do artigo de

Grauwin et al. € mostrada na figura 9. Essa fun¢ao sera discutida nas préximas segoes.

(a) (b)

Figura 8 — Configuragoes finais para cidades com ) = 36 blocos, H = 100 células e
densidade de agente py = 0.5. A imagem (a) possui agentes com « = 1, por
sua vez, a imagem (b) possui agentes com a = 0. A utilidade média do sistema
(a) é maior que a do sistema (b).

Funcao utilidade dos agentes

Utilidade

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
Densidade

Figura 9 — Funcao utilidade dos agentes do modelo de Grauwin et al. A fun¢ao tem pico
em p = 0.5 e nao é simétrica, sendo a utilidade u = m quando p = 1. No
grafico, m = 0.5.

O modelo de Grauwin ¢ passivel de uma formalizacao matematica usando técnicas
de mecanica estatistica. Antes de mostrar essa andlise, que faremos na proxima subsecao,
vale mencionar que esse modelo foi usado para investigar uma populacao em que dois tipos
de agentes coexistem: egoistas (o« = 0) e altruistas (o = 1) [25]. Os primeiros buscam, a
cada passo, aumentar sua utilidade individual, enquanto os ultimos procuram aumentar
a utilidade global do sistema. Os resultados do artigo mostram que um sistema composto
majoritariamente por agentes egoistas pode aumentar drasticamente — de forma nao
linear — a sua utilidade média por meio da adi¢ao de uma pequena quantidade de agentes

altruistas no sistema.
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3.3.1 Analise matematica do modelo de Grauwin

A cidade é representada pelo vetor x = (p1,...,pg). Quando um agente muda
de bloco, a cidade passa para uma nova configuracdo y. A dindmica desse sistema é
um processo estocastico markoviano, que satisfaz uma equacido mestra. Portanto, uma

condigao suficiente de equilibrio é o balanco detalhado [32]:

B = Bl (3.12)

em que P, é a probabilidade do sistema ir da configuracao x para a y e P(z) é a pro-
babilidade, no equilibrio, de encontramos uma cidade na configuracao x. Substituindo a

expressao dada na equacao 3.10:

Pm P TI.—a/T
Py _Ply) _ L ST _ G/T, (3.13)
Py  P@) o

Caso seja possivel atribuir uma fun¢ao V(x) ao sistema, que depende apenas da
configuracao =, de maneira tal que o ganho G possa ser escrito na forma G = AV =
V(y) — V(x), entao

V(y)
P(y) V-V e T
Plx) =e T = iy (3.14)
Essa equacao sugere a seguinte atribuicao:
P(z) x e T (3.15)

Essa solugao é a tnica expressao para P(z) que satisfaz a equagao (3.14). Para
ver isso, suponhamos que exista uma outra fun¢ao Q(z) que também satisfaca a equagao
(3.14), isto é,

Q) _Ply) _ vu-ve
Q) Pl © (3.16)
Portanto, é possivel afirmar que:
Qz) _ Qy)
Pa) ~ P) (310

O lado esquerdo da equagao (3.17) depende apenas da configuracao x, ja o lado direito
depende apenas da configuragao y. Escolhendo uma configuracao y fixa, a razao Q(y)/P(y)
se torna constante, que denotaremos como A. Podemos concluir que a razao Q(z)/P(z) =

A é independente da configuracao x escolhida. Portanto
Qx) = AP(a), (3.18)

para todo x possivel. Ou seja, qualquer outra funcao ) que também satisfaca a equacao

(3.14) sera igual a fungdo P a menos de uma constante multiplicativa. Como essas fungoes
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descrevem a probabilidade de encontrar o sistema em dada configuracao, elas devem assu-
mir valores entre 0 e 1; logo, devem ser multiplicadas por uma constante de normalizacao,

de modo que a constante A nao fara diferenca no resultado final.

A distribuigdo de probabilidade no equilibrio P(x) se assemelha a distribui¢ao
de Boltzmann com k = 1 e V(z) = —H(z), sendo H a hamiltoniana do sistema. Essa
equivaléncia de formalismo nos permite associar o sistema discutido ao arcabouco tedrico

da fisica estatistica, em especial ao ensemble candnico.

Para cada conjunto de densidades x, existem diversas maneiras de se distribuir os

agentes no sistema. Caso haja p,H agentes em um bloco ¢, existem

H H!
SK%):<wH>:(%HﬂUﬂl—w»!

possiveis configuragoes para o bloco, que assumimos que sao igualmente provaveis de

ocorrer e nao alteram o valor da funcao V. Portanto, é possivel associar ao bloco uma

fungao entropia usual [33] do tipo:

s(pg) = InQ(pg)

H!
:m<@HwHu—%w)
=InH!—In(p,H)! —In(H(1— py))!.

Utilizando a aproximacao de Stirling?, Inz! = zIlnz — 2+ O (Inz) ~ zInx — =z,

s(pg) & —H [pgInpg + (1 — pg) In (1 — py)] -

A quantidade de estados acessiveis para a cidade é igual ao produto dos niimeros
de estados acessiveis de cada bloco, portanto, a entropia total da cidade é igual & soma das

entropias de cada bloco. Somando essas quantias, obtém-se a entropia total do sistema:

S(x) = ZS(Pq) = —Hqu Inpg + (1= pg) In (1= p,). (3.19)
q q

Portanto, a distribuicao de probabilidades para as diferentes configuracoes do sistema é

dada por:
V(z) 1 F(z)
0 - 7 (V(2)+S(@)T)
H(x) _ (x)e T _ eT _ e T ’ (3.20)
A A A

sendo Z = >, exp (F (z) /T) a constante de normalizagdo. A quantidade F(x) = V(z) +

S(x)T se assemelha a energia livre de Helmholtz.

2 A aproximagdo de Stirling ¢ melhor quanto maior o valor de z!. Como p,H pode ter valores pequenos,

é razoavel analisar essa aproximacao com mais detalhe a fim de verificar sua qualidade. Como H > 1,
o termo In H! é bem aproximado; ja os termos In (p,H)! e In (H(1 — p,))! possuem aproximagoes néo
muito boas para valores de p muito baixos ou muito altos, respectivamente. Para todos os casos, a
aproximagao utilizada fornece um limite superior para a entropia, que se aproxima do valor real para
H grande e p distante dos casos limite, a saber, p=0e p = 1.
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Portanto, precisamos buscar uma fungdo V' para o sistema, que cumpra os requi-
sitos exigidos, a fim de associd-lo aos modelos da fisica estatistica ja conhecidos. Pela
definicdo, G = aAU + (1 — a) Au, em que U é um valor global, que depende de toda
a configuragdo = do sistema, e u é um valor local, que depende apenas das densidades
dos dois blocos envolvidos na movimentacao do agente. Como V' também deve depender
da configuracao x do sistema, é preciso fazer uma ligagdo entre a variacao local u e a
variacao global U. Para tal, introduz-se uma funcao ligacdo L = L(z), cuja variagdo apds
um agente mudar de posi¢ao deve ser igual a sua mudanca de satisfagao, isto é, AL = Au.

Uma fun¢ao que cumpre esse papel é a seguinte:
p
L(z) = H ) 1(pg), com I(p) :/o u(p')dp'. (3.21)
q

O processo de definicao dessa quantidade estd mostrado no apéndice A.

De posse da funcao ligagdo L, pode-se definir o potencial V(z) como fungao da
configuragao =,

Viz)=(01—-a)L(z)+aU(x).

Conforme deveria ser, a variacao de V' corresponde ao ganho do movimento:

AV =G =Au+a (AU — Au). (3.22)

Finalmente, podemos escrever a “energia livre” em termos de L:
Fx)=1—-a)L(z)+aU (z)+ S (z)T.

Esta funcao pode ser escrita na forma F'(x) = H Y, f (p,), com

Fp) = =T (plp+ (1= p)In (1= p)) +apu(p) + (1= a) ["u(s)dp,

0

A fim de ilustrar a influéncia do fator de cooperacao a e determinar explicitamente

as configuragoes de equilibrio do sistema, os autores usaram a funcao utilidade ilustrada
na figura 9, que é assimétrica com pico em p = 1/2 e com u(p = 1) = m, m pode assumir

valores entre 0 e 1. Tal fun¢do pode ser escrita como:

u(p) = =f=3 (3.23)
2-m—2(1-m)p, se;<p<l

Para determinar qual é a configuracao estacionaria do sistema, é preciso calcular o
valor da funcao F'(z) para uma cidade homogénea e para uma cidade segregada. Agentes
bem distribuidos entre os blocos da cidade configuram uma cidade homogénea. Por sua
vez, cidades com blocos vazios sao cidades segregadas. Essas configuracgoes estao ilustradas

pela figura 8. Como F' (v) = H Y, f (pq), o sistema homogéneo, em que todos os blocos
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possuem densidade pg, é instavel contra uma separacgao de fase se existem duas densidades
p1 € po tais que

vf (p1) + (1 =) f(p2) > f(po), (3.24)

sendo 7 a fragao de blocos do sistema que possuem densidade p; na configuragao segregada,
enquanto (1 — «y) representa a fracdo de blocos com densidade ps. Essa condigao indica
que a cidade segregada possui um valor maior de F' (x), logo é mais provavel que ocorra.

Essa condicao corresponde a exigir que f (p) seja uma fungao nao concava de p.

Os valores de p; e py que maximizam a fungao F'(x) sdao obtidos ao maximizar a

funcio D(py, pa) = 7/ (p1) + (1 — ) f (p2), s0b a restricio vp1 + (1— ) ps = po. Bscrito
de outra forma:

o o
assumindo p; > po. Assim, desejamos maximizar a funcao
Po — P2 P1— P2
[(p1, p2) = + . 3.26
(P15 p2) o _pr(Pl) o _p2f(02) ( )
Fazendo VI = 0, obtemos:
Fo) =1 (p/i :/{;pz)- (3.28)

A partir dessa analise, determinando os valores de p; e py, é possivel indicar a
configuracao final da cidade, os valores das densidades dos blocos e a utilidade média dos

agentes.



29

4 Segregacao espacial de comerciantes

O nosso modelo tem por objetivo representar a movimentacao de agentes, resi-
dentes e comerciantes, em uma cidade e verificar como se da a distribuicdo dos mesmos
no espaco simulado. Através de funcoes utilidade simples, buscamos verificar se o movi-
mento dos agentes, desejando maximizar suas proprias utilidades, reproduzem padroes

observados nas cidades reais.

Nossa modelagem se baseia principalmente no trabalho de Grauwin et al., tendo o
mesmo ambiente de simulacao, uma rede quadrada dividida em blocos, e a mesma regra
para a dinamica dos agentes, isto é, a mesma funcao que descreve a probabilidade de um

agente se mover.

4.1 Definicao do modelo

O modelo representa uma cidade subdividida em ) blocos de mesmo tamanho,
cada um com H células. Cada célula pode ser ocupada por, no maximo, um agente, que
pode ser um residente ou um comerciante. Cada bloco ¢ da cidade possui n, agentes,
sendo 0 < n, < H, de modo que é possivel definir a densidade de agentes de cada
R residentes e n¢

q q
nqc < H com o vinculo nf + nqo = ngq. De forma andloga,

bloco como p, = n,/H. Cada bloco ¢, dentre seus n, agentes, possui n

R
q>

¢é possivel também determinar as densidades de residentes e comerciantes em um bloco,

comerciantes, sendo 0 < n

sao elas, respectivamente: qu = nf/H e pqc = nff/H . De fato, uma configuracao da
cidade simulada é equivalente ao conjunto de todas as quantidades de agentes do sistema
o= {(nf,n?), (n¥ ng), ..., (ng,ng)}, sendo p, = (nf,ng) o par ordenado associado ao
bloco ¢ contendo as quantidades de agentes presentes no mesmo. A figura 10 representa

uma cidade do modelo.

Cada agente da cidade possui uma func¢ao utilidade, que quantifica a sua satisfacao
com relacao ao bloco onde esta. As funcoes utilidade dos residentes, ug(p,), e dos comer-
ciantes, uc(p,), dependem apenas da densidade de agentes no bloco em que se encontram,

pq- Todos os agentes do mesmo tipo possuem a mesma funcao utilidade.

A funcao utilidade dos comerciantes captura o fato de que estes preferem estar
localizados em regioes com pelo menos uma certa quantidade de agentes, pois, se a regiao
for muito vazia, o comércio nao consegue se manter. Essa premissa se baseia na Teoria
do Lugar Central Cléssica [3], mais precisamente no seu conceito de limiar. Um comércio
necessita de uma base minima de clientes para se manter, este é seu limiar. Entao, o

comerciante estara insatisfeito se aquele nao for atingido e estara satisfeito caso contrario.
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-....l.
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Figura 10 — Cidade composta por () = 36 blocos com H = 100 células. As células em
amarelo, ciano e cinza representam, respectivamente, residentes, comerciantes

€ espagos vazios.

Em vez de definir uma func¢ao degrau, do tipo uc(p) = 0 se p < L. e uc(p) =1

caso contrario, definiremos uma func¢ao semelhante, mas com uma “rampa’” ligando o 0 e

o1:

0, se0<p<Lc—A
uc(p) ={L(p+A-1Lg), selo—A<p<Le (4.1)
1 se Lo < p<1.

O parametro Lo é o limiar de satisfacdo dos comerciantes e A, que pode assumir valores
positivos, um termo que suaviza a transicao da satisfacdo do agente entre completamente
insatisfeito, uc(p) = 0, e inteiramente satisfeito, uc(p) = 1. A figura 11 mostra o grafico
da utilidade dos comerciantes. Caso A = 0, a funcao utilidade ue se torna uma funcao

degrau.

Fungao utilidade dos comerciantes
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Figura 11 — Fungao utilidade dos comerciantes com Lo = 0.75 ¢ A = 0.2.
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Foram usadas duas fung¢oes utilidade para os residentes. A primeira, que chamare-
mos de func¢ao descontinua, construida sob a suposicao simples de que os residentes nao

gostam de regides densamente povoadas, ¢ definida como:

) 1, se0<p< Ly (4.2)
UR\pP) = .
0, seLp<p<l,

sendo Lr a maxima tolerancia de aglomeracao do residente, que se torna insatisfeito em
ambientes muito povoados, isto ¢, quando p > Lg.

A segunda funcao utilidade dos residentes, que chamaremos de funcao continua, é

definida da seguinte forma:

o
IN
IN

— N

2p,

un(p) = ey (4.3)
2(1—p), ses<p

N
IA

Essa segunda func¢ao utilidade supoe que os residentes nao gostam de viver em regioes
pouco povoadas, nem em regidoes muito aglomeradas. As duas fun¢oes utilidade dos resi-

dentes sao ilustradas na figura 12 1.

Funcao utilidade dos residentes Funcao utilidade dos residentes
10f

0.8 0.8

e
o
o
o
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Utilidade

o
=
Utilidade

o
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0.2 0.2t

0.0} :— 0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Densidade Densidade

Figura 12 — Funcoes utilidade dos residentes. O grafico a esquerda da figura representa
a fungdo utilidade descontinua, definida na equagao (4.2), com Lr = 0.6; o
grafico a direita da figura representa a funcao utilidade continua, definida na
equagao (4.3).

1 Grauwin, em seu trabalho, apesar de relatar que a funcdo utilidade dos agentes pode ser postulada

através de principios fenomenoldgicos ou se basear em alguma teoria de interagdo entre agentes, nao
justifica a utilizagdo dessa fun¢do triangular. A fonte para a fungio, segundo a referéncia dos autores,
foi o artigo de Romans Pancs et al. [19], que analisa varias fungdes utilidade a fim de verificar a robustez
dos resultados do modelo de Schelling, mesmo quando os agentes tém preferéncia por vizinhangas mais
inclusivas. As fungoes testadas por Pancs dizem respeito as especificidades do modelo de Schelling,
isto é, ndo tratam da densidade de vizinhos na vizinhanga dos agentes, como faz Grauwin. A fungéo
triangular possui justificativas intuitivas para ser utilizada, mas é, portanto, apenas inspirada no
trabalho de Pancs.
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4.1.1 Algoritmo de evolucdo do sistema

A dindmica do sistema é definida da mesma forma que no modelo de Grauwin:
sao escolhidos aleatoriamente um agente do sistema e uma célula vazia. Em sua posicao
inicial, a utilidade do agente escolhido ¢ u; e a utilidade do mesmo, caso ele saia dessa
posicao e se mova para a célula vazia escolhida, é up. Portanto, a variacao da utilidade
do agente, caso ele se mova, é¢ Au = up — uy. Assim, é possivel definir a probabilidade de

movimentag¢ao do agente escolhido, P, que ¢ dada por

1

P& = T

(4.4)

em que 7' é um termo analogo a temperatura do sistema, que representa ruido nas decisoes
tomadas pelos agentes. A acao da temperatura pode ser interpretada como a acao de
fatores aleatorios que nao sao levados em consideragao no modelo proposto. Para T' = 0,

a probabilidade se torna uma fun¢ao degrau:

0, se Au <0
P(Au) = ¢1/2, se Au=0 (4.5)
1, se Au > 0.

Neste caso, o agente sempre se movimentara para uma posi¢ao de maior utilidade, e nao
o fard se sua utilidade diminuir no processo. A funcao 4.4 para T — 0.2 é ilustrada na

figura 13.

Probabilidade de moyimentagéo do agente
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Diferenca de utilidade Au

Figura 13 — Func¢ao probabilidade de movimentacao de um agente para um sistema com
temperatura 7" = 0.2.

A caixa de texto seguinte mostra como a definicao do sistema e sua dindmica se
dao na forma de um pseudocéddigo. Os dois métodos de distribuicao de agentes nos blocos

definidos no algoritmo 1 produzem resultados semelhantes.
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Algoritmo 1 Pseudocddigo da definicao e dinamica do sistema

1: Inicializar um conjunto de ) blocos com H células cada;
2: Determinar a densidade de agentes no sistema, pg, e a densidade relativa de residentes,
PR;

3: Escolher um método para distribuir os agentes;

4: if método = fixo then

5. Coloque em cada bloco H pg agentes, sendo H pgpg residentes e Hpg (1 — pg) comer-
ciantes;

6: else

7. Em cada bloco, para cada célula H, com probabilidade py coloque um agente no
bloco, ele serd, com probabilidade pg, um residente, caso contrario sera um comer-
ciante;

8: end if

9: loop

10: A cada passo de tempo, selecionar de maneira aleatéria um agente A e uma célula
vazia V;

11:  Calcular Au = up — uy;

12:  Calcular P (Au) = 1/(1 4 exp(—Au/T));

13:  if rand() < P (Au) then

14: Mover A para V;
15:  end if
16: end loop

4.2 Resultados

Os resultados que se seguem foram obtidos para H = 100 e ) = 36. A variacao
desses parametros nao influencia de forma significativa os resultados obtidos, a menos que

H ou @ sejam muito pequenos.

Para analisar e apresentar as simulacoes de forma conveniente, definimos a densi-
dade total de agentes no sistema py = N/H(Q), sendo N o nimero total de agentes, e a
densidade relativa de residentes pr = Ng/N. Estes valores foram variados para compre-

ender sua influéncia na dindmica do sistema.

4.2.1 Modelo com residentes com funcdo degrau

A funcao utilidade dos comerciantes é aquela descrita na equagao 4.1 com A =0
e a funcao utilidade dos residentes é a funcao descontinua 4.2. As funcoes sao ilustradas

na figura 14.

4.2.1.1 Segregacdo espacial

Realizamos varias simulacoes para esse sistema. A configuracao inicial da cidade é
uma distribuicao aleatoéria de residentes e comerciantes em cada um dos blocos, segundo

dados parametros py e pg. A figura 10 ilustra uma cidade em sua configuracao inicial.
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Fungao utilidade dos comerciantes Fungao utilidade dos residentes
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Figura 14 — Funcoes utilidades dos agentes. O grafico a esquerda da figura mostra a funcao
utilidade dos comerciantes com Lo = 0.75 e A = 0; o grafico a direita da
figura mostra a funcao utilidade dos residentes com Lz = 0.6.

As simulacoes foram realizadas com 10° passos, sendo cada passo definido como uma
escolha aleatéria de um agente e uma célula para a possivel mudanca de posicao do
agente, conforme descrito no algoritmo 1. Os resultados de uma simulacao para 25 pares
(po, pr) distintos estao dispostos na figura 15. Pela imagem, é possivel verificar que os
comerciantes podem se aglomerar em determinados blocos a depender dos valores de pg e
pr da simulagdo. Para entender este processo, podemos estudar a dindmica dos residentes

e dos comerciantes na cidade.

0.10
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0.50

0.70

Densidade relativa de residentes
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0.10 0.30 0.50
Densidade de agentes

Figura 15 — Configuragoes finais para sistemas com valores po, pr € {0.1,0.3,0.5,0.7,0.9},
Lr =06, Lc =0.75, T =0e A = 0. As células em amarelo, ciano e cinza
representam, respectivamente, residentes, comerciantes e espagos vazios.

Os residentes s6 ficam satisfeitos em blocos com densidade menor ou igual a sua
tolerancia Lp. Portanto, caso um bloco atinja uma densidade p > Lg, os residentes ali

presentes se moverao para outro bloco. Como a probabilidade de movimentacao de um
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agente quando Au = 0 é P(0) = 1/(1+exp(0/T)) = 1/2 para todo valor de T' 2, os
residentes se movem erraticamente entre blocos com densidade p < Lp. Portanto, os
residentes tendem a se espalhar uniformemente entre os blocos com densidade p < Lg.
Os comerciantes, por sua vez, movem-se aleatoriamente pelos blocos até encontrarem
aqueles com densidade p > L¢. Uma vez dentro de um bloco com densidade maior que
seu limiar, o comerciante move-se entre os blocos que satisfazem essa condi¢ao. Portanto,
os comerciantes tendem a se aglomerar quando possivel, causando ou nao a segregacao
entre os diferentes tipos de agentes, de modo que o sistema se afasta da sua configuracao

homogénea inicial.

Para o sistema simulado, o encontro de comerciantes suficientes para atingir o
limiar dos mesmos em um tnico bloco é sempre possivel, desde que haja o niimero de
comerciantes minimo necessario para tal, ou seja, No > HLc. O encontro de varios co-
merciantes em um mesmo bloco, de maneira a formar um bloco estavel, demora para
acontecer, de modo que o sistema permanece com a mesma quantidade de blocos aglome-

rados de comerciantes durante muito tempo, como mostrado na figura 16.
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0.90 0.90

0.10 0.30 0.50 0.70 0.90 0.10 0.30 0.50 0.70 0.90
Densidade de agentes Densidade de agentes

Figura 16 — Configuragoes finais para sistemas com valores pg, pr € {0.1,0.3,0.5,0.7,0.9}.
A imagens a esquerda e a direita mostram os resultados para 10° e 10 pas-
sos de tempo, respectivamente. Nota-se que os sistemas sdo quase idénticos;
as diferencas sao o aparecimento de um bloco cheio de comerciantes para a
configuracao py = 0.5 e pgr = 0.1 e 0o aumento do niimero de blocos povoados
apenas por residentes na configuracao py = 0.9 e pr = 0.1 para o sistema que
foi simulado por mais tempo. As células em amarelo, ciano e cinza represen-
tam, respectivamente, residentes, comerciantes e espagos vazios.

A aglomeracao dos comerciantes em blocos é um fendmeno que leva tempo para
ser observado, pois depende de eventos raros, que sao aqueles em que varios comerciantes

se movem para um mesmo bloco em tempos préximos. Uma vez que um bloco atinge

2 ParaT = 0, a fungdo probabilidade P é definida pela equacio (4.5) e também segue a regra P(0) = 1/2.
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H L¢ comerciantes, ele se torna estavel para esses agentes e se torna um atrator de outros

comerciantes.

Podemos mostrar a raridade do encontro de muitos comerciantes em um mesmo
bloco simulando uma cidade composta apenas por comerciantes e medindo o maior nu-
mero de comerciantes em um tnico bloco ao longo do tempo. A figura 17 mostra esse
fenomeno. Esse grafico mostra que quanto maior o tempo de simulacao maior a chance

de encontrarmos um bloco com muitos comerciante.

100 F——— T T EETREECT R SO SEO EC T T EEDO
e e Resultados simulados : : :

— Linha de Regressao
- - Limiar de satisfagao
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Maior nimero de comerciantes em um bloco
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1 Inclinagdo: 1.73
" Intercepto: 28.34
: Coeficiente de determinacdo R2: 0.94
o 10° 10? 102 103 104 10° 108 107

Passos de tempo

Figura 17 — Grafico da regressao linear entre dos valores maximos registrados de comer-
ciantes em um unico bloco em func¢ao do nimero de passos de tempo das
simulagoes. As cidades simuladas possuiam pg = 0.3, pp =0, T =0, A =0
e Le = 0.75.

Essa conclusao pode ser melhor formalizada se aproximarmos os dados por uma
funcao logaritmica do tipo:
y = alogyyt + Yo, (4.6)

sendo y o maior nimero registrado de comerciantes em um bloco, a a inclinagado da reta
da regressao linear, t o nimero de passos de tempo de cada simulagao e ¥y, a intersecao da
reta com o eixo coordenado, cujo valor deve ser préximo de H po3. Através de manipulacao
algébrica, ¢ possivel obter o nimero de passos de tempo esperado, to, para que os blocos

fiquem cheios o suficiente para que se tornem atrativos para os demais comerciantes, isto

3 O algoritmo para a distribuicdo inicial de agentes nos blocos pode ser implementado de duas maneiras

distintas, conforme comentado na caixa de texto do algoritmo 1. Na primeira abordagem, cada bloco
recebe uma quantidade de agentes fixa e predefinida. Na segunda, introduzimos uma variabilidade
espacial: para cada célula de cada bloco, ha uma chance p de ela ser ocupada por um agente, caso seja
ocupada, tem uma chance pr do agente ser um residente — caso contrario, ele serd um comerciante
com chance de 1—pg. Ambos os métodos produzem resultados similares, entretanto, o primeiro permite
uma estimativa mais simples do valor de ¥, portanto foi utilizado na anélise do tempo esperado t¢.
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C

¢ = HLc comerciantes. Assim, substituindo esses

é, para que algum bloco ¢ possua n

valores na equagao temos:

Lc—ro

te = 10873
Se pg < L¢, os agentes precisam se juntar em um bloco até que esse atinja a densidade
minima p = L¢, para que se torne atrativo (figura 18). Se py > L¢, 0s comerciantes ja
estardo todos satisfeitos, portanto t¢ = 0. Assim,

Lg=ro

H
10 a, se Lo > po,
to = (4.7)
s .
0, caso contrario.
100 100 L L
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Figura 18 — Gréficos dos valores maximos registrados de comerciantes em um tinico bloco
em fun¢ao do nimero de passos de tempo das simulagoes. As cidades simu-
ladas possuiam pg = 0.3, pg = 0, T =0, A = 0. Os graficos a esquerda e a

direita possuem Lo = 0.75 e Lo = 0.5, respectivamente.
Essa andlise mostra que, se tivermos muitas células por bloco, isto é, se H for
grande, o tempo necessario para observarmos a formacao de aglomerados aumenta dras-
ticamente se pg < Lgo. Se pg > L¢, como a distribui¢ao inicial é uniforme, todos os

comerciantes estao satisfeitos e o tempo necessario para atingir esse estado ¢é nulo.

A dependéncia de t¢ em relagdo a pg e Le evidencia uma importante caracteristica
do sistema. Se pg > L¢, os comerciantes ficam satisfeitos em qualquer bloco, a menos que,
por acaso, algum desses blocos fique vazio o suficiente, isto é, com p < L¢. Quando isso
acontece, os comerciantes saem do bloco, que passa a ser ocupado apenas por residentes.
Caso esse evento aconteca uma quantidade de vezes suficiente para esvaziar os comercian-
tes de alguns blocos, estes podem se tornar atrativos aos residentes, o que ird segregar os

dois tipos de agentes.

4.2.1.2 Medida de heterogeneidade

O problema da identificacao da segregacao de comerciantes em determinados blo-

cos exige a definicao de uma medida de segregacao e heterogeneidade, que distinga a
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configuragao inicial homogénea da configuracao heterogénea. O problema de definir essa
medida é complexo e existem indices distintos, cada um com suas vantagens e limita-
¢oes. Utilizaremos aqui trés indices que sao tipicamente usados na literatura e um indice

baseado no conceito de entropia.

Vamos analisar, primeiramente, a medida baseada na entropia do sistema. Ao assu-
mirmos que, para uma dada configuracao do sistema o = {(n{z, ny), (ng,ng), .., (ng, ng)},
cada bloco pode organizar seus agentes de maneiras distintas e equiprovaveis, é possivel
entdo associar uma entropia para a configuracdo o*. De forma semelhante ao feito no
modelo de Grauwin et al.; o niimero de maneiras que um bloco pode se organizar é:

O (n 57 nf) _ H! _ H!
(H —nk— n?)!nf!ng! nfl(H —n,)! (nq - nf)!

. (4.8)

R
q

espacos restantes. Portanto, a

Cada bloco ¢ pode distribuir n, agentes em H células e n,' residentes dentre os espagos

R

ocupados pelos agentes; os comerciantes ficam nos n, —n,

entropia do bloco ¢ é:
_ R _C\ _ 1 _ . | _ _ R\ _ R
sg=mQ(nS,n; ) =InH! —In(H —ng)! —In(n, —n,)! —Inn! (4.9)
Por conseguinte, a entropia total do sistema ¢ a soma das entropias de cada bloco:

S(o)=QmmH!->" {ln (H—ny)!+1n (nq - nf)! + lnné%!} . (4.10)

q

A entropia maxima Sy, do sistema se da quando os agentes estao uniformemente

espalhados pelos blocos. Para demonstrar esse fato, vamos supor nf = nf end = n]C

Vi, 7 < @ e um agente seja movido do bloco A para o bloco B. Vamos calcular a variagao

da entropia do bloco A, AS4, que perde um agente, e do bloco B, ASg, que recebe o

agente. Suponhamos inicialmente que esse agente seja um residente.
SAlenH!—ln(H—nA)!—ln(nR)!—lnng!, (4.11)
SAF:lnH!—ln(H—(nA—1))!—ln(n§—1)!—1nni!, (4.12)
Spr=mH! —In(H —np)! —In (nf)! - Innf), (4.13)
SBypzlnH!—ln(H—(nB+1))!—ln(ng+1>!—lnng!. (4.14)

Sendo S4 1 e Sar o valor da entropia do bloco A antes e depois da movimentagao do

agente. Sp 1 e Spr sao andlogas para o bloco B. Portanto:

ASy=Sar—Sar=Inn% —In(H —ny+ 1), (4.15)
ASB:SBJ:‘—SBJZIH(H—TLB)—IH (ng—i—l) (416)

4 Valido destacar que, nessa definicdo de entropia, assumimos que o é um conjunto ordenado de pares
(nf, nqc) Caso essa suposi¢ao nao seja feita — tornando os blocos indistinguiveis entre si —, o calculo

da entropia do sistema deve levar isso em consideracao. Uma discussao sobre essa questao é realizada
na secao H.2.
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Valido destacar que AS4 e ASp podem assumir valores positivos ou negativos a depender

do nimero de agentes de cada tipo em cada bloco. Todavia, a variacao total da entropia

do sistema, visto que supomos nf = nf = nf, n§ = n§ = n® e, por consequéncia,
na=ny, =n,
R
n H—n
AS = ASy+ASp=Tn—— 4 ln———"_ . (4.17)

nf 41 H—-n+1
Caso um comerciante mude de bloco, o resultado também é AS < 0, isto é, a condig¢ao
em que os agentes estao igualmente distribuidos entre os blocos é um méaximo local de
entropia. A fungao entropia é a soma de varias func¢oes logaritmicas, as quais sao concavas;
consequentemente, a fungdo entropia também é concava. Dessa forma, se um ponto da

funcao entropia é maximo local, ele é também maximo global.

A configuracao inicial é, portanto, proxima da configuracio de maior entropia®. O

valor da entropia méaxima é:

= n —In N — e - o '
Smax_Q<l M(H+1)] -1 [F(H Q+1>] 1 lF(Q +1>] 1 lF(Q —:412J)>

Uma configuracao final que nao possua os agentes igualmente distribuidos pelos
blocos possui menor entropia. Com essa ideia em mente, é possivel construir o seguinte
indice:

Smax — S (0)

= 4.1
“ Smax ( 9)

A figura 19 mostra a comparagao entre as configuracoes finais tipicas do sistema e
o mapa de calor dos valores médios de . Analisando a figura, percebe-se que o indicador
de heterogeneidade é capaz de capturar, através de um valor, o quao segregados os agentes

de um dado sistema estéo.

E possivel, entdo, gerar mapas de calor para diferentes valores de Lg e L¢ e
verificar sua influéncia na configuragao final do sistema. As figuras 37, 38 e 39, presentes no
apéndice B, mostram conjuntos de mapas de calor para diferentes valores dos parametros
A e T. Percebe-se que o parametro L¢ é determinante na forma do mapa de calor, mas o
valor de Ly pouco o influencia. Além disso, o fator A aumenta drasticamente a segregacao
dos agentes na cidade. A temperatura, como esperado, torna o sistema mais homogéneo.
Com o aumento da temperatura do sistema, a fun¢ao probabilidade de movimento de um

agente se aproxima de uma linha reta P (Au) = 1/2.

lim P(Au) = lim — —_ — 1 (4.20)

T—00 T—oo 1 + e~ Auw/T 2

> Note que as quantidades N/Q, Ng/Q e N¢/Q nio sio necessariamente niimeros inteiros, pois existem

casos em que nao € possivel distribuir a mesma quantidade de agentes em cada bloco. Portanto Spax
possui valor maior que a entropia méaxima real do sistema, Spax € um limite superior. Por isso, é
preciso utilizar a fungao I', que é a extensdo mais comum da func¢ao fatorial para os nimeros reais,
sendo I'(n) = (n — 1)!, caso n € N.
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Figura 19 — Resultados para sistemas com pardmetros Ly = 0.6, Lo = 0.75, A = 0,
T = 0. A esquerda da figura, a imagem mostra as configuracoes finais para
sistemas com valores pg, pr € {0.1,0.3,0.5,0.7,0.9}. As células em amarelo,
ciano e cinza representam, respectivamente, residentes, comerciantes e espa-
¢os vazios.; a direita da figura, um mapa de calor mostra os valores médios
do indicador de heterogeneidade o para sistemas com py e pr com valores
variando de 0.1 até 0.9 em intervalos de 0.05.

Dessa forma, os agentes nao distinguem os blocos segundo sua utilidade, isto é, todos
se tornam igualmente satisfatérios, de modo que os agentes fazem caminhadas aleatérias

pelo sistema, tornando sua distribuicao homogénea.

O indice de dissimilaridade D e o indice de Gini G dominam a literatura sobre

segregacao e desigualdade [34]. Eles sao definidos, respectivamente, por:

D="= 4 _ 1\ 4.21
25 |Nr  No (4:21)
Q TLR nC Q n(’:
G=1-) +|-L+2 £ . (4.22)
qzzl Ngr \ Nc /_zq;l Nc

Sendo o indice de Gini computado para dados organizados de forma que nf/n{ <
ng/ng < ... <nd/nd.

Os indices de dissimilaridade e de Gini medem a uniformidade da distribuicao
espacial de populagoes. O indice de dissimilaridade mede a porcentagem da populagao de
um grupo que deveria se mudar para que cada divisao do espago medido possua a mesma
porcentagem desse grupo que o sistema como um todo. O indice de Gini é igual a duas
vezes a area entre a curva de segregacao e a linha de igualdade, como ilustra a figura 20.
Ambos os indices indicam completa segregacao se sao iguais a 1 e total integragdo se sao

iguais a 0.

Para uma discussao sobre o que representam os indices e seus limites, ver o ar-
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Figura 20 — A curva de segregacao mapeia a propor¢ao cumulativa de cada tipo de agente
em um mesmo grafico. O indice de Gini é duas vezes a area A entre a linha de
igualdade, que representa a distribuicdo homogénea dos agentes nos blocos
que ocupam, e a linha de segregacao, que indica o quao concentrada esta uma
populagao.

tigo [34]. Nesse trabalho, o autor propoe uma medida de segregacdo que nao possui os
problemas dos indices de dissimilaridade e de Gini. Uma das propriedades desejaveis para
essa medida ¢ aumentar seu valor ap6és um movimento “desigualizante” — quando um
agente do tipo 1 sai do bloco A, que possui poucos agentes do tipo 1, e vai para o bloco B,
com muitos agentes do tipo 1, o que aumentaria a segregacao. O indice de dissimilaridade
nao possui essa propriedade. Outra caracteristica desejavel para um indice de segregacao
¢ nao variar de maneiras distintas sob um mesmo movimento desigualizante a depender
da distribuicao de agentes em blocos nao envolvidos no movimento, isto €, a variacao do
indice deve depender apenas dos blocos envolvidos no movimento do agente. O indice de

Gini nao possui essa propriedade.
O indicador proposto no artigo [34] é o indice raiz quadrada, definido por:
Q R ,C
Ny Ny

=SNG

q=1

I (4.23)

Usando esses indicadores para caracterizar a heterogeneidade do nosso modelo, ve-
rificamos que todos concordam qualitativamente com o indice de heterogeneidade o, como
ilustra a figura 21. Nela, podemos ver que os indices de heterogeneidade e raiz quadrada
sao os menos ruidosos. A figura 22 mostra, de forma mais abrangente, as semelhancas dos
indices. Essa figura mostra conjuntos de diversos mapas de calor, cada conjunto representa

um dado indice para diferentes valores de limiares Lg e L¢.
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Figura 21 — Mapas de calor das propriedades medidas. As imagens dos cantos superior
esquerdo, superior direito, inferior esquerdo e inferior direito representam os
indices de heterogeneidade, de dissimilaridade, de Gini e raiz quadrada, res-
pectivamente. Os mapas de calor, apesar de representarem diferentes indices,
possuem a mesma escala para possiveis valores, isto é, todos os indices variam
de 0 a 1 conforme indica escala de cores ao lado direito da figura. Os sistemas
simulados possuem Lr = 0.6, Lc =0.75, T =0e A = 0.
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4.2.1.3 Anélise do A

O parametro A possui significativa relevancia na determinagao do comportamento
do sistema. A func¢do utilidade com A = 0 faz com que os comerciantes enxerguem
somente dois tipos de blocos: blocos suficientemente cheios (p > L¢) e blocos pouco povo-
ados (p < L¢). Ao aumentar o seu valor, os comerciantes percebem o bloco que ocupam
de maneira diferente. Blocos que antes eram vistos como completamente insatisfatorios,
agora sao mais toleraveis. Existe uma gradacao na classificacdo da qualidade dos blocos,
de modo que os comerciantes nao abandonam com facilidade blocos que estao proximos
de se tornarem completamente satisfatorios. Por exemplo, suponhamos que o sistema esta
em uma configuracdo com trés blocos pouco povoados: p; < ps < p3 < Lo. Se A = 0,
a utilidade, na perspectiva do comerciante, desses trés blocos ¢é igual a zero. Porém, se
A>0eLc—A<p <ps <p3 < Le, a utilidade linear pode gerar um fluxo de deslo-
camento para o bloco 3, facilitando, assim, a formacao de blocos de comerciantes. Dessa
forma, o tempo de formagao de blocos cheios de comerciantes é drasticamente diminuido.

Um comportamento coletivo de aglomeracao que acontece espontanea e vagarosamente é
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Figura 22 — Conjuntos de mapas de calor das propriedades medidas. As imagens dos can-
tos superior esquerdo, superior direito, inferior esquerdo e inferior direito sao
compostas por mapas de calor dos indices de heterogeneidade, de dissimilari-

dade, de Gini e raiz quadrada, respectivamente. Cada conjunto de mapas de

calor representa simulagoes para diferentes valores de limiares Lz e Lo. Os
sistemas simulados possuem T'=0¢ A = 0.

facilitado quando o agente atribui diferentes niveis de satisfacao para os possiveis cenarios.

Ao perceber a vizinhanca de forma mais minuciosa, o comerciante pode se manter em um

local promissor, apesar de nao ser capaz de planejar movimentos futuros.

O grafico da figura 23 mostra o impacto da variacao de A na formagao de blocos

de comerciantes para configurac¢oes do sistema em que antes nao havia. O grafico da figura

24 mostra como o tempo de formacao de blocos cheios de comerciantes ¢ diminuido com

o aumento do A.

Valido destacar que a hipétese de que os sistemas com limiar Lo = L e A = D
sao equivalentes aos sistemas com Lo = L — D e A = 0 é falsa. As figuras dispostas no

apéndice B mostram que o fator A expande a regiao do grafico em que a heterogeneidade

¢ maior, e nao apenas a desloca, o que ocorreria caso aquela hipétese fosse verdadeira.
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Figura 23 — Indice de heterogeneidade o em funcdo da densidade total de agentes do
sistema para A = 0.0,0.1,0.2,0.3. Nas simulagoes, T'= 0, Lr = 0.6, Lo =
0.75 e prp =0.5.
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Figura 24 — Graficos dos valores maximos de comerciantes em um tnico bloco em funcao
do niimero de passos de tempo das simulac¢oes. As cidades simuladas possuiam
po=0.5, pr=0,T =0, Lc = 0.8. Os graficos, da esquerda para a direita,
possuem A = 0, A = 0.15 e A = 0.3, respectivamente. O sistema com maior A
diminui drasticamente o tempo de formacao de blocos cheios de comerciantes.

4.2.1.4 Satisfacao dos agentes

Através das funcoes utilidade dos agentes, é possivel supor que, em sistemas com
po > L¢, os comerciantes ficam satisfeitos e, em sistemas com py < Lg, os residentes ficam
satisfeitos. Porém, a dindmica de aglomeracao dos comerciantes permite que os agentes

se tornem satisfeitos para parametros em que aquelas condi¢oes nao sao cumpridas.

Quando os agentes comegam a se aglomerar em um bloco, ao atingir uma densidade
p > Lpg, este se torna um repelente de residentes e, quando atinge uma densidade p > L¢,
um atrator de comerciantes. Caso os comerciantes consigam formar um bloco atrator,
ele tende a ser povoado exclusivamente por comerciantes. Assim, os demais blocos ficam
com uma densidade média menor. Se os comerciantes se juntam em blocos o suficiente,
os residentes podem se espalhar nos blocos menos povoados até se tornarem satisfeitos.

Portanto, o comportamento gregario dos comerciantes beneficia todo tipo de agente, de
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modo que, ao facilitar o encontro dos comerciantes — aumentando o valor do fator A —
o valor médio da utilidade dos agentes aumenta justamente em sistemas com parametros

em que passa a existir aglomeracao. As figuras 25 e 26 ilustram essa propriedade.
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Figura 25 — Mapas de calor das utilidade média dos residentes (gréficos de cima) e da
heterogeneidade média (graficos de baixo) para sistemas com Lgr = 0.6, Lo =
0.75, T = 0, A = 0 (imagens da esquerda) e A = 0.3 (imagens da direita).
Os mapas de calor possuem uma linha tracejada que separa os resultados
para cidades com densidade py maior, a direita, e menor, a esquerda, que
Lg. Na regiao a esquerda da linha tracejada, como esperado, os residentes
estao bastante satisfeitos; na regido a direita, eles estdo mais satisfeitos nas
regides e que ha aglomeracao dos comerciantes, isto é, quando o indice de
heterogeneidade é maior.
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Figura 26 — Mapas de calor das utilidade média dos comerciantes (graficos de cima) e da
heterogeneidade média (graficos de baixo) para sistemas com Lg = 0.6, L¢ =
0.75, T = 0, A = 0 (imagens da esquerda) e A = 0.3 (imagens da direita).
Os mapas de calor possuem uma linha tracejada que separa os resultados
para cidades com densidade pg maior, a direita, e menor, a esquerda, que L¢.
Na regiao a direita da linha tracejada, como esperado, os comerciantes estao
bastante satisfeitos; na regiao a esquerda os comerciantes sao mais satisfeitos
nas regioes de maior heterogeneidade, ou seja, quando se aglomeram.

4.2.2 Variacao: residente intolerante a extremos

A fim de verificar a influéncia dos residentes no processo de aglomeracao, modifi-
camos o modelo proposto. Nessa variacao, a funcao utilidade dos residentes é semelhante
aquela do trabalho de Grauwin. A fungao utilidade escolhida para os comerciantes é a
mesma, equacao 4.1, e a fungao utilidade dos residentes é aquela descrita na equacao 4.3.

As fungoes sao ilustradas na figura 27.

Realizamos simulacdes com 10° passos de tempo para diversos valores de parame-
tros. Os resultados de uma simulac¢do para 25 pares (pg, pr) distintos sdo mostrados na

figura 28.

A dindmica do modelo com a variacao é diferente daquela do modelo original. Os
comerciantes possuem o mesmo comportamento, porém os residentes podem se aglomerar
espontaneamente em alguns blocos. O comportamento dos residentes é contraintuitivo,
pois a utilidade dos agentes ¢ maxima para blocos com densidade p = 0.5, entretanto os
residentes se juntam em blocos com densidades mais elevadas, de modo que a utilidade

total dos mesmos nao é maximizada. E interessante notar que, apesar do desejo comum de
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Figura 27 — Funcoes utilidades da variacao do modelo. O gréafico a esquerda da figura
mostra a funcao utilidade dos comerciantes com Lo = 0.75 e A = 0; o grafico
a direita da figura mostra a funcao utilidade dos residentes.
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Figura 28 — Configuragoes finais para sistemas com valores po, pr € {0.1,0.3,0.5,0.7,0.9},
Le=0.75,T =0e A = 0. As células em amarelo, ciano e cinza representam,
respectivamente, residentes, comerciantes e espacos vazios.

se instalarem em blocos mediamente cheios, os residentes nao sao capazes de fazé-lo. Esse
comportamento estd bem descrito no trabalho de Grauwin e mostra que a agao coletiva

pode levar a resultados subdtimos [26].

No sistema com a variacao, existem dois eventos que tornam a cidade segregada:
a aglomeracao dos comerciantes e a aglomeracao dos residentes — que podem se juntar
em blocos acompanhados, ou nao, de comerciantes. Em razao disso, o indice de hetero-
geneidade o nao apresenta resultados semelhantes aos demais indices, pois o primeiro
aumenta se os agentes se aglomeram em poucos blocos, ja os tltimos nao levam esse fator
em consideragao. Essa comparacao pode ser feita através da figura 29 e, de forma mais
detalhada, pela figura 30
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Figura 29 — Resultados de simulagoes do modelo com a variagdo da funcao utilidade dos
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residentes com parametros Lo = 0.75, A = 0.1, T = 0. A esquerda da
figura, uma imagem das configuracoes finais para sistemas com valores py,
pr € {0.1,0.3,0.5,0.7,0.9}. As células em amarelo, ciano e cinza representam,
respectivamente, residentes, comerciantes e espagos vazios; ao centro da figura,
um mapa de calor dos valores médios do indicador de heterogeneidade para
sistemas com py e pr com valores variando de 0.1 até 0.9 em intervalos de
0.05; a direita da figura, um mapa de calor do valor médio da dissimilaridade
para sistemas com aqueles mesmos valores de pg € pg.
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Figura 30 — Mapas de calor das propriedades medidas. A imagem a esquerda indica o

indice de heterogeneidade «; a imagem a direita mostra o indice de dissimila-
ridade. Os sistemas simulados possuem valores de Lo € {0.1,0.3,0.5,0.7,0.9},
A €{0.0,0.1,0.2,0.3,0.4} e temperatura T = 0.

Essa distingao entre os indices se dé pela relevancia ou nao dos espacos vazios

para a medicao. Para os indices encontrados na literatura — dissimilaridade, Gini e raiz

quadrada —, o que importa é a distribuicao de agentes nos blocos ocupados; ja no indice

de heterogeneidade «, a distribuicao dos agentes no espaco disponivel também é relevante.

No modelo original, os agentes sempre se distribuem de maneira que nenhum bloco fique

vazio, pois se algum estivesse, seria eventualmente ocupado pelos residentes. Portanto, a
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medida de heterogeneidade se assemelha a medida de segregagao.

No caso do modelo com a variagao, os agentes podem se aglomerar em poucos
blocos e se distribuirem de maneira uniforme nesses blocos ocupados. Nesses casos, o indice
de heterogeneidade indica valores maiores, a depender do niimero de blocos ocupados, e

o0s demais indicadores assumem valores baixos.

No modelo sob a variagao da funcao utilidade dos residentes, aglomeragcao nao é
sinénimo de maior utilidade dos agentes, de modo que os comerciantes podem aumentar
a prépria utilidade em detrimento da satisfacdo dos residentes. A figura 31 mostra a

utilidade média dos comerciantes e residentes para diferentes parametros Lo e A.
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Figura 31 — Mapas de calor das utilidades dos comerciantes (& esquerda) e dos re-
sidentes (& direita). Os sistemas simulados possuem valores de Lo €
{0.1,0.3,0.5,0.7,0.9}, A € {0.0,0.1,0.2,0.3,0.4} e temperatura T = 0.
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A utilidade média dos comerciantes aumenta para varias configura¢oes com o au-
mento de A, mas sua relacio com o indice de heterogeneidade (ou algum dos indices
de segregacao) nao é trivial. Complexa também é a relagao entre a utilidade média dos

residentes e os demais indices calculados.

4.2.3 Variacdo: comerciante nao é cliente

O pressuposto inicial de que o comerciante precisa de um numero minimo de
clientes para se sustentar pode ser tratado de forma diferente. Supondo que apenas os
residentes sao relevantes para os comerciantes, de modo que a funcao utilidade destes
dependa apenas da densidade de residentes presentes no bloco, é possivel criar outra

variacao para o modelo original proposto.

Neste modelo modificado, a funcao dos residentes é a funcao descontinua 4.2 e

a funcao dos comerciantes é também descontinua, assim como descreve a equacao 4.1,
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porém, em vez de depender da densidade de agentes do bloco, a funcao utilidade dos
comerciantes depende da densidade de residentes no bloco, isto é, um comerciante se
torna satisfeito em sua localidade se houver uma densidade minima Lo de residentes em

seu bloco, como ilustra a figura 32.

Funcao utilidade dos comerciantes
1.0f e

0.8 +
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o
T

o
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T
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0.0

Utilidade
~
a

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Densidade de residentes

Figura 32 — Funcao utilidade dos comerciantes dependente da densidade de residentes no
bloco com Lo = 0.75e¢ A = 0.

Desta modificacao, surge uma dindmica diferente. Tomando L > L¢, 0s comerci-
antes se movem na rede em busca de um bloco com uma quantidade minima de residentes.
Quando essa condicao ¢é satisfeita, o bloco em questao se torna atrativo para os comer-
ciantes, que ali passam a se juntar. Se o nimero de residentes se mantiver acima do
minimo, os comerciantes irao se aglomerar no bloco até que a densidade maxima de agen-
tes tolerada pelos residentes, Ly, seja atingida. Quando isso acontece, o bloco se torna
insatisfatorio para os residentes, que comecam a sair do mesmo, de modo que, ao se mu-
darem da localidade, tornam o bloco insustentavel para os comerciantes, que comecam
a se mover novamente em busca de clientes. Esse fenomeno pode ser correlacionado ao
processo de suburbanizacao, que, no primeiro momento, é caracterizado pelo espaco co-
mercial “seguindo” o espaco residencial [35]. O processo que leva o residente a sair de uma
regiao muito povoada pode ser associado ao maior custo de vida e moradia nas regides
onde se concentra o comércio das cidades, os CBDs [6]. Esse modelo modificado pode
ser melhor explorado a fim de tornar essas conexoes com fendmenos reais mais sélidas e

empiricamente embasadas.

6 O artigo [35] relata que, em um segundo momento do processo de suburbanizagdo, o espaco residencial

“segue” o espago comercial. Uma variacao do nosso modelo que atribua uma necessidade minima de
comércio em um bloco para que o residente se torne satisfeito pode ser uma perspectiva futura para
verificar essa dindmica.
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A figura 33 ilustra o nimero de agentes em um bloco da cidade ao longo do tempo
e a dinamica do sistema. Como o sistema ¢ muito erratico quando a probabilidade de
movimentagao de um agente é 50%, quando a variacao da utilidade Au = 0, mesmo
quando T = 0, a fim de verificar melhor a dindmica, a probabilidade de movimentacao
foi definida como P (0) = 0.05. Dessa maneira, os agentes nao saem com tanta facilidade

de um bloco, a menos que a sua outra opcao seja melhor.

Numero de agentes ao longo do tempo

100 '
— Total

—— Comerciantes
Residentes

- L&
80| ‘ |

-- Ly

Namero de agentes

0 20000 40000 60000 80000 100000
Passos de tempo

Figura 33 — Nuimero de agentes ao longo do tempo em um dado bloco da cidade. A curva
em ciano representa o nimero de comerciantes, a curva em amarelo representa
o numero de residentes e aquela em verde representa o nimero total de agentes
no bloco. As linhas tracejadas vermelha e roxa indicam, respectivamente, os
limiares dos comerciantes e dos residentes.
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5 Discussao

Neste capitulo, iremos discutir alguns aspectos do nosso trabalho que merecem
atencao. O primeiro diz respeito a impossibilidade de se construir uma funcao potencial
V (z) para o nosso modelo. Em um primeiro momento, querfamos usar a teoria utilizada
por Grauwin et al. para descrever nosso sistema, mas verificamos que isso nao é possivel,
o que sera mostrado na secao 5.1. Essa foi uma das razoes para construirmos um modelo
baseado em uma rede quadrada com blocos, em vez de usar uma rede quadrada livre,
como no modelo de Schelling, que pode parecer mais natural para se tratar questoes sobre
configuragoes espaciais dos agentes. Discutiremos essa questao da espacialidade do modelo
na se¢ao 5.2. Finalmente, a natureza dos modelos discutidos neste trabalho fomenta uma
discussao sobre a conexao dos mesmos com a realidade. Uma breve discussao sobre esse

tema é feita na segao 5.3.

5.1 Impossibilidade da criacdo de uma funcio V ()

No modelo de Grauwin et al., podemos construir uma func¢ao V (z) tal que G =
AV, conforme demonstrado na secao 3.3.1, e usar métodos da mecénica estatistica para
analisar os resultados. Porém, a existéncia de V' (z) depende de propriedades das fungdes
utilidade dos agentes. Como iremos mostrar nesta se¢do, o nosso modelo usa funcoes

utilidades que nao possuem a propriedade necessaria para se definir uma funcao potencial

V (z).

No apéndice do artigo de Grauwin et al., os autores deduzem as condicoes ne-
cessarias para a existéncia de V (z) tal que AV = G = Awu. Vamos supor que V' possa
ser expressa como uma soma sobre todos os () blocos de funcgoes l(pf, pqc>, de forma

semelhante a funcao entropia S (z). Isto é:
V(z)=H> I (pf,pqc) : (5.1)
q

Sendo pf e pg as densidades de residentes e comerciantes no bloco ¢, respectivamente.

Quando um comerciante se move do bloco A para o bloco B,

AV = Au. = H |1 (ph, o5 = 1/H) =1 (o5, 05) + 1 (05, 05+ 1/H) =1 (05, 05)]
(005 +1) —1(pB.p5) 1o %) —L(Pf r5 — 1)

h h
~ aaplc (oh.0%) — aaplc (p5.05).
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Sendo h = 1/H. Desse resultado, podemos fazer a seguinte associagao:

e ("°) = 50 ("), (5.2
De forma andloga:
ur (p",p%) = ;le (p",0°). (5.3)

Portanto, F=Vil= (ugr,uc). Para que a fungdo [ exista, é preciso que F seja

um campo vetorial conservativo. Para tal, é necessario que VxF= 0,
Vx F=—S_=""t_ (5.4)

ou seja, d,ruc = d,cup. Caso as fungoes utilidade dependam apenas da densidade total,
isto é, caso up = ug (pR + pC> € Ue = Ue (pR + pc), entao

Jur  Ougr dp  Oug

op¢  9p 0p¢  Op’

Ouc  OQuc dp  Ouc

OpR — 0p Opf  Op

O que exige que d,uc = d,up, para todo o dominio — uma condicao muito limitante para

nosso tipo de sistema, em que os agentes possuem respostas possivelmente antagonicas

frente a chegada de um novo agente em seu bloco.

Para um sistema discreto, a relagado descrita na equacao 5.4 pode ser reescrita na

forma:

ue (p™ +1/H,p%) —uc (p™,p%) = ur (p",p° + 1/H) —ug (o™, 0).  (55)
A variagao do valor da fungao utilidade descrita na derivada com relagdo a pg (ou pc),
em um sistema discreto, corresponde a variacao da utilidade de um agente dada a entrada
de um residente (ou comerciante) em seu bloco. Para nosso modelo e suas variagoes, essa

condigdo nao é satisfeita, portanto nao é possivel construir uma fun¢ao V (x), de modo

que resultados gerais para esses sistemas nao sao conhecidos [8].

E instrutivo analisar uma outra forma de verificar que F ndo é um campo conserva-
tivo. Para tal, basta mostrar que uma integral de linha em um caminho fechado é diferente
de zero. A funcio F (pR,pC) ¢ definida em D = {(pR, P | pF > 0,p° >0, pft + p¢ < 1},
uma regiao triangular. Definindo dois caminhos, C; e C5, como sendo os catetos e a

hipotenusa do triangulo AO B, respectivamente, conforme ilustra a figura 34. Entao:

7{]3~d7?:0:>/ﬁ-d77:—/ Fdr (5.6)
C1 CQ

De fato, sendo os pontos (0,1), B=(1,0) e O a origem do sistema,

¥=Lgr+ Lc—1,

d
Ldif = —1.

A:
/ﬁ
C
/ﬁ
Ch
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PCA

O B
® >
O PR

Figura 34 — Caminhos distintos para se calcular a integral de linha do ponto inicial A ao
ponto final B. O ponto A e B tém coordenadas (0, 1) e (1, 0), respectivamente.

Portanto, a equacao (5.6) apenas é satisfeita se Lr + Lo = 2, que apenas ocorre
se Lr = Lc = 1. Esses valores de parametros produzem um sistema em que todos os
blocos, independentemente das suas densidades, sdo igualmente satisfatérios para todos

os agentes, tornando o modelo trivial e infrutifero.

5.2 Espacialidade do modelo

O modelo deste trabalho assume que a cidade é representada por um conjunto
de @ blocos espacialmente situados em uma rede quadrada. Por sua vez, cada um dos
blocos é composto por H células dispostas em uma rede quadrada interna ao bloco. Essa
configuragao, porém, é mascarada pela dindmica do sistema por duas razoes. A primeira
é que o movimento dos agentes entre os blocos pode ser feito sem restrigao para qualquer
bloco que possua espaco vazio. Assim, a distancia espacial dos blocos nao possui efeito no
modelo. Em segundo lugar, quando um agente se move para um bloco, ele pode ocupar
qualquer uma das células vazias dentro do mesmo, independentemente da vizinhanca da
célula destino. Por isso, se p, = (nf,nqc) ¢ um par ordenado representando a composi-
¢ao do bloco ¢, a estrutura espacial da cidade do nosso modelo pode ser formalmente

representada pelo conjunto nao ordenado de pares o = {p1,p2, ..., Do}

O modelo é, objetivamente, independente das configuracoes internas de cada bloco
e da disposicao dos blocos na cidade. Entretanto, caso as configuragoes dos blocos na
cidade e dos agentes de cada bloco sejam consideradas indistinguiveis, a descricao da
cidade se resume ao conjunto de pares ordenados e o conceito de entropia para uma cidade
com configuracao ¢ nao faz sentido, pois s6 existe uma maneira de organizar um conjunto

nao ordenado de () pares ordenados fixos. Portanto, uma cidade com Ny residentes e
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N¢ comerciantes pode distribui-los de diversas maneiras entre os blocos, porém todas
essas maneiras, todos os possiveis conjuntos nao ordenados o, sdo equiprovaveis, isto €, a
completa segregacao e a completa integracao dos agentes tém a mesma chance de ocorrer.

Nesse caso, a entropia s seria 1til ao comparar cidades com ntimeros distintos de agentes.

Para contornar essa situagao e conseguir definir uma funcgao entropia ttil que, por
consequéncia, pode ser utilizada para a construcao de uma medida de heterogeneidade, ¢é
razoavel supor a espacialidade dos agentes dentro de cada bloco e dos blocos na cidade
como um todo — esta tultima suposicao ¢ mais flexivel e sera abordada mais adiante.
Dessa forma, os blocos e as organizagdes dos agentes em cada bloco sao considerados
distinguiveis. O nosso modelo é compativel com uma dindmica urbana em que os agentes
levam em consideracao a densidade de regides maiores, como os bairros (representados
pelos @ blocos), em vez de densidades locais, como um quarteirdo (representado pelas
vizinhangas de uma célula dentro de um bloco). Além disso, é razoavel supor em uma
primeira aproximagao que os agentes, quando buscam uma nova regiao para se mudar,
levem em consideragao qualquer bloco na cidade, independentemente de este ser préximo
ou nao. E evidente que pode-se incluir fatores ligados a distancia que influenciem a di-
namica do modelo, por exemplo, uma “forca de gravidade” em torno de blocos mais ou

menos vazios. Questoes como essa serao analisadas em investigagoes futuras.

No célculo da entropia, se consideramos o conjunto de pares o = {pi, pa, ..., P}
como nao ordenado, o calculo da entropia se torna mais complexo, assemelhando-se a
modificagdo da fisica estatistica ao tratar de problemas da fisica quéntica ao levar em
consideracao o principio da indistinguibilidade das particulas. Na subsec¢ao 4.2.1.2, o que
fizemos foi supor que os blocos sao distinguiveis e estao, de fato, estruturados em uma
rede quadrada. Para fins de definir uma medida de heterogeneidade, isso é suficiente e
simplifica o calculo. No apéndice C, a entropia de um sistema de blocos indistinguiveis ¢é
deduzida.

Uma outra maneira de se definir a estrutura espacial do nosso modelo é de forma
semelhante ao modelo de Schelling, utilizando uma rede quadrada livre, sem blocos. Os
vizinhos do agente, nesse caso, sao aqueles que sdo mais proximos espacialmente dele. A
definicao de satisfacdo dos agentes é semelhante. Os comerciantes sao satisfeitos apenas
quando tém seu limiar de vizinhos, L¢, atingido; os residentes possuem funcao utilidade
semelhante & equagao (4.2). As simulagdes mostram que os comerciantes também se aglo-
meram nesse sistema. Entretanto, as “bolhas” de comerciantes sao apenas estaveis se

envoltas por uma “pelicula” de residentes. Esse resultado é ilustrado na figura 35.
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Figura 35 — Resultado para um sistema semelhante ao do modelo deste trabalho, definido
em uma rede quadrada sem blocos. As células em amarelo, ciano e cinza
representam, respectivamente, residentes comerciantes e espagos vazios.

5.3 Aspectos da modelagem

A modelagem matematica de aspectos da realidade é um tema de interesse para a
filosofia da ciéncia e fundamenta grande parte da producao cientifica, desde modelos fisicos
até modelos econdmicos. Inerente ao processo de modelagem, de abstracao de situagoes
reais, existe a simplificacdo de eventos, fendmenos e sistemas. Nesse processo, é preciso
levar em consideragao a validade e a plausibilidade das suposi¢cdes que fundamentam o
modelo. De toda forma, elas devem ser testadas empiricamente, para determinar se sao

verificadas.

Esse tema é discutido no artigo de Sugden, em que ele apresenta criticas a alguns
modelos cléssicos, inclusive ao modelo de Schelling!. Sugden afirma que muitos dos mode-
los sugerem poder explicar algum fenémeno real, mas os autores sao relutantes em dizer

o que realmente os modelos propostos dizem sobre a realidade [23].

Outro fator relevante para o teste empirico dos modelos sao os conjuntos de dados
utilizados. Como os modelos se baseiam, muitas vezes, em “primeiros principios”, que
seriam iguais para todas as cidades, é preciso compara-los com dados de diversos paises,

para verificar como fatores econémicos, politicos e sociais podem afetar as previsoes e a

L' Modelo este que é bem discutido no artigo [22], que mostra que, apesar de muito influente, o0 modelo

de Schelling tem sido mais uma inspiracado para os trabalhos sobre segregacio social do que o sujeito
de testes empiricos de seus fundamentos. Além disso, o artigo destaca que existe um crescente niimero
de artigos influentes sobre o tema de segregagdo social que ndo citam Thomas Schelling.
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qualidade do modelo.

E preciso destacar que o conhecimento interdisciplinar é de suma importancia
para o tratamento de problemas da geografia urbana a fim de concretizar a ligagdo entre
a modelagem, o escrutinio e a realidade. Como destacam Crooks, Castle e Batty no
artigo [36], um dos principais desafios na constru¢do de modelos baseados em agentes
¢é conecta-los aos conhecimentos e teorias pertinentes ao tema que desejam modelar, os
quais estao frequentemente ausentes. Sem essa conexao, os modelos se tornam demasiado

genéricos e de limitada utilidade para a compreensao de fendémenos urbanos.

Em vista das consideragoes apresentadas, podemos dizer que o nosso trabalho
se baseia em conceitos pertinentes a geografia urbana, como a teoria do lugar central
e o central business district, reproduzindo um dos resultados dessas teorias de forma
qualitativa: a formacao de centros comerciais. Do ponto de vista de validacao empirica,
nosso trabalho se mostra promissor no que diz respeito a como a heterogeneidade pode vir
a depender das densidades de residentes e comerciantes. Para tanto, existe a perspectiva de
analisar dados espaciais de cidades, o que sera comentado no capitulo final de conclusoes

e perspectivas.
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6 Conclusoes e perspectivas

Neste trabalho, exploramos a organizacao espacial do comércio através de uma
abordagem fundamentada na modelagem baseada em agentes. Utilizamos métodos da
fisica estatistica para investigar como as agoes e interagoes entre os agentes podem originar
padrdes emergentes na distribuicao dos mesmos no espaco, em especial, a formacao de

centros comerciais.

Os resultados obtidos demonstram que, por meio de regras simples, o modelo foi
capaz de descrever a formagao de centros comerciais no sistema. Além disso, os resultados
mostram a relevancia do fator A, aquele que é o responsavel por criar uma transicao
suave entre a condi¢ao de completa insatisfagdo e de plena satisfacao na funcao utilidade
do comerciante, no tempo gasto para que os centros comerciais se formem. Uma fungao
utilidade que possua uma suavizagao entre a condicado de maxima e minima satisfacdo
permite que o agente se encaminhe para uma condi¢cao de maior satisfacao, em vez de
depender do acaso gerado por caminhadas aleatérias. Com A # 0, o agente atribui valores
distintos para diferentes condi¢oes, aumentando a probabilidade de atingir a satisfacao

maior, possibilitando distinguir de forma mais precisa blocos piores de blocos melhores.

As medidas de heterogeneidade e segregacao analisadas fornecem resultados seme-
lhantes para o modelo base proposto, entretanto, mostram valores distintos para o modelo
submetido a variacao da funcao utilidade do residente, ressaltando a complexidade da de-
finicdo e medigdo da segregacdao. Como a nossa medida de heterogeneidade « leva em
consideracao até mesmo os blocos vazios, isto é, considera todo o sistema, ao contrario
dos demais indices estudados, os resultados requerem maior investigagao para se entender
as nuances das diferencas entre eles e a sua relagdo com o espaco e, por consequéncia, com
a espacialidade do modelo. Dessa forma, essa anélise requisita uma comparacao com um
modelo sem blocos, em que se pode comparar medidas globais e locais de segregacao e,

possivelmente, do indice de heterogeneidade « [37].

A alteragao do modelo que modifica a fun¢ao utilidade dos comerciantes, que passa
a depender apenas da densidade de residentes no bloco, mostra resultados promissores
para o estudo da dinamica urbana e da disposicao de espacos residenciais e comerciais ao
longo do tempo. Transportar esse modelo modificado para uma rede quadrada sem blocos e
levar em consideragao a atragao gerada por espagos comerciais ¢ uma abordagem que pode
aprimorar o estudo da transformagao urbana destacada no artigo [35] e pode, inclusive,
ser expandida para tratar de outros fendmenos da dindmica urbana, como a gentrificagao,
que é um processo de transformacgao urbana que ocorre quando areas historicamente

ocupadas por populacoes de menor renda passam a atrair moradores e investimentos de
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classes mais altas, resultando em mudancgas significativas na dindmica social, cultural,

econOmica e fisica da regiao.

Para realizar a validacdo do modelo, isto é, compara-lo com dados empiricos a
fim de verificar sua acuracia, é possivel confrontar os resultados obtidos com dados, por
exemplo, do uso e ocupagao de lotes da cidade de Belo Horizonte (figura 36), inclusive
sua evolucao temporal. Transpor a andlise para o préprio mapa das cidades através de um
sistema de informagcao geografica (GIS) pode fornecer um eficiente método de validagao
do modelo. Os dados serao uteis para verificar a relevancia da densidade e proporcao
entre espacos residenciais e comerciais para a formacao de centros comerciais e como
esses espagos mudam ao longo do tempo. Ao realizar a comparacao, é possivel atacar um

dos principais desafios da modelagem baseada em agentes: a sua validagao [36].

~ <y
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Figura 36 — Recorte do mapa de uso e ocupacao de lote da cidade de Belo Horizonte.
Dados referentes ao ano de 2022. A atribuicao de cores para os tipos de uso
dos lotes determinados pela prefeitura foi feita pelo autor. Os lotes de cor
amarela sao residenciais, os azuis possuem alguma atividade comercial e os
laranjas nao se encaixam nessas definigoes.

Finalmente, ¢ possivel aprimorar o modelo através da utilizacao de teorias mais
elaboradas da drea da geografia urbana e desenvolvimento regional para modelar os espa-
¢os comerciais e residenciais a fim de tornar nosso sistema mais verossimil e construir a
conexao interdisciplinar exigida pela natureza do tema tratado, que é, também, um dos

principais desafios enumerados por Batty et al. [36].
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APENDICE A - Deducio da func3o ligacio

Assumindo que L possa ser escrito de forma analoga a entropia total do sistema,
entdo L(z) = H Y, l(p,). Quando um agente sai do bloco A e vai para o bloco B, apenas
os valores das densidades desses blocos sao alterados, p4 e pg, respectivamente. Portanto,
as densidades dos blocos A e B, apés a movimentagao do agente, sdo p'y = pa — 1/H
e py = pp + 1/H, respectivamente. Portanto AL = H [[(p)y) + (ps) — l(pa) — L(pB)]-

Escrito de outra forma:

AL=Hl(pa—1/H) = (pa)] + H [l(pp + 1/H) — l(pp)]
l

__Upa)=Upa—h)  Ups+h) = Upp)
h ; ,

sendo h = 1/H. Essas expressoes sao precisamente a definigdo da derivada da fungao [
(uma derivada é esquerda e outra é direita), caso h — 0. Portanto, para H grande, AL

pode ser aproximado por:
AL =1 (pg) —U'(pa). (A.1)

Como ply ~ pp e se deseja que AL = Au = u(pz) — u(pa), pode-se fazer a

associagao '(p) = u(p), de modo que
o
Up) = [ ulp)dp' (A2)

Um outro modo de obter esse mesmo resultado é supor que

I(p) = p;h;u (;1) ; (A.3)

Esta é a forma discreta da equagdo (A.2). Calculando AL = Lr — Ly, sendo L; e

L os valores da fungdo L antes e depois da movimentacao do agente, respectivamente,

obtém-se:
pgH i paH i pH i
L=Y | u(y)| =h+ L u(g) + X ulz)
Py i ppH
Ly = Lo+ §U<H)+ ;u(H)

Sendo Lj a soma dos termos [(p,) referentes as densidades que nao se alteram durante o
movimento de um dado agente e as densidades p4, pg, s € pz sdo as densidades dos blocos

A e B antes e depois da movimentacao do agente, assim como explicitado anteriormente.
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Logo:
Patl patl Pt ZL
a=3u(g)-Sulg) 2 ely) - ()
paH-1 i paH i ppH+1 i peH i
=% o) el X oel) -2 e(a)

u(pp +1/H) —u(pa)

/

u(p) — u(pa)
Au.

Portanto, é sempre verdadeiro que AL = Au. De modo que, tomando H muito grande,

obtém-se a equagao (A.2):

1) = S (5) 5 == [ s (A4)

=0



APENDICE B - Mapas de calor do indice

de heterogeneidade

Valor do limiar L_C

Valor do limiar L

Valor do limiar L_R

Figura 37 — Mapas de calor do indice de heterogeneidade com A = 0.0 e T"= 0.0,0.2, 0.5,
respectivamente, para valores dos limiares Lg, Lo € {0.1,0.3,0.5,0.7,0.9}.

Valor do limiar L,

Valor do limiar L_C

050
Valor do limiar L_R

Figura 38 — Mapas de calor do indice de heterogeneidade com A = 0.1 e T = 0.0,0.2, 0.5,
respectivamente, para valores dos limiares Ly, Lo € {0.1,0.3,0.5,0.7,0.9}.

Valor do limiar L

Valor do limiar L

Valor do limiar Ly

Figura 39 — Mapas de calor do indice de heterogeneidade com A = 0.3 e T = 0.0,0.2,0.5,
respectivamente, para valores dos limiares Ly, Lo € {0.1,0.3,0.5,0.7,0.9}.
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APENDICE C - Entropia

Uma cidade de @) blocos e H células pode distribuir seus agentes pelos blocos da

cidade, de modo que cada bloco serd descrito por um par ordenado p, = (nf,nqc), que
contém a informacao das quantidades de agentes no mesmo, sendo nf,nqc o nimero de

residentes e comerciantes no bloco ¢, respectivamente. Uma cidade, desconsiderando sua
espacialidade, isto é, considerando seus blocos como indistinguiveis, pode ser definida pelo
conjunto dos pares ordenados de cada um de seus blocos, 0 = {p1, ps, ..., pg}, essa é sua

configuragao.

Vamos supor que cada bloco, descrito pelo seu par ordenado p,, pode arranjar os

seus agentes de €(p,) maneiras distintas e equiprovaveis. Cada bloco ¢ pode distribuir

R
q

comerciantes ficam nos Ng — N

residentes dentre os espacos ocupados pelos agentes; os

R
q

em um bloco ¢ é um problema simples de combinatoria:

H\/n
Opy) = 2 (nf!,n€) = (n) (nR)
q
H! ng!
|
= a: . (C.l)

nll (H —ng)! (nq - n}f)!

n, agentes em H células e n

espacos restantes. O niimero de configuragoes possiveis

Cada possivel organizacao dos agentes em um bloco vamos chamar de microestado
do bloco.

Existem a pares ordenados acessiveis a um bloco qualquer, eles estao contidos no
conjunto P = {(nf‘,nqc) | nf,nqc €Z,0< nf,nqc < H, nf‘ + nqc < H}. Portanto, uma
cidade na configuracdo o possui my, blocos com par ordenado p*, Vp* € P. Os a valores
my, podem ser dispostos no vetor V= (myq,...,m,), este que descreve a cidade de forma

equivalente ao conjunto o.

Sabemos que existem my, blocos com par ordenado p*, cada um deles pode estar em
um dos €2 (pk> microestados acessiveis, queremos entao saber de quantas maneiras esses
blocos podem se organizar. Esse problema é equivalente a permutacao com repeticao de
my, bolinhas e () (pk) — 1 divisérias, pois, em ambos os problemas, desejamos distribuir

my, objetos idénticos entre 2 (pk) possiveis classificagdes O ntimero organizagdes possiveis

0() 14 m)
my! (2 (pF) — 1)!

é:

(C.2)
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O ntmero de maneiras com que os blocos, cada um com seu par ordenado p*,

podem ser organizar ao fim, é:

 (2() 1o
Yo =1l e

(C.3)

Como supusemos que os microestados assumidos pelos blocos sdo equiprovaveis, as
micro configuracoes da cidade em dada configuracao também o sao. Portanto, é possivel

definir a sua entropia como:

S(o) =InQ (o)
(g (2 ) —Lem)
o (H ol (2GR — D)
= ‘a {ln (Q (pk) -1+ mk)! —Inmy! —In (Q (pk) - 1)!} . (C.4)
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