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Resumo

Esta dissertação investiga a organização espacial de agentes (comerciantes e residentes)

em cidades utilizando modelagem baseada em agentes, inspirada na Teoria do Lugar Cen-

tral de Christaller e nos modelos de Schelling e de Grauwin et al. O objetivo principal é

analisar como a busca por maximização da utilidade individual dos agentes pode gerar pa-

drões espaciais semelhantes aos observados em centros urbanos reais, como a formação de

distritos comerciais (Central Business District — CBD). Para isso, a cidade foi represen-

tada por uma rede bidimensional dividida em blocos, onde os agentes se movem conforme

regras probabilísticas que dependem de funções utilidade individuais. O modelo simula

dinâmicas como a migração de residentes para evitar aglomerações e a concentração de co-

merciantes em áreas com densidade mínima de agentes. Analisamos como essas interações

levam à formação de padrões espaciais organizados. Os resultados mostram que, mesmo

com regras simples, o modelo reproduz características qualitativas da segregação espacial

e da formação de aglomerações comerciais observadas em cidades reais, contribuindo para

a compreensão das dinâmicas urbanas sob a perspectiva de sistemas complexos.

Palavras-chave: Sistemas complexos, dinâmica urbana, modelagem baseada em agentes.



Abstract

This dissertation investigates the spatial organization of agents (merchants and residents)

in cities using agent-based modeling, inspired by Christaller’s Central Place Theory and

the models of Schelling and Grauwin et al. The main objective is to analyze how agents’

pursuit of individual utility maximization can generate spatial patterns similar to those

observed in real urban centers, such as the formation of Central Business Districts (CBDs).

For this purpose, the city was represented as a two-dimensional grid divided into blocks,

where agents move according to probabilistic rules based on individual utility functions.

The model simulates dynamics such as residents migrating to avoid overcrowding and

merchants concentrating in areas with a minimum density of agents. We analyze how

these interactions lead to the formation of organized spatial patterns. The results show

that, even with simple rules, the model reproduces qualitative characteristics of spatial

segregation and the formation of commercial clusters observed in real cities, contributing

to the understanding of urban dynamics from a complex systems perspective.

Keywords: Complex systems, urban dynamics, agent-based modeling.
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1 Introdução

Sistemas complexos representam um campo do conhecimento interdisciplinar que

tem como objetivo o estudo de como interações locais geram padrões coletivos emergentes,

que são difíceis de prever pela análise das partes. Emergência se refere ao aparecimento

de padrões ou certas características de um sistema conforme seus componentes intera-

gem. Exemplos incluem ecossistemas, sistemas biológicos, o clima terrestre, sistemas de

infraestrutura e transporte, redes sociais, mercados financeiros, entre outros. Em especial,

podemos destacar a cidade como um sistema complexo, definida por Jane Jacobs em sua

clássica obra “Morte e Vida de Grandes Cidades” como um problema de complexidade

organizada [1].

Sistemas complexos podem ser analisados com ferramentas da física estatística,

como modelagem por processos estocásticos, autômatos celulares e modelos baseados em

agentes, sendo este último especialmente adequado para análises estatísticas por meio de

métodos de Monte Carlo. Um exemplo clássico é o modelo de segregação de Schelling [2],

que mostra como uma população com estrutura espacial, composta por dois tipos de

indivíduos, pode se segregar quando os indivíduos são intolerantes ao tipo diferente até

mesmo quando a tolerância não é baixa. Esse tipo de abordagem permite o estudo de

outros tópicos sobre organização e dinâmica urbana. Neste trabalho, investigaremos a

organização espacial do comércio por meio dessa metodologia.

Nosso trabalho utiliza conceitos da geografia urbana a fim de construir um modelo

que, através de regras simples fundamentadas na Teoria do Lugar Central de Christaller,

é capaz de demonstrar a formação de centros comerciais que se assemelham qualitati-

vamente ao distrito financeiro das cidades — em inglês, a região é denominada Central

Business District (CBD). O sistema de Christaller assume que o espaço em que estão

os lugares centrais, que são pontos onde são fornecidos bens e serviços, é homogêneo e

isotrópico e que as cidades neles localizadas possuem um alcance para os bens que for-

necem, isto é, uma zona de mercado que é suprida pela cidade, e um limiar, um número

mínimo de clientes para se sustentar economicamente. Esses conceitos podem ser também

associados a estabelecimentos comerciais. Adaptando esses conceitos para nosso modelo,

investigamos como eles são capazes de gerar uma configuração espacial de aglomeração

de comerciantes.

Utilizando um modelo baseado em agentes, dividimos uma cidade em blocos, que

podem ser ocupados por agentes, estes que podem ser de dois tipos: comerciantes e resi-

dentes. Cada um dos agentes sabe qual é a densidade do bloco em que está. A depender

dessa propriedade do bloco, o agente estabelece seu nível de satisfação, que determina se
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ele permanecerá ou mudará de bloco. A dinâmica de mudança é determinada pela dife-

rença entre a satisfação obtida no bloco atual e a que ele obteria caso se mudasse para um

novo bloco. Se a mudança for positiva, o agente se muda para o novo bloco. O trabalho

também explora como alterações na função que descreve a satisfação dos agentes como

função da densidade dos blocos podem modificar a organização final dos agentes na cidade

e a dinâmica do sistema. Um problema interessante que surge na análise da segregação

entre os tipos de agentes que surge no sistema é a definição de medidas para quantificar

o grau de segregação da população. Neste trabalho analisamos algumas medidas.

Este trabalho é dividido em seis capítulos, incluindo esta introdução. O capítulo 2

expõe o problema da organização espacial do comércio e descreve conceitos da geografia

urbana pertinentes para a elaboração do nosso modelo e para a interpretação dos seus

resultados. No capítulo 3, fazemos uma revisão da literatura sobre modelos da chamada

“ciência das cidades” e descrevemos com maior profundidade os modelos que serviram

como base para o nosso trabalho: o modelo de Schelling e o de Grauwin et al. No capítulo

4, descrevemos o nosso modelo, suas variações e principais resultados. O capítulo 5 é de-

dicado a discussões importantes sobre algumas características do nosso modelo e termina

com uma discussão sobre o processo da própria modelagem. O capítulo final exprime as

principais conclusões do trabalho e as perspectivas futuras que ele oferece.
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2 O problema da geografia: distribuição espa-

cial de comércio

A organização espacial das atividades comerciais em uma cidade é um tema central

na geografia urbana, pois afeta diretamente a dinâmica das cidades, a acessibilidade dos

consumidores e a eficiência econômica. Compreender como o comércio se distribui no

espaço é fundamental para o planejamento das cidades.

Uma das abordagens desse campo é a Teoria do Lugar Central (Central Place

Theory), desenvolvida na década de 1930 pelo geógrafo alemão Walter Christaller e, pos-

teriormente, refinada por August Lösch, economista alemão. A teoria trata do número,

tamanho, características funcionais e espaçamento entre pontos de distribuição de bens e

serviços para áreas próximas, como cidades e estabelecimentos comerciais.

A Teoria de Lugar Central Clássica se baseia em várias simplificações. Ela assume

que uma dada região seja homogênea e isotrópica, isto é, o custo de transporte entre

dois pontos distintos depende apenas da distância entre eles. Além disso, a população

e a renda são igualmente distribuídas na região. A partir dessas hipóteses, a teoria de

Christaller introduz dois conceitos associados aos lugares centrais: o alcance e o limiar. O

alcance refere-se à distância máxima que um consumidor está disposto a percorrer para

acessar determinado produto ou serviço; o limiar refere-se ao número mínimo necessário de

clientes para sustentar sua atividade comercial [3]. A figura 1 ilustra esses dois conceitos.

Alcance

Limiar

Figura 1 – Esquema das duas variáveis econômicas de um lugar central. O seu alcance
engloba todos os seus possíveis consumidores, o limiar mostra a quantidade
mínima necessária para se sustentar economicamente.

O sistema de Christaller assume que existe uma hierarquia de N diferentes bens

g = (1, 2, ..., N) e de N níveis de área de mercado m = (m1, m2, ..., mN). A cada bem

está associada uma área de mercado, que é o espaço abrangido pelo alcance do bem, e,
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por consequência, pelo estabelecimento que o comercializa, que é maior quanto mais alta

é a classificação do bem na hierarquia. O bem de nível n possui área de mercado mn.

O modelo de Christaller também assume que a razão entre a área de mercado, mn, de

um produto de nível n e a área de mercado mn−1 do produto imediatamente abaixo na

hierarquia, com nível n − 1, é constante:

mn

mn−1

= k. (2.1)

Essa razão é válida para todos os níveis da hierarquia, com exceção do nível n = 1, por

ser o nível mais baixo.

Christaller então propôs que cada lugar central teria uma classificação u = (1, 2, ..., N).

Caso um lugar central fosse de classificação 3, então este seria capaz de fornecer bens de

nível 1, 2 e 3. De fato, o trabalho de Christaller foi mais baseado em observações da

realidade do que em uma construção teórica segundo primeiros princípios. De modo que

o padrão final de seu modelo, redes hexagonais regulares, que podem formar padrões hi-

erárquicos entre si, surgiu por meio de suas observações e com o objetivo de construir

um padrão espacial de lugares centrais que pudesse fornecer todos os bens para todos os

pontos e que minimizasse o número de pontos de fornecimento [4].

O sistema urbano de Christaller se configura como a superposição de diversas redes

hexagonais regulares de diferentes tamanhos. As redes maiores possuem menor concentra-

ção de pontos no espaço, elas representam lugares centrais que fornecem bens de maior

ordem, ou seja, possuem maior alcance e são menos numerosos. As redes menores indicam

lugares centrais de pequeno alcance, com bens e serviços mais comuns, de baixa ordem.

O padrão final se configura como uma hierarquia de redes hexagonais aninhadas. A figura

2 ilustra esse resultado.

Figura 2 – Esquema da configuração final do sistema urbano de Christaller. Os pontos
vermelhos, pretos e azuis representam lugares centrais em ordem crescente
de alcance. Essa estrutura mostra uma hierarquia entre os níveis de lugares
centrais.
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Essa configuração serve todos os consumidores com o menor número de centros,

denominado princípio de mercado. Cada lugar central de dado grau abrange um espaço

delimitado pelos seus seis vizinhos de grau imediatamente inferior (por exemplo, o alcance

do lugar central azul, na figura 2, é delimitado pelo hexágono preto que o circunda, que

tem como vértices os lugares centrais de grau imediatamente inferior ao seu, os lugares

centrais pretos). De modo que o lugar central azul abrange com seu alcance uma região

três vezes maior do que aquela alcançada pelos lugares centrais pretos, que, por sua

vez, possuem o alcance delimitado pelos seus vizinhos de grau imediatamente inferior,

os lugares centrais vermelhos. Assim, o valor da razão da equação 2.1 da configuração,

que se dá segundo o princípio de mercado, é k = 3. Para outros princípios, a saber, o

princípio de transporte — minimização da distância entre os vários centros — e o princípio

administrativo — minimização do número de centros de ordem superior que administram

os de ordem inferior — o valor da razão das áreas atingidas pelos lugares centrais, para

o princípio de transporte, é k = 4 e para o princípio administrativo, é k = 7. O arranjo

dos locais centrais para esses dois outros sistemas é ilustrado na figura 3. Todos esses

padrões podem, inclusive, se sobrepor, formando um emaranhado de redes que descrevem

as posições de diferentes tipos de estabelecimentos, seguindo distintos princípios.

Figura 3 – Arranjo dos lugares centrais segundo a teoria de Christaller para o princípio de
transporte, esquema à esquerda, e para o princípio administrativo, esquema
à direita. Os círculos pretos e azuis representam lugares centrais em ordem
crescente de hierarquia. Os lugares centrais azuis e pretos têm como alcance
os hexágonos de cor azul e preta, respectivamente.

Por ser um modelo determinista, obtém-se um resultado estático baseado em su-

posições rígidas e constantes, o que o torna limitado, impossibilitando a descrição da

dinâmica do espaço urbano. Além disso, a teoria é voltada para a descrição dos padrões e

não para sua explicação. Para solucionar essas limitações, adaptações para incluir fatores

como densidade de população não uniforme, variações de renda, custos de transporte e

comportamentos de consumidores e empresas foram propostas e analisadas. Em suma, a

utilidade de modelos de lugar central se dá no sucesso da aplicação dos mesmos na análise

dos padrões espaciais de serviços do setor público e privado no ambiente intra-citadino,

sendo o mais comum e talvez o mais bem-sucedido o setor de varejo [3].
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Outro conceito importante para compreender a organização espacial do comércio é

o distrito financeiro — em inglês, a região é denominada Central Business District (CBD).

Apesar de nuances na sua definição e das variações morfológicas entre diferentes CBDs, é

geralmente aceito que o CBD é caracterizado pela alta concentração de serviços de alta

ordem, como varejo, escritórios e funções municipais. É nessa região que estão as ruas de

comércio e prédios públicos principais.

A literatura sugere que os principais motivos do agrupamento dessas atividades

em um só lugar são a acessibilidade única da região, que fica no centro da rede de trans-

porte, e as vantagens econômicas inerentes ao agrupamento de diversos serviços, que se

complementam [5]. A concentração dos serviços de alta ordem eleva o preço dos aluguéis

da localidade, o que também influencia a organização da cidade.

A evolução espacial do CDB depende da economia espacial da cidade e do seu pla-

nejamento urbano. A descentralização econômica, que na América do Norte e na Europa

gerou um movimento de pessoas e capital para fora dos CBDs, também tem papel impor-

tante na formatação e análise dos CBDs, mas a literatura difere nas maneiras como esse

processo deve ser investigado e entendido. Apesar desse fator relevante, desde a década

de 1980, existem políticas governamentais de diversos países que incentivam o retorno ao

CBD. O padrão espacial do CBD também é provável de continuar no Sul Global, onde a

crescente população se concentra em megacidades [6].

A compreensão da organização espacial do comércio fornece uma base teórica im-

portante para a análise de fenômenos urbanos. Os padrões detectados no arranjo espacial

de estabelecimentos comerciais convidam à realização de estudos do tema sob a perspec-

tiva de sistemas complexos. Utilizando métodos da física, é possível traduzir relações locais

e configurações espaciais em modelos quantitativos que permitem uma melhor compreen-

são dos eventos, inclusive permite a criação de modelos dinâmicos, o que soluciona uma

das críticas aos modelos clássicos de organização espacial. No próximo capítulo, iremos

revisar modelos da literatura que capturam dinâmicas urbanas sob perspectivas mate-

máticas e físicas, criando uma conexão entre os padrões detectados no espaço urbano e

análises quantitativas.
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3 Revisão da literatura

A análise de fenômenos urbanos através de métodos da física tem como objetivo

traduzir questões complexas em modelos que revelam padrões e dinâmicas essenciais. Em

geral, foca-se em problemas específicos, que sejam compatíveis com essa abordagem. Neste

capítulo, iremos apresentar uma revisão de alguns modelos da chamada “ciência das cida-

des” [7], seguindo os tópicos da revisão de Marc Barthelemy [8]. Em seguida, discutiremos

dois trabalhos que serviram de base para a elaboração do modelo que utilizaremos para

analisar a distribuição espacial do comércio.

3.1 Modelos físicos em ciências das cidades

Modelos físicos e modelos econômicos possuem em comum a dinâmica emergente

de fenômenos coletivos que se originam de interações locais. Essa característica de siste-

mas complexos permite a utilização do ferramental matemático da física estatística para

analisar modelos que descrevem fenômenos não restritos à física. Dessa forma, é possível

formular uma “ciência das cidades”, que utiliza esse ramo da física para unir a teoria e

as regularidades empíricas apresentadas nas sociedades humanas. Formação de opinião,

inclusive em redes sociais, evolução de línguas e comportamento de manada são alguns

exemplos de temas que podem ser tratados através dessa abordagem [9].

Uma abordagem familiar muito utilizada pelos físicos para entender sistemas com-

plexos, como as cidades, é a construção de modelos microscópicos. Esses modelos geram

previsões que podem ser testadas usando o crescente volume de dados empíricos obtidos

por sistemas de geolocalização, telefones celulares, pesquisas e censos [8].

Um exemplo desse tipo de abordagem é o estudo das leis de escala, que ofere-

cem uma estrutura poderosa para entender como propriedades macroscópicas de cidades,

como tamanho, infraestrutura e PIB, variam com sua população. Leis de escala mostram

como variáveis urbanas se relacionam com a população, revelando regularidades matemá-

ticas que refletem princípios subjacentes de organização. Nesses modelos, propõem-se que

quantidades relacionadas ao meio urbano, Y , seguem regras do tipo

Y = Y0N
β, (3.1)

sendo Y0 e β constantes e N a população da cidade. O expoente β indica o tipo de cres-

cimento da quantidade Y . Para explicar esses padrões, foram propostos mecanismos que

se fundamentam nas interações entre indivíduos e em como a geometria e a distribuição

espacial das cidades as afetam. Modelos de gravidade e de colaboração necessária são
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alguns exemplos de modelos que visam justificar o surgimento dos padrões de escala nas

cidades [10].

O modelo de gravidade ilustra de forma interessante a abordagem física de fenô-

menos observados em cidades. Nesse tipo de modelo, supõe-se que certa variável T que

caracteriza o fenômeno em análise, por exemplo, a probabilidade de interação entre duas

pessoas ou o número de viagens entre dois pontos, segue a regra

T ∝ 1/dγ, (3.2)

sendo d a variável independente, como a distância entre as pessoas ou pontos da cidade, a

depender do modelo, e γ é o expoente de decaimento. Esse tipo de abordagem, inspirada

na lei da gravitação universal de Newton, é também fundamentada na lei de Tobler:

“Todas as coisas estão relacionadas com todas as outras, mas coisas próximas estão mais

relacionadas entre si do que aquelas distantes.” [7].

Outro modelo que trata de padrões de mobilidade é o modelo de radiação. Ele

descreve o fluxo migratório médio do ponto i ao ponto j como sendo

⟨Tij⟩ = Ti
pipj

(pi + sij) (pi + pj + sij)
, (3.3)

sendo pi e pj as populações do ponto i e do ponto j, respectivamente, sij a população total

da região interna à circunferência de raio rij, a distância entre os pontos i e j, centrada no

ponto i e Ti =
∑

i̸=j Tij o número total de pessoas que saem do ponto i. A figura 4 ilustra

o modelo e suas variáveis. Este modelo se baseia na ideia de que regiões mais populosas

possuem mais vagas de emprego e que os indivíduos buscam seu trabalho levando em

consideração sua qualidade e sua distância [11].

sij

rij

pi

pj

Figura 4 – Esquema das variáveis utilizadas no modelo de radiação. Sendo pi a população
do ponto i, de onde sai o indivíduo, pj a população do ponto j, seu possível
destino, rij a distância entre esses dois pontos e sij a população total da região
inscrita no círculo de raio rij centrado no ponto i.

Um exemplo interessante de lei de escala envolve o padrão que segue a distribuição

da população entre as cidades de alguns países, conhecido como lei de Zipf:

P (r) ≈ r−v, (3.4)
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sendo P a população de uma cidade, r o seu ranking (a posição que ela ocupa na lista de

cidades, em ordem decrescente de tamanho populacional) e v uma constante de valor 1.

Um tipo de modelo que gera uma distribuição de população que segue a lei de Zipf

utiliza a equação de difusão com ruído, que no limite de tempo contínuo se torna

dPi

dt
= (ηi(t) − 1) Pi(t) +

∑

j ̸=i

[JijPj(t) − JjiPi(t)] , (3.5)

sendo Pi a população da cidade i, ηi os fatores de crescimento aleatório que seguem uma

distribuição gaussiana, com a mesma média e com desvio padrão dado por 2σ2, e Jij a

taxa de migração de pessoas da cidade i para a cidade j. Não há solução exata conhecida

para o caso geral, mas no limite de campo médio, em que Jij = J/N ∀i ̸= j, (sendo N o

número de cidades analisadas e J uma constante associada à migração das pessoas entre

as cidades), a distribuição estacionária da densidade de população das cidades descreve

uma curva log-normal, que, para J ̸= 0 e pequeno, se aproxima de uma lei de potência,

assim como a lei de Zipf.

É válido destacar que existem trabalhos [8] que, após uma análise estatística rea-

lizada em vários conjuntos de dados de diversos países, mostram que a lei de Zipf deve

ser rejeitada. As distribuições das populações mostram que as cidades, principalmente

aquelas de maior posição hierárquica, são, frequentemente, grandes ou pequenas demais

para se encaixarem no padrão da lei de Zipf [4]. Além disso, o artigo [12] destaca a relevân-

cia de fatores políticos e econômicos para a organização das cidades, que parecem ser os

fatores mais determinantes para a distribuição de tamanho dos centros urbanos. Ademais,

o trabalho [13] destaca a importância da amostragem (e, consequentemente, definição dos

objetos que serão analisados) para determinar se um conjunto de dados segue a lei de

Zipf.

Uma outra abordagem que utiliza métodos da física é o estudo de padrões de se-

gregação espacial. Nesses estudos, emprega-se com frequência simulações de Monte Carlo,

que nada mais são que modelos em que os movimentos dos agentes de uma população são

modelados probabilisticamente através de simulação computacional, método conhecido

como agent based modeling. Esse tipo de modelo baseado em agentes sobre comporta-

mento coletivo iniciou-se com o trabalho de James Sakoda — mais conhecido pelo seu

trabalho com origamis — e, mais tarde, foi amplamente difundido através da produção

de Thomas Schelling1. O trabalho de Schelling tinha como objetivo estudar a dinâmica

social de formação de segregação espacial espontânea entre indivíduos. Um dos seus mo-

delos propostos é construído em uma rede quadrada, semelhante ao modelo de Ising, o

que é atraente para os físicos. O modelo de Schelling propõe um sistema em que existem

dois tipos de agente e cada agente possui um certo número de vizinhos. O agente está

satisfeito se a fração dos seus vizinhos que são de tipo diferente do seu não for maior do
1 Para conhecer mais sobre a história e trabalho desses pesquisadores, ver o excelente artigo [14].



Capítulo 3. Revisão da literatura 19

que um certo valor, que caracteriza a sua tolerância. Caso contrário, o agente fica insatis-

feito e muda de posição na rede. Schelling mostrou que mesmo os agentes tendo tolerância

relativamente alta, um padrão de segregação espacial entre os agentes de diferentes tipos

se desenvolve no espaço, ou seja, o resultado final macroscópico não é tão homogêneo

quanto a tolerância dos indivíduos pode indicar.

Inúmeras variações ao modelo de Schelling foram propostas, tanto no comporta-

mento dos agentes [15,16], quanto nas propriedades do sistema [17,18]. Nestas variações,

foram investigadas diferentes funções que definem a satisfação dos agentes, a probabili-

dade dos mesmos se moverem no sistema, a depender do tempo de simulação, da distância

da nova posição, da “qualidade” da nova posição. Além disso, o modelo original teve sua

robustez investigada [19] e uma análise foi feita sobre suas generalizações sob uma única

estrutura matemática [20]. Ademais, o modelo pode ser associado a modelos físicos, em

que a satisfação de um agente é correlacionada à sua “energia interna”, onde as interações

entre os agentes (pensados como partículas) produzem forças que geram a dinâmica do

sistema; de modo que é possível construir um modelo físico análogo ao de Schelling [21].

O trabalho de Schelling é um dos mais influentes nas pesquisas que envolvem

simulação de comportamento humano e modelagem baseada em agentes, sendo citado

também por autores da ciência da computação, da sociologia, da economia, das ciências

naturais, dentre outros [22]. Além disso, o modelo de Schelling é emblemático no debate

da filosofia da ciência a respeito da função da modelagem [23].

Um dos modelos que se inspiraram no modelo de Schelling, o modelo de Grauwin

et al. [24], é bastante adequado para nossa modelagem da dinâmica de formação de centros

comerciais. Nesse modelo, a cidade é dividida em blocos, cada um comportando uma quan-

tidade limitada de agentes. Os agentes, por sua vez, possuem uma satisfação determinada

pela densidade de outros agentes no mesmo bloco. A dinâmica do modelo determina como

os agentes trocam de bloco na tentativa de maximizar a satisfação. Com isso, foi possível

analisar a diferença entre interesses individuais e coletivos na segregação espacial [24,25].

Curiosamente, o comportamento desses agentes neste modelo é contraintuitivo, pois o

desejo individual dos mesmos não condiz com a situação final do sistema: mesmo cada

agente buscando maximizar sua própria satisfação, a satisfação média dos agentes, ao fim,

é baixa.

Como o modelo de Schelling e o de Grauwin são base para o modelo que iremos

estudar nessa dissertação, iremos apresentá-los em detalhes nas sessões 3.2 e 3.3, respec-

tivamente.
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3.2 Modelo de Schelling

O economista Thomas Schelling, em seu artigo “Models of Segregation” [2], des-

creveu três modelos distintos sobre segregação social, porém é aquele em que os agentes

se movem em uma rede bidimensional que é conhecido como “modelo de Schelling”.

O modelo de Schelling foi publicado no final da década de 1960, em um contexto

de movimentos pelos direitos civis nos Estados Unidos e em outros países, quando temas

como segregação espacial de pessoas e leis segregacionistas estavam sendo amplamente

debatidos. Diante dessa conjuntura, o autor propôs um sistema em que o comportamento

discriminatório era o fundamento da movimentação dos indivíduos, com o intuito de

verificar a influência de ações individuais na configuração espacial das cidades [26].

O modelo é definido em uma rede quadrada de lado com comprimento L, ou seja,

a rede possui L2 células, cada uma delas podendo ser ocupada por, no máximo, um

agente. Na rede, são distribuídos N agentes, dentre eles, NA são agentes do tipo A e NB

são do tipo B. A densidade de agentes na rede é, portanto, ρ = N/L2. O modelo pode

descrever o comportamento de qualquer par de tipos de agentes, porém, dado o contexto

da época, Schelling descreveu um sistema em que os agentes eram divididos pela cor:

pretos e brancos. Cada um dos agentes possui uma vizinhança ego-centrada, que são as

oito células que estão em volta da célula que ocupa, conhecida como vizinhança de Moore,

conforme ilustra a figura 5. A satisfação de um agente de dado tipo pode ser definida

como uma função da razão entre o número de agentes presentes em sua vizinhança —

seus vizinhos — que são de tipo diferente do seu, Nd, e o número total de vizinhos, Nv,

isto é, a satisfação de um agente é uma função de r = Nd/Nv.

Figura 5 – As oito células (em verde) em torno de um agente (em vermelho) formam sua
vizinhança de Moore.

Schelling definiu a seguinte função satisfação: um agente i fica satisfeito se a sua

fração de vizinhos de tipo diferente, ri, for menor ou igual a um certo valor de tolerância

T e se torna insatisfeito caso contrário. A figura 6 ilustra as possíveis interações entre

agentes sob essa regra. A condição de satisfação do agente é dada por

Nd − T (Nd + Ns) ≤ 0. (3.6)
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permaneça constante. A energia do modelo BEG é

EBEG = −J
∑

⟨i,j⟩

sisj − K
∑

⟨i,j⟩

s2
i s

2
j + D

∑

⟨i,j⟩

s2
i . (3.9)

Para um sistema com o número de células de cada tipo fixo, D = 0, então, caso J = 1 e

K = 2T − 1, os modelos se tornam equivalentes. Caso D ̸= 0, o sistema é aberto, isto é,

o número de células de cada tipo não é constante. Esta condição seria correspondente ao

modelo de Schelling em uma cidade aberta, isto é, agentes podem sair e entrar no sistema;

esse caso é discutido no artigo [27], em que o fator D é uma medida de atratividade do

sistema.

Os resultados do modelo de Schelling mostram que, dado que todos os agentes

possuem a mesma tolerância, uma tolerância relativamente alta, como T = 2/3, pode

gerar uma rede com populações segregadas. A figura 7 ilustra os resultados para o modelo

de Schelling com diferentes valores de tolerância T . Uma análise mais aprofundada dos

resultados para diferentes valores de tolerância e densidade de agentes foi feita por Gauvin

et al. [29].

T = 4/5T = 3/4

T = 1/2T = 1/4

T = 2/3

T = 1/3

Figura 7 – A rede no topo da figura mostra uma configuração inicial do sistema, em que
os agentes são distribuídos de forma aleatória. Nas simulações mostradas, a
concentração de agentes é de ρ = 0.8 e as frações de cada tipo de agentes são
iguais. As demais redes mostram configurações finais para simulações com dife-
rentes valores de tolerância T . O aumento da tolerância T torna as populações
dos dois tipos de agentes menos segregadas.

Schelling, em seu artigo original, formula um modelo que não leva em consideração



Capítulo 3. Revisão da literatura 23

políticas segregacionistas, nem questões econômicas, como renda dos indivíduos e preço

de imóveis. Outros autores implementaram variáveis econômicas em modelos semelhantes

ao de Schelling a fim de torná-los mais verossímeis com fenômenos reais [30,31].

3.3 Modelo de Grauwin et al.

Inspirado no modelo de Schelling, Grauwin et al. elaboraram um modelo de se-

gregação social de uma população de um único tipo [24]. A população possui estrutura

espacial, na qual os agentes se movem a fim de maximizar uma função utilidade — termo

comum em modelos econômicos, que pode ser sinônimo de satisfação — cujo valor depende

da densidade local de agentes.

O modelo de Grauwin et al. consiste em um sistema composto por Q blocos, cada

um sendo uma rede quadrada bidimensionais com H sítios cada. Os Q representam uma

cidade. Cada sítio pode conter no máximo um agente. Neste sistema são distribuídos N

agentes, de modo que cada bloco q (q = 1, 2, ..., Q) possui nq agentes (0 ≤ nq ≤ H) e a

sua densidade é ρq = nq/H. Cada um dos agentes possui uma satisfação que depende da

densidade do bloco em que se encontra, dada pela função utilidade u(ρq), que é idêntica

para todos os agentes. A partir disso, é possível calcular a utilidade global do sistema:

U(x) =
∑

q nqu(ρq) = H
∑

q ρqu(ρq), sendo x = {ρ1, ρ2, ..., ρQ} o conjunto das densidades

de cada bloco do sistema.

A dinâmica do sistema é definida através da seguinte regra: em cada passo tempo-

ral, são escolhidos um agente e um sítio vago quaisquer da cidade. O agente mudará da

sua posição atual para o sítio vazio com probabilidade

Pxy =
1

1 + e
−G
T

, (3.10)

sendo x e y as configurações do sistema antes e depois do possível movimento, respecti-

vamente, e T a “temperatura” do sistema, que visa criar um ruído nas decisões tomadas

pelos agentes. Esse ruído pode ser interpretado como fatores que não são levados em

consideração no modelo proposto, como preço dos imóveis e outros motivos que podem

interferir na escolha de realizar a mudança. O ganho G obtido com o movimento proposto

é dado por

G = ∆u + α (∆U − ∆u) , (3.11)

sendo ∆u a variação da utilidade do agente ao se mudar e ∆U a variação da utilidade total

do sistema. O fator α, que pode assumir valores de 0 a 1, pode ser interpretado como o

nível de altruísmo dos agentes. Caso α = 0, o ganho do indivíduo se baseia inteiramente na

alteração da sua utilidade pessoal; caso α = 1, o ganho depende unicamente da variação

da utilidade geral da população, assim como em modelos físicos, nos quais alguma função

global é minimizada. A figura 8 ilustra as configurações finais do sistema com densidade
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3.3.1 Análise matemática do modelo de Grauwin

A cidade é representada pelo vetor x = (ρ1, . . . , ρQ). Quando um agente muda

de bloco, a cidade passa para uma nova configuração y. A dinâmica desse sistema é

um processo estocástico markoviano, que satisfaz uma equação mestra. Portanto, uma

condição suficiente de equilíbrio é o balanço detalhado [32]:

Pxy

Pyx

=
P (y)

P (x)
, (3.12)

em que Pxy é a probabilidade do sistema ir da configuração x para a y e P (x) é a pro-

babilidade, no equilíbrio, de encontramos uma cidade na configuração x. Substituindo a

expressão dada na equação 3.10:

Pxy

Pyx

=
P (y)

P (x)
=

1
1+e−G/T

1
1+eG/T

= eG/T . (3.13)

Caso seja possível atribuir uma função V (x) ao sistema, que depende apenas da

configuração x, de maneira tal que o ganho G possa ser escrito na forma G = ∆V =

V (y) − V (x), então
P (y)

P (x)
= e

V (y)−V (x)
T =

e
V (y)

T

e
V (x)

T

. (3.14)

Essa equação sugere a seguinte atribuição:

P (x) ∝ e
V (x)

T . (3.15)

Essa solução é a única expressão para P (x) que satisfaz a equação (3.14). Para

ver isso, suponhamos que exista uma outra função Q(x) que também satisfaça à equação

(3.14), isto é,
Q(y)

Q(x)
=

P (y)

P (x)
= e

V (y)−V (x)
T . (3.16)

Portanto, é possível afirmar que:

Q(x)

P (x)
=

Q(y)

P (y)
. (3.17)

O lado esquerdo da equação (3.17) depende apenas da configuração x, já o lado direito

depende apenas da configuração y. Escolhendo uma configuração y fixa, a razão Q(y)/P (y)

se torna constante, que denotaremos como λ. Podemos concluir que a razão Q(x)/P (x) =

λ é independente da configuração x escolhida. Portanto

Q(x) = λP (x), (3.18)

para todo x possível. Ou seja, qualquer outra função Q que também satisfaça a equação

(3.14) será igual à função P a menos de uma constante multiplicativa. Como essas funções
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descrevem a probabilidade de encontrar o sistema em dada configuração, elas devem assu-

mir valores entre 0 e 1; logo, devem ser multiplicadas por uma constante de normalização,

de modo que a constante λ não fará diferença no resultado final.

A distribuição de probabilidade no equilíbrio P (x) se assemelha à distribuição

de Boltzmann com k = 1 e V (x) = −H(x), sendo H a hamiltoniana do sistema. Essa

equivalência de formalismo nos permite associar o sistema discutido ao arcabouço teórico

da física estatística, em especial ao ensemble canônico.

Para cada conjunto de densidades x, existem diversas maneiras de se distribuir os

agentes no sistema. Caso haja ρqH agentes em um bloco q, existem

Ω(ρq) =

(

H

ρqH

)

=
H!

(ρqH)! (H(1 − ρq))!

possíveis configurações para o bloco, que assumimos que são igualmente prováveis de

ocorrer e não alteram o valor da função V . Portanto, é possível associar ao bloco uma

função entropia usual [33] do tipo:

s(ρq) = ln Ω(ρq)

= ln

(

H!

(ρqH)! (H(1 − ρq))!

)

= ln H! − ln (ρqH)! − ln (H(1 − ρq))!.

Utilizando a aproximação de Stirling2, ln x! = x ln x − x + O (ln x) ≈ x ln x − x,

s(ρq) ≈ −H [ρq ln ρq + (1 − ρq) ln (1 − ρq)] .

A quantidade de estados acessíveis para a cidade é igual ao produto dos números

de estados acessíveis de cada bloco, portanto, a entropia total da cidade é igual à soma das

entropias de cada bloco. Somando essas quantias, obtém-se a entropia total do sistema:

S(x) =
∑

q

s(ρq) = −H
∑

q

ρq ln ρq + (1 − ρq) ln (1 − ρq). (3.19)

Portanto, a distribuição de probabilidades para as diferentes configurações do sistema é

dada por:

Π(x) =
Ω (x) e

V (x)
T

Z
=

e
1
T

(V (x)+S(x)T )

Z
=

e
F (x)

T

Z
, (3.20)

sendo Z =
∑

x exp (F (x) /T ) a constante de normalização. A quantidade F (x) ≡ V (x) +

S(x)T se assemelha à energia livre de Helmholtz.
2 A aproximação de Stirling é melhor quanto maior o valor de x!. Como ρqH pode ter valores pequenos,

é razoável analisar essa aproximação com mais detalhe a fim de verificar sua qualidade. Como H ≫ 1,
o termo ln H! é bem aproximado; já os termos ln (ρqH)! e ln (H(1 − ρq))! possuem aproximações não
muito boas para valores de ρ muito baixos ou muito altos, respectivamente. Para todos os casos, a
aproximação utilizada fornece um limite superior para a entropia, que se aproxima do valor real para
H grande e ρ distante dos casos limite, a saber, ρ = 0 e ρ = 1.
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Portanto, precisamos buscar uma função V para o sistema, que cumpra os requi-

sitos exigidos, a fim de associá-lo aos modelos da física estatística já conhecidos. Pela

definição, G = α∆U + (1 − α) ∆u, em que U é um valor global, que depende de toda

a configuração x do sistema, e u é um valor local, que depende apenas das densidades

dos dois blocos envolvidos na movimentação do agente. Como V também deve depender

da configuração x do sistema, é preciso fazer uma ligação entre a variação local u e a

variação global U . Para tal, introduz-se uma função ligação L = L(x), cuja variação após

um agente mudar de posição deve ser igual a sua mudança de satisfação, isto é, ∆L = ∆u.

Uma função que cumpre esse papel é a seguinte:

L(x) = H
∑

q

l(ρq), com l(ρ) =
∫ ρ

0
u(ρ′)dρ′. (3.21)

O processo de definição dessa quantidade está mostrado no apêndice A.

De posse da função ligação L, pode-se definir o potencial V (x) como função da

configuração x,

V (x) = (1 − α) L (x) + αU (x) .

Conforme deveria ser, a variação de V corresponde ao ganho do movimento:

∆V = G = ∆u + α (∆U − ∆u) . (3.22)

Finalmente, podemos escrever a “energia livre” em termos de L:

F (x) = (1 − α) L (x) + αU (x) + S (x) T.

Esta função pode ser escrita na forma F (x) = H
∑

q f (ρq), com

f (ρ) = −T (ρ ln ρ + (1 − ρ) ln (1 − ρ)) + αρu (ρ) + (1 − α)
∫ ρ

0
u (ρ′) dρ′.

A fim de ilustrar a influência do fator de cooperação α e determinar explicitamente

as configurações de equilíbrio do sistema, os autores usaram a função utilidade ilustrada

na figura 9, que é assimétrica com pico em ρ = 1/2 e com u(ρ = 1) = m, m pode assumir

valores entre 0 e 1. Tal função pode ser escrita como:

u(ρ) =











2ρ, se 0 ≤ ρ ≤ 1
2

2 − m − 2 (1 − m) ρ, se 1
2

< ρ < 1.
(3.23)

Para determinar qual é a configuração estacionária do sistema, é preciso calcular o

valor da função F (x) para uma cidade homogênea e para uma cidade segregada. Agentes

bem distribuídos entre os blocos da cidade configuram uma cidade homogênea. Por sua

vez, cidades com blocos vazios são cidades segregadas. Essas configurações estão ilustradas

pela figura 8. Como F (x) = H
∑

q f (ρq), o sistema homogêneo, em que todos os blocos
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possuem densidade ρ0, é instável contra uma separação de fase se existem duas densidades

ρ1 e ρ2 tais que

γf (ρ1) + (1 − γ) f (ρ2) > f (ρ0) , (3.24)

sendo γ a fração de blocos do sistema que possuem densidade ρ1 na configuração segregada,

enquanto (1 − γ) representa a fração de blocos com densidade ρ2. Essa condição indica

que a cidade segregada possui um valor maior de F (x), logo é mais provável que ocorra.

Essa condição corresponde a exigir que f (ρ) seja uma função não côncava de ρ.

Os valores de ρ1 e ρ2 que maximizam a função F (x) são obtidos ao maximizar a

função Γ(ρ1, ρ2) = γf (ρ1) + (1 − γ) f (ρ2), sob a restrição γρ1 + (1 − γ) ρ2 = ρ0. Escrito

de outra forma:

γ =
ρ0 − ρ2

ρ1 − ρ2

, (3.25)

assumindo ρ1 > ρ2. Assim, desejamos maximizar a função

Γ(ρ1, ρ2) =
ρ0 − ρ2

ρ1 − ρ2

f (ρ1) +
ρ1 − ρ2

ρ1 − ρ2

f (ρ2) . (3.26)

Fazendo ∇⃗Γ = 0, obtemos:

f ′ (ρ1) =
f (ρ1) − f (ρ2)

ρ1 − ρ2

(3.27)

f ′ (ρ2) =
f (ρ1) − f (ρ2)

ρ1 − ρ2

. (3.28)

A partir dessa análise, determinando os valores de ρ1 e ρ2, é possível indicar a

configuração final da cidade, os valores das densidades dos blocos e a utilidade média dos

agentes.
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4 Segregação espacial de comerciantes

O nosso modelo tem por objetivo representar a movimentação de agentes, resi-

dentes e comerciantes, em uma cidade e verificar como se dá a distribuição dos mesmos

no espaço simulado. Através de funções utilidade simples, buscamos verificar se o movi-

mento dos agentes, desejando maximizar suas próprias utilidades, reproduzem padrões

observados nas cidades reais.

Nossa modelagem se baseia principalmente no trabalho de Grauwin et al., tendo o

mesmo ambiente de simulação, uma rede quadrada dividida em blocos, e a mesma regra

para a dinâmica dos agentes, isto é, a mesma função que descreve a probabilidade de um

agente se mover.

4.1 Definição do modelo

O modelo representa uma cidade subdividida em Q blocos de mesmo tamanho,

cada um com H células. Cada célula pode ser ocupada por, no máximo, um agente, que

pode ser um residente ou um comerciante. Cada bloco q da cidade possui nq agentes,

sendo 0 ≤ nq ≤ H, de modo que é possível definir a densidade de agentes de cada

bloco como ρq = nq/H. Cada bloco q, dentre seus nq agentes, possui nR
q residentes e nC

q

comerciantes, sendo 0 ≤ nR
q , nC

q ≤ H com o vínculo nR
q + nC

q = nq. De forma análoga,

é possível também determinar as densidades de residentes e comerciantes em um bloco,

são elas, respectivamente: ρR
q = nR

q /H e ρC
q = nC

q /H. De fato, uma configuração da

cidade simulada é equivalente ao conjunto de todas as quantidades de agentes do sistema

σ =
{

(nR
1 , nC

1 ), (nR
2 , nC

2 ), ..., (nR
Q, nC

Q)
}

, sendo pq = (nR
q , nC

q ) o par ordenado associado ao

bloco q contendo as quantidades de agentes presentes no mesmo. A figura 10 representa

uma cidade do modelo.

Cada agente da cidade possui uma função utilidade, que quantifica a sua satisfação

com relação ao bloco onde está. As funções utilidade dos residentes, uR(ρq), e dos comer-

ciantes, uC(ρq), dependem apenas da densidade de agentes no bloco em que se encontram,

ρq. Todos os agentes do mesmo tipo possuem a mesma função utilidade.

A função utilidade dos comerciantes captura o fato de que estes preferem estar

localizados em regiões com pelo menos uma certa quantidade de agentes, pois, se a região

for muito vazia, o comércio não consegue se manter. Essa premissa se baseia na Teoria

do Lugar Central Clássica [3], mais precisamente no seu conceito de limiar. Um comércio

necessita de uma base mínima de clientes para se manter, este é seu limiar. Então, o

comerciante estará insatisfeito se aquele não for atingido e estará satisfeito caso contrário.
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Algoritmo 1 Pseudocódigo da definição e dinâmica do sistema

1: Inicializar um conjunto de Q blocos com H células cada;
2: Determinar a densidade de agentes no sistema, ρ0, e a densidade relativa de residentes,

ρR;
3: Escolher um método para distribuir os agentes;
4: if método = fixo then

5: Coloque em cada bloco Hρ0 agentes, sendo Hρ0ρR residentes e Hρ0 (1 − ρR) comer-
ciantes;

6: else

7: Em cada bloco, para cada célula H, com probabilidade ρ0 coloque um agente no
bloco, ele será, com probabilidade ρR, um residente, caso contrário será um comer-
ciante;

8: end if

9: loop

10: A cada passo de tempo, selecionar de maneira aleatória um agente A e uma célula
vazia V ;

11: Calcular ∆u = uF − uI ;
12: Calcular P (∆u) = 1/(1 + exp(−∆u/T ));
13: if rand() ≤ P (∆u) then

14: Mover A para V ;
15: end if

16: end loop

4.2 Resultados

Os resultados que se seguem foram obtidos para H = 100 e Q = 36. A variação

desses parâmetros não influencia de forma significativa os resultados obtidos, a menos que

H ou Q sejam muito pequenos.

Para analisar e apresentar as simulações de forma conveniente, definimos a densi-

dade total de agentes no sistema ρ0 = N/HQ, sendo N o número total de agentes, e a

densidade relativa de residentes ρR = NR/N . Estes valores foram variados para compre-

ender sua influência na dinâmica do sistema.

4.2.1 Modelo com residentes com função degrau

A função utilidade dos comerciantes é aquela descrita na equação 4.1 com ∆ = 0

e a função utilidade dos residentes é a função descontínua 4.2. As funções são ilustradas

na figura 14.

4.2.1.1 Segregação espacial

Realizamos várias simulações para esse sistema. A configuração inicial da cidade é

uma distribuição aleatória de residentes e comerciantes em cada um dos blocos, segundo

dados parâmetros ρ0 e ρR. A figura 10 ilustra uma cidade em sua configuração inicial.
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configuração inicial homogênea da configuração heterogênea. O problema de definir essa

medida é complexo e existem índices distintos, cada um com suas vantagens e limita-

ções. Utilizaremos aqui três índices que são tipicamente usados na literatura e um índice

baseado no conceito de entropia.

Vamos analisar, primeiramente, a medida baseada na entropia do sistema. Ao assu-

mirmos que, para uma dada configuração do sistema σ =
{

(nR
1 , nC

1 ), (nR
2 , nC

2 ), ..., (nR
Q, nC

Q)
}

,

cada bloco pode organizar seus agentes de maneiras distintas e equiprováveis, é possível

então associar uma entropia para a configuração σ4. De forma semelhante ao feito no

modelo de Grauwin et al., o número de maneiras que um bloco pode se organizar é:

Ω
(

nR
q , nC

q

)

=
H!

(

H − nR
q − nC

q

)

!nR
q !nC

q !
=

H!

nR
q ! (H − nq)!

(

nq − nR
q

)

!
. (4.8)

Cada bloco q pode distribuir nq agentes em H células e nR
q residentes dentre os espaços

ocupados pelos agentes; os comerciantes ficam nos nq − nR
q espaços restantes. Portanto, a

entropia do bloco q é:

sq = ln Ω
(

nR
q , nC

q

)

= ln H! − ln (H − nq)! − ln
(

nq − nR
q

)

! − ln nR
q ! (4.9)

Por conseguinte, a entropia total do sistema é a soma das entropias de cada bloco:

S (σ) = Q ln H! −
∑

q

[

ln (H − nq)! + ln
(

nq − nR
q

)

! + ln nR
q !
]

. (4.10)

A entropia máxima Smax do sistema se dá quando os agentes estão uniformemente

espalhados pelos blocos. Para demonstrar esse fato, vamos supor nR
i = nR

j e nC
i = nC

j

∀i, j ≤ Q e um agente seja movido do bloco A para o bloco B. Vamos calcular a variação

da entropia do bloco A, ∆SA, que perde um agente, e do bloco B, ∆SB, que recebe o

agente. Suponhamos inicialmente que esse agente seja um residente.

SA,I = ln H! − ln (H − nA)! − ln
(

nR
A

)

! − ln nC
A!, (4.11)

SA,F = ln H! − ln (H − (nA − 1))! − ln
(

nR
A − 1

)

! − ln nC
A!, (4.12)

SB,I = ln H! − ln (H − nB)! − ln
(

nR
B

)

! − ln nC
B!, (4.13)

SB,F = ln H! − ln (H − (nB + 1))! − ln
(

nR
B + 1

)

! − ln nC
A!. (4.14)

Sendo SA,I e SA,F o valor da entropia do bloco A antes e depois da movimentação do

agente. SB,I e SB,F são análogas para o bloco B. Portanto:

∆SA = SA,F − SA,I = ln nR
A − ln (H − nA + 1), (4.15)

∆SB = SB,F − SB,I = ln (H − nB) − ln
(

nR
B + 1

)

. (4.16)

4 Válido destacar que, nessa definição de entropia, assumimos que σ é um conjunto ordenado de pares
(

nR
q , nC

q

)

. Caso essa suposição não seja feita — tornando os blocos indistinguíveis entre si —, o cálculo
da entropia do sistema deve levar isso em consideração. Uma discussão sobre essa questão é realizada
na seção 5.2.
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Válido destacar que ∆SA e ∆SB podem assumir valores positivos ou negativos a depender

do número de agentes de cada tipo em cada bloco. Todavia, a variação total da entropia

do sistema, visto que supomos nR
A = nR

B ≡ nR, nC
A = nC

B ≡ nC e, por consequência,

nA = nb ≡ n,

∆S = ∆SA + ∆SB = ln
nR

nR + 1
+ ln

H − n

H − n + 1
< 0. (4.17)

Caso um comerciante mude de bloco, o resultado também é ∆S < 0, isto é, a condição

em que os agentes estão igualmente distribuídos entre os blocos é um máximo local de

entropia. A função entropia é a soma de várias funções logarítmicas, as quais são côncavas;

consequentemente, a função entropia também é côncava. Dessa forma, se um ponto da

função entropia é máximo local, ele é também máximo global.

A configuração inicial é, portanto, próxima da configuração de maior entropia5. O

valor da entropia máxima é:

Smax = Q

(

ln [Γ (H + 1)] − ln

[

Γ

(

H −
N

Q
+ 1

)]

− ln

[

Γ

(

NC

Q
+ 1

)]

− ln

[

Γ

(

NR

Q
+ 1

)])

.

(4.18)

Uma configuração final que não possua os agentes igualmente distribuídos pelos

blocos possui menor entropia. Com essa ideia em mente, é possível construir o seguinte

índice:

α =
Smax − S (σ)

Smax

. (4.19)

A figura 19 mostra a comparação entre as configurações finais típicas do sistema e

o mapa de calor dos valores médios de α. Analisando a figura, percebe-se que o indicador

de heterogeneidade é capaz de capturar, através de um valor, o quão segregados os agentes

de um dado sistema estão.

É possível, então, gerar mapas de calor para diferentes valores de LR e LC e

verificar sua influência na configuração final do sistema. As figuras 37, 38 e 39, presentes no

apêndice B, mostram conjuntos de mapas de calor para diferentes valores dos parâmetros

∆ e T . Percebe-se que o parâmetro LC é determinante na forma do mapa de calor, mas o

valor de LR pouco o influencia. Além disso, o fator ∆ aumenta drasticamente a segregação

dos agentes na cidade. A temperatura, como esperado, torna o sistema mais homogêneo.

Com o aumento da temperatura do sistema, a função probabilidade de movimento de um

agente se aproxima de uma linha reta P (∆u) = 1/2.

lim
T →∞

P (∆u) = lim
T →∞

1

1 + e−∆u/T
=

1

2
. (4.20)

5 Note que as quantidades N/Q, NR/Q e NC/Q não são necessariamente números inteiros, pois existem
casos em que não é possível distribuir a mesma quantidade de agentes em cada bloco. Portanto Smax

possui valor maior que a entropia máxima real do sistema, Smax é um limite superior. Por isso, é
preciso utilizar a função Γ, que é a extensão mais comum da função fatorial para os números reais,
sendo Γ(n) = (n − 1)!, caso n ∈ N.
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Densidade de agentes Densidade de agentes

Figura 19 – Resultados para sistemas com parâmetros LR = 0.6, LC = 0.75, ∆ = 0,
T = 0. À esquerda da figura, a imagem mostra as configurações finais para
sistemas com valores ρ0, ρR ∈ {0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9}. As células em amarelo,
ciano e cinza representam, respectivamente, residentes, comerciantes e espa-
ços vazios.; à direita da figura, um mapa de calor mostra os valores médios
do indicador de heterogeneidade α para sistemas com ρ0 e ρR com valores
variando de 0.1 até 0.9 em intervalos de 0.05.

Dessa forma, os agentes não distinguem os blocos segundo sua utilidade, isto é, todos

se tornam igualmente satisfatórios, de modo que os agentes fazem caminhadas aleatórias

pelo sistema, tornando sua distribuição homogênea.

O índice de dissimilaridade D e o índice de Gini G dominam a literatura sobre

segregação e desigualdade [34]. Eles são definidos, respectivamente, por:

D =
1

2

Q
∑

q=1

∣

∣

∣

∣

∣

nR
q

NR

−
nC

q

NC

∣

∣

∣

∣

∣

, (4.21)

G = 1 −
Q
∑

q=1

nR
q

NR





nC
q

NC

+ 2
Q
∑

q′=q+1

nC
q′

NC



 . (4.22)

Sendo o índice de Gini computado para dados organizados de forma que nR
1 /nC

1 ≤

nR
2 /nC

2 ≤ ... ≤ nR
Q/nC

Q.

Os índices de dissimilaridade e de Gini medem a uniformidade da distribuição

espacial de populações. O índice de dissimilaridade mede a porcentagem da população de

um grupo que deveria se mudar para que cada divisão do espaço medido possua a mesma

porcentagem desse grupo que o sistema como um todo. O índice de Gini é igual a duas

vezes a área entre a curva de segregação e a linha de igualdade, como ilustra a figura 20.

Ambos os índices indicam completa segregação se são iguais a 1 e total integração se são

iguais a 0.

Para uma discussão sobre o que representam os índices e seus limites, ver o ar-
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Densidade de agentes Densidade de agentes

Densidade de agentesDensidade de agentes

Figura 21 – Mapas de calor das propriedades medidas. As imagens dos cantos superior
esquerdo, superior direito, inferior esquerdo e inferior direito representam os
índices de heterogeneidade, de dissimilaridade, de Gini e raiz quadrada, res-
pectivamente. Os mapas de calor, apesar de representarem diferentes índices,
possuem a mesma escala para possíveis valores, isto é, todos os índices variam
de 0 a 1 conforme indica escala de cores ao lado direito da figura. Os sistemas
simulados possuem LR = 0.6, LC = 0.75, T = 0 e ∆ = 0.

4.2.1.3 Análise do ∆

O parâmetro ∆ possui significativa relevância na determinação do comportamento

do sistema. A função utilidade com ∆ = 0 faz com que os comerciantes enxerguem

somente dois tipos de blocos: blocos suficientemente cheios (ρ ≥ LC) e blocos pouco povo-

ados (ρ < LC). Ao aumentar o seu valor, os comerciantes percebem o bloco que ocupam

de maneira diferente. Blocos que antes eram vistos como completamente insatisfatórios,

agora são mais toleráveis. Existe uma gradação na classificação da qualidade dos blocos,

de modo que os comerciantes não abandonam com facilidade blocos que estão próximos

de se tornarem completamente satisfatórios. Por exemplo, suponhamos que o sistema está

em uma configuração com três blocos pouco povoados: ρ1 < ρ2 < ρ3 < LC . Se ∆ = 0,

a utilidade, na perspectiva do comerciante, desses três blocos é igual a zero. Porém, se

∆ > 0 e LC − ∆ < ρ1 < ρ2 < ρ3 < LC , a utilidade linear pode gerar um fluxo de deslo-

camento para o bloco 3, facilitando, assim, a formação de blocos de comerciantes. Dessa

forma, o tempo de formação de blocos cheios de comerciantes é drasticamente diminuído.

Um comportamento coletivo de aglomeração que acontece espontânea e vagarosamente é
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modo que, ao facilitar o encontro dos comerciantes — aumentando o valor do fator ∆ —

o valor médio da utilidade dos agentes aumenta justamente em sistemas com parâmetros

em que passa a existir aglomeração. As figuras 25 e 26 ilustram essa propriedade.

Figura 25 – Mapas de calor das utilidade média dos residentes (gráficos de cima) e da
heterogeneidade média (gráficos de baixo) para sistemas com LR = 0.6, LC =
0.75, T = 0, ∆ = 0 (imagens da esquerda) e ∆ = 0.3 (imagens da direita).
Os mapas de calor possuem uma linha tracejada que separa os resultados
para cidades com densidade ρ0 maior, à direita, e menor, à esquerda, que
LR. Na região à esquerda da linha tracejada, como esperado, os residentes
estão bastante satisfeitos; na região à direita, eles estão mais satisfeitos nas
regiões e que há aglomeração dos comerciantes, isto é, quando o índice de
heterogeneidade é maior.
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Figura 26 – Mapas de calor das utilidade média dos comerciantes (gráficos de cima) e da
heterogeneidade média (gráficos de baixo) para sistemas com LR = 0.6, LC =
0.75, T = 0, ∆ = 0 (imagens da esquerda) e ∆ = 0.3 (imagens da direita).
Os mapas de calor possuem uma linha tracejada que separa os resultados
para cidades com densidade ρ0 maior, à direita, e menor, à esquerda, que LC .
Na região à direita da linha tracejada, como esperado, os comerciantes estão
bastante satisfeitos; na região à esquerda os comerciantes são mais satisfeitos
nas regiões de maior heterogeneidade, ou seja, quando se aglomeram.

4.2.2 Variação: residente intolerante a extremos

A fim de verificar a influência dos residentes no processo de aglomeração, modifi-

camos o modelo proposto. Nessa variação, a função utilidade dos residentes é semelhante

àquela do trabalho de Grauwin. A função utilidade escolhida para os comerciantes é a

mesma, equação 4.1, e a função utilidade dos residentes é aquela descrita na equação 4.3.

As funções são ilustradas na figura 27.

Realizamos simulações com 106 passos de tempo para diversos valores de parâme-

tros. Os resultados de uma simulação para 25 pares (ρ0, ρR) distintos são mostrados na

figura 28.

A dinâmica do modelo com a variação é diferente daquela do modelo original. Os

comerciantes possuem o mesmo comportamento, porém os residentes podem se aglomerar

espontaneamente em alguns blocos. O comportamento dos residentes é contraintuitivo,

pois a utilidade dos agentes é máxima para blocos com densidade ρ = 0.5, entretanto os

residentes se juntam em blocos com densidades mais elevadas, de modo que a utilidade

total dos mesmos não é maximizada. É interessante notar que, apesar do desejo comum de
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Figura 29 – Resultados de simulações do modelo com a variação da função utilidade dos
residentes com parâmetros LC = 0.75, ∆ = 0.1, T = 0. À esquerda da
figura, uma imagem das configurações finais para sistemas com valores ρ0,
ρR ∈ {0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9}. As células em amarelo, ciano e cinza representam,
respectivamente, residentes, comerciantes e espaços vazios; ao centro da figura,
um mapa de calor dos valores médios do indicador de heterogeneidade para
sistemas com ρ0 e ρR com valores variando de 0.1 até 0.9 em intervalos de
0.05; à direita da figura, um mapa de calor do valor médio da dissimilaridade
para sistemas com aqueles mesmos valores de ρ0 e ρR.

Delta

L
C

L
C

Delta

Figura 30 – Mapas de calor das propriedades medidas. A imagem à esquerda indica o
índice de heterogeneidade α; a imagem à direita mostra o índice de dissimila-
ridade. Os sistemas simulados possuem valores de LC ∈ {0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9},
∆ ∈ {0.0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4} e temperatura T = 0.

Essa distinção entre os índices se dá pela relevância ou não dos espaços vazios

para a medição. Para os índices encontrados na literatura — dissimilaridade, Gini e raiz

quadrada —, o que importa é a distribuição de agentes nos blocos ocupados; já no índice

de heterogeneidade α, a distribuição dos agentes no espaço disponível também é relevante.

No modelo original, os agentes sempre se distribuem de maneira que nenhum bloco fique

vazio, pois se algum estivesse, seria eventualmente ocupado pelos residentes. Portanto, a
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medida de heterogeneidade se assemelha à medida de segregação.

No caso do modelo com a variação, os agentes podem se aglomerar em poucos

blocos e se distribuírem de maneira uniforme nesses blocos ocupados. Nesses casos, o índice

de heterogeneidade indica valores maiores, a depender do número de blocos ocupados, e

os demais indicadores assumem valores baixos.

No modelo sob a variação da função utilidade dos residentes, aglomeração não é

sinônimo de maior utilidade dos agentes, de modo que os comerciantes podem aumentar

a própria utilidade em detrimento da satisfação dos residentes. A figura 31 mostra a

utilidade média dos comerciantes e residentes para diferentes parâmetros LC e ∆.

L
C

Delta

L
C

Delta

Figura 31 – Mapas de calor das utilidades dos comerciantes (à esquerda) e dos re-
sidentes (à direita). Os sistemas simulados possuem valores de LC ∈
{0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9}, ∆ ∈ {0.0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4} e temperatura T = 0.

A utilidade média dos comerciantes aumenta para várias configurações com o au-

mento de ∆, mas sua relação com o índice de heterogeneidade (ou algum dos índices

de segregação) não é trivial. Complexa também é a relação entre a utilidade média dos

residentes e os demais índices calculados.

4.2.3 Variação: comerciante não é cliente

O pressuposto inicial de que o comerciante precisa de um número mínimo de

clientes para se sustentar pode ser tratado de forma diferente. Supondo que apenas os

residentes são relevantes para os comerciantes, de modo que a função utilidade destes

dependa apenas da densidade de residentes presentes no bloco, é possível criar outra

variação para o modelo original proposto.

Neste modelo modificado, a função dos residentes é a função descontínua 4.2 e

a função dos comerciantes é também descontínua, assim como descreve a equação 4.1,
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5 Discussão

Neste capítulo, iremos discutir alguns aspectos do nosso trabalho que merecem

atenção. O primeiro diz respeito à impossibilidade de se construir uma função potencial

V (x) para o nosso modelo. Em um primeiro momento, queríamos usar a teoria utilizada

por Grauwin et al. para descrever nosso sistema, mas verificamos que isso não é possível,

o que será mostrado na seção 5.1. Essa foi uma das razões para construirmos um modelo

baseado em uma rede quadrada com blocos, em vez de usar uma rede quadrada livre,

como no modelo de Schelling, que pode parecer mais natural para se tratar questões sobre

configurações espaciais dos agentes. Discutiremos essa questão da espacialidade do modelo

na seção 5.2. Finalmente, a natureza dos modelos discutidos neste trabalho fomenta uma

discussão sobre a conexão dos mesmos com a realidade. Uma breve discussão sobre esse

tema é feita na seção 5.3.

5.1 Impossibilidade da criação de uma função V (x)

No modelo de Grauwin et al., podemos construir uma função V (x) tal que G =

∆V , conforme demonstrado na seção 3.3.1, e usar métodos da mecânica estatística para

analisar os resultados. Porém, a existência de V (x) depende de propriedades das funções

utilidade dos agentes. Como iremos mostrar nesta seção, o nosso modelo usa funções

utilidades que não possuem a propriedade necessária para se definir uma função potencial

V (x).

No apêndice do artigo de Grauwin et al., os autores deduzem as condições ne-

cessárias para a existência de V (x) tal que ∆V = G = ∆u. Vamos supor que V possa

ser expressa como uma soma sobre todos os Q blocos de funções l
(

ρR
q , ρC

q

)

, de forma

semelhante à função entropia S (x). Isto é:

V (x) = H
∑

q

l
(

ρR
q , ρC

q

)

. (5.1)

Sendo ρR
q e ρC

q as densidades de residentes e comerciantes no bloco q, respectivamente.

Quando um comerciante se move do bloco A para o bloco B,

∆V = ∆uc = H
[

l
(

ρR
A, ρC

A − 1/H
)

− l
(

ρR
A, ρC

A

)

+ l
(

ρR
B, ρC

B + 1/H
)

− l
(

ρR
B, ρC

B

)]

=
l
(

ρR
B, ρC

B + h
)

− l
(

ρR
B, ρC

B

)

h
−

l
(

ρR
A, ρC

A

)

− l
(

ρR
A, ρC

A − h
)

h

≈
∂l

∂ρC

(

ρR
B, ρC

B

)

−
∂l

∂ρC

(

ρR
A, ρC

A

)

.
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Sendo h = 1/H. Desse resultado, podemos fazer a seguinte associação:

uC

(

ρR, ρC
)

=
∂l

∂ρC

(

ρR, ρC
)

. (5.2)

De forma análoga:

uR

(

ρR, ρC
)

=
∂l

∂ρR

(

ρR, ρC
)

. (5.3)

Portanto, −F⃗ ≡ ∇⃗l = (uR, uC). Para que a função l exista, é preciso que F⃗ seja

um campo vetorial conservativo. Para tal, é necessário que ∇⃗ × F⃗ = 0,

∇⃗ × F⃗ =
∂uC

∂ρR
−

∂uR

∂ρC
= 0. (5.4)

ou seja, ∂ρRuC = ∂ρC uR. Caso as funções utilidade dependam apenas da densidade total,

isto é, caso uR = uR

(

ρR + ρC
)

e uc = uc

(

ρR + ρC
)

, então

∂uR

∂ρC
=

∂uR

∂ρ

∂ρ

∂ρC
=

∂uR

∂ρ
,

∂uC

∂ρR
=

∂uC

∂ρ

∂ρ

∂ρR
=

∂uC

∂ρ
.

O que exige que ∂ρuC = ∂ρuR, para todo o domínio — uma condição muito limitante para

nosso tipo de sistema, em que os agentes possuem respostas possivelmente antagônicas

frente à chegada de um novo agente em seu bloco.

Para um sistema discreto, a relação descrita na equação 5.4 pode ser reescrita na

forma:

uC

(

ρR + 1/H, ρC
)

− uC

(

ρR, ρC
)

= uR

(

ρR, ρC + 1/H
)

− uR

(

ρR, ρC
)

. (5.5)

A variação do valor da função utilidade descrita na derivada com relação a ρR (ou ρC),

em um sistema discreto, corresponde à variação da utilidade de um agente dada a entrada

de um residente (ou comerciante) em seu bloco. Para nosso modelo e suas variações, essa

condição não é satisfeita, portanto não é possível construir uma função V (x), de modo

que resultados gerais para esses sistemas não são conhecidos [8].

É instrutivo analisar uma outra forma de verificar que F⃗ não é um campo conserva-

tivo. Para tal, basta mostrar que uma integral de linha em um caminho fechado é diferente

de zero. A função F⃗
(

ρR, ρC
)

é definida em D =
{

(ρR, ρC) | ρR ≥ 0, ρC ≥ 0, ρR + ρC ≤ 1
}

,

uma região triangular. Definindo dois caminhos, C1 e C2, como sendo os catetos e a

hipotenusa do triângulo AOB, respectivamente, conforme ilustra a figura 34. Então:
∮

F⃗ · dr⃗ = 0 =⇒
∫

C1

F⃗ · dr⃗ = −
∫

C2

F⃗ · dr⃗. (5.6)

De fato, sendo os pontos A = (0, 1), B = (1, 0) e O a origem do sistema,
∫

C1

F⃗ · dr⃗ = LR + LC − 1,
∫

C2

F⃗ · dr⃗ = −1.
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ρR

ρC A

BO

C1

C2

Figura 34 – Caminhos distintos para se calcular a integral de linha do ponto inicial A ao
ponto final B. O ponto A e B têm coordenadas (0, 1) e (1, 0), respectivamente.

Portanto, a equação (5.6) apenas é satisfeita se LR + LC = 2, que apenas ocorre

se LR = LC = 1. Esses valores de parâmetros produzem um sistema em que todos os

blocos, independentemente das suas densidades, são igualmente satisfatórios para todos

os agentes, tornando o modelo trivial e infrutífero.

5.2 Espacialidade do modelo

O modelo deste trabalho assume que a cidade é representada por um conjunto

de Q blocos espacialmente situados em uma rede quadrada. Por sua vez, cada um dos

blocos é composto por H células dispostas em uma rede quadrada interna ao bloco. Essa

configuração, porém, é mascarada pela dinâmica do sistema por duas razões. A primeira

é que o movimento dos agentes entre os blocos pode ser feito sem restrição para qualquer

bloco que possua espaço vazio. Assim, a distância espacial dos blocos não possui efeito no

modelo. Em segundo lugar, quando um agente se move para um bloco, ele pode ocupar

qualquer uma das células vazias dentro do mesmo, independentemente da vizinhança da

célula destino. Por isso, se pq =
(

nR
q , nC

q

)

é um par ordenado representando a composi-

ção do bloco q, a estrutura espacial da cidade do nosso modelo pode ser formalmente

representada pelo conjunto não ordenado de pares σ = {p1, p2, ..., pQ}.

O modelo é, objetivamente, independente das configurações internas de cada bloco

e da disposição dos blocos na cidade. Entretanto, caso as configurações dos blocos na

cidade e dos agentes de cada bloco sejam consideradas indistinguíveis, a descrição da

cidade se resume ao conjunto de pares ordenados e o conceito de entropia para uma cidade

com configuração σ não faz sentido, pois só existe uma maneira de organizar um conjunto

não ordenado de Q pares ordenados fixos. Portanto, uma cidade com NR residentes e
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NC comerciantes pode distribuí-los de diversas maneiras entre os blocos, porém todas

essas maneiras, todos os possíveis conjuntos não ordenados σ, são equiprováveis, isto é, a

completa segregação e a completa integração dos agentes têm a mesma chance de ocorrer.

Nesse caso, a entropia só seria útil ao comparar cidades com números distintos de agentes.

Para contornar essa situação e conseguir definir uma função entropia útil que, por

consequência, pode ser utilizada para a construção de uma medida de heterogeneidade, é

razoável supor a espacialidade dos agentes dentro de cada bloco e dos blocos na cidade

como um todo — esta última suposição é mais flexível e será abordada mais adiante.

Dessa forma, os blocos e as organizações dos agentes em cada bloco são considerados

distinguíveis. O nosso modelo é compatível com uma dinâmica urbana em que os agentes

levam em consideração a densidade de regiões maiores, como os bairros (representados

pelos Q blocos), em vez de densidades locais, como um quarteirão (representado pelas

vizinhanças de uma célula dentro de um bloco). Além disso, é razoável supor em uma

primeira aproximação que os agentes, quando buscam uma nova região para se mudar,

levem em consideração qualquer bloco na cidade, independentemente de este ser próximo

ou não. É evidente que pode-se incluir fatores ligados à distância que influenciem a di-

nâmica do modelo, por exemplo, uma “força de gravidade” em torno de blocos mais ou

menos vazios. Questões como essa serão analisadas em investigações futuras.

No cálculo da entropia, se consideramos o conjunto de pares σ = {p1, p2, ..., pQ}

como não ordenado, o cálculo da entropia se torna mais complexo, assemelhando-se à

modificação da física estatística ao tratar de problemas da física quântica ao levar em

consideração o princípio da indistinguibilidade das partículas. Na subseção 4.2.1.2, o que

fizemos foi supor que os blocos são distinguíveis e estão, de fato, estruturados em uma

rede quadrada. Para fins de definir uma medida de heterogeneidade, isso é suficiente e

simplifica o cálculo. No apêndice C, a entropia de um sistema de blocos indistinguíveis é

deduzida.

Uma outra maneira de se definir a estrutura espacial do nosso modelo é de forma

semelhante ao modelo de Schelling, utilizando uma rede quadrada livre, sem blocos. Os

vizinhos do agente, nesse caso, são aqueles que são mais próximos espacialmente dele. A

definição de satisfação dos agentes é semelhante. Os comerciantes são satisfeitos apenas

quando têm seu limiar de vizinhos, LC , atingido; os residentes possuem função utilidade

semelhante à equação (4.2). As simulações mostram que os comerciantes também se aglo-

meram nesse sistema. Entretanto, as “bolhas” de comerciantes são apenas estáveis se

envoltas por uma “película” de residentes. Esse resultado é ilustrado na figura 35.
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qualidade do modelo.

É preciso destacar que o conhecimento interdisciplinar é de suma importância

para o tratamento de problemas da geografia urbana a fim de concretizar a ligação entre

a modelagem, o escrutínio e a realidade. Como destacam Crooks, Castle e Batty no

artigo [36], um dos principais desafios na construção de modelos baseados em agentes

é conectá-los aos conhecimentos e teorias pertinentes ao tema que desejam modelar, os

quais estão frequentemente ausentes. Sem essa conexão, os modelos se tornam demasiado

genéricos e de limitada utilidade para a compreensão de fenômenos urbanos.

Em vista das considerações apresentadas, podemos dizer que o nosso trabalho

se baseia em conceitos pertinentes à geografia urbana, como a teoria do lugar central

e o central business district, reproduzindo um dos resultados dessas teorias de forma

qualitativa: a formação de centros comerciais. Do ponto de vista de validação empírica,

nosso trabalho se mostra promissor no que diz respeito a como a heterogeneidade pode vir

a depender das densidades de residentes e comerciantes. Para tanto, existe a perspectiva de

analisar dados espaciais de cidades, o que será comentado no capítulo final de conclusões

e perspectivas.
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6 Conclusões e perspectivas

Neste trabalho, exploramos a organização espacial do comércio através de uma

abordagem fundamentada na modelagem baseada em agentes. Utilizamos métodos da

física estatística para investigar como as ações e interações entre os agentes podem originar

padrões emergentes na distribuição dos mesmos no espaço, em especial, a formação de

centros comerciais.

Os resultados obtidos demonstram que, por meio de regras simples, o modelo foi

capaz de descrever a formação de centros comerciais no sistema. Além disso, os resultados

mostram a relevância do fator ∆, aquele que é o responsável por criar uma transição

suave entre a condição de completa insatisfação e de plena satisfação na função utilidade

do comerciante, no tempo gasto para que os centros comerciais se formem. Uma função

utilidade que possua uma suavização entre a condição de máxima e mínima satisfação

permite que o agente se encaminhe para uma condição de maior satisfação, em vez de

depender do acaso gerado por caminhadas aleatórias. Com ∆ ̸= 0, o agente atribui valores

distintos para diferentes condições, aumentando a probabilidade de atingir a satisfação

maior, possibilitando distinguir de forma mais precisa blocos piores de blocos melhores.

As medidas de heterogeneidade e segregação analisadas fornecem resultados seme-

lhantes para o modelo base proposto, entretanto, mostram valores distintos para o modelo

submetido à variação da função utilidade do residente, ressaltando a complexidade da de-

finição e medição da segregação. Como a nossa medida de heterogeneidade α leva em

consideração até mesmo os blocos vazios, isto é, considera todo o sistema, ao contrário

dos demais índices estudados, os resultados requerem maior investigação para se entender

as nuances das diferenças entre eles e a sua relação com o espaço e, por consequência, com

a espacialidade do modelo. Dessa forma, essa análise requisita uma comparação com um

modelo sem blocos, em que se pode comparar medidas globais e locais de segregação e,

possivelmente, do índice de heterogeneidade α [37].

A alteração do modelo que modifica a função utilidade dos comerciantes, que passa

a depender apenas da densidade de residentes no bloco, mostra resultados promissores

para o estudo da dinâmica urbana e da disposição de espaços residenciais e comerciais ao

longo do tempo. Transportar esse modelo modificado para uma rede quadrada sem blocos e

levar em consideração a atração gerada por espaços comerciais é uma abordagem que pode

aprimorar o estudo da transformação urbana destacada no artigo [35] e pode, inclusive,

ser expandida para tratar de outros fenômenos da dinâmica urbana, como a gentrificação,

que é um processo de transformação urbana que ocorre quando áreas historicamente

ocupadas por populações de menor renda passam a atrair moradores e investimentos de
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APÊNDICE A – Dedução da função ligação

Assumindo que L possa ser escrito de forma análoga à entropia total do sistema,

então L(x) = H
∑

q l(ρq). Quando um agente sai do bloco A e vai para o bloco B, apenas

os valores das densidades desses blocos são alterados, ρA e ρB, respectivamente. Portanto,

as densidades dos blocos A e B, após a movimentação do agente, são ρ′
A = ρA − 1/H

e ρ′
B = ρB + 1/H, respectivamente. Portanto ∆L = H [l(ρ′

A) + l(ρ′
B) − l(ρA) − l(ρB)].

Escrito de outra forma:

∆L = H [l(ρA − 1/H) − l(ρA)] + H [l(ρB + 1/H) − l(ρB)]

= −
l(ρA) − l(ρA − h)

h
+

l(ρB + h) − l(ρB)

h
,

sendo h = 1/H. Essas expressões são precisamente a definição da derivada da função l

(uma derivada é esquerda e outra é direita), caso h → 0. Portanto, para H grande, ∆L

pode ser aproximado por:

∆L ≈ l′(ρB) − l′(ρA). (A.1)

Como ρ′
B ≈ ρB e se deseja que ∆L = ∆u = u(ρ′

B) − u(ρA), pode-se fazer a

associação l′(ρ) = u(ρ), de modo que

l(ρ) =
∫ ρ

0
u(ρ′)dρ′. (A.2)

Um outro modo de obter esse mesmo resultado é supor que

l(ρ) =
ρH
∑

i=0

u
(

i

H

)

1

H
. (A.3)

Esta é a forma discreta da equação (A.2). Calculando ∆L = LF − LI , sendo LI e

LF os valores da função L antes e depois da movimentação do agente, respectivamente,

obtém-se:

LI =
∑

q





ρqH
∑

i=0

u
(

i

H

)



 = L0 +
ρAH
∑

i=0

u
(

i

H

)

+
ρBH
∑

i=0

u
(

i

H

)

,

LF = L0 +
ρ′

AH
∑

i=0

u
(

i

H

)

+
ρ′

BH
∑

i=0

u
(

i

H

)

.

Sendo L0 a soma dos termos l(ρq) referentes às densidades que não se alteram durante o

movimento de um dado agente e as densidades ρA, ρB, ρ′
A e ρ′

B são as densidades dos blocos

A e B antes e depois da movimentação do agente, assim como explicitado anteriormente.
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Logo:

∆L =
ρ′

AH
∑

i=0

u
(

i

H

)

−
ρAH
∑

i=0

u
(

i

H

)

+
ρ′

BH
∑

i=0

u
(

i

H

)

−
ρBH
∑

i=0

u
(

i

H

)

=
ρAH−1
∑

i=0

u
(

i

H

)

−
ρAH
∑

i=0

u
(

i

H

)

+
ρBH+1
∑

i=0

u
(

i

H

)

−
ρBH
∑

i=0

u
(

i

H

)

= u(ρB + 1/H) − u(ρA)

= u(ρ′
B) − u(ρA)

= ∆u.

Portanto, é sempre verdadeiro que ∆L = ∆u. De modo que, tomando H muito grande,

obtém-se a equação (A.2):

l(ρ) =
ρH
∑

i=0

u
(

i

H

)

1

H
−−−→
H→∞

∫ ρ

0
u(ρ′)dρ′. (A.4)
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APÊNDICE C – Entropia

Uma cidade de Q blocos e H células pode distribuir seus agentes pelos blocos da

cidade, de modo que cada bloco será descrito por um par ordenado pq = (nR
q , nC

q ), que

contém a informação das quantidades de agentes no mesmo, sendo nR
q , nC

q o número de

residentes e comerciantes no bloco q, respectivamente. Uma cidade, desconsiderando sua

espacialidade, isto é, considerando seus blocos como indistinguíveis, pode ser definida pelo

conjunto dos pares ordenados de cada um de seus blocos, σ = {p1, p2, ..., pQ}, essa é sua

configuração.

Vamos supor que cada bloco, descrito pelo seu par ordenado pq, pode arranjar os

seus agentes de Ω(pq) maneiras distintas e equiprováveis. Cada bloco q pode distribuir

nq agentes em H células e nR
q residentes dentre os espaços ocupados pelos agentes; os

comerciantes ficam nos nq − nR
q espaços restantes. O número de configurações possíveis

em um bloco q é um problema simples de combinatória:

Ω(pq) = Ω
(

nR
q , nC

q

)

=

(

H

nq

)(

nq

nR
q

)

=
H!

nq! (H − nq)!

nq!

nR
q !
(

nq − nR
q

)

!

=
H!

nR
q ! (H − nq)!

(

nq − nR
q

)

!
. (C.1)

Cada possível organização dos agentes em um bloco vamos chamar de microestado

do bloco.

Existem a pares ordenados acessíveis a um bloco qualquer, eles estão contidos no

conjunto P =
{

(nR
q , nC

q ) | nR
q , nC

q ∈ Z, 0 ≤ nR
q , nC

q ≤ H, nR
q + nC

q ≤ H
}

. Portanto, uma

cidade na configuração σ possui mk blocos com par ordenado pk, ∀pk ∈ P. Os a valores

mk podem ser dispostos no vetor V⃗ = (m1, ..., ma), este que descreve a cidade de forma

equivalente ao conjunto σ.

Sabemos que existem mk blocos com par ordenado pk, cada um deles pode estar em

um dos Ω
(

pk
)

microestados acessíveis, queremos então saber de quantas maneiras esses

blocos podem se organizar. Esse problema é equivalente à permutação com repetição de

mk bolinhas e Ω
(

pk
)

− 1 divisórias, pois, em ambos os problemas, desejamos distribuir

mk objetos idênticos entre Ω
(

pk
)

possíveis classificações O número organizações possíveis

é:
(

Ω
(

pk
)

− 1 + mk

)

!

mk! (Ω (pk) − 1)!
. (C.2)
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O número de maneiras com que os blocos, cada um com seu par ordenado pk,

podem ser organizar ao fim, é:

Ω (σ) =
a
∏

i=0

(

Ω
(

pk
)

− 1 + mk

)

!

mk! (Ω (pk) − 1)!
. (C.3)

Como supusemos que os microestados assumidos pelos blocos são equiprováveis, as

micro configurações da cidade em dada configuração também o são. Portanto, é possível

definir a sua entropia como:

S (σ) = ln Ω (σ)

= ln





a
∏

i=0

(

Ω
(

pk
)

− 1 + mk

)

!

mk! (Ω (pk) − 1)!





=
a
∑

i=0

[

ln
(

Ω
(

pk
)

− 1 + mk

)

! − ln mk! − ln
(

Ω
(

pk
)

− 1
)

!
]

. (C.4)
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