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RESUMO

Neste trabalho estudamos a boa colocagao local e global, bem como a explosao em
tempo finito e espalhamento das solugoes no espago de energia do problema de valor
inicial associado & equacdo de Schrodinger nao-linear em R3

iOpu + Au + |ul*u = 0. (1)

No Capitulo 2 introduzimos ferramentas essenciais de analise funcional e andélise
harmonica, assim como propriedades da equacao eliptica Ay — 1 + 13 = 0, que sao
importantes para o entendimento dos fenomenos da equacgao de Schrédinger acima
enunciados. No Capitulo 3 demonstramos a boa colocagao local para a equacao (1),
por meio do Teorema do Ponto Fixo de Banach. No Capitulo 4, utilizamos o método
de decomposigao em perfis em H'(R?) para determinar a constante 6tima para a desi-
gualdade de Gagliardo-Nirenberg || f||74 < ¢||[V£|32 || f]l 12, um resultado valioso para
o entendimento da dicotomia boa colocacao global e explosao, demonstrada em se-
guida. Finalmente, no Capitulo 5, passamos ao estudo do comportamento assintotico
das solugoes globais de (1). Demonstramos que, abaixo do limiar massa-energia da
equacao eliptica associada, as solugoes globais tém espalhamento.

Palavras-chave: equacgao de Schrodinger nao-linear, espago de energia, interpolagao,
boa-colocagao, explosao, espalhamento.



ABSTRACT

In this work we study the local and global well-posedness, as well as the finite time
blow-up and scattering of the solutions in the energy space of the inicial value problem
associated with the nonlinear Schrodinger equation in R3

iOpu + Au + |ul*u = 0. (1)

In Chapter 2, we introduce essential tools from functional and harmonic analysis, as
well as properties of the elliptic equation Ay — 1) + 3 = 0, which are important for
understanding the phenomena of the Schrodinger equation above stated. In Chap-
ter 3 we show the local well-posedness for the equation (1), via the Banach Fixed
Point Theorem. In Chapter 4, we make use of the profile decomposition method
in H'(R?) to determine the sharp constant for the Gagliardo-Nirenberg inequality
| f ||i4 < c|IVfI32 I f]l 25 a valuable result for understanding the dicotomy global
well-posedness and blow-up, that we then show. Finally, in Chapter 5, we switch
to the study of the global solution’s assymptotic behaviour, showing that, below the
threshold mass-energy of the associated elliptic equation, the global solutions of (1)
scatters.

Keywords: nonlinear Schrédinger equation, energy space, elliptic equation, interpola-
tion, well-posedness, blow-up, scattering.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho estudaremos a boa colocacdo local e global, bem como a explosao em
tempo finito e o espalhamento das solucoes, do seguinte problema de valor inicial

, 2, _ 3
{ iOu+ Au+|u*u=0,  t>0, xR’ (1.0.1)

u(x,0) = up(z) € H(R?).

O estudo dessa equagao remonta a meados do século XIX, quando pela primeira
vez foi observado o fenomeno hidrodinamico que veio a ser chamado de soliton, ou
onda solitaria, que consiste em uma unica onda, um pulso, que viaja com velocidade
constante e formato inicial preservado (Scott, Chu e McLaughlin [33]).

Este fendmeno permaneceu pouco compreendido por um longo periodo e foi s6 em
1871 que J.V. Boussinesq desenvolveu o primeiro modelo analitico para o soliton e
em 1877 introduziu a equacao de Korteweg-deVries, que hoje leva este nome devido a
Korteweg e deVries a terem estudado e popularizado a partir de 1895 (veja Korteweg
e deVries [28]). Esta equagao serviu de modelo para varios outros fenémenos do tipo
soliton, observados, por exemplo, em cristais (Narayanamurti e Varma [31]) e ondas
fon-acusticas no plasma (Ikezi, Taylor e Baker [23]). A equagao de Korteweg-deVries
também impulsionou largamente a teoria matematica das ondas nao-lineares nas
décadas subsequentes, quando foi compreendido que a existéncia de ondas solitarias
sO € possivel por causa da interacao entre os efeitos nao-lineares e os efeitos dispersivos
presentes na equagcao.

A equacao de Schrodinger nao-linear veio a ser estudada mais tarde, a partir da
década de 1960, estd na classe das equagoes que exibem solugoes do tipo soliton
e tem grande importancia na fisica aplicada. Para além dos solitons, a equacao
pode ser considerada como a aproximagao classica da equagao de campo para um
sistema quantico nao relativistico de muitos corpos (Ginibre e Velo [17]), modela os
fenémenos de self-trapping (Karpman e Kruskal [25]) e self-focusing (Kelley [26]) em
Gtica nado-linear, a propagagao de pulsos de calor em um sélido (Tappert e Varma
[36]), dentre outros. Para derivagoes dessa equacao a partir de vérios sistemas
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fisicos e outras informagoes do género, veja (C.Sulem e P.Sulem [34]). E, portanto,
importante colocar a teoria sobre a equacao (1.0.1) em uma sélida base matemaética.
Notamos, desde ja, que, no caso unidimensional, algumas solugoes podem ser escritas
explicitamente em termos de funcoes elementares (veja Scott, Chu e McLaughlin
[33]). No entanto, em dimensdes mais altas e em particular neste importante caso
tridimensional, nao ha solugoes explicitas para a equagao, sendo necessario um estudo
qualitativo cuidadoso desta.

Dado T' > 0, uma funcao u € C([0,T] : H'(R?)) é dita solugdo de (1.0.1), se satisfaz
a equacao de Duhamel

/
u(t) = e"®ug + 2/ =98 (Jul?u) (s)ds, (1.0.2)
0

para todo t € [0,7]. Onde {e“A} 1eR é o grupo unitario de Schrédinger, dado por

Y

e f(x) = (6_4”2“|5|2]?> (x), (1.0.3)
que ¢é solugao do problema de valor inicial, com dado inicial f € H'(R?) em que

1l = 0l e + IV Fll e < o0

= ([ 1)

| fll oo := eS8 supf:inf{sup |f(x)]; p(N) = 0}.

reNC

e, para 1 < p < o0,

Dizemos que o PVI (1.0.1) é localmente bem colocado se para todo uy € H'(R?),
existe T' > 0 e uma tnica funcao u tal que

1. u é solucao da equacao;
2. u € C([0,T] : H'(R?)) (Persisténcia);
3. Ha a dependéncia continua com relagao aos dados iniciais, isto é

upy — ug em H'(R?) = u™ — u em C([0,T] : H'(R?)).

Caso a solucao exista para qualquer tempo T > 0, dizemos que o problema ¢é
globalmente bem colocado e, caso nao exista globalmente, dizemos que a solugao tem
explosao (blow-up) em tempo finito.

Dizemos que a solugao global u de (1.0.1) se espalha (em inglés scattering), se existe
uy € HY(R?), tal que

tliglo |u(t) — eitAquHHl = 0.
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Ao longo desse trabalho, a conservacao de massa e energia, assim como outras
invariancias da equacao, se fazem muito uteis.

Definimos a massa M : H*(R?) — R* e a energia E : H'(R3) — RT por

MIf1 =117 (1.0.4)

1 1
Blf) =5 IV~ 317 (105)

A massa e a energia das solugoes da equagao (1.0.1) sao preservadas no tempo. Mais
precisamente, na secao 4.3 demonstramos a seguinte proposicao.

Proposicao 1.1. Seja u uma solugdo da equacao de Schridinger (1.0.1). Entdo a
massa e a energia de u sao conservadas no tempo. Isto €, para todot € I,

Mu(t)] = Mlug] e Elu(t)] = Elugl. (1.0.6)

Por causa da propriedade de conservagao da energia — em contraposi¢ao com outros
espacos, onde a energia pode nao estar bem-definida — o espaco H' é por vezes
chamado espago de energia. Mais ainda, dada uma solugao u de (1.0.1), entdo as
seguintes funcoes sao solugoes da mesma equacao:

1. ug(z,t) = ewelety(z — 2tc,t), ¢ € R, (Invaridncia Galileana)

2. uy,(z,t) = pu(pz, p?t), (Mudanga de escala)

3. u,(z,t) = e“u(z,t), w € R, (Mudanca de fase)

4. ugp(z,t) = u(zr —a,t —b). (Translagao)
Mais especificamente, no Capitulo 2 estabelecemos de maneira sucinta resultados de
analise harmonica, andalise funcional e outros resultados auxiliares importantes para
a compreensao dos teoremas principais do texto, como a transformada de Fourier,

os espacos de Sobolev e interpolacao de operadores e espacos funcionais. Também
introduzimos resultados essenciais sobre a equacao eliptica

A — o+ =0, (1.0.7)
que esta relacionada com a equagao (1.0.1). De fato, para todo w > 0,
o, 1) = € (Vr)

é solugao da equacao (1.0.1), onde 1 é solugao de de (1.0.7). A principio poderia haver
mais de uma solugao da equagao (1.0.7), no entanto, a solu¢do de menor norma L?
(chamada aqui de ground state) desempenha um papel fundamental na dicotomia boa
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colocacao global e explosao. Notamos aqui que grande parte desses resultados e suas
demonstragoes aqui apresentadas valem com maior generalidade e nao fazem qualquer
uso da estrutura especifica do espaco euclideano R?, podendo ser generalizados para
R™.

No Capitulo 3, seguindo F. Linares e G. Ponce [30], provamos o seguinte resultado
de boa colocacao local.

Teorema 1.2. Considere o PVI (1.0.1). Entdo para todo ug € H'(R?) existe T > 0
e uma unica solu¢do u da equagao integral (1.0.2) no intervalo [0,T] com

we C([0,T]: H'(R?) () L3([0, T]: WH2/5(R?))),

onde a norma em WhH/5(R?) ¢ dada por ||f|l 1125 = || fllazss + |V f | przss-
Além disso, para todo T' < T existe uma vizinhanga V de ug em H'(R3) tal que a
funcao
F:V — C([0,7: H'(R®)) () L* ([0, T"]: WH5(R?)) ,1ig > ai(t)
¢ Lipschitz.

Para estabelecer o resultado acima, demonstramos que o operador associado a (1.0.2)
¢ uma contracgao e concluimos a existéncia e a unicidade da solucao aplicando o
Teorema do Ponto Fixo de Banach a esse operador.

No Capitulo 4, seguindo J. Holmer e S. Roudenko [22], passamos a discussao sobre
sob quais circunstancias a soluc¢ao de (1.0.1) é global, supondo que o produto massa-
energia (veja (1.0.4) e (1.0.5)) esteja abaixo da massa-energia do ground state ¢ da
equacgao eliptica (1.0.7) (isto é, que M[u]E[u] < M[¢p|E[¢]). Exibimos condigbes
suficientes para que haja boa colocacao global ou explosao em tempo finito. Mais
precisamente, provaremos o seguinte resultado

Teorema 1.3. Sejauy € H'(R3), [ = (—=T*,T*) o intervalo mazimal de existéncia da
solugdo u do PVI (1.0.1) e ¢ a solu¢ao de ground state da equagdo (1.0.7). Suponha
que MuolEfuo] < M[¢]E[¢].

1. Se a condigao inicial uy satisfaz

Vol g2 lluoll 2 < IVl 2 |01 12

entao I =R, isto €, a solucdo € global. Além disso, para todo t € R wvale
IVu@)l 2 lluoll > < VOl 2 |0l 2 -

2. Por outro lado, se

Vol 2 lluoll 2 > IVl 2 |01 2
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entdao, para todo t € I,
IVu(@)l 2 uoll 2 > [Vl 2 ([0l 2 -

Mais ainda, se |z|ug € L*(R3), entdo T* < oo e, portanto, a solugio explode
em tempo finito.

A demonstracao do Teorema 1.3 é uma aplicacao da Desigualdade de Gagliardo-
Nirenberg

1 lle Ol IV £

com constante otima A

C=—
3V3 19|72

demonstrada por M. Weinstein [37]. Este resultado é provado aqui utilizando um
método alternativo ao de Weinstein, baseado no profile decomposition de T. Hmidi e
S. Keraani [21] e conecta a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, a equagcao eliptica
(1.0.7) e a equagao de Schrodinger (1.0.1). Resultados sobre o que acontece acima do
limiar massa-energia, isto é, quando M [u]FE[u| > M|[¢]|E[¢], podem ser encontrados
nos artigos de L. Campos e M. Cardoso [5], T. Duyckaerts e S. Roudenko [14] e [13],
onde o tltimo analisa o caso M[u|E[u] = M[¢|E[¢] e [5], [14] consideram equagdes
das quais (1.0.1) é um caso particular.

Finalmente, no Capitulo 5, seguindo B. Dodson e J. Murphy [9], demonstramos que,
abaixo do ground state, se adicionarmos a hipotese de radialidade na condicao inicial,
entao a solucao se espalha.

Teorema 1.4. Seja ¢ a solugao de ground state da equagao eliptica (1.0.7). Suponha
que o dado inicial uy € H*(R?) de (1.0.1) seja radial e que M[ug)E[ug) < M[¢]|E[d)].
Se

[uoll L2 Vol 2 < [0l L2 IVl 2

entdao a solugdo global u da equacao de Schridinger (1.0.1) tem espalhamento.

A demonstragao desse teorema utiliza diversas ferramentas de analise harmonica, em
busca de mostrar que a solugao satisfaz o critério de espalhamento de Terence Tao
[35] (veja o Teorema 5.2 abaixo). Observamos também que esse teorema jé foi obtido
em dimensao arbitraria (n > 2) e para equagoes similares (veja os trabalhos recentes
de A.K. Arora, B. Dodson e J. Murphy [2], L. Campos [4], B. Dodson e J. Murphy
[10], A.K. Arora [1] e V.D. Dinh [11], onde, nos trés iltimos, a hipétese de radialidade
nao ¢ utilizada).

10 mesmo resultado vale substituindo a hipdtese |z|ug € L? por ug ser radial. Nao estudaremos
esse caso no presente trabalho, mas o leitor interessado pode encontrar a demonstracao original no
artigo de T. Ogawa e Y. Tsutsumi [32].
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Capitulo 2

Preliminares

2.1 Notacoes

Escrevemos a < b, se existe uma constante ¢ > 0 tal que a < ¢b. Algumas vezes
escrevemos a Say...a, 0 para indicar a dependéncia ¢ = c¢(ay,...,q,). Escrevemos
ainda @ 2 b quando b < a. Quando necessario, a constante ¢ serd mantida
explicitamente, podendo mudar de uma expressao para outra. Denotamos por R*
o conjunto [0,00) C R dos nimeros reais nao negativos.

Para o = (11,29,23) € R? f de classe C*, k € N U {o0}, e um multi-indice
a = (a1, s, a3) € N3, escrevemos

la] = a1 + as + az; % = ey?as®; 0%f = 01105205 f, || < k. (2.1.1)

Dados dois espagos de fungoes X (€2, C), Y (I, C), munidos das normas |||y e |||y,
respectivamente, com I C R um intervalo, Q C R?® um dominio e dada uma funcao
g:QxI— Ctal que g(-,t) € X, paratodo t € I, e g(x,*) € Y, para todo x € (2,
denotamos a norma de g no espaco Y ({: X(£2)) por

l9lly rxcy = 191lv,x = [l9llxq 1,

_ : _ _ _ T3
Se I = [0,T], escrevemos ainda ||g|y, x, = ll9lly,x,- Se I =R, € = R’ ou se pelo
contexto estiver claro qual o dominio dos espacos em questao, denotamos a norma
mista simplesmente por ||gl|y. y.. Utilizamos a notagao ||g(-,t)|[x e |lg(z, *)[|, para
evidenciar que a norma foi tomada em relagao as varidveis x e t, respectivamente.
Denotamos o produto interno entre dois elementos z,y em um espago vetorial X por
x -y ou pela justaposicao xy.

Dado p € [1, 00|, denotamos por p’ o seu expoente conjugado, isto é, o par (p,p’)
satisfaz



2.2. A TRANSFORMADA DE FOURIER 17

2.2 A Transformada de Fourier

Para as demonstragoes dos resultados desta secao veja R. Iério e V. Iério [24], capitulos

V e IX.

Definigao 2.1. A transformada de Fourier de uma funcao f € L'(R®) € a funcdio

-~

FONE) = 7 = [ ey, 2:2.)
Proposigao 2.2 (Propriedades da transformada). Sejam f,g € L*(R?). Entao
1. O operador F : L*(R3) — L*(R3) estd bem bem definido, € linear e
1Pl < F0- (22.2)

2. A funcdo f:R® — C é continua.

~

3. f(&) — 0, quando |§| — oco. (Riemann-Lebesgue)
4. 7,1(6) = (). onde 7, f(x) = f(x +y).
5. 0af(€) = a7 fa™'€), onde 5,f(x) = f(ax).

-~

6. F*g(&) = F(©)F(E).

Passamos agora aos resultados sobre a transformada em um espaco de fungoes com
maior regularidade.

Definigao 2.3. O Espaco de Schwartz, denotado por S(R?), € a colecio das fungies
f € C®(R3) tais que, para todo par de multi-indices o, 3 € N3,

sup [z°0° f(z)| < oc.
z€R3

Observe que o espaco C5°(R?), das fungoes C°(R?) de suporte compacto estd contido
no espaco de Schwartz.

Teorema 2.4. O espago de Schwartz S(R?) é denso em LP(R?) para todo p € [1,00).

Teorema 2.5. Sejam f,g € S(R?) e a um multi-indice. Entao

1. A transformada de Fourier F : S(R?) — S(R?) é um isomorfismo, com inversa

FUNE = £(6) = / T f () do.

RS
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2. f(z) = (f)v(x) = Jgs eQﬂing(E)df. (Formula de Inversdo)
3. Jas f(@)g(z)dr = Jas f(x)%dx (Identidade de Plancherel-Parseval)
4. (&) = (=2mi)e"(¢).

A transformada de Fourier em geral nao pode ser definida em L? pela férmula (2.2.1),

pois a integral pode nao convergir. No entanto, utilizando a densidade da classe de
Schwartz e a identidade de Plancherel-Parseval, podemos definir um operador linear
unitdrio em L*(R?).

Definigao 2.6. A Transformada de Fourier F : L*(R3) — L?(R3) € a unica extensdo
continua de F : S(R?) — S(R?) a L*(R?).

Mais geralmente, uma consequéncia do Teorema de Riesz-Thorin (veja o Teorema
2.17 a seguir) nos permite definir uma extensdo continua F : LP(R?) — L? (R?), para
p € [l,2].

Teorema 2.7 (Hausdorfi-Young). Seja f € LP(R?), 1 < p < 2. Entio f € LV ¢
Al < 1AW o -

Demonstracao. Veja F. Linares e G. Ponce [30], pdgina 29, Teorema 2.3. ]

2.3 Espacos de Sobolev

Vamos agora introduzir os espacos de Sobolev W*P(R?), com k € Ne p > 1,
e H°(R3), s > 0. Neste trabalho estamos principalmente interessados no espaco
H'(R?), mas, via interpolacao, os outros espacos desempenham um papel importante
nas demonstracoes dos teoremas.

1.(R?) o espago das fungoes localmente integraveis. Isto é, f €

(R3) se para todo compacto K C R?,

Denotamos por L
Ll

loc

/Kf(x)dx < 00.

Definigao 2.8. Dadas f,g € L}, (R®) e um multi-indice o, dizemos que g € a a-ésima
derivada fraca de f, denotada D*f = g, se para toda ¢ € C3°(R?),

[ 1D eta)in = (0" [ gt



2.3. ESPACOS DE SOBOLEV 19

Definigao 2.9. O Espaco de Sobolev W5P(R?), k € N, p > 1 € o conjunto

WEP(R?) = {f € Lj,(R*)|D°f € L"(R?), |a| < k}.
onde D% denota a derivada fraca.

Proposigao 2.10. Para todo p > 1 e k € N, WFP(R?) € um espaco de Banach,
quando munido da norma

1l = 11y = D ID*f o

la|<k

Demonstracao. Veja L.C. Evans [15], pagina 249, Teorema 2. ]

Os espacos W*2(R?) sao espacos de Hilbert, por esta razao distinguimos estes espacos
com a notagao H*(R3) := WH2(R?).

Definigao 2.11. Definimos o Espago de Sobolev de ordem s > 0, denotado H®(R?),
por

H(R?) = { f € LARY) | A*f (@) = (1 + [¢)/2) (a) € L2(R%) }
Note que quando s = k € N esta definicao coincide com a dada anteriormente dos

espacos H*. Para uma demonstracido deste fato, veja L.C. Evans [15], pgina 282,
Teorema 7.

Teorema 2.12.

1. H*(R3) € um espago de Hilbert quando munido do produto interno
(1) = [ NF@Rg@ds, fge H®)
R

2. 0 espago CP(R?) das fungoes C™(R3) de suporte compacto € denso em
WHLP(R3), para 1 < p < oo. (Friedrichs)

3. Ses < s, entio H (R C H*(R?).

Demonstragao. 1. veja F. Linares e G. Ponce [30]. 2. veja H. Brezis [3], pagina 265,
Teorema 9.2. A Terceira afirmacao segue da desigualdade

/ (1+ €2 F(&)2de < / (1+ €7 Flo)de.



2.4. INTERPOLACAO 20

2.4 Interpolacao

Passaremos agora a exposicao de varias desigualdades de interpolacao entre espacos
L?  que sao ferramentas de andlise funcional e de anélise harmonica de grande
importancia no estudo da equacao (1.0.1).

Proposicao 2.13 (Desigualdade de Holder). Dado m € N, sejam X C R"
mensuravel e fr, € LP*(X), com 1 <k <m el <p, <oco. Se

U |
,;p—

entdo [[ fr € L"(X) e

117
k=1

Demonstracao. Para m = 2 e r = 1, veja H. Brezis [3], pdgina 92, Teorema 4.6. Para
m = 2 e r satisfazendo 1/r = 1/p; 4+ 1/ps, temos

1ol = A S S WA o 12 oo = Wil e L2l 0s -

O caso geral segue agora do principio de indugao finita. O]

m
< LTl
k=1

L’!‘

Proposicao 2.14. Seja X C R" mensurdvel e 1 < p < oco. Se f € LP(X), entdo

Ifll, = sup 1/Xf(x>mdx.

|gHLp,(X):

Demonstracao. A desigualdade de Holder implica

g(x)d .
s gl <l

Lr' (X)

Por outro lado, o Teorema de Hahn-Banach garante que existe gy € L (X) tal que

Hﬂm=Aﬂ@ﬂ5M

o que conclui a demonstragao. O]

Corolario 2.15. Sejam p,q € [1,00], P/, ¢ seus expoentes conjugados, X C R",
YCR"ef: X xY — C mensurdveis. Se f € L4(Y: LP(X)), entdo

”fHL‘{,Lg( = //fm 3/ m Y dxdy
Lg/ p, 1
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Demonstragio. Utilizando o fato que o dual de LU(Y: LP(X)) é LY (Y: LV (X))
(Veja J. Diestel e J.J. Uhl [8], pagina 98, Teorema 1.), a demonstragao é andloga a
demonstragao da Proposicao 2.14. O]

Proposicao 2.16 (Desigualdade Integral de Minkowski). Sejam 1 < p < oo,
X C R™Y C R"™ espacos mensurdveis ¢ f : X xY — C wuma funcdao tal que
fy € LP(X) para todoy €Y e || [, ]f(~,y)|dyHLp < 00. Entao

| [1scanar| < [iseal dv

Demonstracao. Se p =1 a desigualdade segue imediatamente do Teorema de Fubini.

Se p = o0,
/ |f<x,y>|dy\ < [swlialas = [ 15¢.0ldy

JaEen L

Agora tome 1 < p < co. A Proposicao 2.14, o Teorema de Fubini e a desigualdade
de Holder nos permitem escrever

- / 4(x) / ()l dyda
e gl y=1Jx

= s [ [ gl lddy

lgll, =1

< sup / 1) o gl dy

nmuﬂ =1

- / VG dy.

Teorema 2.17 (Riesz-Thorin). Sejam py # p1, @ # ¢, T um operador linear
continuo de LP°(R3) em L% (R3) com norma My e de LP*(R3) em L% (R3) com norma
M. Entdao T é continuo de LP*(R3) em L%(R3) com norma My tal que

= sup
X

y)|dy

]

My < My~ MY,
onde 1 1-0 6 1 1-6 0
— = v, == +—, 6e(0,1). (2.4.1)
Po Po b1 de do 0
Demonstracao. Veja F. Linares e G. Ponce [30], pagina 26, Teorema 2.1. O

Teorema 2.18 (Desigualdade de Young). Sejam f € LP(R?) e g € LY(R?), com
p,q € [1,00] satisfazendo 1—1) +$ > 1. Entdo, a convolugdo f * g pertence a L"(R3?),
onde 1+ % = i + %. Além disso,

1f*g

v < M llze llgllze -
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Demonstragdo. Fixemos g € LY(R?) e consideremos f € LP(R?) arbitraria. Pela
Proposicao 2.16 e pela invariancia por translacoes da norma,

If* gl < /RB lg(- =) f Wl dy = llgll e /R3 Lf)ldy = 1lgll o 1Nl 1 -

Por outro lado, a desigualdade de Holder nos da
1 * gll e = sup [f * g(2)| < [1fll o [19l Lo

Podemos entao aplicar o Teorema de Riesz-Thorin ao operador de convolugao com g,
que, como vimos, tem norma limitada por ||g||;, em ambos os espacos, para obter

I gl I <ol
||f||LP feLr ||f||LP
onde 1/p=(1—-0)+60/¢d =1—-0/qe
1 1-60 1 1-0 1

1
LA LA [ e
r q q q q P

1-6 (0
< llgllze" lgllze = llgll o »

]

Definicao 2.19. Para 0 < a < n, definimos o Potencial de Riesz de ordem «,
denotado 1, por

I.f(x) = /R %dy =kox f, (2.4.2)

nlz—y
onde kqo(x) = |z|*".

Teorema 2.20 (Hardy-Littlewood-Sobolev). Sejam 0 < a <n, 1 <p < g < oo tais
que % = % — 2. Se f € LP(R"), entdo o Potencial de Riesz (2.4.2) estd bem-definido
para quase todo x em R™ e, se p > 1, vale

a1l S 1 (2.4.3)

Demonstracao. Veja F. Linares e G. Ponce [30], pdgina 35, Teorema 2.6. ]

Definicao 2.21. Definimos a derivada fraciondria de ordem s € R por

NV

D*f = ((2rlé))'F)

1 1
Lema 2.22. Se f € W'P(R?) com 0 < s < 3/p, entdo f € L"(R?), onde — = — — g,
,
e p
Ll S D Fllpe S Ml -
Em particular, se p = 2,
Ll S NP Fllge S A s - (2.4.4)
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Demonstrag¢ao. Observe que
S —S —s\V
Dif=g < f=0D g:c(|§| g) =ckyxg=clyg,

pois (|¢]7")Y = ks (veja F. Linares e G.Ponce [30], exercicio 1.14). Entao pelo Teorema
9.20,

1l = e Msgllr S MNgllpe = 1D Fll o 1 s -
O

Definigao 2.23. Denotamos por H! (R3) o subespago das fungoes radiais f €

rad
H'(R?).

Lema 2.24. Se f € H} ,(R?), entdo

] fll e S L1l grn - (2.4.5)

Demonstragao. Usamos o Teorema Fundamental do Célculo e a desigualdade de
Cauchy-Schwarz para estimar

lelf2 = 2 [ 0.(F@F(r)dr = —20aRe | Fr)0,f(r)dr

|z ||

< —2Re /|OO rf (r)rd, f(r)dr

z|

2 ([ i) " ([ s "

1 ) 12 /4 ) 1/2
2(— [ s dy) (— [ s dy)
AT Jr3\ B(0,|2)) AT Jrs\B(0,J2))

1
< Il 197 e

IN

onde utilizamos que |f(r)] — 0, quando r — oo, que |0, f] = |V f| e que a drea da
casca esférica de raio r é 4mr?.

Dai,
1/2 1/2
el flle S WA IV IS S 0
Teorema 2.25. Seja f € W*P. Se s > 3/p, entao f € L®(R?) e

1l e S 1 1l -

Demonstragao. Veja F. Demengel e G. Demengel [7], pagina 210, Teorema 4.47. [
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2.4.1 O Grupo Unitario e as Estimativas de Strichartz

Veremos agora resultados acerca do grupo unitario de Schrodinger {e”},cr, que
aparece naturalmente, por meio do método da transformada de Fourier, como a
solucdo ey do PVI linear com dado inicial ug associado ao PVI nao-linear (1.0.1).
Dentre os resultados, veremos as estimativas de Strichartz, que constituem uma
ferramenta de interpolacao de espacos LP que é fundamental para a demonstracao
dos resultados de boa colocagao e de espalhamento ao longo do texto. Recordemos
que, por definicao,

e—|z|2/4z’t

A f(x) = i) *

fla) = (M0 F) (@),
Proposigao 2.26. Sejam f € L*(R?) et,t' € R.
1. e L2(R?) — L*(R?) € uma isometria.
2. €A =1,
3. ethet's = A “em particular (€A) ™ = A,
G
5. Fizada f, a funcdo t — e f € continua.
Demonstragao. Pela identidade de Plancherel-Parseval (Teorema 2.5, item 3), temos

—~

i 2 i AN —Ar2it|g]? 7 w2it|€|?
e £[I7- = / e f()e™ f(r)dr = / eI Fe)et™ el F(&)de = | £13
R3 R3
Além disso, um céalculo direto nos da

eitA(eit’Af)<x> _ (€4ﬂ2it|§|2@>v (z) = <€4w2it|§|2e4n2it’£|2f>v (z)

_4n2i N2 Vv i ,
_ (e Am2i(t+t")[¢] f> (z) = D ().

Novamente pela identidade de Plancherel-Parseval,

-~

(81.9) = [ e fegiEias = [ @G e
RS RS
= | f@)eBg@)de = (f.e"%g).

Resta demonstrar a continuidade temporal do operador. Para isto, observe que, pela
linearidade da Transformada de Fourier e pela identidade de Plancherel-Parseval,

2 —4n2it|¢)? —an2it’|€)?\ 7 2
| = L (st - o) e e

eitAf - eit’Af‘
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Tome t,, — t e defina

fule) = |em e — emsetinlel [ ey

~

Temos f, — 0 pontualmente e |f,(£)] < 4[f())* € L'(R®). O Teorema da
Convergéncia Dominada garante, portanto, que

|2 f — e f7, = /R Fa(§)dg = 0.

]

Teorema 2.27. O operador e*® ¢é diferencidvel em t = 0, com derivada iA. Em
Outras palavras, seja ®;: R — L*(R3) definido por ®;(t) = €' f, entdo ®; ¢é
diferencidvel em t =0 e

8, (0) = iAf.

Este teorema é um caso particular do Teorema de Stone para grupos unitarios, cuja
demonstracao pode ser encontrada em K. Yosida [39], pagina 345, Teorema 1.

A majoragao para o grupo dada pela proxima proposi¢ao é chamada na literatura de
estimativa dispersiva.

Proposicao 2.28. Set # 0, 1/p+1/p’ = 1 e p € [1,2], entao o operador
etA LV (R?) — LP(R?) € continuo e

€™ £ ||, S 122 £

Demonstracao. Se p = oo, pelo Teorema 2.18, podemos escrever

A il1? /4t eil1* /4t _ 3/2
: = || ———— % f(- B — ¢~ .
I o = | G <O = | G| M ST
Além disso, j& sabemos que e™® : L? — L? é uma isometria e, portanto, a proposicao

estd demonstrada para p’ = 1,2. Para p’ € (1,2) utilizamos o Teorema de Riesz-
Thorin 2.17 para obter

U ||6itAf||Lp itA p||1-0 A f)|? < —3/2\1-6

p = S sup || f| sup (e L, < ()

feLv’ ||f||Lp’ £l 1=1 Il 2=1

onde 1/p=0/2el/p=1—-0+4+0/2,isto é,1 —0 =1/p' —1/p. O

Definigao 2.29. Dizemos que o par (p,q) € R* é admissivel se

2<p<6,
2 3 3 (2.4.6)
qg 2 p
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Teorema 2.30 (Estimativas de Strichartz). Seja (p,q) um par admissivel. Para

teR ety <t, ooperador e*™ satisfaz

1. HeitAfHLng S Hf”L2 ' (247)

2| [yt Sl (24.8)
R LILE

s || [ ottt Sl (2.49)
R L2 £
t

/ / A g (L )y S llall,or (2.4.10)
to LiLE e

Além disso, todas as desigualdades acima sdo equivalentes.

Demonstragao. Primeiramente vamos demonstrar (2.4.8), depois vamos demonstrar
que todas as estimativas sao equivalentes. Observe que, pela Proposicao 2.16,

‘/Gi(t_t/)Ag(-,t,)dt/ S/
R Ly R

e pelo Lema 2.28, se o = (3/p' — 3/p)/2,

6z‘(t—t’)Ag(_7 t/) dt’

Lp

ei(tft’)Ag<.’ t/)

< T Y .
L SlE= 17 gl Ol

lgC )
. t,|1—(1—0¢)

Entao pelo Teorema 2.20,
S

desdeque 0 < 1—a < lel/q=1/¢—(1—a). Utilizando as identidades 1/¢' = 1—1/q
el/p’ =1—1/p, vemos que estas condigoes sobre «, g e ¢’ sdo equivalentes a2 < p < 6
e 2/q = 3/2 — 3/p. Resta demonstrar a identidade para os pares extremais (2, 00)
e (6,2). A demonstragao do caso em que p = 6 foi feita por M.Keel e T.Tao [29] e
por ser mais delicada, a omitimos. Agora se p = 2, basta aplicar a desigualdade de
Minkowski e a propriedade de isometria em L?*(R?) do grupo unitério de Schrodinger.

(2.4.9) = (2.4.7). Observe que, pelo Corolério 2.15,

el ar = s L[ [ e saigto s}
e ||gHLq/Lp/:1 R JR3
+ Lo

/ ei(*_t/)Ag(-, t/)dt/
R

LeLk R [* La

Ieallgllyy S Nl
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Pelo Teorema de Fubini e pela desigualdade de Holder,

Hglqu/ y {/ /Ra @)l t)dxdt} o, S‘}p/i { / f(x) /R G“Ag(fc,t)dtdm}
/Reimg(x,t)dt

< sup [ flle
=1

llgll g 2
Ly Ly

S g2 -
(2.4.7) = (2.4.9). Analogamente, como pela identidade de Plancherel-Parseval
eitAg<x7t)f( ) - enAf(x)g(xa t)7

/e’mg(-,t)dt = sup {// eimf(a:)g(x,t)dxdt}
R L2 |fll2=1 R3
< sup { e @] ot ||Lp/dt}
Hf||L2 1

= Hfiup 1 H ltAfHL‘gLi HQHLQ/L’;'
2=

temos

~ “gHL‘tI’LZI .

(2.4.8) = (2.4.9). Como €A = ¢~ temos

‘/R A g )t 22 :/Rg (/ it g )dt) (Aeit’Ag(~,t’)dt’>dx
_ /R 3 / g(@, 1) / A 1 dt dbd

< [lally | [ 25t oiar| a
R L?
S ”gHLZ’L’;/ /ei(t—t’)Ag(l,’t/)dt/
R LILE
2
~ HgHL;Z/Lg/ °

(2.4.9) = (2.4.8). Temos

/e(* O2g(-, t"dt! {// (x,t) / Z(t_t/)Ag(x,75’)dt’dxalt}
R Lire HhH ¢ o' =1 R3
= sup {/ (/ eimh(:p,t)dt) (/ e_”,Ag(x,t')dt') dx}
HhHLq/Lp/=1 R3 R R

t T
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< sup { /eimh(~,t)dt /eit/Ag(-,t')dt’ }
g o=t UlJe R 2

t x
< s Il ol )

Lq Lp

L2

gl
~ ||g||Lg,Lgl .

(2.4.8) = (2.4.10). Basta aplicar (2.4.8) a funcao h(z,t') = g(x,t’)x(to t)(t’). De
fato, temos

t
| [ eeomgene| | [eemnt | Wil S ol
to LIL% R LIL%
Como tg,t sao arbitrarios, a reciproca é imediata. O

Corolario 2.31. Sejam (po, qo), (p1,q1) pares admissiveis e I = [0,T] ou R. Entdo
t ; /

‘ / 61(*—1‘ )Ag(_’ t/)dt/
to

Demonstragdo. Primeiro observe que, pela propriedade de isometria em L?*(R?) de
e'A e por (2.4.9), se h(x,t') = g(z, t’)X[tO t}(t’)

t
/ ei(*ft’)Ag(_’ t/)dt/
to

< ;o 2.4.11
Lgngl ~ Hg|LL?0LZO ( )

t
eitA/ e*it/Ag(-,t/)dt’

= sup
reer2  teR to L2
= sup /e‘it,Ah(.,t’)dt/
teR R L2
S WAl < Nl (24.12)

Suponha sem perda de generalidade que 2 < py < p;. Pelo Teorema 2.17 aplicado a
inclusao,

t
/ ei(*_t/)Ag(-, t/)dt/

(/

< sup
teR

t
:‘/ i(x—t')A ( )dt
to

Ljorko
q0(1-0)

qoe l/qO
dt)

e

q09 1/q0
dt)

s

: (2.4.13)

0
L7

t
/ ei(t—t/)Ag(.’ t/)dt/

to

/t i(t—t')A ( )dt
to

1-6

t
/ ei(t—t/)Ag<.’ t/)dt/
to

t
/e(t A ( )dt
to

0

L3
1-6

Ny
/t =g ) dt!

L§°L2
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com a condi¢ao de que

Agora observe que, como os pares (pg, qo) € (p1,¢1) sd@o admissiveis, de (2.4.6) segue
que p; = (3¢g; — 4)/6¢;, logo, substituindo na equagao para 6, temos ¢; = gf. Com
esta observacao, (2.4.12) e (2.4.10), a estimativa (2.4.13) se torna

t
‘ / ei(*_tl)Ag(~,t/)dt/
to

L%OLQO
t 1-0 t 0
< / Gi(*_t,)Ag(-, t/)dt/ / ei(*—t’)Ag<‘7 t/)dt/
to LtOOL% to L‘tIngl
S 0lL2f 1 1911 = Nl - (2.4.14)

Finalmente, utilizando a desigualdade de Hoélder e o Teorema de Fubini, estimamos
t : /
/ ez(*—t )Ag(‘7 t/)dt/
to LA LR

{// xt/ ZA(t_t')Ag(:zr,t’)dt’almlt}
HhH RR3 to

{ / / (z,1) / '“—t’mh(:p,t)dtdxdt’}
||h|| R3 t/

/ / (z,1) / Az, ) dtddt!
HhH B3 oo

o0
Sloll g »  sup / A (2, 1) dt
Ligoor e 0l o =1 11w 190 [P0
31 z (tg,00) %
tl
+loll i sup / NIy
( o HhH Ly L501:1 - L((;O—oo,to)Lgo
N Hg”LZéLZfJ " sup B Hh”Lf/lell
ay )T
Lt L;c
= llgll . ot » (2.4.15)
t T

onde na tltima desigualdade majoramos a norma temporal em (ty, c0) e em (—o0, )
pela norma em R e depois utilizamos a estimativa (2.4.14), que podemos verificar que
é ainda valida quando substituimos o dominio de integragao (to,t) por (—oo,t’) ou
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(', 00) e trocamos o operador de Schrodinger pelo seu conjugado. Observe ainda que
a simetria entre (2.4.14) e (2.4.15) justifica nao perdermos generalidade ao supor que
2 < pp < p1 no inicio da demonstracao. Assim obtemos a desigualdade para I = R,
para obter a desigualdade no intervalo [0, 7] basta repetir o argumento em (2.4.12),
(2.4.13) e (2.4.14) com o termo X, .(f) e observar que, assim como em (2.4.15),

t
‘ / ei(*ft’)Ag(.’ tl)dt/
to LA Lh

{/ / (z,t") / e(t_t/)Ah(x,t)dtdacdt’}
HhH R3 t/

/ / (z,1) / Az, t)dtdadt!
||h|| ¢, R3

S “gHLqTéng .

(0,7]

O

Observagao. Note que se a estimativa (2.4.7) é valida para um par (p,q) (e

consequentemente, todas as estimativas do Teorema 2.30), entao a relacao % =3_3

2 p
deve ser satisfeita. Com efeito, considere o scaling fy(x) :== A2 f(\x) e observe que a

norma L? é preservada, i.e, ||f||,2 = || fall;2. A estimativa (2.4.7) nos dé entao, para
todo A > 0,

1 Full o ge 171
Por outro lado,
FA(&) = NPATF(E/N) = AP F(E/N),
logo,

¢y () = A2 ( —4ﬂ2¢tx2g/x2f(€/>\)>v () = A3/2 <6—47r2it)\2|§2f(§)>v ().

Calculando a norma LP no espago, temos
P 1/p
dx)

el =2 ([
R3

P 1/p

dx) )

N3/2 4Am2it\2
_ N —4mZitA%[¢|
=55 (L | 7e) @
1/p
dm) e calculando a norma L? no

(0% F(e)) " (Aa)

Pondo g(\%t) = <fR3 < _47r2it)\2|§2f(§>>v(x) P

tempo, temos

1/q 1/‘1
HeitAf/\HLng — \3/2-3/p (/R ‘g()\2t)|th) — \3/2-3/p—2/q (/R |g(t)|‘1dt)
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— )\3/2-3/p2/q HeitAfHLng .
Assim, concluimos que, para todo A > 0,
)\3/273/P*2/q HeitAfHLng S HfHL2 7

o que forga que o expoente de A seja nulo, i.e,

3
¢ 2 p
como em (2.4.6).

Lema 2.32. Se f € HY(R?), entdo e f € L*(R; L(R?)) e vale

HeitAfHLzngo S va”L2 5 Hf”Hl

A demonstragao do Lema 2.32 faz uso da decomposicao de Littlewood-Paley e iremos
omiti-la. Veja T. Tao [35], Lema 3.1.

2.5 A Equacao Eliptica

Nesta secao demonstraremos as identidades de Pohozhaev, que relacionam massa e
energia das solucoes da seguinte equacao eliptica

A — o+ = 0. (2.5.1)

Como veremos posteriormente, foi demonstrado por M. Weinstein [37] que o ground
state desta equacao, isto é, a solugao de menor massa, estd intimamente ligada a
constante tima para a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg (4.2.2).

Definigao 2.33. Uma fungio v € HY(R?) ¢ solugio fraca da equagio Ay(x) =
g(¢(x)) se para todo ¢ € S(R3),

-/ Vip(z)V(z)dr = /RB g(Y(x))p(z)dx.

Teorema 2.34. Seja 0 # ¢ uma solugio fraca real da equagao (2.5.1), entdo
Y € W3P(R3) para todo 2 < p < oco. Em particular, v € C*(R3) é uma solugdo
forte e para todo multi-indice 5 tal que |B] < 2,

lim |DPy(x)| = 0.

|z| =00
Além disso, existe € > 0 tal que

e ([9(@)| + [Ve(x)]) € L=(R?).
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Este teorema de regularidade de solugoes é um caso particular do Teorema 8.1.1,
pagina 256, de T. Cazenave [6] e justifica a convergéncia das integrais na préxima
proposicao.

Proposigao 2.35 (Identidades de Pohozhaev). Se v € H' ¢ solugdo real da equagao
eliptica (2.5.1), entdo valem as sequintes identidades

IVelze =3 M1l5=s 19l = 41¢l7 - (2.5.2)

Demonstragao. Multiplicando a equagao (2.5.1) por v e integrando por partes, temos
0= /W@Aw(ﬂf) — 9 (2) + ¢t (@)de = — |Vl = [0l + Il (2:5.3)

Por outro lado, multiplicando a equacao pelo produto interno xVy := x - Vi), segue
que

/ 2V(2) M) — Y(@)aVe() + (@) Vi(z)de = 0

e, pela regra de Leibniz e integragao por partes, temos

3 3
/ eV Apdr = / D wopdivds =~ / (0,0 Opda

ij=1 i.j=1

3
- - / VoI = > 20 90dx

1,7=1

1 3
—— [ IVl - 3 JER

:—/|V1p|2daz+;/lvw\2dw

= 2 Vol
e
/waszdx: —/wwid:c—S/z/JQd:c
= [ waVids = =3l
Analogamente,

[ ovide = = wll.
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Obtemos entao que
1 3 3
SIVYIZe + 5 1917 — 5 1l = 0. (2.5.4)
2 2 4

Combinando as equagoes (2.5.3) e (2.5.4), obtemos o resultado. O

Estamos interessados em utilizar essas identidades para o ground state ¢ da equacao
(2.5.1). Veremos no capitulo 4 que, de fato, ¢ é uma solucao real.

2.6 Lemas Auxiliares

Lema 2.36. Se f,g € H'(R?), entdo
IF17f = 19I7g| S (IF17 +191) | = gl (2.6.1)

IVUSPF =19l o)l S IVFIF +9llf = gl + 19”1V (£ = g)l. (2:6.2)
Demonstragao. Vamos demonstrar (2.6.2). Observe que
V(Pf = lgPg) = 20/°Vf = |9I*Vg) + f*VF ~ 9V

Daf,
PV f = gl*Vg| =|VF(fIP = 1gI”) + 9PV (f = 9)]
<IVAE =gl + 191V (f = 9)l
<V +9llf =gl + g’V (f = 9)l,

. 2 2
pois || fI* = [gI*| = /2 = 12 < |2 = g*1 = |f + gllf — gl

Analogamente,
|1V = ¢*Vg| < IVIf +allf =gl + 191V (f = g)l.
Assim, segue que

VUL = 19Pg)| < 3IVFIS +gllf — gl +3lg)*IV(f — 9)l-

Para demonstrar (2.6.1), veja que por um procedimento andlogo obtemos

L2 = 19lPgl < (A1 + Lal) +1alP) 1f — gl S (LFP +191?) |f — gl
pois | fllg| < |fI* + |gI. O

Lema 2.37. Seja f € HY(R3). Entdo |V|f(z)|| < |V f(x)|.
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Demonstracao. Basta notar que

. L()V2Vf 1RV
virl=v (7] - 3 {flﬂf.

Tomando o moédulo na ultima equagao e utilizando a desigualdade triangular, temos
o resultado. 0

Lema 2.38. Se f,|Vg|,|Vh| € L'¥>, entdo fgh € L'*7 e vale
£ 9Bl prosr S NS W przrs 1Vl ross IV przys

Demonstracao. Pela desigualdade de Holder, temos

[Fghll azre < F N rzrs gl oz WAl o -

Pelo Lema 2.22, com p = 12/5 e, portanto, s = 1, ||g|l;2 S [Vl 1125 € [Pl 2 S
|VR]| 125, de onde segue o resultado. O
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Capitulo 3

Boa colocacao em H!(R?)

Nesta sec¢ao, seguindo F. Linares e G. Ponce [30], demonstramos que o problema de
valor inicial (1.0.1) estd bem colocado no espago de energia.

3.1 A Formula de Duhamel

Para justificar a nossa defini¢ao de solucao, primeiro vejamos que toda solucao classica
da equacdo de Schrodinger (1.0.1) de fato satisfaz a férmula de Duhamel (1.0.2).

Sejam u € CY([0,T]: C?(R?)) uma solugdo cldssica de (1.0.1) e W(s) = =2y,

Temos

U(s+h) —U(s) ts=MAy(s + h) — ell=s—hAgihdy (g)

h h
e (s R) = uls) M u(s) = u(s)
R e e e ]

Logo, a continuidade de e e o Teorema 2.27 garantem que

¥'(s) = lim U(s+h) —U(s)

_ ei(t_S)A(asu(S) —iAu) = iei(t_S)A‘u($>’2u<S).
h—0 h

Integrando de 0 a ¢, temos

¢ ¢
u(t) — e uy = / U'(s)ds = z/ e =8y (s)Pu(s)ds,
0 0

como queriamos. Portanto, a nossa defini¢ao de solucao generaliza a nogao de solugao
classica da equagao diferencial. Para maiores informacoes, como sob quais hipoteses
a reciproca é verdadeira, veja F. Linares e G. Ponce [30], pagina 96.
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3.2 Boa Colocacao Local

Teorema 3.1. Considere o PVI (1.0.1). Entdo para todo ug € H'(R?) existe T > 0
e uma unica solu¢do u no intervalo [0,T] com

we C([0,7] - H'(R*) (| L(0,T) : WHEA(R?)),

onde a norma em WH/5(R?) ¢ dada por || f|yyizs = | fll przss + |1Vl przss -

Além disso, para todo T' < T existe uma vizinhanga V de ug em H'(R3) tal que a
funcao

F:V —C([0,7: H(R?) () L* ([0, "] : WP (R?)) adg > (),
¢ Lipschitz.
Demonstracao. Defina

E\(T,a) = {v e C(0.7): H'®) (2* ([0.7]: 1" ®")) s ol < a}

Onde T e a sao constantes a serem definidas posteriormente e

H’Uml : HUHLC’QL2 H y UHL‘X’L? ||U||L8 12/ || y UHLS i2/5 -
T "z T "z Tz Tz
vamos demonstrar que

t
O(u)(z,t) = e"ug + @'/ e O (Ju? w) () dt!
0

estd bem-definida e é uma contragao em E'(T), a), daf o resultado segue do Teorema
de Ponto Fixo de Banach, pois E*(T, a) é uma bola fechada em um espago de Banach,
sendo portanto um espago métrico completo.

Vamos ver que ® esta bem definida.

A

Como o operador e~ comuta com o gradiente e preserva a norma L2,

t
SUI? [Pl g2 < luoll 2 + [[Vuoll g2 + [Sup}{ / A (Ju*u) (¢')dt!
0,7 0

[0,T L3 }
+ sup ‘
[0,T7] L2

<e (lluoll s + IVuoll o + lulu] e sz + V()| )

t
/ ei(t—t’)AV(|u|2u) (t/)dt/

0
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onde na ultima desigualdade utilizamos a estimativa de Strichartz (2.4.11).

Analogamente, utilizando (2.4.7) para cotar o primeiro termo de ¢ e (2.4.11) para
cotar o segundo,

1)l s s < e lluoll o + ||l *ul] yo/r o

2
IV ()l g 125 < €[ Vuoll 2 + |V (Jul U)HL8T/7L3152/7.

Para majorar o termo nao-linear, observe que pelo Lema 2.36, com f =wu e g =0,
temos,

9 (Jufw)]| < clul*|Vu,

assim, pelo Lema 2.38, com f = |Vu| e g =h =u,

HV(|u|2u)HLiz/7 <c H|u|2VUHLE/7 <c ||Vu||ii2/5

e de maneira analoga,

| 2r < e llull a2 | Vull; 125 -

Logo,

lalPul| o + |V (uf20)|| 2o <e [Vl (Huuw + kuw/s)
3 3
<c HUHLEN +c ||Vu||Lglc2/5 .
Segue dai que

H‘U|2u||L;/7Lg152/7 + ||V(‘u|2u)||L§/7L;2/7 S C Hu”i?ﬂL;wS +c HV’LLHi?ﬁL}Bz/s .

Agora, pela desigualdade de Holder na variavel temporal, com % = ﬁ — %, isto é,
com vy = 6, que

HUHL?”L;?N < T8 HUHL%L;QM

HVU||L2T4/7L;2/5 < T/6 ||VUHL8TL¥/5 .

Consequentemente,

I @@lly < e lluoll i + VT (llullsy oo+ [Vullly 1210

L8.Ly L} Ly
3
< clluoll g + VTl

Entao escolhendo a = 2¢ ||ug)| 1, como u € E*(T, a), temos
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a 1 1
@@, <>+ VT <aeT<—=— .
T2 ca' e luoly

Tomando 1

> Z
c HuOHHl

(3.2.1)

segue que @ : EY(T,a) — EY(T,a) estd bem-definida.

Mostraremos agora que ¢ é uma contragao. De fato, analogamente ao que ja fizemos,
segue das estimativas de Strichartz que dadas u,v € E'(T, a),

|®(u) — @(v)||; < c H|u| u— |v 'UHLS/7 12/7 + ¢ |V( lul*u — |v|*v

HL8/7L9102/7 .

Para cotar o segundo termo, observe que, pelo Lema 2.36,

‘V(]u|2u — \0]21))‘ < 3|Vullu + v|ju — v| + 3|v|2]V(u —)|.
Portanto pelo Lema 2.38,

V¢ uu — |v]*v

I

Wz < eIV (=0} s (V0] sore 9+ 0)

12/5 + HV’U” 12/5)
2
S C ||V(u — U)“Liz/s <HVUHL;2/5 + HVUHL}f/s)

< eIV (u— )| s (||W||§362/5 + ||w||jf/5> (3.2.2)

Logo, pela desigualdade de Holder na variavel ¢,
IV~ o)z < VT (V0 1o+ 19012, 120 ) 19 = 0)ll g e
e de maneira analoga,
o = ool ym s < VT (V02 s + 19012, 1200 ) e = 0l g 1ose
Concluimos que
() — @)l < VT (IVll2y i + 1Vl 15

X (Hu UHL8L12/O + HV( )HL8L12/5)
< T <||u 0l g gaars + |V (u )||L%L;2/5) (3.2.3)
< ca®VT|u — vl (3.2.4)
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Escolhendo
1 1
= (3.2.5)

at e fug| s

e satisfazendo a condigao (3.2.1), segue de (3.2.3) que ® é uma contracio em E* (T, a).
[
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Capitulo 4

Boa colocacao Global e Explosao

Neste capitulo demonstramos que sob certas condigoes a existéncia de solugoes
globais, assim como de solugoes que explodem em tempo finito, para o PVI
(1.0.1) estao intimamente relacionadas a constante 6tima C' para a desigualdade de
Gagliardo-Nirenberg

1z < CAV AUz ISl e (4.0.1)

4.1 Decomposicao em Perfis e Identidade Virial

No que se segue, provamos dois resultados 1teis na demonstracao do Teorema
principal deste capitulo. O Lema 4.1 nos dd uma espécie de decomposicao ortogonal
para sequéncias em H'! e é peca chave para encontrar a contante étima da desigualdade
(4.0.1), ja a Proposicao 4.3 é fundamental na demonstragao da explosdo em tempo
finito da norma H' da solucao u de (1.0.1). Originalmente, o Lema 4.1 foi provado
por T. Hmidi e S. Keraani [21] e a Proposicao 4.3 obtida por R. T. Glassey [19].

Lema 4.1 (Profile Decomposition). Seja (v,), uma sequéncia limitada em H'(R3?).
Entao existem uma subsequéncia de (vy), (ainda denotada por (vy),), uma familia
{(29),}; de sequéncias em R*, e uma sequéncia de fungoes (V7); em H'(R?), tais
que

1. para todo k # j,

|xk x{l| — 00, (4.1.1)

n_

quando n — 00;
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2. para todo | > 1 e para todo x € R3,

!
v () = Z Vi(z —22) + vl (2), (4.1.2)
j=1
com
lim sup va‘LHLP — 0, (4.1.3)
n—oo

para todo p € (2,6).

3. Além disso, quando n — oo,

l
loall2 = 3 V(@) + [[ob ]| + 0(1) (4.1.4)
j=1
‘ l
IVoallze = Y IVVI(@)|[5, + ||V || + o(1). (4.1.5)
j=1

Demonstragao.  Seja €2(v) o conjunto dos limites fracos de subsequéncias das
sequéncias transladadas (v, (- + zp))n, isto é,

Q(v) ={V e H'(R*) | 3 (zp)n CR* v, (- + ) = V}.

Observe que como H'(R?) é reflexivo (pelo Teorema de Representacgao de Riesz, todo
espago de Hilbert é reflexivo) e v = (v,),, é limitada, entao para toda sequéncia (x,,),
em R3, existe uma subsequéncia de (v, (- + x,)), que converge para alguma V € H'
na topologia fraca (veja H. Brezis [3], Capitulo 3, pagina 55).

Sejan(v) =sup{||V|lz:;V € Qv)}, e (Vin)m em Q(v) tal que ||V,,|| ;1 — n(v). Tome
entdo (1), tal que vy, (++ 22 ) = Vy,, temos que [|V;]| gn < liminfy, ||oy,, (- + mnmk)HHl
e, portanto, observando que ny = ng(m),

n(v) <sup limkinf ank(- + Itgk)HHl = sup limkinf [[0n ||

<sup limsup ||vy, || ;1 < limsup [[vy, || 1 < 0o.
m k n

Primeiramente vamos demonstrar a existéncia de uma sequéncia (V7); em Q(v) e de
uma familia {(2},),}; em R? satisfazendo (4.1.1), (4.1.2), (4.1.4), (4.1.5) e

lim n(v') =0, (4.1.6)

l—00

l

onde v! = (v}

do lema.

)n, € finalmente utilizaremos (4.1.6) para demonstrar a afirmacao (4.1.3)
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Se n(v) = 0, tomamos V7 = 0, vfl = v,, para [ > 1, e o processo termina.

Suponha agora que n(v) > 0, entao existe V! € Q(v) tal que

Por definicao, existe (x)), tal que, a menos de uma subsequéncia,
1 1
(. +x,) = V7.

Defina
v =v, — V(. —a}), (4.1.7)

n

entao,

[allze = low = V3¢ =22 = IV + lonlZ2 = 2Re (a4 7). V1)

Como Re (v, (- + z1), V') = V1|2, segue que quando n — oo
2 2
loallz = [Vl + [loallze + o(1) (4.1.8)

e, analogamente, , )
IVuallze = |VVY |52 + | Vsl . + o(1).

Repetindo o processo com v = (v}),, se n(v!) = 0, tome V/ = 0 para j > 1 e

vl = v! para todo [.

n —

Se n(v') > 0, obtemos V?, (22), e v? = (v2), satisfazendo ||[V?|,;; > n(v')/2,

n

vi(-+22) = VZe w2 =0l —V2(-—22). Temos, Além disso, que |z} — 22| — oo,

quando n — oo. Com efeito, caso contrario a sequéncia das diferencas possui uma
subsequéncia limitada, logo, a menos de subsequéncia, existe zq € R3 tal que

— 2 1
Yn = T, — T, — Tp.

Como v} (- +22) = vl (- +y, + ) e, por (4.1.7), v} (- + 1) converge fracamente para
zero, temos

| (on (- yn 4+ 20), )| =[(on (- +2), (- = wa))| < [(on(- +23), 9 = 20))|
+ [{p (- 23), (- = yn) = (- — 20))|
§‘</U31( + x}t)?¢( - $0)>‘ + Hv’r11||L2 ||@/)($0 - yn)HL? — 0,

e portanto,

Viz) =vl(z + oy +ab) — 02 (x+22) 20.
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Segue daf que 0 = ||V?|| ;2 > n(v')/2 > 0, um absurdo.

Além disso, analogamente a (4.1.8), temos
lenllze = IV[1Z + ezl + o0,
entao substituindo H/U%Hig em (4.1.8) segue que
otz = IV + V2 1e + onlle + (1),

Prosseguindo indutivamente obtemos entdo, para todo [ € N, V1 ... Vi vi .. V!

e (z1)n, ..., (L), satisfazendo (4.1.1), (4.1.2), (4.1.4) e (4.1.5). Além disso, por

n n
construcao, temos

n(v) < 2|V,
Como ||[V7]| 1 é o termo geral da série convergente .~ [[V7|| 1, temos (4.1.6).

Resta demonstrar (4.1.3). Para isto, seja x, € S(R?) tal que x,(§) =1,se [{| < Re
Xp(€) =0, se [§] > 2R. Entao, se § denota o Delta de Dirac,

UL:XR*viL—k((S—XR)*UL, (4.1.9)

ja que ﬁ\g = f’g\ ¢ =1. Vamos agora majorar os dois termos do lado direito desta
igualdade. Para p € (2,6) fixado e R > 1, a imersao de Sobolev (2.4.4) nos da, com
0<s <1,

166 = xg) % oull oo S ID7(0 = xg) * i)

= ([ e |e = anie|a) :

P 2 1/2
< Syl d
N(/lg G 5)

P 2 1/2
= ([ wrerfof a)
l§I>R

SRT < cRTHv

(4.1.10)

ol
n|lgt -

lon ]l

Por outro lado, pela desigualdade de Holder, temos

I 112 1|p—2 1
Pxrxvnll = ([ e onl g val™de

1/p 1/p

I Lee

‘XR *Uiz‘p_zl

< et
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=l # ol I = sl
- XR Un L2 XR Un oo

1 112/p 1 111-2/p
< [lvnllz2" g = vall ™

pois, pela identidade de Plancherel-Parseval, ||XR*vaHiQ = fRS ‘@‘2

fB(0,2R) ‘UHQCM < vazHiz Afirmamos que

thUPHXR*UszOO: sup {limsup|XR*v£L(xn)’}.

(xn)n CR3

De fato,

g *onlle = sup|xg*vh@n)] 2 [xg * vien)].
(zx)x CR3

A monotonicidade do limite superior nos da

limsup |, * v}, (z,)| < limsup < sup |, % vh(2a)] ¢ -
n n (wn)nCRs

Em particular,

limsupHXR*vfl”ooZ sup {limsup’XR*quj(xn)‘}.
n (zn)nCR3 n

Por outro lado, para cada n € N, considere x,, tal que

I

X * vl = 1/n < [ * vn ()
entao

= lim sup ||XR * ULHOO —lim1/n

lim sup HXR * UﬁLHOO
n

l

T
Un

44

(4.1.11)

2
d§ <

< limsup |x,, * vh(z,)| < sup limsup|x, * v} (z,)|.
n n

((En)n CRS

Além disso, pela defini¢ao de Q(v!),

/Rg Xp(®)vs(—y + :cn)dy‘

. N RT
lim sup ‘XR * vn‘ = lim sup
n n

< sup{

Portanto, pela desigualdade de Holder,

/RB V(y)XR(—y)dy'; Ve Q(vl)} _

limsup || x , * vy ||, < sup {‘/ﬂ@ V(y)xR(—y)dy'; Ve Q(V‘)}
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< cR*sup {||V]2; V € Q") }
< cR*p(vh, (4.1.12)

onde cR?® = 47(2R)3/3 ¢ o volume da bola de raio 2R em R3.
Assim, de (4.1.9)-(4.1.12), segue que

+ CR3(1—2/p)77(V1)1—2/p HULHWP'

S CRs_l HU L2

l l
loal. wlln

Como (v,), ¢ limitada em H', de (4.1.4) e (4.1.5), segue que a familia {(v}),},
também ¢ uniformemente limitada em H!, isto é, existe K > 0 tal que HvﬁL” m <K,
para n,l € N. Entdo dado £ > 0, tome R > (¢/2K)"079) e Iy = ly(e, R), tal que para
1> 1y, n(v)1 727 < ¢/(2cR3I-2/P) K) e temos (4.1.3). O

A seguinte proposicao, demonstrada por N. Hayashi, K. Nakamitsu e M. Tsutsumi
em [20], garante que se |z|ug € L*(R3), entao |x|u(t) € L*(R?) para todo t.

Proposigao 4.2. Se u € C(I, HY(R?)) € solugio do PVI (1.0.1) tal que zjuy €
L*(R?), para algum j =1,2,3, entao z;u(t) € L*(R®) para todo t € I.

Proposicao 4.3 (Identidade Virial). Seja u(x,t) solu¢ao da equagio (1.0.1) tal que

|z|ug € L*(R3) e T seu tempo mdzimo de existéncia. Entao para todo t € [0,T)

o, /R P, t)Pde = 4Im [ @, £)(Va(z, ) - 2)dz (4.1.13)

RS

(9,?/ 2P |u(z, t)Pde = 24E[ug] — 4 || Vu(t)||3 - (4.1.14)
R3

Demonstrag¢ao. Consideremos a equagao (1.0.1). Multiplicando ambos os membros

por 2u, temos
Im(2iw o) = —Im(2u Au).

Como 9|u|* = 0, (utt) = TWdyu + udT = Re(2u dyu) = Im(2i W dyu), segue que
dul> = —Im(2u Au) = —V - (Im(a Vu)).
Assim, integrando por partes, temos
at/ e Plua, t)Pde — —2/ 22V - (Im(7 V) )da
R3 R

=2 [ Vl|z|*- (Im(zVu))dz

R
= 4/}23 ;xj (Im(uw Vu),)dz
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=4Im | u(Vu-z)dz,

R3
o que demonstra (4.1.13).

Para demonstrar (4.1.14), observe que, tomando a derivada temporal, que aqui sera
denotada por u;, e integrando por partes,

92 /R |2 *|u(z, t)*dx :4Im{/Rsa(Vut-a:) + Ty (Vut-x)dx}
_ {Z/ W (2 00) +7 (2, Oyur) ) d }

m{Z/ Ut -(L'ja u Uta (um])) dw}
R3
3
4Im {Z/ (l’jﬂta;pju — TUy 8Ijﬂ — utﬂ) dg;}
j=1 /R

4Im{/R3 (at (Vu-z) =1 (Vu - ) — 3uﬂ> d:c}
— 4Tm {z/Rgat (Vu-x)dx—?)/Rg uﬂdm}, (4.1.15)

onde na tltima igualdade utilizamos a identidade Im(z — z) = Im(2z).

Agora observe que, integrando por partes,

Im{/ utﬂdaj} :Im{/ ﬂ(iAu+i\u|2u) dm}
R3 R3
—Im{—i/ \Vu|2dx—i—i/ \u|4dx}
R3 R3

— | |Vufdz+ | |ul'da. (4.1.16)
R3 R3

Além disso,

Im{/R3ﬂt(Vu-x)dx}:—Im /Rsutwa-x)dx}

= —Im / (iAu+ z]u\Qu) (Vu - x) d:c}
R3
/ iMu(Va-x)de+i | |ulu(Va-z) dm}
R3 R3
= —Re / Au(Va-z)de+ [ |ul*u(VE- ) dx} ,
R3 R3
(4.1.17)
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e, integrando por partes,

/ Au (Vi - z)de = Z/ u (x;0,,0) d
R3 R3

k=1

- Z/ aCCk:u $] ﬂﬁk a u) (axk$])a u>d

jkl

= _ Z / Tj Oy, U Oy, (O W) dw — Z/ Oy, U0, Udx

]kl

= - Z /3 Tj Oy, U O, (O U)dw — . \Vul*dz. (4.1.18)

Logo, tomando a parte real em (4.1.18), integrando por partes e utilizando a

1
identidade Re(z) = 5(2 + Z), segue que

3
Re {/ Au (Vu - x) da:} =Re<{ — Z / Tj O, U O, (OpU)dw 5 — \Vu|*dz
R3 /R R3

3
1 2
==y 0, (0pudyw)de — | |Vul’d
2jk1/R3mJ ]( ku ku) x R3| u| T

3
1 2 2
= - Vul|“0, xjdr — Vul|“d
32 ), T2y [ Ivara

=3 L \Vul*dz. (4.1.19)

Por outro lado, integrando por partes o segundo termo em (4.1.17) e escrevendo

|ul? (u0y,u +udzju) = §8xj(|u|4), temos

Re{ uu (VT - x dx} Z/ x]\u] (u0y,u + udzju) do
R3
=—Z / 2,0, (Jul*) de
1 Jes

3
=2 |u*d. (4.1.20)
4 Jgs

Combinando os resutados (4.1.15)-(4.1.20) e utilizando (1.0.5), obtemos a identidade
para a segunda derivada temporal (4.1.14). O
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Para justificativas detalhadas da convergéncia das integrais na Proposicao 4.3, veja
T. Cazenave [6], segao 6.5.

4.2 A Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg

O préximo teorema ¢ um caso particular do que foi demonstrado por Weinstein
[37] em 1983, utilizando a imersao compacta H' ,(R3) < L5(R?) para minimizar o

rad
funcional 5
_ ||U||L2 ||VU||L2

4
el o

J(u) (4.2.1)

Aqui fazemos uma outra demonstracao, onde, ao invés da imersao compacta,
utilizamos fortemente a chamada decomposicao em perfis do Lema 4.1 para minimizar
o funcional. Veja, por exemplo, Xie, Lie e Zhu [38]. Lembramos que o ground state
de (2.5.1) é a solucao de menor massa (Veja (1.0.4)).

Teorema 4.4. A constante otima para a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg
1£11ze < CAVFllZ2 11 22 (4.2.2)

¢ dada por
4

C=———,
3v3 ¢l
onde ¢ € H'(R3) € o ground state da equacgdo eliptica (2.5.1).
Demonstragao. Considere o funcional de Weinstein (4.2.1). Vamos mostrar que o
infimo J = inf,cp J(u) é atingido em ¢. Note que J(u) estd bem-definido em

H'(R3), de fato segue do Lema 2.22 que

lull o S NP ull o S lull - (4.2.3)

Observe também que J(u) é invariante por scalings, isto é, se u(z) = pv(Azr), entdo
J(u) = J(v). Com efeito, temos

2

1
Jullys = [l Pz = 55 ol
s \
2
1
IValfe =¥ [ [FoOw)de =" ol
R3

4
4 4 H 4
Jullye =t [ o)l de = 55 ol
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Dali,
3 3
J(u) = [l g2 [[ V]| 7 _ A2 HUHL2 ,\3/2 ”VU“H ||U||L2 [Vvl|z. = J(v)
1 1 :
[l 74 & ol [0][ s
Seja (v,), uma sequéncia minimizante e defina w, = pu, vn()\n$) onde fi,, A,
sao constantes escolhidas de maneira que ||u,|;. = HVunH 2 = L, isto é, p, =
HanHLz Jvnlls e Ay = HVU,LHLQ / |vnllz2- Segue da invariancia do funcional que

(tn)n é também uma sequéncia minimizante e temos J(u,) = 1/ ||t |14, além disso,
por (4.2.3), sabemos que ||ty S [Junll ;0 S 1 para todo n € N, portanto

~Y

J = hm ; 2> 1>0.
" |z ™
Podemos considerar sem perda de generalidade que u,(z) € R para todo x € R3.
De fato, pela Proposic¢ao 2.37 vale a relagao J(|u,|) < J(u,) e portanto a sequéncia
real (Juy,|), também ¢ minimizante. Pelo Lema 4.1, possivelmente passando a uma
subsequeéncia, podemos encontrar uma sequéncia de fungoes (U7); em H'(R?) e uma
familia de sequéncias {(27,),}; em R?, tais que

r) = ZU%(J:) + !

onde Uj(z) = U?(z — i) e limsup, ||u
Assim,

H‘LP — 0, quando | — oo, para todo p € (2,6).

| :/Rg éUZ(m)Jru’ / (ZUJ >4da:
:/Rg éUg(x) 4d:c+; (2) /R (; Ug(x)>4ku;(x>kdx.

Agora, para todo [ € N, vale

l
2 ti@)

(4.2.4)

lim
n

4 !
dx = /R3 Z ’Uj(x)’4dx. (4.2.5)

De fato, pela desigualdade de Holder,

ZUJ dx_/RSZ\UJ )'do+ /]R3U]1U32U33U34( )dx

1<5,<l
J1#52
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!

S/ Solvi@)| de+ > g O] 10
R3 54 1§Q§l
J17FJ2

Fazendo uma mudanca de varidveis e utilizando a desigualdade (4.2.3) temos que para
todo j <1, |Uill,s = U] ;2 S U] 41, daf por (4.1.4) e (4.1.5),

ol <e (I + 1l + o lweito, + 9

j=1
<c(||unllzs + [ Vuallz: + (1)) < 2¢+ 1,
desde que n seja suficientemente grande.

Portanto

R A I Y O wl v

1<, <1 1<, <1
J1#j2 J1#72
Dado € > 0, tome r > 0 de modo que para i = 1, 2,

Hsz'H . o < - c - .
LABONY ™ UM pagsy + 102 pagus)

(4.2.6)

Assim, por uma mudanga de varidveis, pela desigualdade triangular em L?(R3) e pela
desigualdade de Holder, pondo 7, (z) == z — (292 — x71), temos

1/2
Uz, = (/ U7 (z)U” OTn<x)‘2dl’>
R3

(L

< HUjl(U‘jQ 0T,

UM (x)U? o Tn(x)XB

(0,r) + []’71 (JI)UJZ 9 Tn(m)XB(O,T)C

) 1/2
dx>

< HUjl HL4(B(0,7~)) HUj2HL4(B(Tn(O),r)) + HUjl HL4(B(0,7")C) HUjQHL‘l(B(Tn(O),r)C)
<O | sy 107 s ommionrny + 107 s ooy 10721 agasy -

)HLQ(B(O,T)) + ”Ujl(Uj2 © Tn)HLQ(B(O,r)C)

Logo, se tomarmos n € N de maneira que B(7,(0),7) C B(0,7)¢, de (4.2.6) segue que

T2 U2 <

o que demonstra a afirmagao (4.2.5).
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Agora vamos mostrar que o tltimo termo em (4.2.4) vai para zero quando [ — oo.
Com efeito pela desigualdade de Holder, com 1 = a—lk + ﬁ—lk, onde, para k = 1,2, 3,
Qg = 4/(4 - k)?

/3
B

Ak
|uﬁl(x) ’kda: <

14—k

111k
(A

>_Ui@)

> Uil)

— 0 se [ — o0, entao para demonstrar a

LA

- [
agora pelo Lema 4.1, limsup,, HunHL4
~ . ! ; ’ . . e
afirmagao basta verificar que a norma || i=1 Un(x) H ¢ uniformemente limitada em

- L
neeml.

De fato,

l
>_Uil)

O Lema 4.1 garante que existe [y € N tal que limsup,, ||ufl||Lp <1 paral > [y e como
l .
i Ui@)|| < are

< ||un||L4 + HuizHLzl S HunHHl + lim sup ||U;||L4 .
n

L4

|wn |l g1 = 2, existe M > 0 tal que para todo { > lp e n € N,

isso implica que

4
k=1

>(4) [ <§lj Ug‘(x))“ ul () 5 0.

Finalmente, temos

1 . ~ (177
7 =l el =t [ S| = 3 07
j=1 Jj=1

Por outro lado, como U’ € H! para todo j, pela definicao de J,

. 1 ) .
1071150 < 5 1071 IV 07

Além disso como ||uyl|;2 = [|[Vuy| ;2 = 1 para todo n € N, de (4.1.4) e (4.1.5)
segue que » 7, U5, < 1e P IVU||%, < 1 e, portanto, existe jo € N tal que
1T 2 = sup, [|U7]| 2 < 1. Assim,

1= |07 < Y100 1907 < 071 D2 V07
i=1 i=1

Jj=1
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< [[ol. Z VoIl < U] <1

Logo todas as desigualdades acima sao igualdades e temos
2 =1 =317l e
j=1

o que implica U7 = 0 q.t.p para j # jo, portanto,

] — . ) 1 , .
o7}, = Z 107110 = 5 D00, (19071 = 5 07 (1902
j=1

e daf segue que U’ é o minimizador do funcional de Weinstein J(u). Para concluir
calcularemos a derivada de Gateaux de J(u) em U’. Como U’ é um minimo do
funcional, temos, para todo W € S(IR3),

dJ

22 (T[]0 = 4.2.
= (U +eW) B 0 (4.2.7)
por outro lado como ||U%||,, = ||[VU||,. =1,
a4 |07 +eW | 1 /WW + WU"dx = Re (U™, W)
de L2, 2 ’

dig HV(Ujo + 5W)Hi2 :;/VUjOVW + VIWWVUdx = Re <3VUJ'0’ vw>
e=0

dii U7+ eW][7, B :2/ (U @HW + TWU™)dz = Re (4]U 0%, W)
Onde utilizamos que se a,b € C, entdo ab + ab = 2Re(ab) e (-,-) denota o produto
interno em L?. Logo, por (4.2.7) e pela regra de Leibniz, para W € S(R?),
Re <4J|Uj0 R W> = Re (U7, W) + Re (3VU7, VIV),
em particular, aplicando em iWW € S(R?), temos
(47|02 [0, W) = T (U, W) + Tm (3V0%, VW),
o que implica que

~ (3VUP, W) = (UP — ag|Ui Ui, W)
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e, portanto, U’ é solucao fraca da equacao
=30y — AJ[¢[*y = 0.

Defina agora

o(z) =2V JU*(\/3 )

e observe que Uj, ¢ uma fungao real, j& que lim, u,(. + 27°) = U;, e u,(x) € R para
todo x € R? e n € N, consequentemente ¢ também é uma funcao real e vale |qb|2 = @2,
portanto ¢ é solugao da equacao eliptica (2.5.1) e

2 4J 2 4J
= —_|lUn|?, = ==
H¢||L2 3\/§ H HL2 3\/§7

o que implica que
1 4

T 3V3¢l.

Suponha agora que v € H'(R3) é uma outra solucio da equacao eliptica (2.5.1), com
19|72 < ||¢]| ;2 Neste caso,

3B _ 3V3 ol

I = 22 :

=J,
uma contradigdo com a minimalidade de J. Portanto, ¢ é a solugao de (2.5.1) com a
menor norma L?(R3), o que completa a demonstragao do teorema. O

Pode ser demonstrado que ¢ € C?(R?) e é a tinica solugao positiva e radial da equagao
(2.5.1) (veja F. Linares e G. Ponce [30], pagina 94, Teorema 5.1 e pardgrafo anterior).

4.3 Boa Colocacao e Explosao

Nesta secao utilizamos as ferramentas apresentadas neste capitulo para estudar o
problema da existéncia de solugdes globais para a equagao (1.0.1). Primeiro vejamos
que, de fato, a massa e a energia das solugoes sao preservadas no tempo.

Proposicao 4.5. Seja u uma solugao da equagao de Schrodinger (1.0.1). Entao a
massa e a energia de u sao conservadas no tempo. Isto €, para todo t € I,

Mlu(t)] = Mlug) e E[u(t)] = Eluq). (4.3.1)

Demonstragao. Basta demonstrar que 0, M [u(t)] = 0;Eu(t)] = 0. Usando o Teorema
da Convergéncia Dominada e depois integrando por partes, obtemos

OMut)] = [ Olul’de = 2Re/ udyudr = 2Re/ u(Au + ulu)dx
R3

R3 R3
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= —2Im [ TAudzr =2Im [ |Vu|’dz =0.
R3 R3

Analogamente,
1

= | o|Vulde = Re/ V(0wu)Vudr = —Re [ OuAudzx
2 Jgrs R3 R3

= —Re/ (iAu + i|ul*u) Atdz = —Re/ i|u uATds
R3 R3

=Im [ |ul*uAudz
R3

1 1
-/ (9t|u|4dx:—/ |u|28t|u]2dac:/ (P Re(@dyu)dz
4 R3 2 R3 R3

:Re/ lu*T(iAu + i|ul*u)dr = Re/ i|ul*uAudz
R3 R3

= —Im [ [|u]*TAudz.
R3

Portanto, como z +z € R para todo z € C,

O, E[u(t)] = %/R Oy Vul*dz — ;l/R Orlul*dz = 0.

54

]

Teorema 4.6. Seja ug € H'(R?), I = [0,T*) o intervalo mazimal de existéncia da
solugdo u(t) do PVI (1.0.1) e ¢ a solugiao de menor norma L*(R3) (ground state) da

equacao (2.5.1). Suponha que

MTuo] Eluo] < M|[¢]E[g].

1. Se a condicdo inicial ug satisfaz

Vol 2 lluoll 2 < IVl 2 |01 2

entao I =R, isto €, a solucdo € global. Além disso, para todo t € R wvale
IVu()]] 2 luoll 2 < [Vl 2 191l 2

2. Por outro lado, se

IVuol| g2 [luoll 2 > [Vl 2 191l 2
entao para todo t € I,

IVu@)l e luoll 2 > VOl 2 M0l 2

(4.3.2)

(4.3.3)

(4.3.4)

(4.3.5)

(4.3.6)

Mais ainda, se |rluy € L*(R?), entdo T* < oo e, portanto, a solugio explode

em tempo finito.
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Demonstracao. Defina
1 1
flz) = za® — ————1°. (4.3.7)
2 VA

Observe que, pela desigualdade de Gagliardo-Nirenberg (4.2.2) e pela conservagao de
massa e energia (Proposicao 1.1), temos

1 1

M[u] B[] = S [IVu(®)lz: luollz: — 7 lu(®)l|zs lluollz:
1

3v31ll7:

= FUIVu@®)] 22 luoll ) (4.3.8)

Temos f'(z) = x(1 — Wﬂf) e daf é facil ver que f possui um minimo local em 0 e
L2

1 2 2 3 3
2 5 IVul®)lize lluollz2 — V)2 lluollz2

. 2 . o~
um maximo local em /3 ||$||72, que, pela Proposicio 2.35, podemos reescrever como

V316172 = 1Vl 2 18l -

Além disso, f(0) = 0, f([Volzll¢ll2) = &IVl l6]7- e novamente pela
Proposigao 2.35, por (4.3.2) e pela conservacao da energia, para todo t € I,

FUIVu®)ll 2 lluoll ) < Mluol Bluo] < M[¢]E[¢]
= é IVoll5a 9172 = FAIVl L2 1]l 2). (4.3.9)

Segue de (4.3.9), da hipdtese (4.3.3) e da continuidade de u, que, para todo t € I,

IVu@)ll 2 luoll 2 < VOl 2 |0l 2 -

De fato, se existir ¢y € I tal que ||[Vu(to)l 2 ||woll;z = IVOll2 l|@ll 2, entdo,
pela continuidade de u, também deve existir 0 < t; < to tal que Mug|E[ug] <
FUIVu(t)|l 2 [luoll f2), 0 que contraria (4.3.9) (veja a Figura 4.1). Consequentemente,
a norma H' da solucao é uniformemente limitada, isto é, existe E > 0 tal que, para
todo 1,

[[ul L H} <E

Vamos ver que isso é suficiente para que a solucao seja global. De fato, da
demonstragao do Teorema 3.1 (veja (3.2.1), (3.2.5)), sabemos que o tempo 7' de
existéncia da solugao é da ordem

T ~ Jluoll 1 -

Entao existe ¢ > 0 tal que, para qualquer tq € I, a solugdo v’ do PVI (1.0.1), com
dado inicial uy(z) == u(z, ) estd definida pelo menos no intervalo de tempo [0, 75,
onde

To =cE~* > 0.



4.3. BOA COLOCACAO E EXPLOSAO 56

M[g|E[¢]

M [uo] E [’Ll,o]

Lo a ||V¢HL? H@HD

Figura 4.1: ;== ||[Vu(t)] ;2 ||uo|| 2 fica confinada no intervalo [0, a).

Agora suponha u definida em [0,7p] com condi¢ao inicial uy. FEstendemos u ao
intervalo [0,27p] considerando a solu¢do com dado inicial uy(z,0) = wu(z,Tp) e
definindo u(z, Ty + t) = uy(x,t) em [0,7p]. Prosseguindo indutivamente, obtemos
u definida em toda a semirreta [0, c0).

Agora suponhamos que ||[Vugll,2 ||uoll2 > [Vl 2 ||@]l2- Analogamente, pela
continuidade de u, temos

IVu@®ll 2 l[uoll 2 > VOl L2 €1l 2 -

Sabemos, portanto, que a norma H' da solucdo estd cotada inferiormente, mas isto
nao é suficiente para garantir que a solucao explode em tempo finito. A ideia agora
é refinar essa desigualdade e utilizar a identidade virial (4.1.14). Escolha 0 < §; < 1

tal que
Mluo] Eluo] < (1= 61)M[¢]E[¢]. (4.3.10)

Assim como em (4.3.9), temos

FUNVu®)ll 2 lJuoll 2) < Mluo]Eluo] < (1 =00)f([IVEll 2 1]l .2)

e o Teorema do Valor Intermediario nos garante que existe do > 0 tal que

(1= IVl 2 9l o) = f((L+62) [Vl 2 |9l 2)-

Da hipdtese (4.3.5) sob a condigao inicial e da continuidade de u, segue que, para
todo t € I,
IVu()]] 2 luoll 2 > (1 +62) [Vl 2 €]l 12 - (4.3.11)

Pela Proposicao 4.3, estimamos uniformemente
Mluo)0; / [*u(e, t)*da = 24M [uo] Elug] — 4[|Vu(t)|72 |luol 72

1
< 24(1=8)2 [Volz [6l72 — 40+ 82) 19672 16172
= —4(01 +02) [IV6l[7: ll4ll7> < 0.
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Escrevendo A = 4(8; + ) | V|22 |6]|52 M[ue] ™! e integrando ambos os lados da
desigualdade no intervalo [0, ¢] duas vezes, temos

A
0< [ lollute O ds < =58 + lfelosul, 0Lt + lleluol

Como o membro direito da desigualdade é estritamente negativo para todo ¢
suficientemente grande, deve existir T > 0 tal que tal que u nao esta definida para
t > T, isto é, o intervalo I é finito. Afirmamos que, nessas condicoes, a norma H*
da solucao u explode. Com efeito, suponha que exista ¢, — T tal que a sequéncia
([[u(ta) | g2 )n € limitada, seja E = sup,, |u(t,)|| ;1 < oo e defina
To=E"

Tome ny € N tal que ‘TO — tno‘ < Ty/2 e considere a condicdo inicial ug(z) =
u(z,ty,). O Teorema 3.1 garante a existéncia de uma tunica solucdo u; definida em
[0, To] tal que uy (x,0) = ug(z), isto é, estendemos u ao intervalo [0, t,,,+10/2] 2 [0, 7],
o que contradiz a maximalidade de 7. Concluimos que

lim [Ju()[| 2 = oo.

]

Observagoes: Sem as desigualdades refinadas (4.3.10) e (4.3.11), nédo seria possivel
concluir a demonstragdo. De fato, assim terfamos apenas que 97 |||z|ul|,» < 0 e o
processo de integracao nos daria |||z|ul/;. < ct + d e para este caso o argumento
falha. Poderiamos ter, por exemplo, |||z|ul/;» = In (1 +¢), que tem segunda derivada
estritamente negativa, mas esta definida em toda a semirreta positiva.

Finalmente, o item 2 do Teorema 4.6 também é valido substituindo a hipdtese
|z|ug € L*(R3) por uy € H! ,(R?). A demonstracao desse fato é devida a T. Ogawa

rad
e Y. Tsutsumi e pode ser encontrada em [32].
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Capitulo 5

Espalhamento

O primeiro resultado acerca do comportamento assintético das solugdes de (1.0.1)
foi demonstrado por J. Holder e S. Roudenko [22] para o caso em que a condic¢ao
inicial uy € H'(R3) ¢ radial, e, pouco mais tarde, por T. Duyckaerts, J. Holmer
e S. Roudenko [12], para o caso nao radial. As técnicas utilizadas nesses artigos
sao baseadas no método concentration compactness empregado anteriormente por C.
Kenig e F. Merle [27] para a equacdo de Schrodinger nao-linear de energia critica.
Neste trabalho, seguimos os autores B. Dodson e J. Murphy [9], que desenvolveram
um novo método para a demonstracao do espalhamento, baseando-se no Critério de
Terence Tao que veremos a seguir. Neste capitulo nos restringimos as solucoes radiais
u da equagdo de Schrodinger (1.0.1) que satisfazem as hipoteses (4.3.2) e (4.3.3) do
Teorema 4.6, que sao, em particular, solugoes globais. Notamos ainda que pode ser
demonstrado que uy € H},;(R?) implica que u € C([0,00), H} ;(R?)).

Lembramos aqui que uma solugao u € H'(R?) da equacao de Schrodinger (1.0.1) se

espalha, se existe ut € H'(R?) tal que

lim Hu — eitAquH =0.
t—o0 H!

O objetivo deste capitulo é demonstrar o seguinte teorema

Teorema 5.1. Suponha que ug € H'(R?) seja radial e que Mug)|Elug) < M[p|E|¢].
Se Nuollz2 [Vuollzz < Q|2 [IV@l 2, entdo a solugdo global u da equagio de
Schrédinger (1.0.1) se espalha.

5.1 Critério de Espalhamento

A ideia é demonstrar que a solucao satisfaz o seguinte critério de espalhamento, devido
a Terence Tao [35].
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Teorema 5.2 (Critério de Espalhamento). Seja u € H} (R?) uma solugdo radial da

rad
equagdo de Schridinger (1.0.1) satisfazendo
||U||L§°H; <E (5.1.1)

para algum E > 0. Ezistem ¢ = e(E) >0 e R= R(E) > 0 tais que, se

lim inf / lu(t, 2)[2dz < &2, (5.1.2)
|z|<R

t—o00

entao u se espalha.

Para demonstrar esse critério precisaremos de dois lemas.

Lema 5.3. Seja u € HY(R?®) uma solugio da equagao (1.0.1). Entdo, para todo
intervalo I = [T, T + 7] C R,

HUHL§W11’6 S +T)1/27 HUHL%L;O S +T)1/27 HU||L§L;O s +T)1/4- (5.1.3)
Demonstracao.
Considere a representacio integral (1.0.2) de u. Como o grupo unitario e comuta
com a derivada, a Proposicao 2.16 nos permite permutar a norma com a integral e o

par (6,2) é admissivel, pela estimativa de Strichartz (2.4.7), segue que

t
e =DAy(T) +i/ ei(t_s)A]u(s)|2u(s)ds

[ —
T

21771,6
L2W,

T+7
< Hei(t_T)Au(T)HL%WLG + / Hei(t_s)A|u(s)|2u(s)||L§W1,6 ds
T

x xT
T+T

S IIU(T)||H1+/T [[u(s)Pu(s)|] ; ds. (5.1.4)

Utilizaremos (2.6.2) (com f = u e g = 0) e a desigualdade de Hélder para cotar o
segundo termo. Temos

T+t
2 2
[ M) Puto) g ds < 72 By Nl (5.1.5)

Agora observe que, pelo Teorema 2.25, H“HL?LOO < HUH@W;G e, pelo Lema 2.32,
€2 f|| 1 oo S |2 para toda f € H'. Logo, a estimativa (5.1.4) também ¢ valida
t-x

para as normas HuHL§L%o e HuHLz}Lgo. Definindo entao

X = HUHL%W;vG + Hu||L§Lg° + HUHL‘}LgO )
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segue de (5.1.5) e de (5.1.1) que, para todo 7 > 0,

XS+ ulfype S 1+ 772X

Seja agora 71 suficientemente pequeno de forma que X < 1, se |I| < 71, e tal que
7/m1 € N. Temos, para [ = [T, T + 7],

/71

2 T 2
fulpuse =3 [ ulfypedt So
j=1

T+(-1)m

Segue dai que para todo 7 > 0, ”“”%Wg}*ﬁ < 1+ 7. Analogamente, ||U||%§Lg<> S1+7
e ||u||4L4}Loo < 1+ 7, como querfamos. O

A chave para a demonstracao do Teorema 5.2 é o conteudo do préximo lema.

Lema 5.4. Sejau € H! ,(R®) uma solugdo radial da equacao de Schridinger (1.0.1).
Suponha que ezista 0 < € < 1 tal que (5.1.2) seja satisfeita. Entao existe T > 0 tal

que

< ol/32

Je DT oy S

Demonstragao. Observe que, pela imersdo de Sobolev (2.4.4) e pela estimativa de
Strichartz (2.4.7), temos

||€muo||L§L2 S HDl/Q(eitAUo)HL;‘Li S lullzn < oe.

Note que o operador 4
u, — 0 pontualmente e o Teorema da Convergéncia Dominada garante que existe

Ty > e /4 tal que

comuta com a diferencial. Definindo u,, = ugy (lel>n}? temos

|2 Se. (5.1.6)

“0||L4([To,oo):L6(R3))

Para T > Tj a ser escolhido posteriormente, defina I, = [T — ¢ V4 T] | I, =
[0, 7 — e~'/4]. Pela equacdo de Duhamel [veja (1.0.2)]

T
u(T) = eTuy + 2/ e T8 u(s)[u(s)ds,
0

temos

gETIAY(TY = ¢ty + g / I u(s)Puls)ds + i / I8 u(s)u(s)ds.
L I

Vamos mostrar que as integrais em [I; e [, ficam arbitrariamente pequenas se
escolhermos T e R adequados. Primeiramente, utilizando a desigualdade de
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Minkowski (Proposicao 2.16), a imersao de Sobolev (2.4.4), a estimativa de Strichartz
(2.4.7) e a desigualdade de Holder,

/ei(tS)A]u(s)|2u(s)ds

R / e () Pu(s)]] . d
L ¢

1D ) Pu(s)) g
/ [futo)Pus)] 1 ds
S lllsers lullze noe llull g s (5.1.7)

Note que na ultima desigualdade utilizamos o Lema 2.36 para cotar o termo
HV(\u!zu)HLQ e a desigualdade de Holder, com 1/2 = 1/3 + 1/6 + 1/00 no espago

el=1/2+1/2+ 1/00 no tempo. Por interpolacao,

||U||L§<;Lg < ||XRUHL;<1>Lg + ”(1 - XR)u”L?‘fL%

1/2
S gyl
~ [ XY LyeL3

1/2 1/2 2/3
~ ”XR“HLC;;Lg I HL/<;;>L6 +[|(1=x, UHLOOLOO I ||L/<;<1>Lg ,

1/2 1/3 2/3

+ H<1 o XR)UHL“;L;;O ”(1 o XR)u||L§<1>Lg

onde X ,(z) == x’(z/R) e x* € C*°(R?) vale 1 dentro da bola unitaria e 0 fora da
bola de raio 1 + p.

Pela hipdtese (5.1.2), podemos encontrar 7' > Tj tal que fXR|u(:U,T)]2dx < 262
Agora, integrando por partes e usando a equacao (1.0.1), temos

8t/XR\u|2dx: Z/Re(XRﬂatu)d:c = —2/Im(XRﬂAu)dx
= 2/Im(EVXRVu + XR|Vu|2)dx = 21m/ﬂVXRVu dx.
Assim, pela desigualdade de Hélder e pela limita¢ao uniforme (5.1.1),

O / XR]u|2dx

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos entao, para t € I,

< lullgz [IVull 2

E.
_o1/4 c—1/4
7 5 [t 0P~ [ xplute 1) Pde £ 5

o que implica que

—1/4
2

/XR|u(a:,t)|2dm < 5R +el
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Escolhendo R > =94, obtemos
||XRUHL§§>L§ Se.

Por outro lado, pela imersao de Sobolev radial (2.4.5),

1 1
(1= Xl e < 5 Maluligerse S 5 el S 5

Logo,
HUHL?OL3 5 51/2 + R—1/3 S 61/2 +€1/4 5 81/2,
1 x
ja que, pela imersao de Sobolev (2.4.4) e por (5.1.1), os termos ||u||L§,oL6 e ||u||L?oL2
1r 1®

sao uniformemente limitados por E. Agora, considerando a estimativa (5.1.7) e o
Lema 5.3, temos

< /278718 — /4, (5.1.8)

/ei(t_s)A|u(s)|2u(s)ds

I

LiLg

Passaremos agora a limitacao para a integral sobre o intervalo I5, que denotaremos
por F,. Note que, pela desigualdade de Holder,

/ =8y (s)Pu(s)ds|| < HHlell/2 | Fall 2

Iy LALS b L
1/2 1/2
=3 [P N T4
1/2 1/2
= 1Bl I Pl e

Segue da férmula de Duhamel (1.0.2) que,
Fy(t) = O THe DAL (T — g 1/4) _ oilT—e7 DAy, 1

portanto, como o par (3,4) é admissivel, pela estimativa de Strichartz (2.4.7) e pela
Proposicao 1.1,

_ i(T—e—1/
1Ball gy  ||ulT = a7/ = T2 || S lluollx S 1.

Por outro lado, pela desigualdade integral de Minkowski, Proposi¢ao 2.28 e imersao
de Sobolev (2.4.4),

1P e < / [ ()P u(s) e ds S | 1t = sI™ flu(s) 23 ds
2 2

S [ 1 ) e s S (1= T e
2
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e dai segue que

S 1/4
12| Lair,00): 100 (R2)) S (/T t-T+ 51/4)2dt> = g!/16

e, consequentemente,
12| paqir o0y Loy S g%, (5.1.9)

Coletando (5.1.6), (5.1.8) e (5.1.9), obtemos a estimativa desejada. O

Demonstracao do Teorema 5.2. Utilizando as estimativas obtidas para a solugao
linear, estimamos a solugao nao-linear. Com efeito, pela Formula de Duhamel (1.0.2),

¢
u(t) = e 2y (T) + 2/ 98 u(s) Puls)ds,
T

obtemos, portanto, do Lema 5.4, que

< c1/32 4

t
/ei(t_s)A|u(s)|2u(s)ds

T

Hu||L4([T,oo):L6(R3))
LA([T,00): L6 (R3))

e por imersao de Sobolev (2.4.4) e a estimativa de Strichartz (2.4.11),

t
/T ei(t_t/)ADl/Q(X[Tpo)|U(t,)|2u(t/))dt,

t
/ A () Pu(t)dt

T

<
~Y
LiLS

LiLg
S (|22 00y f00)

[ —

r2r%”®

Podemos estimar o ultimo termo utilizando o Lema 2.36 para controlar o gradiente e
depois aplicando a desigualdade de Holder. De fato,

2 2
H|u| UHL§WQ}16/5 < ||“||L;1Lg ||U||L;;°H;a (5.1.10)

onde fizemos a interpolagdo com os pares 5/6 = 1/3+1/2no espagoe 1/2 = 1/2+1/c0
no tempo. Temos entao que

2
HuHL‘l([T,oo):LG(R?’)) S el/# 4 |’uHL4([T,oo):L6(R3)) HUHLOO([T,OO);Hl(RS))
2
S 81/32 +E Hu|’L4([T,oo):L6(R3)) : (5111)

Substituindo o intervalo [T', 00) por [T', T+7) e escrevendo X (7) = [[ul| a7 74r).16(R3)):
segue de (5.1.11) e da férmula de bhaskara que, se 7 é suficientemente pequeno,

1—1—4Ee"/3

X(T) S 2E )

(5.1.12)
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£1/32

Figura 5.1: O gréafico da funcao z — Fz?.

desde que 1 > 4Ec'/?? (veja a figura 5.1). Note que o lado direito de (5.1.12)
vai para zero quando € — 0, logo, tomando ¢ suficientemente pequeno, temos que
X (1) < €32, Agora como (5.1.11) vale para todo 7 > 0, tomando o limite quando
T — 00, a continuidade da integral garante que

[l a7 o0y:zmey) S elf®.
Defina o
weim e TT) i [ e s u(s)ds
T

e observe que u; € H'. Com efeito,

el = [[e™

/ e =8 (s)|Pu(s)ds

T

wsll,n < ol + \
Hl

S HUOHHl + H|u|2uHL§W;‘6/5 < 00,

onde utilizamos a estimativa de Strichartz (2.4.11) (note que o par (2, co) é admissivel)
e a estimativa (5.1.10). Pela férmula de Duhamel, temos, para todo t > T

u(t) — e "Pu, = z/ e u(s)[Pu(s)ds.
¢

Assim, como |ul*u € L2 +%/5 mais uma aplicaciio da estimativa (2.4.11) nos da
. —itA : 2 _
Jim |u(t) — e ™ Puy| ) S lim || ul uHL[Qt’Oo)W;,e/s =0. (5.1.13)
[l

5.2 Coercividade

Para utilizar o Teorema 5.2, no restante do capitulo nos dedicaremos a demonstrar a
seguinte proposicao.
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Proposicao 5.5. Existem uma sequéncia de tempos (t,,),, t, — 00, e uma sequéncia
de raios (Ry)n, R, — oo, tais que

lim |u(t,)|*dz = 0. (5.2.1)

" Jiz|<Rn

Comecamos com um lema provado por D. Fang, J. Xie e T. Cazenave [16], que nos
fornece uma primeira coercividade importante.

Lema 5.6. Sejam u € H'(R®) wma solugao da equagio (1.0.1) e ¢ o ground
state da equacao eliptica (2.5.1). Se Mug|Eluo] < M[9|E[¢] e ||Vuol 2 ||uoll 2 <
IV 2 ||l 12, entdo , para todo t € I,

wol Elug 1/2
Mluol B ]) 2 (5.2.2)

IVu@)llz [u®)],» < (W

Demonstragao. Considere a fungao f dada por (4.3.7). Da demonstracao do Teorema
4.6, sabemos que f possui um maximo local em v/3||¢|32 = ||[Voll,2 |6l 2. Além
disso, ¢ facil ver que f(z) > #a?, para todo x € 0,v3|¢]3,]. Assim, segue da
hipdtese e de (4.3.8), que

1
5 IVulze lullze < FAUIVul g2 lull2) < M(u]Blu)
Multiplicando a iltima desigualdade por |[|[V¢|[7, [|¢[|7., utilizando a identidade

1 2 2
MIGIEL) = < IVl ]2
dada pela Proposicao 2.35, rearranjando os termos, tirando a raiz quadrada e
considerando a conservagao de massa e de energia, temos (5.2.2). O

O proximo lema apresenta uma segunda coercividade que sera usada no futuro
proximo.

Lema 5.7. Sejo f € H'(R®) tal que V] |f,2 < (1 — ) [Vl 6] 2. Entao
existe &' = 0'(0) > 0 tal que
3 :
IV 1l = 5 111 > &1 F 11 (5.2.3)

Demonstracao. Escreva o primeiro termo de (5.2.3) como

3 1
IV flz2 — 1 Ifllzs = 3E[f] - 5 IV fI7-

Pela desigualdade de Gagliardo-Nirenberg (4.2.2) com constante Gtima

4

= ,
31Vl Il
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temos
1 , 1
B 2 LIV (L= €IS e
1 1 J )
> S I9F1E |1 30 - 81C I90l,a ol | = (5+3 ) 1971
Assim, temos ||V f||7, — : 114 > 6 | V|3 e, portanto,
2 30 4
9 2 ——— = 4.
Combinando as duas desigualdades temos (5.2.3), com ¢’ = 33/(4(1 — 9)). O

Em seguida, generalizamos as duas coercividades obtidas anteriormente para coerci-
vidades sobre bolas. Pelos dois lemas anteriores, dada uy € H'(R?) nas hipéteses do
Teorema 5.1, entao existem 9,6’ > 0 tais que, para todo t > 0, temos

3
IVu@)]l 2 [[u®)l 2 < (1=20) [Vl 2 ([0l e |IVU(t)||iz—Z ()l = & lfult)ll74
Lema 5.8. Sob as hipdteses do Lema 5.6, seja x* € C®(R3) a caracteristica suave

da bola unitdria em R3, isto é, x°(x) = 1 se |z| < 1 e x’(x) =0 se |z| > 1+p, e
Xg(x) = x"(z/R). Entado,

/|XRVU‘2d{E = / ‘V(XRU)‘Z +XRA(XR)|U|2da: (5.2.4)
e existe R = R(6, M[ul, ¢) > 0 tal que

sup [xpu®ll 5 [V Ocpu(®)llyy < (= 9) 165 1705
Em particular, existe 8" > 0 tal que
192 — 5 ey > 6" eguo)]s,-
Demonstragio. Note que ||x ,u(t)]| 12 < lu®)] 2, e, por uma integracio por partes,
1900 PO s
_ / uFx o + [x oVl + 2Re(x VuuVy )z
- / [uVx|” + X @YUV X, + X uVuV pda

= / ‘XRVu|2dm. (5.2.5)
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Logo
1
IVl < IVl + 0 (0

e a primeira desigualdade segue se escolhermos R suficientemente grande ao passo
que a segunda é uma consequéncia direta do Lema 5.7. O]

5.3 Identidade Virial

A seguinte identidade Virial é uma generalizacao da Proposicao 4.3 e tem papel
importante na demonstragao de que u satisfaz o critério de espalhamento (5.1.2).

Proposigao 5.9 (Identidade de Morawetz/Virial). Sejam u € H'(R3) uma solugdo
da equagio (1.0.1) e a € C®(R?) uma fungdo radial tal que %a € L™(R?), para
la| <4 e defina

Z(t) = QIm/ uVuVadz.
R3

Entao,
3
0:Z(t) = 4Re {/ Z 8jka8jﬂ8kudx} —/ lul*Aa — |u|*AAada. (5.3.1)
R? j k=1 R?

Demonstracao. Analogamente & demonstracao de (4.1.14), utilizamos a equagao
(1.0.1) e integramos por partes repetidas vezes até obter o resultado. Temos

9,Z(t) = 2Im { / (VuVa)i, + (VutVa)ﬂda:}
— 9Tm { / (VuVa)a, — (VaVa + ﬂAa)utdx}

= 2Im {/ 2(VuVa)u; — wulAa dm} , (5.3.2)

Im {/utﬂAa dx} = Im {/Z(Au + |u]*u)TuAa dx}
:/]u\4Aadx+Re{/ﬂAaAudx}

_ / u*Aadz — Re {/[vma +TV(Aa)] Vi dx}

:/|u|4Aadx—/Aa|Vu|2dx—Re{/ﬂV(Aa)Vudm}

(5.3.3)
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Re { / u(VAa)Vu dm} = % / (VAa)(uVu + uVa)dz

1

= §/V(AQ)V(\U|2)CZ$

= —%/|u|2AAadx. (5.3.4)

Além disso, utilizando novamente a equagao (1.0.1), podemos escrever

Im { / (VuVa)ﬂtdm} = —Re { / (Au + |u\2u)(VWa)d:c} . (5.3.5)

Integrando por partes, temos

/(VUV@)Auda: = Z / Ojxu Opudga dx
ik
= — Z / 8jka Qkﬂﬁju + (‘)jkﬂ 8ju8ja dx
ik

= —/(VuVa)Aﬂdx — Z/ijaakﬂaju dx, (5.3.6)
Gk

Re{/AﬂVuVadx} — %Re{/quvuf)da;}

1
= 5/VaV(|vu|2)d:c

1
= —E/Aa|Vu|2dx (5.3.7)

1
Re{/|u|2u VﬂVadx} = §/lu\2uVEVa+ lu*T VuVa dz
= %/|u|2Va(uVU+ﬂVu)dx

1
= Z/VaV(\u]4)da:

1
_ —Z/Aa]u|4dx. (5.3.8)
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Coletando (5.3.2)-(5.3.8), obtemos
O Z(t) =4 (Z Re/ﬁjkaamajudx — %/|Vu|2Aadx + %l/Aa|u|4dx>
jik

—2 (—/|Vu|2Aadx—|—/Aa|u|4dx+%/|u|2AAadx) )

Simplificando esta expressao obtemos a identidade desejada. O

Para justificar os célculos formais feitos na demonstracao da Proposicao 5.9 é
necessario primeiramente considerar solugoes mais regulares e em seguida tomar um
limite usando a dependéncia continua da solucao em relacao aos dados iniciais. Esse
tipo de argumento pode ser encontrado, por exemplo, em J. Ginible e G. Velo [18],
pagina 20, Proposition 3.4.

5.4 Estimativa Virial

Em seguida utilizamos a Identidade Virial para demonstrar uma estimativa do tipo
Virial/Morawetz para a média temporal da norma L*(R?) na bola da solugao u. Esta
¢ a ferramenta principal para mostrar o anulamento da norma L*(R?) enunciado na
Proposicao 5.5.

Dado R > 0 a ser definido posteriormente, defina a € C*°(R?) por

o) = {17 lel < By (5.4.1)
2R|z|, |x| > 2R,

satisfazendo as seguintes condi¢oes na regiao intermedidria R < |z| < 2R
dra >0, 0%a>0, |0%)| < Rlz|™", para|a] > 1. (5.4.2)
Onde 0, denota a derivada radial
X ZT;

O.a=Va-— e 0,a=—0a. (5.4.3)
|| ||

Observe que para |z| < R,
Ojra =20, Va=2x, Aa=6 AAa=0

e para |x| > 2R,

9 ,
ajk-a:_R|:5jk :c]xk], Va=28 Ag=—

2] o
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. <2ij) 2R 6Rx?
|

2R
812(H>:J 3 5

3 2
2R 2R  6Rz:

AANa = A— = (— — ]) =
o~ 2 ap ~p

3
] zm e

Portanto,

7j=1
Note que 0% € L>°(R?), para || < 4 .

1 J(R?) uma solugao radial da equagao (1.0.1)
satisfazendo (4.3.2) e (4.3.3). Para T > 0 e R = R(J, M[u], ) suficientemente

grande,
—/ /x|<R xt|dxdt<E5T+ﬁ (5.4.4)

Demonstracao. Tome R dado pelo Lema 5.8 e a como definida em (5.4.1). Como u
¢ uniformemente limitada em H!, a desigualdade de Cauchy-Schwarz nos d4

Proposi¢ao 5.10. Seja v € H!

sup | Z(t)| = sup
teR teR

QIm/EVuVa dx

< Rsup / @Vuldz < R Jul, |Vulls <p R

(5.4.5)
Agora, utilizando (5.3.1), as hipéteses e as relagoes encontradas para a fungao a acima,
temos

—4
0 Z(t) = 8/ Vul? — §|u\4da:—i-/ R]u\4dx
l2|<R 4 w>2r 17|
+/ Re Zﬁ {@-k W’“} 0,1 O p d
|z|>2R Iy || | |
+/ ARe Y Dxadjli Opu +o( — > + = y \)
R<|z|<2R o || ||

Agora observe que a terceira integral é nula, pois

SR{ Ty Ty,
2T [ e 7 mz
Gy BN T e T
Ehk xzm gm’“
:@|V > — 8u8u
|| | !
SR BB 20,

] |z]
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uma vez que, por (5.4.3), |Vu| = |0,ul, se u for radial. De maneira andloga, novamente
por (5.4.3), temos

_ ; 0 Tk 9T Ty
0:pa 00 Opu = {{@2@&&—&@ (L—]—)} o, u —j—}
2. a0 =3 | (e =0 (g ~ T )| 10T R

0ir T ;(;2.332
= 02al0,ul” — O,a|0u* ) ( Tk 5k)

3
N\ Tal

= 9%a)0,ul’ > 0.

Assim, podemos escrever

4
07> 8/ Vul? = SJuftds — / A de
lal<R 4 |

z|>2R |LE|

R R
—l—/ O (—3|u|2 + —|u!4) dx
R<|z|<2R || |z
M [ug]

3, 4 4
28/ Vaul> — Sl d:c—c/ ul dx —
ng! " = ul |x\>RH 72

Agora vamos estimar a integral na bola B(0, R). Considere X, como no Lema 5.8,
entao para todo € > 0, podemos encontrar p > 0 suficientemente pequeno, de forma
que

3 3

2 2 2 4 2 4

e< u — - u| dr — u|” — —|u| dx < €.
/3XR|V " = Xl AK Val” = 7 Jul

3
Tomando ¢ = f| Vul® — Z|u|4da: (observe que a desigualdade (5.2.3) garante que

o<r]
e > 0, desde que R seja escolhido suficientemente grande), obtemos

3 1 3
/x|<R |Vu|® — Z—L|u|4dx >3 /RS )<3{|Vu|2 — ZX;|U|4dx
1 2 3 4 3
=5 / }XRVu| — ZL‘XRU‘ dz + §/ (X; — X;) |u|4dx.

Além disso, a identidade (5.2.4) implica

2 IXPAX[
/X;|VU|2d$ > ||V(XRU)HL% - TLM[UO]-

Logo, pelo Lema 5.7,

4
OZ >4 HV(XRU)Hi% = 25 XA e Mlug] =3 HXRuH; + 3/ (x}; — xf%) lul*dz

M
— c/ |u|4dx - [;ﬁo]
|z|>R R
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2 3
2" X ul

M ug)

4) 4[| xPAXP|| oo + €
s |

>4 (90l .

- (c—|—3)/ |u|*da
|z|>R

4 xPAXP|| 1o + €
RQ

2 48 [l - Miu ~ (c+3) [ Juf'da

|z|>R

pois X; — Xiz > —1. Integrando a tltima desigualdade no intervalo [0, T e aplicando
o Teorema Fundamental do Célculo,

T T
T
/ / |u(:c,t)\4dxdt <Ssup |Z(t)] + —ZM[uO] +/ / ]u(gg,t)"ld:pdt.
o Jje|<r teR R 0 Jiz|>R
Pela desigualdade de Holder e pelo Lema 2.24,
40y < 1 2 40y < 1 2 2
u(z, 1) de < —5 [ |z|*u(z, 1) de < —5 |[|lz|ullpe 7,
l2|>R R R . :

2
< 2 Nl ey M)

Finalmente, tendo em vista a majoracao (5.4.5), obtemos (5.4.4). O

5.5 Evacuacao da Energia e Espalhamento

Finalmente, temos todas as ferramentas para demonstrar a Proposicao 5.5 e o
Teorema 5.1, os quais repetimos aqui os enunciados.

1 (R®) uma solugao radial da equagao (1.0.1)
satisfazendo (4.3.2) e (4.3.3). Ezistem sequéncias (tp)n, tn — 00, € (Rp)n, Ry — 00,
tais que

Proposi¢ao 5.11. Seja v € H!

lim u(t,)|*dz = 0. (5.5.1)

" Jlz|<R,

Demonstracao. SejaT,, — oo e defina R,, == Tﬁ/g, entao pela Proposicao 5.10, quando

n — 0o,
L[ 4 ~2/3
— lu(t)| dxdt <T,7°7° — 0.
TonJo  Jizi<r,

Aplicando o Teorema do Valor Médio no intervalo [0, 7], obtemos ¢, € (0,7,,) tal

que
I
/ u(t,) | de = —/ / lu(t)[*dzdt — 0. (5.5.2)
|z|<Rp T, 0 |z|<Rn
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Note que t,, — 00, pois caso contrario, a menos de subsequéncia, existiria t* tal que
t, — t*, dai, pela continuidade do fluxo e (5.5.2), teriamos

lu(t*)| dz = lim lu(t,)|*dz = 0,
R3 " Jiz|<R,
o que implica u(t*) = 0 q.t.p e, consequentemente, ||ug||;> = ||u(t*)|;2 = 0, o que é
uma contradi¢ao com a hipdtese ug # 0 . O

Teorema 5.12. Suponha que vy € H! ;(R?) e que M(ug|E[ug] < M[¢]E[p]. Se
Nuol| 2 [[Vuol| 2 < |0]l 12 IVQ||,2, entdo a solucdo global uw da equagio de Schridinger
(1.0.1) se espalha.

Demonstracao. Pelo Teorema 4.6, sabemos que a solugao u é global e uniformemente
limitada em H'. Sejam e, R e também (t,),, (R,), dados pelo Lema 5.2 e pela
Proposicao 5.5, respectivamente. Tomando n tal que R, > R, a desigualdade de
Holder nos da

1/2
/ lu(z, t,))*dz < R3/? (/ |u(m,tn)|4dx) — 0.
lz|<R |z|<Rn

Segue do Lema 5.2 que u se espalha. O
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