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Resumo
Nós estudamos superfícies tipo-espaço compactas com curvatura média constante

no espaço tridimensional de Lorentz-Minkowski L3. Quando a fronteira da superfície é
uma curva plana, nós obtemos uma estimativa para a altura da superfície medida desde
o plano Π que contem a fronteira. Nós mostramos que esta altura não pode ser maior
que a A|H|

2π sobre Π, onde A e H denotam respectivamente, a área da superfície que �ca
acima de Π e a curvatura média da superfície. Além disso, esta estimativa é atingida se,
e somente se, a superfície é um domínio planar (com H = 0) ou uma tampa hiperbólica
(com H 6= 0).



Abstract
We study compact spacelike surfaces with constant mean curvature in the three-

dimensional Lorentz-Minkowski space L3. When the boundary of the surface is a planar
curve, we obtain an estimate for the height of the surface measured from the plane Π

that contains the boundary. We show that this height cannot extend more that A|H|
2π

above Π, where A and H denote respectively, the area of the surface that lies over Π
and the mean curvature of the surface. Moreover, this estimative is attained if and only
if the surface is a planar domain (with H = 0) or a hyperbolic cap (with H 6= 0).
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Introdução
Uma variedade Riemanniana é uma variedade diferenciávelM com um tensor métrico
de�nido positivo em todo p ∈ M. Se nós não exigimos que o tensor métrico g seja
de�nido positivo, então para cada p ∈ M podem existir subespaços W ⊂ TPM onde
g|W seja de�nido negativo. Portanto, para cada p ∈M é natural de�nir o inteiro ν ≥ 0
da seguinte forma:

ν = max{i : ∃W ⊂ TpM subespaço tal que g|W é de�nido negativo com dimW = i}.

Dito inteiro chama-se o índice da métrica no ponto p. Uma variedade semi-Riemanniana
é então uma variedade diferenciávelM com um tensor métrico inde�nido não degene-
rado e com um índice constante para todo p ∈ M. A geometria Riemanniana é o caso
no qual ν = 0. No caso no qual ν = 1 chama-se geometria Lorentziana.

A motivação para o estudo desta geometria foi desenvolvida no início do século
XX pelo físico alemão Albert Einstein, um dos cientistas mais notáveis e brilhantes de
todos os tempos. A Relatividade transformou-se em uma das teorias mais importantes
da Física, tais como a unidade do espaço e do tempo, da matéria e da energia e a
equivalência entre as forças de gravidade e os efeitos da aceleração de um sistema.

De acordo com Einstein, tudo o que existe no universo se movimenta a uma velo-
cidade distribuída entre o tempo e o espaço, sendo que o tempo corre com velocidade
máxima para um corpo parado; já quando o corpo se coloca em movimento e ganha
velocidade no espaço,a velocidade do tempo diminui, passando mais devagar para ele.
Ou seja, tempo e espaço são relativos e estão extremamente ligados um ao outro. A
primeira parte da teoria de Einstein, a teoria da relatividade Especial, foi elaborado em
1905. Segundo essa teoria, existe uma contração no comprimento dos corpos: quanto
mais rápido um objeto se movimenta, mais curto ele �ca. Esta teoria deduz que o
comprimento, a massa e o tempo de um objeto variam de acordo com a sua velocidade.

A geometria do espaço-tempo da relatividade especial foi proposta por Minkowski no
ano 1907, poderia ser melhor entendida em um espaço de quatro dimensões, conhecido
desde então como espaço-tempo de Minkowski, onde tempo e espaço não são entidades
separadas, mas misturadas em um espaço-tempo de quatro dimensões, e no qual a
geometria de Lorentz da relatividade especial pode ser muito bem representada. O
espaço resultante foi chamado de espaço de Minkowski e é uma variedade de Lorentz
plana, sem curvatura. Porem, no ano de 1915, o físico alemão desenvolveu a segunda
parte de sua teoria: a teoria da Relatividade Geral, na qual usou a constatação da
teoria anterior para rede�nir a gravidade, examinando a in�uência do espaço e do tempo
na atração entre os corpos. A teoria da Relatividade Geral considera os objetos que
se movimentam de forma acelerada um em relação ao outro, para poder explicar as
aparentes contradições entre as leis da relatividade e a lei da gravidade. Nesta nova
teoria o espaço-tempo é uma variedade de Lorentz genérica, aonde a presença da matéria
curva o espaço-tempo através de uma relação dada na equação de Einstein e os efeitos
desta curvatura são os efeitos usualmente atribuídos à força da gravidade.

Nas últimas décadas, vem sendo crescente o interesse pelo estudo das hipersuper�-
cies tipo-espaço imersas em ambientes espaço-tempo. Em verdade é bem conhecido que
hipersuperfícies com curvatura média constantes são soluções da primeira ordem para
o problema isoperimétrico, tanto no caso em que o ambiente é uma variedade Rieman-
niana ou Lorentziana. No caso Riemanniano, estas hipersuperfícies foram estudadas
em propriedades desde o inicio da geometria diferencial. Já o caso Lorentziano, tem
atraído atenção de um grande número de pesquisadores tanto na área da física como da



matemática. Do ponto da vista da física(Veja [6, 8, 9, 10, 12]), as hipersuperfícies tipo-
espaço com curvatura média constante identicamente nula são soluções para o problema
de Cauchy associado à equação de Einstein

Rαβ(g)− 1

2
gαβR(g) = 8πTαβ

onde Rαβ e R são respectivamente o tensor de Ricci e curvatura escalar de g e Tαβ é
o tensor do momento de energia da matéria. E no caso em que a curvatura média é
diferente de zero, são normalmente usadas para comprender o comportamento das ondas
gravitacionais. Por outro lado, do ponto de vista da matemática as hipersuper�cies
tipo-espaço no espaço de Lorentz-Minkowski tambem desempenham um interessante
papel devido às suas boas propriedades tipo-Bernstein. Lembremos que o problema
de Bernstein para hipersuper�cies maximais no espaço de Lorentz-Minkowski Ln+1 foi
introduzido por Calabi [6] , quem propôs o estudo da equação de hipersuper�cie maximal
em Ln+1. Para n ≤ 4, Calabi emcontrou que a única equação inteira para o problema são
as funções a�m. Depois Cheng e Yau [7] estenderam esses resultados ao caso general n-
dimensional e a sua versão paramétrica, mostrando que a única hipersuperfície maximal
completa em Ln+1 são os hiperplanos tipo-espaço. Para o caso de curvatura média
constante não nula, alguns outros autores construíram alguns exemplos não lineares de
hipersuperfícies tipo-espaço com curvatura média constante não nula.

Este tipo de hipersuperfícies foram estudadas pela primeira vez no exemplo de
espaço-tempo mais simples: o espaço de Lourentz-Minkowski.

É útil e interessante ter ditos conceitos em mente no momento de ler as de�nições
matemáticas já que todas estas de�nições derivam de conceitos físicos.

Neste trabalho faremos um primeiro capítulo dedicado a fazer menção dos concei-
tos e ferramentas principais entre eles: métricas Riemannianas, conexões, curvaturas,
isometria, teorema de Levi-Civita, imersões, mergulhos, operadores diferenciáveis, prin-
cipio do máximo fraco, principio de comparação, lema de Hopf, principio o máximo forte
e variedades semi-Riemannianas. Já no segundo capítulo iremos colocar os resultados
principais do trabalho. Isto é, sobre espaços de Lorentz-Minkowski, hipersuper�cies
tipo-espaço compactas com curvatura media constante, estabelecendo uma fórmula de
�uxo para este tipo de superfícies. Além disso iremos de�nir o conceito de hiperplanos
hiperbólicos e também vamos a desenvolver o principio da tangencia e assim obteremos
uma estimativa da altura de um grafo com curvatura media constante em função do
diâmetro do domínio. Finalmente para concluir este capítulo iremos falar de resultados
mais relevantes os quais estão baseados em ferramentas como o principio de tangencia
o qual diz:

Principio da tangencia Sejam M1 e M2 duas hipersuperfícies tipo-espaço de
Ln+1 com a mesma curvatura média constante (respeito à normal unitária futuro-
dirigida). Suponha que são tangentes em um ponto interior comum p e que M1 está
acima de M2 perto de p, então elas coincidem en uma vizinhança de p. O mesmo
acontece se p é um ponto comum no bordo com a hipótese adicional que ∂M1 e ∂M2

são tangentes em p.
As equações de Gauss e Weingarten as quais são respectivamente as seguintes

O0
XY = OXY − 〈AX,Y 〉N

e
A(X) = −O0

XN
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para todos os campos de vetores tangentes X,Y ∈ X (M), onde A : X (M) → X (M)
denota o operador de Weingarten de M com respeito à escolha de uma orientação
temporal N paraM. E além disso outra ferramenta importante sera a fórmula de �uxo∫

∂M

〈ν, a〉ds = −nHvol(∂M),

onde ν é o vetor co-normal apontando para o interior ao longo do bordo deM, sendo
M uma hipersuperfície tipo-espaço, H é curvatura média (constante) e a ∈ Ln+1 um
vetor �xo.

Entre os resultados mais semelhantes temos o trabahlo de Bartnik e Simon no qual
eles obtiveram uma estimativa similar a h ≤ |H|A2π no contexto dos grá�cos.

A monotonicidade deles mede a variação da área da superfície que encontra-se no
domínio

Sr(p) = {x ∈ L3 : 〈x− p, x− p〉 < r2}.

Eles provaram que se o bordo deM satisfaz:

∂M∩ Sr(p) = ∅,

então tem-se:

lim
r→0

área(M∩ Sr(p))
r2

= π.

Esta abordagem é baseada na fórmula de co-área de Federer para a função altura,
uma fórmula que mede o �uxo da superfície através do bordo, junto com a clássica
desigualdade isoperimétrica no plano. Mediante estas ferramentas iremos expor como
resultado principal do trabalho o seguinte teorema.

Teorema Seja x :M→ L3 uma imersão tipo-espaço de uma superfície compacta
com o bordo contido em um plano Π e com curvatura média constante H. Se h denota
a altura deM com respeito a Π, então temos:

h ≤ |H|A
2π

, (1)

onde A é a área da região de M no plano Π. A igualdade ocorre se, e somente se M
é um domínio planar (H = 0) ou uma tampa hiperbólica (H 6= 0).



Capítulo

1
Preliminares

Neste capítulo estabeleceremos a notação a ser usadas e recordaremos
alguns conceitos e fatos básicos, necessários ao desenvolvimento dos capítulos
seguintes. Sendo assim a prova de alguns resultados não será feita, mas em
todo o texto �cará clara a referência para obter tais demonstrações.

1.1 Métricas Riemannianas, conexões e curvaturas

De�nição 1 Um subconjuntoM⊂ Rn é uma variedade diferenciável de dimensão
k se, para cada p ∈ M, existem conjuntos U ⊂ Rk e V ⊂ Rn e uma função continua-
mente diferenciável f : U 7→ V tais que

1. p ∈ V;

2. f(U) = V ∩M, f é injetiva e f−1 : V ∩M 7→ U é contínua;

3. para cada q ∈ U , o Jacobiano de f ′(q) tem posto k.

A função f chama-se um sistema de coordenadas ao redor de p.

Exemplo 1 A esfera Sn = {x ∈ Rn+1 :
√∑n+1

i=1 x
2
i = 1} é uma variedade diferenciá-

vel de classe C∞ e dimensão n.

Exemplo 2 O espaço projetivo real Pn(R), isto é, o espaço quociente de Rn+1\{0}
pela relação de equivalência:

(x1, · · · , xn+1) ∼ (λx1, · · · , λxn+1) λ ∈ R, λ 6= 0}

é uma variedade diferenciável de classe C∞ de dimensão n.

Observação 1 A de�nição implica então que uma variedade diferenciável de dimensão
k é um conjunto tal que, localmente é a imagem de uma função de�nida num conjunto
aberto U em Rk e com valores em Rm. A condição que a imagem f(U) é um conjunto
da forma V ∩M ao redor de cada ponto de M estabelece uma coberta natural para M
de conjuntos abertos, os quais formam o que é chamado de atlas.

1



De�nição 2 Umamétrica Riemanniana em uma variedade diferenciávelMn é uma
correspondência que associa a cada ponto p ∈ Mn um produto interno 〈, 〉p no espaço
tangente TpMn, que varia diferencialmente no seguinte sentido, se ϕ : U ⊂ Rn →Mn

é um sistema local de coordenadas em torno de p ∈ Mn, com ϕ(x) = ϕ(x1, · · · , xn) =
q ∈ ϕ(U), então

gij(q) =

〈
∂

∂xi

∣∣∣
q
,
∂

∂xj

∣∣∣
q

〉
q

é uma função diferenciável em ϕ(U).

Exemplo 3 O exemplo quase trivial vem dado porM = Rn com ∂
∂xi

identi�cada com
ei = (0, · · · , 1, · · · 0). A métrica vem dada por

〈ei, ej〉 = δij .

Observação 2

i. Outra maneira de exprimir a diferenciabilidade da métrica Riemanniana é dizer
que para todo par X,Y de campos de vetores diferenciáveis em um aberto V de
Mn, a função 〈X,Y 〉 é diferenciável em V .

ii. As funções gij são chamadas coe�cientes da métrica Riemanniana no sistema de
coordenadas ϕ : U ⊂Mn → V ⊂ Rn.

De�nição 3 Uma variedade diferenciável munida de uma métrica Riemanniana chama-
se uma variedade Riemanniana.

Exemplo 4 Seja M = Rn, e para cada p ∈ M temos que TpM é isomorfo a Rn.
Assim se (x1, · · · , xn) é um sistema de coordenadas usuais do Rn, então

〈up, vp〉 =
∑
i

uivi,

de�ne um produto interno em Rn, onde up =
∑
i u

i∂i e vp =
∑
j v

j∂j . Desta maneira,
Rn munido como esta métrica nos dá uma variedade Riemanniana chamada espaço
Euclidiano n-dimensional.

Exemplo 5 A esfera unitária Sn−1(1) = {x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn : |x| = 1} é uma
variedade Riemanniana. Com efeito, basta de�nirmos a métrica g como g(u, v)p =
〈u, v〉 onde u, v ∈ TpSn−1.

Exemplo 6 O espaço hiperbólico Hn. Considere a variedade diferenciável U = Rn+,
com a carta i : U ⊂ Rn 7→ U . Dado p ∈ U , p = (x1, · · · , xn), sejam v, w ∈ TpU = Rn.
De�nimos

hp(v, w) =
1

x2
n

〈v, w〉Rn .

Vê-se que (U , h) := Hn é uma variedade riemanniana denominada espaço hiperbólico.

De�nição 4 Sejam (Mn, gM) e (Nn, gN ) variedades Riemannianas de dimensão n.
Um difeomor�smo f :Mn → Nn é chamado uma isometria se

gM(u, v)p = gN (dfp(u), dfp(v))f(p), (1.1)

2



para todo p ∈M, u, v ∈ TpMn.

De�nição 5 SejamMn e Nn variedades Riemannianas. Uma aplicação diferenciável
f :Mn → Nn é uma isometria local em p ∈Mn se existe uma vizinhança U ⊂Mn

de p tal que f : U → f(U) é um difeomor�smo satisfazendo (1.1). Dizemos que a
variedade Riemanniana Mn é localmente isométrica à variedade Riemanniana Nn se
para todo p ∈Mn existe uma vizinhança Up ⊂Mn de p e uma isometria local f : U →
f(U) ⊂ Nn.

De�nição 6 Seja Mn uma variedade diferenciável. O �brado tangente de Mn é o
espaço TMn = {(p, v) : p ∈ Mn, v ∈ TpMn} =

⊔
p∈Mn TpMn, onde

⊔
é a união

disjunta. TMn possui estrutura de variedade diferenciável. Seja {(Uα, ϕα)α a estru-
tura diferenciável de Mn. Indicaremos por {xα1 , · · · , xαn} as coordenadas de Uα e por{

∂
∂xα1

, · · · , ∂
∂xαn

}
o referencial local associado. Para cada α, de�na

Φα : Uα × Rn → TMn,

por

Φα(xα1 , · · · , xαn, u1, · · · , un) =
(
ϕα(xα1 , · · · , xαn),

n∑
i=1

ui
∂

∂xαi

)
.

De�nição 7 Uma conexão a�m ∇ em uma variedade diferenciável é uma aplicação
,

∇ : X (M)×X (M)→ X (M)

(X,Y ) 7→ ∇XY,

satisfazendo as seguintes propriedades

1. ∇(fX+gY )Z = f∇XZ + g∇Y Z;

2. ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ ;

3. ∇X(fY ) = f∇XY +X(fY ),

onde X,Y, Z ∈ X (M) e f, g ∈ C∞(Mn).

De�nição 8 Uma conexão ∇ em uma variedade RiemannianaMn é compatível com

a métrica se, e somente se,

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY,Z〉+ 〈Y,∇XZ〉,

para todos X,Y, Z ∈ X (M).

De�nição 9 Uma conexão a�m ∇ em uma variedade diferenciável Mn é dita simé-

trica quando
∇XY −∇YX = [X,Y ],

para todos X,Y ∈ X (M), onde [X,Y ] denota o colchete de Lie dos campos X e Y .

3



Em um sistema coordenado (U , ϕ), se Xi = ∂
∂xi

, o fato de ser ∇ simétrica implica
que para todo i, j = 1, 2, · · · , n,

∇XiXj −∇XjXi = [Xi, Xj ] = 0, (1.2)

Teorema 1 (Levi-Civita) Dada uma variedade RiemannianaMn, com métrica g =
〈, 〉, existe uma única conexão a�m ∇ emMn, denominada conexão de Levi-Civita, ou
conexão Riemanniana, satisfazendo as condições

1. ∇ é simétrica;

2. ∇ é compatível com a métrica Riemanniana g.

De�nição 10 Sejam Mn uma variedade Riemanniana com métrica g = 〈, 〉, conexão
Riemanniana ∇ e um sistema local de coordenadas (U , ϕ). Denominamos as funções
Γkij de�nidas em U por ∇XiXj =

∑
k ΓkijXk de coe�cientes da conexão ∇ em U ou os

símbolos de Christo�el da conexão. Um calculo simples nós permite concluir que

∑
l

Γlijglk =
1

2

{
∂

∂xi
gik +

∂

∂xj
gki −

∂

∂xk
gij

}
,

onde gij = 〈Xi, Xj〉.

Como a matriz (gkm) admite inversa (gkm), teremos que

Γmij =
1

2

∑
k

{
∂

∂xi
gik +

∂

∂xj
gki −

∂

∂xk
gij

}
gkm. (1.3)

A equação (1.3) é a expressão clássica dos símbolos de Christo�el da conexão Rie-
manniana em termos dos gij . Assim, para o espaço Euclidiano Rn, teremos Γkij = 0.

De�nição 11 A curvatura R de uma variedade RiemannianaMn é uma correspon-
dência que associa a cada par X,Y ∈ X (M) uma aplicação de R(X,Y ) : X (M) →
X (M) dada por

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,

para todo Z ∈ X (M) onde ∇ é a conexão Riemanniana deMn.

Observe que se Mn = Rn, então R(X,Y )Z = 0 para todo X,Y, Z ∈ X (Rn). Em
termos de um sistema de coordenadas (U , x1, · · · , xn) em torno de p ∈ Mn. Seja
Xi = ∂

∂xi
. Como [Xi, Xj ] = 0, obteremos

R(Xi, Xj)Xk = ∇Xi∇XjXk −∇Xj∇XiXk.

4



E ainda, sendo ∇XiXk =
∑
l Γ

l
ikXl e ∇XjXk =

∑
l Γ

l
jkXl, teremos

R(Xi, Xj)Xk = ∇Xi∇XjXk −∇Xj∇XiXk =
∑
l

∇XiΓljkXl −
∑
l

∇XjΓlikXl

=
∑
l

[Xi(Γ
l
jk)Xl + Γljk∇XiXl]−

∑
l

[Xj(Γ
l
ik)Xl + Γlik∇XjXl]

=
∑
l

[
Xi(Γ

l
jk)Xl + Γljk

∑
s

ΓsilXs −Xj(Γ
l
ik)Xl − Γlik

∑
s

ΓsjlXs

]

=
∑
s

[
∂

∂xi
(Γsjk)− ∂

∂xj
(Γsik) +

∑
l

(
ΓljkΓsil − ΓlikΓsjl

)]
Xs.

Proposição 1 A curvatura R de uma variedade Riemanniana satisfaz as seguintes
propriedades

1. R ∈ C∞(Mn)-bilinear em X (M)×X (M), isto é,

R(fX1 + gX2, Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X2, Y1),

R(X1, fY1 + gY2) = fR(X1, Y1) + gR(X1, Y2),

para todo f, g ∈ C∞(Mn), X1, X2, Y1, Y2 ∈ X (M).

2. Para todo par X,Y ∈ X (M), o operador curvatura R(X,Y ) : X (M)→ X (M) é
C∞(Mn)-linear, isto é,

R(X,Y )(Z +W ) = R(X,Y )Z +R(X,Y )W,

R(X,Y )(fZ) = fR(X,Y )Z,

para todos f ∈ C∞(Mn), Z,W ∈ X (M).

3. Vale a primeira identidade de Bianchi.

R(X,Y )Z +R(Y,Z)X +R(Z,X)Y = 0. (1.4)

4. Para todo X,Y, Z, T ∈ X (M) valem as seguintes propriedades de simetria

X 〈R(X,Y )Z, T 〉+ 〈R(Y, Z)X,T 〉+ 〈R(Z,X)Y, T 〉 = 0

X 〈R(X,Y )Z, T 〉 = −〈R(Y,X)Z, T 〉
X 〈R(X,Y )Z, T 〉 = −〈R(X,Y )T,Z〉
X 〈R(X,Y )Z, T 〉 = 〈R(Z, T )X,Y 〉.

1.2 Imersão e mergulho

De�nição 12 Sejam Mn,Nn variedades diferenciáveis. Uma aplicação diferenciável
(suave) f :Mn → Nn é uma imersão se dfp : TpMn → Tf(p)Nn é injetiva para todo
p ∈Mn.
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De�nição 13 Seja f : Mn → Nn+k uma imersão. Se Nn tem uma estrutura Rie-
manniana, f induz uma estrutura Riemanniana emMn por

〈u, v〉p = 〈dfp(u), dfp(v)〉f(p),∀u, v ∈ TpMn.

A métrica de Mn é chamada então a métrica induzida por f , e f torna-se, então,
uma imersão isométrica.

De�nição 14 Sejam Mn,Nn variedades diferenciáveis e uma aplicação suave φ :
Mn → Nn. O par (Mn, φ) é uma subvariedade de Nn se φ for uma imersão inje-
tiva. Equivalentemente, uma variedade diferenciável Mn é uma subvariedade de uma
variedade diferenciável Nn desde que

1. Mn é um subespaço topológico de Nn;

2. A aplicação inclusão i : Mm → Nn é suave e em cada ponto p ∈ Mn e sua
aplicação diferencial dip é injetiva.

Observação 3 SejaMn uma subvariedade de Nn. Então

i. Se f : Mn → P é uma aplicação suave (P variedade diferenciável), então a
restrição de f |Mn de f emMn é suave, pois fMn é exatamente f ◦ i (ou f ◦ φ);

ii. Se i : Mn ⊂ Nn é uma subvariedade de Nn, é usual identi�car-se o espaço
tangente TpMn como um subespaço de TpNn para cada p ∈Mn (isto é, TpMn ≈
dip(TpMn));

iii. Se φ : P → Nn é uma aplicação suave (P variedade diferenciável), tal que φ(p) ⊂
Mn, então a aplicação induzida φ : P →Mn, com φ(x) = φ(x) para todo x ∈ P ,
é suave.

De�nição 15 Sejam Mn,Nn variedades diferenciáveis. Uma aplicação suave φ :
Mn → Nn é um mergulho se φ for uma imersão e φ : Mn → φ(Mn) ⊂ Nn for
um homeomor�smo sobre a imagem, munida da topologia subespaço.

Portanto, φ̃ : Mn → φ(Mn), com φ̃(p) = φ(p), é uma aplicação aberta sobre
φ(Mn), munido com a topologia subespaço.

Subvariedades e mergulhos estão intimamente relacionados, se Mn é uma suvarie-
dade Nn, então a aplicação inclusão i :Mn ⊂ Nn é um mergulho.

Exemplo 7 Dados m ≤ n inteiros positivos o exemplo clássico de mergulho é a apli-
cação f : Rm → Rn dada por f(x1, · · · , xm) = (x1, · · · , xm, 0, · · · , 0).

De�nição 16 Sejam Mn uma subvariedade de uma variedade Nn, com X ∈ X (N).
Dizemos que X é um campo vetorial tangente a Mn quando X(p) ∈ Tp(Mn) para
todo p ∈M.

Proposição 2 Sejam Mn uma subvariedade de uma variedade Nn, e X,Y ∈ X (N )
são tangentes aMn. Então

1. a restrição X|nM de X aMn é um campo suave emMn, isto é, X|nM ∈ X (M);

2. Além disso, [X,Y ] é tangente aMn e [X,Y ]|Mn = [X|Mn , Y |Nn ].
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Lema 1 T(p,q)(Mn×Nn) é a soma direta dos seus subespaços de T(p,q)Mn e T(p,q)Nn;
isto é, cada elemento v ∈ T(p,q)(Mn ×Nn) tem uma única expressão como v = v1 + v2

onde v1 ∈ T(p,q)Mn e v2 ∈ T(p,q)Nn.

1.3 Operadores diferenciáveis

De�nição 17 Sejam Mn uma variedade diferenciável, p ∈ Mn e U uma vizinhança
de p onde é possivel de�nir campos de vetores e1, · · · , en ∈ X (M), de modo que em
cada q ∈ U , os vetores {ei(q)}i=1,··· ,n formam uma base de TqMn.

Diremos, neste caso, que {ei(q)}i=1,··· ,n é um referencial móvel em U . Se o
conjunto de campos e1, · · · , en ∈ X (M) são dois a dois ortonormais, então dizemos
que {ei(q)}i=1,··· ,n é um referencial ortonormal emMn.

De�nição 18 Seja f : Mn → R uma função suave. O gradiente de f é o campo
vetorial suave ∇f ∈ X (M), de�nido sobreMn

〈∇f,X〉 = X(f), (1.5)

para todo X ∈ X (M).

É imediato, a partir da de�nição acima, que o gradiente de uma função suave é
unicamente determinado por (1.5). A existência é assegurada pela proposição a seguir.

Proposição 3 Seja f : Mn → R uma função suave e {e1, · · · , en} um referencial
ortonormal local em uma vizinhança aberta U ⊂Mn. Então, em U temos

∇f =

n∑
j=1

ej(f)ej , (1.6)

e o segundo membro da igualdade acima é independente do referencial escolhido. Além
disso, quando Mn = Rn podemos tomar, para 1 ≤ i ≤ n, ei = Ei o i-ésimo campo
canônico em Rn. Desse modo

∇f =

n∑
i=1

Ei(f)Ei =

n∑
i=1

∂f

∂xi
Ei =

(
∂f

∂x1
, · · · , ∂f

∂xn

)
.

Portanto, nossa de�nição de gradiente de uma função concorda com a dada nos
cursos de cálculo diferencial e integral para funções suaves f : Rn → R.

Proposição 4 Se f, g :Mn → Rn são funções diferenciáveis emMn, então

1. ∇(f + g) = ∇f +∇g;

2. ∇(fg) = g∇f + f∇g.

Proposição 5 Seja f : Mn → R uma função diferenciável. Dados p ∈ Mn e v ∈
TpMn, seja α : (−ε, ε)→Mn uma curva suave tal que α(0) = p e α′(0) = v. Então

〈∇f, v〉p =
d

dt
(f ◦ α)(t)

∣∣∣∣
t=0

= v(f).
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Em um sistema local de coordenadas o campo gradiente pode ser reescrito da se-
guinte forma.

Proposição 6 Se f : Mn → R é uma função suave e U ⊂ Mn é uma vizinhança
coordenada, com campos coordenados ∂

∂x1
, · · · , ∂

∂xn
, então o gradiente de f é dado por

∇f =

n∑
i,j=1

gij
∂f

∂xj

∂

∂xi
.

Exemplo 8 SeMn = Rn tem-se que gij = δij são os coe�cientes da métrica euclidiana
e,

∇f =

n∑
i,j=1

δij
∂f

∂xj

∂

∂xi
=

n∑
i=1

∂f

∂xi

∂

∂xi
.

De�nição 19 Seja X um campo vetorial suave em Mn. A divergência de X é a
função suave div :Mn → R emMn dada por

(divX)(p) = tr(v 7−→ (∇vX)(p)),

onde v ∈ TpMn e tr denota o traço do operador linear entre chaves.

Dizemos que um referencial ortonormal {e1, · · · , en} em um aberto U ⊂ Mn é
geodésico em p ∈ U se (∇eiej)(p) = 0 para todos 1 ≤ i, j ≤ n.

Proposição 7 Seja X um campo suave emMn e {e1, · · · , en} um referencial ortonor-
mal em uma vizinhança aberta U ⊂Mn. Se X =

∑n
i=1 aiei em U , então

divX =

n∑
i=1

(ei(ai)− 〈∇eiei, X〉). (1.7)

Em particular, se o referencial for geodésico em p ∈ U , então temos em p que

divX =

n∑
i=1

ei(ai).

Exemplo 9 ParaMn = Rn e 1 ≤ i ≤ n, podemos considerar ei = Ei, o i-ésimo campo
canônico em Rm. Como tais campos formam um referencial geodésico em cada ponto
de Rn, tem-se

divX =

n∑
i=1

Ei(ai) =

n∑
i=1

∂ai
∂xi

,

a qual concorda com a de�nição dada usualmente nos cursos de cálculo diferencial.

Proposição 8 Se X,Y são campos vetoriais suaves em Mn e f : Mn → R é uma
função suave, então

1. div(X + Y ) = (divX + divY );

2. div(fX) = fdivX + 〈∇f,X〉.
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Para obter a expressão de divX em um sistema de coordenadas arbitrário, comece-
mos com o seguinte.

Lema 2 Seja X um campo vetorial suave sobreMn e U ⊂Mn uma vizinhança coorde-
nada com campos coordenados ∂

∂x1
, · · · , ∂

∂xn
. Se X for dado em U por X =

∑n
i=1 ai

∂
∂xi

,
então a divergência de X é dado por

divX =

n∑
i=1

∂ai
∂xi

+

n∑
i,j=1

aiΓ
j
ij , (1.8)

onde os Γkij são os símbolos de Christo�el da métrica de Mn em U e ai ∈ C∞(Mn),
i = 1, · · · , n.

De�nição 20 Sejam Mn uma variedade Riemanniana e f : Mn → R uma função
suave. O Laplaciano de f é a função ∆f :Mn → R dada por

∆f = div(∇f). (1.9)

Proposição 9 Seja f : Mn → R uma função suave e {e1, · · · , en} um referencial
ortonormal em um aberto U ⊂Mn. Então

∆f =

n∑
i=1

(ei(ei(f))− (∇eiei(f)). (1.10)

Em particular, se o referencial for geodésico em p ∈ U , então temos em p que

∆f =

n∑
i=1

ei(ei(f)).

De�nição 21 Dizemos que o operador L de�nido por

Lu :=

n∑
i,j=1

aij(x)uxixj +

n∑
i=1

bi(x)uxi + c(x)u, (1.11)

onde u ∈ C2(Ω) e os coe�cientes aij , bi, c : Ω → R são funções dadas. Ω ⊂ Rn é um
conjunto aberto e limitado; é elíptico no ponto x ∈ Ω se a forma quadrática associada
à matriz A(x) simétrica de�nida por

A(x) =

a
11(x) · · · a1n(x)
...

. . .
...

an1(x) · · · ann(x).

 (1.12)

é positiva de�nida, isto é, se λ(x) denota o menor autovalor de A, então

n∑
i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ λ(x)|ξ|2 > 0

para todo ξ = (ξ1, · · · , ξn) ∈ Rn\{0}. O operador é elíptico em Ω se for elíptico em
cada ponto de Ω. Finalmente dizemos que L é uniformemente elíptico em Ω se existe
um θ0 > 0 tal que λ(x) ≥ θ0 para todo x ∈ Ω.
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Teorema 2 Seja L um operador uniformemente elíptico no aberto limitado Ω com
c ≡ 0 em Ω. Se u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω), então valem os seguintes itens:

1. Se Lu ≥ 0 em Ω, então
max
x∈Ω

u(x) = max
x∈∂Ω

u.

2. Se Lu ≤ 0 em Ω, então
min
x∈Ω

u = min
x∈∂Ω

u.

Observação 4 Tal vez seja importante fazer menção da relevância das hipóteses do
teorema acima. Mais especi�camente, salientamos que a conclusão do teorema pode
não ser válida em cada uma das situações abaixo:

i. Se Ω não é limitado, basta considerar Ω = R × (0, π), Lu = ∆u e a função
u(x, y) = ex sin(y).

ii. Se c 6≡ 0, bastando para isso considerar Ω = (0, 2π) × (0, 2π), Lu = ∆u + 2u e
u(x, y) = sinx sin y.

iii. Se os coe�cientes do operador não são limitados, bastando para isso considerar
Ω = (−1, 1) ⊂ R, Lu = u” + b(x)u′, com

b(x) =

{
− 3
x , se x 6= 0,

0, se x = 0,

e a função u(x) = 1− x4.

No que segue, vamos considerar uma versão do teorema acima para o caso em que
o termo de ordem zero c(x) é não positivo. Antes porém, lembremos que u : Ω → R é
uma função qualquer, então a parte positiva u+ e parte negativa u− de�nidas por

u+(x) := max{u(x), 0}, u−(x) := max{−u(x), 0},

para x ∈ Ω. Observe que as duas funções acima são não negativas e que, além disso,
valem as seguintes igualdades

|u| = u+ + u−, u = u+ − u−.

Teorema 3 (Principio do máximo fraco.) Seja L um operador uniformemente elíp-
tico em Ω com c ≤ 0 em Ω. Se u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) , então valem os seguintes itens:

1. Se Lu ≥ 0 em Ω, então
max

Ω
u ≤ max

∂Ω
u+.

2. Se Lu ≤ 0 em Ω, então
min

Ω
u ≥ −max

∂Ω
u−.

3. Se Lu = 0 em Ω, então
max

Ω
|u| = max

∂Ω
|u|.
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Teorema 4 Se L é uniformemente elíptico em Ω com c ≤ 0 ,então o problema{
Lu = f em Ω,

u = g em ∂Ω

possui no máximo uma solução em C2(Ω) ∩ C(Ω).

Teorema 5 (Principio de Comparação) SeM1 eM2 são dois hipersuperfícies tipo-
espaço (não necessariamente constantes) com curvaturas médias H1 e H2 respectiva-
mente e se M1 está localmente acima de M2 e perto de um ponto p, então H1(p) ≥
H2(p).

Lema 3 (Lema de Hopf) SejaM uma variedade Riemanniana orientável, compacta
e conexa. Seja f uma função diferenciável em M com ∆f ≥ 0. Então f é constante.
Em particular, as funções harmônicas emM, isto é, aquelas para as quais ∆f = 0 são
constantes.

Observação 5

i. Se x0 ∈ ∂B é um ponto de máximo local e existe ∂u
∂η (x0), então é sempre verdade

que
∂u

∂η
(x0) = lim

h→0−

u(x0 + hη)− u(x0)

h
≥ 0,

independente do sinal de Lu.

ii. Sob as hipóteses do lema, mesmo quando não existe a derivada normal no ponto
x0, a demonstração a seguir mostra que para toda direção exterior ν que 〈ν, η(x0)〉 >
0, vale

lim inf
h→0−

u(x0 + hν)− u(x0)

h
> 0.

Teorema 6 (Princípio do Máximo Forte.) Seja Ω ⊂ Rn um aberto limite e co-
nexo, L um operador uniforme elíptico em Ω com c 6≡ 0 e u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω). então

1. Se Lu ≥ 0 em Ω e u atinge máximo em Ω, então u é constante em Ω.

2. Se Lu ≤ 0 em Ω e u atinge mínimo em Ω, então u é constante em Ω.

No caso em que c ≤ 0 vale o seguinte:

3. Se Lu ≥ 0 em Ω e u atinge máximo não negativo em Ω, então u é constante em
Ω.

4. Se Lu ≤ 0 em Ω e u atinge mínimo não positivo em Ω, então u é constante em
Ω.

Observação 6 Note que o teorema acima vale para dominios ilimitados. A elipticidade
uniforme e a limitação dos coe�cientes não é essencial. De fato, basta que as funções

n∑
i,j=1

aij(x)

λ(x)
,

n∑
i=1

bi(x)

λ(x)
,

c(x)

λ(x)

sejam limitadas em toda bola fechada contida em Ω, em que λ(x) é o menor autovalor
da matriz A(x) = (aij(x)).
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O resultado abaixo é um principio de máximo geral para o operador L sem restrições
no sinal de c(x).

Teorema 7 Suponha que L é uniformemente elíptico no conexo Ω e que existe w ∈
C2(Ω) ∩ C1(Ω) tal que w > 0 em Ω e Lw ≤ 0 em Ω. Dada u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) temos
que

1. se Lu ≥ 0 e u
w assume máximo não negativo em Ω então u

w é constante em Ω.

2. se Lu ≤ 0 e u
w assume mínimo não positivo em Ω então u

w é constante em Ω.

1.4 Variedades Semi-Riemannianas

Apresentaremos aqui algumas conhecimentos que estão intimamente relacionados
com o nossos objetos de estudo.

De�nição 22 Seja V um espaço vetorial real de dimensão �nita. Uma forma bilinear

b = 〈, 〉 : V × V → R é uma aplicação que satisfaz:

1. Positiva de�nida, quando 〈v, v〉 > 0 para todo v ∈ V \ {0};

2. Negativa de�nida, quando 〈v, v〉 < 0 para todo v ∈ V \ {0};

3. Não-degenerada, quando 〈v, w〉 = 0 para todo w ∈ V implica que v = 0.

Se b é uma forma bilinear simétrica sobre V , um subespaço W de V é dito não
degenerado se b|W×W : W ×W → R for não degenerada, que vamos denotar por b|W .

De�nição 23 O índice ν de uma forma bilinear simétrica b em V é maior dimensão
de um subespaço W de V tal que b|W é negativa de�nida.

Assim 0 ≤ ν ≤ dimV e ν = 0 se, e somente se, b é positivo de�nido. A função
q : V → R dada por q(v) = 〈v, v〉 é chamada a forma quadrática de b = 〈, 〉. Em
alguns casos é mais conveniente trabalhar com ela do que com a própria b, e não há
perda de generalidade pois b pode ser recuperada pela identidade de polarização

〈u, v〉 =
1

2
(q(u+ v)− q(u)− q(v)).

Se {e1, · · · , en} é uma base para V , a matriz n×n cujas coordenadas são bij = 〈ei, ej〉
é chamada matriz de b relativa a a base e1, · · · , en. Uma vez que b é simétrica, esta
matriz é simétrica.

Lema 4 Uma forma bilinear simétrica é não de degenerada se, e somente se, a matriz
relativa a uma base (e portanto a todas) é invertível.

Falaremos um pouco sobre produtos escalares. Exibiremos algumas de suas propri-
edades importantes.

De�nição 24 Um produto escalar g em um espaço vetorial V é uma forma bilinear
simétrica e não degenerada sobre V .
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Um produto interno é um produto escalar positivo de�nido. Quando V = Rn, temos
o produto interno canônico de�nido por

u.v =
∑
i

uivi.

Muitas propriedades do produto interno valem para produtos escalares, porém al-
guns fenômenos novos surgem quando g é indeterminado, isto é, g(v, v) = 0, mas v 6= 0.

O próximo exemplo nos mostra que mudando o sinal do produto escalar usual do
R2 temos um exemplo de produto escalar inde�nido.

Exemplo 10 De�na g : R2 × R2 → R dado por

g(u, v) = u1v1 − u2v2.

Observe que g é simétrica e bilinear. Considerando a base {(1, 0), (0, 1)} do R2, temos
que g é não degenerado. Assim, g é um produto escalar inde�nido e a sua forma
quadrática associada é dada por q(v) = u2

1 − u2
2.

De�nição 25 Seja V um espaço vetorial com produto escalar e seja W um subespaço
de V . O complemento ortogonal de W é o subespaço W⊥ de todos os vetores em V
que são ortogonais a todo vetor em W , ou seja,

W⊥ = {v ∈ V : 〈v, w〉 = 0;∀w ∈W}.

Os próximos lemas descrevem algumas propriedades da operação ⊥ que são usados
em nossos estudos.

Lema 5 Se W é um subespaço de um espaço com produto escalar V , então

1. dimW + dimW⊥ = n = dimV ;

2. (W⊥)⊥ = W ;

3. Um subespaço W de V é não degenerado se, e somente se, V = W ⊕W⊥.
Ademais, indV = indW + indW⊥.

Lema 6 Seja e1, · · · , en uma base ortonormal de V. Então toda v ∈ V é escrito de
maneira única como

v =
∑
i

g(v, ei)ei.

De�niremos agora tensor métrico e o que vem a ser uma variedade de Lorentz.

De�nição 26 Um tensor métrico g em uma variedade diferenciávelM é um tensor
do tipo (0, 2) simétrico, não degenerado emM de índice constante. Em outras palavras,
g ∈ T0

2(M) leva suavemente cada ponto p ∈ M em um produto escalar gp em TpM, e
o índice de gp é o mesmo para todo p ∈ TpM. Ou seja,

g :M−→ T0
2(M)

p 7−→ gp : TpM× TpM−→ R
(u, v) −→ gp(u, v)
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é uma aplicação suave tal que,

1. gp(u, v) = gp(v, u), ∀u, v ∈ TpM;

2. gp(u, v) = 0, ∀v ∈ TpM, implica u = 0;

3. ind(TpM) = ind(TqM), ∀p, q ∈M, com p 6= q.

De�nição 27 Uma variedade semi-Riemanniana é uma variedade diferenciável
M munida com um tensor métrico g.

Observação 7

i. O valor comum ν do índice de gp em uma variedade semi-Riemanniana M é
chamado índice deM. Note que 0 ≤ ν ≤ n = dim(M).

ii. Se ν = 0, então M é uma variedade Riemanniana. Neste caso, cada gp é um
produto interno em TpM.

iii. Quando ν = 1 e n ≥ 2, então M é dita uma variedade de Lorentz (ou espaço-
tempo).

Exemplo 11 O exemplo básico de variedade Lorentziana é o espaço Rn com a métrica
dada por:

〈(x1, . . . , xn)(y1, · · · , yn)〉 =

n−1∑
i=1

xiyi − xnyn.

Notação 1 Denotemos por g = 〈, 〉 o tensor métrico.
Assim podemos escrever g(u, v) = 〈u, v〉 ∈ R, para todos u, v ∈ TpM e g(U, V ) = 〈U, V 〉
e para U, V ∈ X (M).

Para um sistema de coordenadas podemos escrever g sendo

g(U, V ) = 〈U, V 〉 =
∑
i,j

gijU
iV j ,

de fato, se ξ = x1, · · · , xn é um sistema de coordenadas em U ⊂ M então as compo-
nentes de g em U são

gij = 〈∂i, ∂j〉, ∀i = 1, · · · , n.

Assim, se V =
∑
i v
i∂i e U =

∑
j u

j∂j , temos que

g(U, V ) = 〈U, V 〉 =
∑
i,j

gijV iUj.

Como g é não degenerada temos que em cada p ∈M a matriz (gij(p))n×n é invertível
e a sua inversa é denotada por (gij(p))n×n. A fórmula usual para a inversa de uma
matriz nos garante que as funções gij são suaves em U . Além disso, como g é simétrica
então gij = gji e consequentemente gij = gji, para quaisquer i = 1, · · · , n. Finalmente
em U o tensor métrico g pode ser escrito como

g =
∑
ij

gijdx
i ⊗ dxj .
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Assim, se U, V ∈ X (M) temos

g(U, V ) =
∑
ij

gij(dx
i ⊗ dxj)(U, V )

=
∑
ij

gijdx
i(U).dxj(V )

=
∑
ij

gijU
i.V j .

Exemplo 12 De�na-se a seguinte métrica sobre a variedade Rn, n ∈ N:

〈X,Y 〉 =

n∑
i=1

fiX
iY i

onde X,Y ∈ X (Rn) e fi ∈ C∞(Rn). Esta métrica dota a Rn com uma estrutura de
variedade semi-Riemanniana. A métrica tem signais constantes sobre as regiões da
forma Πn

i=1(ai, bi) ⊂ Rn onde os intervalos (ai, bi) tem a propriedade que fi|(ai,bi) tem
sinal constante( o qual é +1 ou -1, ou constante igual 0). A métrica muda de sinal
nos pontos p = (x1, · · · , xi, · · · , xn) ∈ Rn que possuim a propriedade que para algum
i ∈ {1, · · · , n} está no bordo do suporte da função fi.

Exemplo 13 Seja ν um inteiro tal que 0 ≤ ν ≤ n. Então Rn munido com o tensor
métrico

〈up, vp〉 = −
ν∑
i

uivi +

n∑
j+ν=0

ujvj ,

de índice ν nos dá uma variedade semi-Riemanniana Rnν , chamado espaço semi-Euclidiano.
Observe que Rn0 = Rn, e para n ≥ 2, Rn1 é o espaço de Lorentz-Minkowski n-

dimensional.

Fixando a notação

εi =

{
−1, se 1 ≤ i ≤ ν;

1, se ν + 1 ≤ j ≤ n,

então o tensor métrico de Rnν pode ser escrito com

g =
∑
i

εidx
i ⊗ dxi.

De�nição 28 Seja M uma variedade semi-Riemanniana com métrica 〈, 〉. Dizemos
que um vetor v ∈ TpM é:

1. Spacelike (tipo-espaço), se 〈v, v〉 > 0 ou v = 0.

2. Timelike (tipo-tempo), se 〈v, v〉 < 0.

3. Lightlike (tipo-luz ou nulo), se 〈v, v〉 = 0 e v 6= 0.
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Figura 1.1: vetores tipo-tempo, espaço e luz

Figura 1.2: vetores tipo-tempo, espaço e luz

Exemplo 14 De�na α : I 7→ R3 tal que α(t) = (cosh t, t2, sinh t). Assim sendo α′(t) =
(sinh t, 2t, cosh t) é ainda 〈α′(t), α′(t)〉 = 4t2 − 1. Portanto a curvatura é tipo-espaço
nos intervalos (−∞,− 1

2 ) ∪ ( 1
2 ,∞), é tipo-luz para t = ± 1

2 e tipo-tempo no intervalo
(− 1

2 ,
1
2 ).

Exemplo 15 Super�cie tipo-tempo com curvaturas Gaussiana e media constantes iguais
a zero. Com curva tipo-tempo y vetor tipo-luz dados por:

γ(s) = (0, cosh(s), sinh(s)), β = (−1, 0, 1).
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Exemplo 16 Super�cie tipo-tempo com curvaturas Gaussiana e media constantes iguais
a zero. Com curva tipo-luz y vetor tipo-luz dados por:

γ(s) = (sin(s), cos(s), s), β = (1, 0, 1)

O conjunto {v ∈ TpM; 〈v, v〉 = 0 v 6= 0} de todos os vetores nulos de TpM é
chamado cone nulo em p ∈ M. QuandoM é uma variedade Lorentz, os vetores nulos
são chamados de tipo-luz.

Para cada p ∈M, seja

q : TpM−→ R
v 7−→ q(v) = 〈v, v〉,

a forma quadrática associada ao produto escalar 〈, 〉. Temos que q determina 〈, 〉. Mas
observe que

q(fV ) = 〈fV, fV 〉 = f2〈V, V 〉 = f2q(V ),
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para qualquer V ∈ X (M) e toda f ∈ C∞(M). Assim, temos que q não é C∞(M)-linear
e portanto não é um campo tensor.

De�nição 29 Sejam M uma variedade semi-Riemanniana, p ∈ M e σ ⊂ TpM um
subespaço 2-dimensional não degenerado de TpM. O número

k(σ) =
〈R(v, w)v, w〉

〈v, v〉〈w,w〉 − 〈v, w〉2
,

independente da base escolhida {v, w} de σ e é denominado curvatura seccional de
M em p segundo σ.

De�nição 30 A variedade semi-Riemanniana M tem curvatura seccional cons-

tante quando, para cada p ∈M, os conjuntos k(σ) da de�nição acima independem do
subespaço 2-dimensional não-degenerado de σ de TpM.

Observação 8 Quando a dimensão deM≥ 3 eM tem curvatura seccional constante,
temos pelo teorema de Schur que o valor de k(σ) é também independente do ponto p ∈M
escolhido.

De�nição 31 Seja V um espaço vetorial Lorentziano, isto é, um espaço vetorial
munido de um produto escalar de índice constante igual a 1. Temos o conjunto

T =
{
u ∈ V : 〈u, u〉 < 0

}
.

De�nição 32 SejaM uma variedade de Lorentz. Uma aplicação T , que associa a cada
p ∈ M um cone tipo-tempo Tp ∈ TpM, é suave quando para cada p ∈ M existem
uma vizinhança aberta Up e v ∈ X (U), tais que V (q) ∈ Tp para todo q ∈ U . Caso uma
tal aplicação T exista diz-se queM é temporalmente orientável.

Proposição 10 Uma variedade de Lorentz M é temporalmente orientável se, e so-
mente se, existe um campo k ∈ X (M) tipo-tempo de�nido emM.

De outro modo o resultado acima nos diz que não importa se nos referimos à função
suave T ou ao campo vetorial tipo-tempo k. Assim, sempre queM for temporalmente
orientável, a escolha de uma aplicação T como acima, ou de um campo vetorial tipo-
tempo k correspondente com ele será denominada uma orientação temporal para M.

Observação 9 Seja T uma orientação temporal paraM e V ∈ X (M).

1. Se V (q) ∈ Tq, para todo q ∈M. Diz-se que V aponta para o futuro. Então sendo
k uma orientação temporal para M, temos que um campo vetorial tipo-tempo V
sobreM aponta para o futuro se, e somente se, 〈V, k〉 < 0.

2. Se −V (q) ∈ Tq para todo q ∈ M. Diz-se que V aponta para o passado. Então
sendo k uma orientação temporal para M, temos que um campo vetorial tipo-
tempo V sobreM aponta para o passado se, e somente se, 〈V, k〉 > 0.
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Exemplo 17 O espaço de Lorentz-Minkowski Ln+1 é temporalmente orientado, pois

k =
∂

∂t
= (1, 0, · · · , 0)

é um campo de vetores tipo-tempo globalmente de�nido em Ln+1.
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Capítulo

2
Espaço de Lorentz-Minkowski

Neste capítulo vamos estudar as superfícies do tipo-espaço compactas com
curvatura média constante no espaço tridimensional de Lorentz-Minkowski L3.

Sobre a hipótese que o bordo de uma superfície é uma curva plana
obteremos uma estimativa para a altura da superfície desde que o plano Π
contém ao bordo. Demonstraremos que esta altura não pode ser maior que
A|H|
2π sobre Π, onde A e H denotam respectivamente, a área da superfície que

está sobre Π e a curvatura média da superfície. Além disso, a igualdade é
atingida se, e somente se, a superfície é um domínio planar (com H = 0) ou
uma tampa hiperbólica (H 6= 0).

2.1 Conceitos básicos

Consideremos Bu = {E1, E2, E3} como a base canônica de R3 tal que

E1 = (1, 0, 0), E2 = (0, 1, 0), E3 = (0, 0, 1).

De�nição 33 O espaço Lorentz-Minkowski L3 é o espaço métrico R3 munido à
métrica 〈, 〉 a qual é de�nida como:

〈u, v〉 = u1v1 + u2v2 − u3v3,

onde u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3). Esta métrica é chamada de métrica Lorentziana.
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Observação 10

i. A métrica Lorentziana é uma métrica não degenerada de índice 1.

ii. Denotaremos o espaço Euclidiano 3-dimensional como L3 = (R3, 〈, 〉).

iii. O espaço de Lorentz-Minkowski L3 também pode ser de�nido como o espaço R3

munido com a métrica Lorentziana,

〈, 〉 = (dx1)2 + (dx2)2 − (dx3)2,

onde x = (x1, x2, x3) são coordenadas canônicas de R3.

De�nição 34 Uma imersão suave x :M→ L3 de uma superfícieM é chamada tipo-
espaço se a métrica induzida sobre a superfícieM é de�nida positiva; isto é, a métrica
induzida pela imersão x é Riemanniana.

Neste contexto, as noções da primeira e segunda formas fundamentais e a curvatura
média, são de�nidas do mesmo jeito que seria feito para uma superfície no espaço
Euclidiano.

Observação 11

i. Neste trabalho estudaremos as superfícies imersas tipo-espaço x : M → L3 com
curvatura média constante H. É bem conhecido que tais superfícies são pontos
críticos da funcional área para variações que preservam uma função de volume
adequada. Por outro lado, na relatividade existe um interesse em encontrar fun-
ções sobre espaço-tempo, tal que os conjuntos de nível dessas funções possuam
curvatura média constante.

ii. A função curvatura média poder ser usada como uma coordenada de tempo global
e fornecer um indicador do tempo o qual é importante no estudo de singularidades,
a positividade da massa e no estudo das radiações gravitacionais.

iii. Obteremos uma fórmula de monotonicidade da área a qual da uma dependência
da área de uma superfície tipo-espaço compacta com curvatura média constante
em L3 com respeito à altura da superfície.

Este trabalho está dividido em 4 seções:
A secção 2.2 é uma secção preliminar, onde apresentaremos algumas de�nições e nota-
ções, estudaremos as propriedades básicas das superfícies tipo-espaço compactas com
curvatura média constante.

Na secção 2.3 vamos desenvolver o principio da tangência e obteremos uma estima-
tiva da altura de um grafo com curvatura média constante em função do diâmetro do
domínio. Finalmente o teorema principal será apresentado na secção 2.4.

2.2 Notações e preliminares

Ao longo desta secção, mesmo que no seguinte, vamos considerar que a dimensão
é arbitraria. Primeiro começaremos com os conceitos básicos sobre hipersuperfícies
tipo-espaço compactas com curvatura média constante. Além disso vamos a estabelecer
uma fórmula de �uxo para este tipo de hipersuperfícies, a qual será necessária para a
demonstração de nosso resultado principal.
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Denotaremos por Ln+1 o espaço de Lorentz-Minkowski (n+ 1)-dimensional, isto é,
o espaço vetorial Rn+1 dotado com a métrica Lorentziana

〈, 〉 = (dx1)2 + ...+ (dxn)2 − (dxn+1)2,

onde x = (x1, ..., xn, xn+1) são coordenadas canônicas de Rn+1.

De�nição 35 Uma imersão suave x : M → Ln+1 de uma variedade n-dimensional
conexa M é chamada de hipersuperfície tipo-espaço se a métrica induzida por x é
uma métrica Riemanniana sobreM. Denotaremos essa métrica como 〈, 〉.

Observação 12 Se en+1 = (0, ..., 0, 1), para qualquer campo de vetores unitários N
de M tipo-tempo, então o produto 〈N, en+1〉 não pode-se anular em qualquer um dos
pontos. Fixemos uma orientação na hipersuperfície tal que 〈N, en+1〉 < 0, isto é, N
aponta para acima. Dizemos então que N é futuro-dirigido. Vamos supor queM é uma
hipersuperfície tipo-espaço compacto. Como M não pode ser fechada em Ln+1, então
a hipersuperfícieM tem bordo não vazio ∂M.

De�nição 36 Se Γ é uma variedade fechada de dimensão (n − 1) em Ln+1, então
dizemos que a aplicação x : M → Ln+1 é uma hipersuperfície com bordo Γ se a
restrição x : ∂M→ Γ é um difeomor�smo.

Proposição 11 Seja M uma hipersuperfície tipo-espaço isometricamente imersa no
espaçõ de Lorentz-Minkowski Ln+1. Então M admite um campo vetorial normal uni-
tário N ∈ X⊥(M) de vetores tipo-tempo. Em particular,M é orientável.

Prova: Fixe um campo k ∈ X (Ln+1) que dá a orientação temporal de Ln+1, e
observe que, para todo p ∈ M, o conjunto de todos os vetores tipo-tempo v ∈ TpLn+1

é a união disjunta de C(k(p)) e C(−k(p)). Tome em cada p ∈ M, um vetor unitário
N(p) ∈ TpM⊥. Desde que N(p) é tipo-tempo, trocando N(p) por −N(p) se necessário,
podemos supor que N(p) ∈ C(k(p)). Deste modo, de�namos unicamente um campo
vetor normal unitário N sobre M, apontando para o futuro. Agora devemos mostrar
que tal campo N é suave. Fixe, então, p ∈ M e tome um referencial móvel {ei} sobre
uma vizinhança aberta e conexa Up em M. Então Ñ = k −

∑n
i=1〈k, ei〉ei é suave e

normal aM em U , com

〈Ñ , Ñ〉 = 〈Ñ , k〉 = 〈k, k〉 −
n∑
i=1

〈k, ei〉2.

Mas 〈k, k〉 =
∑n
i=1〈k, ei〉2−〈k,N〉2, de modo que 〈Ñ , Ñ〉 = −〈k,N〉2 < 0. Portanto,

Ñ(q) ∈ C(k(p)) para cada q ∈ U , e N = Ñ
|N | é um campo de vetores diferenciáveis em

M.
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Seja agora ∇0 (respectivamente ∇) a notação da conexão de Levi-Civita no Ln+1

(respectivamente M). As formulas de Weingarten e Gauss para M em Ln+1 são res-
pectivamente:

A(X) = −∇0
XN

e
∇0
XY = ∇XY − 〈AX,Y 〉N

para todos os campos de vetores tangentes X,Y ∈ X (M), onde A : X (M) → X (M)
denota o operador de Weingarten de M com respeito à escolha de uma orientação
temporal N paraM.

De�nição 37 A segunda forma fundamental σ deM é:

σ(X,Y ) = −〈∇0
XY,N〉

onde X,Y ∈ X (M).

De�nição 38 A curvatura média H deM é:

H =
1

n
tr σ = − 1

n
tr(A) = − 1

n

n∑
i=1

〈σ(vi, vi), N〉,

onde {vi : 1 ≤ i ≤ n} é um referencial tangente suave ao longo deM.

De�nição 39 Dizemos queM é uma hipersuperfície com curvatura média cons-

tante, se a função H é constante emM.

Localmente uma hipersuperfície tipo-espaço pode ser vista como o grá�co de
uma função u = u(x1, ..., xn) : Ω ⊂ Rn → R, onde Ω é um domínio de Rn, com a
condição |Du|2 < 1 a qual signi�ca que o grá�co de�nido por u é tipo-espaço.

Exemplo 18 O espaço hiperbólico H(r) é uma hipersuperfície tipo-espaço em Ln+1

com curvatura média constante. De fato, inicialmente observe que H(r) = f−1(0),
onde f : Ln+1 → R é a função diferenciável de�nida por f(x) = 〈x, x〉+ r2. É imediato
veri�car que zero é um valor regular de f , onde segue que H(r) é uma hipersuperfície de
Ln+1. Agora, dado p ∈ H(r), seja α : (−ε, ε)→ H(r) uma curva suave tal que α(0) = p
e α′(0) = v, onde v ∈ TpH(r). Note que, para t ∈ (−ε, ε) tem-se que 〈α(t), α(t)〉 = −r2.
Derivando esta última igualdade obtemos que 〈α(t), α′(t)〉 = 0 e, em particular, fazendo
t = 0, segue que 〈p, v〉 = 0. Com isso, segue que os vetores posição e normal estão na
mesma direção para cada p ∈ H(r). Agora, observe que temos a seguinte descomposição
em soma direta

Ln+1 = TpH(r)⊕
(
TpH(r)

)⊥
(2.1)

para todo p ∈ H(r). Como H(r) é uma hipersuperfície e o produto escalar 〈, 〉 tem índice

1 em
(
TpH(r)

)⊥
, concluímos de (2.1) que o índice de 〈, 〉 em TpH(r) é zero. Portanto,

H(r) é uma hipersuperfície tipo-espaço em Ln+1. Observe que N(p) =
(

1
r

)
(p) para todo

p ∈ H(r) é um campo de vetores tipo-tempo unitários e normais a H(r) e, com isso, o
operador de Weingarten de H(r) é dado por A(X) = −

(
1
r

)
(X), para todo X ∈ X (H).

Disto, concluímos que a curvatura média de H(r) é dada por H = 1
r que é constante.
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De�nição 40 A orientação futuro-dirigida é:

N =
(Du, 1)√
1− |Du|2

, 〈N, en+1〉 < 0. (2.2)

Assim temos que, a primeira e segunda forma fundamental deM são dadas respec-
tivamente por:

gij = δij − uiuj , Aij =
uij√

1− |Du|2
,

onde

ui = Diu =
∂u

∂xi
e uij = DiDju.

Para os grá�cos de funções, a curvatura média H do grá�co de u é expressado por:

(1− |Du|2)

n∑
i=1

uii +

n∑
i,j=1

uiujuij = nH(1− |Du|2)
3
2 ,

esta aplicação pode ser escrita alternativamente na forma divergente da seguinte ma-
neira:

div
( Du√

1− |Du|2
)

= nH. (2.3)

No estudo de hipersuperfícies do tipo-espaço com curvatura média constante nós
estabeleceremos um resultado que será necessário na prova do teorema principal.

De�nição 41 Seja x : M → Ln+1 uma imersão tipo-espaço de uma hipersuperfície
compacta no espaço de Lorentz-Minkowski Ln+1. Para um vetor arbitrário �xo a ∈
Ln+1, de�na-se a função altura h :M→ R relativa com a dada por

h(p) = 〈x(p), a〉,

para todo p ∈M.

Observação 13 Observe que se X ∈ X (M), então da compatibilidade da métrica segue
que Xh = 〈∇0

Xx, a〉+ 〈x,∇0
Xa〉 = 〈X, a〉 = 〈X, a⊥〉, onde a⊥ é a projeção ortogonal de

a sobre o �brado tangente TM, isto é,

a⊥ = a+ 〈N, a〉N.

Portanto, da igualdade anterior concluímos que ∇H = a⊥. Agora, observe que

0 = ∇0
Xa = ∇0

X(a⊥ − 〈N, a〉N) = ∇0
Xa
⊥ −∇0

X(〈N, a〉N).

Logo usando a equação de Gauss e Weingarten segue que

∇X∇H = −〈N, a〉AX,

para todo X ∈ X (M). Assim, da expressão anterior temos que

∆h = −nH〈N, a〉,

onde H = −
(

1
n

)
trA é a curvatura média deM.
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Lema 7 (Fórmula do �uxo) Sejam x :M→ Ln+1 uma imersão tipo-espaço de uma
hipersuperfície compacta com bordo ∂M e ν o vetor co-normal unitário que aponta para
o interior ao longo de ∂M. Se a curvatura média H é constante então para qualquer
vetor �xo a ∈ Ln+1 temos:

H

∫
∂M

det(x, τ1, · · · , τn−1, a)ds+

∫
∂M

〈ν, a〉ds = 0, (2.4)

onde {τ1, · · · , τn−1} é um referencial tangente unitário a ∂M. Se x(∂M) está incluído
num hiperplano Π = a⊥, com 〈a, a〉 = −1, então obtemos a fórmula do �uxo.∫

∂M

〈ν, a〉ds = −nHvol(∂M), (2.5)

onde vol(∂M) é o volume algebraico de ∂M.

Prova: Seja a ∈ Ln+1 um vetor �xo arbitrário e 〈a, x〉 a função altura de�nida sobre
M. Assim o gradiente de 〈a, x〉 é

∇〈a, x〉 = aT = a+ 〈a,N〉N,

onde aT ∈ X (M) é tangente aM e N é um campo vetorial normal sobreM. Logo

∇2〈a, x〉(X,Y ) = ∇ · ∇〈a,X〉(X,Y )

= 〈∇X∇〈a, x〉, Y 〉
= 〈∇X(a+ 〈a,N〉N), Y 〉
= 〈∇Xa+ 〈a,N〉∇XN,Y 〉
= 〈a,N〉〈∇XN,Y 〉.

Mas pela Fórmula de Gauss e Weingarten temos
∇0
XN = ∇XN − 〈AX,N〉N e ∇0

XN = −AX.
Daí −AX = ∇XN − 〈AX,N〉N .

Logo

∇2〈a, x〉(X,Y ) = 〈a,N〉〈−AX + 〈AX,N〉N,Y 〉
= −〈a,N〉〈AX,Y 〉+ 〈a,N〉〈AX,N〉〈N,Y 〉
= −〈a,N〉〈AX.Y 〉.

Portanto o laplaciano de 〈a, x〉 é

∆〈a, x〉 = −〈a,N〉trA,

mas H = − 1
n trA. Assim, ∆〈a, x〉 = nH〈a,N〉.
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Logo ∫
M

nH〈a,N〉dV =

∫
M

∆〈a, x〉dV

=

∫
M

divg
(
∇〈a, x〉

)
dV

=

∫
∂M

〈
∇〈a, x〉, ν

〉
ds

=

∫
∂M

〈a, ν〉ds.

Por outro lado, de�na como a (n− 1)-forma

θa(X1, · · · , Xn−1) = det(x,X1, · · · , Xn−1, a),

onde X1, · · · , Xn−1 ∈ X (M). Usando a equação de Gauss, temos

(∇Y θa)(X1, · · ·, Xn−1) = det(Y,X1, · · · , Xn−1, a)

−
n−1∑
i=1

〈AXi, Y 〉det(x,X1, · · · , Xi−1, N,Xi+1, · · · , Xn−1, a),

onde Y ∈ X (M). Portanto a derivada exterior de θa é

dθa(X1, · · · , Xn) =

n∑
i=1

(−1)i(∇Xiθa)(X1, · · · , X̂i, · · · , Xn)

= ndet(X1, · · · , Xn, a).

Daí dθa = −n〈a,N〉dV . Logo∫
M

nH〈a,N〉dV = −H
∫
∂M

det(x,X1, · · · , Xn−1, a)ds.

O qual demonstra a primeira a�rmação.
Para demonstrar a segunda a�rmação é su�ciente veri�car que∫

∂M

det(x,X1, · · · , Xn−1, a)ds = nvol(∂M).

Como x(∂M) é uma hipersuperfície fechada mergulhada no hiperplano tipo-espaço Π,
então

vol(∂M) =
1

n

∫
∂M

〈x, η〉ds,

onde η é um vetor normal unitário apontando para fora deM em Π. Observamos que
se {e1, · · · , en−1 é um referencial tangente positivamente orientado ao longo de ∂M,
então {η, e1, · · · , en−1, a} é orientado positivamente e det(η, e1, · · · , en−1, a) = 1.
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Daí
θa(e1, · · · , en−1) = det(x, e1, · · · , en−1, a) = 〈x, η〉.

Assim temos ∫
∂M

θa =

∫
∂M

det(x, e1, · · · , en−1,a)ds

=

∫
∂M

〈x, η〉ds

= nvol(∂M).

Logo usando a primeira a�rmação, temos que

Hnvol(∂M) +

∫
∂M

〈ν, a〉ds = 0.

2

Observação 14 Em contraste com o caso Euclidiano, a equação (2.5) não implica al-
guma restrição sobre os valores possíveis da curvatura média. Por exemplo, se x(∂M) =
Sn−1 eM é uma hipersuperfície compacta imersa no espaço Euclidio limitada por Sn−1

com curvatura média constante H, então a fórmula do �uxo implica que 0 ≤ |H| ≤ 1.
Porem, no caso dos espaços de Lorentz-Minkowski, a família de tampas hiperbólicas

Dλ = {x ∈ Ln+1 : 〈x, x〉 = −λ2, 0 < xn+1 ≤
√

1 + λ2},

com λ ∈ R+, descreve uma família de hipersuperfícies compactas tipo-espaço em Ln+1

limitadas por Sn−1 e com curvatura média constante Hλ = 1
λ .

Observação 15 A chamada fórmula de �uxo pode ser interpretada como o equilíbrio
físico entre as forças de tensão super�cial de M a qual age ao longo do bordo com a
força de pressão que age sobre o domínio limitado por ∂M. Mais generalmente, se
cortamos M numa coleção de abertos, então a tensão super�cial ao longo dos cortes e
a pressão nas tampas deve ser equilibrada.

No que segue da secção vamos estudar os hiperplanos hiperbólicos e a importância
deles no enfoque Lorentziano. Agora vamos revisar a construção de tais hipersuperfícies.

De�nição 42 Para cada ρ > 0 e p ∈ Ln+1, de�nimos os hiperplanos hiperbólicos

como:
Hρ(p) = {x ∈ Ln+1 : 〈x− p, x− p〉 = −ρ2}.

Logo cada hipersuperfície tem exatamente dois componentes

Hρ(p) = H+
ρ (p) ∪H−ρ (p)

= {x ∈ Hρ(p) : 〈x− p, en+1〉 > 0} ∪ {x ∈ Hρ(p) : 〈x− p, en+1〉 < 0}.

Com a orientação futuro-dirigida, a curvatura média de H+
ρ (p) é 1

ρ e de H−ρ (p) é − 1
ρ .

27



De�nição 43

1. Chamamos de tampas hiperbólicas às peças compactas de hiperplanos hiperbó-
licos cuja fronteira é uma (n− 1)-esfera, isto é, as hipersuperfícies compactas que
derivam da intersecção de H+

ρ (p) e H−ρ (p) com hiperplanos horizontais. Exata-
mente para cada p ∈ Ln+1 e r > 0 considere o disco:

Dr(p) = {(x1, · · · , xn, 0) ∈ Ln+1 : (x1 − p1)2 + · · ·+ (xn − pn)2 < r2}.

2. Chamamos de tampa hiperbólica superior H+
ρ (p, r) à peça de H+

ρ (p) que �ca no
cilindro {(x1, · · · , xn, xn+1) ∈ Rn+1 : (x1−p1)2+· · ·+(xn−pn)2 < r2, xn+1 ∈ R}.

3. Chamamos de tampa hiperbólica inferior H−ρ (p, r) à peça de H−ρ (p) que �ca no
cilindro {(x1, · · · , xn, xn+1) ∈ Rn+1 : (x1−p1)2+· · ·+(xn−pn)2 < r2, xn+1 ∈ R}.

As tampas hiperbólicas H±ρ (p, r) são as aplicações da função u±ρ de�nidas em Dr(p)
como:

u±ρ (x1, · · · , xn) = pn+1 ±

√√√√ρ2 +

n∑
i=1

(xi − pi)2,

com a condição de fronteira:

u±ρ

∣∣∣
∂Dr(p)

= pn+1 ±
√
r2 + ρ2.

Ambas funções, e seus correspondentes grá�cos são utilizados como hipersuperfícies
de barrera para estabelecer à altura de bordos e em estimativas do gradiente.

De fato, a inclinação de tais tampas hiperbólicas em uma altura dada é um limite
superior para a inclinação de qualquer comparação da aplicação de curvatura média
constante, nas alturas correspondentes. Estas C0-estimativas e C1-estimativas tem
uma aplicação imediata para a solutividade do problema de Dirichlet quando Ω é um
domínio convexo. De forma geral, Bartnik e Simon em [4] demonstraram a existência
e a regularidade para superfícies com curvatura média prescrita e valor de fronteira ϕ,
desde que a função ϕ limite alguma superfície tipo-espaço.

2.3 O princípio da tangência e suas consequências

Nesta secção vamos expor o princípio da tangência para superfícies tipo-espaço
com curvatura média constante e obteremos alguns resultados os quais poderiam ser
interessantes por eles mesmos.

Teorema 8 SejamM1 eM2 duas hipersuperfícies tipo-espaço de Ln+1 com a mesma
curvatura média constante (respeito à normal unitária futuro-dirigida). Suponha que
são tangentes em um ponto interior comum p e que M1 está acima de M2 perto de
p, então elas coincidem en uma vizinhança de p. O mesmo acontece se p é um ponto
comum no bordo com a hipótese adicional que ∂M1 e ∂M2 são tangentes em p.

Prova: Sejam u e v duas funções que são expressões locais de duas hipersuper-
fícies tipo-espaço Mu e Mv de Ln+1. Se Mu e Mv tem um ponto em comum
p = (p1, · · · , pn+1) onde elas são tangentes, vamos dizer que Mu �ca acima de Mv

perto de p quando u ≥ v numa vizinhança do ponto (p1, · · · , pn). Nós vamos supor que
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Mu eMv tem a mesma curvatura média constante H. Dado que div
(

Du√
1−|Du|2

)
= nH

é de tipo elíptico quase-linear, a função diferencia u−v satisfaz a equação elíptica linear
numa vizinhança de (p1, · · · , pn) e portanto o principio do máximo de Hopf para equa-
ções lineares elípticas pode ser aplicado à diferença u− v. Daí conclui-se o teorema. 2

Observação 16

i. Este resultado é mais forte que o princípio de comparação o qual estabelece que se
M1 eM2 são dois hipersuperfícies tipo-espaço (não necessariamente constantes)
com curvaturas médias H1 e H2 respectivamente e se M1 está localmente acima
deM2 e perto de um ponto p, então H1(p) ≥ H2(p).

ii. O principio da tangência permite entender a estrutura da família de hipersuper-
fícies tipo-espaço compactas cuja função curvatura média é constante. Para isto,
observe que para cada H ∈ R, o espaço Ln+1 pode ser foliado por hipersuperfícies
tipo-espaço com curvatura média constante H, denominados:

X Família de hiperplanos tipo-espaço paralelo, se H = 0.

X Hiperplanos hiperbólicos {H+
1
H

(ten+1) : t ∈ R}, se H > 0.

X Família {H−− 1
H

(ten+1) : t ∈ R}, se H < 0.

Como consequência do principio da tangência, estabelecemos dois resultados sobre
hipersuperfícies tipo-espaço compactas. Primeiro consideremos a condição para que
uma hipersuperfície tipo-espaço compacta com curvatura média constante �que contida
num semi-espaço determinado por uma hipersuperfície umbílica.

Teorema 9 Seja M uma hipersuperfície tipo-espaço compacta com curvatura média
constante H. Se o bordo ∂M deM está incluído ou num hiperplano ou num hiperplano
hiperbólico Π, entãoM está completamente incluído num dos semiespaços determinados
por Π.

Prova: (por contradição)
Suponha que M possui pontos interiores em ambos lados de Π. Primeiro vamos

demonstrar o resultado considerando a hipóteses que ∂M está em um hiperplano Π.
Este hiperplano debe ser do tipo-espaço e além disso nós podemos assumir, sem perda
da generalidade que Π = {x ∈ Ln+1 : 〈x, en+1〉 = 0}.

Considere a família Π(t) = {x ∈ Ln+1 : xn+1 = t} de hiperplanos horizontais
paralelos. Dado queM é uma hipersuperfície compacta e tem pontos interiores sobre
Π, então existe t0 > 0 tal que:

Π(t) ∩M = ∅ para todo t > t0.

e
Π(t0) ∩M = ∅

em algum ponto interior comum. Logo o principio de comparação implica que H ≤ 0.
Lembrar que todas nossas hipersuperfícies tem orientação futuro-dirigidas. Mas pelo
principio da tangência descarta-se o casoH = 0 pois nesse caso,M estaria no hiperplano
Π(t0) o qual contradiz com que ∂M⊂ Π(0). Um argumento similar usando hiperplanos
Π(t) com valores negativos para t mostra que H > 0, o que é uma contradição.
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Agora consideremos que o bordo ∂M está em um hiperplano hiperbólico. Depois
de uma homotetia seguida de uma isometria de Ln+1. Nós podemos assumir que ∂M
está incluso em um hiperplano hiperbólico superior H+

1 (0). Novamente por contradição,
assumindo queM tem pontos interiores em ambos lados de H+

1 (0). Considere agora a
família H+

1 (ten+1) de hiperplanos hiperbólicos superiores, isto é, translações verticais
de H+

1 (0). Como M é uma hipersuperfície compacta, para um valor grande de t,
vamos dizer t1, H+

1 (t1en+1) ∩ M = ∅. Agora, deslocando para baixo H+
1 (t1en+1)

fazendo t diminuir de t1 até 0. Já que existem pontos de M que �cam sobre H+
1 (0),

então para algum t0 > 0 teremos M ∩ H+
1 (t0en+1) 6= ∅ em algum ponto interior e

M ∩ H+
1 (ten+1) = ∅ para t > t0. Então pelo principio de comparação tem-se que

H ≤ 1. Mas se H = 1, o principio da tangência implica queM⊂ H+
1 (t0en+1), o qual é

impossível desde que os pontos de ∂M não estão emM∩H+
1 (t0en+1). Em consequência

H < 1. Fazendo o mesmo raciocínio comM∩H+
1 (ten+1) para t < 0, existe t2 < 0 tal

queM �ca acima deM∩H+
1 (t2en+1) e ambas superfícies são tangentes em algum ponto

interior comum. Agora o principio de comparação implica que H ≥ 1. Evidentemente
isto é uma contradição e portanto conclui-se a prova do teorema. 2

Observação 17 Usando os mesmos argumentos temos que:

i. Se a função curvatura média da M não se anula e o bordo está incluso em um
hiperplano Π, entãoM está em um dos dois hiperespaços fechados determinados
por Π.

ii. Assumindo que a curvatura média H é constante e o bordo está contido em um
hiperplano hiperbólico com a mesma curvatura média constante H, entãoM está
incluso nesse hiperplano hiperbólico.

Vamos concluir esta secção estabelecendo como uma aplicação do princípio da tan-
gência, uma C0-estimativa da solução da equação (2.3). Como já foi mencionado no
inicio, não é possível obter uma C0-estimativa dependendo apenas de H. No seguinte
teorema, vamos a derivar uma estimativa da altura em termos de H e do diâmetro de
Ω.

Teorema 10 SejamM um domínio compacto de Rn com diâmetro δ > 0 e u ∈ C2(Ω)∩
C(Ω) uma função cujo grá�co tem curvatura média H (não necessariamente constante).
Se existe uma constante c > 0 tal que |H| ≤ c. Então

min
∂Ω

u+
1

c

(
1− 1

2

√
4 + δ2c2

)
≤ u ≤ max

∂Ω
u+

1

c

(
− 1 +

1

2

√
4 + δ2c2

)
. (2.6)

Em particular, se H ≡ 0, então

min
∂Ω

u ≤ u ≤ max
∂Ω

u. (2.7)

Prova: Sem perda da generalidade suponha que Ω está incluso no Dr(0) onde r = δ
2

e �xemos as funções v±ρ cujos grá�cos são as tampas hiperbólicas H±ρ (0, r) com ρ = 1
c .

Denotemos por M o grá�co de u. As translações verticais de H+
ρ (0, r) são as tampas

hiperbólicas de H+
ρ (ten+1, r). Transladando H+

ρ (0, r) verticalmente para abaixo até
ser disjunto de M. Logo deslocando para acima H+

ρ (0, r) até o primeiro t0 tal que
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H+
ρ (t0en+1, r) alcançaM em algum ponto p. Então:

v+
ρ|∂Dr(0) ≤ min

∂Ω
u,

isto é,
t0 +

√
ρ2 + r2 ≤ min

∂Ω
u. (2.8)

Assim nós temos duas possibilidades para aquele ponto p.
Caso 1 (p é um ponto de tangência entreM e H+

ρ (t0en+1, r)).
Já que a curvatura média de H+

ρ (t0en+1, r) é c e |H| ≤ c, então o principio da
tangência a�rma |H| ≡ c,M⊂ H+

ρ (t0en+1, r) e nós temos igualdade em (2.8) e conse-
quentemente em (2.6).

Caso 2 (p é um ponto no bordo onde ambas superfíciesM e H+
ρ (t0en+1, r) não são

tangentes).
Nesse caso nós temos a igualdade (2.8), isto é, t0 +

√
ρ2 + r2 = min∂Ω u, e para cada

x ∈ Ω tem-se:

u(x) ≥ v+
ρ (x) ≥ v+

ρ (0) = t0 + ρ = min
∂Ω

u+ ρ−
√
r2 + ρ2.

Assim (lembrando que r = δ
2 e ρ = 1

c ) temos a estimativa do lado esquerdo:

u(x) ≥ min
∂Ω

u+
1

c
−
√
δ2

4
+

1

c2

= min
∂Ω

u+
1

c
−
√
δ2c2 + 4

4c2

= min
∂Ω

u+
1

c
− 1

2c

√
δ2c2 + 4

= min
∂Ω

u+
1

c

(
1− 1

2

√
δ2c2 + 4

)
.

De forma análoga, podemos demonstrar a outra desigualdade de (2.6) usando as
tampas hiperbólicas de H−ρ (t0en+1, r).

Para o caso H ≡ 0, tomando c→ 0. temos a desigualdade 2.7. Isto conclui a prova.
2

Como corolário pode ser interessante ressaltar o caso no qual a curvatura média é
constante e a fronteira está contida em um hiperplano.

Corolário 1 Sejam Ω ⊂ Rn um domínio suave com diâmetro δ, H um número real e
u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) uma solução de (2.3) com a condição de fronteira u = α, α ∈ R.
Então

|u− α| ≤ 1

|H|

(
− 1 +

1

2

√
4 +H2δ2

)
e a igualdade segue se, e somente se, o grá�co de u é uma tampa hiperbólica.

2.4 Prova do teorema

Bartnik e Simon obtiveram uma estimativa similar a h ≤ |H|A2π no contexto dos
grá�cos.
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A monotonicidade deles mede a variação da área da superfície que encontra-se no
domínio

Sr(p) = {x ∈ L3 : 〈x− p, x− p〉 < r2}.

Eles provaram que se o bordo deM satisfaz:

∂M∩ Sr(p) = ∅,

então tem-se:

lim
r→0

área(M∩ Sr(p))
r2

= π.

Esta abordagem é baseada na fórmula de co-área de Federer para a função altura,
uma fórmula que mede o �uxo da superfície através do bordo, junto com a clássica
desigualdade isoperimétrica no plano.

Teorema 11 Seja x : M → L3 uma imersão tipo-espaço de uma superfície compacta
com o bordo contido em um plano Π e com curvatura média constante H. Se h denota
a altura deM com respeito a Π, então temos:

h ≤ |H|A
2π

, (2.9)

onde A é a área da região de M no plano Π. A igualdade ocorre se, e somente se, M
é um domínio planar (H = 0) ou uma tampa hiperbólica (H 6= 0).

Prova: Começaremos demonstrando que se a superfície é uma tampa hiperbólica,
então a desigualdade (2.9) é valida:
Considere H−ρ (0, r) com ρ = 1

|H| , então

H−ρ (0, r) ⊂ {x ∈ L3 : x3 ≥ −
(

1
|H|

)√
(1 +H2r2)} e

∂H−ρ (0, r) ⊂ {x ∈ L3 : x3 = −
(

1
|H|

)√
1 +H2r2 }.

Seque que

H =
(
√

1 +H2r2 − 1)

|H|
, e

área(H−ρ (0, r)) =
2π

H2
(
√

1 +H2r2 − 1).

ConsidereM uma superfície satisfazendo as hipóteses do teorema 11. Seja a o vetor
unitário tipo-tempo futuro-dirigido em L3 tal que Π = a⊥. Fazendo uma isometria do
espaço ambiente e assumindo que a = e3 = (0, 0, 1) e Π = {x ∈ L3 : 〈x, e3〉 = 0}.
Denote Γ = x(∂M). Se a curvatura média é H = 0, então x(M) é o domínio planar
determinado por Γ. Nesse caso, a altura é h = 0 e temos a igualdade em (2.2). Agora
considere H 6= 0; e a função f :M→ R dada por f(x) = −〈x, e3〉 o qual mede a altura
deM respeito de Π. Nós precisamos estimar a altura h da superfície, isto é, o número
h = maxp∈M f(p) ≥ 0. Fazendo uso da fórmula de co-área o raciocínio é e seguinte:

M(t) = {p ∈M : f(p) ≥ t}, Γ(t) = {p ∈M : f(p) = t}.

Denotando por A(t) e L(t) à área e o comprimento deM(t) e Γ(t) respetivamente.
Vamos calcular os pontos críticos da função f . Como O〈x, e3〉 = e3 − 〈N, e3〉N , então
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p ∈ M é um ponto crítico de f se |Of |2(p) = −1 + 〈N, e3〉 = 0, isto é, se N(p) = e3.
De�na-se sobreM as funções gi = 〈N, ei〉, i = 1, 2, onde e1 = (1, 0, 0) e e2 = (0, 1, 0).
Portanto, o conjunto C de pontos críticos de f está dentro de N1 ∩N2, onde

N1 = {p ∈M : 〈N(p), e1〉 = 0}, N2 = {p ∈M : 〈N(p), e2〉 = 0}

são as líneas nodais de g1 e g2 respetivamente.
Por outro lado, dado um vetor �xo a ∈ L3, então a curvatura média H da imersão

x da a seguinte fórmula:

∆〈N, a〉 = (4H2 + 2K)〈N, a〉 = trA2〈N, a〉, (2.10)

onde ∆ é o laplaciano da métrica induzida por x e K é a curvatura Gaussiana deM.
Segue desta equação que as funções g1 e g2 satisfazem:

∆gi − tr(A2)gi = 0, i = 1, 2. (2.11)

Se as funções gi são identicamente nulas, então N = e3 sobreM e a superfície seria
um domínio planar, isto é H = 0 o que contradiz a hipótese. Assim, ou g1 ou g2 são não
triviais, pois as equações (2.11) são de tipo Schrödinger. Logo pelo teorema de Cheng
sobre linhas nodais temos que a linha nodal de gi tem um número �nito de círculos
imersos. Em particular sua medida é 0 e também de C. Daí segue-se que A(t) é uma
função continua e a fórmula de co-área diz:

A′(t) = −
∫

Γ(t)

1

|∇f |
dSt, t ∈ R,

onde dSt é o elemento da linha sobre o nível Γ(t). Pela desigualdade de Hölder temos:

L(t)2 =
( ∫

Γ(t)

dSt

)2

≤
∫

Γ(t)

|∇f |dSt
∫

Γ(t)

1

|∇f |
dSt = −A′(t)

∫
Γ(t)

|∇f |dSt. (2.12)

Além disso, temos que |∇f | ao longo da curva Γ(t) é:

|∇f |2 = −1 + 〈N, e3〉2 = 〈νt, e3〉2,

onde vt é o vetor unitário co-normal de M(t) ao longo de Γ = ∂M(t). Como M(t)
está acima do plano Π(t) = {x ∈ L3 : −〈x, e3〉 = t}, então sabemos que 〈νt, e3〉 ≤ 0.
Portanto:

|∇f ||Γ(t) = −〈νt, e3〉.

Daí pela equação (2.12) temos:

L(t)2 ≤ A′(t)
∫

Γ(t)

〈νt, e3〉dSt, t ∈ R. (2.13)

ComoM(t) é uma superfície compacta com bordo suave Γ(t) para todo t ∈ R. Se
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t ≥ 0, Γ(t) ⊂ Π(t), logo pela fórmula de �uxo (2.5) temos que:

−
∫

∂M(t)

〈νt, e3〉dSt = 2|H||ag(t)|

onde ag(t) é a área algébrica da curva plana fechada Γ(t). Assim de (2.13) temos que

L(t)2 ≤ −2|H|A′(t)|ag(t)|. (2.14)

Se t < 0, então ∂M ⊂ M(t) e assim Γ(t) tem uma componente no plano Π e
possivelmente outros em Π(t).

Denotemos por Ω1(t), · · · ,Ωnt(t) os dominios limitados determinados por Π(t) ∩
M(t) e seja ai(t) a área de Lebesgue do correspondente Ωi(t). Então

ag(t) = ε1a1(t) + · · ·+ εntant(t),

onde εi ∈ Z é o número de ordem correspondente às curvas x(∂Ωi(t)). Logo

|ag(t)| ≤ |ε1|a1(t) + · · ·+ |εnt |ant(t). (2.15)

Se Li(t) denota o comprimento de ∂Ωi(t), então temos que:

|L(t)| = |ε1|L1(t) + · · ·+ |εnt |Lnt(t),

o qual implica que
ε21L

2
1(t) + · · ·+ ε2ntL

2
nt(t) ≤ L

2(t). (2.16)

Daí pelas desigualdades (2.14)-(2.16) temos:

ε21L
2
1(t) + · · ·+ ε2ntL

2
nt(t) ≤ −2|H|A′(t)

(
|ε1|a1(t) + · · ·+ |εnt |ant(t)

)
.

Nós usamos a desigualdade isoperimétrica no plano Π(t). Note-se que como Π(t) é
isométrico com o plano Euclidiano R2, então tal desigualdade é válida para tais planos.
Portanto 4πai(t) ≤ L2

i (t), mas |εi| ≤ ε2i , então temos que

2π ≤ −|H|A′(t), para todo t ≥ 0. (2.17)

Integrando essa desigualdade desde 0 ate a altura h temos:

2πh ≤ |H|
(
A(0)−A(h)

)
= |H|A,

daí segue a estimativa (2.9).
Para �nalizar a prova vamos analisar a igualdade em (2.9). Nesse caso temos igual-

dade em (2.12) e na desigualdade isoperimétrica. Assim |∇f | é uma função constante
sobre Γ(t), então Γ(t) é uma circunferência para cada t > 0. Porém de [5], as úni-
cas superfícies tipo-espaço compactas de L3 com curvatura média constante não nula e
fronteira limitada por uma circunferência são as tampas hiperbólicas. Isto mostra que
x(M) é uma tampa hiperbólica e portanto conclui-se a demonstração.

2

Exemplo 19 Considere a super�cie tipo espaço imersa em S3(1)t
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Uma consequência imediata do teorema 11 é o seguinte corolário.

Corolário 2 Seja x :M→ L3 uma imersão como no teorema 11 excepto que o bordo
não é planar. Denote por x3 a função altura sobreM dada por x3(p) = −〈p, e3〉. Logo:

min
∂M

x3 −
área(M)|H|

2π
≤ x3 ≤ max

∂M
x3 +

área(M)|H|
2π

.

Observação 18

i. A interpretação do teorema 11 é: qualquer superfície tipo-espaço compactaM de
L3 com curvatura média constante e com bordo planar tem área maior que a área
de uma tampa hiperbólica com a mesma altura e curvatura média queM.

ii. Um problema em aberto é a generalização da estimativa (2.9) para dimensão ar-
bitraria. Conjeturamos que para uma hipersuperfície tipo-espaço compacta M de
Ln+1 com curvatura média constante H e cujo bordo esteja contido num hiper-
plano, segue a seguinte estimativa da altura h deM:

h ≤ vol(M)|H|
ωn−1

,

onde ωn−1 é o volume da esfera unitária de dimensão (n− 1).
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