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Resumo

Nos estudamos superficies tipo-espago compactas com curvatura média constante
no espaco tridimensional de Lorentz-Minkowski L3. Quando a fronteira da superficie é
uma curva plana, nés obtemos uma estimativa para a altura da superficie medida desde
o plano IT que contem a fronteira. NOs mostramos que esta altura nao pode ser maior
que a % sobre II, onde A e H denotam respectivamente, a area da superficie que fica
acima de II e a curvatura média da superficie. Além disso, esta estimativa é atingida se,
e somente se, a superficie € um dominio planar (com H = 0) ou uma tampa hiperbolica
(com H #0).



Abstract

We study compact spacelike surfaces with constant mean curvature in the three-
dimensional Lorentz-Minkowski space .2, When the boundary of the surface is a planar
curve, we obtain an estimate for the height of the surface measured from the plane IT
that contains the boundary. We show that this height cannot extend more that %
above II, where A and H denote respectively, the area of the surface that lies over II
and the mean curvature of the surface. Moreover, this estimative is attained if and only

if the surface is a planar domain (with H = 0) or a hyperbolic cap (with H # 0).
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Introducao

Uma variedade Riemanniana é uma variedade diferencidvel M com um tensor métrico
definido positivo em todo p € M. Se nds ndo exigimos que o tensor métrico g seja
definido positivo, entdo para cada p € M podem existir subespagos W C Tp.M onde
glw seja definido negativo. Portanto, para cada p € M é natural definir o inteiro v > 0
da seguinte forma:

v =max{i : IW C T, M subespaco tal que g|w é definido negativo com dim W = i}.

Dito inteiro chama-se o indice da métrica no ponto p. Uma variedade semi-Riemanniana
é entao uma variedade diferenciavel M com um tensor métrico indefinido ndo degene-
rado e com um indice constante para todo p € M. A geometria Riemanniana é o caso
no qual v = 0. No caso no qual v = 1 chama-se geometria Lorentziana.

A motivacdo para o estudo desta geometria foi desenvolvida no inicio do século
XX pelo fisico alemao Albert Einstein, um dos cientistas mais notéaveis e brilhantes de
todos os tempos. A Relatividade transformou-se em uma das teorias mais importantes
da Fisica, tais como a unidade do espago e do tempo, da matéria e da energia e a
equivaléncia entre as forcas de gravidade e os efeitos da aceleracao de um sistema.

De acordo com Einstein, tudo o que existe no universo se movimenta a uma velo-
cidade distribuida entre o tempo e o espago, sendo que o tempo corre com velocidade
méxima para um corpo parado; jA quando o corpo se coloca em movimento e ganha
velocidade no espago,a velocidade do tempo diminui, passando mais devagar para ele.
Ou seja, tempo e espago sdo relativos e estdao extremamente ligados um ao outro. A
primeira parte da teoria de Einstein, a teoria da relatividade Especial, foi elaborado em
1905. Segundo essa teoria, existe uma contra¢cdo no comprimento dos corpos: quanto
mais rapido um objeto se movimenta, mais curto ele fica. Esta teoria deduz que o
comprimento, a massa e o tempo de um objeto variam de acordo com a sua velocidade.

A geometria do espago-tempo da relatividade especial foi proposta por Minkowski no
ano 1907, poderia ser melhor entendida em um espaco de quatro dimensoes, conhecido
desde entao como espago-tempo de Minkowski, onde tempo e espago nao sao entidades
separadas, mas misturadas em um espago-tempo de quatro dimensoes, e no qual a
geometria de Lorentz da relatividade especial pode ser muito bem representada. O
espaco resultante foi chamado de espaco de Minkowski e é uma variedade de Lorentz
plana, sem curvatura. Porem, no ano de 1915, o fisico alemao desenvolveu a segunda
parte de sua teoria: a teoria da Relatividade Geral, na qual usou a constatagao da
teoria anterior para redefinir a gravidade, examinando a influéncia do espago e do tempo
na atracdo entre os corpos. A teoria da Relatividade Geral considera os objetos que
se movimentam de forma acelerada um em relacdo ao outro, para poder explicar as
aparentes contradigoes entre as leis da relatividade e a lei da gravidade. Nesta nova
teoria o espaco-tempo é uma variedade de Lorentz genérica, aonde a presenca da matéria
curva o espaco-tempo através de uma relagao dada na equagao de Einstein e os efeitos
desta curvatura sdo os efeitos usualmente atribuidos a forca da gravidade.

Nas ultimas décadas, vem sendo crescente o interesse pelo estudo das hipersuperfi-
cies tipo-espaco imersas em ambientes espaco-tempo. Em verdade é bem conhecido que
hipersuperficies com curvatura média constantes sao solucoes da primeira ordem para
o problema isoperimétrico, tanto no caso em que o ambiente é uma variedade Rieman-
niana ou Lorentziana. No caso Riemanniano, estas hipersuperficies foram estudadas
em propriedades desde o inicio da geometria diferencial. Ja o caso Lorentziano, tem
atraido atengdo de um grande niimero de pesquisadores tanto na area da fisica como da



matematica. Do ponto da vista da fisica(Veja [6, 8, 9, 10, 12]), as hipersuperficies tipo-
espago com curvatura média constante identicamente nula sao solugoes para o problema
de Cauchy associado & equacgao de Einstein

Raﬁ(g) - %gaﬁR(g) =8 Tup

onde R,g e R sao respectivamente o tensor de Ricci e curvatura escalar de g e T,g €
o tensor do momento de energia da matéria. E no caso em que a curvatura média é
diferente de zero, sao normalmente usadas para comprender o comportamento das ondas
gravitacionais. Por outro lado, do ponto de vista da matemaética as hipersuperficies
tipo-espaco no espaco de Lorentz-Minkowski tambem desempenham um interessante
papel devido as suas boas propriedades tipo-Bernstein. Lembremos que o problema
de Bernstein para hipersuperficies maximais no espaco de Lorentz-Minkowski L"*! foi
introduzido por Calabi [6] , quem propos o estudo da equagio de hipersuperficie maximal
em L1, Paran < 4, Calabi emcontrou que a tnica equacio inteira para o problema sdo
as fungoes afim. Depois Cheng e Yau [7] estenderam esses resultados ao caso general n-
dimensional e a sua versdo paramétrica, mostrando que a tnica hipersuperficie maximal
completa em L"*! sdo os hiperplanos tipo-espaco. Para o caso de curvatura média
constante nao nula, alguns outros autores construiram alguns exemplos nao lineares de
hipersuperficies tipo-espago com curvatura média constante nao nula.

Este tipo de hipersuperficies foram estudadas pela primeira vez no exemplo de
espago-tempo mais simples: o espaco de Lourentz-Minkowski.

E util e interessante ter ditos conceitos em mente no momento de ler as definicoes
matematicas ja que todas estas defini¢oes derivam de conceitos fisicos.

Neste trabalho faremos um primeiro capitulo dedicado a fazer mencao dos concei-
tos e ferramentas principais entre eles: métricas Riemannianas, conexoes, curvaturas,
isometria, teorema de Levi-Civita, imersoes, mergulhos, operadores diferenciaveis, prin-
cipio do méaximo fraco, principio de comparacao, lema de Hopf, principio o maximo forte
e variedades semi-Riemannianas. J4 no segundo capitulo iremos colocar os resultados
principais do trabalho. Isto é, sobre espacos de Lorentz-Minkowski, hipersuperficies
tipo-espaco compactas com curvatura media constante, estabelecendo uma férmula de
fluxo para este tipo de superficies. Além disso iremos definir o conceito de hiperplanos
hiperboélicos e também vamos a desenvolver o principio da tangencia e assim obteremos
uma estimativa da altura de um grafo com curvatura media constante em funcdo do
didmetro do dominio. Finalmente para concluir este capitulo iremos falar de resultados
mais relevantes os quais estdao baseados em ferramentas como o principio de tangencia
o qual diz:

Principio da tangencia Sejam M; e My duas hipersuperficies tipo-espago de
L™t com a mesma curvatura média constante (respeito a mormal unitdria futuro-
dirigida). Suponha que sdo tangentes em um ponto interior comum p e que M; estd
acima de My perto de p, entao elas coincidem en uma vizinhanca de p. O mesmo
acontece se p € um ponto comum no bordo com a hipdtese adicional que OM; e OMs
sao tangentes em p.

As equagdes de Gauss e Weingarten as quais sdo respectivamente as seguintes

VY = vxY — (AX,Y)N

A(X) = -V&N



para todos os campos de vetores tangentes X,Y € X (M), onde A : X(M) = X (M)

denota o operador de Weingarten de M com respeito & escolha de uma orientagio
temporal N para M. E além disso outra ferramenta importante sera a férmula de fluxo

/ (v,a)ds = —nHvol(OM),
oM

onde v é o vetor co-normal apontando para o interior ao longo do bordo de M, sendo
M uma hipersuperficie tipo-espaco, H é curvatura média (constante) e a € L"T! um
vetor fixo.

Entre os resultados mais semelhantes temos o trabahlo de Bartnik e Simon no qual
eles obtiveram uma estimativa similar a h < % no contexto dos graficos.

A monotonicidade deles mede a variagdo da area da superficie que encontra-se no
dominio

S.(p) ={xcl?®: (x —p,x—p)<r}.

Eles provaram que se o bordo de M satisfaz:
OMNS,.(p) =0,
entao tem-se:

o area(M N S,.(p))

r—0 r2

= T.

Esta abordagem é baseada na férmula de co-area de Federer para a funcao altura,
uma férmula que mede o fluxo da superficie através do bordo, junto com a classica
desigualdade isoperimétrica no plano. Mediante estas ferramentas iremos expor como
resultado principal do trabalho o seguinte teorema.

Teorema Seja x : M — L2 uma imersio tipo-espaco de uma superficie compacta
com o bordo contido em um plano Il e com curvatura média constante H. Se h denota
a altura de M com respeito a 11, entdo temos:

p < HlA
- 27

: (1)

onde A é a drea da regido de M no plano I1. A igualdade ocorre se, e somente se M
é um dominio planar (H = 0) ou uma tampa hiperbélica (H # 0).



Capitulo

1

Preliminares

Neste capitulo estabeleceremos a notacao a ser usadas e recordaremos
alguns conceitos e fatos basicos, necesséarios ao desenvolvimento dos capitulos
seguintes. Sendo assim a prova de alguns resultados nao sera feita, mas em
todo o texto ficara clara a referéncia para obter tais demonstragoes.

1.1 Meétricas Riemannianas, conexoes e curvaturas

Definigao 1 Um subconjunto M C R™ é uma variedade diferencidvel de dimensio
k se, para cada p € M, existem conjuntos U C RF eV C R™ e uma fungio continua-
mente diferencidvel f : U — V tais que

1. peV;
2. fU)=VNM, f éinjetivae f~1 : VN MU é continua;
3. para cada q €U , o Jacobiano de f'(q) tem posto k.

A funcao f chama-se um sistema de coordenadas ao redor de p.

Exemplo 1 A esfera S* = {x € R**' : /5" 122 =1} ¢ uma variedade diferencid-
vel de classe C* e dimensdao n.

Exemplo 2 O espaco projetivo real P"(R), isto é, o espago quociente de R"T1\{0}
pela relacao de equivaléncia:

(1'17‘ o ,xn+1) ~ ()‘xla e 7)‘wﬂ+1) A€ R7>‘ 7& 0}
€ uma variedade diferencidvel de classe C*> de dimensao n.

Observagao 1 A defini¢do implica entdo que uma variedade diferencidvel de dimensdo
k € um conjunto tal que, localmente € a imagem de uma funcao definida num conjunto
aberto U em R* e com valores em R™. A condi¢io que a imagem f(U) é um conjunto
da forma VN M ao redor de cada ponto de M estabelece uma coberta natural para M
de conjuntos abertos, os quais formam o que € chamado de atlas.



Definigao 2 Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M™ é uma
correspondéncia que associa a cada ponto p € M"™ um produto interno (,), no espago
tangente T, M", que varia diferencialmente no seguinte sentido, se ¢ : U C R™ — M"
é um sistema local de coordenadas em torno de p € M™, com ¢(x) = p(x1,-+ ,xp) =

q € o(U), entio
i@ = (o
9i5\4) = 8%‘1 a/,

€ uma fungao diferencidvel em o(U).
Exemplo 3 O exemplo quase trivial vem dado por M =R"™ com 8%1 identificada com
e;=(0,---,1,---0). A métrica vem dada por

<€i; 6j> = 62]

9
q7 8xj

Observagao 2

i. Outra maneira de exprimir o diferenciabilidade da métrica Riemanniana € dizer
que para todo par X,Y de campos de vetores diferencidveis em um aberto V de
M™ a fungio (X,Y) é diferencidvel em V.

it. As funcoes g;; sio chamadas coeficientes da métrica Riemanniana no sistema de
coordenadas ¢ : U4 C M"™ =V C R™.

Definicao 3 Uma variedade diferencidvel munida de uma métrica Riemanniana chama-
se uma variedade Riemanniana.

Exemplo 4 Seja M = R", e para cada p € M temos que T, M ¢é isomorfo a R™.
Assim se (zt,--- ,2™) € um sistema de coordenadas usuais do R™, entio

-
(Up, vp) E u'’,

define um produto interno em R", onde u, = >, u'd; e v, = 3, v’0;. Desta maneira,
R™ munido como esta métrica nos dd uma variedade Riemanniana chamada espaco
Euclidiano n-dimensional.

7

Exemplo 5 A esfera unitiria S*"'(1) = {x = (z1,--- ,xz,) ER" : |z| =1} é u
variedade Riemanniana. Com efeito, basta definirmos a métrica g como g(u, )
(u,v) onde u,v € T,S" 1.

Exemplo 6 O espago hiperbolico H". Considere a variedade diferencidvel U = R},
com a cartai:U CR" —U. Dadop e U, p=(x1, - ,p), sejam v,w € Tyl = R".
Definimos

1
hy(v,w) = x—2<v, W)Rn -
n

Vé-se que (U, h) := H™ é uma variedade riemanniana denominada espago hiperbélico.

Definigao 4 Sejam (M™, gam) e (N, gnr) variedades Riemannianas de dimensdo n.
Um difeomorfismo f : M™ — N é chamado uma isometria se

gm(u, v)p = g (dfp(w), dfp(v)) 5 () (1.1)

2



para todo p € M, u,v € T,M".

Definigao 5 Sejam M"™ e N™ variedades Riemannianas. Uma aplicagio diferencidvel
fiM™ = N™ ¢ uma isometria local em p € M" se existe uma vizinhanga U C M™
de p tal que f : U — f(U) é um difeomorfismo satisfazendo (1.1). Dizemos que a
variedade Riemanniana M™ é localmente isométrica o variedade Riemanniana N™ se
para todo p € M" existe uma vizinhanga U, C M™ de p e wma isometria local f : U —

fu) c N

Definigao 6 Seja M"™ uma variedade diferencidvel. O fibrado tangente de M™ € o
espago TM"™ = {(p,v) : p € M", v € T,M"} = UpeM" T,M", onde | | é a unido
disjunta. TM™ possui estrutura de variedade diferencidvel. Seja {(Un, Po)a @ estru-

tura diferencidvel de M™. Indicaremos por {x%,--- , 2%} as coordenadas de U, e por
{aia, cee %} o referencial local associado. Para cada o, defina
¢ oxy

B, Uy x R" - TM",
por

n
0
« « «a @ 2
(Da($17"' y Ly, ULyt 7“11) = (@a(mlf" axn)a ula a)
i=1 i

Definigao 7 Uma conexao afim ¥V em uma variedade diferencidvel é uma aplicagio

)

VX (M) x X(M) = X(M)
(Xa Y) = VXY»

satisfazendo as sequintes propriedades
1. Visxeg)Z = fVxZ +gVy Z;
2.Vx(Y+2)=VxY+VxZ;
9. Vx(fY) = fUXY + X(fY),

onde X, Y, Z € X(M) e f,g € C®(M™).

Definigao 8 Uma conexdo V em uma variedade Riemanniana M™ é compativel com
a métrica se, e somente se,

X(Y, Z) = (VxY, Z) + (Y, Vx Z),
para todos X,Y,Z € X(M).

Definigcao 9 Uma conezdo afim V em uma variedade diferencidvel M™ é dita simé-
trica quando
VxY -VyX =[X,Y],

para todos X, Y € X(M), onde [X,Y] denota o colchete de Lie dos campos X e Y.



Em um sistema coordenado (U, p), se X; = %, o fato de ser V simétrica implica
que para todo i, =1,2,--- ,n,

V. Xj — Vx,Xi = [X;, X;] = 0, (1.2)

Teorema 1 (Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana M™, com métrica g =
(,), existe uma unica conexdo afim V em M™, denominada conezxdo de Levi-Civita, ou
conexdo Riemanniana, satisfazendo as condigies

1. V € simétrica;
2. V é compativel com a métrica Riemanniana g.

Definigao 10 Sejam M"™ uma variedade Riemanniana com métrica g = (,), conexio
Riemanniana V e um sistema local de coordenadas (U, ). Denominamos as fungoes
Ffj definidas em U por Vx, X; =, I‘ijk de coeficientes da conexdo V em U ou os
stmbolos de Christoffel da conexdo. Um calculo simples nds permite concluir que

ST g = - S, ,9 _9
z ijglk—2 6$i91k axjgkz axkgz]a

onde 9ij = <X“XJ>

Como a matriz (gk,,) admite inversa (g¥™), teremos que
1 0 0 0
TP =" g+ 2—gki — 5—0ij 09" 1.3
29 2 - {8$ng+ aa:]gk al'kgj}g ( )

A equagdo (1.3) é a expressdo classica dos simbolos de Christoffel da conexdo Rie-
manniana em termos dos g;;. Assim, para o espago Euclidiano R", teremos Ffj = 0.

Defini¢ao 11 A curvatura R de uma variedade Riemanniana M™ é uma correspon-
déncia que associa a cada par XY € X(M) uma aplicagio de R(X,Y) : X(M) —
X (M) dada por

R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ —-Vxy|Z,
para todo Z € X(M) onde V é a conexdo Riemanniana de M™.

Observe que se M™ = R", entdo R(X,Y)Z = 0 para todo X,Y,Z € X(R"). Em
termos de um sistema de coordenadas (U,xz1,---,x,) em torno de p € M™. Seja

X, = 8%1-' Como [X;, X;] = 0, obteremos

R(X;, X)Xy, = Vx,Vx, Xi — Vx,Vx, Xp.



E ainda, sendo Vx, X = >, Féle e Vx, Xp =) I‘;le, teremos
R(Xi, X)Xy = Vx,Vx, X — Vx,Vx, X} = Z V. I X =Y vy TL X
1

= Z IL)Xo+ TV, X)) — Z[Xj(rék)Xl + T3V, Xi]
!

_Z[ Xl—l-ijZF”X — X,( L)X, — WZFJZX]
0
=2 [8%( 1)~ gy i) + 2 (rers - Fﬁkl“j.l)] X,
s l

Proposi¢ao 1 A curvatura R de uma variedade Riemanniana satisfaz as sequintes
propriedades

1. R e C®(M")-bilinear em X (M) x X (M), isto é,

R(le + gXQa Yl) = fR(X17Y1) + gR(X27 ifl)a
R(X1, fY1 +gY2) = fR(X1, Y1) + gR(X1,Y2),

para todo f,g € C®(M™), X1, X0,Y1,Ys € X(M).

2. Para todo par X,Y € X (M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X (M) é
C>°(M™)-linear, isto é,

R(X,Y)(Z+W) =R(X,Y)Z + R(X, Y)W,
R(X,Y)(fZ) = fR(X,Y)Z,

para todos f € C°(M™), Z,W € X(M).
3. Vale a primeira identidade de Bianchi.

R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0. (1.4)

4. Para todo X,Y,Z, T € X(M) valem as sequintes propriedades de simetria
(

v (R(X,Y)Z,T) + (R(Y,2)X,T) + (R(Z, X)Y,T) =
v (R(X,Y)Z,T) = —(R(Y,X)Z,T)
v (R(X,Y)Z,T) = —(R(X,Y)T, Z)
v (R(X,Y)Z,T) = (R(Z,T)X,Y).

1.2 Imersao e mergulho

Definigao 12 Sejam M™ N variedades diferencidveis. Uma aplicacio diferencidvel
(suave) f: M™ — N™ é uma imersdo se df, : TyM™ = Ty, ) N™ € injetiva para todo
pE M.



Definicao 13 Seja f : M™ — N"t* uma imersao. Se N" tem uma estrutura Rie-
manniana, f induz uma estrutura Riemanniana em M™ por

(u, v)p = (dfp(u), dfp(v»f(p),Vu, veTpM"

A métrica de M™ ¢é chamada entdo a métrica induzida por f, e f torna-se, entao,
uma tmersao 1sométrica.

Definigao 14 Sejam M™ N™ wvariedades diferencidveis e uma aplicagdo suave ¢ :
M — N O par (M™,¢) é uma subvariedade de N" se ¢ for uma imersio inje-
tiva. Equivalentemente, uma variedade diferencidvel M™ é uma subvariedade de uma
variedade diferencidvel N™ desde que

1. M™ & um subespago topologico de N'™;

2. A aplicac¢do inclusdo i : M™ — N™ é suave e em cada ponto p € M™ e sua
aplicacao diferencial di,, é injetiva.

Observagao 3 Seja M™ uma subvariedade de N™. Entio

i. Se f : M™ — P é uma aplicagcio suave (P wvariedade diferencidvel), entdo a
restri¢ao de flpn de f em M™ € suave, pois fan € exatamente foi (ou fod);

it. Sei: M™ C N™ é uma subvariedade de N™, é usual identificar-se o espago
tangente T, M™ como um subespago de T,N™ para cada p € M" (isto €, T,M" ~
dip(TyM™) );

ii. Se ¢ : P — N € uma aplicagio suave (P variedade diferencidvel), tal que ¢(p) C
M™, entdo a aplicagio induzida ¢ : P — M™, com ¢(z) = ¢(x) para todo x € P,
€ suave.

Defini¢ao 15 Sejam M™ N wvariedades diferencidveis. Uma aplicagdo suave ¢ :
M™ — N™ é um mergulho se ¢ for uma imersio e ¢ : M"™ — p(M™) C N™ for
um homeomorfismo sobre a imagem, munida da topologia subespago.

Portanto, ¢ : M™ — d(M™), com ¢(p) = ¢(p), é wma aplicagdo aberta sobre
d(M™), munido com a topologia subespago.

Subvariedades e mergulhos estao intimamente relacionados, se M™ é uma suvarie-
dade N'™, entdo a aplicacdo inclusdo i : M™ C N'™ & um mergulho.

Exemplo 7 Dados m < n inteiros positivos o exemplo cldassico de mergulho ¢ a apli-
cagdo f:R™ — R™ dada por f(x1, - ,&m) = (X1, ;Zm,0,---,0).

Definicao 16 Sejam M™ uma subvariedade de wma variedade N, com X € X(N).
Dizemos que X € um campo vetorial tangente o M™ quando X (p) € T,(M™) para
todo p € M.

Proposigao 2 Sejam M"™ uma subvariedade de uma variedade N, e XY € X(N)
sao tangentes a M™. Entao

1. a restri¢cio X |}, de X a M™ é wm campo suave em M", isto €, X|}, € X(M);

2. Além disso, [X,Y] € tangente a M" e [X,Y]|pmn = [X|pn, Yarn].



Lema 1 T{;, ;(M™xN™) € a soma direta dos seus subespagos de T(, pyrn € T(p pN™;
isto €, cada elemento v € Ty o) (M™ x N™) tem wma tinica expressao como v = vy + 3
onde vy € T(p oM™ e vy € T, g N™.

1.3 Operadores diferenciaveis

Definicao 17 Sejam M™ uma variedade diferencidvel, p € M™ e U uma vizinhanga
de p onde € possivel definir campos de vetores ey, - e, € X (M), de modo que em
cada q € U, os vetores {e;(q)}i=1,... n formam wma base de T,M™.

Diremos, neste caso, que {e;(q)}i=1,..n é um referencial movel em U. Se o
conjunto de campos ey, e, € X (M) sao dois a dois ortonormais, entdo dizemos
que {ei(q)}i=1,... n € um referencial ortonormal em M™.

Definigao 18 Seja f : M™ — R uma fun¢io suave. O gradiente de f é o campo
vetorial suave Vf € X (M), definido sobre M™

(Vf, X) = X(f), (1.5)
para todo X € X(M).

E imediato, a partir da definicdo acima, que o gradiente de uma funcdo suave é
unicamente determinado por (1.5). A existéncia é assegurada pela proposi¢ao a seguir.

Proposi¢ao 3 Seja f : M™ — R uma fungio suave e {ey,--- ,e,} um referencial
ortonormal local em uma vizinhanca aberta U C M™. Entao, em U temos

V=Y ei(fe;, (1.6)
j=1

e o seqgundo membro da igualdade acima € independente do referencial escolhido. Além
disso, quando M"™ = R™ podemos tomar, para 1 < i < n, e; = E; o0 i-ésimo campo
candnico em R™. Desse modo

_NmipE S Mg (0 9f
Vf—;Exf)Ez—ZaxiEz—(aml, ,8%).

i=1

Portanto, nossa defini¢io de gradiente de uma fung¢do concorda com a dada nos
cursos de cdlculo diferencial e integral para fungoes suaves f : R™ — R.

Proposigao 4 Se f,g: M™ — R™ sao fungdes diferencidveis em M™, entdo
L V(f+9)=Vf+Vy;
2. V(fg) =gVf+[fVg.

Proposigao 5 Seja f : M™ — R uma fung¢do diferencidvel. Dados p € M™ e v €
T,M", seja a: (—€,€) = M™ uma curva suave tal que a(0) = p e &/(0) = v. Entdo

(Vo) = S(Foa)t)] =)

t=0



Em um sistema local de coordenadas o campo gradiente pode ser reescrito da se-
guinte forma.

Proposigao 6 Se f : M" — R ¢ uma fun¢ao suave e U C M"™ é uma vizinhanga

coordenada, com campos coordenados 0%_1, e ,%, entao o gradiente de f é dado por
n

L Of D
= v
Vf ZQ 8333-83:1-'

i,j=1

Exemplo 8 Se M"™ =R" tem-se que g;; = 6;; sao os coeficientes da métrica euclidiana
¢,

N O0f O ~0f 0
= = =

ij=1

Defini¢ao 19 Seja X um campo vetorial suave em M™. A divergéncia de X € a
fun¢ao suave div: M™ — R em M"™ dada por

(divX)(p) = tr(v — (Vo X)(p)),
onde v € T,M™ e tr denota o trago do operador linear entre chaves.

Dizemos que um referencial ortonormal {ej,---,e,} em um aberto U C M" é
geodésico em p € U se (V.,e;)(p) = 0 para todos 1 < 4,5 < n.

Proposi¢ao 7 Seja X um campo suave em M™ e {e1, - ,e,} um referencial ortonor-
mal em wma vizinhanga aberta U C M™. Se X = 2?21 a;e; em U, entao

divX =) “(ei(a;) — (Veses, X)). (1.7)
i=1
Em particular, se o referencial for geodésico em p € U, entdo temos em p que
divX = Z ei(a;).
i=1

Exemplo 9 Para M" =R" e 1 < i <mn, podemos considerar e; = E;, 0 i-€simo campo
candnico em R™. Como tais campos formam um referencial geodésico em cada ponto

de R", tem-se
divX =Y Ei(a) = aZ-’
K3

i=1 =1

a qual concorda com a definicao dada usualmente nos cursos de cdlculo diferencial.

Proposicao 8 Se X,Y sdo campos vetoriais suaves em M™ e f : M™ — R é uma
fun¢do suave, entdo

1. div(X +Y) = (divX + divY);
2. div(fX) = fdivX + (Vf, X).



Para obter a expressao de divX em um sistema de coordenadas arbitrario, comece-
mos com o seguinte.

Lema 2 Seja X um campo vetorial suave sobre M™ eUd C M™ uma vizinhanga coorde-
[é) 1o} _ n .0

nadiz com campos ‘coordenados TR et Se X for dado emU por X =", iz

entdo a divergéncia de X € dado por

divX =Y S5+ 3 aly), (1.8)
i=1 tog=1

onde os Ffj sdo os simbolos de Christoffel da métrica de M™ em U e a; € C°(M™),
1=1,---,n.

Definigao 20 Sejam M"™ uma variedade Riemanniana e f : M"™ — R uma fungio
suave. O Laplaciano de f é a funcao Af : M™ — R dada por

Af = div(V). (1.9)

Proposicao 9 Seja f : M™ — R uma fungdo suave e {e1, - ,e,} um referencial
ortonormal em um aberto U C M™. Entdo

Af = (eilei(f) = (Vees(£))- (1.10)
i=1
Em particular, se o referencial for geodésico em p € U, entdo temos em p que
Af = eileif)).
i=1

Definigao 21 Dizemos que o operador L definido por

n

Lu:= Y a¥(x)uze, + Y ' (2)ua, + c(z)u, (1.11)
=1

4,j=1

onde u € C?(Q) e os coeficientes a™ bi,c : Q — R sio funcoes dadas. Q C R™ é um
congunto aberto e limitado; é eliptico no ponto x € Q) se a forma quadrdtica associada
a matriz A(x) simétrica definida por

all(z) al’n(x)

Ay =] . (1.12)

€ positiva definida, isto é, se A\(x) denota o menor autovalor de A, entdo

n

D a(@)6& = M)l >0

4,j=1

para todo £ = (&1, ,&,) € R™"\{0}. O operador ¢é eliptico em € se for eliptico em
cada ponto de ). Finalmente dizemos que L é uniformemente eliptico em {2 se existe
um 0 > 0 tal que A(x) > 6y para todo x € Q.
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Teorema 2 Seja L um operador uniformemente eliptico no aberto limitado @ com
c=0em Q. Seue C?*(Q)NC(Q), entdo valem os sequintes itens:

1. Se Lu > 0 em €2, entdo

max u(x) = max u.
zeQ €052

2. Se Lu <0 em Q, entdo

minu = min u.
z€Q €N

Observagao 4 Tal vez seja importante fazer mencdao da relevincia das hipdteses do
teorema acima. Mais especificamente, salientamos que a conclusdo do teorema pode
nao ser vdlida em cada uma das situacoes abaizo:

i. Se Q nao € limitado, basta considerar Q@ = R x (0,7), Lu = Au e a fun¢ao
u(z,y) = e”sin(y).

it. Se ¢ £ 0, bastando para isso considerar Q = (0,27) x (0,27), Lu = Au+ 2u e
u(z,y) =sinxsiny.

i1i. Se os coeficientes do operador ndo sao limitados, bastando para isso considerar
Q= (-1,1) CR, Lu=u" + b(x)u/, com

b(z) = {i, sex #0,

0, sex =0,

e a fungio u(z) = 1 — .

No que segue, vamos considerar uma versao do teorema acima para o caso em que
o termo de ordem zero c(x) é ndo positivo. Antes porém, lembremos que v :  — R é
uma funcdo qualquer, entdo a parte positiva u™ e parte negativa u~ definidas por

ut (z) := max{u(z), 0}, u” (x) := max{—u(z),0},

para x € €. Observe que as duas fungoes acima sdo ndo negativas e que, além disso,
valem as seguintes igualdades

lu| = ut +u™, u=u" —u".

Teorema 3 (Principio do méaximo fraco.) Seja L um operador uniformemente elip-
tico em Q com ¢ <0 em Q. Seue C*(Q)NC(Q) , entdo valem os sequintes itens:

1. Se Lu > 0 em Q, entdo

maxu < maxu’.
fol J9)

Q

2. Se Lu <0 em Q, entio
minu > —maxu~ .
Q a0

3. Se Lu =0 em Q, entio
max |u| = max |u|.
Q oQ

10



Teorema 4 Se L é uniformemente eliptico em Q com ¢ <0 ,entdo o problema

Lu =f em €,
u =g em 0N

possui no mdzimo uma solugdo em C*(Q) N C(Q).

Teorema 5 (Principio de Comparagao) Se M; e My sdo dois hipersuperficies tipo-
espago (nao necessariamente constantes) com curvaturas médias Hy e Ho respectiva-
mente e se My estd localmente acima de My e perto de um ponto p, entdo Hy(p) >

Hs(p).

Lema 3 (Lema de Hopf) Seja M uma variedade Riemanniana orientdvel, compacta
e conexa. Seja f uma fungio diferencidvel em M com Af > 0. Entao f é constante.
Em particular, as fungoes harmonicas em M, isto €, aquelas para as quais Af =0 sao
constantes.

Observagao 5

i. Se xg € OB é um ponto de mdximo local e existe g—;‘(xo), entdo € sempre verdade
que
0 hn) —
u im u(xo + hn) — u(xg) >0,
87] h—0— h

independente do sinal de Lu.

ii. Sob as hipdteses do lema, mesmo quando ndo existe a derivada normal no ponto
Zo, a demonstragdo a sequir mostra que para toda diregao exterior v que (v,n(xg)) >
0, vale

lim inf ulzo + hv) — u(wo)

> 0.
h—0— h

Teorema 6 (Principio do Méaximo Forte.) Seja Q@ C R" um aberto limite e co-
nexo, L um operador uniforme eliptico em Q com c# 0 e u € C%(Q) N C(Q). entdo

1. Se Lu >0 em Q e u atinge mdzimo em ), entao u é constante em ).

2. Se Lu <0 em Q e u atinge minimo em (Q, entdo u € constante em €.

No caso em que ¢ < 0 vale o seguinte:

3. Se Lu > 0 em Q) e u atinge mdzimo nao negativo em ), entdo u € constante em
Q.

4. Se Lu <0 em Q e u atinge minimo nao positivo em 2, entdo u € constante em
Q.

Observagao 6 Note que o teorema acima vale para dominios ilimitados. A elipticidade
uniforme e a limitacao dos coeficientes nao € essencial. De fato, basta que as fungoes

S al(m) = b)) @)
Jzzzl AMzx) ;A(x)’ Az)

sejam limitadas em toda bola fechada contida em ), em que A(z) é o menor autovalor
da matriz A(z) = (a¥(x)).
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O resultado abaixo é um principio de maximo geral para o operador L sem restri¢oes
no sinal de ¢(x).

Teorema 7 Suponha que L é uniformemente eliptico no conexo €2 e que existe w €
C?(Q)NCHQ) tal que w >0 em QL e Lw < 0 em Q. Dada u € C*(Q) N C(Q) temos
que

1. se Lu>0e

assume mdximo nao negativo em ) entao L é constante em 2.

u u
w w

2. se Lu <0 e ;> assume minimo nao positivo em §) entdo .- € constante em ).

1.4 Variedades Semi-Riemannianas

Apresentaremos aqui algumas conhecimentos que estdo intimamente relacionados
com 0 nossos objetos de estudo.

Definigao 22 Seja V um espago vetorial real de dimensdo finita. Uma forma bilinear
b=1{(,):VxV =R é uma aplicagdo que satisfaz:

1. Positiva definida, quando (v,v) > 0 para todo v € V' \ {0};
2. Negativa definida, quando (v,v) < 0 para todo v € V' \ {0};
3. Nao-degenerada, quando (v,w) = 0 para todo w € V implica que v = 0.

Se b é uma forma bilinear simétrica sobre V, um subespago W de V é dito ndo
degenerado se blyxw : W x W — R for ndo degenerada, que vamos denotar por by .

Definigao 23 O indice v de uma forma bilinear simétrica b em V € maior dimensdo
de um subespaco W de V' tal que blw € negativa definida.

Assim 0 < v < dimV e v = 0 se, e somente se, b é positivo definido. A funcio
q : V — R dada por ¢(v) = (v,v) é chamada a forma quadratica de b = (,). Em
alguns casos é mais conveniente trabalhar com ela do que com a prépria b, e nao ha
perda de generalidade pois b pode ser recuperada pela identidade de polarizacao

(1,0) = (gl +2) — alu) — a(v).

Se {e1,-- ,e,} € uma base para V, amatriz n xn cujas coordenadas sdo b;; = (e;, e;)
é chamada matriz de b relativa a a base ey, -+ ,e,. Uma vez que b é simétrica, esta
matriz é simétrica.

Lema 4 Uma forma bilinear simétrica é nio de degenerada se, e somente se, a matriz
relativa a wma base (e portanto a todas) é invertivel.

Falaremos um pouco sobre produtos escalares. Exibiremos algumas de suas propri-
edades importantes.

Definigao 24 Um produto escalar g em um espago vetorial V é uma forma bilinear
simétrica e nao degenerada sobre V.

12



Um produto interno é um produto escalar positivo definido. Quando V' = R"”, temos
o produto interno canénico definido por

u.v = E U;V; .
i

Muitas propriedades do produto interno valem para produtos escalares, porém al-
guns fendmenos novos surgem quando ¢ é indeterminado, isto ¢, g(v,v) = 0, mas v # 0.

O proximo exemplo nos mostra que mudando o sinal do produto escalar usual do
R? temos um exemplo de produto escalar indefinido.

Exemplo 10 Defina g : R? x R? = R dado por
g(u,v) = ugvy — ugvs.
Observe que g € simétrica e bilinear. Considerando a base {(1,0),(0,1)} do R?, temos

que g € ndao degenerado. Assim, g € um produto escalar indefinido e a sua forma

quadrdtica associada é dada por q(v) = u? — u3.

Definigao 25 Seja V' um espago vetorial com produto escalar e seja W um subespaco
de V. O complemento ortogonal de W ¢é o subespaco W de todos os vetores em V
que sdo ortogonais a todo vetor em W, ou seja,

W ={veV: (v,w) =0;Ywe W}

Os proximos lemas descrevem algumas propriedades da operacao L que sdo usados
em nossos estudos.

Lema 5 Se W é um subespaco de um espago com produto escalar V', entdo
1. dimW + dimW+ = n = dimV;
2. WHt =w;
3. Um subespaco W de V é ndo degenerado se, e somente se, V=W @& W+,
Ademais, indV = indW + indW+.

Lema 6 Seja e, ,e, uma base ortonormal de V. Entdo toda v € V € escrito de

maneira unica como
v = Zg(’l}, 61')61'.
i

Definiremos agora tensor métrico e o que vem a ser uma variedade de Lorentz.

Definigao 26 Um tensor métrico g em uma variedade diferencidvel M é uwm tensor
do tipo (0,2) simétrico, nao degenerado em M de indice constante. Em outras palavras,
g € TY(M) leva suavemente cada ponto p € M em wm produto escalar g, em T,M, e
o indice de g, ¢ o mesmo para todo p € TyM. Ou seja,

g:M— ‘IQ(M)
p— gp : TyM x TyM — R
(u,v)  — gp(u,v)
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é uma aplicagao suave tal que,
1 gp(u,v) = gp(v,u), Yu,ve€TM;
2. gp(u,v) =0, YveT,M, implica u=0;
3. ind(TyM) = ind(T,M),  Vp,g e M, comp #q.

Definigao 27 Uma variedade semi-Riemanniana é uma variedade diferencidvel
M munida com um tensor métrico g.

Observagao 7

i. O valor comum v do indice de g, em uma variedade semi-Riemanniana M é
chamado indice de M. Note que 0 < v < n = dim(M).

it. Se v =0, entdo M ¢é uma variedade Riemanniana. Neste caso, cada g, € um
produto interno em TpM.

iii. Quando v =1 en > 2, entdo M € dita wma variedade de Lorentz (ou espago-
tempo).

Exemplo 11 O exemplo bdsico de variedade Lorentziana € o espago R™ com a métrica
dada por:

n—1
<(.’1717 e ,xn)(yla e 7yn>> = Z TiYi — TnlYn-
i=1

Notacgao 1 Denotemos por g = {,) o tensor métrico.
Assim podemos escrever g(u,v) = (u,v) € R, para todos u,v € T,M e g(U, V) = (U, V)
e para U,V € X(M).

Para um sistema de coordenadas podemos escrever g sendo

g(U V)= (U, V)= g;;UV/,
0,J

de fato, se £ = z!,--- ,2™ & um sistema de coordenadas em U C M entdo as compo-

nentes de g em U sao
gij:<8,»,(’)j), Vi:1,~-~ ,n.

Assim, se V =3,v'0; e U= > u? d;, temos que

g(U,V) = (U,V) = gijV'Uj.
i,j
Como g é ndo degenerada temos que em cada p € M a matriz (g;;(p))nxn € invertivel
e a sua inversa é denotada por (g% (p))nxn. A férmula usual para a inversa de uma
matriz nos garante que as funcoes g;; sao suaves em U. Além disso, como g é simétrica
entdo g;; = gj; e consequentemente g*/ = ¢/%, para quaisquer i = 1,--- ,n. Finalmente
em U o tensor métrico g pode ser escrito como

g= Zgijdxi ® da’.

ij
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Assim, se U,V € X (M) temos

g(U,V) = gij(da’ ® da?)(U, V)

ij

= Z gijdz'(U).da? (V)
ij

= Z Gij Ui.Vj.
ij

Exemplo 12 Defina-se a sequinte métrica sobre a variedade R™, n € N:
(X, V)= fiX'Y'
i=1

onde X, Y € X(R") e f; € C°(R™). Esta métrica dota a R™ com uma estrutura de
variedade semi-Riemanniana. A métrica tem signais constantes sobre as regioes da
forma TI7_, (a;, b;) C R™ onde os intervalos (a;, b;) tem a propriedade que fi|(, »,) tem
sinal constante( o qual é +1 ou -1, ou constante igual 0). A métrica muda de sinal
nos pontos p = (x1,-+- , i, -+ ,&,) € R™ que possuim a propriedade que para algum
i€ {1, ---,n} estd no bordo do suporte da fun¢dio f;.

Exemplo 13 Seja v um inteiro tal que 0 < v < n. Entao R™ munido com o tensor

métrico
v n
- _ (%) Jqyd
(Up,vp) = E u'v' + E w v’
i jHv=0

de indice v nos da uma variedade semi-Riemanniana R}, chamado espaco semi-Euclidiano.

Observe que Ry = R", e para n > 2, R} € o espagco de Lorentz-Minkowski n-
dimensional.

Fixando a notagao
—1,se 1< <y
€ =
‘ 1, se v+1<j5<n,

entao o tensor métrico de R} pode ser escrito com
g= E e;dx' @ dx'.
i

Definigao 28 Seja M uma variedade semi-Riemanniana com métrica (,). Dizemos
que um vetor v € T,M é:

1. Spacelike (tipo-espago), se {(v,v) >0 ou v = 0.
2. Timelike (tipo-tempo), se (v,v) < 0.
3. Lightlike (tipo-luz ou nulo), se (v,v) =0 e v # 0.
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tipo tiempo

tipo espacio

Figura 1.1: vetores tipo-tempo, espaco e luz

el

3 espaci

Figura 1.2: vetores tipo-tempo, espaco e luz

Exemplo 14 Defina o : I — R? tal que o(t) = (cosht,t? sinht). Assim sendo o (t) =
(sinht,2t,cosht) é ainda (o/(t),a’(t)) = 4t> — 1. Portanto a curvatura € tipo-espaco

nos intervalos (—oo,—%) U (%,oo), é tipo-luz para t = :I:% e tipo-tempo no intervalo

(=3:3)-

Exemplo 15 Superficie tipo-tempo com curvaturas Gaussiana e media constantes iguais
a zero. Com curva tipo-tempo y vetor tipo-luz dados por:

7(8) = (07 COSh(S)7 Sinh(s))7 B = (_la 0, ]-)

16



Exemplo 16 Superficie tipo-tempo com curvaturas Gaussiana e media constantes iguais
a zero. Com curva tipo-luz y vetor tipo-luz dados por:

~(s) = (sin(s), cos(s),s), B = (1,0,1)

O conjunto {v € Ty,M;(v,v) = 0 v # 0} de todos os vetores nulos de T, M é
chamado cone nulo em p € M. Quando M é uma variedade Lorentz, os vetores nulos
sao chamados de tipo-luz.

Para cada p € M, seja

qg: oM —R
v— q(v) = (v,v),

a forma quadratica associada ao produto escalar (,). Temos que ¢ determina (,). Mas
observe que

a(fV) = (fV. fV) = fAV.V) = fq(V),
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para qualquer V € X (M) e toda f € C*°(M). Assim, temos que g ndo é C*°(M)-linear
e portanto nao é um campo tensor.

Definicao 29 Sejam M uma variedade semi-Riemanniana, p € M e o C T,M um
subespaco 2-dimensional nio degenerado de T, M. O numero

(R(v,w)v, w)

k(o) = (v, v} {w, w) — (v, w)?’

independente da base escolhida {v,w} de o e é denominado curvatura seccional de
M em p sequndo o.

Defini¢ao 30 A wariedade semi-Riemanniana M tem curvatura seccional cons-
tante quando, para cada p € M, os conjuntos k(o) da definigio acima independem do
subespago 2-dimensional nao-degenerado de o de T, M.

Observagao 8 Quando a dimensao de M > 3 e M tem curvatura seccional constante,
temos pelo teorema de Schur que o valor de k(o) € também independente do pontop € M
escolhido.

Definicao 31 Seja V um espago vetorial Lorentziano, isto €, um espaco vetorial
munido de um produto escalar de indice constante igual a 1. Temos o conjunto

T={ueV: (uu) <0}.

Definigao 32 Seja M uma variedade de Lorentz. Uma aplica¢do T, que associa a cada
p € M um cone tipo-tempo T, € T, M, é suave quando para cada p € M existem
uma vizinhanga aberta U, e v € X (U), tais que V(q) € T, para todo g € U. Caso uma
tal aplicagio T exista diz-se que M é temporalmente orientdvel.

Proposigao 10 Uma variedade de Lorentz M € temporalmente orientdvel se, e so-
mente se, existe um campo k € X (M) tipo-tempo definido em M.

De outro modo o resultado acima nos diz que nao importa se nos referimos a funcao
suave 7 ou ao campo vetorial tipo-tempo k. Assim, sempre que M for temporalmente
orientavel, a escolha de uma aplica¢gdo 7 como acima, ou de um campo vetorial tipo-
tempo k correspondente com ele serd denominada uma orientacdo temporal para M.

Observagao 9 Seja T uma orientagdo temporal para M eV € X(M).

1. Se V(q) € Tq, para todo g € M. Diz-se que V aponta para o futuro. Entdo sendo
k uma orientac¢ao temporal para M, temos que um campo vetorial tipo-tempo V
sobre M aponta para o futuro se, e somente se, (V, k) < 0.

2. Se =V (q) € Ty para todo g € M. Diz-se que V aponta para o passado. Entdo
sendo k uma orientacao temporal para M, temos que um campo vetorial tipo-
tempo V' sobre M aponta para o passado se, e somente se, (V, k) > 0.
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Exemplo 17 O espaco de Lorentz-Minkowski L"T1 é temporalmente orientado, pois

0

k’:a:

(1,0,---,0)

é um campo de vetores tipo-tempo globalmente definido em L"t!.
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Capitulo

2
Espaco de Lorentz-Minkowski

Neste capitulo vamos estudar as superficies do tipo-espaco compactas com
curvatura média constante no espaco tridimensional de Lorentz-Minkowski 3.
Sobre a hipdtese que o bordo de uma superficie é uma curva plana
obteremos uma estimativa para a altura da superficie desde que o plano IT
contém ao bordo. Demonstraremos que esta altura nao pode ser maior que
%ﬁ” sobre II, onde A e H denotam respectivamente, a area da superficie que
estd sobre II e a curvatura média da superficie. Além disso, a igualdade é
atingida se, e somente se, a superficie ¢ um dominio planar (com H = 0) ou

uma tampa hiperbdlica (H # 0).

2.1 Conceitos basicos

Consideremos B, = {E1, F», E3} como a base canonica de R3 tal que

Ey =(1,0,0), E»=(0,1,0), E5=(0,0,1).

Definicao 33 O espaco Lorentz-Minkowski > é o espaco métrico R3 munido a
métrica (,) a qual é definida como:

(u,v) = ugv1 + ugvy — ugvs,

onde u = (uy,us,us), v = (v1,v2,vs). Esta métrica é chamada de métrica Lorentziana.
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Observagao 10
i. A métrica Lorentziana é uma métrica ndao degenerada de indice 1.
ii. Denotaremos o espago Euclidiano 3-dimensional como L? = (R3, (,)).

ii. O espaco de Lorentz-Minkowski L2 também pode ser definido como o espago R3
munido com a métrica Lorentziana,

() = (d21)* + (dz2)* — (dzs)?,
onde x = (1,79, 13) sdo coordenadas candnicas de R3.

Definicao 34 Uma imersio suave x : M — L3 de uma superficie M é chamada tipo-
espaco se a métrica induzida sobre a superficie M ¢é definida positiva; isto €, a métrica
induzida pela imersao x é Riemanniana.

Neste contexto, as nogoes da primeira e segunda formas fundamentais e a curvatura
média, sao definidas do mesmo jeito que seria feito para uma superficie no espaco
Euclidiano.

Observagao 11

i. Neste trabalho estudaremos as superficies imersas tipo-espaco © : M — L3 com
curvatura média constante H. E bem conhecido que tais superficies sdo pontos
criticos da funcional drea para variagoes que preservam uma funcdo de volume
adequada. Por outro lado, na relatividade existe um interesse em encontrar fun-
¢coes sobre espago-tempo, tal que os conjuntos de nivel dessas fung¢des possuam
curvatura média constante.

1. A funcdo curvatura média poder ser usada como uma coordenada de tempo global
e fornecer um indicador do tempo o qual € importante no estudo de singularidades,
a positividade da massa e no estudo das radiagoes gravitacionais.

it5. Obteremos uma formula de monotonicidade da drea a qual da uwma dependéncia
da drea de uma superficie tipo-espago compacta com curvatura média constante
em L3 com respeito a altura da superficie.

Este trabalho esté dividido em 4 secoes:
A secgdo 2.2 é uma seccao preliminar, onde apresentaremos algumas defini¢Ges e nota-
¢oOes, estudaremos as propriedades basicas das superficies tipo-espago compactas com
curvatura média constante.

Na secc¢ao 2.3 vamos desenvolver o principio da tangéncia e obteremos uma estima-
tiva da altura de um grafo com curvatura média constante em funcao do diametro do
dominio. Finalmente o teorema principal sera apresentado na seccao 2.4.

2.2 Notagoes e preliminares

Ao longo desta secgdo, mesmo que no seguinte, vamos considerar que a dimensao
é arbitraria. Primeiro comecaremos com os conceitos basicos sobre hipersuperficies
tipo-espaco compactas com curvatura média constante. Além disso vamos a estabelecer
uma formula de fluxo para este tipo de hipersuperficies, a qual serd necessaria para a
demonstracao de nosso resultado principal.
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Denotaremos por L™*! o espago de Lorentz-Minkowski (n + 1)-dimensional, isto é,
o espago vetorial R™*! dotado com a métrica Lorentziana

() = (dz1)? + ... + (dwn)? = (dzn41)?,

onde z = (x1, ..., Tpn, Tn1) sd0 coordenadas canonicas de R 1.

Definicao 35 Uma imersdio suave v : M — L™ de uma variedade n-dimensional
conexa M é chamada de hipersuperficie tipo-espaco se a métrica induzida por x €
uma métrica Riemanniana sobre M. Denotaremos essa métrica como ().

Observagao 12 Se e, 1 = (0,...,0,1), para qualquer campo de vetores unitdirios N
de M tipo-tempo, entdo o produto (N, e, 1) nao pode-se anular em qualquer um dos
pontos. Fizemos uma orienta¢do na hipersuperficie tal que (N,eni1) < 0, isto é, N
aponta para acima. Dizemos entdo que N € futuro-dirigido. Vamos supor que M é uma
hipersuperficie tipo-espaco compacto. Como M ndo pode ser fechada em L™, entdo
a hipersuperficie M tem bordo nao vazio OM.

Definicao 36 Se I' é uma variedade fechada de dimensio (n — 1) em L™, entdo
dizemos que a aplicacio  : M — L1 é uma hipersuperficie com bordo T se a
restricio © : OM — ' é um difeomorfismo.

Proposigao 11 Seja M uma hipersuperficie tipo-espago isometricamente imersa no
espagod de Lorentz-Minkowski "1, Entio M admite um campo vetorial normal uni-
tirio N € X+(M) de vetores tipo-tempo. Em particular, M ¢é orientdvel.

Prova: Fixe um campo k € X(L"*!) que d4 a orientagdo temporal de L"*!, e
observe que, para todo p € M, o conjunto de todos os vetores tipo-tempo v € T,L" 1
é a uniao disjunta de C(k(p)) e C(—k(p)). Tome em cada p € M, um vetor unitéario
N(p) € T,M=*. Desde que N(p) é tipo-tempo, trocando N (p) por —N(p) se necessério,
podemos supor que N(p) € C(k(p)). Deste modo, definamos unicamente um campo
vetor normal unitario N sobre M, apontando para o futuro. Agora devemos mostrar
que tal campo N é suave. Fixe, entdo, p € M e tome um referencial movel {e;} sobre
uma vizinhanga aberta e conexa U, em M. Entdo N = k — 37 (k,e;)e; é suave e
normal a M em U, com

<N’j\7> = <N’k> = (k, k) _Z<kaei>2'

i=1

Mas (k, k) = Y (k,e;)>—(k, N)?, de modo que (N,N) = —(k,N)2 < 0. Portanto,
N(q) € C(k(p)) para cada g €U, e N = % ¢ um campo de vetores diferenciaveis em
M.
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Seja agora V° (respectivamente V) a notagio da conexao de Levi-Civita no L"*!
(respectivamente M). As formulas de Weingarten e Gauss para M em L"! sdo res-
pectivamente:

A(X) = -VYN

V&Y =VxY — (AX,Y)N

para todos os campos de vetores tangentes X,Y € X(M), onde A : X(M) — X (M)
denota o operador de Weingarten de M com respeito a escolha de uma orientagao
temporal N para M.

Definicao 37 A segunda forma fundamental o de M é:
o(X,Y) = —(V&Y,N)

onde X, Y € X(M).

Definigao 38 A curvatura média H de M é:

1 1 1 &
H=—t =——tr(4) = —— iy Ui 7N ’
~tro - r(A) - ;:1<U(U v;), N)

onde {v; : 1<i<n} éum referencial tangente suave ao longo de M.

Definicao 39 Dizemos que M é uma hipersuperficie com curvatura média cons-
tante, se a funcao H € constante em M.

Localmente uma hipersuperficie tipo-espago pode ser vista como o grafico de
uma fungdo u = u(x1,....,x,) : & C R®" — R, onde Q é um dominio de R™, com a
condic¢do |Du|? < 1 a qual significa que o grafico definido por u é tipo-espaco.

Exemplo 18 O espago hiperbélico H(r) é uma hipersuperficie tipo-espago em L1
com curvatura média constante. De fato, inicialmente observe que H(r) = f~1(0),
onde f : L' — R € a fungdo diferencidvel definida por f(zx) = (x,x) +r%. E imediato
verificar que zero € wm valor reqular de f, onde seque que H(r) € uma hipersuperficie de
LY. Agora, dado p € H(r), seja o : (—¢,¢) — H(r) uma curva suave tal que o(0) = p
e o/(0) = v, onde v € T,H(r). Note que, para t € (—¢,€) tem-se que {a(t),a(t)) = —r?.
Derivando esta iltima igualdade obtemos que (a(t),d/(t)) = 0 e, em particular, fazendo
t =0, seque que {p,v) = 0. Com isso, seque que os vetores posi¢io e normal estio na
mesma direcdo para cada p € H(r). Agora, observe que temos a sequinte descomposi¢ao
em soma direta

Lt = T,H(r) & (T,H(r)) " (2.1)

para todo p € H(r). Como H(r) é uma hipersuperficie e o produto escalar (,) tem indice

1 em (TPH(T))L, concluimos de (2.1) que o indice de (,) em T,H(r) é zero. Portanto,
H(r) é uma hipersuperficie tipo-espago em L" 1. Observe que N(p) = (l)(p) para todo

T
p € H(r) é um campo de vetores tipo-tempo unitdrios e normais a H(r) e, com isso, o
operador de Weingarten de H(r) ¢ dado por A(X) = —(1)(X), para todo X € X(H).
Disto, concluimos que a curvatura média de H(r) é dada por H = 1 que ¢ constante.

r
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Definicao 40 A orientacao futuro-dirigida é:

N PwD oy <o (2.2)

/1= [Dul?’
Assim temos que, a primeira e segunda forma fundamental de M sdo dadas respec-

tivamente por:
uij

/1 —|Dul?’

gij = 0ij — wiuj, Ajj =

onde

U
u; = Dyu = — e uy; = D;Dju.

8.%1‘

Para os graficos de fungoes, a curvatura média H do grafico de u é expressado por:
n n
3
(1 —|Dul?) Zu“ + Z wiujug; = nH(1 — |Dul?)z,
i=1 i,j=1

esta aplicacao pode ser escrita alternativamente na forma divergente da seguinte ma-
neira:

div<$> = nH. (2.3)

/1 —|Dul?

No estudo de hipersuperficies do tipo-espago com curvatura média constante noés
estabeleceremos um resultado que serd necessario na prova do teorema principal.

Definicao 41 Seja x : M — L™ uma imersdo tipo-espaco de uma hipersuperficie
compacta no espaco de Lorentz-Minkowski L"!. Para um vetor arbitrdrio fizo a €
L+l defina-se a funcdo altura h: M — R relativa com a dada por

para todo p € M.

Observagao 13 Observe que se X € X(M), entio da compatibilidade da métrica seque
que Xp, = (Vz,a) + (2,V%a) = (X,a) = (X,at), onde a* ¢ a projecio ortogonal de
a sobre o fibrado tangente T M, isto €,
L

a~=a+ (N,a)N.

Portanto, da igualdade anterior concluimos que VH = a*. Agora, observe que
0=V%a=V%(at - (N,a)N) = V}at — V& ((N,a)N).
Logo usando a equacio de Gauss e Weingarten seque que
VxVH =—(N,a)AX,

para todo X € X(M). Assim, da expressdo anterior temnos que

Ah = —-nH(N,a),

onde H = —(%)trA € a curvatura média de M.
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Lema 7 (Férmula do fluxo) Sejam z : M — L™ uma imersao tipo-espaco de uma
hipersuperficie compacta com bordo OM e v o vetor co-normal unitdrio que aponta para
o interior ao longo de OM. Se a curvatura média H € constante entdo para qualquer
vetor fizo a € L™t temos:

H / det(z, 11, -, Tn_1,a)ds + / (v,a)ds =0, (2.4)

oM oM
onde {T1,--+ ,Th—1} € um referencial tangente unitdrio a OM. Se x(OM) estd incluido
num hiperplano Il = a*, com (a,a) = —1, entdo obtemos a formula do fluzo.
/ (v,a)ds = —nHvol(OM), (2.5)
oM

onde vol(OM) € o volume algebraico de OM.

Prova: Seja a € L"™! um vetor fixo arbitrario e (a, ) a fungdo altura definida sobre
M. Assim o gradiente de (a, z) é

V{a,z) = a’ = a+ {a, N)N,
onde a’ € X(M) é tangente a M e N é um campo vetorial normal sobre M. Logo
V{a,z)(X,Y) = V- V{a, X)(X,Y)
=(VxV{a,x),Y)
Vx(a+ {a, N)N),Y)

=
= (Vxa+ (a, N)VxN,Y)
= <a,N><VXN7Y>

Mas pela Formula de Gauss e Weingarten temos
V4N =VxN — (AX,N)N e VLN=-AX.
Dai —AX =VxN — (AX,N)N.
Logo

V{a,z)(X,Y) = (a, N)(—AX + (AX,N)N,Y)
= —{a, NY{AX,Y) + (a, NY{AX,N)(N,Y)
= —(a, N)(AX.Y).

Portanto o laplaciano de (a,x) é
Ala,z) = —(a, N)trA,

mas H = —trA. Assim, A(a,z) = nH(a, N).
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Logo

Ala

/ nH{a, N)dV = /
M M
/ dlvg dV
M
oM

(a,x) V>d8

= / (a,v)ds.

oM

Por outro lado, defina como a (n — 1)-forma
oa(Xla e 7Xn—1) = det(l'lea e 7Xn—17 a)7
onde Xy,---,X,,_1 € X(M). Usando a equagao de Gauss, temos

(vyea)(Xla o '7X7L—1) = det(Yr Xla te 7Xn—17a)
n—1
- Z<AXi7Y>det(anla o 7X7§71a Na X’i+1a e 7X7l717a)7

i=1
onde Y € X(M). Portanto a derivada exterior de 6, é

n

dea(le"' aXn) = Z(il)i(inaa)(le" a)?ia"' 7XTL)
=1

= ndet(Xy,- -, Xn,a).

Dai df, = —n(a, N)dV. Logo

/nH(a,N>dV:—H / det(z, Xy, , Xp—1,a)ds.
M

O qual demonstra a primeira afirmagcao.
Para demonstrar a segunda afirmacgao é suficiente verificar que

/ det(z, Xy, -+, Xp—1,a)ds = nvol(OM).

Como z(0M) & uma hipersuperficie fechada mergulhada no hiperplano tipo-espago II,
entao

vol(OM) :% /(x,n)ds,
oM

onde 1 é um vetor normal unitario apontando para fora de M em II. Observamos que
se {e1, - ,e,—1 é um referencial tangente positivamente orientado ao longo de M,
entdo {n,e1, -+ ,en_1,a} & orientado positivamente e det(n, ey, -+ ,e,—_1,a) = 1.
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Dai
aa(ela e 76n71) = det(mvela e 76n717a) = <IIT,’I7>

Assim temos

/ 0, = / det(z,e1, - ,en_1,4)ds
oM oM

- [t

oM
= nvol(OM).

Logo usando a primeira afirmagcao, temos que

Hnvol(OM) + / (v,a)ds = 0.
oM
O

Observagao 14 Em contraste com o caso Euclidiano, a equacdo (2.5) nao implica al-
guma restricdo sobre os valores possiveis da curvatura média. Por exemplo, se x(OM) =
S"=1 e M é uma hipersuperficie compacta imersa no espaco Euclidio limitada por S*—!
com curvatura média constante H, entdo a formula do fluxo implica que 0 < |H| < 1.
Porem, no caso dos espacos de Lorentz-Minkowski, a familia de tampas hiperbolicas

Dy={z el (z,2) = -X\2,0 < 2,11 < V1+ A2},

com A € Rt, descreve uma familia de hipersuperficies compactas tipo-espagco em L"+!
1

limitadas por S*~ ' e com curvatura média constante Hy = 5
Observagao 15 A chamada formula de fluxo pode ser interpretada como o equilibrio
fisico entre as for¢as de tensdo superficial de M a qual age ao longo do bordo com a
for¢ca de pressao que age sobre o dominio limitado por OM. Mais generalmente, se
cortamos M numa cole¢io de abertos, entdo a tensao superficial ao longo dos cortes e
a pressao nas tampas deve ser equilibrada.

No que segue da seccao vamos estudar os hiperplanos hiperbdlicos e a importancia
deles no enfoque Lorentziano. Agora vamos revisar a construcdo de tais hipersuperficies.

Definicao 42 Para cada p > 0 e p € L™, definimos os hiperplanos hiperbdlicos
como:

H,o(p) = {w e L™ (z — p,x —p) = —p°}.

Logo cada hipersuperficie tem exatamente dois componentes

Hp(p) =H (p) UH, (p)
={zecH,(p): (x—p,ent1) >0} U{z € H,(p): (x —p,ent1) <0}

2

Com a orientagdo futuro-dirigida, a curvatura média de H} (p) é % edeH, (p) € f%.
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Definicao 43

1. Chamamos de tampas hiperbdlicas as pe¢as compactas de hiperplanos hiperbo-
licos cuja fronteira é uma (n — 1)-esfera, isto €, as hipersuperficies compactas que
derivam da interseccao de Hf (p) e H, (p) com hiperplanos horizontais. Ezata-
mente para cada p € L™ e r > 0 considere o disco:

D’r(p) = {(xlv e 7x’n30) € ]L’ﬂ"rl : (1’1 _p1)2 +oeee (.’L'n _Pn)2 < T2}'
2. Chamamos de tampa hiperbdlica superior H/Jj (p,7) G pega de 7—[2‘ (p) que fica no
cilindro {(x1, -+ ,Tp, Tpy1) € R (21—p1)2 4+ +(2p—pn)? <72, 241 € R}

8. Chamamos de tampa hiperbolica inferior 1, (p,r) a peca de H (p) que fica no

cilindro {(x1,- -+ ,Tp, Tpy1) € R (ml—pl)f—i—- A (Tn—pn)? <12, xpe1 € R}

As tampas hiperbolicas 7 (p, r) so as aplicagoes da fungdo uF definidas em D, (p)
como:

n
u;:(xla"' axn) = Pn+1 + p2 +Z(xl _pi)Qa
=1

com a condicao de fronteira:

ut = Pt £V F 2.

?loD, (p)

Ambas fungdes, e seus correspondentes graficos sdo utilizados como hipersuperficies
de barrera para estabelecer & altura de bordos e em estimativas do gradiente.

De fato, a inclinacdo de tais tampas hiperbdlicas em uma altura dada é um limite
superior para a inclinagao de qualquer comparacao da aplicacdo de curvatura média
constante, nas alturas correspondentes. Estas CP?-estimativas e Cl-estimativas tem
uma aplicacao imediata para a solutividade do problema de Dirichlet quando 2 é um
dominio convexo. De forma geral, Bartnik e Simon em [4] demonstraram a existéncia
e a regularidade para superficies com curvatura média prescrita e valor de fronteira (o,
desde que a funcao ¢ limite alguma superficie tipo-espago.

2.3 O principio da tangéncia e suas consequéncias

Nesta seccdo vamos expor o principio da tangéncia para superficies tipo-espaco
com curvatura média constante e obteremos alguns resultados os quais poderiam ser
interessantes por eles mesmos.

Teorema 8 Sejam Mi e My duas hipersuperficies tipo-espaco de L™ com a mesma
curvatura média constante (respeito a normal unitdria futuro-dirigida). Suponha que
sao tangentes em um ponto interior comum p e que My estd acima de My perto de
p, entdo elas coincidem en uma vizinhanga de p. O mesmo acontece se p é um ponto
comum no bordo com a hipdtese adicional que OM; e OMy sao tangentes em p.

Prova: Sejam u e v duas funcbes que sdo expressoes locais de duas hipersuper-
ficies tipo-espaco M, e M, de L"t!. Se M, e M, tem um ponto em comum
p = (p1, - ,Pns1) onde elas sdo tangentes, vamos dizer que M, fica acima de M,
perto de p quando u > v numa vizinhan¢a do ponto (p1,- - ,p,). Nos vamos supor que
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M, e M, tem a mesma curvatura média constante H. Dado que div(ﬂ) =nH

\/1—|Du|?
é de tipo eliptico quase-linear, a funcao diferencia u — v satisfaz a equacao eliptica linear
numa vizinhanga de (pi,--- ,p,) € portanto o principio do maximo de Hopf para equa-

¢oes lineares elipticas pode ser aplicado & diferenca v —v. Dai conclui-se o teorema. O

Observagao 16

i. Este resultado € mais forte que o principio de compara¢ao o qual estabelece que se
My e My sao dois hipersuperficies tipo-espago (nao necessariamente constantes)
com curvaturas médias Hy e Hy respectivamente e se My estd localmente acima
de My e perto de um ponto p, entio Hy(p) > Ha(p).

ii. O principio da tangéncia permite entender a estrutura da familia de hipersuper-
ficies tipo-espago compactas cuja funcdo curvatura média € constante. Para isto,
observe que para cada H € R, o espaco L™ pode ser foliado por hipersuperficies
tipo-espaco com curvatura média constante H, denominados:

v' Familia de hiperplanos tipo-espaco paralelo, se H = 0.
v Hiperplanos hiperbdlicos {H™ (teny1) 1t € R}, se H > 0.
H

V' Familia {H~ , (te,y1) : t € R}, se H < 0.
H

Como consequéncia do principio da tangéncia, estabelecemos dois resultados sobre
hipersuperficies tipo-espaco compactas. Primeiro consideremos a condicdo para que
uma hipersuperficie tipo-espaco compacta com curvatura média constante fique contida
num semi-espaco determinado por uma hipersuperficie umbilica.

Teorema 9 Seja M uma hipersuperficie tipo-espago compacta com curvatura média
constante H. Se o bordo OM de M estd incluido ou num hiperplano ou num hiperplano
hiperbolico 11, entao M estd completamente incluido num dos semiespagos determinados
por II.

Prova: (por contradigio)

Suponha que M possui pontos interiores em ambos lados de II. Primeiro vamos
demonstrar o resultado considerando a hipoteses que dM esta em um hiperplano II.
Este hiperplano debe ser do tipo-espacgo e além disso nés podemos assumir, sem perda
da generalidade que IT = {x € L"*! : (z,e,41) = 0}.

Considere a familia 11(t) = {x € L"*' : z,,; = t} de hiperplanos horizontais
paralelos. Dado que M é uma hipersuperficie compacta e tem pontos interiores sobre
II, entao existe to > 0 tal que:

II(t) N M =0 para todo t > to.

H(to) NM=10

em algum ponto interior comum. Logo o principio de comparacao implica que H < 0.
Lembrar que todas nossas hipersuperficies tem orientacao futuro-dirigidas. Mas pelo
principio da tangéncia descarta-se o caso H = 0 pois nesse caso, M estaria no hiperplano
II(to) o qual contradiz com que OM C II(0). Um argumento similar usando hiperplanos
II(¢) com valores negativos para ¢t mostra que H > 0, o que é uma contradicdo.
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Agora consideremos que o bordo M estd em um hiperplano hiperboélico. Depois
de uma homotetia seguida de uma isometria de L"*'. N6s podemos assumir que M
esté incluso em um hiperplano hiperbdlico superior 7—[1*(0). Novamente por contradicao,
assumindo que M tem pontos interiores em ambos lados de H{ (0). Considere agora a
familia HT(t@nJ,_l) de hiperplanos hiperbélicos superiores, isto €, translagoes verticais
de H{(0). Como M é uma hipersuperficie compacta, para um valor grande de t,
vamos dizer t;, H{ (tieny1) N M = 0. Agora, deslocando para baixo Hi (tieni1)
fazendo t diminuir de ¢; até 0. Ja que existem pontos de M que ficam sobre ’HT(O),
entdo para algum to > 0 teremos M N H (tpen11) # O em algum ponto interior e
MnN ’Hf(tenﬂ) = () para t > tg. Entao pelo principio de comparacdo tem-se que
H < 1. Mas se H = 1, o principio da tangéncia implica que M C ’HT (toen+1), 0 qual é
impossivel desde que os pontos de M nio estdo em MNH (tpe,11). Em consequéncia
H < 1. Fazendo o mesmo raciocinio com M N Hf (ten41) para t < 0, existe to < 0 tal
que M fica acima de MNH (t2e,,4+1) e ambas superficies sdo tangentes em algum ponto
interior comum. Agora o principio de comparagdo implica que H > 1. Evidentemente
isto é uma contradicao e portanto conclui-se a prova do teorema. O

Observagao 17 Usando os mesmos argumentos temos que:

i. Se a fung¢do curvatura média da M nao se anula e o bordo estd incluso em um
hiperplano 11, entao M estd em um dos dois hiperespagos fechados determinados
por II.

1. Assumindo que a curvatura média H ¢ constante e o bordo estd contido em um
hiperplano hiperbolico com a mesma curvatura média constante H, entdo M estd
incluso messe hiperplano hiperbolico.

Vamos concluir esta secgao estabelecendo como uma aplicagdao do principio da tan-
géncia, uma C%-estimativa da solugdo da equagdo (2.3). Como ja foi mencionado no
inicio, ndo é possivel obter uma C%-estimativa dependendo apenas de H. No seguinte

teorema, vamos a derivar uma estimativa da altura em termos de H e do didmetro de
Q.

Teorema 10 Sejam M um dominio compacto de R"™ com didmetroé >0 eu € C?()N

C(92) uma fungao cujo grifico tem curvatura média H (ndo necessariamente constante).
Se eziste uma constante ¢ > 0 tal que |H| < c¢. Entdo

1 1 1 1
nalglnu+<1—\/4+5202> Sugné%xu+c<—1+2\/4+52c2>. (2.6)

c 2

Em particular, se H =0, entdo

minu < v < maxu. (2.7)
o0 a0
Prova: Sem perda da generalidade suponha que  estd incluso no D,.(0) onde r = $

+ cujos graficos sdo as tampas hiperbolicas "Hf(O, r) com p =+

e fixemos as funcgoes v; o
Denotemos por M o grafico de u. As translagoes verticais de 'H;r (0,7) sdo as tampas
hiperbolicas de H (ten11,7). Transladando H[f(0,r) verticalmente para abaixo até

ser disjunto de M. Logo deslocando para acima 7—[;(0,7") até o primeiro to tal que
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7-[:{ (toen+1,7) alcanga M em algum ponto p. Entao:
+ .
Uplop,(0) = TRt

isto &,
to+Vp2+r2< Ira%nu. (2.8)

Assim noés temos duas possibilidades para aquele ponto p.

Caso 1 (p ¢ um ponto de tangéncia entre M e Hf (toeni1,7))-

Ja que a curvatura média de H}(toent1,7) € c e |H| < ¢, entdo o principio da
tangéncia afirma [H| = ¢, M C H/ (toeny1,7) € nos temos igualdade em (2.8) e conse-
quentemente em (2.6).

Caso 2 (p & um ponto no bordo onde ambas superficies M e H} (toen11,7) ndo sao
tangentes).

Nesse caso nos temos a igualdade (2.8), isto &, to+/p? + 72 = mingg u, e para cada
x € §) tem-se:

u(@) 2 v) (@) 2 vy (0) =to + p=minu+p— /12 + p2.

Assim (lembrando que 7 = $ e p = 1) temos a estimativa do lado esquerdo:
(@) > minu+ T /% 4
w(@) >minu+ - — 4/ — + =
) c 4 2
) 1 02¢2 +4
=minuy + — — —
a0 c 4¢2

1 1
=minu+ - — —Vd2c2 +4
0 c 2c
1 1
:nalgznu—i— 7(1— 5\/6202—#4).
c

De forma analoga, podemos demonstrar a outra desigualdade de (2.6) usando as
tampas hiperbolicas de H, (toent1,7).

Para o caso H = 0, tomando ¢ — 0. temos a desigualdade 2.7. Isto conclui a prova.
O

Como corolério pode ser interessante ressaltar o caso no qual a curvatura média é
constante e a fronteira esta contida em um hiperplano.

Corolario 1 Sejam 2 C R" um dominio suave com didmetro 6, H um nimero real e
u € C%(Q) N C(Q) uma solugdo de (2.8) com a condi¢io de fronteira u = o, a € R.

FEntao
1 1
lu—a| < (—1+2\/4+H252>

|H|

e a igualdade segue se, e somente se, o grifico de u € uma tampa hiperbdlica.

2.4 Prova do teorema

. . . . . .. HIA
Bartnik e Simon obtiveram uma estimativa similar a A < HIA 1 contexto dos

27
graficos.

31



A monotonicidade deles mede a variacdo da area da superficie que encontra-se no
dominio
S.(p) ={x cl®: (x —p,x—p) <r’}

Eles provaram que se o bordo de M satisfaz:
OMNS, (p) =0,

entao tem-se: i MNOS
lim drea(M N S (p)) =.
r—0 7‘2

Esta abordagem é baseada na férmula de co-area de Federer para a funcao altura,
uma férmula que mede o fluxo da superficie através do bordo, junto com a classica
desigualdade isoperimétrica no plano.

Teorema 11 Seja z : M — L2 uma imersdo tipo-espago de wma superficie compacta
com o bordo contido em um plano Il e com curvatura média constante H. Se h denota
a altura de M com respeito a II, entdo temos:

h< A

— 27_(_ b

(2.9)
onde A € a drea da regiao de M no plano T1. A igualdade ocorre se, e somente se, M
é um dominio planar (H = 0) ou uma tampa hiperbdlica (H # 0).

Prova: Comecaremos demonstrando que se a superficie é uma tampa hiperbdlica,
entdo a desigualdade (2.9) é valida:
Considere H, (0,7) com p = \Tlﬂ’ entdo

H;(O7T) C {-T € ]LB X3 Z —(‘T}II> \ﬂl +H2,’,2)} e
OH, (0,r) C{zel® : x3:7<ﬁ>m}‘
Seque que

(VI+HZ2 1)

H= , €
|H|
drea(H, (0,7)) = %(\/ 1+ H?r2 —1).

Considere M uma superficie satisfazendo as hipdteses do teorema 11. Seja a o vetor
unitario tipo-tempo futuro-dirigido em L3 tal que II = a*. Fazendo uma isometria do
espago ambiente e assumindo que a = e3 = (0,0,1) e Il = {x € L3 : (x,e3) = 0}.
Denote I' = £(0M). Se a curvatura média ¢ H = 0, entdo z(M) é o dominio planar
determinado por I'. Nesse caso, a altura é h = 0 e temos a igualdade em (2.2). Agora
considere H # 0; e a funcdo f : M — R dada por f(z) = —(z, e3) o qual mede a altura
de M respeito de II. No6s precisamos estimar a altura h da superficie, isto é, o niimero
h = max,eam f(p) > 0. Fazendo uso da férmula de co-area o raciocinio é e seguinte:

M@)={peM : fp)>t}, TE)={peM : flp)=t}

Denotando por A(t) e L(t) a area e o comprimento de M(t) e I'(¢) respetivamente.
Vamos calcular os pontos criticos da fungdo f. Como V{(z,e3) = e5 — (N,e3) N, entdo
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p € M & um ponto critico de f se |[Vf|*(p) = —1 + (N, e3) = 0, isto &, se N(p) = es.
Defina-se sobre M as fungdes g; = (N, e;), i = 1,2, onde e; = (1,0,0) e e2 = (0,1,0).
Portanto, o conjunto C de pontos criticos de f estd dentro de N7 N N>, onde

Ni={peM : (N(p)e)=0}, No={peM : (N(p)es) =0}

sao as lineas nodais de g; e go respetivamente.
Por outro lado, dado um vetor fixo a € L2, entdo a curvatura média H da imersio
x da a seguinte formula:

A(N,a) = (4H? +2K)(N,a) = trA*(N, a), (2.10)

onde A ¢é o laplaciano da métrica induzida por z e K é a curvatura Gaussiana de M.
Segue desta equacao que as funcoes g; e go satisfazem:

Ag; —tr(A?)g; = 0, i=1,2. (2.11)

Se as funcoes g; sao identicamente nulas, entdo N = e3 sobre M e a superficie seria
um dominio planar, isto € H = 0 o que contradiz a hipdtese. Assim, ou g1 ou gs sdo nao
triviais, pois as equagoes (2.11) sdo de tipo Schrodinger. Logo pelo teorema de Cheng
sobre linhas nodais temos que a linha nodal de g; tem um ntmero finito de circulos
imersos. Em particular sua medida ¢ 0 e também de C. Dai segue-se que A(t) é uma
funcao continua e a férmula de co-area diz:

1
Al(t) - — / det, te R,
®

onde dS; é o elemento da linha sobre o nivel I'(¢). Pela desigualdade de Holder temos:
2 1
L(t)? = ( / dSt) < / IV £]dS, / oS =AW / IVfldS,.  (2.12)
(1) r'(t) T(t) r'(t)
Além disso, temos que |V f| ao longo da curva I'(t) é:
[VFI? = =1+ (N,e3)? = (n,e3)*,

onde v; é o vetor unitario co-normal de M(t) ao longo de I' = dM(t). Como M(t)
estd acima do plano I1(t) = {x € L3 : —(z,e3) = t}, entdo sabemos que (v, e3) < 0.
Portanto:

IVflire = —(v,e3).

Dai pela equagao (2.12) temos:

L(t)? < A'(t) /<ut,e3>dst, teR. (2.13)

I(t)

Como M (t) é uma superficie compacta com bordo suave I'(t) para todo ¢ € R. Se
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t >0, I'(t) C II(t), logo pela formula de fluxo (2.5) temos que:
~ [ tnes)as, = 2imay o)
OM(t)
onde ag4(t) é a area algébrica da curva plana fechada I'(t). Assim de (2.13) temos que
L(t)* < —2|H|A'(t)|ag(t)]. (2.14)

Se t < 0, entdo OM C M(t) e assim I'(f) tem uma componente no plano II e
possivelmente outros em II(¢).

Denotemos por §4(t),--,€y,,(t) os dominios limitados determinados por II(¢) N
M(t) e seja a;(t) a area de Lebesgue do correspondente €2;(¢). Entao

ag(t) = €1a1(t) + - + €n,an, (1),
onde ¢; € Z é o nimero de ordem correspondente as curvas z(0€;(t)). Logo
lag(t)] < ler]ar(t) + -+ |en, |an, (t). (2.15)
Se L;(t) denota o comprimento de 99;(t), entdo temos que:
IL(#)] = [ex| La(t) + - - + |en, [ Ln, (),

o qual implica que
SLI) + -+ L2 (t) < L2(1). (2.16)

Dai pelas desigualdades (2.14)-(2.16) temos:
L)+ + e L2 (1) < —2\H|A’(t)(|el|a1(t) 4ot ‘ent|ant(t)>-

No6s usamos a desigualdade isoperimétrica no plano II(¢). Note-se que como TI(t) é
isométrico com o plano Euclidiano R?, entdo tal desigualdade é valida para tais planos.
Portanto 4ma;(t) < L2(t), mas |¢;| < €2, entdo temos que

2 < —|H|A'(t), para todo ¢ > 0. (2.17)
Integrando essa desigualdade desde 0 ate a altura h temos:

2nh < |[H|(A(0) = A(n)) = |H]A,

dai segue a estimativa (2.9).

Para finalizar a prova vamos analisar a igualdade em (2.9). Nesse caso temos igual-
dade em (2.12) e na desigualdade isoperimétrica. Assim |V f| é uma func¢do constante
sobre T'(t), entdo I'(t) é uma circunferéncia para cada t > 0. Porém de [5], as tni-
cas superficies tipo-espaco compactas de L3 com curvatura média constante nio nula e
fronteira limitada por uma circunferéncia sdo as tampas hiperbolicas. Isto mostra que
(M) é uma tampa hiperbolica e portanto conclui-se a demonstragéo.

O

Exemplo 19 Considere a superficie tipo espaco imersa em S3(1)t
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Uma consequéncia imediata do teorema 11 é o seguinte corolario.

Corolario 2 Seja © : M — L3 uma imersio como no teorema 11 excepto que o bordo

nao € planar. Denote por x3 a funcao altura sobre M dada por x3(p) = —(p, e3). Logo:
p p ¢ p p b, g
i H i H
min g drea(M)|H| < 23 < maxas + drea(M)| |
M 27 M 2w

Observagao 18

i. A interpretacdao do teorema 11 é: qualquer superficie tipo-espaco compacta M de
L3 com curvatura média constante e com bordo planar tem drea maior que a drea
de uma tampa hiperbolica com a mesma altura e curvatura média que M.

it. Um problema em aberto é a generaliza¢ao da estimativa (2.9) para dimensao ar-
bitraria. Conjeturamos que para uma hipersuperficie tipo-espago compacta M de
L™t com curvatura média constante H e cujo bordo esteja contido num hiper-
plano, seque a sequinte estimativa da altura h de M:

vol(M)|H|

Wn—1

h <

onde wy_1 € o volume da esfera unitdria de dimensio (n — 1).
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