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PREFACIO

Este livro foi escrito para ser utilizado no programa de educacéo a dis-
tancia da Universidade Federal de Minas Gerais na disciplina de Geo-
metria Analitica para a Licenciatura em Quimica. Com pequenas mo-
dificagbes, ele podera ser utilizado em outras licenciaturas do mesmo
programa.

Ele estad assentado na experiéncia de mais de trinta anos do autor em
ministrar ndo sé a disciplina de Geometria Analitica, mas outras disci-
plinas de Calculo, Histéria da Matematica, Algebra Abstrata e Geome-
tria Algébrica no Departamento de Matemadtica da Universidade Fede-
ral de Minas Gerais. Esta experiéncia talvez possa ser resumida em dois
principios basicos que orientaram a elaboragdo deste livro. O primeiro
é que se deve, no ensino da Matematica, respeitar a evolu¢io histdrica
dos conceitos, explicitando para o aluno como os conceitos evoluiram.
A idéia aqui é que as dificuldades que o aluno enfrenta em seu apren-
dizado sdo, muitas vezes, semelhantes aquelas que a ciéncia enfrentou
em sua evolucio.

O segundo é que a Matematica se articula sempre em torno de exem-
plos, da mesma maneira que a Quimica e outras ciéncias experimentais
se baseiam na experiéncia. Esta observag¢io é vélida, tanto nos estudos
mais elementares de matemadtica, como na pesquisa mais sofisticada.
Assim, procuramos desenvolver o texto enfatizando sempre o exemplo
em detrimento de um tratamento mais formal, que podera ser feito em
um segundo curso, se o aluno desejar se dedicar mais profundamente a
matemadtica. Tivemos sempre em mente que o livro se destina a cursos
a distancia. Dessa forma, o texto possui varias caracteristicas especi-
ficas para ser assim utilizado. Dentre elas chamamos aten¢io para as
seguintes:

1. Cada capitulo é aberto com os objetivos gerais daquele capitulo.
Recomendamos que o aluno leia-os inicialmente e volte a eles no
final certificando-se de que eles foram atingidos, e, se nio o forem,
tentar sanar a deficiéncia.



2. No decorrer do texto, existem exercicios. Eles foram incluidos com
o objetivo de testar o entendimento do assunto tratado anterior-
mente. E importante que o aluno faca esses exercicios, pois eles
sd0 nesessarios para o seu amadurecimento.

3. Ao final de cada aula, incluimos numerosos exercicios, ordenados
por nivel de dificuldade. E um pouco pessoal a escolha de quantos
exercicios fazer, mas o aluno deve fazer um numero suficiente pa-
ra se sentir seguro do contetdo a que eles se referem.

4. Ao final de cada aula, incluimos um teste para avaliar se o conheci-
mento daquela aula foi absorvido.

Finalmente, ao concluir esta apresenta¢io, gostariamos de agradecer ao
Ministério de Educagio e Cultura pela oportunidade de escrever estas no-
tas e a Prof.* Maria do Carmo Vila, coordenadora do programa de educagdo
a distadncia da UFMG, pelo convite para escrevé-las e pela sua eficiente
coordenacdo do programa. Gostaria de agradecer também ao colega Ha-
milton Prado Bueno, pelas discussées frutiferas que tivemos sobre o texto,
bem como por algumas sugestdes e corre¢des, e a Joana David Avritzer
que revisou parte do texto. Esperamos que elas possam ser tteis a esse
importante projeto de formacdo de professores, tio necessario ao desen-
volvimento de nosso pais.

Belo Horizonte, maio de 2006.

Dan Avritzer
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AULA N

Geometria Sintética e
Geometria Analitica

1.1 - GEOMETRIA SINTETICA E GEOMETRIA ANALITICA

A Geometria, como a entendemos hoje, surgiu na Grécia antiga
ha aproximadamente 2600 anos. Embora Euclides nado tenha sido
o primeiro gedmetra grego, sua obra, Os elementos, teve enorme
influéncia na histéria da Geometria e ainda hoje serve como exem-
plo, entre outras razdes, pelo grande rigor do seu método. Esse
método, conhecido como método axiomdtico, parte de defini¢des
e postulados tidos como evidentes e, utilizando as regras da 16-
gica formal, chega a fatos geométricos que estdo longe de ser evi-
dentes. Essa geometria, que pouco difere da geometria que todos
aprendemos no ensino fundamental, é conhecida como Geometria
Sintética.

A Geometria Analitica surgiu muito posteriormente, com Descar-
tes (1596-1650) no século XVIL. Em seu livro O discurso do método,
publicado em 1637, Descartes se propde a encontrar um método
capaz de resolver qualquer problema. Numa primeira etapa, ele
duvida de todas as coisas e depois procura aquelas verdades que
sdo claras e distintas. Em seguida, procura estudar as coisas desco-
nhecidas comparando-as com as verdades claras e distintas. Como
apéndices a O discurso do método, Descartes elabora trés aplicacdes
para ilustrar seu método: A geometria, A diéptrica e Os meteo-
ros. E em "A geometria"que Descartes inventa a nova geometria, a
Geometria Analitica.

Para Descartes as verdades claras e distintas, no caso da geometria,
sd0 0s segmentos que ele, como os gregos anteriormente, identifica
com os nimeros. Na consideracdo de um certo problema, diz ele,
devemos escrever a equagdo que liga os segmentos conhecidos aos
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Figura1.1: Asretasy = xey =x+1

desconhecidos e a partir delas resolver os problemas. Ele observa
que a geometria é "dificil"e a dlgebra "facil"e que seu método, nesse
caso, se limitava a resolver os problemas dificeis que os gregos
haviam proposto pela dlgebra, mais clara e facil de manipular.

Vamos considerar um primeiro exemplo simples.

Exemplo 1.1 Considere as retas dadas pela equagdes
y=x e y=x+1

Estamos interessados nos pontos do plano que satisfazem simul-
taneamente as duas equacgdes. Substituindo a primeira equac¢do na
segunda temos x = x +1 e logo 1 = 0! Logo as duas equacdes
ndo possuem solu¢des em comum. Nesse caso, a traducdo que
Descartes procurava da dlgebra para a geometria é que a auséncia
de solugdes em comum significa que as retas sdo paralelas. Veja a
Figura 1.1.

<

Antes de considerarmos um outro exemplo um pouco mais com-
plicado, vamos fazer uma revisdo da Geometria Analitica no plano.
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Figura 1.2: Bijegdo entre pontos do plano e pares ordenados

1.2 - REVISAO DA GEOMETRIA ANALITICA PLANA

O primeiro passo para iniciar o estudo da geometria analitica é ob-
servar que a reta pode ser posta em correspondéncia bijetiva com
os ntimeros reais, da seguinte maneira: escolhemos um ponto, cha-
mado origem, para representar o zero; escolhemos uma direcdo em
geral a direita para representar o sentido positivo e uma unidade,
que representa o nimero 1. A partir dai, pode-se mostrar que todo
ntmero real fica representado por um ponto da reta e que todo
ponto da reta representa um ntimero real.

Em seguida, para representar os pontos do plano, tomamos duas
retas, que chamaremos de eixos, que se cortam perpendicularmente
em um ponto. Este ponto serd a origem de um sistema de coorde-
nadas para o plano. Observe que podemos facilmente estabele-
cer uma bije¢do entre os pontos do plano e os pares ordenados de
numeros reais da seguinte maneira: dado um ponto P do plano,
baixando duas perpendiculares a partir do ponto aos dois eixos,
obtemos dois ntimeros reais. O primeiro, x, é chamado abscissa
do ponto, o segundo, y, ordenada. Podemos assim representar o
ponto P pelo par de nameros reais (x,y). Reciprocamente, dado
um par de numeros reais (a,b) obtemos um ponto Q do plano
como a intersec¢do das paralelas aos eixos, passando pelos pontos
a e b dos eixos. (Fig. 1.2)

Descartes ja havia observado que toda equagdo nas variaveis x, y,
f(x,y) = 0 descreve uma curva no plano. Por exemplo y = 2x + 3
descreve a reta que se obtém, dando valores para x e calculando os

13
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valores correspondentes para y. Observe:

x|1]2
y|5|7

Exercicio 1.2 Complete a tabela dando mais 11 valores para x e encontrando os valores
correspondentes para y. A seguir fagca um esbogo da reta y = 2x 4 3.

Se tomarmos a equagdo x> + y*> = 4 observe que cada valor de x,
—2 < x < 2 determina dois valores de y, por exemplo:

x| 0 1
y|+2|+V3

Exercicio 1.3 Complete a tabela dando mais 11 valores para x e encontrando os valores
correspondentes para y. A seguir faga um esboco da figura dada por x? + y*> = 4, que
neste caso é uma circunferéncia.

14

Toda equagédo f(x,y) = 0, do primeiro grau, determina uma reta e
toda equagao da forma x? +y? = a? determina uma circunferéncia
de centro na origem e raio a. O primeiro fato ndo sera estudado
aqui; estudaremos o segundo no préximo capitulo. Se vocé nunca
estudou Geometria Analitica anteriormente, estude a equagdo da
reta, por exemplo, no livro Matemitica, de Gelson lezzi e outros
autores, Atual Editora, Sdo Paulo, 2002, p. 544-551.

1.3 - RESOLVENDO A GEOMETRIA PELA ALGEBRA

Vamos considerar agora um outro exemplo para ilustar o que Des-
cartes queria dizer com resolver a geometria pela dlgebra.

Exemplo 1.4 Considere as retas do plano dadas por a;x + b1y = ¢1
e axXx + byy = ¢, que vamos supor distintas, com a; # 0 e by # 0.
Queremos saber se essas retas se interceptam e, em caso afirma-
tivo, em quantos pontos.

Para tratar este problema geométrico vamos considerar as duas
equagdes acima e considerar o sistema formado por elas:

mx+by =
@mx+by = o

Multiplicando a primeira equagao por a; e a segunda por 4; e sub-
traindo uma da outra temos:

axa1x + axb1y — ayaxx — a1byy = axcy — acy.
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Assim eliminamos x e obtemos:

(azbl — ﬂlbz)y = f2C1 — aA1C2

Temos duas possibilidades:

1. Se (aby — a1by) # 0, entdo obtemos uma tnica solugdo para
4201 —a162 _ bhioo—byg

o sistema, dada por y = 2= = Wb —aiby

. Se ayb; — a1bp, = 0 entdo, como estamos supondo as duas

2. Se ayb; — a1b 0 ent t d d
equagdes distintas, segue que ac; — ajc2 # 0 e o sistema nao
possui solugdo, é impossivel.

Podemos agora traduzir, neste exemplo, o que Descartes queria
dizer com resolver a geometria pela algebra:

¢ Se o sistema possui uma solugdo, isso significa que as retas
se encontram em um tnico ponto.

* Se o sistema ndo possui solucdo, isso significa que as retas
sdo distintas e paralelas.

Exercicio 1.5 Considere as retas 2x + 3y = 4 e 6x + y = 2. Determine se elas sdo para-
lelas ou ndo e caso ndo sejam paralelas determine seu ponto de intersegéo.

Exercicio 1.6 Considere as retas 2x + 3y = 4 e 4x + 6y = 2. Determine se elas sdo
paralelas ou ndo e caso ndo sejam paralelas determine seu ponto de intersegao.

Exercicio 1.7 Considere as 2 retas do plano dadas por a;x + b1y = c1 e axx + by =
€, como acima, mas agora nao suponha que elas sejam distintas. Execute o mesmo
procedimento acima. Aparece uma outra possibilidade que ndo havia aparecido antes.
Qual é ela? O que ela significa?

Utilizando o fato, aprendido na algebra elementar, que um sistema
de duas equagdes lineares possui sempre uma solu¢do, nenhuma
solucdo, ou infinitas solu¢des, deduzimos o resultado geométrico
que duas retas que possuem dois pontos comuns sdo coincidentes
(veja o exercicio 1.7, acima).

15
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1.4 - A GEOMETRIA ANALITICA ATUAL

O final do século XIX e o principio do século XX assistiram a gran-
des transformacoes das ciéncias, de uma forma geral, e da mate-
matica, em particular. O surgimento da chamada fisica moderna,
com a teoria da relatividade proposta por Eistein e a mecéanica
quantica proposta por Schrodinger, fez com que a matemaética ado-
tasse um tratamento, primordialmente, "vetorial"e "matricial". Eo
surgimento do que conhecemos como édlgebra linear que vai per-
mear todos os ramos da matemdtica e de outras ciéncias. Neste
curso, vamos tratar os assuntos que jd descrevemos desde este
ponto de vista. Essa linguagem serd introduzida nos Capitulos
2 e 3 e utilizada nos capitulos subseqiientes.

Nos anos 70 do século XX, com o avango da ciéncia da computacao
e de suas mdltiplas aplicagdes a todos os ramos do conhecimento,
a geometria analitica passa a conhecer outras aplicagdes até entdo
insuspeitadas. Surgem ramos do conhecimento como computa-
¢do grafica e visdo computacional. Todos temos contacto com es-
tas duas dreas da ciéncia da computagdo. A computagdo grafica
estuda o tratamento de imagens utilizando computadores. E lar-
gamente utilizada em propaganda televisiva, por exemplo, onde
estamos habituados a ver imagens que se deformam ou giram se-
gundo vdrios eixos. Daremos uma idéia de como isso é feito no Ca-
pitulo 8. A computagdo grafica, por sua vez, encontrou aplicagdes
a quimica em programas de modelagem atdmica, como por exem-
plo o ORTEP, largamente utilizado atualmente. Veremos, também
no Capitulo 8, como se faz isso.

1.5 - OS OBJETIVOS DESTE CURSO

Podemos agora explicitar melhor quais os objetivos da disciplina
que vocé estd iniciando. Quando terminar este livro, vocé devera
ser capaz de:

* De uma maneira geral, relacionar a geometria de planos e
retas no espaco com a élgebra correspondente de equagoes
lineares em trés varidveis. Ou seja, ser capaz de estender
o Exemplo 1.4 acima para o contexto de retas e planos no
espaco.

Mais concretamente vocé sera capaz de

1. Resolver e discutir sistemas de m equagdes lineares em
n incognitas.

2. Saber operar com matrizes e resolver sistemas de m equa-
¢des a n incégnitas, operando com as matrizes associa-
das, o chamado método de Gauss-Jordan.

16
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3. Conhecer e operar com vetores no plano e no espaco.

4. Conhecer e operar com a equagdo de um plano no es-
paco.

5. Conhecer e operar com as equagdes paramétricas de re-
tas no espago.

6. Estudar a posicdo relativa de retas e planos no espago.

* Conhecer a geometria analitica do plano e as transformagoes
lineares do plano no plano.

Mais concretamente vocé sera capaz de:
1. Saber operar com diferentes bases do plano. Conhecer
os varios tipos de transformacoes lineares do plano.
2. Conhecer as conicas planas e suas equagoes.

3. Saber quando é possivel diagonalizar as matrizes asso-
ciadas a transformacdes lineares do plano no plano e
diagonaliza-las.

17
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AULA -

Vetores no plano e no espaco

Objetivos 2.1 Ao terminar este capitulo vocé devera ser capaz de:
1. Representar pontos no plano e no espago tridimensional

2. Saber o que é um vetor no plano e no espago e somar 2 vetores no
plano e 2 vetores no espago.

3. Conhecer o produto escalar de 2 vetores e suas propriedades.

4. Aplicar os conceitos acima ao estudo da circunferéncia e das
conicas.

2.1 - PONTOS NO PLANO E NO ESPACO

Ja vimos, na se¢do 1.2, que os pontos de uma reta podem ser re-
presentados por um ntmero real, uma vez escolhido um ponto
para ser a origem e um segmento orientado para ser a unidade de
medida.

Vimos também como representar um ponto do plano por um par
ordenado (x,y) de nameros reais.

Vamos ver agora como podemos utilizar um terno (x,y,z) de nu-
meros reais para representar um ponto no espago ordindrio, que
chamaremos aqui de espaco tridimensional. Acrescentamos ao
plano xy ja conhecido um outro eixo perpendicular ao plano xy,
e passando pela origem do plano xy, o chamado eixo dos z’s. E
facil ver que todo terno de numeros reais (a,b,c) representa, as-
sim, um tinico ponto no espaco e, reciprocamente, a cada ponto no
espago estd associado um terno ordenado de ntimeros reais (Ver
Fig. 2.1).
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(a,b,c)

e y

Figura 2.1: O espago ordindrio dotado de eixos coordenados x, y, z.

Podemos adicionar pontos no plano ou no espaco da seguinte ma-
neira:

Se Ay = (ay,b1,¢1) e Ay = (az, by, c2) sdo dois pontos no espago,
definimos o ponto A 4 B como sendo o ponto no espago dado por
A+ B = (a1 +ay, by + by, c1 + c2). Analogamente, definimos a adi-
cdo de dois pontos no plano. Vamos expor toda a teoria para pon-
tos e vetores (que veremos em seguida) no plano ou no espaco e
deixamos a cargo do aluno fazer as modificagdes necessarias para
obter as propriedades de pontos e vetores no outro caso.

Exercicio 2.2 Defina a adigao de dois pontos do plano.

Exemplo 2.3
e Se Ay =(1,2,—-11)eB; = (2,—-3,5), A1+ B1 = (3,—1,—6).
e Se Ay = (2,—1) e By = (—2,1), A + By = (0,0) =0.

<

Denotaremos, como no tltimo exemplo, o ponto (0,0), no plano, e
o ponto (0,0,0), no espago, por 0 quando isto ndo causar confusao.

Podemos também multiplicar um ponto no plano ou no espago
por um nimero k. Se A=(a,b,c), entdo kA = (ka, kb, kc).

20
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As seguintes propriedades sdo satisfeitas pelas operagdes defini-
das acima:

1. (A+B)+C=A+(B+C).

2. A+ B=B+ A

3. k(A + B) = kA + kB.

4. Se kj e ky sdo nameros entdo (k1 + ko)A = k1A + ky A.
5. (kiko)A = ki(ko A).

6. 0+A=A

7.1TA=A

8. Se denotarmos por —A o ponto (—1)A, entdo A — A = 0.

Vamos, agora, interpretar geometricamente a adicdo de pontos e a
multiplicacdo de pontos por um escalar. Faremos isto no plano, o
aluno néo terd dificuldades de fazer o mesmo no espago. Conside-
remos um exemplo.

Exemplo 2.4 Vamos esclarecer, no caso do plano, o significado da
adigdo de dois pontos e da multiplicagdo de um ponto por um es-
calar. Sejam A = (—2,2) e B = (5,4). Entdo temos A + B = (3,6).
Observe a Figura 2.2. Os pontos A e B sdo lados de um paralelo-
gramo e a soma A + B é a diagonal. Da mesma forma, considere
3C = (3,3), em que C = (1,1). O resultado significa esticar C por
um fator de 3. O caso geral ndo é diferente deste exemplo. <

2.2 - VETORES NO PLANO E NO ESPACO; OPERACOES

A forca ou a velocidade, para serem caracterizados, precisam, além
de uma valor, de uma direcdo e um sentido. E intuitivo por exem-
plo que, se um sélido se desloca com uma certa velocidade (numa
certa direcdo), cada um de seus pontos possui esta velocidade.
Para formalizarmos essa idéia definiremos:

Definic¢ao 2.5 Um vetor é um par ordenado de pontos, no plano

ou no espaco, que denotamos por AB. Visualizamos o vetor como
uma seta cujo ponto inicial é A e o ponto final é B.

21
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(3,6)

(5,4)

(-2,2)

\/

\

Figura 2.2: Adicdo de pontos e multiplicacdo por escalar

22
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Figura 2.3: Alguns vetores equivalentes

— — —
Defini¢do 2.6 Dados dois vetores AB e CD dizemos que AB é equi-
—
valenteaCDseB—-A =D —C.

Exemplo 2.7 Considere os seguintes pontos do plano (veja a Fi-
gura 2.2):
A=(0,0, B=(1,1), C=(-2-2),
D=(-1,-1), E=(44) e F=(55).

— — —
Entdo AB é equivalente a CD que é equivalente a EF, pois

B—A=(1,1)—(0,00=(1,1) e D—C=(-1,-1)—(-2,-2) = (1,1).

Por outro lado BA nio é equivalente a CD ,jdque A—B = (0,0) —
(1,1) =(—1,-1) ejavimos que D — C = (1,1). <

Exercicio 2.8 Verifique que CD é equivalente a FL. Verifique se AF é equivalente a DE

Observagdo 2.9 O que fizemos com as duas defini¢des acima foi
definir uma rela¢do de equivaléncia no con]unto de ° pares ordena-
dos de pontos onde identificamos dois pares ABeCDseB— A=
D — C. Nao vamos formalizar aqui o que significa uma relacdo de
equivaléncia, mas vocé ja teve contacto com algumas outras rela-
¢Oes de equivaléncia. A primeira que todos encontramos é a rela-
¢do que definimos no conjunto das fra¢des, quando dizemos que
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duas fragdes 4 e § sdo equvalentes se ad = bc. E ela que permite
afirmar que as fragdes § = 2 = %, 0 que nos permite comparar
fragdes e operar com fracdes. Para todos os efeitos praticos, con-
sideramos duas fragdes equivalentes como iguais. O mesmo se da
com vetores. A equivaléncia que definimos corresponde a obser-
vacgdo pratica de que dois vetores equivalentes possuem o mesmo
“efeito fisico” e portanto indentificamo-los. Na prética, operamos
quase que exclusivamente com um tnico representante da classe
de equivaléncia, a saber, o vetor cujo ponto inicial ¢ 0 = (0,0). Veja
também a préxima observacao.

— —
Observagio 2.10 Considere novamente os vetores CD e FE. Vi-

—
mos que eles sdo equivalentes ao vetor AB cujo ponto inicial é a

origem. De maneira completamente geral, dado um vetor qual-
—_—

quer Ai1Bj cujo ponto inicial é (a1, b1) e o ponto final é (az, by). Te-
—_—
mos By — Ay = (ay — a1, by — by). Portanto, o vetor A;B; é equiva-
PV E— . . P o
lente ao vetor 0(A; — By ), ou seja, o vetor cujo ponto inicial é (0,0)
e o ponto final é (ay — a1, by — by). Desta maneira, podemos pen-
sar qualquer vetor como tendo o ponto inicial na origem, bastanto,
paraisto, olhar para um seu equivalente que tem esta propriedade.

—_— —
Exercicio 2.11 Dados os vetores AB, CD abaixo encontre dois outros equivalentes a eles
cujo ponto inicial é a origem:

24

A=(2,3),B=(5-1),C=(-5,3),D = (9,-2).

2.3 - PRODUTO ESCALAR

De acordo com a Observagao 2.10, todo vetor pode ser pensado
com o ponto inicial na origem. Conseqiientemente, todos os pon-
tos podem ser identificados com vetores. Na definigdo a seguir
e em vdrias outras oportunidades, faremos esta identificagdo que
ndo causa confusdo, pois o contexto esclarece o que queremos di-
zer. Ficamos assim dispensados de usar a seta na notagdo de um
vetor, pois ha pouca diferenca entre os conceitos.

Defini¢do 2.12 Dados dois vetores no espago Xl) = (a1,b1,c1) e

E = (ay, by, c2) 0 produto escalar de A; e A, denotado por Aj.A;
é definido por :

Al.Az = a1a; + b]bz “+ 102
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O produto escalar é sempre um niimero. Veja o exemplo.

Exemplo 2.13 Seja A = (1,2,—3) e B = (1,5,7).
AB=11425+(-3)(7) =—-10
Se os vetores estdo no plano teremos: A = (1,2) B = (4,—6),

AB=4-12= -8 <

O produto escalar possui 4 propriedades importantes:

1. AB=B.A

2. Se A, B,C sdo 3 vetores temos: A.(B+C) = AB+ AC =
(B+C).A.

3. Se x é um numero, entdo (xA).B = x(A.B)

4. Se A =0, entdo A.A = 0 e, caso contrario, A.A > 0.

As propriedades acima sdo faceis de demonstrar e decorrem de
propriedades dos nliimeros reais. Vejamos como:

Propriedade 1 A.B = B.A pois se A = (a1,a2,a3) e B = (b1, by, b3),
temos:

A.B = a1b1 + axby + asbs = byay + brar + bzaz = B.A
Propriedade 2 (xA).B = x(A.B). Sejam A = (ay,a2,a3) e B =

(b1, b2, b3). Entdo x(A) = (xay, xap, xaz) e portanto (xA).B = xaya +
Xazbz + Xﬂ3b3 = X(AB)

Exercicio 2.14 Demonstre as propriedades 2 e 4.

Definicao 2.15 Dois vetores A e B sdo ditos perpendiculares (ou orto-
gonais) se A.B = 0

O conceito de perpendicularidade é um conceito conhecido, que
vem da geometria elementar e ndo é claro, no momento, que os
dois coincidam. Veremos nos préximos paragrafos que isto é ver-
dade. Por ora, um exemplo.
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VTR

Figura 2.4: O comprimento de um vetor no plano

Exemplo 2.16 Osvetorese; = (1,0,0),e; = (0,1,0),ee3 = (0,0,1)
sdo conhecidos como a base candnica do espago ou como os veto-
res unitdrios na dire¢do dos eixos, denominagdes cuja razdo tam-
bém sera esclarecida posteriormente. Vejamos que eles sdo 2 a 2
perpendiculares pela defini¢do acima:

e1.0 = 1.0+ 0.1+0.0 =0, e da mesma forma ej.e3 = 0,e.e3 =0

<

2.4 - NORMA DE UM VETOR

Defini¢do 2.17 Dado um vetor no plano ou no espago, definimos a norma
de A, | A || como sendo /A.A

Em coordenadas, temos: se A = (a,b) é um vetor do plano entdo
|A] = Va>+1b% Se A = (a,b,c) entdo ||A| = Va%+b>+c
Isto mostra que a norma de um vetor coincide com a nossa no¢ao
intuitiva de comprimento. No caso do plano é simplesmente o
Teorema de Pitagoras (ver Fig. 2.4). No caso do espago observe a
Figura 2.4.

Exemplo 2.18 Dado A = (1,7), |A|| = V12 +72 = /50. Dado
B=(1,0,2),|B||=v1+4=+5 <
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K(Lz, b,c)
Va? +b? 4 c?

Y

Figura 2.5: O comprimento de um vetor no espago

Diremos que um vetor U é unitdrio se ||U || = 1. Dado qualquer ve-
tor A com norma a = ||A ||, observe que 1A é um vetor e ||1A[| =
1A || = 2 = 1. Diremos que 2 vetores ndo nulos, A, B, possuem a
mesma dlregao se existe uma constante c tal que B = cA. O vetor
%A é chamado o vetor unitdrio na diregdo de A.

V4 = 2. O vetor unita-

Exemplo 2.19 (Seja A = (1,—1,2). [|A||
= (3,—3.1). <

rio na diregdo de A é o vetor % (

I\)\H

O principal resultado sobre a relagdo entre o produto escalar de
dois vetores e suas normas é a seguinte proposicdo, cuja demons-
tragdo omitiremos:

Proposigao 2.20 Dados dois vetores A e B temos

AB = | A|[|B]|cos(6),

onde 0 é angulo entre os vetores A e B. Veja a fig. 2.6.

Observacio 2.21 Note que se o angulo entre dois vetores Ae Bé 7
entdo, pela férmula acima A.B = 0, o que coincide com o conceito
expresso na Definigdo 2.15.
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Figura 2.6: A angulo entre os vetores A e B

2.5 - APLICACOES AO ESTUDO DE ALGUMAS FIGURAS GEOMETRICAS

2.5.1- ESTUDO DA CIRCUNFERENCIA E DA ESFERA

Consideremos inicialmente o plano xy. Uma circunferéncia é o lu-
gar geométrico dos pontos equidistantes a um ponto C dado. O
ponto C é chamado de centro da circunferéncia e a distancia co-
mum o raio. Suponha que o ponto C é a origem do plano xy e a
distancia ¢ um namero r. Aplicando a férmula de distancia temos
que um ponto (x,y) satisfaz o lugar geométrico se \/(x% + y?) =r,
ou seja ¥ + y* = r2, que é a equacdo de uma circunferéncia de cen-
tro na origem e raio r.

De maneira mais geral, se o centro da circunferéncia é um ponto
C = (a,b) dado e, X = (x,y) é um ponto da circunferéncia o
lugar geométrico é descrito pela condicdo que CX = X - C =
(x —a,y — b) possua comprimento constante igual a r. Temos as-
sim ||(x —a,y —b)|| = r donde obtemos a equagdo da circunferén-
cia de centroem C = (a,b) eraio r :

\/(x —a)2+ (y —b)2 =rouainda (x —a)* + (y — b)* =1* (2.1)

Exemplo 2.22 A equacdo x> + y*> = 4 descreve a equacdo da cir-
cunferéncia de centro na origem e raio 2. <
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Exemplo 2.23 A equagio (x —1)? + (y — 3)? = 4 descreve a equa-
¢do da circunferéncia de centro em C = (1,3) e raio 2. A equagao
acima pode também ser escrita x> —2x +1+y*> — 6y +9 = 4 ou
ainda x? + y? — 2x — 6y + 6 = 0. Isto levanta a seguinte questao:
dada uma equagdo como acima, saber se ela representa uma cir-
cunferéncia e, em caso afirmativo, determinar o seu centro e raio.E
o que faremos apds os exercicios abaixo. <

Exercicio 2.24 Encontre a equagdo da circunferéncia de centro no ponto C = (2,1) e
raio 3.

Retomemos a Equacdo 2.1 (x —a)? + (y — b)?> = r2. Podemos
escreveé-la assim:

x2+y2—2ax—2ay—|—a2—|—b2—r2:x2+y2—2€lx—25]/+d:0

onde d = a? + b? — r2. Queremos responder a seguinte questo:
dada uma equagdo como esta tltima, como reconhecer se ela é
uma circunferéncia e qual é o seu centro e o seu raio. Considere
o seguinte exemplo:

Exemplo 2.25 Determine o raio e o centro da circunferéncia dada
pela equagdo x? — 2x + y? = 0. Esta equagdo nao estd na forma, 2.1.
Para coloca-la nesta forma usamos um método conhecido como
completar o quadrado. Observe que os termos x> — 2x quase for-
mam um quadrado perfeito j4 que (x — 1) = x> 4 2x + 1. Para
completar o quadrado na equagdo dada somamos 1 aos dois mem-
bros da igualdade e obtemos:

x> —2x+1+y>*=1ouainda (x —1)>+ (y —0)* =1

ou seja, a equagdo dada é a da circunferéncia de raio 1 e centro no
ponto (a,b) = (1,0). <

Assim, dada uma equacgdo do segundo grau em x, y, para saber se
ela é ou ndo uma circunferéncia tentamos completar os quadrados
como no exemplo e, assim, determinamos o seu centro e raio. Nem
sempre € possivel completar quadrados. Elucidaremos esta ques-
tdo na préxima se¢do. Antes disto, vamos estudar uma situagdo
semelhante no espaco tridimensional.

Vamos considerar agora o espago com coordenadas x,y,z. Uma
esfera é o lugar geométrico dos pontos eqiiidistantes a um ponto
C. O ponto C é chamado o centro da esfera e a distancia comum o
raio da esfera.
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Suponha que o ponto é a origem do plano xyz e a distancia é um
nuamero r. Aplicando a férmula de distancia temos que um ponto
(x,y,z) satisfaz o lugar geométrico se \/(x% + y% + z2) = r, ou seja
x? +y*> +2z2 = 1%, que é a equacdo de uma esfera de centro na
origem e raio r.

—
De maneira mais geral, se o centro da esfera é um ponto C =

(a,b,c) dado e X = (x,y,z) é um ponto da esfera, o lugar geo-
métrico é descrito pela condi¢do que CX =X-C= (x—a,y—
b,z — ¢) possua comprimento constante igual a r. Temos assim
|(x —a,y —b,x — c)|| = r donde obtemos a equagdo da esfera de
centroem C = (a,b,c) eraio r :

\/(x —a)24+ (y—0b)>+(z—c)?) = r, ouainda,
(x—a)?+(@y—b)>+(z—c)> = * (2.2)

Exemplo 2.26 A equagdo x> + y* 4+ z> = 1 descreve a equagdo da
esfera de centro na origem e raio 1. <

Exemplo 2.27 A equacéo (x — 1)+ (y — 1)> + (z — 1) = 9 des-
creve a equagao da esfera de centro em C = (1,1,1) e raio 3. A
equagdo acima pode também ser escrita x> — 2x + 1+ y* — 2y +
1+2z2-2z+1=4ouainda x> +y?> +22 —2x —2y — 2z —1 = 0.
Poderfamos, como no caso da circunferéncia, tratar da questdo de
como determinar se uma equagdo do segundo grau em trés varid-
veis é uma esfera e, em caso afirmativo, determinar o seu centro e
raio, mas vamos optar por retornar ao plano xy e tratar de algumas
outras figuras ai. <

2.5.2 - ESTUDO DAS CONICAS

Considere novamente o plano xy.

Definic¢do 2.28 Uma elipse é o lugar geométrico dos pontos cuja
soma das distancias a dois pontos dados é constante. Os dois pon-
tos sdo chamados de focos da elipse.

Suponha inicialmente que os dois pontos F;, F, sdo dados por F; =
(—¢,0) e KL, = (c,0), a soma das distancias seja uma constante 24,
e um ponto qualquer da elipse seja dado por (x, ). Entdo:

V= P+ + /= (@P+r =2
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=Y

Figura 2.7: Uma elipse de focos F; e F.

ou ainda
(x+c)? +y? =2a—/(x—(c))* + >
Elevando ao quadrado obtemos
(x4+c)*+y* =4a® + (x —c)> +y* —day/(x — c)2 + y2
ou ainda
X4 2ex + P =4a> + 1% —2ex + P+ Y —day/(x — )2+ y2
Simplificando obtemos:

ay/(x —c)24+y2 =a* —cx

Elevando novamente ao quadrado temos:

a*((x — ¢)? +y?) = a®x* + ac® — 2a%xc + a*y? = Ax* + a* — 2cxa?

x2(a2 o CZ) +a2y2 — az(az o CZ).
Finalmente, fazendo a2 — ¢? = b? e dividindo ambos os membros
por a*b? temos a equagéo da elipse:

Dizemos que 2a e 2b sdo os eixos da elipse.
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<Y

F1 F2

Figura 2.8: Uma hipérbole de focos F; e F,.

Exercicio 2.29 Encontre a equacdo da elipse de focos nos pontos F; = (—1,0) e F, =
(1,0) e tal que a soma das distancias a F; e F, é igual a 2.

A HIPERBOLE

Consideremos ainda o plano xy.

Definicao 2.30 Uma hipérbole é o lugar geométrico dos pontos
cujo médulo da diferenga das distancias a dois pontos dados é
constante e menor que a distancia entre F; e F,. Os dois pontos
sdo chamados de focos da hipérbole.

Suponha que os dois pontos F;, F; sdo dados por F; = (—c,0) e
F, = (¢,0), e o mddulo da diferenga das distancias seja uma cons-
tante 24, e um ponto qualquer da hipérbole seja dado por (x,y).

Entao:
I/ (x = (=002 + 42—/ (x — (©))2 + y2I| = 2a.
ou ainda
(x+c)?+y> = +2a+/(x = (c))* + >,
ja que se k é um nuamero e ||k|| = a, temos k = +a. Elevando ao

quadrado, obtemos

(x4+c)* 4+ y* =4a® + (x — c)* + y* £ 4a\/ (x — ¢)2 + 12
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ou ainda
X H2ex Py =4a’ % —2cx + A+ yPtday/(x —c)2 + 12
Simplificando obtemos:

+ay/(x—c)2+y? =cx —a°

Elevando novamente ao quadrado temos:
a*((x — ¢)? +y?) = a*x® + a*® — 2a°xc + a®y* = *x* + a* — 2cxa?
x2(c2 o 612) o aZyZ —_ HZ(CZ . aZ)

finalmente, fazendo ¢ — a2 = b? e dividindo ambos os membros
por a?b? temos a equagéo da hipérbole:

x2 yZ
2!

Exercicio 2.31 Encontre a equagdo da hipérbole de focos nos pontos F; =
(1,0) e cujo médulo da diferenga das distancias a F; e F, é igual a 1.

Nos exercicios, vamos investigar quando algumas equagdes do se-
gundo grau sado circunferéncias, elipses, hipérboles ou parabolas.

A PARABOLA

Definigao 2.32 Uma pardbola é o lugar geométrico dos pontos do
plano xy tais que sua distancia a um ponto fixo, chamado foco, é
igual a sua distancia a uma reta fixa, chamada diretriz.

Vamos supor inicialmente que que o foco é dado por F = (c,0) e
a diretriz é a reta dada por x = —c. Vamos encontrar a equacao
da parabola. Para isto, suponha que um ponto da pardbola é dado

por P = (x,y). A distancia de P a diretriz é dada por DP =P —
D = ||(x, y) (—c,y)|| = V/(x+c¢)? A distdncia de P ao foco é
dadaporCP—P C—H(x—cy|| V/ (x = ¢)? + y%. Temos
entdo que a condigdo DP = CP implica que \/(x —¢)? +y? =
V/ (x + ¢)2. Elevando ao quadrado temos que: x> — 2cx + ¢? + > =

(—1, 0) eh =
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Vx

Figura 2.9: Uma parabola de foco F; e diretriz d

x? 4 2cx + ¢2, donde obtemos a equagdo da parabola com foco F e
diretriz x = —c.:
y2 = 4cx

A reta que passa pelo foco F da parabola e é perpendicular a dire-
triz se chama eixo da parédbola. O ponto médio do eixo de simetria
entre o foco e a diretriz se chama vértice da parabola. Claro que
a escolha que fizemos do foco e do eixo determinaram a equacao
que obtivemos. Vamos estudar agora como a equacdo da parabola
é afetada por esta escolha do foco e da diretriz. Resolva os seguin-
tes exercicios.

Exercicio 2.33 Mostre que se escolhermos para foco da parabola o ponto F = (—c,0) e
para diretriz a reta x = c entdo a equagdo da parabola de foco F e diretriz x = c é dada
por y? = —4cx.

Exercicio 2.34 Mostre que se escolhermos para foco da parabola o ponto F = (0,¢) e
para diretriz a reta y = —c entdo a equagdo da parabola de foco F e diretriz x = ¢ é dada
por x> = 4cy.

Vamos supor que o vértice da pardbola é agora um ponto arbitra-
rio (h, k), isto é, que a diretriz é areta x = h — c e o foco F é o ponto
F = (h+ ¢, k). Vamos encontrar a equacao da parabola, neste caso
mais geral. Para isto suponha novamente que um ponto da para-
bola é dado por P = (x,y). A distancia de P a diretriz é dada por

DP=P-D= l(x,y) — (h—cy)|| = /(x —h+c)% A distancia
34
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de P ao foco é dada por CP=P-C = |(x,y) — (h+c k)| =
— —
v/ (x —h—¢)2+ (y — k)2. Temos entdo que a condigdo DP = CP

implica que v/(x —h +¢)? = \/(x —h — )2+ (y — k)2. Elevando

ao quadrado temos que:

x? —2¢cx + ¢+ h? — 2he — 2xh =

= x% +h? + 2+ 2hc — 2xh + 2cx + y* — 2yk + k> =
y? — 2yk +k* = 4cx — 4ch

donde obtemos a equagdo da pardbola com foco F = (h+c¢,k) e
diretrizx = h —c.:

(y —k)* = 4c(x — h). (2.3)

Podemos inverter o processo e, dada uma equagdo de uma pa-
rdbola, encontrar o seu foco e sua diretriz. Considere o seguinte
exemplo:

Exemplo 2.35 Encontre o foco e a diretriz da parabola dada pela
equagao.
¥ —-2y=x-5

Completando o quadrado obtemos:
v —2y+1l=x—-5+1

donde: ,
(y—1)? =x—4=4(x— )

Ou seja, tendo em mente a Equacdo 2.3 uma parabola cuja diretriz

x:%_1:—%ecujofocoé(§,1)~ <
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10.
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EXERCICIOS

. Considere os pontos A e B abaixo, no plano, ou no espaco, e calcule A + B, A — B, 3A.

(@ A=(2,-1)eB=(-1,1).

(b) A= (-1 )eB—( ,4).

() A=(2,-1,5)eB=(-1,1,1)
(d) A=(m3, —1)eB:(27r,—3,7).

. Desenhe os pontos do exercicio anterior.

. Calcule e desenhe A +2B, A+ 3B, A + %B para A e B como no exercicio 1.

— —
Em cada caso, determine se os vetores CD e AB sdo equivalentes:

@) C=(1,-1),D=(1,3), A= (-1,5), B=(2,2).

(b) C=(1,4),D = (-3,5), A= (5,7), B=(1,8).

(c) C=(1,-1,5),D = (-2,3,4), A= (3,1,1), B = (0,5,0).

(d) C=(2,3,-4),D = (-1,3,5), A= (=2,—1,5), B = (2,2,7).

—_— —
. Encontre o comprimento dos vetores A,B,AB, CD no item anterior.

. Encontre o produto escalar A.A e A.B para todos os valores de A e B no Exercicio 1.

Quais dos seguintes pares de vetores sdo perpendiculares?

@ (1,-1,2)e(2,1,7).
(®) (1, -1,1)e(231).
(c) (7r,2 1) e (2,—m,0).
(d) (=1,1)e(1,-1).

() (=52)e(2,3).

. Faca um esbogo dos dois tiltimos itens do exercicio acima.

. Determine o cosseno dos angulos do triangulo cujos vértices sdo:

@ (2,—1,1),(1,—3,—5) e (3, —4, —4).
®) (3,1,1), (-1,2,1) e (2,-2,5).

Sejam A, B, C trés vetores ndo nulos. Mostre, por um exemplo, que podemos ter A.C =
B.C com A e B distintos.

Encontre as equagdes das seguintes figuras no plano xy :

(a) A circunferéncia de centro C = (1,2) e raio 3.
(b) A elipse de focos F; = (—2,0) e F, = (2,0) e 2a = 3.
(c) A de hipérbole de focos F; = (—2,0) e F, = (2,0) e 2a = 3.



12. Encontre as seguintes figuras no espaco xyz :

(a) A esfera de centro na origem e raio 2.
(b) A esfera de centro C = (1,2,1) e raio 3.

13. Identifique as seguintes figuras no plano xy, dizendo se elas sdo circunferéncias, elip-

2.7

ses, hipérboles ou parédbolas e dando seus centros, raios, focos, eixos e diretrizes con-
forme o caso.

(a) A figura dada por x? + y* — 2y = 0.
(b) A figura dada por 2x? + 3y = 1.

(d) A figura dada por 2x? + 2y% = 1.

)
)
(c) A figura dada por 2x? —3y? — 2y = 1.
)
(e) A figura dada por y? + 2y — 8x — 3 = 0.

AVALIACAO DA 27 AULA

— —
. Verifique se os vetores AB e CD sdo ou ndo equivalentes:

(@) A=(1,0,0), B=(0,1,0),C = (0,1,0) e D = (0,0,1).
(b) A=(1,00B=(0,1,)C=(21)eD = (1,2).

Considere os pontos no espaco

P=(3,4-2)eQ=(53,4)
Determine k de modo que o vetor PQ seja ortogonal ao vetor (4,k — 3,2).
Encontre a equacado da esfera de centro no ponto C = (0,1,0) eraio 1

Identifique a conica de equagéo 5x% + 3y? = 15, determinando seus eixos e focos.
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AULA K]

Operacoes com matrizes
e determinantes

Obijetivos 3.1 Ao terminar este capitulo vocé deverd ser capaz de:

1. Saber o que é uma matriz e conhecer as operacdes de soma de ma-
trizes, multiplicagdo de matrizes por um escalar e produto de ma-
trizes.

2. Saber o que é o determinante de uma matriz quadrada e quais sio
suas propriedades.

3.1 - ADICAO DE MATRIZES

Definicao 3.2 Uma matriz m x n é uma tabela de nimeros dispos-
tos em m linhas e n colunas.

Exemplo 3.3

é uma matriz 3 X 3. <

(

Exemplo 3.4

SN =
| N
o W
O —
N

|

Hk\]O\
~_

é uma matriz 3 x 4.
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Quando o ntimero de linhas é igual ao ntimero de colunas, dize-
mos que a matriz é quadrada, caso contrario, retangular. O pri-
meiro exemplo é uma matriz quadrada 3 x 3, o segundo exemplo
¢ uma matriz retangular 3 x 4. Matrizes sdo entes fundamentais
em toda a matematica atual. Sdo utilizadas para resolver sistemas
de equagdes, para representar um certo tipo de fungao, etc. Encon-
tram aplica¢des na estatistica, na fisica, na computacdo grafica e
em vérios campos do conhecimento. Neste curso, vocé estudard
varias destas aplicagdes em todos os capitulos que se seguirdo.
Mas antes vamos aprender a operar com matrizes.

Cada um dos ntimeros que compdem uma matriz é chamado uma
entrada. Costumamos denotar a entrada de uma matriz na linha i
e coluna j por a;;. Assim, a1 significa a entrada na primeira linha e
primeira coluna, a3; significa a entrada na terceira linha e segunda
coluna etc.

Exemplo 3.5 E muito comum denotarmos uma matriz arbitraria
3 X 4 assim

a1 a2 413 414
a1 dp a3 a4
azl az asz as4
<

E usual também escrevermos matrizes arbitrdrias A com m linhas
e n colunas, da seguinte maneira:

a1 a4 a3 ... dip

a a a ..oa
A= 21 22 23 2n

Aml Am2 Am3 ... Amn

Uma outra maneira de escrever a matriz A ,m X n, é simplesmente
A = (a;;). Utilizaremos as duas maneiras conforme a nossa conve-
niéncia.

Diremos que duas matrizes sdo iguais se elas possuem o mesmo

nimero de linhas e colunas e se suas entradas correspondentes
sdo iguais.

Defini¢ao 3.6 Dadas duas matrizes A e Bm X nasoma de A e B,
A+ B é amatriz m x n tal que a entrada (i, j) é a soma da entrada
(i,j) de A com a entrada (i, ) de B.

Podemos escrever: se A = (a;;) e B = (b;;) entdao A + B = (a;; +
bz])



ELEMENTOS DE GEOMETRIA ANALITICA: UMA VISAO GEOMETRICA

Exemplo 3.7 Seja

1 2 1 6
A= 2 73 9 -7
0 -8 V2 4
uma matriz3 x 4 e
-1 12 1 7
B = 1 3 -9 7

0 -8 2v2 4

uma matriz do mesmo tamanho.

Entao
0 14 2 13
A+B= 3 7% 0 0
—16 3v2 8

Definicao 3.8 Dada uma matriz A m X n e um ndmero c podemos
definir o produto da matriz A por ¢ que é a matriz cA obtida de A,
multiplicando todas as entradas de A por c.

Podemos escrever se A = (a;;) entdo cA = (ca;;).

Exemplo 3.9 Seja

1 2 1 6
A= 2 73 9 -7
0 -8 V2 4

uma matriz 3 x 4.

Entao
3 6 3 18
3A=1| 6 219 27 -21
—24 32 12

Proposicao 3.10 Sejam A, B, C matrizes m X n e k, ki, ko niimeros. A
adicdo de matrizes e o produto por um escalar satisfazem as sequintes
propriedades:

1. (A+B)+C= A+ (B+C).

2. A+ 0 = A, onde 0 denota a matriz m X n que possui todas as
entradas nulas.
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C-A-B—(

3. A+ (—A) = 0, onde —A denota a matriz m X n que é obtida
multiplicando todas as entradas de A por —1.

A+B=B+A.
k(A + B) = kA +kB.
(ki + k2)A = kA + ko A.
(kik2) A = k1 (ko A).
L 1-A=Ae0-A=0.

© NS ;oA

3.2 - PRODUTO DE MATRIZES

Ja definimos a adi¢do de matrizes e a multiplicagdo de uma matriz
por um escalar. Vamos agora definir a mutiplicacdo de matrizes.

Defini¢ao 3.11 Dadas duas matrizes A, m x ke B,k x n, o produto
A.Bde A e B, éamatrizC m x n tal que a entrada Cij de C é asoma
dos produtos das respectivas entradas da linha i de A pela coluna
j de B.

A defini¢do da multiplicacdo de matrizes desta maneira é um pouco
misteriosa. A melhor justificativa para tal defini¢do é que é esta a

defini¢do que “da certo”, que é ttil. Isto ocorre muito em matema-

tica. Nos préoximos capitulos, justificaremos tal defini¢do. Por ora,

vamos aprender a utiliza-la.

Exemplo 3.12 Seja A amatriz2 x 3 :
1 21
A= ( 2 73 9 )
B amatriz3 x 4. e

-1 12 1 7
B = 1 3 -9 7
0 -8 22 4

vamos calcular a matrizC = A- B

~142+0 1246-8 1-18+2V2  7+144+4 \ _
247340 12+4219-72 2657 +18V2 14+511+36 )

1 10 —17+42V2 25
71 159 —655+18v2 561 )°
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Assim, a entrada cj; do produto é o resultado da seguinte opera-
¢do: 1(-1)+2.1+1.0=1; da mesma forma a entrada ¢ = 2.(—1)1 +
73.1+9.0 = 71 eaentrada cp3 = 2.1+ 73.(—9) +9.(2v/2 = —655 +
18v/2 <

Exercicio 3.13 Encontre as outras entradas da matriz produto, a saber, c12, c13, c14, c22,

24 e confira com o resultado do exemplo acima.

Observacao 3.14 Observe que ndo é possivel multiplicar matrizes
de qualquer tamanho. A definigdo exige que o niimero de entradas
de cada linha da primeira matriz seja igual ao nimero de entradas
de cada coluna da segunda matriz, isto é, temos que mutiplicar
matrizes m x k por matrizes k x m e o resultado serd uma matriz
m x n. No exemplo, a multiplicagdo de uma matriz 2 x 3 por uma
3 x 4 resultou numa matriz produto 2 x 4. Segue que A.B pode
existir e B.A ndo. Em particular, a multiplicacdo de matrizes ndo
é comutativa. A Proposi¢do abaixo enumera as propriedades do
produto de matrizes.

Proposicao 3.15 Sejam A, B, C matrizes de tamanho adequado, k um
niimero. Entdo a multiplicagdo de matrizes possui as seguintes proprie-
dades:

1. (A-B)-C=A-(B-C).
2. A(B+C) = AB+ BC.

3. (B+C)A =BA+CA.

4. k(AB) = (kA)B = A(KB).

Quando consideramos matrizes quadradas n x n a multiplicacdo
de matrizes possui propriedades adicionais, que passamos a enun-
ciar. Em uma matriz quadrada, faz sentido falar na diagonal prin-
cipal da matriz que sdo as entradas a;;. Uma matriz quadrada tal
que todas as entradas da matriz sdo nulas, exceto as da diagonal
principal que sdo todas iguais a 1, é chamada de matriz identidade
e denotada por I, ou simplesmente I.

Exemplo 3.16 Considere a seguinte matriz A, 3 x 3.

1 -2 1
A= 2 739
-2 -3 8
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e a matriz identidade

I3 =

S O =

0
1
0

_ o O

Temos que Alz = [3A = A (verifique). <

Dada uma matriz A, n x n temos a seguinte propriedade:

Al =1A = A, onde I denota a matriz identidade n x n

Exemplo 3.17 Podemos associar a um sistema de equagdes linea-
res uma equacdo matricial da seguinte maneira. Considere o sis-
tema abaixo de 3 equacgdes e 3 incognitas que serd resolvido mais
adiante.

X+y—z =
2x+3y+az = 3 (3.1)
X+ay+3z = 2

Podemos escrever este sistema da seguinte maneira:

1 1 -1 X 1
2 3 a y | =13
1 a 3 z 2
ou ainda AX = B onde
1 1 -1 X 1
A=12 3 a , X=|y |e B=13
1 a 3 z 2

E muito comum escrever as varidveis de um determinado sistema
de equagdes como um vetor coluna X, n x 1, no exemplo acima,
um vetor 3 x 1. <

Exercicio 3.18 Verifique que (A-B)-C = A-(B-C)onde

-
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Exercicio 3.19 Verifiqueque A-B # B- A :

1 2 -3 =il =2 g
A= 1 0 9 B = 2 3 -1
0 -8 2 0 -8 -2

Exercicio 3.20 Considere os sistemas lineares abaixo e escreva-os na forma AX — B
como acima.

1.
2x+3y+z = 1
2x+6y+z = 3
xt+ty+3z = -2
2.
x+y—z4+w = -1
2x+3y+z+2w = -3

X+9y+3z-5w = 2

3.3 - TRANSPOSTA DE UMA MATRIZ

Definicdo 3.21 Dada uma matriz A, m X n a transposta da matriz
A é amatriz n X m que se obtém trocando as linhas de A com suas
colunas (notacao A’.)

Exemplo 3.22 Seja A a matriz 3 x 4

-1 12 1 7
A= 1 3 -9 7
0 -8 2V2 4

A transposta de A, Af, serd a matriz 4 x 3.:

-1 1 0
12 3 -8
A= 1 -9 22
7 7 4
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3.4 - DETERMINANTES

3.4.1 DETERMINANTES DE ORDEM 2

Vamos inicialmente considerar determinantes de uma matriz 2 x 2
para, a partir deles, considerar o caso geral. Seja

a b
= (0a)
uma matriz quadrada 2 x 2. Definimos o determinante de A (de-
notado por Det(A) ou |A|.) como sendo o namero:

Det(A) = ad — bc

Exemplo 3.23 Se

entdo Det(A) = (=3)(5) —4.2 = —23. <

O determinante pode ser visto como uma fungdo da matriz A ou
de suas colunas. Escrevemos Det(A) ou Det(A1, Az) onde A =
(A14;). A proposigdo seguinte da as propriedades da funcdo de-
terminante:

Proposigdo 3.24 Seja A uma matriz 2 x 2. A fungio Det(A) possui as
seguintes propriedades:

a b+V '\ _ a b a v
Det(c d+d’>_D8t<c d)+Det<C d’)

e analogamente para a primeira coluna.

2. Se t é um niimero, entio

a tb a b
Det(c td)—tDet(C d)

3. Se duas colunas da matriz A sio iguais, temos Det(A) = 0.

4. Se a uma coluna adicionamos um miltiplo de uma outra, o deter-
minante ndo se altera.

5. Se duas colunas sio trocadas, o determinante muda de sinal.

6. O determinante de uma matriz é igual ao de sua transposta.
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Demonstracgao:
/
1. Seja A = Det < LCZ ZiZ, ).Temos:
a b+ b / / / /
Det(A) = Det ¢ odad =a(d+d)—c(b+b")=ad—cb+ad —cb
a b a b
—Det<c d)+Det<C d’)
. a tb -
2. Se]aA—(C td).Entao.

Det(A) = atd — ctb = t(ad — bc) = tDet < ? Z > :

3. Seja A = ( ) . Entéo:

a a
b b

Det(A) = ab —ab = 0.

Exercicio 3.25 Demonstre os itens 4,5 e 6 da Proposicdo acima.

3.4.2 - DETERMINANTES DE ORDEM ARBITRARIA

Vamos definir o determinante de uma matriz quadrada arbitraria
por indugdo a partir do caso 2 x 2, que consideramos inicialmente.
O caso seguinte é o caso 3 x 3.

apn a4z a3
Definicdo 3.26 Seja A = | a1 ax» a3 | umamatriz3 x 3.

az1 az ass

Definimos Det(A) como sendo o nimero:

azp a3 a1 a3 a1 ax
Det(A) = an aip + a3
aszp as3 az1 ass asz1  asp
aji a . . aij 4
onde| Y k| denota o determinante da matriz 2 x 2 el K
Amn  Aop Amn  Aop
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Uma outra maneira de dizer o que escrevemos acima é a seguinte.

Seja Ai]- o0 determinante 2 x 2 obtido da matriz A acima, retirando

alinha i e a coluna j. Assim, por exemplo, Ay serd o determinante

que se obtém da matriz A, retirando a primeira linha e a primeira

coluna, A1 = ( A2 23 ) . Com esta notag¢do, o determinante da
asp 4ass

matriz A, 3 X 3, se escreve:

Det(A) = a;1 Ay — a1pA2 +ai3Asz

2 10
Exemplo 3.27 Seja A = 1 1 4 |.Det(A) serd o numero:
-3 25
1 4 1 4 1 1
Det(A)—2‘ 5 s ‘—1‘ 5 os ‘+0.‘ 5 ‘_—23

Vamos definir agora o determinante de uma matriz quadrada ar-
bitraria n x n.

a1 a4 a3 ... dip

- . a a a ... a
Defini¢do 3.28 Seja A = 2l fa2 0 2
apl An2 a23 ... Qun

uma matriz n x n. Definimos Detf(A) como sendo o namero:

Det(A) = 6111A11 — H12A12 + ... (—1)nﬂlnA1n

onde A;; é o determinante da matriz (n — 1) x (n — 1) obtida de A
eliminando a linha 7 e a coluna j.

Observacgdo 3.29 A expressdo acima, que utilizamos na defini¢cao
do determinante de uma matriz n x n, é conhecida como desenvol-
vimento de Laplace, em relagdo a primeira linha. Pode-se escrever
o desenvolvimento de Laplace, de maneira andloga, em relacdo a
qualquer linha ou coluna da matriz. Demonstra-se que o ntimero
obtido é o mesmo, independentemente da linha ou coluna esco-
lhida.

O determinante de uma matriz A, n X n, possui propriedades ana-
logas aquelas do determinante de uma matriz 2 x 2. E o que vere-
mos a seguir.



ELEMENTOS DE GEOMETRIA ANALITICA: UMA VISAO GEOMETRICA

Proposig¢do 3.30 Seja A uma matriz n x n. A fungio Det(A) possui
as seguintes propriedades:

1. Se uma coluna da matriz A, Al se escreve como soma de duas co-
lunas Al = Ay + Ay, entio temos:

Det ( A A% ... Aj+Ay ... A")=
=Det( A A2 ... Ay ... A" )+Det( A' AZ ... A ... A")
2. Set é um niimero, entdo
Det ( A A2 ... tA" ... A")=tDet( A A% ... A" ... A")
3. Seduas colunas da matriz A sio iguais, 0 Det(A) = 0.

4. Se a uma coluna adicionamos um muiltiplo de uma outra o deter-
minante nio se altera.

5. Se duas colunas sio trocadas o determinante muda de sinal.
6. O determinante de uma matriz é igual ao de sua transposta.

7. Se A, B siio matrizes n x n, entdo Det(A - B) = Det(A)Det(B).

3.5 - A INVERSA DE UMA MATRIZ

Definicao 3.31 Dada uma matriz quadrada A, n x n diz-se que A
éinversivel se existe uma matriz B,n x n,talque A-B=B-A = I.
A matriz inversa de A serd denotada por A~1.

A matriz B inversa de A, quando existe, é tinica. Para ver que B é
Unica suponha que existam duas matrizes, B; e B, ambas inversas
de A. Temos que AB; = B1A = I. e AB, = I. Mas entdo temos
B1 = Bll = BlABz = IBz = Bz, ou seja, B1 = Bz.

Dada a matriz A - B, sua inversa é a matriz B-1A~1, pois

A-B-Bl.A1=B1A1A.B=1.

Suponha que A seja uma matriz, n x 1, inversivel e seja A~! sua in-
versa. Temos entdo que AA~! = I. Tomando determinantes temos
que Det(A)Det(A~1) = Det(I) = 1. Concluimos que Det(A) # 0
e que Det(A™1) = ﬁ(zﬂ'

Vamos aprender a calcular a matriz inversa de matrizes 2 x 2 e
3 x3.
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Exemplo 3.32 Considere a matriz A, 2 x 2 dada por

a b
a=(2q)

tal que Det(A) = ad — bc # 0. Ainversade A, A~! é a matriz dada

por:
1 d —b
—1 _
A ~ Det(A) < —c a >

Esta afirmacdo ¢ de fécil verificagdo pois AA~! = I. No préximo
Capitulo, veremos como deduzir esta férmula. <

Exercicio 3.33 Verifique se as seguintes matrizes 2 x 2 sdo inversiveis e, em caso afir-
mativo, encontre a matriz inversa.

1.

50

1 2
A=
< 3 4 ) ’
Vamos aprender agora como encontrar a inversa de uma matriz
3 x 3. Seja A uma matriz 3 x 3

a1 a2 413
A=\ axn ax» ax3 |,

az1 azz ass

onde Det(A) # 0. A matriz dos co-fatores de A é a matriz M assim
definida:
An —Ap A
M=\ —Axn Axn —Ap
Az —Apn Az

onde Aj; é o determinante da matriz 2 x 2 obtida de A, suprimindo
a linha i e a coluna j. O determinante A;; € chamado o menor cor-
axy 23
azy as3
triz adjunta de A, denotada por Adj(A) é a matriz transposta da
matriz M dos co-fatores: Adj(A) = M'. A matriz inversa de A,
A~ sera dada por

respondente a entrada a;;. Por exemplo Ay = . A ma-

L1 .
AT = DacaAdiA) (32)
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Exemplo 3.34 Vamos calcular a inversa da matriz A dada por:

2 3 -4
A=10 —4 2
1 -1 5

Primeiramente calculamos a matriz M dos co-fatores. Para isto,
temos que calcular todos os determinantes das matrizes 2 x 2 ob-
tidas de A, suprimindo uma linha e uma coluna. Observe:

1. Ann = :4; ; = —18 (aqui suprimimos a primeira linha
e a primeira coluna).
0 2 . o L
2. App = 1 5|7 —2 (aqui suprimimos a primeira linha e a

segunda coluna).

0 —4
1 -1
terceira coluna).

3. A =

‘ = 4 (aqui suprimimos a primeira linha e a

Calcule os outros menores Ay, Aso, Ars, As1, Azn, Azz. Vocé encon-
trard a seguinte matriz M dos co-fatores(ndo esqueca dos sinais!):

-18 2 4
M= —-11 14 5
-10 —4 -8

A matriz adjunta de A serd a transposta de M :

—-18 —11 -10
M = 2 14 -4
4 5 -8
Finalmente, utilizando a formula 3.2, ja que Det(A) = —46 temos
que:
1 —-18 —-11 -10
Al=——1| 2 14 —4
®\ s 5 -8
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3.6 EXERCICIOS

1. Considere as matrizes:

A+B,A—B,3A,2A — 3B.
2. Encontre Af e Bf onde A e B sdo as matrizes do item anterior.

3. Em cada um dos casos abaixo encontre (AB)C e A(BC).
(a)
1 2 -2 1 —1
=(12) 2=(57) <=(5

(b)

(©)

(a)

1 2 -3 1 -1 5
R T Y
(b)
1 2 -1 -2 1 1
1 2 5 -3 7 2
-1 1 1 7 -1 3
(©)
-1 1 2 210
7 12 2 75
1 11 2 50
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3.7 AVALIACAO DA 3% AULA

1. Encontre todas as matrizes M onde:

que comutam com a matriz

2. Determine AB onde:

3. Considere as matrizes:

1
A= 1
0

Calcule: A — B, A + 5B,

4. Calcule o determinante

M

1 2 -1
0 2 -5
—7 7 2
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AULA

Sistemas de equacdes lineares

Objetivos 4.1 Ao terminar este capitulo vocé deverd ser capaz de:

1. Resolver sistemas de 3 equacoes lineares a 3 incognitas.

2. Saber reconhecer quando estes sistemas possuem uma solugio, sio
impossiveis, ou possuem infinitas solugoes.

3. Dado um sistema de 3 equagdes a 3 incégnitas, saber encontrar a
matriz associada e resolver o sistema pelo método de Gauss-Jordan.

4. Saber resolver sistemas de equacoes lineares mais complicados que
0s de 3 equagdes a 3 incgnitas.

5. Ter uma idéia, ainda que rudimentar, da teoria dos sistemas de
equagoes lineares.

4.1 - METODO DE ELIMINACAO DE VARIAVEIS

Considere inicialmente o seguinte exemplo:

Exemplo 4.2

xX+y+2z = 9
2x +4y — 3z 1
3x+6y—5z = 0

Para resolver o sistema podemos proceder de maneira muito sim-
ples, como ja fizemos no Capitulo I, quando consideramos siste-
mas de duas equagdes e duas incégnitas (ver Exemplo 1.4). Para
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eliminar a varidvel x na primeira equa¢do, multiplicamos a pri-
meira equagdo por -2 e adicionamos a segunda. Em seguida, faze-
mos 0 mesmo em relagdo a terceira equagdo. Para eliminar x nesta
equagdo, multiplicamos a primeira equacao por -3 e adicionamos a
terceira. Obtemos o seguinte sistema equivalente ao sistema dado:

x+y+2z = 9
2y—7z = =17
y—11z = =27

Observe que a segunda e a terceira equagdes formam um sistema
de duas equagdes nas incégnitas v e z. Novamente, procedendo
como no Exemplo 1.4 eliminamos a incégnita y encontrando o va-
lor de z, da seguinte maneira. Multiplicamos a segunda equacédo
por 3 e a terceira por -2 e adicionamos. Obtemos:

x+y+2z = 9
6y — 21z =51
z = 3

que, novamente, é um sistema equivalente aos 2 primeiros. Ob-
temos assim o valor de z, a saber, z = 3. Substituindo nas duas
primeiras equagdes temos os valores de y e x : 6y = 63 — 51 = 12
donde y = 2 e finalmente x =9 -2 -6 = 1.

Temos que a solugdo do sistema dado é portanto x = 1,y = 2 e
z = 3, solugdo que, neste caso, é tnica. <

Consideremos um outro exemplo.

Exemplo 4.3 Encontre as solugdes do seguinte sistema:

x+y+z = 1
x+y—z = 0 4.1)
2x+2y = 1

Procedendo como acima, multiplicamos a segunda equagédo por -2
e adicionamos a terceira, para eliminar x na terceira equagdo. Em
seguida, subtraimos a segunda equacao da primeira para eliminar
x na segunda equacgdo. Obtemos:

X+y+z
2z = 1
2z = 1
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este caso, ao eliminar a variavel x eliminamos também a variave

Nest 1 1 xel tamb 1
y e obtemos a segunda equacdo idéntica a terceira. O sistema € pois
equivalente ao seguinte:

x+y+z =
2z =1

Obtemos que z = % mas aqui ocorre algo distinto do primeiro

exemplo. Observe que para z = 3, x = —t + 3 é sempre solugdo

para qualquer valor de y = t. Vemos assim que o sistema possui

infinitas solugdes x = —t + %, y=tez= % <

Na préxima segdo, seremos capazes de entender melhor este feno-
meno.

Exercicio 4.4 Encontre todas as solugdes do seguinte sistema de equagdes lineares:
2x+3y = 5
dx—y = 7
Exercicio 4.5 Resolva o seguinte sistema de equagdes lineares:
2x+3y+z = 0
x=2y—z = 1
x+4y+z = 2

Exercicio 4.6 Encontre todas as solucdes do seguinte sistema de equagdes lineares:

3x+y+z = 1
x+y+z 0
dx +2y+2z = 1

4.2 - METODO DE GAUSS-JORDAN

Considere novamente o sistema de equagdes lineares do Exem-
plo 4.2 que consideramos no inicio deste capitulo:

Exemplo 4.7

x+y+2z =
2x+4y -3z = 1 4.2)
3x+6y—5z = 0
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Vamos agora resolvé-lo de uma outra maneira. Para isto, vamos
escrever uma matriz associada ao sistema do Exemplo 4.2 do se-
guinte modo: cada linha da matriz corresponderd a uma das equa-
¢oes. Teremos, portanto, uma matriz com 3 linhas. Cada coefici-
ente da 17 equagdo corresponderd ordenadamente a uma entrada
da 1” linha. O termo independente sera a 4" entrada desta 1” linha.
Ela tera portanto 4 entradas. Para a 2% e 3" linhas procedemos da
mesma forma. Teremos portanto uma matriz 3 x 4 associada ao
sistema, chamada matriz aumentada. Observe:

11 2 9
2 4 -3 1
36 =50

Observacgdo 4.8 A matriz acima se chama aumentada para se dis-
tinguir da matriz

11 2
2 4 -3
3 6 =5

que é conhecida como matriz dos coeficientes do sistema. Utiliza-
remos, na seqiiéncia, as duas matrizes que nao podem ser confun-
didas.

A maneira que utilizaremos para resolver este sistema ndo é muito
diferente da que utilizamos no Paragrafo 4.1. Vamos operar nas
linhas da matriz exatamente como operamos com as equagdes da
seguinte maneira: inicialmente, multiplicamos a 1 linha por —2 e
adicionamos a segunda. Conservamos a 1” linha e nao alteramos
as demais entradas. Obtemos:

11 2 9
0 2 =7 =17
36 -5 0

Em seguida, multiplicamos a 1” linha por —3 e adicionamos a ter-
ceira. Nao alteramos as demais entradas. Obtemos:

11 2 9
02 -7 =17
0 3 —-11 -27

Continuando, multiplicamos a 2 linha por 3 e a terceira por —2. O
objetivo é ainda "eliminar"a varidvel y na 3* equagdo como fizemos
no Exemplo 4.2 (o0 que faremos na etapa seguinte) embora neste
método trabalhemos sem escrever as varidveis explicitamente. Nao
alteramos as demais entradas. Observe:

1 1 2 9
0 6 -—-21 -51
0 -6 22 54
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e finalmente, adicionando a segunda e a terceira linhas:

11 2 9
0 6 =21 -51
00 1 3

Secretamente, sabemos que as 3 primeiras entradas das linhas da
matriz correspondem respectivamente aos coeficientes de x, v, z.
Podemos portanto ler o valor de z na dltima linha: z = 3. A 27
linha representa a equagédo: 6y — 21z = —51. Como z = 3 obtemos
Yy = @ = 2. Levando estes valores na equagao correspondente

a primeira linha temos:

x=9-2-23=1

Vocé talvez tenha observado que utilizamos um sistema misto até
aqui. Para obter a solugdo z = 3 operamos com a matriz aumen-
tada. Em seguida, para obter os valores de x e de y escrevemos as
correspondentes equagdes e resolvemos. Nao ha nada de errado
com isto. Podemos assim proceder. Mas podemos também operar
com a matriz até o final e obter o resultado lendo as linhas da ma-
triz. Da seguinte maneira: considere a entrada (3,3) da matriz, o
coeficiente de z. Ela vale 1. Uma entrada que vale 1 e tal que todas
as entradas a sua esquerda sdo nulas é chamada pivd. Operando
com o pivo podemos zerar as entradas (2,3) e (1,3) da matriz que
sdo os coeficientes de z das outras equagdes. Multiplicamos a ter-
ceira linha por 21 e adicionamos a segunda equacéo:

112 9
0 6 0 12
001 3

Em seguida, multiplicamos a terceira linha por —2 e adicionamos
a primeira equagao:

3

S O -
—_
N

10
6 0
01 3

Considere agora a entrada (2,2). Ela vale 6 e ndo é, portanto, um

pivd. Para transformé-la em um pivo dividimos a 2% linha por 6.
Obtemos:

110
010
0 01

W N W

Finalmente, operando com o pivo obtido zeramos a entrada (1,2),
multiplicando a 2“ linha por —1 e somando a 1% :

1001
010 2
0 013
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Podemos, agora sim, ler diretamente na matriz as solugdes do sis-
tema original: x =1,y =2,z = 3.

Observagdo 4.9 O processo que levamos a cabo, para resolver o
sistema utilizando a matriz aumentada, se chama escalonamento
ou método de Gauss-Jordan. A matriz que obtivemos no final
se chama matriz escalonada reduzida por linhas. A terminologia
vem da palavra escada, ja que a forma da matriz lembra uma es-
cada. Uma duivida freqiiente é a seguinte: no processo de obter
a forma escalonada, o que é legitimo fazer e o que ndo é? Para
responder a esta pergunta lembre-se de como obtivemos a matriz
aumentada, a partir de um sistema de equagdes, e da sua experi-
éncia anterior com equagdes. Dada uma equagdo, vocé sabe que se
multiplicar todos os seus termos por uma constante isto ndo altera
suas solucdes. Da mesma forma, dado um sistema de duas equa-
¢Oes, vocé sabe que suas solugdes ndo se alteram se vocé troca as
equagdes de ordem ou se subsitui uma delas por ela multiplicada
por uma constante, mais a outra multiplicada por uma outra cons-
tante. Sdo estas as operagdes legitimas que vocé pode efetuar em
uma matriz, de forma a trazé-la a forma escalonada reduzida por
linhas:

1. trocar as linhas da matriz.

2. multiplicar as entradas de uma linha por uma constante nao
nula.

3. substituir uma linha por ela multiplicada por uma constante,
mais uma outra multiplicada por outra constante.

Vamos formalizar um pouco mais o contetido da observagao acima.
Uma pergunta que podemos nos fazer é a seguinte: Serd sempre
possivel encontrar a forma escalonada de uma matriz? Ela é tinica?
Vamos dar agora uma defini¢do formal do que seja a forma esca-
lonada reduzida por linhas. Em seguida, consideraremos alguns
exemplos e, no proximo pardgrafo, consideraremos as questoes
mais tedricas.

Defini¢ao 4.10 Uma matriz m X n se diz na forma escalonada re-
duzida por linhas quando:

1. Se uma linha ndo for totalmente nula entdo a primeira en-
trada ndo nula da linha é a unidade (chamada pivo0).

2. Se existirem linhas nulas entdo elas deverdo ser agrupadas
nas linhas inferiores da matriz.
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3. Em quaisquer duas linhas ndo nulas da matriz, o pivo per-
tencente a linha inferior ocorre a direita do pivo pertencente
a linha superior.

4. Cada coluna que possui um pivd possui zeros nas demais
entradas.

Se apenas a condic¢do (4) ndo é satisfeita, a matriz se diz na forma
escalonada.

Exercicio 4.11 Verifique se as seguintes matrizes estdo:

1. na forma escalonada,
2. na forma escalonada reduzida por linhas,
3. em nenhuma das duas formas.

S O O
S OO
S O = O
S = OO
o O OO

Vamos agora considerar alguns exemplos, mostrando como pode-
mos utilizar a forma escalonada ou a forma escalonada reduzida
por linhas para resolver sistemas de equagdes lineares.

Exemplo 4.12 Resolva o seguinte sistema de equagdes lineares:

x+2y—3z = 1
3x—y+2z = 7
5x+3y—4z = 2

Para resolver o sistema passamos a matriz aumentada:

1 2 =31
3 -1 2 7
5 3 —4 2

O nosso método serd achar a forma escalonada da matriz aumen-
tada. Veremos que, no processo, encontraremos também a solugao
do problema. Vamos observar inicialmente que, embora a forma
escalonada reduzida por linhas seja tnica, isto é, cada matriz pos-
sui uma tnica forma escalonada reduzida por linhas, o caminho
para chegar até ela ndo é. Assim, ha escolhas e um pouco é gosto
pessoal. Algumas coisas sdo, no entanto, usuais. Procuramos na
matriz uma linha em que a primeira entrada seja 1, um pivo. Uti-
lizando este pivd, zeramos as entradas abaixo dele. No exemplo,
temos um pivo na primeira linha. Para zerarmos as entradas (2,1)
e (3,1) procedemos como se segue:
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1. multiplicamos a primeira linha por —3 e somamos a segunda.

2. multiplicamos a primeira linha por —5 e somamos a terceira.

Obtemos:
1 2 -3 1
0o -7 11 4
0o -7 11 -3

Ao chegarmos neste ponto, procuramos um pivo na 2% ou 3* linha
com o intuito de zerar ou a entrada (2,2) ou a entrada (3,2). Mas,
observando que as referidas entradas sdo iguais, vemos que isto
ndo é necessdrio, basta subtrairmos uma linha da outra para zerar
a entrada (3,2.) Obtemos:

1 2 =31
0 -7 11 4
0o 0 o0 7

Embora ainda ndo tenhamos encontrado a forma escalonada ja re-
solvemos o problema! Observe que a ultima linha significa Ox +
Oy + 0z = 7 e esta equagdo nado possui evidentemente solucdo. O
sistema é pois, impossivel.

<
Exemplo 4.13 Resolva o seguinte sistema de equagdes lineares:
2x+y—2z = 10
3x+2y+2z = 1 (4.3)

5x+4y+3z = 4

Para resolver o sistema passamos a matriz aumentada:

2 1 -2 10
32 2 1
54 3 4

O nosso método serd novamente encontrar a forma escalonada da
matriz aumentada. Neste caso, nenhuma das linhas possui um
pivo. Podemos obter um pivo dividindo a primeira linha por 2.
Isto nos faria trabalhar com fragdes, mas seria um caminho viavel.
Vamos optar por outro. Como queremos zerar as entradas (2,1) e
(3,1) podemos multiplicar a 1° linha por —3 e a segunda por 2 e
somaé-las, conservando a 1“ linha inalterada. Observe:

21 =2 10
01 10 -28
54 3 4
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Para zerarmos a entrada (3,1) procedemos de forma semelhante.
Como néao ha pivd, multiplicamos a primeira linha por —5 e a tl-
tima por 2. Isto nos leva a seguinte matriz:

21 -2 10
01 10 -28
0 3 16 —42

Agora sim, aparece um pivo na segunda linha. Utilizamo-lo para
anular a entrada (3,2) : multiplicamos a segunda linha por —3 e
somamos a ultima, obtendo:

21 -2 10
01 10 -28
00 —14 42
Daqui j& poderiamos encontrar as solugdes z = —3 e em seguida

x e y. Vamos, no entanto, continuar o processo de escalonamento
até chegar a forma escalonada reduzida por linhas. Dividindo a
altima linha por —14 obtemos um pivo nesta linha:

21 =2 10
01 10 -28
00 1 -3

Utilizamos este piv0 para zerar as duas entradas acima dele.Obtemos:

210 4

010 2

001 -3

Finalmente, utilizando o piv6 da entrada (2,2) zeramos a entrada

acima dele e, dividindo a primeira linha por 2. obtemos a forma
escalonada reduzida por linhas.

1 00 1
010 2
0 01 -3

Podemos ler diretamente na matriz as solu¢des do sistema x = 1,
y=2ez=-3 <

Vamos considerar mais um exemplo:
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Exemplo 4.14 Resolva o seguinte sistema de equagdes lineares:
x+2y—3z = 6
2x—y+4z = 2 (4.4)
4x+3y—2z = 14

Para resolver o sistema passamos novamente a matriz aumentada:

1 2 -3 6
2 -1 4 2
4 3 -2 14

Vamos encontrar a forma escalonada da matriz aumentada. Neste
caso, a primeira linha possui um pivo. Vamos utilizar este pivd
para zerar as entradas (2,1) e (3,1). Para isto, multiplicamos a
primeira linha por —2 e somamos a segunda. Em seguida, multi-
plicamo-la por —4 e adicionamos a terceira linha. Observe:

1 2 -3 6
0 -5 10 -10
0 -5 10 -10

A seguir, devemos zerar a entrada (3,2). Como ndo hd pivos na
segunda ou terceira linha e salta aos olhos que as entradas (2,2) e
(3,2) sdo iguais subtraimos a terceira linha da segunda. Observe o
que acontece:

1 2 -3 6
0 -5 10 -10
0 0 O 0

Obtemos toda uma linha de zeros. Facilmente passamos a forma
escalonada reduzida por linhas. Dividindo a segunda linha por
—5 conseguimos um pivo. Em seguida, multiplicamos esta nova
linha por —2 para zerar a entrada acima do pivo.

10 1 2
01 -2 2
00 0 O

Esta é a forma escalonada reduzida por linhas. Como nao hé pivos
na terceira coluna, temos ali duas entradas ndo nulas. Para en-
contrar as solugdes do sistema escrevemos as equagdes correspon-
dentes as duas linhas ndo nulas. y —2z = 2 e x +z = 2. Neste
caso temos infinitas solugdes para o sistema. Fazendo z = t temos
x =2 —tey = 2+ 2t. Qualquer valor de t nos fornece uma so-
lugdo. Parat = 1temos x = 1,y = 4,z = 1; parat = 2 temos
x = 0,y = 4,z = 2 e assim por diante. Este exemplo é muito
distinto do Exemplo 4.12 acima. Ali ndo existiam solugdes para o
sistema, aqui existe uma infinidade de solugdes. g
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Observacao 4.15 Os trés exemplos acima ilustram todas as possi-
bilidades possiveis para um sistema de trés equacdes e trés incog-
nitas: ou eles ndo possuem solugdo(4.12), ou eles possuem uma
tnica solugdo(4.13), ou possuem uma infinidade delas(4.14). Um
sistema de equagdes lineares nunca podereré ter duas, trés ou qual-
quer ndmero finito de solugdes, distinto de um. H4 uma razdo
geométrica para tal fato que veremos em capitulos posteriores.

Podemos ter sistemas de equagdes lineares que dependem de pa-
rametros. Neste caso, dependendo do valor dos pardmetros, pode-
remos ter uma solucdo, infinitas solugdes ou até mesmo nenhuma
solucao. Considere o seguinte exemplo:

Exemplo 4.16 Resolva o seguinte sistema de equagdes lineares:

x+y—z =1
2x+3y+az = 3 (4.5)
x+ay+3z = 2

Para resolver o sistema passamos a matriz aumentada, como an-
teriormente, sem nos preocuparmos com a presenga do parametro
a que deve ser pensado como um ntmero qualquer. No final es-
tudaremos as possibilidades para o sistema a partir do valor de
a:

11 -1 1
2 3 a 3
1 a 3 2

O nosso método serda novamente encontrar a forma escalonada da
matriz aumentada. Neste caso, a primeira linha possui um pivd.
Vamos utilizar este pivd para zerar as entradas (2,1) e (3,1). Para
isto, multiplicamos a primeira linha por —2 e somamos a segunda.
Em seguida, multiplicamo-la por —1 e adicionamos a terceira li-
nha. Observe:

1 1 -1 1
0 1 2+4a 1
0 a—-1 4 1

Para zerarmos a entrada (3,1) procedemos da forma seguinte: co-
mo ha um pivd na 2? linha, multiplicamos a segunda linha por
—(a — 1) e adicionamos a terceira linha. Isto nos leva a seguinte
matriz:

11 -1 1
01 2+a 1
00 —(a—1)24a)+4 —(a—1)+1
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Efetuando as contas, a entrada (3,3) se torna 6 —a —a> = —(a +
3)(a —2) e para a entrada (3,4) temos 2 — a. Temos:

11 -1 1

01 2+a 1

0 0 B3-a)a—2) 2—a

Tendo em mente agora os Exemplos 4.12, 4.13, 4.14, ndo é dificil
perceber como o sistema depende do parametro a. Por exemplo,
se 2 = 2 a ultima linha da matriz se anula e estamos na situa-
¢do do exemplo 4.14. Se por outro lado a = 3, a tltima equagdo
se torna 0z = —1 e o sistema é claramente impossivel, como no
Exemplo 4.12. Em todos os outros casos, ou seja, para a # 2,3
o sistema possui uma tnica solugdo, como no Exemplo 4.13, pois
z = 3%“, onde, observe, s6 podemos dividir ambos 0os membros da
equagdo por a — 2 por que temos a # 2. <

4.3 - SISTEMAS DE m EQUACOES LINEARES A n VARIAVEIS

Vamos agora generalizar um pouco o nosso estudo para sistema de
m equagdes a n varidveis e entender, a0 mesmo tempo, um pouco
melhor a teoria.

Definicdo 4.17 Um sistema linear de m equagdes a n varidveis é
um sistema da forma:

ayxy +apxy +a3x3+ -+ ayy, = b

A21X1 + A0Xp +a3X3 + -+, = by
............ o 46

A1 X1 + A2 X2 + ApaXs + - -+ AunXy = by
4.7)

Para resolver um tal sistema procedemos como no caso de um sis-
tema de 3 equagdes a 3 incégnitas, visto na se¢do anterior. A de-
finicdo, vista ali de forma escalonada reduzida por linhas, é para
matrizes m x n. Assim, para resolver um sistema maior formamos
a matriz aumentada e a escalonamos. Considere o seguinte exem-
plo:

Exemplo 4.18 Resolva o seguinte sistema de equagdes lineares:

x1+3xp —2x3+2x5 = 0

2x1 4+ 6xp —bxz —2x4 +4x5+3x¢ = —1 (4.8)
5x3 +10x4 +15x¢ = 5

2x1 4+ 6x0 +8x4 +4x5+18x¢ = 6 (4.9)



ELEMENTOS DE GEOMETRIA ANALITICA: UMA VISAO GEOMETRICA

Para resolver o sistema passamos, como anteriormente, a matriz
aumentada que aqui serd uma matriz 4 x 7, j& que sdo 6 as varid-
veis:

-2 0 2 0 0

-5 -2 4 -3 -1

5 10 0 15 5

0 8 4 18 6

N O DN -
N O O W

Observe que cada coluna corresponde a uma varidvel e, se numa
equagdo uma varidvel ndo aparece, figura um zero na entrada cor-
respondente da matriz. Vamos encontrar a forma escalonada da
matriz aumentada. Neste caso, a primeira linha possui um pivé.
Vamos utilizar este pivo para anular as entradas (2,1) e (4,1). Para
isto, multiplicamos a primeira linha por —2 e somamos a segunda.
Em seguida a adicionamos também a terceira linha. Multiplica-
mos em seguida a segunda linha por —1 para aparecer um pivo.
Observe:

13 -2 0 2 0 0
00 1 2 0 3 1
00 5 10 0 15 5
00 4 8 0 18 6

~—

O pivd que aparece na entrada (2,3) é entdo utilizado para zerar
as entradas (3,3) e (4,3), multiplicando a segunda linha por —5
e somando a terceira e, em seguida, multiplicando a mesma linha
por —4 e somando a quarta. Obtemos:

1 -2
0
0

OO O W
S O -
oo N O
SO ON
N O W o
N O~ O

0

que possui toda uma linha de zeros. Passamos, entdo, a forma es-
calonada reduzida por linhas. A linha de zeros passa para o final;
dividindo a tltima linha por 6 conseguimos um pivd. Em seguida,
multiplicamos esta nova linha por —3 para zerar a entrada acima
do pivd mais a direita. Para zerar a entrada acima do pivd mais
a esquerda, multiplicamos a 2” linha por 2 e somamos a primeira.
Temos finalmente:

1302200
0012000
0000011
00000O00O

Esta é a forma escalonada reduzida por linhas. Como ndo ha pivos
na quarta coluna, temos ali duas entradas ndo nulas. Para encon-
trar as solugdes do sistema escrevemos as equagdes corresponden-
tes as trés linhas ndo nulas. xg = %, ex3+2x4 = 0ex;+3x+
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2x4 + 2x5 = 0. Neste caso, como no Exemplo 4.14, temos infini-
tas solugdes para o sistema. Como naquele caso, podemos fazer
x4 = t. Mas, além disto, podemos fazer x, = r e x5 = 5. Obtemos
que o conjunto de solugdes do sistema é dado por:

1
Xg = 3 X3 = —2t x1=-2t—2r—2s,
onde t,7,s podem assumir qualquer valor real. <

Em um sistema como o anterior, as varidveis correspondentes aos
pivds sdo chamadas varidveis dependentes(no exemplo x1, x3 e x4)
e as demais sdo chamadas variadveis livres ou independentes, no
exemplo x7, x4, x5 a quem demos os valores 7, t, s.

Vamos elaborar um pouco mais a nossa teoria de sistemas lineares
de equagdes, inicialmente formalizando as operagdes expostas na
Observagdo 4.9, quando definimos quais opera¢des sdo admissi-
veis quando queremos escalonar uma matriz.

Definicao 4.19 Dada uma matriz A, m X n, as seguintes operagoes
sdo chamadas operagdes elementares nas linhas da matriz A :

1. Trocar duas linhas.

2. Multiplicar uma linha por um ntimero ndo nulo.

3. Somar a uma linha um miultiplo ndo nulo de outra linha.
Dadas duas matrizes A e B m x n dizemos que elas sdo equivalen-

tes se uma pode ser transformada na outra por operagdes elemen-
tares.Temos os seguintes resultados:

Teorema 4.20 Toda matriz A, m X n, é equivalente a uma vinica matriz
escalonada reduzida por linhas.

Teorema 4.21 Se as matrizes aumentadas de dois sistemas lineares AX =
B e CX = D sio equivalentes entdo os sistemas possuerm as mesmas so-
lugaoes.

Vamos resumir todas as nossas observagdes deste capitulo em dois
teoremas:

Teorema 4.22 Dada uma matriz A, m X n, escalonada, reduzida por
linhas, suponha que ela seja a matriz de coeficientes do sistema AX = B.

1. Se A possui o mesmo niimero de linhas nio nulas e colunas o sis-
tema possui solugdo inica ou é impossivel.
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2. Se A possui mais colunas nio nulas que linhas ele possui infinitas
solugdes. Neste caso, as varidveis podem ser divididas em depen-
dentes e independentes. As dependentes correspondem aos pivos.
Atribuindo valores ds independentes, temos todas as possiveis so-
lugoes do sistema.

Defini¢do 4.23 Se no sistema acima fazemos B = 0, temos o sis-
tema AX = 0, que é chamado um sistema homogéneo.

Temos o seguinte resultado a respeito de sistemas homogéneos.

Teorema 4.24 Dada uma matriz A, m X n, escalonada reduzida por li-
nhas, suponha que ela seja a matriz de coeficientes do sistema AX = 0

1. Se A possui o mesmo niimero n de linhas ndo nulas e colunas, o
sistema possui solugdo inica que é trivial, ou seja, x; = Xy =
-+ = x, = 0. Neste caso temos Det(A) # 0.

2. Se A é uma matriz quadrada, n X n, o sistema possui solugdes nio
triviais se e somente se Det(A) = 0.

3. Se A possui mais colunas nio nulas que linhas ele possui infinitas
solugdes.

4. Um sistema homogéneo nunca é impossivel.

Observacgao 4.25 Nao faremos aqui a demonstragdo destes resul-
tados, mas vamos observar que o bom funcionamento de tudo que
fizemos até aqui depende destes resultados. Sdo eles que nos ga-
rantem que, de qualquer maneira licita que operemos com as li-
nhas de uma matriz, obteremos a mesma forma escalonada redu-
zida por linhas e as mesmas solugdes ao final. Eles permitem dizer
quando um sistema possui uma solugao e se elas sdo ou ndo em
numero finito, bastando para isto reduzir a matriz aumentada a
forma escalonada reduzida por linhas.
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4.4 EXERCICIOS

1. Encontre as soluc¢des dos seguintes sistemas, inicialmente utilizando o método de eli-
minagdo de varidveis e, em seguida, encontrando a matriz aumentada, utilizando o
método de Gauss-Jordan e calculando a matriz escalonada reduzida por linhas:

(@)
2x+3y = 5
dx—y = 7
(b)

2x+3y+z = 0
X—2yy —z
x+4y+z = 2

I
—_

2. Verifique se os sistemas abaixo sdo impossiveis, possuem uma tinica solugdo, ou infi-
nitas solugoes.

(a)

x+2y—3z = 4
x+3y+z = 11
2x+5y—4z = 13

(b)

x+y+z =1
X—y+z = 2
2x+2y+2z = 5

()

xX+y+z =
X—y+z = 2
2x +2z = 3

(d)

2x+y—2z = 10
3x+2y+2z = 1
Sx+4y+3z = 4
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3. Encontre todas as solugdes dos sistemas abaixo:
(a)

x+2y+3z = 4
x+3y+z = 5

(b)

xX+y+3z—-—w = 4
x+3y+z+2w = 5

4. Mostre que os sistemas abaixo possuem apenas a solugao trivial:
()

3x+4y—-2z = 0
x+y+z = 0
—x—3y+5z = 0

(b)

7x—=2y+5z+w = 0

x—y+z = 0
y—2z+w = 0
x+z+w=0

(Sugestao: calcule o determinante da matriz de coeficientes e, em seguida, aplique o
Teorema 4.24)

5. Determine os valores de a tais que o sistema nas incégnitas x, i, z possua uma solugéo,
nenhuma solugado ou infinitas solugdes:

ax+y+z = 1
X+ay+z =
X+y+az =
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AVALIACAO DA 47 AULA

. Resolva o sistema :
x—y—z=0

2x+y+4z=0
2x —2y+2z=0
. Resolva o sistema :
x—2y—z=1
2x+y+4z= -7
3x —2y+2z=0
. Resolva o sistema :
X—2yt+z=7
2x—y+4z=17
3x —2y+2z=14

. Encontre os valores de a para os quais o sistema abaixo:

(a) éinconsistente.
(b) possui uma tnica solugdo.

(c) possui mais de uma solugéo.
x+2y—3z=a
2x+6y—1lz=a
x—2y+7z=1



AULA IK

Equacao cartesiana do plano no espaco

Objetivos 5.1 Ao terminar este capitulo vocé deverd ser capaz de:
1. Deduzir a equagdo cartesiana de um plano no espago, ortogonal a
um vetor dado e passando por um ponto.

2. Resolver vdrios problemas sobre planos no espago como, por exem-
plo, encontrar a equagdo de um plano passando por 3 pontos.

3. Conhecer o produto vetorial de 2 vetores e suas propriedades.

4. Saber o que é um conjunto de dois ou trés vetores linearmente de-
pendentes ou linearmente independentes no plano ou no espago.

5.1 - A EQUACAO DO PLANO

Uma reta no plano fica determinada pela sua inclinagdo e um de
seus pontos. Da mesma maneira, um plano no espaco fica determi-
nado conhecendo-se um vetor normal a ele e um de seus pontos.
E 0 que veremos a seguir.

Considere um ponto P = (x,o,z0) no espaco e um vetor N =
(a,b,c). Vamos considerar a equagdo do plano a ortogonal ao ve-
tor N passando pelo ponto P. Para isto, considere um ponto X =
(x,,z) do plano. A condi¢do para que o ponto X pertenga ao
plano é que o vetor PX seja ortogonal a N. Assim, o plano « pode
ser descrito pela equacao:

PX-N =0, ouainda (X—P) - N=0,ouseja,
((x,y,2) = (x0,90,20)) - (a,b,¢) = 0
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N = (a,b,c)

Figura 5.1: A equagdo cartesiana de um plano no espago

Portanto teremos (x — xo,y — Yo,z — z0).(a,b,c¢) = 0. Efetuando,
ax + by + cz = axy + byo + czo. E usual denotar axg + byo + czp por
d e obtemos, assim, a equagado geral do plano que passa pelo ponto
(x0,Y0,20) € é ortogonal ao vetor N = (a,b, c).

ax + by +cz =d, onde d = axg + byo + czo

Exemplo 5.2 Encontre a equagdo do plano que passa pelo ponto
P = (3,—1,7) e é perpendicular ao vetor N = (4,2, —5). Como
na deducgdo da férmula feita acima, um vetor arbitrario do plano
é dado por PX=X-P= (x—3,y+1,z—7). Impondo a condi-
¢do do vetor arbitrdrio ser normal ao vetor N obtemos: (x — 3,y +
1,z—7)-(4,2,—5) =0, ou seja, 4x + 2y — 5z = —25. <

Exemplo 5.3 Encontre a equagdo do plano que passa pelos pontos
A=(12-1),B=(23-1)eC = (3,—1,2).Ja sabemos que um
plano no espago possui equagdo ax + by + cz = d, mas ainda ndo
temos como calcular o vetor normal ao plano pedido N = (4, b, ¢).
No préximo paragrafo veremos como fazer isto. Neste exemplo,
vamos observar que, como (x, y,z) € um ponto arbitrdrio do plano,
temos, substituindo sucessivamente os pontos A, B, C na equagdo
do plano:

a+2b—c = d
2a+3b—c¢
3a—b+2c = d (5.1)

I
W
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Resolvendo o sistema obtemos a = 3t,b = —3t,c = —3t,d = t.
Tomando t = 1 obtemos uma equagao para o plano 3x — 3y — 5z =
2. Observe que qualquer valor de f nos fornece uma equagao para
o plano pedido.

5.2 - PRODUTO VETORIAL DE DOIS VETORES

Ja vimos no Capitulo 2 que o produto escalar de 2 vetores, no plano
ou no espago, nos fornece um nimero. Veremos agora um outro
produto de 2 vetores no espago, que nos fornece um terceiro ve-

tor, perpendicular ao plano gerado pelos 2 primeiros. Para isto,
—_— - =
introduziremos a seguinte nota¢do. Denotaremos por i, j, k os

vetores unitdrios na direcdo dos eixos x, y, z respectivamente. Ou
— — —
segja i =(1,0,0), j =(0,1,0), k =(0,0,1).

. o~ . — —
Defini¢do 5.4 Dados doisvetores v = (v1,0p,v3) e W = (wy, wa, w3)
. — — . — —
o produto vetorial de v" por w, que serd denotado por v" x w,
serd o determinante

- - >
i ]k

— =
O XW=|10v Uy U3 |=
w1 W2 W3
— — —
= (vqws — wpv3) i — (Vw3 —w1v3) | + (ywy —wivp) k =

= (Uzw3 — W03, —(Ulwa - wl?fa),Ulwz - wlvz)-

Observacdo 5.5 Na defini¢do dada, optamos por usar o determi-
nante acima por ser a forma mais facil de guardar a defini¢do. A
forma que aparece mais abaixo poderia ser também utilizada como
definic¢do e seria a mais correta, mas é de mais dificil memorizacao.

Observacao 5.6 Ja observamos que o produto escalar de dois ve-

tores é um nimero, enquanto o produto vetorial é um vetor. Uma

outra diferenca é que o produto vetorial ndo é comutativo, isto é,
— — — — .

emgeral v X W # w x v.Observe os exemplos abaixo:

Exemplo 5.7 Encontre o produto vetorial dos vetores Te 7, nesta
— —

ordem. Temos que o vetor i = (1,0,0) eovetor j = (0,1,0).

- -

! ] — — — —

1 0 0 |=0i+0j+1k)=k =(0,0,1).

0 1 0

-
1 X ] =

<
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Exemplo 5.8 Calcule o produto vetorial j x i . (O mesmo pro-
duto do exemplo anterior, mas na ordem inversa.)

No Exemplo 5.7, obtivemos um vetor ortogonal aos outros dois.
No exemplo 5.8, também obtivemos um vetor ortogonal aos ou-
tros dois, porém, de sentido contrario ao vetor do Exemplo 5.7.
Isto é sempre verdade. Faca o exercicio abaixo e, em seguida, es-
tude a proposicdo que lhe segue.

Exercicio 5.9 Calcule

76

SN

Proposic¢do 5.10 Sejam T = (v1,v0,03) € W = (w1, wy, w3) dois ve-
tores nio nulos tais que nio existe k # 0 tal que W = kv . Entdo, o
.= — = .
produto vetorial X = v X w é um vetor ortogonal aos outros dois.
Além disto, ¥ = W x © éum vetor distinto de X também perpendi-
—

— = —
culara v e w etal que y = — x'.

<

Demonstragiao: Considere

- =

i ]k

=] 01 02 U3 | T
w1, Wy W3

- = =
X =0 X wWw

—- —- -
= (w3 — wyvs3) i — (Vw3 —w1v3) j + (V1w — wiv2) k =

= (Vw3 — wyv3, —(V1W3 — W1V3), VIW3 — W1V3) =
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— — — —

Vamos calcular x. " e x".w. Lembre-se que, de acordo com a
Definicao 2.15, dois vetores A e B sdo ortogonais se, e somente se,
A.B = 0. Temos:

— —
X .0 = (vaws — wov3, — (W3 — W1v3), W3 — W103).(V1, 02, 03) =

V102W3 — VW03 — VU1 W3 + Vw103 + V301w — v3w 02 = 0

De maneira semelhante, calculamos:
— —
X.w = (vpws — wpv3, — (Vw3 — W1 v3), V1W3 — W1V3). (W1, Wy, W3) =
W10W3 — WWV3 — WV W3 + Wrw103 + w3v1wy — wiwv = 0.
. =, — —
Ouseja, x" é ortogonala v ea w.

Para demonstrar a 2* parte calculamos:

- = @ —

i ] k
—>_—) —>_ o
Yy =wXxX0=|w w ws|=
U1 U2 U3

—- —- -
= (wyv3 —vows) i — (w1v3 —v1w3) | + (w1v2 —vwa) k =
= (w203 - Uzwa), —(w103 - 01w3), (wﬂ)z - Ulwz) =%

Observe que temos sempre que x # 0 e y # 0 pois, do contrario,
v = kw para algum k # 0. O

Exemplo 5.11 Uma aplicacdo interessante do produto vetorial é
um outro método, distinto do Exemplo 5.3, de calcular a equa-
cdo do plano passando por 3 pontos dados. Vamos, pois, repe-
tir o calculo 14 feito utilizando outro método. Encontre a equacgdo
do plano passando pelos pontos A = (1,2,—1), B = (2,3,1) e
C=(3,—1,2). Observe inicialmente que dois vetores do plano pro-
curadosio: © =B—-A = (1,1,00e w =C—A = (2,-3,3).0
vetorN=70 x W serd, como vimos, normal ao plano.

- - 7

i j k
N=7xw=|1 1 0 |=(3-3-3-2)=(3-3-5).
2 -3 3

Conhecendo o vetor normal N do plano e um de seus pontos(B,
por exemplo) determinamos a equacdo do plano, que coincide com
a que encontramos no Exemplo 5.3:

(3,-3,-5).(x =2,y —3,z+3) =3x -3y — 5z =2.
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Exercicio 5.12 Ultilize o produto vetorial para encontrar a equagdo de um plano no es-
pago, passando pelos seguintes ternos de pontos:

1. (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1). Faga um esbogo deste plano.
2. (1,1,0), (0,1,—2) e (3,0,1).
3. (1,1,1), (=2,1,3) e (0,2,7).

5.3 - VETORES LINEARMENTE DEPENDENTES E INDEPENDENTES

No que segue pensaremos sempre em um vetor v com o ponto
inicial na origem. Como, de acordo com a Observagdo 2.10, isto é
sempre possivel, ndo perderemos generalidade assim procedendo.

Definigao 5.13 Dois vetores do plano sdo linearmente dependen-
tes se estdo sobre uma mesma reta que passa pela origem.

Dados u = (u1,up) ev = (v1,v2) u, v sdo linearmente dependentes
se existe k # 0 tal que u = kv. Abreviamos dizendo que u e v sdo
1.d.

Definicao 5.14 Dois vetores que ndo sdo linearmente dependentes
sdo ditos linearmente independentes.

Portanto, dados u = (u1,u2) e v = (v1,v2) u,v sdo linearmente
independentes (1i.) se ndo existe k # 0 tal que u = kv.

Exemplo 5.15 Os vetores (1,1) e (—1, —1) sdo linearmente depen-
dentes pois estdo sobre a reta y = x. Uma outra maneira de ver
isto é observar que (1,1) = —1(—1, —1). Por outro lado, os vetores
(1,1) e (—1,1) sdo linearmente independentes. <

Até aqui, consideramos vetores no plano xy. Considere agora pa-
res de vetores em um plano no espago. As mesmas defini¢des e
0s mesmos conceitos fazem perfeito sentido. Dois vetores v, w nado
nulos no espago serdo l.d. se estdo sobre uma mesma reta e li.,
caso contrdrio. Pensando, como sempre, nos vetores com o ponto
inicial na origem, isto é, equivalente a existéncia de uma constante
k # 0 tal que w = kv (1.d) oua w # kv para todo k # 0.
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Exercicio 5.16 Verifique quais pares de vetores sio linearmente independentes e quais sio line-
armente dependentes.

1. u=(1,0)ev = (5,0).

2. u=(1,0)ev=(0,2).

3. u=(1,0)ev=(-1,0)

4. u=(1,1ev=(1,-1)

5 u=(1,21)ev=(217).

6. u=1(0,0,1)ev=(0,1,0).

7. u=(-1,23)ev(1,-2,-3).

Defini¢ao 5.17 Um conjunto de 2 vetores, linearmente indepen-
dentes de um plano, é chamado uma base.

Defini¢ao 5.18 Um conjunto de trés vetores do plano xy é sem-
pre linearmente dependente. De maneira analoga, um conjunto
de trés vetores em um plano do espago é também linearmente de-
pendente.

Defini¢ao 5.19 Um conjunto de trés vetores do espaco é dito line-
armente independente se eles ndo estdo no mesmo plano.

Exemplo 5.20 O conjunto ?, 7, & de vetores do espaco é linear-
mente independente, pois ndo ha um plano que os contém. Com
efeito, suponha que o plano ax + by + cz = 0 (que passa pela ori-
gem, ja que o ponto inicial dos i vetores é a origem) contenha os

trés vetores. Se o plano contém i temosa = 0. Se o plano contém
— —
j segue que b = 0 e finalmente se o plano contém k segue que

— —
¢ = 0. Absurdo. O conjunto i, j,(1,1,0) de vetores do espago é
linearmente dependente. Com efeito, os 3 vetores estdo contidos
no plano z = 0. <

Proposicdo 5.21 Um conjunto de n vetores no espago vy, ..., v, (n=2
ou 3), ndo nulos, é linearmente independente se, e somente se, sempre
que existirem ay, . . ., a, constantes ndo nulas, tais que Y a;v; = 0, temos
a; = 0 para todo i.

Demonstra¢do: Temos dois casos a considerar:

1. n=2
Neste caso, suponha que existam a1, a, tais que 4101 + a,02 =
0 com vy, v, ndo nulos e a;,a; idem. Segue que v, = —%01
o que contraria a hipdtese dos vetores serem linearmente in-
dependentes.
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2. n=3
Neste caso, suponha que existam ay,a,4a3 tais que a;v; +
a0y + azvz = 0. com v, vy, v3 ndo nulos e a1, ap, a3 também.
Segue que v3 = —Z—;vl — %UZ, 0 que mostra que vy, v, V3 es-
tdo no mesmo plano, o que contraria a hip6tese dos vetores
serem linearmente independentes.

Em ambos os casos a reciproca é clara. O

Proposic¢do 5.22 Sejam vy = (v11,v12,v13), V2 = (021,022, 023), U3 =
(v31, V32, V33) 3 vetores no espago e considere a matriz

011 Y12 713
A= | vy vx vy |.SeDet(A) =0 os vetores siold. e se

U31 U322 033
Det(A) # 0 os vetores sio Li.

Demonstra¢dao: Suponha vy, v, v3 L.d. Entdo v3 = 4101 + a202.

01 01
Segue que Det(A) = | vp | = () = 0, de acordo com
U3 101 + axv;

o Teorema 3.30.

Reciprocamente, suponha vy, v, v3 Li.

01 X1
Entédo: U2 X2 = 0 possui apenas a solu¢do nula x; =
U3 X3

xZ:X3:0.

Segue que det(A) # 0 pelo Teorema 4.24 O

No préximo pardgrafo, bem como nos préximos capitulos, aplica-
remos os conceitos aqui estudados a geometria.

5.4 - INTERSECAO DE DOIS PLANOS NO ESPACO

Dado um plano a no espaco de equagdo ax + by + cz = d vimos, no
Pardgrafo 5.1, que ele possui vetor normal N = (a,b,c). Como o
préprio nome diz, o vetor normal ndo é unicamente determinado,
qualquer vetor na diregdo de N pode ser pensado como o vetor
normal de «. Temos o seguinte resultado:

Proposicdo 5.23 Dado um plano « no espago de equagio ax + by +
cz = d cujo vetor normal é N = (a,b,c) considere um outro plano p
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dado por a’x + b'y + ¢’z = d’' com vetor normal N' = (a’,V’,c"). Se N
e N’ sdo linearmente dependentes, entdo, a e B sdo coincidentes ou sio
paralelos.

Demonstragdo: Suponha N e N’ linearmente dependentes. Isto
significa que eles estdo na mesma reta que passa pela origem, ou
dito algebricamente, existe k # 0 tal que N’ = kN, ouseja (@', V', ') =
k(a,b,c). Podemos escrever as equagoes de « e p assim:

w:=ax—+by+cz=d B:=kax+kby+kez=d'

Suponha que « e f possuam um ponto Xo, Yo, zo em comum. Temos
axo + byo + czo = d e kaxg + kbyy + kczop = d’. Donde kd = d'.
Como k # 0 temos a« = B. Caso contrdrio, temos kaxg + kbyg +
kezg # d’, para qualquer solugdo (xo, yo,zo) de a. Em particular
kd # d', ou ainda kd — d’ # 0. Considere o sistema de equagdes
dado por a e B:

ax+by+cz = d
kax + kby + kez = d'

Multiplicando a 1% equagdo por k e subtraindo encontramos:

ax+by+cz = d
0 = kd—d

Como kd — d’ # 0 o sistema é impossivel; portanto, ndo existe um
ponto satisfazendo « e B e 0s planos sdo paralelos. O

Exercicio 5.24 Verifique quais pares de planos sio paralelos e quais sio coincidentes.

1. 3x+2y+5z=8ebx+4y +10z =6
2. 2x+3y+10z=0e2x+3y + 10z =1
3. x+y+z=9e9%+9y+9z =381

Considere novamente dois planos no espago, um plano « de equa-
¢do ax + by + cz = d cujo vetor normal é N = (a,b,c) e um
outro plano B dado por a’x + b’y + ¢’z = d’ com vetor normal
N’ = (a',V',c"). Suponha agora que N e N’ sdo linearmente inde-
pendentes. Sabemos que N’ # kN para toda constante ndo nula
k.

Considere o sistema de equagdes dado por a e B:
ax+by+cz = d
dx+by+dz = d

81



MINISTERIO DA EDUCACAQ - UFMG

82

Multiplicando a 1 equagéo por a’, a 2 por a encontramos:
/ / / o /
adax+aby+acz = ad
dax+bay+cdaz = ad
Subtraindo membro a membro:

dax+a'by+ad'cz = da'd
(t'a—d'b)y+ (a'c—ca)z = da'd—ad

Como os vetores N e N’ sdo linearmente independentes, temos que
(b'a —a'b) e (a’c — c’a) ndo podem ser ambos nulos, do contrario
terfamos N’ = aN. Sem perda de generalidade, vamos supor que
ba’ —a'b # 0. Supondo também que (a'c — c'a) # 0 segue que
a variavel z é independente e o sistema possui infinitas solugdes.
Sabemos, da geometria elementar, que dois planos no espaco que
ndo sdo paralelos nem coincidentes se encontram numa reta; va-
mos ver no préoximo capitulo que é isto que esta acontecendo neste
caso, ou seja, as infinitas solugdes do sistema acima sdo os pontos

de uma reta.



5.5 AVALIACAO DA 5% AULA

1. Encontre a equagéo geral do plano que passa por (1,1,1) e possui vetor normal N; =
(1,1,1).
2. Encontre a equagdo geral do plano que passa pelos pontos (1,0,0), (0,2,0) e (0,1,2).

3. Encontre o produto vetorial dos vetores (1,0,0) e (3,0,0). Interprete geometricamente
o seu resultado.
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AULA K¢

EquacOes paramétricas da reta

Objetivos 6.1 Ao terminar este capitulo vocé deverd ser capaz de:

1. Saber o que sio equagdes paramétricas.
2. Representar uma reta no espago por equagoes paramétricas.

3. Resolver problemas sobre retas no espago, tais como: encontrar as
equagdes paramétricas da reta que passa por dois pontos ou encon-
trar a intersegdo de uma reta, dada por equagdes paramétricas, com
um plano, dado por uma equagdo cartesiana.

6.1 - EQUACOES PARAMETRICAS DA RETA

Seja ¢ uma reta no espaco passando pelo ponto Py = (xo, Yo, 20) €
paralela ao vetor v; = (a,b,c). A reta £ consiste dos pontos (x, 1, z)
tais que

(x,y,z) = (xo/yOIZO) + t(a, b,c).

Esta equacdo é chamada equacdo paramétrica da reta £ ou equacao
vetorial da reta /. O vetor @) = (a,b,c) é chamado vetor diretor da
reta. Considere o seguinte exemplo:

Exemplo 6.2 Encontre a equacdo paramétrica da reta » passando
pelo ponto (1,2, —3) e paralela ao vetor (4,5, —7). Temos:

r:=(xy,z)=(1,23)+t(4,5 -7)
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Y

Figura 6.1: equacdo paramétrica da reta

Podemos também escrever as equagdes acima da seguinte maneira:
x=1+4t y=2+5t z=3-7t.

<

Observe que a equagdo depende de um parametro t que deve ser
entendido da seguinte maneira: a medida que t percorre os ntime-
ros reais, o ponto (x, y,z) percorre os pontos da reta. Por exemplo,
considere os seguintes valores de t e os correspondentes valores
do ponto (x,y,z) :

t 0 1 2 —1
(x,v,2) | (1,2,3) | (5,7,—4) | (9,12,—11) | (=3, —3,10)

Veja a Figura 6.1, onde o vetor diretor aparece em azul:

As equagdes paramétricas de uma reta nao sao dadas unicamente.
Na tabela acima, temos varios pontos da reta.Tome por exemplo o
ponto P; = (5,7, —10). Considere a reta s passando por P; e com
mesmo vetor diretor de 7 :

s:=(5,7,—10) + t(4,5,—7)

As retas r e s ja tém um ponto em comum P;. Além disto, fazendo
t = —1 obtemos o ponto (1,2, —3) que é um outro ponto de .
Ora, uma reta fica determinada por 2 pontos, logo r = s! Por outro
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lado, considere agora a reta u passando pelo mesmo ponto, Py =

(1,2,-3), que r, mas com vetor diretor 1.d. com o vetor diretor de

r, por exemplo, o vetor diretor 2(4,5, —7) = (8,10, —14) :
u:=(1,2,-3) + (8,10, —14)

Tomando t = % obtemos o ponto Q de u. Q = (5,7,—10) € r.

Novamente r = u. Vemos assim que podemos escrever de muitas

maneiras uma reta r passando por um ponto P e com vetor diretor

v4. Basta escolher qualquer ponto da reta e qualquer vetor diretor
linearmente dependente com v, isto é v/, = kvy, com k # 0.

As equagdes paramétricas podem ser muito tteis para resolver
problemas. Considere os seguintes exemplos:

Exemplo 6.3 Encontre a intersegdo da reta r dada por
r:=(x,y,z)=(1,2,-3)+t(4,5 -7)

com o plano « dado por —x + 2y + z = 2. Temos que r é dada por

x =1+4t,y =245tz = —3 —7t. Substituindo na equagdo do

plano temos:

—1—4t4+2(245t) + (-3-7t) =2.

donde t = —2. Voltando a equagao da reta encontramos o ponto
Xy de intersecdo da reta r e do plano a, Xp = (—7,—8,11). <

Exemplo 6.4 Encontre a intersegdo da reta r dada por
r:=(x,y,z)=(1,2,-3)+t(4,5 —6)
com o plano « dado por —x + 2y + z = 2. Temos que r é dada por

x =1+4t,y =2+ 5t,z = —3 — 6t. Substituindo na equagao do
plano temos:

—1—4t+2(245t) + (-3 —6t) =2.

donde 0t = 2. Ou seja, ndo existe valor de t que satisfaga as equa-
¢oes. Concluimos que a reta é paralela ao plano. <
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6.2 - RETAS DADAS POR 2 PLANOS

Vamos considerar novamente a situacdo do final do Capitulo 5.
Considere o sistema de 2 equagdes dado pelas equacdes de dois
planosa := —x+2y+z=0ef:=2x+3y —z =4

—x+2y+z = 0
2x+3y—z = 4

Multiplicando a 1? equagdo por 2 e somando encontramos:

—x+2y+z =
0+7y+z = 6

Passando a matriz aumentada e multiplicando a 1? linha por —1
para aparecer um pivo temos:

1 -2 -1 0
0 7 1 6
Dividindo a 2% linha por 7 obtemos um pivd e a 2% na entrada

(2,2):
1 -2 -1 0
o 1 1+ &

Com este pivd zeramos a entrada (1,2) :

5 12
(1 0 7 g)

que ¢é a forma escalonada por linhas da matriz dada. Vemos que a
variavel z é livre. Fazendo z = t concluimos:
6 11L 12 L 51L
= - — — X = — =
YTy 7 777
Obtemos infinitas solugdes, o que ja sabiamos. Mas, de posse de
nossos novos conhecimentos, vemos que essas infinitas solugdes
sdo os pontos da reta de intersecdo dos planos « e f dados. As
equagdes acima se escrevem:

12 12 15
(x/yrz) - (7/ 7/0) + t(_§/ ?/1)/

que é a equacdo da reta que passa por (#,%,0) e possui vetor

diretor (—%, %, 1).
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Exercicio 6.5 Determine se os seguintes sistemas de equa¢des determinam planos coin-
cidentes, paralelos ou retas e, no dltimo caso, encontre um ponto e o vetor diretor da
reta:

1.
2x+3y+5z = 0
2x+3y+5z = 6
2.
2x+3y+5z = 0
dx+6y—7z = 6
3.

—_

2x+3y+5z =
4x+6y+10z = 2

6.3 - RESOLVENDO A GEOMETRIA PELA ALGEBRA:
O CASO DE SISTEMAS LINEARES

Vimos no Capitulo 4, Observacado 4.15 e exemplos anteriores, que
um sistema linear de trés equagdes e trés incognitas pode ser im-
possivel, possuir infinitas solu¢des ou ter uma tnica solugdo. Ja
interpretamos geometricamente o que acontece quando considera-
mos sistemas de equagdes lineares de 2 equagdes e trés incégnitas.
Vejamos o que acontece quando consideramos 3 ou mais equagoes:

Exemplo 6.6 Considere o seguinte sistema de 3 equagdes e 3 in-
cognitas ja estudado no Capitulo 4, Exemplo 4.13.

2x+y—2z = 10
3x+2y+2z = 1 (6.1)
5x+4y+3z = 4

Naquela oportunidade, sem interpretar as equacdes de maneira
geométrica, vimos que o sistema possui solu¢do tinica x = 1,y =
2,z = —3. Sabendo agora que cada equagao linear corresponde a
um plano, vemos que os trés planos acima possuem como interse-
¢do um tnico ponto. <
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Exemplo 6.7 Considere o seguinte sistema de 3 equagdes e 3 in-
cognitas ja estudado no Capitulo 4, Exemplo 4.13.

2x+y—2z = 10
3x+2y+2z = 1 (6.2)
5¥4+3y = 11

Passando a matriz aumentada temos:

21 -2 10
32 2 1
53 0 11

Multiplicando a 1* linha por —3 e adicionando a segunda multipli-
cada por 2 e, em seguida, multiplicando-a por —5 e adicionando a
terceira multiplicada por 2 temos:

2 1 -2 10
32 2 1
53 0 11
2 1 -2 10
01 10 -28
01 10 -28

Observamos que a 2 e terceira linhas sdo idénticas e subtraindo
uma da outra obtemos:

21 =2 10
01 10 -28
0 0 O 0

sem terminar o escalonamento ja podemos concluir que o sistema
terd infinitas solugdes, ou seja, os trés planos acima tém por inter-
secdo uma reta, ou seja, o terceiro plano passa pela intersecao dos
2 primeiros. <

Exercicio 6.8 Encontre as equag¢des paramétricas da reta de intersecdo dos 3 planos

acima.
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Exercicio 6.9 Determine as posi¢des relativas dos planos dados pelos seguintes siste-
mas de 3 ou 4 equagdes. Diga se eles sdo todos paralelos, ou se determinam retas ou a
qual outra configuragdo geométrica sua interse¢do corresponde.

1.
x+y—z = 0
X+y—z
xX+y—z = 2

I
o

2x+3y+5z = 0
dx+6y—7z = 6
6x+9y+ -2z = 6
10x +15y -9z = 12

2x+3y+5z =
dx+6y+10z = 2
20x +30y +50z = 10

Combinando estas observagdes com as observacdes feitas no Ca-
pitulo 5, Proposicdo 5.23, vemos que um sistema de 3 equagdes a 3
incégnitas, visto como interse¢do de 3 planos, possui 3 possibilida-
des: ou ele é impossivel, ou ele possui solugdo tinica, ou ele possui
infinitas solugdes. Estes 3 casos correspondem geometricamente
as seguintes situagdes respectivamente: ou os planos ndo possuem
interse¢do, ou eles se interceptam em 1 ponto ou, no caso de pos-
suirem infinitas solugdes, eles se interceptam segundo uma reta ou
sdo coincidentes.
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. Considere os pontos A e B no espago, e calcule a equagdo paramétrica da reta que

passa por A e B. (Sugestdo: observe que o vetor diretor da reta é dado por B — A.)

(@ A=(2,—-1,1)eB = (-1,1,2).
(b) A= (-1,3,2)eB = (0,4,—1).
(© A= (2,-1,5)eB=(-1,1,1).
(d) A= (m,3,—-1)eB=(2m,—3,7).

. Encontre a equagdo paramétrica da reta que passa pelo ponto (1, —2,1) e é paralela a

reta (x,y,2z) = (1,0,2) + £(—1,2,4).

. Encontre a equagdo paramétrica da reta que passa pelo ponto (1, —2,3) e é paralela ao

planox +y+z =1.

. Encontre a equagéo cartesiana do plano que contém as retas concorrentes:

r:=(xyz) =(1,01)+t(-1,21) s:=(xyz)=(1,01)+1,23).

. Encontre a equagdo cartesiana do plano que é paralelo as retas:

r:=(xy,z)=(1,21)+t-2,21) s:=(x,y,z)=(1,0,1)+t1,-1,3).

e passa por (—1,—1,2).

. Encontre a equagdo paramétrica da reta que é paralela a interse¢ao dos planos x + y +

z=1ex—y—2z=0e passa pelo ponto (—1,2,3).



6.5 AVALIACAO DA 6" AULA

1. Determine a equagdo paramétrica da reta que passa pelos pontos (1,2,0) e (—5,3,2).

2. Determine a equacdo paramétrica da reta que passa pelo ponto (—1, —2,0) e é paralela
ao vetor (—2,9,3).

3. Determine a equacdo paramétrica da reta de intersecdo dos planos x +y+z = 1le
3x —4y = 0.

4. Considere as equagdes dos 3 planos: x —y+2z =1, —x -3y +4z=0ex -3y +z = 1.
Determine se os trés planos sdo coincidentes, paralelos, se interceptam em um ponto
ou numa reta e, nos dois tltimos casos, determine as equacdes.
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AULA 4

Posicoes relativas de retas e
planos no espaco

Objetivos 7.1 Ao terminar este capitulo vocé deverd ser capaz de:
1. Determinar a posicio relativa de duas retas a partir do estudo de
seus vetores diretores.

2. Saber quando dois ou mais planos sdo ou nio paralelos a partir do
estudo de seus vetores normais.

3. Determinar a posigdo relativa de um plano e uma reta no espago.

7.1 - RETA E RETA

Em nossos estudos de geometria, no ensino médio, aprendemos
que duas retas no espago podem se interceptar, ser paralelas ou
ainda ser reversas. Recordando o que la aprendemos, duas retas,
no espaco, podem estar ou ndo em um mesmo plano. Se elas estdo
em um mesmo plano e sdo distintas, elas se interceptam ou sdo
paralelas. Se elas ndo estdo em um mesmo plano entdo elas sdo
reversas. E isto o que se entende por determinar a posigao relativa
de duas retas no espago, determinar se elas se interceptam, sdo
paralelas ou reversas.

Vamos agora aplicar o estudo que fizemos até aqui para determi-
nar a posicdo relativa de duas retas no espaco, dadas parametrica-
mente. Considere duas retas no espago, dadas parametricamente:

— — — —
r.=X=P+AA; s:=X =P+ AA;

onde X = (x,y,z) e areta r(resp. s) é a reta que passa por P, (resp.
— —
P>) e possui vetor diretor Aq(resp. A»).
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Figura 7.1: Retas em um mesmo plano

Temos duas possibilidades para os vetores diretores A; e A;. Eles
podem ser linearmente dependentes ou independentes. Se os ve-
tores diretores de duas retas distintas sdo linearmente dependentes
entdo elas sdo paralelas. Por outro lado, se os vetores diretores de

duas retas sdo linearmente independentes entdo temos duas pos-
sibilidades:

1. As duas retas estdo no mesmo plano. Neste caso, elas tém
que se interceptar. Dizemos também que elas sdo concorren-
tes.

2. As duas retas ndo estdo em um mesmo plano. Neste caso,
elas necessariamente sdo reversas.

Para determinar se duas retas que possuem vetores diretores l.i.
sdo reversas ou se interceptam, procedemos como se segue. Con-

—
sideramos os pontos P; e P» das retas r e s e o vetor P; P». Conside-

. R —_— — —
ramos agora o conjunto de trés vetores P; P, A1, A;. Temos nova-
mente duas possibilidades:

1. Se os trés vetores sdo l.d., as retas r e s estdo no mesmo plano
e, como ndo sdo paralelas, sdo concorrentes (ver Figura 7.1).

2. Se os trés vetores sdo l.i, as retas r e s ndo estao em um mesmo
plano e sao, portanto, reversas.

Consideremos alguns exemplos.
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Exemplo 7.2 Determine a posicao relativa das retas:

ri=X =(1,23)+A(0,1,3) s:= X =(0,1,0)+A(1,1,1)

Primeiramente olhamos para os vetores diretores da reta A; =
(0,1,3) e A, = (1,1,1). Néo existe k # 0 tal que A, = kA;.
Logo Aj, Ay sdo li. Sejam agora os pontos P, = (1,2,3) € re
—
P, = (0,1,0) € s e considere o vetor PP, = P, — P, = (0,1,0) —
— = —
(1,2,3) = (—1,—1,—3). Vamos verificar se o terno { A1, Ay, PP}
é1.d. oul.i. Para isto, de acordo com a Proposi¢do 5.22 formamos o

ﬁ
Ay
determinante da matriz A = E .Se Det(A) = 0 os vetores
PP,
sdo li. do contrério 1.d.
0 1 3
1 1 1 |=-1(=3+1)+3(=14+1)=2#£0
-1 -1 -3
Logo os vetores sdo Li. e as retas sdo reversas. <

Exemplo 7.3 Determine a posigao relativa das retas:
ri=X =(1,2,3) +A(0,1,3) s:= X = (1,3,6) + 1(0,2,6)

Primeiramente olhamos para os vetores diretores da reta A; =
(0,1,3) e A, = (0,2,6). Neste caso existe k # 0 tal que A, = kAj, a
saber k = 2. Logo A1, A3 sdo l.d. Pelo nosso critério as retas sdo pa-
ralelas se forem distintas. Considere o ponto P; = (1,2,3) € r. Veja
que P; € s, pois, se (1,2,3) = (1,3,6) + 1(0,2,6), temos trés equa-
¢oes1l =1,2=3+2ue3 = 6+ 6u. Concluimos que as equagdes
sdo satisfeitas para y = —%. Portanto, as retas sdo coincidentes,
r=s. <

Observacgdo 7.4 Ja observamos antes que a forma paramétrica de
uma reta ndo é tinica, e duas retas podem ser coincidentes embora,
a primeira vista, isto nao seja claro. E o que aconteceu no exemplo
acima. Se duas retas possuem vetores diretores L.d. elas podem
ser paralelas ou coincidentes. A coincidéncia pode ser verificada
como fizemos acima: toma-se qualquer ponto da primeira reta e
verifica-se se pertence a segunda; se este for o caso, as retas coinci-
dem.

Exemplo 7.5 Determine a posicao relativa das retas:

ri=X =(1,2,3) +A(0,1,3) s:= X = (1,5,0) + u(0,—1,1)
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Primeiramente consideramos os vetores diretores da reta A; =
(0,1,3) e A, = (0,—1,1). Nao existe k # 0 tal que Ay = kA;.
Logo Aj, Ay sdo li. Sejam agora os pontos P; = (1,2,3) € re
——
P, = (1,5,0) € s e considere o vetor PP, = P, — P; = (1,5,0) —
—_ = ——
(1,2,3) = (0,3, —3). Vamos verificar se o terno { A1, Ay, PP, } é1.d.
ou li.

0 1 3
0 -1 1 | =0, poisa primeira coluna é nula
0 3 -3

Logo os vetores sdo 1.d. e as retas sdo concorrentes.

<

Exemplo 7.6 Como as retas acima sdo concorrentes, podemos fa-
cilmente encontrar seu ponto P de intersegdo, igualando seus ve-
tores posicao.

(1,2,3) + A(0,1,3) = (1,5,0) + u(0,—1,1),

obtemos:
(0/ =3, 3) + (0, A, 3/\) - (0/ —H .u) =0.
Donde,

0=0 —3+A+u=03+31—pu=0

Obtemos A = 0 e y = 3. Substituindo A em r e  em s obtemos o
ponto P de intersecdo: P = (1,2,3). <

7.2 - PLANO E PLANO

Considere o sistema abaixo de trés equagdes e 3 incognitas.

2x+2y—2z = 0
x+y—z = 6
5x+5y—5z = 2

Vimos no Capitulo 5, Proposicdo 5.23, que a condi¢do para que 2
planos sejam paralelos é que os vetores normais sejam l.d. Vere-
mos agora que é facil concluir, observando as equacdes de trés ou
mais planos, se eles sdo paralelos. Ja vimos que os vetores nor-
mais dos planos sdo dados pelos coeficientes de x, y, z na equagao.
Ora, se 3 planos possuem o mesmo vetor normal, como acima, é
evidente que eles sdo paralelos.
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7.3 - RETA E PLANO

Uma reta r e um plano « sdo perpendiculares se o vetor diretor de
r é paralelo ao vetor normal de «.

Exemplo 7.7 Verificar se o plano dado por & := x+2z = 14 e a
reta r dada pela intersegdo dos 2 planos 2x —y —z =0e2x +y —
z = 0 sdo perpendiculares.

Considere os vetores normais aos dois planos N; = (2,—1,—1) e
N, = (2,1, —1). O produto vetorial N; x N, dd um vetor diretor v,
para a reta r de intersegdo. Obtemos:

- -

I
v; = N1 X Ny = 2 -1 -1 |= (2,0,4).
2 1 -1

O vetor normal do plano « também é (2,0,4). Logo a reta r é per-
pendicular ao plano «.
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. Considere novamente os pontos A e B no espago, ja considerados nos exercicios do

capitulo anterior. Determine a posicdo relativa da reta dos itens a) e b), ou seja, diga se
elas sdo paralelas, reversas ou concorrentes. O mesmo para as retas dos itens b) e c).
(@ A=(2,-1,1)eB=(-1,1,2).
(b) A=(-1,3,2)eB=(0,4,-1).
(0 A=(2,-1,5)eB=(-1,1,1).

. Determine a posigao relativa dos planos dados por:

x+2y+2z=1 x+2y+2z=2 x+2y+2z=5

. Determine as posi¢des relativas das seguintes retas e planos, determinando se eles

se interceptam ou sdo paralelos e, caso se interceptem, se sdo perpendiculares (veja
também os Exemplos 6.4 e 6.3)

(@ r:=(x,y,z) =(1,-1,2) +t(1,2,5) ea :=2x + 4y + 4z = 5.
) r:=(xy2)=(1,-1,2)+t(-2,-2,4)ea:=2x+2y+z=>5.
() r:==(xy2)=(1,1,2)+t(1,45 ea:= —2x—4y+4z =5.

. Calcule m para que as retas: r dada pela intersecdo dos planos x —my +1 = O e

z—y+1=0esdadapor (x,y,z) = (0,0,0) + (1,m,1)

(a) sejam paralelas.

(b) concorrentes.



7.5 AVALIACAO DA 77 AULA

1. Determine a posigdo relativa dos planos x +2y —z =2 e 2x +-4y — 2z = 5.

2. Determine a posigdo relativa das retas r e s dadas por:
x = 1-A
r:¢y = 242\
z = 1+A

y = 3-6u

x = 1/2+1pu
S:
z = 3/2-3u

3. Considere as retas r,s C R3 dadas por:
ri=(xy,z) = (1,2,-1)+A(1,2,3)
s:= (v,y,2) = #(=1,0,2)

Encontre a equagdo geral do plano & que é paralelo as retas r e s e passa por (0,1,0)
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AULA R

Transformacoes lineares
do plano no plano

Objetivos 8.1 Ao terminar este capitulo vocé deverd ser capaz de:

1. Entender o que é uma base do plano.
2. Entender o que é uma transformacio linear do plano no plano.

3. Operar com transformagoes lineares do plano no plano e reconhecer
vdrios tipos de tais transformagoes.

4. Calcular autovetores e autovalores de transformagoes lineares do
plano e diagonalizar tais operadores quando possivel.

8.1 - BASES DO PLANO

Ja estudamos, no Capitulo 5, o que sdo vetores linearmente depen-
dentes e independentes no plano e o que é uma base do plano. Va-
mos rever aqui esses conceitos e utiliza-los para estudar um certo
tipo de fung¢des do plano para o plano.

Definicao 8.2 Dois vetores do plano sdo linearmente dependentes
se estdo sobre uma mesma reta que passa pela origem.

Dados 1 = (u1, 1) e v = (v1,v2) u, v sdo linearmente dependentes
se existe k # 0 tal que u = kv.

Definic¢do 8.3 Dois vetores que ndo sao linearmente dependentes
sdo ditos linearmente independentes.
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Portanto, dados u = (uy,u) e v = (v1,v2) u,v sdo linearmente
independentes se ndo existe k # 0 tal que u = kv.

Defini¢ao 8.4 Um conjunto de 2 vetores linearmente independen-
tes do plano é chamado uma base.

A utilidade de bases do plano é que, dada uma base por exemplo
u=(1,1)ev = (—1,1), podemos escrever qualquer outro vetor
do plano, por exemplo w = (0,1) como w = au + bv, para constan-
tes a,b, que podemos calcular. No caso, tomamosa = ;e b = 1,

pois 3(1,1) + 3(-1,1) = (0,1) = w.

Observe que o fato acima é verdade para qualquer vetor w =
(w1, w>) do plano, ndo apenas para o exemplo escolhido. Para ver
isto suponha que (w1, w2) = a(1,1) + b(—1,1). Isto nos da as se-
guintes equagoes:

w=a—bew,=a+Db

donde as solugdes a = U742 e p = L2101,

8.2 - GEOMETRIA DAS TRANSFORMACOES LINEARES DO PLANO

Inicialmente, faremos uma revisdo do conceito de fungdo visto no
ensino médio e neste curso, em outra disciplina, e que serd funda-
mental neste capitulo.

Definic¢do 8.5 Dados dois conjuntos A e B, uma fungdo f : A —
B é uma lei que associa a cada elemento de A, um iinico elemento
de B. O conjunto A é chamado o dominio da fungdo f e o conjunto
B é o contradominio.

Observagdo 8.6 As expressdes em itdlico cada e um iinico, mere-
cem atencdo especial. Cada significa que ndo sobram elementos no
dominio aos quais ndo corresponde uma imagem; um inico sig-
nifica que cada elemento do dominio tem por imagem um tnico
elemento do contradominio.

Exemplo 8.7 Ainda no Capitulo 1, Se¢ao 1.1 vimos exemplos de
leis que sdo fungdes e leis que ndo sdo. Por exemplo, a reta y =
2x 4 3 é o grafico de uma fungdo f : R — R que acada x € R
associa f(x) = 2x + 3.J4 a lei dada por x? + y?> = 4 também vista
ali ndo é uma fungdo, pois vimos que um valor de x corresponde a
dois valores de y. <
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Vamos estudar agora um tipo de fun¢do que ainda ndo havia apa-
recido. Sdo as chamadas transformagoes lineares do plano do pla-
no; isto significa que o dominio e o contradominio da fungao sdo o
plano R2. Linear significa que a lei pode ser dada por uma matriz
2 x2.

Defini¢io 8.8 Uma transformacéo linear T : R? — RR? é uma
fungdo definida por equagdes da seguinte forma:

W1 = a11X1 + a1pXe W2 = dA1X1 + 422X2

onde a11, 412,471, 42> S0 constantes e w1y, ws, X1, X2 SA0 as variaveis.
Observe que as varidveis aparecem em grau 1.

Podemos também escrever a fungdo T acima da seguinte maneira:
Notamos os pontos do R? por w = (wq,w;) e x = (x1,%). Entdo T
a1 a

se escreve w = Ax,onde A = 12

a1 a2

Exemplo 8.9 Considere o operador T : R? — R? que associa a
cada ponto x = (x1,x2) sua imagem simétrica em torno do eixo
dos y's. T(x) = (—x1,x2). Neste caso w1 = —x3 +0x2 wy =
0x1 + x2. Ou ainda

(o) = (5 ) (%)

A imagem de cada ponto pode ser calculada multiplicando-se o
ponto pela matriz de T dada acima. A imagem de (1,1) é (—1,1),
aimagemde (1,0) é (—1,0) eade (0,1) é (0,1). <

Exercicio 8.10

(x1,x2) | (1,1) (1,0) |(0,1)
(w1, wy) | (—=1,1) | (=1,0) | (0,1)
Complete a tabela dando mais 5 valores para (x1,x2) a sua escolha e encontrando os
valores correpondentes para (wy, wy).

Exemplo 8.11 Considere o operador T : R? — IR? que associa a
cada ponto x = (x1,x2) ele mesmo. T(x) = (x1,x2). Neste caso
w1 = x1 +0x2 wy = 0x1 + x2. Ou ainda

wry _ (10 X1
wo o 01 X2
A matriz 2 x 2 correspondente a T é, neste caso, a matriz identi-

dade, L. <
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xr

Figura 8.1: A transformacdo que associa a cada ponto sua imagem
simétrica em relagdo ao eixo dos y’s

Exemplo 8.12 Considere o operador T : R> — RR? que associa
a cada ponto x = (x1,x2) sua imagem simétrica em torno da reta
y = x. T é dado por w; = x2,wy = x1. Neste caso, w; = 0xq +
Xo, wy = 1x1 + 0xp. Ou ainda

() =(T o) (3)

A imagem de cada ponto pode ser calculada multiplicando-se o
ponto pela matriz de T dada acima. A imagem de (1,0) é (0,1), a
imagem de (1,1) é ele mesmo, em geral, a imagem de (x, x) é ele
mesmo. <

Exemplo 8.13 Considere o operador T : R? — R? que gira cada
ponto x = (x1,x7) deum angulode 7. T é dado por wy = —x2, wy =
x1. Neste caso wy; = 0x1 — xp, wy = 1x7 + 0x>. Ou ainda

(2= () ()

A imagem de cada ponto pode ser calculada multiplicando-se o
ponto pela matriz de T dada acima. A imagem de (1,0) é (0,1), a
imagem de (1,1) é (—1,1). <

Um operador que roda cada vetor R? de um angulo ¢ é chamado
um operador de rotagdo. Ele é muito importante, ndo s6 na ma-
temdtica, como também nas aplica¢des. Considere o operador T :
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R? — RR? que gira cada ponto x = (x1,x2) de um angulo ¢. T é

dado por:
wy \ _ [ cos(¢p) —sen(¢) X1
wy )\ sen(¢p) cos(¢p) X2
A imagem de cada ponto pode ser calculada multiplicando o ponto

pela matriz de T dada acima. A imagem de (1,0) é (cos(¢p), sen(¢)),
aimagem de (1,1) é (cos(¢) — sen(¢), cos(¢p) + sen(¢)).

8.3 - AUTOVETORES E AUTOVALORES

Definicdo 8.14 Se A é uma matriz 2 X 2, um vetor x ndo nulo do
plano é chamado um autovetor de A se Ax é um multiplo escalar
de x, isto é, se

Ax = Ax

para algum escalar A. O escalar A é chamado um autovalor de A e
x um autovetor de A associado a A.

A definicdo acima estd dizendo que os vetores Ax e x sdo linear-
mente dependentes, ou seja, estdo na mesma reta. Este fato terd
algumas aplicacdes. Observe o exemplo.

Exemplo 8.15 O vetor x = ( ;

=5 5)
(5 5)(2)=(5)=»

O autovalor é 3 e a reta sobre a qual estdo Axex éaretay = 2x.

) ¢ um autovetor para

pois

Para encontrar os autovalores de uma matriz A, 2 x 2, procede-
mos da seguinte forma. Se Ax = Ax temos Ax — Alx = 0 onde I
é a matriz identidade 2 x 2. Esta igualdade pode ainda ser escrita
como (A — Al)x = 0. Estamos procurando solugdes ndo triviais
x = (x1,x2) para o sistema homogéneo cuja matriz de coeficientes
é¢ A — Al Pelo Teorema 2 do Capitulo 4 temos que isto acontece
se e somente se Det(A — AI) = 0. Impondo esta condigdo, obte-
mos uma equacao do segundo grau em A, chamada polinémio ca-
racteristico de A, que podemos resolver, e suas solu¢des serdo os
autovalores procurados.
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Exemplo 8.16 Seja

(1)

Encontre todos os autovalores de A e os autovetores correspon-
dentes. Para encontrar os autovalores resolvemos a equagéo Det(A —
AI) = 0. Temos:

1 4 A0 1-A 4
A‘“‘(z 3)‘(0 /\)_< 2 3—A>
Calculando Det(A — A) = 0 obtemos a equagédo (1 —A)(3—A) —

8 = 0 ouainda A?> —4A — 5 = (A —5)(A + 1) = 0. Temos portanto
dois autovalores A =5e A = —1

Para obter os autovetores tomamos um autovalor de cada vez.

1. A=5
Substituindo na expressdo (A — AI)x = 0, A = 5 temos:

(2755 )(2)-(0)

donde —4x; +4x, = 0 e 2x; — 2x2 = 0. Obtemos que x; = x
e o sistema possui infinitas solu¢des como ja esperdvamos
(ver Teorema 2, Capitulo 4). Um autovetor serd (1,1).

2. A=-1
Substituindo na expressdo (A — AI)x = 0, A = —1 obtemos:

(270 (2)-(0)

e, portanto, 2x; +4x; = 0 e 2x; + 4x; = 0. Obtemos que
X1 = —2x, e o sistema também possui infinitas solugdes.Um
autovetor serd (—2,1), um outro (2, —1).

<

Observacgao 8.17 Note que, ao obter os autovetores associados a
um dado autovalor, estamos procurando solu¢des de um sistema
homogéneo cuja matriz de coeficientes possui determinante zero.
Sabemos, do Capitulo 4, que este sistema possui infinitas solugdes,
todas sobre uma mesma reta. Assim, no exemplo acima, qualquer
vetor da forma (a,a), ou seja, sobre a reta y = x é um autove-
tor para o autovalor 5. Chamamos esta reta de autoespaco ja que
qualquer ponto da reta é um autovetor.

Exercicio 8.18 Verfique, no exemplo acima, que todo vetor da forma x = (a,4) satisfaz
A = 5x e que todo ponto sobre sobre a reta u = —2v(escrevemos a reta nas coordenadas
u, v para ndo haver confusao com o ponto x € R) satisfaz Ax = —1x.
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8.4 - DIAGONALIZACAO DE MATRIZES

O préximo passo no nosso estudo de transformagdes lineares do
plano é estudar quando é possivel obter uma base do plano R
constituida de autovetores de uma transformacdo T dada por uma
matriz A. Estas bases sdo tteis para estudar propriedades geomé-
tricas da matriz A e porque, quando elas existem, poderemos “di-
agonalizar” a matriz A, o que significa encontrar uma matriz di-

agonal A’ que, em um sentido que explicaremos, é equivalente a
A.

Definicdo 8.19 Uma matriz A, 2 x 2, é diagonalizdvel se existe uma
matriz invertivel P tal que P~1AP é uma matriz diagonal, onde
P~! denota a inversa de P. Dizemos que P diagonaliza A.

Temos o seguinte resultado sobre a diagonalizagdo de matrizes
cuja demonstragdo omitiremos:

Teorema 8.20 Se A é uma matriz 2 x 2, entdo as duas condicdes abaixo
sdo equivalentes:

1. A é diagonalizdvel.

2. A possui dois autovetores linearmente independentes.

O teorema acima garante que uma matriz A , 2 X 2, que possui dois
autovetores linearmente independentes é diagonalizdvel. Vamos
descrever qual o procedimento que podemos utilizar para levar a
cabo a diagonalizagdo de uma matriz A, 2 x 2. O processo consiste
de trés passos:

1. Encontre dois autovetores linearmente independentes de A,
X1 € X).

2. Forme a matriz P, 2 x 2, tendo x1, X, como seus vetores co-
luna.

3. A matriz P~1AP ser4 diagonal e suas entradas na diagonal
serdo A1, A; onde A; é o autovalor correspondente a x;.

Exemplo 8.21 Considere novamente o Exemplo 8.16 do Paragrafo 8.3
visto acima.
1 4
=(23)
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J4 encontramos os dois autovalores de AA = 5e A = —1 e o0s
autovetores correspondentes: (1,1) e (2, —1). Formamos a matriz
P cujas colunas sdo os autovetores:

1 2
P-(1 %)
Encontramos a inversa de P.

-

A matriz P~ AP serd dada por:

(GG A)-(65)

uma matriz diagonal, como queriamos. <

=W =
I conmo

Wl

\_/

Q==

Nem sempre é possivel diagonalizar uma matriz A, 2 x 2. Consi-
dere o exemplo abaixo:

Exemplo 8.22
11
*=(o1)

Vamos tentar encontrar todos os autovalores de A e os autoveto-
res correspondentes. Para encontrar os autovalores resolvemos a
equacdo Det(A — AI) = 0. Temos:

1-A 1
A—AI_( 0 1_A>

Calculando Det(A — A) = 0 obtemos a equagdo (1 — A)? = 0
donde A = 1, uma raiz dupla. Substituindo na expressdo (A —
Al)x =0, A =1 temos:

1-1 1 x1\_ (0

0 1-1 xo )\ 0
Temos a equagdo x; = 0. Logo obtemos que os autovetores corres-
pondentes ao autovalor 1 sdo da forma (x;,0) sobre a reta y = 0
portanto. Nao obtemos assim uma base do plano, ja que todos os

autovalores correspondentes ao tinico autovalor sdo 1.d. A matriz
A neste caso ndo é diagonalizavel. <

Observacao 8.23 Transformagdes lineares do espaco

Toda a teoria que desenvolvemos para transformagdes lineares do
plano pode ser desenvolvida de maneira semelhante para trans-
formacoes lineares do espago. De maneira mais geral, podemos
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considerar uma matriz quadrada n X n e nos perguntar quais sdo
seus autovetores e autovalores e se ela é diagonalizavel. Os proce-
dimentos sdo em tudo semelhantes, mas optamos por desenvolver
a teoria no caso particular 2 x 2 pois muitas das aplicagdes ja apa-
recem neste caso, e o caso geral pode ser entendido a partir do caso
2 x 2 sem maiores dificuldades. Vamos apenas considerar aqui, no
préoximo paragrafo, algumas trasformacdes lineares do espago que
encontrardo aplicagdes na quimica no paragrafo seguinte.

8.5 - TRANSFORMACOES LINEARES DO ESPACO

Ja estudamos as transformagdes lineares do plano no plano que,
como vimos, sdo dadas por matrizes 2 x 2. Vamos estudar agora
as transformagdes lineares do espaco e veremos que elas sdo dadas
por matrizes 3 x 3.

Defini¢do 8.24 Uma transformacio linear T : R*> — R® é uma
fungdo definida por equagdes da seguinte forma:

w1 = a11X1 + A12X2 + 413X3 Wy = ap1X1 + ApX2 + 43pX3

w3 = az1X1 + azpXp + a33Xx3

Podemos também escrever a funcdo T acima da seguinte maneira:
Notamos os pontos do R® por w = (w1, wa, w3) e x = (x1,x2, x3).

ann a2 a3
Entdo T se escreve w = Ax,onde A = | ay1 ax» a»; .

az1 azz ass

Exemplo 8.25 Considere o operador T : R® — R® que leva cada
ponto x = (x1,x2,x3), T(x) = (—x2,x1,x3). Neste caso wy = 0x7 —
xp 4+ 0x3, wy = x1+0xp4+0x3 e ws = x3. Ouainda:

w1 0 -1 0 X1
wy = 1 0 0 X2
w3 0 0 1 X3

A imagem de cada ponto pode ser calculada multiplicando o ponto
pela matriz de T dada acima. A imagem de (1,0,0) é (0,1,0), a
imagem de (0,1,0) é (—1,0,0), aimagem de (0,0,1) = (0,0,1). <
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Exercicio 8.26

(x1, X2, x3)

(=1,0,0) [ (1,—1,0) [ (0,0,1) [ (0,0,2) [ (0,0,3) [ (1,0,0)

(w1, wa, w3)

Complete a tabela encontrando os valores para (w, w», w3) imagens dos valores dados
de (x1,x2, x3).
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Observe no exercicio que a transformacao linear dada no exemplo
fixa todos os pontos sobre o eixo dos z’s e gira os vetores no plano
Z = 0 de um angulo de 7. Este tipo de transformacgdo que fixa um
eixo é muito utilizado nas aplica¢des como veremos.

8.6 - APLICACOES A COMPUTACAO GRAFICA E A QUIMICA

Imagine uma tela de computador. Ela é formada de pequenas lu-
zes chamadas pixels que se acendem e se apagam. Elas estdo dis-
postas em um plano, o plano da tela. Podemos dotar este plano
de coordanadas (x,y) pensando, por exemplo, que a origem do
plano estd no canto inferior esquerdo da tela. Assim, cada pixel
corresponderd a um par ordenado (x,y) e poderemos falar nas co-
ordenadas de um pixel.

Muitas das aplicagdes que vemos diariamente na tela de um tele-
visor ou de um computador sdo produzidas por aplica¢des sim-
ples do material que vimos neste capitulo. Imagine uma figura S
desenhada na tela. Ela corresponde a uma tabela de pixels onde
determinamos quais os pixels que estdo acesos e quais apagados.
Poderfamos complicar um pouco o modelo, associando a cada pi-
xel uma cor, mas vamos imaginar apenas duas posi¢des: apagado
e aceso. Suponha que desejamos girar esta figura S de um angulo
7. Vimos no Paragrafo 8.2, Exemplo 8.13, como proceder para gi-
rar um vetor de um angulo 7. Tomamos a transformagao linear

dada por
w1 i 0 -1 X1
wy - 1 0 X2 ’

Multiplicando cada vetor pela matriz acima temos o efeito dese-
jado. Na aplicagdo em questdo, se tomarmos a figura S com sua
tabela de pixels acesos e apagados e multiplicarmos cada vetor
x = (x1,x2) que da as coordenadas de cada pixel pela matriz
acima, obtemos uma nova tabela de pixels acesos e apagados cujo
resultado serd girar a figura S de um angulo 7.
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Uma observacéo interessante é que se giramos um vetor (ou uma
figura), primeiro de um angulo ¢; e depois de um angulo ¢,, po-
demos obter a matriz que dé a rotacdo do angulo total ¢; + ¢ da
seguinte maneira: tomamos a matriz de rotagdo que ja estudamos
no Parédgrafo 8.2

(o) =(omi) o) ()

e substituimos ¢ por ¢; + ¢». Obtemos

( w1 > _ < cos(p1 + ¢2)  —sen(¢r + ¢) ) < x1 >
Wy sen(¢r +¢2)  cos(¢P1 + ¢2) X2
Utilizando agora as conhecidas rela¢des trigonométricas

cos(¢P1 + ¢2) = cospicosPy — sengisengy,

sen (1 + ¢o) = sendicosPy + sengacosgy,

temos que a matriz de rotagdo de um angulo ¢ + ¢, é dada por:

( COSPrCosPy — senysengs  —sengycosPa + sendrcosgy ) B

seng1cospy + sengrcos¢y  cosgrcosgy — sengisengs

_ ( cos(¢r) —sen(¢r) ) ( cos(¢) —sen(¢n) )
sen(¢p1)  cos(¢r) sen(¢a)  cos(¢z) ’

Ou seja, a matriz que dd a rotagdo de um angulo (¢; + ¢ ) € o pro-
duto da matriz que d4 a rotacdo do angulo ¢; pela matriz que da a
rotacdo do angulo ¢,. Este fato possui muitas aplicagdes no trata-
mento de imagens utilizando computagdo. Poderiamos imaginar
um filme em que uma certa figura S fosse girando continuamente
até completar um angulo de 7. Escrevemos 90 matrizes de rotagao,
cada uma girando a figura de 1°. Tomamos a tabela de pixels que
dé a figura S e vamos operando a tabela sucessivamente com cada
uma das 90 matrizes. O resultado serd um filme em que temos a
impressdo de uma rotagdo continua de 90°.

Exercicio 8.27 Considere duas rotagdes ¢, ¢ sucessivas de um angulo de 7. Calcule
a matriz de rotagdo A e, em seguida, a matriz A%, que como vimos corresponde a uma
rotagdo de ¢; + ¢ = 7. Calcule a matriz de rotacdo B de um angulo de 7 diretamente.
Verifique que A = B.
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Observacado 8.28 Podemos fazer muito mais que girar figuras uti-
lizando transformacdes lineares do plano no plano. Podemos tam-
bém deformar figuras, expandindo-as em uma ou vérias diregdes
do plano, e compo-las com rotagdes e reflexdes obtendo aplicagdes
as mais variadas.

Observacao 8.29 Os resultados vistos acima servem como justifi-
cativas da definicdo que adotamos de multiplicagdo de matrizes
que, a principio, é pouco natural. Se pensarmos na rotagdo de um
angulo ¢1 como uma fungao f; e a rotacdo de um angulo ¢ como
uma funcao f, a rotagdo de um angulo ¢; + ¢, é a funcdo composta
fa0f1. Isto é um fato bem mais geral. Dadas duas transformagoes
lineares dadas por matrizes A e B sua composicdo corresponde a
multiplicacdo das matrizes correspondentes.

Vamos ver, agora, como estes conceitos sdo aplicados a quimica
para a visualizagdo de moléculas. Observe as figuras a seguir, cor-
tesia do Prof. Nelson G. Fernandes do Departamento de Quimica
da UFMG, utilizando o programa ORTEP. Elas mostram o com-
posto C12H11 NO3 onde um circulo pequeno representa o atomo de
hidrogénio, um elipséide preto representa atomo de carbono, um
elipséide azul representa &tomo de nitrogénio e o elipséide cinza
representa 4tomo de oxigénio. A primeira, Figura 8.6, mostra a
molécula antes de qualquer rotagdo.

Em seguida, o plano da molécula foi submetido a rotagdes suces-
sivas de angulos 7, 7 e 7. Se imaginarmos o eixo de rotagdo como
sendo o eixo dos z’s podemos escrever as transformagdes A, B, C
correspondentes, respectivamente, a estas rotagdes. Elas sdo as se-
guintes:

V2

w1 % -5 0 X1
A= w | =| 2 2 o X
w3 0 0 1 X3
w1 0O -1 0 X1
B = wy = 1 0 0 X2
w3 0 0 1 X3
w1 -1 0 0 X1
Ci=| wy | = 0 -1 0 X2
w3 0 0 1 X3
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Figura 8.3: Rotacdo da molécula de um angulo de 7.
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Figura 8.5: Rotagdo da molécula de um angulo de 7.
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8.7 EXERCICIOS

1. Considere o operador T : R?> — IR? que associa a cada ponto x = (x1, x2) sua imagem

simétrica em torno do eixo dos x’s, T(x) = (x1, —x2).

(a) Mostre que T é dada por:

(2)=(0 5) (%)
wy 0 —1 X2
(b) Calcule a imagem de:

i (1,1)

i. (1,0)

iii. (0,1)

(c) Faga um esbogo dos 3 pontos acima e de suas imagens e verifique que T associa

a cada ponto sua imagem simétrica em torno do eixo dos x's.

2. Considere uma rotagdo ¢; de um angulo de %. Calcule a matriz de rotacdo A e, em
seguida, as matrizes A2, A3 e A*. Calcule a matriz de rotacio B de um angulo de 7

diretamente. Verifique que A* = B. Interprete geometricamente.
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. Considere a aplicacdo T dada por:

(m)=(0 2)(%)

. Calcule a imagem de:

@ (1,1)
(b) (1,0)
© (1,1)

. Considere uma rotacdo ¢; de um angulo de ¢. Calcule a matriz de rotacdo A e, em

seguida, a matriz A2. Calcule o angulo de rotagdo de A2. Interprete geometricamente.
Qual o menor 7 tal que A" = I?

. Considere a rotacdo ¢; de um angulo de 7 e seja A a matriz correspondente. Considere

a rotagdo ¢ de um angulo de ¢ e seja B a matriz correspondente. Calcule a matriz de
rotagdo AB e seja ¢ o seu angulo. Calcule ¢. Interprete geometricamente.
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