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AULA   1

Geometria Sintética e 
Geometria Analítica

1.1 - GEOMETRIA SINTÉTICA E GEOMETRIA ANALÍTICA

A Geometria, como a entendemos hoje, surgiu na Grécia antiga
há aproximadamente 2600 anos. Embora Euclides não tenha sido
o primeiro geômetra grego, sua obra, Os elementos, teve enorme
influência na história da Geometria e ainda hoje serve como exem-
plo, entre outras razões, pelo grande rigor do seu método. Esse
método, conhecido como método axiomático, parte de definições
e postulados tidos como evidentes e, utilizando as regras da ló-
gica formal, chega a fatos geométricos que estão longe de ser evi-
dentes. Essa geometria, que pouco difere da geometria que todos
aprendemos no ensino fundamental, é conhecida como Geometria
Sintética.

A Geometria Analítica surgiu muito posteriormente, com Descar-
tes (1596-1650) no século XVII. Em seu livro O discurso do método,
publicado em 1637, Descartes se propõe a encontrar um método
capaz de resolver qualquer problema. Numa primeira etapa, ele
duvida de todas as coisas e depois procura aquelas verdades que
são claras e distintas. Em seguida, procura estudar as coisas desco-
nhecidas comparando-as com as verdades claras e distintas. Como
apêndices a O discurso do método, Descartes elabora três aplicações
para ilustrar seu método: A geometria, A dióptrica e Os meteo-
ros. É em "A geometria"que Descartes inventa a nova geometria, a
Geometria Analítica.

Para Descartes as verdades claras e distintas, no caso da geometria,
são os segmentos que ele, como os gregos anteriormente, identifica
com os números. Na consideração de um certo problema, diz ele,
devemos escrever a equação que liga os segmentos conhecidos aos
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Figura 1.1: As retas y = x e y = x + 1

desconhecidos e a partir delas resolver os problemas. Ele observa
que a geometria é "difícil"e a álgebra "fácil"e que seumétodo, nesse
caso, se limitava a resolver os problemas díficeis que os gregos
haviam proposto pela álgebra, mais clara e fácil de manipular.

Vamos considerar um primeiro exemplo simples.

Exemplo 1.1 Considere as retas dadas pela equações

y = x e y = x + 1

Estamos interessados nos pontos do plano que satisfazem simul-
tâneamente as duas equações. Substituindo a primeira equação na
segunda temos x = x + 1 e logo 1 = 0! Logo as duas equações
não possuem soluções em comum. Nesse caso, a tradução que
Descartes procurava da álgebra para a geometria é que a ausência
de soluções em comum significa que as retas são paralelas. Veja a
Figura 1.1.

�

Antes de considerarmos um outro exemplo um pouco mais com-
plicado, vamos fazer uma revisão daGeometria Analítica no plano.



13

ELEMENTOS DE GEOMETRIA ANALÍTICA: UMA VISÃO GEOMÉTRICA

�

�y

x

b

a

(a, b)

P

Figura 1.2: Bijeção entre pontos do plano e pares ordenados

1.2 REVISÃO DA GEOMETRIA ANALÍTICA PLANA

O primeiro passo para iniciar o estudo da geometria analítica é ob-
servar que a reta pode ser posta em correspondência bijetiva com
os números reais, da seguintemaneira: escolhemos um ponto, cha-
mado origem, para representar o zero; escolhemos uma direção em
geral à direita para representar o sentido positivo e uma unidade,
que representa o número 1. A partir daí, pode-se mostrar que todo
número real fica representado por um ponto da reta e que todo
ponto da reta representa um número real.

Em seguida, para representar os pontos do plano, tomamos duas
retas, que chamaremos de eixos, que se cortam perpendicularmente
em um ponto. Este ponto será a origem de um sistema de coorde-
nadas para o plano. Observe que podemos facilmente estabele-
cer uma bijeção entre os pontos do plano e os pares ordenados de
números reais da seguinte maneira: dado um ponto P do plano,
baixando duas perpendiculares a partir do ponto aos dois eixos,
obtemos dois números reais. O primeiro, x, é chamado abscissa
do ponto, o segundo, y, ordenada. Podemos assim representar o
ponto P pelo par de números reais (x, y). Reciprocamente, dado
um par de números reais (a, b) obtemos um ponto Q do plano
como a interseção das paralelas aos eixos, passando pelos pontos
a e b dos eixos. (Fig. 1.2)

Descartes já havia observado que toda equação nas variáveis x, y,
f (x, y) = 0 descreve uma curva no plano. Por exemplo y = 2x + 3
descreve a reta que se obtém, dando valores para x e calculando os

1.2 - REVISÃO DA GEOMETRIA ANALÍTICA PLANA
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valores correspondentes para y. Observe:

x 1 2
y 5 7

Exercício 1.2 Complete a tabela dando mais 11 valores para x e encontrando os valores
correspondentes para y. A seguir faça um esboço da reta y = 2x + 3.

Se tomarmos a equação x2 + y2 = 4 observe que cada valor de x,
−2 < x < 2 determina dois valores de y, por exemplo:

x 0 1
y ±2 ±√3

Exercício 1.3 Complete a tabela dando mais 11 valores para x e encontrando os valores
correspondentes para y. A seguir faça um esboço da figura dada por x2 + y2 = 4, que
neste caso é uma circunferência.

Toda equação f (x, y) = 0, do primeiro grau, determina uma reta e
toda equação da forma x2 + y2 = a2 determina uma circunferência
de centro na origem e raio a. O primeiro fato não será estudado
aqui; estudaremos o segundo no próximo capítulo. Se você nunca
estudou Geometria Analítica anteriormente, estude a equação da
reta, por exemplo, no livro Matemática, de Gelson Iezzi e outros
autores, Atual Editora, São Paulo, 2002, p. 544-551.

1.3 RESOLVENDO A GEOMETRIA PELA ÁLGEBRA

Vamos considerar agora um outro exemplo para ilustar o que Des-
cartes queria dizer com resolver a geometria pela álgebra.

Exemplo 1.4 Considere as retas do plano dadas por a1x + b1y = c1
e a2x + b2y = c2, que vamos supor distintas, com a1 �= 0 e b1 �= 0.
Queremos saber se essas retas se interceptam e, em caso afirma-
tivo, em quantos pontos.

Para tratar este problema geométrico vamos considerar as duas
equações acima e considerar o sistema formado por elas:

{
a1x + b1y = c1
a2x + b2y = c2

Multiplicando a primeira equação por a2 e a segunda por a1 e sub-
traindo uma da outra temos:

a2a1x + a2b1y− a1a2x− a1b2y = a2c1 − a1c2.

1.3 - RESOLVENDO A GEOMETRIA PELA ÁLGEBRA



15

ELEMENTOS DE GEOMETRIA ANALÍTICA: UMA VISÃO GEOMÉTRICA

Assim eliminamos x e obtemos:

(a2b1 − a1b2)y = a2c1 − a1c2

Temos duas possibilidades:

1. Se (a2b1 − a1b2) �= 0, então obtemos uma única solução para
o sistema, dada por y = a2c1−a1c2

a2b1−a1b2
e x = b1c2−b2c1

a2b1−a1b2
.

2. Se a2b1 − a1b2 = 0 então, como estamos supondo as duas
equações distintas, segue que a2c1− a1c2 �= 0 e o sistema não
possui solução, é impossível.

Podemos agora traduzir, neste exemplo, o que Descartes queria
dizer com resolver a geometria pela álgebra:

• Se o sistema possui uma solução, isso significa que as retas
se encontram em um único ponto.

• Se o sistema não possui solução, isso significa que as retas
são distintas e paralelas.

�

Exercício 1.5 Considere as retas 2x + 3y = 4 e 6x + y = 2. Determine se elas são para-
lelas ou não e caso não sejam paralelas determine seu ponto de interseção.

Exercício 1.6 Considere as retas 2x + 3y = 4 e 4x + 6y = 2. Determine se elas são
paralelas ou não e caso não sejam paralelas determine seu ponto de interseção.

Exercício 1.7 Considere as 2 retas do plano dadas por a1x + b1y = c1 e a2x + b2y =
c2, como acima, mas agora não suponha que elas sejam distintas. Execute o mesmo
procedimento acima. Aparece uma outra possibilidade que não havia aparecido antes.
Qual é ela? O que ela significa?

Utilizando o fato, aprendido na álgebra elementar, que um sistema
de duas equações lineares possui sempre uma solução, nenhuma
solução, ou infinitas soluções, deduzimos o resultado geométrico
que duas retas que possuem dois pontos comuns são coincidentes
(veja o exercício 1.7, acima).



16

MINISTÉRIO DA EDUCAÇÃO - UFMG

O final do século XIX e o princípio do século XX assistiram a gran-
des transformações das ciências, de uma forma geral, e da mate-
mática, em particular. O surgimento da chamada física moderna,
com a teoria da relatividade proposta por Eistein e a mecânica
quântica proposta por Schrödinger, fez com que amatemática ado-
tasse um tratamento, primordialmente, "vetorial"e "matricial". É o
surgimento do que conhecemos como álgebra linear que vai per-
mear todos os ramos da matemática e de outras ciências. Neste
curso, vamos tratar os assuntos que já descrevemos desde este
ponto de vista. Essa linguagem será introduzida nos Capítulos
2 e 3 e utilizada nos capítulos subseqüentes.

Nos anos 70 do século XX, com o avanço da ciência da computação
e de suas múltiplas aplicações a todos os ramos do conhecimento,
a geometria analítica passa a conhecer outras aplicações até então
insuspeitadas. Surgem ramos do conhecimento como computa-
ção gráfica e visão computacional. Todos temos contacto com es-
tas duas áreas da ciência da computação. A computação gráfica
estuda o tratamento de imagens utilizando computadores. É lar-
gamente utilizada em propaganda televisiva, por exemplo, onde
estamos habituados a ver imagens que se deformam ou giram se-
gundo vários eixos. Daremos uma idéia de como isso é feito no Ca-
pítulo 8. A computação gráfica, por sua vez, encontrou aplicações
à quimica em programas de modelagem atômica, como por exem-
plo o ORTEP, largamente utilizado atualmente. Veremos, também
no Capítulo 8, como se faz isso.

1.5 OS OBJETIVOS DESTE CURSO

Podemos agora explicitar melhor quais os objetivos da disciplina
que você está iniciando. Quando terminar este livro, você deverá
ser capaz de:

• De uma maneira geral, relacionar a geometria de planos e
retas no espaço com a álgebra correspondente de equações
lineares em três variáveis. Ou seja, ser capaz de estender
o Exemplo 1.4 acima para o contexto de retas e planos no
espaço.

Mais concretamente você será capaz de

1. Resolver e discutir sistemas de m equações lineares em
n incógnitas.

2. Saber operar commatrizes e resolver sistemas dem equa-
ções a n incógnitas, operando com as matrizes associa-
das, o chamado método de Gauss-Jordan.

1.4 - A GEOMETRIA ANALÍTICA ATUAL

1.5 - OS OBJETIVOS DESTE CURSO
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3. Conhecer e operar com vetores no plano e no espaço.

4. Conhecer e operar com a equação de um plano no es-
paço.

5. Conhecer e operar com as equações paramétricas de re-
tas no espaço.

6. Estudar a posição relativa de retas e planos no espaço.

• Conhecer a geometria analítica do plano e as transformações
lineares do plano no plano.

Mais concretamente você será capaz de:

1. Saber operar com diferentes bases do plano. Conhecer
os vários tipos de transformações lineares do plano.

2. Conhecer as cônicas planas e suas equações.

3. Saber quando é possivel diagonalizar as matrizes asso-
ciadas a transformações lineares do plano no plano e
diagonalizá-las.
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AULA   

Já vimos, na seção 1.2, que os pontos de uma reta podem ser re-
presentados por um número real, uma vez escolhido um ponto
para ser a origem e um segmento orientado para ser a unidade de
medida.

Vimos também como representar um ponto do plano por um par
ordenado (x, y) de números reais.

Vamos ver agora como podemos utilizar um terno (x, y, z) de nú-
meros reais para representar um ponto no espaço ordinário, que
chamaremos aqui de espaço tridimensional. Acrescentamos ao
plano xy já conhecido um outro eixo perpendicular ao plano xy,
e passando pela origem do plano xy, o chamado eixo dos z′s. É
fácil ver que todo terno de números reais (a, b, c) representa, as-
sim, um único ponto no espaço e, reciprocamente, a cada ponto no
espaço está associado um terno ordenado de números reais (Ver
Fig. 2.1).

2

Vetores no plano e no espaço

Objetivos 2.1  Ao terminar este capítulo você deverá ser capaz de:

1. Representar pontos no plano e no espaço tridimensional

2. Saber o que é um vetor no plano e no espaço e somar 2 vetores no 
plano e 2 vetores no espaço.

3. Conhecer o produto escalar de 2 vetores e suas propriedades.

4. Aplicar os conceitos acima ao estudo da circunferência e das 
cônicas.

2.1 - PONTOS NO PLANO E NO ESPAÇO
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Figura 2.1: O espaço ordinário dotado de eixos coordenados x, y, z.

Podemos adicionar pontos no plano ou no espaço da seguinte ma-
neira:

Se A1 = (a1, b1, c1) e A2 = (a2, b2, c2) são dois pontos no espaço,
definimos o ponto A + B como sendo o ponto no espaço dado por
A + B = (a1 + a2, b1 + b2, c1 + c2). Analogamente, definimos a adi-
ção de dois pontos no plano. Vamos expor toda a teoria para pon-
tos e vetores (que veremos em seguida) no plano ou no espaço e
deixamos a cargo do aluno fazer as modificações necessárias para
obter as propriedades de pontos e vetores no outro caso.

Exercício 2.2 Defina a adição de dois pontos do plano.

Exemplo 2.3

• Se A1 = (1, 2,−11) e B1 = (2,−3, 5), A1 + B1 = (3,−1,−6).

• Se A2 = (2,−1) e B2 = (−2, 1), A2 + B2 = (0, 0) = 0.

�

Denotaremos, como no último exemplo, o ponto (0, 0), no plano, e
o ponto (0, 0, 0), no espaço, por 0 quando isto não causar confusão.

Podemos também multiplicar um ponto no plano ou no espaço
por um número k. Se A=(a,b,c), então kA = (ka, kb, kc).

�

�
�

�
�
��

�
�
�

�
��

�
��

z

y

x

(a, b, c)
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As seguintes propriedades são satisfeitas pelas operações defini-
das acima:

1. (A + B) + C = A + (B + C).

2. A + B = B + A.

3. k(A + B) = kA + kB.

4. Se k1 e k2 são números então (k1 + k2)A = k1A + k2A.

5. (k1k2)A = k1(k2A).

6. 0 + A = A

7. 1.A = A

8. Se denotarmos por −A o ponto (−1)A, então A− A = 0.

Vamos, agora, interpretar geometricamente a adição de pontos e a
multiplicação de pontos por um escalar. Faremos isto no plano, o
aluno não terá dificuldades de fazer o mesmo no espaço. Conside-
remos um exemplo.

Exemplo 2.4 Vamos esclarecer, no caso do plano, o significado da
adição de dois pontos e da multiplicação de um ponto por um es-
calar. Sejam A = (−2, 2) e B = (5, 4). Então temos A + B = (3, 6).
Observe a Figura 2.2. Os pontos A e B são lados de um paralelo-
gramo e a soma A + B é a diagonal. Da mesma forma, considere
3C = (3, 3), em que C = (1, 1). O resultado significa esticar C por
um fator de 3. O caso geral não é diferente deste exemplo. �

2.2 VETORES NO PLANO E NO ESPAÇO; OPERA-
ÇÕES

A força ou a velocidade, para serem caracterizados, precisam, além
de uma valor, de uma direção e um sentido. É intuitivo por exem-
plo que, se um sólido se desloca com uma certa velocidade (numa
certa direção), cada um de seus pontos possui esta velocidade.
Para formalizarmos essa idéia definiremos:

Definição 2.5 Um vetor é um par ordenado de pontos, no plano
ou no espaço, que denotamos por

−→
AB. Visualizamos o vetor como

uma seta cujo ponto inicial é A e o ponto final é B.

2.2 - VETORES NO PLANO E NO ESPAÇO; OPERAÇÕES
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y

x

(− 2, 2)

(5, 4)

(3, 6)

y

x

Figura 2.2: Adição de pontos e multiplicação por escalar
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Figura 2.3: Alguns vetores equivalentes

Definição 2.6 Dados dois vetores
−→
AB e

−→
CD dizemos que

−→
AB é equi-

valente a
−→
CD se B− A = D− C.

Exemplo 2.7 Considere os seguintes pontos do plano (veja a Fi-
gura 2.2):

A = (0, 0), B = (1, 1), C = (−2,−2),

D = (−1,−1), E = (4, 4)e F = (5, 5).

Então
−→
AB é equivalente a

−→
CD que é equivalente a

−→
EF, pois

B−A = (1, 1)− (0, 0) = (1, 1) e D−C = (−1,−1)− (−2,−2) = (1, 1).

Por outro lado
−→
BA não é equivalente a

−→
CD, já que A− B = (0, 0)−

(1, 1) = (−1,−1) e já vimos que D− C = (1, 1). �

Exercício 2.8 Verifique que
−→
CD é equivalente a

−→
FE. Verifique se

−→
AF é equivalente a

−→
DE

Observação 2.9 O que fizemos com as duas definições acima foi
definir uma relação de equivalência no conjunto de pares ordena-
dos de pontos onde identificamos dois pares

−→
AB e

−→
CD se B− A =

D− C. Não vamos formalizar aqui o que significa uma relação de
equivalência, mas você já teve contacto com algumas outras rela-
ções de equivalência. A primeira que todos encontramos é a rela-
ção que definimos no conjunto das frações, quando dizemos que

e
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duas frações a
b e c

d são equvalentes se ad = bc. É ela que permite
afirmar que as frações 1

2 = 3
6 = 4

8 , o que nos permite comparar
frações e operar com frações. Para todos os efeitos práticos, con-
sideramos duas frações equivalentes como iguais. O mesmo se dá
com vetores. A equivalência que definimos corresponde à obser-
vação prática de que dois vetores equivalentes possuem o mesmo
“efeito físico” e portanto indentificamo-los. Na prática, operamos
quase que exclusivamente com um único representante da classe
de equivalência, a saber, o vetor cujo ponto inicial é 0 = (0, 0). Veja
também a próxima observação.

Observação 2.10 Considere novamente os vetores
−→
CD e

−→
FE. Vi-

mos que eles são equivalentes ao vetor
−→
AB cujo ponto inicial é a

origem. De maneira completamente geral, dado um vetor qual-
quer

−−→
A1B1 cujo ponto inicial é (a1, b1) e o ponto final é (a2, b2). Te-

mos B1 − A1 = (a2 − a1, b2 − b1). Portanto, o vetor
−−→
A1B1 é equiva-

lente ao vetor
−−−−−−−→
0(A1 − B1), ou seja, o vetor cujo ponto inicial é (0, 0)

e o ponto final é (a2 − a1, b2 − b1). Desta maneira, podemos pen-
sar qualquer vetor como tendo o ponto inicial na origem, bastanto,
para isto, olhar para um seu equivalente que tem esta propriedade.

Exercício 2.11 Dados os vetores
−→
AB,

−→
CD abaixo encontre dois outros equivalentes a eles

cujo ponto inicial é a origem:

A = (2, 3), B = (5,−1),C = (−5, 3),D = (9,−2).

2.3 PRODUTO ESCALAR

De acordo com a Observação 2.10, todo vetor pode ser pensado
com o ponto inicial na origem. Conseqüentemente, todos os pon-
tos podem ser identificados com vetores. Na definição a seguir
e em várias outras oportunidades, faremos esta identificação que
não causa confusão, pois o contexto esclarece o que queremos di-
zer. Ficamos assim dispensados de usar a seta na notação de um
vetor, pois há pouca diferença entre os conceitos.

Definição 2.12 Dados dois vetores no espaço
−→
A1 = (a1, b1, c1) e−→

A2 = (a2, b2, c2) o produto escalar de A1 e A2, denotado por A1.A2
é definido por :

A1.A2 = a1a2 + b1b2 + c1c2

2.3 - PRODUTO ESCALAR
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O produto escalar é sempre um número. Veja o exemplo.

Exemplo 2.13 Seja A = (1, 2,−3) e B = (1, 5, 7).

A.B = 1.1 + 2.5 + (−3)(7) = −10

Se os vetores estão no plano teremos: A = (1, 2) B = (4,−6),
A.B = 4− 12 = −8. �

O produto escalar possui 4 propriedades importantes:

1. A.B = B.A

2. Se A, B,C são 3 vetores temos: A.(B + C) = A.B + A.C =
(B + C).A.

3. Se x é um número, então (xA).B = x(A.B)

4. Se A = 0, então A.A = 0 e, caso contrário, A.A > 0.

As propriedades acima são fáceis de demonstrar e decorrem de
propriedades dos números reais. Vejamos como:

Propriedade 1 A.B = B.A pois se A = (a1, a2, a3) e B = (b1, b2, b3),
temos:

A.B = a1b1 + a2b2 + a3b3 = b1a1 + b2a2 + b3a3 = B.A

Propriedade 2 (xA).B = x(A.B). Sejam A = (a1, a2, a3) e B =
(b1, b2, b3). Então x(A) = (xa1, xa2, xa3) e portanto (xA).B = xa1a2 +
xa2b2 + xa3b3 = x(A.B).

Exercício 2.14 Demonstre as propriedades 2 e 4.

Definição 2.15 Dois vetores A e B são ditos perpendiculares (ou orto-
gonais) se A.B = 0

O conceito de perpendicularidade é um conceito conhecido, que
vem da geometria elementar e não é claro, no momento, que os
dois coincidam. Veremos nos próximos parágrafos que isto é ver-
dade. Por ora, um exemplo.
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Figura 2.4: O comprimento de um vetor no plano

Exemplo 2.16 Os vetores e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e e3 = (0, 0, 1)
são conhecidos como a base canônica do espaço ou como os veto-
res unitários na direção dos eixos, denominações cuja razão tam-
bém será esclarecida posteriormente. Vejamos que eles são 2 a 2
perpendiculares pela definição acima:

e1.e2 = 1.0 + 0.1 + 0.0 = 0, e da mesma forma e1.e3 = 0, e2.e3 = 0

�

2.4 NORMA DE UM VETOR

Definição 2.17 Dado um vetor no plano ou no espaço, definimos a norma
de A, ‖A ‖ como sendo

√
A.A

Em coordenadas, temos: se A = (a, b) é um vetor do plano então
‖A ‖ =

√
a2 + b2. Se A = (a, b, c) então ‖A ‖ =

√
a2 + b2 + c2.

Isto mostra que a norma de um vetor coincide com a nossa noção
intuitiva de comprimento. No caso do plano é simplesmente o
Teorema de Pitágoras (ver Fig. 2.4). No caso do espaço observe a
Figura 2.4.

Exemplo 2.18 Dado A = (1, 7), ‖A ‖ =
√
12 + 72 =

√
50. Dado

B = (1, 0, 2), ‖B ‖ =
√
1 + 4 =

√
5. �

2.4 - NORMA DE UM VETOR
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Figura 2.5: O comprimento de um vetor no espaço

Diremos que um vetorU é unitário se ‖U ‖ = 1. Dado qualquer ve-
tor A com norma a = ‖A ‖, observe que 1

a A é um vetor e || 1a A|| =
1
a‖A ‖ = a

a = 1. Diremos que 2 vetores não nulos, A, B, possuem a
mesma direção se existe uma constante c tal que B = cA. O vetor
1
a A é chamado o vetor unitário na direção de A.

Exemplo 2.19 (Seja A = (1,−1, 2). ‖A ‖ =
√
4 = 2. O vetor unitá-

rio na direção de A é o vetor 1
2A = ( 1

2 ,− 1
2 , 1). �

O principal resultado sobre a relação entre o produto escalar de
dois vetores e suas normas é a seguinte proposição, cuja demons-
tração omitiremos:

Proposição 2.20 Dados dois vetores A e B temos

A.B = ‖A ‖ ‖B ‖ cos(θ),

onde θ é ângulo entre os vetores A e B. Veja a fig. 2.6.

Observação 2.21 Note que se o ângulo entre dois vetores A e B é π
2

então, pela fórmula acima A.B = 0, o que coincide com o conceito
expresso na Definição 2.15.
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Figura 2.6: A ângulo entre os vetores A e B

2.5 APLICAÇÕES AO ESTUDO DE ALGUMAS FIGU-
RAS GEOMÉTRICAS

2.5.1 ESTUDO DA CIRCUNFERÊNCIA E DA ESFERA

Consideremos inicialmente o plano xy. Uma circunferência é o lu-
gar geométrico dos pontos equidistantes a um ponto C dado. O
ponto C é chamado de centro da circunferência e a distância co-
mum o raio. Suponha que o ponto C é a origem do plano xy e a
distância é um número r. Aplicando a fórmula de distância temos
que um ponto (x, y) satisfaz o lugar geométrico se

√
(x2 + y2) = r,

ou seja x2 + y2 = r2, que é a equação de uma circunferência de cen-
tro na origem e raio r.

De maneira mais geral, se o centro da circunferência é um ponto−→
C = (a, b) dado e,

−→
X = (x, y) é um ponto da circunferência o

lugar geométrico é descrito pela condição que
−→
CX = X − C =

(x − a, y− b) possua comprimento constante igual a r. Temos as-
sim ||(x− a, y− b)|| = r donde obtemos a equação da circunferên-
cia de centro em C = (a, b) e raio r :

√
(x− a)2 + (y− b)2 = r ou ainda (x− a)2 + (y− b)2 = r2 (2.1)

Exemplo 2.22 A equação x2 + y2 = 4 descreve a equação da cir-
cunferência de centro na origem e raio 2. �

2.5 - APLICAÇÕES AO ESTUDO DE ALGUMAS FIGURAS GEOMÉTRICAS

2.5.1 - ESTUDO DA CIRCUNFERÊNCIA E DA ESFERA
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Exemplo 2.23 A equação (x− 1)2 + (y− 3)2 = 4 descreve a equa-
ção da circunferência de centro em C = (1, 3) e raio 2. A equação
acima pode também ser escrita x2 − 2x + 1 + y2 − 6y + 9 = 4 ou
ainda x2 + y2 − 2x − 6y + 6 = 0. Isto levanta a seguinte questão:
dada uma equação como acima, saber se ela representa uma cir-
cunferência e, em caso afirmativo, determinar o seu centro e raio.É
o que faremos após os exercícios abaixo. �

Exercício 2.24 Encontre a equação da circunferência de centro no ponto C = (2, 1) e
raio 3.

Retomemos a Equação 2.1 (x − a)2 + (y − b)2 = r2. Podemos
escrevê-la assim:

x2 + y2 − 2ax− 2ay + a2 + b2 − r2 = x2 + y2 − 2ax− 2by + d = 0

onde d = a2 + b2 − r2. Queremos responder a seguinte questão:
dada uma equação como esta última, como reconhecer se ela é
uma circunferência e qual é o seu centro e o seu raio. Considere
o seguinte exemplo:

Exemplo 2.25 Determine o raio e o centro da circunferência dada
pela equação x2− 2x+ y2 = 0. Esta equação não está na forma, 2.1.
Para colocá-la nesta forma usamos um método conhecido como
completar o quadrado. Observe que os termos x2 − 2x quase for-
mam um quadrado perfeito já que (x − 1)2 = x2 + 2x + 1. Para
completar o quadrado na equação dada somamos 1 aos dois mem-
bros da igualdade e obtemos:

x2 − 2x + 1 + y2 = 1 ou ainda (x− 1)2 + (y− 0)2 = 1

ou seja, a equação dada é a da circunferência de raio 1 e centro no
ponto (a, b) = (1, 0). �

Assim, dada uma equação do segundo grau em x, y, para saber se
ela é ou não uma circunferência tentamos completar os quadrados
como no exemplo e, assim, determinamos o seu centro e raio. Nem
sempre é possível completar quadrados. Elucidaremos esta ques-
tão na próxima seção. Antes disto, vamos estudar uma situação
semelhante no espaço tridimensional.

Vamos considerar agora o espaço com coordenadas x, y, z. Uma
esfera é o lugar geométrico dos pontos eqüidistantes a um ponto
C. O ponto C é chamado o centro da esfera e a distância comum o
raio da esfera.
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Suponha que o ponto é a origem do plano xyz e a distância é um
número r. Aplicando a fórmula de distância temos que um ponto
(x, y, z) satisfaz o lugar geométrico se

√
(x2 + y2 + z2) = r, ou seja

x2 + y2 + z2 = r2, que é a equação de uma esfera de centro na
origem e raio r.

De maneira mais geral, se o centro da esfera é um ponto
−→
C =

(a, b, c) dado e
−→
X = (x, y, z) é um ponto da esfera, o lugar geo-

métrico é descrito pela condição que
−→
CX = X − C = (x − a, y −

b, z − c) possua comprimento constante igual a r. Temos assim
‖(x − a, y− b, x − c)‖ = r donde obtemos a equação da esfera de
centro em C = (a, b, c) e raio r :

√
(x− a)2 + (y− b)2 + (z− c)2) = r, ou ainda,

(x− a)2 + (y− b)2 + (z− c)2 = r2 (2.2)

Exemplo 2.26 A equação x2 + y2 + z2 = 1 descreve a equação da
esfera de centro na origem e raio 1. �

Exemplo 2.27 A equação (x − 1)2 + (y − 1)2 + (z − 1)2 = 9 des-
creve a equação da esfera de centro em C = (1, 1, 1) e raio 3. A
equação acima pode também ser escrita x2 − 2x + 1 + y2 − 2y +
1 + z2 − 2z + 1 = 4 ou ainda x2 + y2 + z2 − 2x− 2y− 2z− 1 = 0.
Poderíamos, como no caso da circunferência, tratar da questão de
como determinar se uma equação do segundo grau em três variá-
veis é uma esfera e, em caso afirmativo, determinar o seu centro e
raio, mas vamos optar por retornar ao plano xy e tratar de algumas
outras figuras aí. �

2.5.2 ESTUDO DAS CÔNICAS

A ELIPSE

Considere novamente o plano xy.

Definição 2.28 Uma elipse é o lugar geométrico dos pontos cuja
soma das distâncias a dois pontos dados é constante. Os dois pon-
tos são chamados de focos da elipse.

Suponha inicialmente que os dois pontos F1, F2 são dados por F1 =
(−c, 0) e F2 = (c, 0), a soma das distâncias seja uma constante 2a,
e um ponto qualquer da elipse seja dado por (x, y). Então:√

(x− (−c))2 + y2 +
√

(x− (c))2 + y2 = 2a.

2.5.2 - ESTUDO DAS CÔNICAS
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�

�

F1 F2

Figura 2.7: Uma elipse de focos F1 e F2.

ou ainda √
(x + c)2 + y2 = 2a−

√
(x− (c))2 + y2.

Elevando ao quadrado obtemos

(x + c)2 + y2 = 4a2 + (x− c)2 + y2 − 4a
√

(x− c)2 + y2

ou ainda

x2 + 2cx + c2 + y2 = 4a2 + x2 − 2cx + c2 + y2 − 4a
√

(x− c)2 + y2

Simplificando obtemos:

a
√

(x− c)2 + y2 = a2 − cx

Elevando novamente ao quadrado temos:

a2((x− c)2 + y2) = a2x2 + a2c2 − 2a2xc + a2y2 = c2x2 + a4 − 2cxa2

x2(a2 − c2) + a2y2 = a2(a2 − c2).

Finalmente, fazendo a2 − c2 = b2 e dividindo ambos os membros
por a2b2 temos a equação da elipse:

x2

a2
+

y2

b2
= 1

Dizemos que 2a e 2b são os eixos da elipse.

F2F1 x

y
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Exercício 2.29 Encontre a equação da elipse de focos nos pontos F1 = (−1, 0) e F2 =
(1, 0) e tal que a soma das distâncias a F1 e F2 é igual a 2.

A HIPÉRBOLE

Consideremos ainda o plano xy.

Definição 2.30 Uma hipérbole é o lugar geométrico dos pontos
cujo módulo da diferença das distâncias a dois pontos dados é
constante e menor que a distância entre F1 e F2. Os dois pontos
são chamados de focos da hipérbole.

Suponha que os dois pontos F1, F2 são dados por F1 = (−c, 0) e
F2 = (c, 0), e o módulo da diferença das distâncias seja uma cons-
tante 2a, e um ponto qualquer da hipérbole seja dado por (x, y).
Então:

‖
√

(x− (−c))2 + y2 −
√

(x− (c))2 + y2‖ = 2a.

ou ainda √
(x + c)2 + y2 = ±2a +

√
(x− (c))2 + y2,

já que se k é um número e ‖k‖ = a, temos k = ±a. Elevando ao
quadrado, obtemos

(x + c)2 + y2 = 4a2 + (x− c)2 + y2 ± 4a
√

(x− c)2 + y2

Figura 2.8: Uma hipérbole de focos F1 e F2.

x

y

F1 F2
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ou ainda

x2 + 2cx + c2 + y2 = 4a2 + x2 − 2cx + c2 + y2 ± 4a
√

(x− c)2 + y2

Simplificando obtemos:

±a
√

(x− c)2 + y2 = cx− a2

Elevando novamente ao quadrado temos:

a2((x− c)2 + y2) = a2x2 + a2c2 − 2a2xc + a2y2 = c2x2 + a4 − 2cxa2

x2(c2 − a2)− a2y2 = a2(c2 − a2)

finalmente, fazendo c2 − a2 = b2 e dividindo ambos os membros
por a2b2 temos a equação da hipérbole:

x2

a2
− y2

b2
= 1

Exercício 2.31 Encontre a equação da hipérbole de focos nos pontos F1 = (−1, 0) e F2 =
(1, 0) e cujo módulo da diferença das distâncias a F1 e F2 é igual a 1.

Nos exercícios, vamos investigar quando algumas equações do se-
gundo grau são circunferências, elipses, hipérboles ou parábolas.

A PARÁBOLA

Definição 2.32 Uma parábola é o lugar geométrico dos pontos do
plano xy tais que sua distância a um ponto fixo, chamado foco, é
igual à sua distância a uma reta fixa, chamada diretriz.

Vamos supor inicialmente que que o foco é dado por F = (c, 0) e
a diretriz é a reta dada por x = −c. Vamos encontrar a equação
da parábola. Para isto, suponha que um ponto da parábola é dado
por P = (x, y). A distância de P à diretriz é dada por

−→
DP = P−

D = ‖(x, y) − (−c, y)‖ =
√

(x + c)2. A distância de P ao foco é
dada por

−→
CP = P − C = ‖(x − c, y)‖ =

√
(x− c)2 + y2. Temos

então que a condição
−→
DP =

−→
CP implica que

√
(x− c)2 + y2 =√

(x + c)2. Elevando ao quadrado temos que: x2− 2cx + c2 + y2 =



34

MINISTÉRIO DA EDUCAÇÃO - UFMG

Figura 2.9: Uma parábola de foco F1 e diretriz d

x2 + 2cx + c2, donde obtemos a equação da parábola com foco F e
diretriz x = −c.:

y2 = 4cx

A reta que passa pelo foco F da parábola e é perpendicular à dire-
triz se chama eixo da parábola. O ponto médio do eixo de simetria
entre o foco e a diretriz se chama vértice da parábola. Claro que
a escolha que fizemos do foco e do eixo determinaram a equação
que obtivemos. Vamos estudar agora como a equação da parábola
é afetada por esta escolha do foco e da diretriz. Resolva os seguin-
tes exercícios.

Exercício 2.33 Mostre que se escolhermos para foco da parábola o ponto F = (−c, 0) e
para diretriz a reta x = c então a equação da parábola de foco F e diretriz x = c é dada
por y2 = −4cx.

Exercício 2.34 Mostre que se escolhermos para foco da parábola o ponto F = (0, c) e
para diretriz a reta y = −c então a equação da parábola de foco F e diretriz x = c é dada
por x2 = 4cy.

Vamos supor que o vértice da parábola é agora um ponto arbitrá-
rio (h, k), isto é, que a diretriz é a reta x = h− c e o foco F é o ponto
F = (h + c, k). Vamos encontrar a equação da parábola, neste caso
mais geral. Para isto suponha novamente que um ponto da pará-
bola é dado por P = (x, y). A distância de P à diretriz é dada por−→
DP = P− D = ‖(x, y)− (h− c, y)‖ =

√
(x− h + c)2. A distância

F
x

y

d
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de P ao foco é dada por
−→
CP = P − C = ‖(x, y) − (h + c, k)‖ =√

(x− h− c)2 + (y− k)2. Temos então que a condição
−→
DP =

−→
CP

implica que
√

(x− h + c)2 =
√

(x− h− c)2 + (y− k)2. Elevando
ao quadrado temos que:

x2 − 2cx + c2 + h2 − 2hc− 2xh =

= x2 + h2 + c2 + 2hc− 2xh + 2cx + y2 − 2yk + k2 =

y2 − 2yk + k2 = 4cx− 4ch

donde obtemos a equação da parábola com foco F = (h + c, k) e
diretriz x = h− c.:

(y− k)2 = 4c(x− h). (2.3)

Podemos inverter o processo e, dada uma equação de uma pa-
rábola, encontrar o seu foco e sua diretriz. Considere o seguinte
exemplo:

Exemplo 2.35 Encontre o foco e a diretriz da parábola dada pela
equação.

y2 − 2y = x− 5

Completando o quadrado obtemos:

y2 − 2y + 1 = x− 5 + 1

donde:
(y− 1)2 = x− 4 = 4(x− 1

4
)

Ou seja, tendo em mente a Equação 2.3 uma parábola cuja diretriz
x = 1

4 − 1 = − 3
4 e cujo foco é ( 5

4 , 1). �
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2.6 EXERCÍCIOS

1. Considere os pontos A e B abaixo, no plano, ou no espaço, e calcule A + B, A− B, 3A.

(a) A = (2,−1) e B = (−1, 1).

(b) A = (−1, 3) e B = (0, 4).

(c) A = (2,−1, 5) e B = (−1, 1, 1)

(d) A = (π, 3,−1) e B = (2π,−3, 7).

2. Desenhe os pontos do exercício anterior.

3. Calcule e desenhe A + 2B, A + 3B, A + 1
2B para A e B como no exercício 1.

4. Em cada caso, determine se os vetores
−→
CD e

−→
AB são equivalentes:

(a) C = (1,−1), D = (1, 3), A = (−1, 5), B = (2, 2).

(b) C = (1, 4), D = (−3, 5), A = (5, 7), B = (1, 8).

(c) C = (1,−1, 5), D = (−2, 3, 4), A = (3, 1, 1), B = (0, 5, 0).

(d) C = (2, 3,−4), D = (−1, 3, 5), A = (−2,−1, 5), B = (2, 2, 7).

5. Encontre o comprimento dos vetores A,B,
−→
AB,

−→
CD no item anterior.

6. Encontre o produto escalar A.A e A.B para todos os valores de A e B no Exercício 1.

7. Quais dos seguintes pares de vetores são perpendiculares?

(a) (1,−1, 2) e (2, 1, 7).

(b) (1,−1, 1) e (2, 3, 1).

(c) (π, 2, 1) e (2,−π, 0).

(d) (−1, 1) e (1,−1).

(e) (−5, 2) e (2, 3).

8. Faça um esboço dos dois últimos itens do exercício acima.

9. Determine o cosseno dos ângulos do triângulo cujos vértices são:

(a) (2,−1, 1),(1,−3,−5) e (3,−4,−4).

(b) (3, 1, 1), (−1, 2, 1) e (2,−2, 5).

10. Sejam A, B,C três vetores não nulos. Mostre, por um exemplo, que podemos ter A.C =
B.C com A e B distintos.

11. Encontre as equações das seguintes figuras no plano xy :

(a) A circunferência de centro C = (1, 2) e raio 3.

(b) A elipse de focos F1 = (−2, 0) e F2 = (2, 0) e 2a = 3.

(c) A de hipérbole de focos F1 = (−2, 0) e F2 = (2, 0) e 2a = 3.
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12. Encontre as seguintes figuras no espaço xyz :

(a) A esfera de centro na origem e raio 2.

(b) A esfera de centro C = (1, 2, 1) e raio 3.

13. Identifique as seguintes figuras no plano xy, dizendo se elas são circunferências, elip-
ses, hipérboles ou parábolas e dando seus centros, raios, focos, eixos e diretrizes con-
forme o caso.

(a) A figura dada por x2 + y2 − 2y = 0.

(b) A figura dada por 2x2 + 3y = 1.

(c) A figura dada por 2x2 − 3y2 − 2y = 1.

(d) A figura dada por 2x2 + 2y2 = 1.

(e) A figura dada por y2 + 2y− 8x− 3 = 0.

2.7 AVALIAÇÃO DA 2a AULA

1. Verifique se os vetores
−→
AB e

−→
CD são ou não equivalentes:

(a) A = (1, 0, 0), B = (0, 1, 0), C = (0, 1, 0) e D = (0, 0, 1).

(b) A = (1, 0) B = (0, 1, ) C = (2, 1) e D = (1, 2).

2. Considere os pontos no espaço

P = (3, 4,−2) e Q = (5, 3, 4)

Determine k de modo que o vetor PQ seja ortogonal ao vetor (4, k− 3, 2).

3. Encontre a equação da esfera de centro no ponto C = (0, 1, 0) e raio 1

4. Identifique a cônica de equação 5x2 + 3y2 = 15, determinando seus eixos e focos.
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AULA   

Definição 3.2 Uma matriz m× n é uma tabela de números dispos-
tos em m linhas e n colunas.

Exemplo 3.3 ⎛
⎝ 1 2 −3

5 7 9
0 −8

√
2

⎞
⎠

é uma matriz 3× 3. �

Exemplo 3.4 ⎛
⎝ 1 2 1 6

2 73 9 −7
0 −8

√
2 4

⎞
⎠

é uma matriz 3× 4.

�

3

Operações com matrizes 
e determinantes

3.1 - ADIÇÃO DE MATRIZES

Objetivos 3.1 Ao terminar este capítulo você deverá ser capaz de:

1. Saber o que é uma matriz e conhecer as operações de soma de ma-
trizes, multiplicação de matrizes por um escalar e produto de ma-
trizes.

2. Saber o que é o determinante de uma matriz quadrada e quais são
suas propriedades.
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Quando o número de linhas é igual ao número de colunas, dize-
mos que a matriz é quadrada, caso contrário, retangular. O pri-
meiro exemplo é uma matriz quadrada 3× 3, o segundo exemplo
é uma matriz retangular 3 × 4. Matrizes são entes fundamentais
em toda a matemática atual. São utilizadas para resolver sistemas
de equações, para representar um certo tipo de função, etc. Encon-
tram aplicações na estatística, na física, na computação gráfica e
em vários campos do conhecimento. Neste curso, você estudará
várias destas aplicações em todos os capítulos que se seguirão.
Mas antes vamos aprender a operar com matrizes.

Cada um dos números que compõem uma matriz é chamado uma
entrada. Costumamos denotar a entrada de uma matriz na linha i
e coluna j por aij. Assim, a11 significa a entrada na primeira linha e
primeira coluna, a32 significa a entrada na terceira linha e segunda
coluna etc.

Exemplo 3.5 É muito comum denotarmos uma matriz arbitrária
3× 4 assim

⎛
⎝ a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34

⎞
⎠ .

�

É usual também escrevermos matrizes arbitrárias A com m linhas
e n colunas, da seguinte maneira:

A =

⎛
⎜⎜⎝

a11 a12 a13 . . . a1n
a21 a22 a23 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 am3 . . . amn

⎞
⎟⎟⎠ .

Uma outra maneira de escrever a matriz A ,m× n, é simplesmente
A = (aij). Utilizaremos as duas maneiras conforme a nossa conve-
niência.

Diremos que duas matrizes são iguais se elas possuem o mesmo
número de linhas e colunas e se suas entradas correspondentes
são iguais.

Definição 3.6 Dadas duas matrizes A e B m× n a soma de A e B,
A + B é a matriz m× n tal que a entrada (i, j) é a soma da entrada
(i, j) de A com a entrada (i, j) de B.

Podemos escrever: se A = (aij) e B = (bij) então A + B = (aij +
bij).
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Exemplo 3.7 Seja

A =

⎛
⎝ 1 2 1 6

2 73 9 −7
0 −8

√
2 4

⎞
⎠

uma matriz 3× 4 e

B =

⎛
⎝ −1 12 1 7

1 3 −9 7
0 −8 2

√
2 4

⎞
⎠

uma matriz do mesmo tamanho.

Então

A + B =

⎛
⎝ 0 14 2 13

3 76 0 0
0 −16 3

√
2 8

⎞
⎠ .

�

Definição 3.8 Dada uma matriz A m× n e um número c podemos
definir o produto da matriz A por c que é a matriz cA obtida de A,
multiplicando todas as entradas de A por c.

Podemos escrever se A = (aij) então cA = (caij).

Exemplo 3.9 Seja

A =

⎛
⎝ 1 2 1 6

2 73 9 −7
0 −8

√
2 4

⎞
⎠

uma matriz 3× 4.

Então

3A =

⎛
⎝ 3 6 3 18

6 219 27 −21
0 −24 3

√
2 12

⎞
⎠ .

�

Proposição 3.10 Sejam A, B,C matrizes m× n e k, k1, k2 números. A
adição de matrizes e o produto por um escalar satisfazem as seguintes
propriedades:

1. (A + B) + C = A + (B + C).

2. A + 0 = A, onde 0 denota a matriz m × n que possui todas as
entradas nulas.
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3. A + (−A) = 0, onde −A denota a matriz m × n que é obtida
multiplicando todas as entradas de A por −1.

4. A + B = B + A.

5. k(A + B) = kA + kB.

6. (k1 + k2)A = k1A + k2A.

7. (k1k2)A = k1(k2A).

8. 1 · A = A e 0 · A = 0.

3.2 PRODUTO DE MATRIZES

Já definimos a adição de matrizes e a multiplicação de uma matriz
por um escalar. Vamos agora definir a mutiplicação de matrizes.

Definição 3.11 Dadas duas matrizes A, m× k e B , k× n, o produto
A.B de A e B, é a matriz C m× n tal que a entrada cij de C é a soma
dos produtos das respectivas entradas da linha i de A pela coluna
j de B.

A definição damultiplicação dematrizes destamaneira é umpouco
misteriosa. A melhor justificativa para tal definição é que é esta a
definição que “dá certo”, que é útil. Isto ocorre muito emmatemá-
tica. Nos próximos capítulos, justificaremos tal definição. Por ora,
vamos aprender a utilizá-la.

Exemplo 3.12 Seja A a matriz 2× 3 :

A =
(

1 2 1
2 73 9

)

B a matriz 3× 4. e

B =

⎛
⎝ −1 12 1 7

1 3 −9 7
0 −8 2

√
2 4

⎞
⎠

vamos calcular a matriz C = A · B

C = A ·B =
( −1 + 2 + 0 12 + 6− 8 1− 18 + 2

√
2 7 + 14 + 4

−2 + 73 + 0 12 + 219− 72 2− 657 + 18
√
2 14 + 511 + 36

)
=

(
1 10 −17 + 2

√
2 25

71 159 −655 + 18
√
2 561

)
.

3.2 - PRODUTO DE MATRIZES
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Assim, a entrada c11 do produto é o resultado da seguinte opera-
ção: 1(-1)+2.1+1.0=1; da mesma forma a entrada c21 = 2.(−1)1 +
73.1+ 9.0 = 71 e a entrada c23 = 2.1+ 73.(−9) + 9.(2

√
2 = −655+

18
√
2 �

Exercício 3.13 Encontre as outras entradas da matriz produto, a saber, c12, c13, c14, c22,
c24 e confira com o resultado do exemplo acima.

Observação 3.14 Observe que não é possível multiplicar matrizes
de qualquer tamanho. A definição exige que o número de entradas
de cada linha da primeira matriz seja igual ao número de entradas
de cada coluna da segunda matriz, isto é, temos que mutiplicar
matrizes m× k por matrizes k × m e o resultado será uma matriz
m× n. No exemplo, a multiplicação de uma matriz 2× 3 por uma
3 × 4 resultou numa matriz produto 2 × 4. Segue que A.B pode
existir e B.A não. Em particular, a multiplicação de matrizes não
é comutativa. A Proposição abaixo enumera as propriedades do
produto de matrizes.

Proposição 3.15 Sejam A, B,C matrizes de tamanho adequado, k um
número. Então a multiplicação de matrizes possui as seguintes proprie-
dades:

1. (A · B) · C = A · (B · C).

2. A(B + C) = AB + BC.

3. (B + C)A = BA + CA.

4. k(AB) = (kA)B = A(kB).

Quando consideramos matrizes quadradas n × n a multiplicação
dematrizes possui propriedades adicionais, que passamos a enun-
ciar. Em uma matriz quadrada, faz sentido falar na diagonal prin-
cipal da matriz que são as entradas aii. Uma matriz quadrada tal
que todas as entradas da matriz são nulas, exceto as da diagonal
principal que são todas iguais a 1, é chamada de matriz identidade
e denotada por In ou simplesmente I.

Exemplo 3.16 Considere a seguinte matriz A, 3× 3.

A =

⎛
⎝ 1 −2 1

2 73 9
−2 −3 8

⎞
⎠
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e a matriz identidade

I3 =

⎛
⎝ 1 0 0

0 1 0
0 0 1

⎞
⎠ .

Temos que AI3 = I3A = A (verifique). �

Dada uma matriz A, n× n temos a seguinte propriedade:

A.I = I.A = A, onde I denota a matriz identidade n× n

Exemplo 3.17 Podemos associar a um sistema de equações linea-
res uma equação matricial da seguinte maneira. Considere o sis-
tema abaixo de 3 equações e 3 incógnitas que será resolvido mais
adiante.

x + y− z = 1
2x + 3y + az = 3 (3.1)
x + ay + 3z = 2

Podemos escrever este sistema da seguinte maneira:

⎛
⎝ 1 1 −1

2 3 a
1 a 3

⎞
⎠

⎛
⎝ x

y
z

⎞
⎠ =

⎛
⎝ 1

3
2

⎞
⎠

ou ainda AX = B onde

A =

⎛
⎝ 1 1 −1

2 3 a
1 a 3

⎞
⎠ , X =

⎛
⎝ x

y
z

⎞
⎠ e B =

⎛
⎝ 1

3
2

⎞
⎠

É muito comum escrever as variáveis de um determinado sistema
de equações como um vetor coluna X, n × 1, no exemplo acima,
um vetor 3× 1. �

Exercício 3.18 Verifique que (A · B) · C = A · (B · C) onde

A =
(

1 3
5 −2

)
B =

(
8 2
3 −1

)
C =

(
0 1
2 3

)
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Exercício 3.19 Verifique que A · B �= B · A :

A =

⎛
⎝ 1 2 −3

1 0 9
0 −8 2

⎞
⎠ B =

⎛
⎝ −1 −2 3

2 3 −1
0 −8 −2

⎞
⎠

Exercício 3.20 Considere os sistemas lineares abaixo e escreva-os na forma AX = B
como acima.

1.

2x + 3y + z = 1
2x + 6y + z = 3
x + y + 3z = −2

2.

x + y− z + w = −1
2x + 3y + z + 2w = −3
x + 9y + 3z− 5w = 2

3.3 TRANSPOSTA DE UMA MATRIZ

Definição 3.21 Dada uma matriz A, m × n a transposta da matriz
A é a matriz n×m que se obtém trocando as linhas de A com suas
colunas (notação At.)

Exemplo 3.22 Seja A a matriz 3× 4

A =

⎛
⎝ −1 12 1 7

1 3 −9 7
0 −8 2

√
2 4

⎞
⎠ .

A transposta de A, At, será a matriz 4× 3.:

A =

⎛
⎜⎜⎝
−1 1 0
12 3 −8
1 −9 2

√
2

7 7 4

⎞
⎟⎟⎠ .

�

3.3 - TRANSPOSTA DE UMA MATRIZ
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3.4 DETERMINANTES

3.4.1 DETERMINANTES DE ORDEM 2

Vamos inicialmente considerar determinantes de umamatriz 2× 2
para, a partir deles, considerar o caso geral. Seja

A =
(

a b
c d

)

uma matriz quadrada 2× 2. Definimos o determinante de A (de-
notado por Det(A) ou |A|.) como sendo o número:

Det(A) = ad− bc

Exemplo 3.23 Se

A =
( −3 2

4 5

)

então Det(A) = (−3)(5)− 4.2 = −23. �

O determinante pode ser visto como uma função da matriz A ou
de suas colunas. Escrevemos Det(A) ou Det(A1, A2) onde A =
(A1A2). A proposição seguinte dá as propriedades da função de-
terminante:

Proposição 3.24 Seja A uma matriz 2× 2. A função Det(A) possui as
seguintes propriedades:

1.

Det
(

a b + b′
c d + d′

)
= Det

(
a b
c d

)
+ Det

(
a b′
c d′

)

e analogamente para a primeira coluna.

2. Se t é um número, então

Det
(

a tb
c td

)
= tDet

(
a b
c d

)

3. Se duas colunas da matriz A são iguais, temos Det(A) = 0.

4. Se a uma coluna adicionamos um múltiplo de uma outra, o deter-
minante não se altera.

5. Se duas colunas são trocadas, o determinante muda de sinal.

6. O determinante de uma matriz é igual ao de sua transposta.

3.4 - DETERMINANTES

3.4.1 DETERMINANTES DE ORDEM 2
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Demonstração:

1. Seja A = Det
(

a b + b′
c d + d′

)
. Temos:

Det(A) = Det
(

a b + b′
c d + d′

)
= a(d+ d′)− c(b+ b′) = ad− cb+ ad′ − cb′

= Det
(

a b
c d

)
+ Det

(
a b′
c d′

)

2. Seja A =
(

a tb
c td

)
. Então:

Det(A) = atd− ctb = t(ad− bc) = tDet
(

a b
c d

)
.

3. Seja A =
(

a a
b b

)
. Então:

Det(A) = ab− ab = 0.

�

Exercício 3.25 Demonstre os itens 4,5 e 6 da Proposição acima.

3.4.2 DETERMINANTES DE ORDEM ARBITRÁRIA

Vamos definir o determinante de uma matriz quadrada arbitrária
por indução a partir do caso 2× 2, que consideramos inicialmente.
O caso seguinte é o caso 3× 3.

Definição 3.26 Seja A =

⎛
⎝ a11 a12 a13

a21 a22 a23
a31 a32 a33

⎞
⎠ uma matriz 3× 3.

Definimos Det(A) como sendo o número:

Det(A) = a11

∣∣∣∣ a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣ a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣ + a13

∣∣∣∣ a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣

onde
∣∣∣∣ aij akl

amn aop

∣∣∣∣ denota o determinante damatriz 2× 2
(

aij akl
amn aop

)
.

3.4.2 -  DETERMINANTES DE ORDEM ARBITRÁRIA
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Uma outra maneira de dizer o que escrevemos acima é a seguinte.
Seja Aij o determinante 2× 2 obtido da matriz A acima, retirando
a linha i e a coluna j. Assim, por exemplo, A11 será o determinante
que se obtém da matriz A, retirando a primeira linha e a primeira

coluna, A11 =
(

a22 a23
a32 a33

)
. Com esta notação, o determinante da

matriz A, 3× 3, se escreve:

Det(A) = a11A11 − a12A12 + a13A13

Exemplo 3.27 Seja A =

⎛
⎝ 2 1 0

1 1 4
−3 2 5

⎞
⎠ . Det(A) será o número:

Det(A) = 2
∣∣∣∣ 1 4
2 5

∣∣∣∣− 1
∣∣∣∣ 1 4
−3 5

∣∣∣∣ + 0.
∣∣∣∣ 1 1
−3 2

∣∣∣∣ = −23

�

Vamos definir agora o determinante de uma matriz quadrada ar-
bitrária n× n.

Definição 3.28 Seja A =

⎛
⎜⎜⎝

a11 a12 a13 . . . a1n
a21 a22 a23 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 a23 . . . ann

⎞
⎟⎟⎠

uma matriz n× n. Definimos Det(A) como sendo o número:

Det(A) = a11A11 − a12A12 + . . . (−1)na1nA1n

onde Aij é o determinante da matriz (n− 1)× (n− 1) obtida de A
eliminando a linha i e a coluna j.

Observação 3.29 A expressão acima, que utilizamos na definição
do determinante de umamatriz n× n, é conhecida como desenvol-
vimento de Laplace, em relação à primeira linha. Pode-se escrever
o desenvolvimento de Laplace, de maneira análoga, em relação a
qualquer linha ou coluna da matriz. Demonstra-se que o número
obtido é o mesmo, independentemente da linha ou coluna esco-
lhida.

O determinante de uma matriz A, n× n, possui propriedades aná-
logas àquelas do determinante de uma matriz 2× 2. É o que vere-
mos a seguir.



49

ELEMENTOS DE GEOMETRIA ANALÍTICA: UMA VISÃO GEOMÉTRICA

Proposição 3.30 Seja A uma matriz n × n. A função Det(A) possui
as seguintes propriedades:

1. Se uma coluna da matriz A, Aj se escreve como soma de duas co-
lunas Aj = A1 + A2, então temos:

Det
(

A1 A2 . . . A1 + A2 . . . An )
=

= Det
(

A1 A2 . . . A1 . . . An )
+Det

(
A1 A2 . . . A2 . . . An )

2. Se t é um número, então

Det
(

A1 A2 . . . tAi . . . An )
= tDet

(
A1 A2 . . . Ai . . . An )

3. Se duas colunas da matriz A são iguais, o Det(A) = 0.

4. Se a uma coluna adicionamos um múltiplo de uma outra o deter-
minante não se altera.

5. Se duas colunas são trocadas o determinante muda de sinal.

6. O determinante de uma matriz é igual ao de sua transposta.

7. Se A, B são matrizes n× n, então Det(A · B) = Det(A)Det(B).

3.5 A INVERSA DE UMA MATRIZ

Definição 3.31 Dada uma matriz quadrada A, n× n diz-se que A
é inversível se existe umamatriz B, n× n, tal que A · B = B · A = I.
A matriz inversa de A será denotada por A−1.

A matriz B inversa de A, quando existe, é única. Para ver que B é
única suponha que existam duas matrizes, B1 e B2, ambas inversas
de A. Temos que AB1 = B1A = I. e AB2 = I. Mas então temos
B1 = B1 I = B1AB2 = IB2 = B2, ou seja, B1 = B2.

Dada a matriz A · B, sua inversa é a matriz B−1A−1, pois

A · B · B−1 · A−1 = B−1A−1A · B = I.

Suponha que A seja umamatriz, n× n, inversível e seja A−1 sua in-
versa. Temos então que AA−1 = I. Tomando determinantes temos
que Det(A)Det(A−1) = Det(I) = 1. Concluímos que Det(A) �= 0
e que Det(A−1) = 1

Det(A) .

Vamos aprender a calcular a matriz inversa de matrizes 2 × 2 e
3× 3.

3.5 - A INVERSA DE UMA MATRIZ
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Exemplo 3.32 Considere a matriz A, 2× 2 dada por

A =
(

a b
c d

)
,

tal que Det(A) = ad− bc �= 0. A inversa de A, A−1 é a matriz dada
por:

A−1 =
1

Det(A)

(
d −b
−c a

)
.

Esta afirmação é de fácil verificação pois AA−1 = I. No próximo
Capítulo, veremos como deduzir esta fórmula. �

Exercício 3.33 Verifique se as seguintes matrizes 2× 2 são inversíveis e, em caso afir-
mativo, encontre a matriz inversa.

1.

A =
(

1 1
1 1

)
,

2.

A =
(

1 2
3 4

)
,

Vamos aprender agora como encontrar a inversa de uma matriz
3× 3. Seja A uma matriz 3× 3

A =

⎛
⎝ a11 a12 a13

a21 a22 a23
a31 a32 a33

⎞
⎠ ,

onde Det(A) �= 0. Amatriz dos co-fatores de A é a matriz M assim
definida:

M =

⎛
⎝ A11 −A12 A13
−A21 A22 −A23
A31 −A32 A33

⎞
⎠

onde Aij é o determinante damatriz 2× 2 obtida de A, suprimindo
a linha i e a coluna j. O determinante Aij é chamado o menor cor-

respondente à entrada aij. Por exemplo A11 =
∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣ . A ma-

triz adjunta de A, denotada por Adj(A) é a matriz transposta da
matriz M dos co-fatores: Adj(A) = Mt. A matriz inversa de A,
A−1 será dada por

A−1 =
1

Det(A)
Adj(A). (3.2)
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Exemplo 3.34 Vamos calcular a inversa da matriz A dada por:

A =

⎛
⎝ 2 3 −4

0 −4 2
1 −1 5

⎞
⎠

Primeiramente calculamos a matriz M dos co-fatores. Para isto,
temos que calcular todos os determinantes das matrizes 2× 2 ob-
tidas de A, suprimindo uma linha e uma coluna. Observe:

1. A11 =
∣∣∣∣ −4 2
−1 5

∣∣∣∣ = −18 (aqui suprimimos a primeira linha

e a primeira coluna).

2. A12 =
∣∣∣∣ 0 2
1 5

∣∣∣∣ = −2 (aqui suprimimos a primeira linha e a

segunda coluna).

3. A13 =
∣∣∣∣ 0 −4
1 −1

∣∣∣∣ = 4 (aqui suprimimos a primeira linha e a

terceira coluna).

Calcule os outros menores A21, A22, A23, A31, A32, A33. Você encon-
trará a seguinte matriz M dos co-fatores(não esqueça dos sinais!):

M =

⎛
⎝ −18 2 4
−11 14 5
−10 −4 −8

⎞
⎠

A matriz adjunta de A será a transposta de M :

M =

⎛
⎝ −18 −11 −10

2 14 −4
4 5 −8

⎞
⎠

Finalmente, utilizando a formúla 3.2, já que Det(A) = −46 temos
que:

A−1 = − 1
46

⎛
⎝ −18 −11 −10

2 14 −4
4 5 −8

⎞
⎠

�
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1. Considere as matrizes:

A =

⎛
⎝ 1 2 −3

1 2 5
0 3 3

⎞
⎠ B =

⎛
⎝ −1 −2 1

0 0 5
−3 7 2

⎞
⎠

A + B, A− B, 3A, 2A− 3B.

2. Encontre At e Bt onde A e B são as matrizes do item anterior.

3. Em cada um dos casos abaixo encontre (AB)C e A(BC).

(a)

A =
(

1 2
1 2

)
B =

( −2 1
−3 7

)
C =

( −1 5
2 −3

)

(b)

A =
(

1 2 −1
1 2 5

)
B =

⎛
⎝ −2 1
−3 7
7 −1

⎞
⎠ C =

( −1
2

)

(c)

A =
( −1 1 2

7 1 2

)
B =

⎛
⎝ −2 1 0
−3 7 5
2 5 0

⎞
⎠ C =

⎛
⎝ −1 5

2 −3
−1 4

⎞
⎠

4. Calcule os seguintes determinantes:

(a) ∣∣∣∣ 1 2
1 2

∣∣∣∣
∣∣∣∣ −3 1
−3 2

∣∣∣∣
∣∣∣∣ −1 5

2 −2

∣∣∣∣
(b) ∣∣∣∣∣∣

1 2 −1
1 2 5
−1 1 1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
−2 1 1
−3 7 2
7 −1 3

∣∣∣∣∣∣
(c) ∣∣∣∣∣∣

−1 1 2
7 1 2
1 1 1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2 1 0
2 7 5
2 5 0

∣∣∣∣∣∣
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1. Encontre todas as matrizes M onde:

M =
(

x y
z t

)

que comutam com a matriz

A =
(

1 1
0 1

)

2. Determine AB onde:

A =
(

2 3 −1
4 −2 5

)

e

B =

⎛
⎝ 2 −1 0 6

1 3 −5 1
4 1 −2 2

⎞
⎠

3. Considere as matrizes:

A =

⎛
⎝ 1 5 −3

1 2 7
0 −3 −3

⎞
⎠ B =

⎛
⎝ 1 2 −1

0 2 −5
−7 7 2

⎞
⎠

Calcule: A− B, A + 5B,

4. Calcule o determinante ∣∣∣∣∣∣
7 2 −1
1 0 5
−1 0 1

∣∣∣∣∣∣
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AULA   

4.1 MÉTODO DE ELIMINAÇÃO DE VARIÁVEIS

Considere inicialmente o seguinte exemplo:

Exemplo 4.2

x + y + 2z = 9
2x + 4y− 3z = 1
3x + 6y− 5z = 0

Para resolver o sistema podemos proceder de maneira muito sim-
ples, como já fizemos no Capítulo I, quando consideramos siste-
mas de duas equações e duas incógnitas (ver Exemplo 1.4). Para

4

Sistemas de equações lineares

4.1 - MÉTODO DE ELIMINAÇÃO DE VARIÁVEIS

Objetivos 4.1 Ao terminar este capítulo você deverá ser capaz de:

1. Resolver sistemas de 3 equações lineares a 3 incógnitas.

2. Saber reconhecer quando estes sistemas possuem uma solução, são
impossíveis, ou possuem infinitas soluções.

3. Dado um sistema de 3 equações a 3 incógnitas, saber encontrar a
matriz associada e resolver o sistema pelo método de Gauss-Jordan.

4. Saber resolver sistemas de equações lineares mais complicados que
os de 3 equações a 3 incógnitas.

5. Ter uma idéia, ainda que rudimentar, da teoria dos sistemas de
equações lineares.



56

MINISTÉRIO DA EDUCAÇÃO - UFMG

eliminar a variável x na primeira equação, multiplicamos a pri-
meira equação por -2 e adicionamos à segunda. Em seguida, faze-
mos o mesmo em relação à terceira equação. Para eliminar x nesta
equação, multiplicamos a primeira equação por -3 e adicionamos à
terceira. Obtemos o seguinte sistema equivalente ao sistema dado:

x + y + 2z = 9
2y− 7z = −17

3y− 11z = −27

Observe que a segunda e a terceira equações formam um sistema
de duas equações nas incógnitas y e z. Novamente, procedendo
como no Exemplo 1.4 eliminamos a incógnita y encontrando o va-
lor de z, da seguinte maneira. Multiplicamos a segunda equação
por 3 e a terceira por -2 e adicionamos. Obtemos:

x + y + 2z = 9
6y− 21z = −51

z = 3

que, novamente, é um sistema equivalente aos 2 primeiros. Ob-
temos assim o valor de z, a saber, z = 3. Substituindo nas duas
primeiras equações temos os valores de y e x : 6y = 63− 51 = 12
donde y = 2 e finalmente x = 9− 2− 6 = 1.

Temos que a solução do sistema dado é portanto x = 1, y = 2 e
z = 3, solução que, neste caso, é única. �

Consideremos um outro exemplo.

Exemplo 4.3 Encontre as soluções do seguinte sistema:

x + y + z = 1
x + y− z = 0 (4.1)
2x + 2y = 1

Procedendo como acima, multiplicamos a segunda equação por -2
e adicionamos à terceira, para eliminar x na terceira equação. Em
seguida, subtraímos a segunda equação da primeira para eliminar
x na segunda equação. Obtemos:

x + y + z = 1
2z = 1
2z = 1
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Neste caso, ao eliminar a variável x eliminamos também a variável
y e obtemos a segunda equação idêntica à terceira. O sistema é pois
equivalente ao seguinte:

x + y + z = 1
2z = 1

Obtemos que z = 1
2 mas aqui ocorre algo distinto do primeiro

exemplo. Observe que para z = 1
2 , x = −t + 1

2 é sempre solução
para qualquer valor de y = t. Vemos assim que o sistema possui
infinitas soluções x = −t + 1

2 , y = t e z = 1
2 . �

Na próxima seção, seremos capazes de entender melhor este fenô-
meno.

Exercício 4.4 Encontre todas as soluções do seguinte sistema de equações lineares:

2x + 3y = 5
4x− y = 7

Exercício 4.5 Resolva o seguinte sistema de equações lineares:

2x + 3y + z = 0
x− 2y− z = 1
x + 4y + z = 2

Exercício 4.6 Encontre todas as soluções do seguinte sistema de equações lineares:

3x + y + z = 1
x + y + z = 0

4x + 2y + 2z = 1

4.2 MÉTODO DE GAUSS-JORDAN

Considere novamente o sistema de equações lineares do Exem-
plo 4.2 que consideramos no início deste capítulo:

Exemplo 4.7

x + y + 2z = 9
2x + 4y− 3z = 1 (4.2)
3x + 6y− 5z = 0

�

4.2 - MÉTODO DE GAUSS-JORDAN
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Vamos agora resolvê-lo de uma outra maneira. Para isto, vamos
escrever uma matriz associada ao sistema do Exemplo 4.2 do se-
guinte modo: cada linha da matriz corresponderá a uma das equa-
ções. Teremos, portanto, uma matriz com 3 linhas. Cada coefici-
ente da 1a equação corresponderá ordenadamente a uma entrada
da 1a linha. O termo independente será a 4a entrada desta 1a linha.
Ela terá portanto 4 entradas. Para a 2a e 3a linhas procedemos da
mesma forma. Teremos portanto uma matriz 3× 4 associada ao
sistema, chamada matriz aumentada. Observe:

⎛
⎝ 1 1 2 9

2 4 −3 1
3 6 −5 0

⎞
⎠

Observação 4.8 A matriz acima se chama aumentada para se dis-
tinguir da matriz ⎛

⎝ 1 1 2
2 4 −3
3 6 −5

⎞
⎠

que é conhecida como matriz dos coeficientes do sistema. Utiliza-
remos, na seqüência, as duas matrizes que não podem ser confun-
didas.

A maneira que utilizaremos para resolver este sistema não é muito
diferente da que utilizamos no Parágrafo 4.1. Vamos operar nas
linhas da matriz exatamente como operamos com as equações da
seguinte maneira: inicialmente, multiplicamos a 1a linha por −2 e
adicionamos à segunda. Conservamos a 1a linha e não alteramos
as demais entradas. Obtemos:⎛

⎝ 1 1 2 9
0 2 −7 −17
3 6 −5 0

⎞
⎠

Em seguida, multiplicamos a 1a linha por −3 e adicionamos à ter-
ceira. Não alteramos as demais entradas. Obtemos:⎛

⎝ 1 1 2 9
0 2 −7 −17
0 3 −11 −27

⎞
⎠

Continuando, multiplicamos a 2a linha por 3 e a terceira por−2. O
objetivo é ainda "eliminar"a variável y na 3a equação como fizemos
no Exemplo 4.2 (o que faremos na etapa seguinte) embora neste
método trabalhemos sem escrever as variáveis explicitamente. Não
alteramos as demais entradas. Observe:⎛

⎝ 1 1 2 9
0 6 −21 −51
0 −6 22 54

⎞
⎠
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e finalmente, adicionando a segunda e a terceira linhas:⎛
⎝ 1 1 2 9

0 6 −21 −51
0 0 1 3

⎞
⎠

Secretamente, sabemos que as 3 primeiras entradas das linhas da
matriz correspondem respectivamente aos coeficientes de x, y, z.
Podemos portanto ler o valor de z na última linha: z = 3. A 2a

linha representa a equação: 6y− 21z = −51. Como z = 3 obtemos
y = 63−51

6 = 2. Levando estes valores na equação correspondente
à primeira linha temos:

x = 9− 2− 2.3 = 1.

Você talvez tenha observado que utilizamos um sistema misto até
aqui. Para obter a solução z = 3 operamos com a matriz aumen-
tada. Em seguida, para obter os valores de x e de y escrevemos as
correspondentes equações e resolvemos. Não há nada de errado
com isto. Podemos assim proceder. Mas podemos também operar
com a matriz até o final e obter o resultado lendo as linhas da ma-
triz. Da seguinte maneira: considere a entrada (3, 3) da matriz, o
coeficiente de z. Ela vale 1. Uma entrada que vale 1 e tal que todas
as entradas à sua esquerda são nulas é chamada pivô. Operando
com o pivô podemos zerar as entradas (2, 3) e (1, 3) da matriz que
são os coeficientes de z das outras equações. Multiplicamos a ter-
ceira linha por 21 e adicionamos à segunda equação:⎛

⎝ 1 1 2 9
0 6 0 12
0 0 1 3

⎞
⎠ .

Em seguida, multiplicamos a terceira linha por −2 e adicionamos
à primeira equação: ⎛

⎝ 1 1 0 3
0 6 0 12
0 0 1 3

⎞
⎠ .

Considere agora a entrada (2, 2). Ela vale 6 e não é, portanto, um
pivô. Para transformá-la em um pivô dividimos a 2a linha por 6.
Obtemos: ⎛

⎝ 1 1 0 3
0 1 0 2
0 0 1 3

⎞
⎠ .

Finalmente, operando com o pivô obtido zeramos a entrada (1, 2),
multiplicando a 2a linha por −1 e somando à 1a :

⎛
⎝ 1 0 0 1

0 1 0 2
0 0 1 3

⎞
⎠ .
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Podemos, agora sim, ler diretamente na matriz as soluções do sis-
tema original: x = 1, y = 2, z = 3.

Observação 4.9 O processo que levamos a cabo, para resolver o
sistema utilizando a matriz aumentada, se chama escalonamento
ou método de Gauss-Jordan. A matriz que obtivemos no final
se chama matriz escalonada reduzida por linhas. A terminologia
vem da palavra escada, já que a forma da matriz lembra uma es-
cada. Uma dúvida freqüente é a seguinte: no processo de obter
a forma escalonada, o que é legítimo fazer e o que não é? Para
responder à esta pergunta lembre-se de como obtivemos a matriz
aumentada, a partir de um sistema de equações, e da sua experi-
ência anterior com equações. Dada uma equação, você sabe que se
multiplicar todos os seus termos por uma constante isto não altera
suas soluções. Da mesma forma, dado um sistema de duas equa-
ções, você sabe que suas soluções não se alteram se você troca as
equações de ordem ou se subsitui uma delas por ela multiplicada
por uma constante, mais a outra multiplicada por uma outra cons-
tante. São estas as operações legítimas que você pode efetuar em
uma matriz, de forma a trazê-la à forma escalonada reduzida por
linhas:

1. trocar as linhas da matriz.

2. multiplicar as entradas de uma linha por uma constante não
nula.

3. substituir uma linha por ela multiplicada por uma constante,
mais uma outra multiplicada por outra constante.

Vamos formalizar umpoucomais o conteúdo da observação acima.
Uma pergunta que podemos nos fazer é a seguinte: Será sempre
possível encontrar a forma escalonada de umamatriz? Ela é única?
Vamos dar agora uma definição formal do que seja a forma esca-
lonada reduzida por linhas. Em seguida, consideraremos alguns
exemplos e, no próximo parágrafo, consideraremos as questões
mais teóricas.

Definição 4.10 Uma matriz m× n se diz na forma escalonada re-
duzida por linhas quando:

1. Se uma linha não for totalmente nula então a primeira en-
trada não nula da linha é a unidade (chamada pivô).

2. Se existirem linhas nulas então elas deverão ser agrupadas
nas linhas inferiores da matriz.
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3. Em quaisquer duas linhas não nulas da matriz, o pivô per-
tencente à linha inferior ocorre à direita do pivô pertencente
à linha superior.

4. Cada coluna que possui um pivô possui zeros nas demais
entradas.

Se apenas a condição (4) não é satisfeita, a matriz se diz na forma
escalonada.

Exercício 4.11 Verifique se as seguintes matrizes estão:

1. na forma escalonada,
2. na forma escalonada reduzida por linhas,
3. em nenhuma das duas formas.

⎛
⎝ 1 2 −3 1

0 1 2 7
0 0 1 2

⎞
⎠ ,

⎛
⎝ 1 0 0 1

0 1 2 7
0 0 1 2

⎞
⎠ ,

⎛
⎝ 1 0 0 1

0 1 0 7
0 0 1 2

⎞
⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝

1 2 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠ .

Vamos agora considerar alguns exemplos, mostrando como pode-
mos utilizar a forma escalonada ou a forma escalonada reduzida
por linhas para resolver sistemas de equações lineares.

Exemplo 4.12 Resolva o seguinte sistema de equações lineares:

x + 2y− 3z = 1
3x− y + 2z = 7

5x + 3y− 4z = 2

Para resolver o sistema passamos a matriz aumentada:⎛
⎝ 1 2 −3 1

3 −1 2 7
5 3 −4 2

⎞
⎠ .

O nosso método será achar a forma escalonada da matriz aumen-
tada. Veremos que, no processo, encontraremos também a solução
do problema. Vamos observar inicialmente que, embora a forma
escalonada reduzida por linhas seja única, isto é, cada matriz pos-
sui uma única forma escalonada reduzida por linhas, o caminho
para chegar até ela não é. Assim, há escolhas e um pouco é gosto
pessoal. Algumas coisas são, no entanto, usuais. Procuramos na
matriz uma linha em que a primeira entrada seja 1, um pivô. Uti-
lizando este pivô, zeramos as entradas abaixo dele. No exemplo,
temos um pivô na primeira linha. Para zerarmos as entradas (2, 1)
e (3, 1) procedemos como se segue:
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1. multiplicamos a primeira linha por−3 e somamos à segunda.

2. multiplicamos a primeira linha por−5 e somamos à terceira.

Obtemos: ⎛
⎝ 1 2 −3 1

0 −7 11 4
0 −7 11 −3

⎞
⎠ .

Ao chegarmos neste ponto, procuramos um pivô na 2a ou 3a linha
com o intuito de zerar ou a entrada (2, 2) ou a entrada (3, 2). Mas,
observando que as referidas entradas são iguais, vemos que isto
não é necessário, basta subtrairmos uma linha da outra para zerar
a entrada (3, 2.) Obtemos:

⎛
⎝ 1 2 −3 1

0 −7 11 4
0 0 0 7

⎞
⎠ .

Embora ainda não tenhamos encontrado a forma escalonada já re-
solvemos o problema! Observe que a ultima linha significa 0x +
0y + 0z = 7 e esta equação não possui evidentemente solução. O
sistema é pois, impossível.

�

Exemplo 4.13 Resolva o seguinte sistema de equações lineares:

2x + y− 2z = 10
3x + 2y + 2z = 1 (4.3)
5x + 4y + 3z = 4

Para resolver o sistema passamos à matriz aumentada:
⎛
⎝ 2 1 −2 10

3 2 2 1
5 4 3 4

⎞
⎠

O nosso método será novamente encontrar a forma escalonada da
matriz aumentada. Neste caso, nenhuma das linhas possui um
pivô. Podemos obter um pivô dividindo a primeira linha por 2.
Isto nos faria trabalhar com frações, mas seria um caminho viável.
Vamos optar por outro. Como queremos zerar as entradas (2, 1) e
(3, 1) podemos multiplicar a 1a linha por −3 e a segunda por 2 e
somá-las, conservando a 1a linha inalterada. Observe:

⎛
⎝ 2 1 −2 10

0 1 10 −28
5 4 3 4

⎞
⎠ .
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Para zerarmos a entrada (3, 1) procedemos de forma semelhante.
Como não há pivô, multiplicamos a primeira linha por −5 e a úl-
tima por 2. Isto nos leva à seguinte matriz:

⎛
⎝ 2 1 −2 10

0 1 10 −28
0 3 16 −42

⎞
⎠

Agora sim, aparece um pivô na segunda linha. Utilizamo-lo para
anular a entrada (3, 2) : multiplicamos a segunda linha por −3 e
somamos à última, obtendo:

⎛
⎝ 2 1 −2 10

0 1 10 −28
0 0 −14 42

⎞
⎠

Daqui já poderíamos encontrar as soluções z = −3 e em seguida
x e y. Vamos, no entanto, continuar o processo de escalonamento
até chegar à forma escalonada reduzida por linhas. Dividindo a
última linha por −14 obtemos um pivô nesta linha:

⎛
⎝ 2 1 −2 10

0 1 10 −28
0 0 1 −3

⎞
⎠ .

Utilizamos este pivô para zerar as duas entradas acima dele.Obtemos:

⎛
⎝ 2 1 0 4

0 1 0 2
0 0 1 −3

⎞
⎠ .

Finalmente, utilizando o pivô da entrada (2, 2) zeramos a entrada
acima dele e, dividindo a primeira linha por 2. obtemos a forma
escalonada reduzida por linhas.

⎛
⎝ 1 0 0 1

0 1 0 2
0 0 1 −3

⎞
⎠

Podemos ler diretamente na matriz as soluções do sistema x = 1,
y = 2 e z = −3 �

Vamos considerar mais um exemplo:
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Exemplo 4.14 Resolva o seguinte sistema de equações lineares:

x + 2y− 3z = 6
2x− y + 4z = 2 (4.4)

4x + 3y− 2z = 14

Para resolver o sistema passamos novamente à matriz aumentada:⎛
⎝ 1 2 −3 6

2 −1 4 2
4 3 −2 14

⎞
⎠

Vamos encontrar a forma escalonada da matriz aumentada. Neste
caso, a primeira linha possui um pivô. Vamos utilizar este pivô
para zerar as entradas (2, 1) e (3, 1). Para isto, multiplicamos a
primeira linha por −2 e somamos à segunda. Em seguida, multi-
plicamo-la por −4 e adicionamos à terceira linha. Observe:

⎛
⎝ 1 2 −3 6

0 −5 10 −10
0 −5 10 −10

⎞
⎠

A seguir, devemos zerar a entrada (3, 2). Como não há pivôs na
segunda ou terceira linha e salta aos olhos que as entradas (2, 2) e
(3, 2) são iguais subtraímos a terceira linha da segunda. Observe o
que acontece:

⎛
⎝ 1 2 −3 6

0 −5 10 −10
0 0 0 0

⎞
⎠

Obtemos toda uma linha de zeros. Facilmente passamos à forma
escalonada reduzida por linhas. Dividindo a segunda linha por
−5 conseguimos um pivô. Em seguida, multiplicamos esta nova
linha por −2 para zerar a entrada acima do pivô.⎛

⎝ 1 0 1 2
0 1 −2 2
0 0 0 0

⎞
⎠

Esta é a forma escalonada reduzida por linhas. Como não há pivôs
na terceira coluna, temos ali duas entradas não nulas. Para en-
contrar as soluções do sistema escrevemos as equações correspon-
dentes às duas linhas não nulas. y − 2z = 2 e x + z = 2. Neste
caso temos infinitas soluções para o sistema. Fazendo z = t temos
x = 2− t e y = 2 + 2t. Qualquer valor de t nos fornece uma so-
lução. Para t = 1 temos x = 1, y = 4, z = 1; para t = 2 temos
x = 0, y = 4, z = 2 e assim por diante. Este exemplo é muito
distinto do Exemplo 4.12 acima. Ali não existiam soluções para o
sistema, aqui existe uma infinidade de soluções. �
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Observação 4.15 Os três exemplos acima ilustram todas as possi-
bilidades possíveis para um sistema de três equações e três incóg-
nitas: ou eles não possuem solução(4.12), ou eles possuem uma
única solução(4.13), ou possuem uma infinidade delas(4.14). Um
sistema de equações lineares nunca podererá ter duas, três ou qual-
quer número finito de soluções, distinto de um. Há uma razão
geométrica para tal fato que veremos em capítulos posteriores.

Podemos ter sistemas de equações lineares que dependem de pa-
râmetros. Neste caso, dependendo do valor dos parâmetros, pode-
remos ter uma solução, infinitas soluções ou até mesmo nenhuma
solução. Considere o seguinte exemplo:

Exemplo 4.16 Resolva o seguinte sistema de equações lineares:

x + y− z = 1
2x + 3y + az = 3 (4.5)
x + ay + 3z = 2

Para resolver o sistema passamos à matriz aumentada, como an-
teriormente, sem nos preocuparmos com a presença do parâmetro
a que deve ser pensado como um número qualquer. No final es-
tudaremos as possibilidades para o sistema a partir do valor de
a : ⎛

⎝ 1 1 −1 1
2 3 a 3
1 a 3 2

⎞
⎠ .

O nosso método será novamente encontrar a forma escalonada da
matriz aumentada. Neste caso, a primeira linha possui um pivô.
Vamos utilizar este pivô para zerar as entradas (2, 1) e (3, 1). Para
isto, multiplicamos a primeira linha por−2 e somamos à segunda.
Em seguida, multiplicamo-la por −1 e adicionamos à terceira li-
nha. Observe:

⎛
⎝ 1 1 −1 1

0 1 2 + a 1
0 a− 1 4 1

⎞
⎠ .

Para zerarmos a entrada (3, 1) procedemos da forma seguinte: co-
mo há um pivô na 2a linha, multiplicamos a segunda linha por
−(a − 1) e adicionamos à terceira linha. Isto nos leva à seguinte
matriz:

⎛
⎝ 1 1 −1 1

0 1 2 + a 1
0 0 −(a− 1)(2 + a) + 4 −(a− 1) + 1

⎞
⎠ .
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Efetuando as contas, a entrada (3, 3) se torna 6− a− a2 = −(a +
3)(a− 2) e para a entrada (3, 4) temos 2− a. Temos:⎛

⎝ 1 1 −1 1
0 1 2 + a 1
0 0 (3− a)(a− 2) 2− a

⎞
⎠ .

Tendo em mente agora os Exemplos 4.12, 4.13, 4.14, não é difícil
perceber como o sistema depende do parâmetro a. Por exemplo,
se a = 2 a última linha da matriz se anula e estamos na situa-
ção do exemplo 4.14. Se por outro lado a = 3, a última equação
se torna 0z = −1 e o sistema é claramente impossível, como no
Exemplo 4.12. Em todos os outros casos, ou seja, para a �= 2, 3
o sistema possui uma única solução, como no Exemplo 4.13, pois
z = 1

3−a , onde, observe, só podemos dividir ambos os membros da
equação por a− 2 por que temos a �= 2. �

4.3 SISTEMAS DE m EQUAÇÕES LINEARES A n VA-
RIÁVEIS

Vamos agora generalizar umpouco o nosso estudo para sistema de
m equações a n variáveis e entender, ao mesmo tempo, um pouco
melhor a teoria.

Definição 4.17 Um sistema linear de m equações a n variáveis é
um sistema da forma:

a11x1 + a12x2 + a13x3 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + a23x3 + · · ·+ a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.6)
am1x1 + am2x2 + am3x3 + · · ·+ amnxn = bm

(4.7)

Para resolver um tal sistema procedemos como no caso de um sis-
tema de 3 equações a 3 incógnitas, visto na seção anterior. A de-
finição, vista ali de forma escalonada reduzida por linhas, é para
matrizes m× n. Assim, para resolver um sistema maior formamos
a matriz aumentada e a escalonamos. Considere o seguinte exem-
plo:

Exemplo 4.18 Resolva o seguinte sistema de equações lineares:

x1 + 3x2 − 2x3 + 2x5 = 0
2x1 + 6x2 − 5x3 − 2x4 + 4x5 + 3x6 = −1 (4.8)

5x3 + 10x4 + 15x6 = 5
2x1 + 6x2 + 8x4 + 4x5 + 18x6 = 6 (4.9)

4.3 - SISTEMAS DE m EQUAÇÕES LINEARES  A n  VARIÁVEIS
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Para resolver o sistema passamos, como anteriormente, à matriz
aumentada que aqui será uma matriz 4× 7, já que são 6 as variá-
veis: ⎛

⎜⎜⎝
1 3 −2 0 2 0 0
2 6 −5 −2 4 −3 −1
0 0 5 10 0 15 5
2 6 0 8 4 18 6

⎞
⎟⎟⎠ .

Observe que cada coluna corresponde a uma variável e, se numa
equação uma variável não aparece, figura um zero na entrada cor-
respondente da matriz. Vamos encontrar a forma escalonada da
matriz aumentada. Neste caso, a primeira linha possui um pivô.
Vamos utilizar este pivô para anular as entradas (2, 1) e (4, 1). Para
isto, multiplicamos a primeira linha por−2 e somamos à segunda.
Em seguida a adicionamos também à terceira linha. Multiplica-
mos em seguida a segunda linha por −1 para aparecer um pivô.
Observe:

⎛
⎜⎜⎝

1 3 −2 0 2 0 0
0 0 1 2 0 3 1
0 0 5 10 0 15 5
0 0 4 8 0 18 6

⎞
⎟⎟⎠ .

O pivô que aparece na entrada (2, 3) é então utilizado para zerar
as entradas (3, 3) e (4, 3), multiplicando a segunda linha por −5
e somando à terceira e, em seguida, multiplicando a mesma linha
por −4 e somando à quarta. Obtemos:

⎛
⎜⎜⎝

1 3 −2 0 2 0 0
0 0 1 2 0 3 1
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 6 2

⎞
⎟⎟⎠

que possui toda uma linha de zeros. Passamos, então, à forma es-
calonada reduzida por linhas. A linha de zeros passa para o final;
dividindo a última linha por 6 conseguimos um pivô. Em seguida,
multiplicamos esta nova linha por −3 para zerar a entrada acima
do pivô mais à direita. Para zerar a entrada acima do pivô mais
à esquerda, multiplicamos a 2a linha por 2 e somamos à primeira.
Temos finalmente:

⎛
⎜⎜⎝

1 3 0 2 2 0 0
0 0 1 2 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1

3
0 0 0 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠ .

Esta é a forma escalonada reduzida por linhas. Como não há pivôs
na quarta coluna, temos ali duas entradas não nulas. Para encon-
trar as soluções do sistema escrevemos as equações corresponden-
tes às três linhas não nulas. x6 = 1

3 , e x3 + 2x4 = 0 e x1 + 3x2 +
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2x4 + 2x5 = 0. Neste caso, como no Exemplo 4.14, temos infini-
tas soluções para o sistema. Como naquele caso, podemos fazer
x4 = t. Mas, além disto, podemos fazer x2 = r e x5 = s. Obtemos
que o conjunto de soluções do sistema é dado por:

x6 =
1
3

x3 = −2t x1 = −2t− 2r− 2s,

onde t, r, s podem assumir qualquer valor real. �

Em um sistema como o anterior, as variáveis correspondentes aos
pivôs são chamadas variáveis dependentes(no exemplo x1, x3 e x6)
e as demais são chamadas variáveis livres ou independentes, no
exemplo x2, x4, x5 a quem demos os valores r, t, s.

Vamos elaborar um pouco mais a nossa teoria de sistemas lineares
de equações, inicialmente formalizando as operações expostas na
Observação 4.9, quando definimos quais operações são admissí-
veis quando queremos escalonar uma matriz.

Definição 4.19 Dada uma matriz A, m× n, as seguintes operações
são chamadas operações elementares nas linhas da matriz A :

1. Trocar duas linhas.

2. Multiplicar uma linha por um número não nulo.

3. Somar a uma linha um múltiplo não nulo de outra linha.

Dadas duas matrizes A e B m× n dizemos que elas são equivalen-
tes se uma pode ser transformada na outra por operações elemen-
tares.Temos os seguintes resultados:

Teorema 4.20 Toda matriz A, m× n, é equivalente a uma única matriz
escalonada reduzida por linhas.

Teorema 4.21 Se as matrizes aumentadas de dois sistemas lineares AX =
B e CX = D são equivalentes então os sistemas possuem as mesmas so-
luções.

Vamos resumir todas as nossas observações deste capítulo em dois
teoremas:

Teorema 4.22 Dada uma matriz A, m × n, escalonada, reduzida por
linhas, suponha que ela seja a matriz de coeficientes do sistema AX = B.

1. Se A possui o mesmo número de linhas não nulas e colunas o sis-
tema possui solução única ou é impossível.
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2. Se A possui mais colunas não nulas que linhas ele possui infinitas
soluções. Neste caso, as variáveis podem ser divididas em depen-
dentes e independentes. As dependentes correspondem aos pivôs.
Atribuindo valores às independentes, temos todas as possíveis so-
luções do sistema.

Definição 4.23 Se no sistema acima fazemos B = 0, temos o sis-
tema AX = 0, que é chamado um sistema homogêneo.

Temos o seguinte resultado a respeito de sistemas homogêneos.

Teorema 4.24 Dada uma matriz A, m× n, escalonada reduzida por li-
nhas, suponha que ela seja a matriz de coeficientes do sistema AX = 0

1. Se A possui o mesmo número n de linhas não nulas e colunas, o
sistema possui solução única que é trivial, ou seja, x1 = x2 =
· · · = xn = 0. Neste caso temos Det(A) �= 0.

2. Se A é uma matriz quadrada, n× n, o sistema possui soluções não
triviais se e somente se Det(A) = 0.

3. Se A possui mais colunas não nulas que linhas ele possui infinitas
soluções.

4. Um sistema homogêneo nunca é impossível.

Observação 4.25 Não faremos aqui a demonstração destes resul-
tados, mas vamos observar que o bom funcionamento de tudo que
fizemos até aqui depende destes resultados. São eles que nos ga-
rantem que, de qualquer maneira lícita que operemos com as li-
nhas de uma matriz, obteremos a mesma forma escalonada redu-
zida por linhas e as mesmas soluções ao final. Eles permitem dizer
quando um sistema possui uma solução e se elas são ou não em
número finito, bastando para isto reduzir a matriz aumentada à
forma escalonada reduzida por linhas.
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4.4 EXERCÍCIOS

1. Encontre as soluções dos seguintes sistemas, inicialmente utilizando o método de eli-
minação de variáveis e, em seguida, encontrando a matriz aumentada, utilizando o
método de Gauss-Jordan e calculando a matriz escalonada reduzida por linhas:

(a)

2x + 3y = 5
4x− y = 7

(b)

2x + 3y + z = 0
x− 2yy− z = 1
x + 4y + z = 2

2. Verifique se os sistemas abaixo são impossíveis, possuem uma única solução, ou infi-
nitas soluções.

(a)

x + 2y− 3z = 4
x + 3y + z = 11

2x + 5y− 4z = 13

(b)

x + y + z = 1
x− y + z = 2

2x + 2y + 2z = 5

(c)

x + y + z = 1
x− y + z = 2
2x + 2z = 3

(d)

2x + y− 2z = 10
3x + 2y + 2z = 1
5x + 4y + 3z = 4
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3. Encontre todas as soluções dos sistemas abaixo:

(a)

x + 2y + 3z = 4
x + 3y + z = 5

(b)

x + y + 3z− w = 4
x + 3y + z + 2w = 5

4. Mostre que os sistemas abaixo possuem apenas a solução trivial:

(a)

3x + 4y− 2z = 0
x + y + z = 0

−x− 3y + 5z = 0

(b)

7x− 2y + 5z + w = 0
x− y + z = 0

y− 2z + w = 0
x + z + w = 0

(Sugestão: calcule o determinante da matriz de coeficientes e, em seguida, aplique o
Teorema 4.24)

5. Determine os valores de a tais que o sistema nas incógnitas x, y, z possua uma solução,
nenhuma solução ou infinitas soluções:

ax + y + z = 1
x + ay + z = 1
x + y + az = 1
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4.5 AVALIAÇÃO DA 4a AULA

1. Resolva o sistema :
x− y− z = 0

2x + y + 4z = 0

2x− 2y + 2z = 0

2. Resolva o sistema :
x− 2y− z = 1

2x + y + 4z = −7

3x− 2y + 2z = 0

3. Resolva o sistema :
x− 2y + z = 7

2x− y + 4z = 17

3x− 2y + 2z = 14

4. Encontre os valores de a para os quais o sistema abaixo:

(a) é inconsistente.

(b) possui uma única solução.

(c) possui mais de uma solução.

x + 2y− 3z = a

2x + 6y− 11z = a

x− 2y + 7z = 1



AULA   

Uma reta no plano fica determinada pela sua inclinação e um de
seus pontos. Damesmamaneira, um plano no espaço fica determi-
nado conhecendo-se um vetor normal a ele e um de seus pontos.
É o que veremos a seguir.

Considere um ponto P = (x0, y0, z0) no espaço e um vetor N =
(a, b, c). Vamos considerar a equação do plano α ortogonal ao ve-
tor N passando pelo ponto P. Para isto, considere um ponto X =
(x, y, z) do plano. A condição para que o ponto X pertença ao
plano é que o vetor

−→
PX seja ortogonal a N. Assim, o plano α pode

ser descrito pela equação:

−→
PX · −→N = 0, ou ainda (X− P) · N = 0, ou seja,

((x, y, z)− (x0, y0, z0)) · (a, b, c) = 0

5

Equação cartesiana do plano no espaço

5.1 - A EQUAÇÃO DO PLANO

Objetivos 5.1 Ao terminar este capítulo você deverá ser capaz de:

1. Deduzir a equação cartesiana de um plano no espaço, ortogonal a
um vetor dado e passando por um ponto.

2. Resolver vários problemas sobre planos no espaço como, por exem-
plo, encontrar a equação de um plano passando por 3 pontos.

3. Conhecer o produto vetorial de 2 vetores e suas propriedades.

4. Saber o que é um conjunto de dois ou três vetores linearmente de-
pendentes ou linearmente independentes no plano ou no espaço.
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Figura 5.1: A equação cartesiana de um plano no espaço

Portanto teremos (x − x0, y − y0, z − z0).(a, b, c) = 0. Efetuando,
ax + by + cz = ax0 + by0 + cz0. É usual denotar ax0 + by0 + cz0 por
d e obtemos, assim, a equação geral do plano que passa pelo ponto
(x0, y0, z0) e é ortogonal ao vetor N = (a, b, c).

ax + by + cz = d, onde d = ax0 + by0 + cz0

Exemplo 5.2 Encontre a equação do plano que passa pelo ponto
P = (3,−1, 7) e é perpendicular ao vetor N = (4, 2,−5). Como
na dedução da fórmula feita acima, um vetor arbitrário do plano
é dado por

−→
PX = X − P = (x− 3, y + 1, z− 7). Impondo a condi-

ção do vetor arbitrário ser normal ao vetor N obtemos: (x− 3, y +
1, z− 7) · (4, 2,−5) = 0, ou seja, 4x + 2y− 5z = −25. �

Exemplo 5.3 Encontre a equação do plano que passa pelos pontos
A = (1, 2,−1), B = (2, 3− 1) e C = (3,−1, 2). Já sabemos que um
plano no espaço possui equação ax + by + cz = d, mas ainda não
temos como calcular o vetor normal ao plano pedido N = (a, b, c).
No próximo parágrafo veremos como fazer isto. Neste exemplo,
vamos observar que, como (x, y, z) é um ponto arbitrário do plano,
temos, substituindo sucessivamente os pontos A, B,C na equação
do plano:

a + 2b− c = d
2a + 3b− c = d
3a− b + 2c = d (5.1)

N = (a, b, c)
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Resolvendo o sistema obtemos a = 3
2 t, b = − 3

2 t, c = − 5
2 t, d = t.

Tomando t = 1 obtemos uma equação para o plano 3x− 3y− 5z =
2. Observe que qualquer valor de t nos fornece uma equação para
o plano pedido.

�

5.2 PRODUTO VETORIAL DE DOIS VETORES

Já vimos no Capítulo 2 que o produto escalar de 2 vetores, no plano
ou no espaço, nos fornece um número. Veremos agora um outro
produto de 2 vetores no espaço, que nos fornece um terceiro ve-
tor, perpendicular ao plano gerado pelos 2 primeiros. Para isto,
introduziremos a seguinte notação. Denotaremos por

−→
i ,
−→
j ,
−→
k os

vetores unitários na direção dos eixos x, y, z respectivamente. Ou
seja

−→
i = (1, 0, 0),

−→
j = (0, 1, 0),

−→
k = (0, 0, 1).

Definição 5.4 Dados dois vetores−→v = (v1, v2, v3) e
−→w = (w1,w2,w3)

o produto vetorial de −→v por −→w , que será denotado por −→v ×−→w ,
será o determinante

−→v ×−→w =

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

v1 v2 v3
w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣ =

= (v2w3 − w2v3)
−→
i − (v1w3 − w1v3)

−→
j + (v1w2 − w1v2)

−→
k =

= (v2w3 − w2v3,−(v1w3 − w1v3), v1w2 − w1v2).

Observação 5.5 Na definição dada, optamos por usar o determi-
nante acima por ser a forma mais fácil de guardar a definição. A
forma que aparecemais abaixo poderia ser tambémutilizada como
definição e seria a mais correta, mas é de mais difícil memorização.

Observação 5.6 Já observamos que o produto escalar de dois ve-
tores é um número, enquanto o produto vetorial é um vetor. Uma
outra diferença é que o produto vetorial não é comutativo, isto é,
em geral −→v ×−→w �= −→w ×−→v . Observe os exemplos abaixo:

Exemplo 5.7 Encontre o produto vetorial dos vetores
−→
i e
−→
j , nesta

ordem. Temos que o vetor
−→
i = (1, 0, 0) e o vetor

−→
j = (0, 1, 0).

−→
i ×−→j =

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j
−→
k

1 0 0
0 1 0

∣∣∣∣∣∣ = (0
−→
i + 0

−→
j + 1

−→
k ) =

−→
k = (0, 0, 1).

�

5.2 - PRODUTO VETORIAL DE DOIS VETORES
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Exemplo 5.8 Calcule o produto vetorial
−→
j × −→i . (O mesmo pro-

duto do exemplo anterior, mas na ordem inversa.)

−→
j ×−→i =

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j
−→
k

0 1 0
1 0 0

∣∣∣∣∣∣ = (0
−→
i + 0

−→
j − 1

−→
k ) = −−→k = (0, 0,−1).

�

No Exemplo 5.7, obtivemos um vetor ortogonal aos outros dois.
No exemplo 5.8, também obtivemos um vetor ortogonal aos ou-
tros dois, porém, de sentido contrário ao vetor do Exemplo 5.7.
Isto é sempre verdade. Faça o exercício abaixo e, em seguida, es-
tude a proposição que lhe segue.

Exercício 5.9 Calcule

1.
−→
j ×−→k

2.
−→
k ×−→j

3.
−→
i ×−→k

4.
−→
k ×−→i

5. (1,−2, 3)× (2, 5, 7)

6. (2, 5, 7)× (1,−2, 3)

Proposição 5.10 Sejam −→v = (v1, v2, v3) e −→w = (w1,w2,w3) dois ve-
tores não nulos tais que não existe k �= 0 tal que −→w = k−→v . Então, o
produto vetorial −→x = −→v × −→w é um vetor ortogonal aos outros dois.
Além disto, −→y = −→w ×−→v é um vetor distinto de −→x também perpendi-
cular a −→v e −→w e tal que −→y = −−→x .

Demonstração: Considere

−→x = −→v ×−→w =

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

v1 v2 v3
w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣ =

= (v2w3 − w2v3)
−→
i − (v1w3 − w1v3)

−→
j + (v1w2 − w1v2)

−→
k =

= (v2w3 − w2v3,−(v1w3 − w1v3), v1w3 − w1v3) =
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Vamos calcular −→x .−→v e −→x .−→w . Lembre-se que, de acordo com a
Definiçào 2.15, dois vetores A e B são ortogonais se, e somente se,
A.B = 0. Temos:

−→x .−→v = (v2w3−w2v3,−(v1w3−w1v3), v1w3−w1v3).(v1, v2, v3) =

v1v2w3 − v1w2v3 − v2v1w3 + v2w1v3 + v3v1w2 − v3w1v2 = 0

De maneira semelhante, calculamos:

−→x .−→w = (v2w3−w2v3,−(v1w3−w1v3), v1w3−w1v3).(w1,w2,w3) =

w1v2w3 − w1w2v3 − w2v1w3 + w2w1v3 + w3v1w2 − w3w1v2 = 0.

Ou seja, −→x é ortogonal a −→v e a −→w .

Para demonstrar a 2a parte calculamos:

−→y = −→w ×−→v =

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

w1 w2 w3
v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣ =

= (w2v3 − v2w3)
−→
i − (w1v3 − v1w3)

−→
j + (w1v2 − v1w2)

−→
k =

= (w2v3 − v2w3),−(w1v3 − v1w3), (w1v2 − v1w2) = −−→x
Observe que temos sempre que x �= 0 e y �= 0 pois, do contrário,
v = kw para algum k �= 0. �

Exemplo 5.11 Uma aplicação interessante do produto vetorial é
um outro método, distinto do Exemplo 5.3, de calcular a equa-
ção do plano passando por 3 pontos dados. Vamos, pois, repe-
tir o cálculo lá feito utilizando outro método. Encontre a equação
do plano passando pelos pontos A = (1, 2,−1), B = (2, 3, 1) e
C=(3,−1, 2). Observe inicialmente que dois vetores do plano pro-
curado são: −→v = B− A = (1, 1, 0) e −→w = C − A = (2,−3, 3). O
vetor N = −→v ×−→w será, como vimos, normal ao plano.

N = −→v ×−→w =

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

1 1 0
2 −3 3

∣∣∣∣∣∣ = (3,−3,−3− 2) = (3,−3,−5).

Conhecendo o vetor normal N do plano e um de seus pontos(B,
por exemplo) determinamos a equação do plano, que coincide com
a que encontramos no Exemplo 5.3:

(3,−3,−5).(x− 2, y− 3, z + 3) = 3x− 3y− 5z = 2.

�
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Exercício 5.12 Utilize o produto vetorial para encontrar a equação de um plano no es-
paço, passando pelos seguintes ternos de pontos:

1. (1, 0, 0), (0, 1, 0) e (0, 0, 1). Faça um esboço deste plano.

2. (1, 1, 0), (0, 1,−2) e (3, 0, 1).

3. (1, 1, 1), (−2, 1, 3) e (0, 2, 7).

5.3 VETORES LINEARMENTE DEPENDENTES E IN-
DEPENDENTES

No que segue pensaremos sempre em um vetor v com o ponto
inicial na origem. Como, de acordo com a Observação 2.10, isto é
sempre possível, não perderemos generalidade assim procedendo.

Definição 5.13 Dois vetores do plano são linearmente dependen-
tes se estão sobre uma mesma reta que passa pela origem.

Dados u = (u1, u2) e v = (v1, v2) u, v são linearmente dependentes
se existe k �= 0 tal que u = kv. Abreviamos dizendo que u e v são
l.d.

Definição 5.14 Dois vetores que não são linearmente dependentes
são ditos linearmente independentes.

Portanto, dados u = (u1, u2) e v = (v1, v2) u, v são linearmente
independentes (l.i.) se não existe k �= 0 tal que u = kv.

Exemplo 5.15 Os vetores (1, 1) e (−1,−1) são linearmente depen-
dentes pois estão sobre a reta y = x. Uma outra maneira de ver
isto é observar que (1, 1) = −1(−1,−1). Por outro lado, os vetores
(1, 1) e (−1, 1) são linearmente independentes. �

Até aqui, consideramos vetores no plano xy. Considere agora pa-
res de vetores em um plano no espaço. As mesmas definições e
os mesmos conceitos fazem perfeito sentido. Dois vetores v,w não
nulos no espaço serão l.d. se estão sobre uma mesma reta e l.i.,
caso contrário. Pensando, como sempre, nos vetores com o ponto
inicial na origem, isto é, equivalente à existência de uma constante
k �= 0 tal que w = kv (l.d) ou a w �= kv para todo k �= 0.

5.3 - VETORES LINEARMENTE DEPENDENTES E INDEPENDENTES
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Exercício 5.16 Verifique quais pares de vetores são linearmente independentes e quais são line-
armente dependentes.

1. u = (1, 0) e v = (5, 0).
2. u = (1, 0) e v = (0, 2).
3. u = (1, 0) e v = (−1, 0).
4. u = (1, 1 e v = (1,−1).
5. u = (1, 2, 1) e v = (2, 1, 7).
6. u = (0, 0, 1) e v = (0, 1, 0).
7. u = (−1, 2, 3) e v(1,−2,−3).

Definição 5.17 Um conjunto de 2 vetores, linearmente indepen-
dentes de um plano, é chamado uma base.

Definição 5.18 Um conjunto de três vetores do plano xy é sem-
pre linearmente dependente. De maneira análoga, um conjunto
de três vetores em um plano do espaço é também linearmente de-
pendente.

Definição 5.19 Um conjunto de três vetores do espaço é dito line-
armente independente se eles não estão no mesmo plano.

Exemplo 5.20 O conjunto
−→
i ,
−→
j ,
−→
k de vetores do espaço é linear-

mente independente, pois não há um plano que os contém. Com
efeito, suponha que o plano ax + by + cz = 0 (que passa pela ori-
gem, já que o ponto inicial dos 3 vetores é a origem) contenha os
três vetores. Se o plano contém

−→
i temos a = 0. Se o plano contém−→

j segue que b = 0 e finalmente se o plano contém
−→
k segue que

c = 0. Absurdo. O conjunto
−→
i ,
−→
j , (1, 1, 0) de vetores do espaço é

linearmente dependente. Com efeito, os 3 vetores estão contidos
no plano z = 0. �

Proposição 5.21 Um conjunto de n vetores no espaço v1, . . . , vn (n=2
ou 3), não nulos, é linearmente independente se, e somente se, sempre
que existirem a1, . . . , an constantes não nulas, tais que ∑ aivi = 0, temos
ai = 0 para todo i.

Demonstração: Temos dois casos a considerar:

1. n=2
Neste caso, suponha que existam a1, a2 tais que a1v1 + a2v2 =
0 com v1, v2 não nulos e a1, a2 idem. Segue que v2 = − a1

a2
v1

o que contraria a hipótese dos vetores serem linearmente in-
dependentes.
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2. n=3
Neste caso, suponha que existam a1, a2, a3 tais que a1v1 +
a2v2 + a3v3 = 0. com v1, v2, v3 não nulos e a1, a2, a3 também.
Segue que v3 = − a1

a3
v1 − a2

a3
v2, o que mostra que v1, v2, v3 es-

tão no mesmo plano, o que contraria a hipótese dos vetores
serem linearmente independentes.

Em ambos os casos a recíproca é clara. �

Proposição 5.22 Sejam v1 = (v11, v12, v13), v2 = (v21, v22, v23), v3 =
(v31, v32, v33) 3 vetores no espaço e considere a matriz

A =

⎛
⎝ v11 v12 v13

v21 v22 v23
v31 v32 v33

⎞
⎠ . Se Det(A) = 0 os vetores são l.d. e se

Det(A) �= 0 os vetores são l.i.

Demonstração: Suponha v1, v2, v3 l.d. Então v3 = a1v1 + a2v2.

Segue que Det(A) =

∣∣∣∣∣∣
v1
v2
v3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
v1
v2

a1v1 + a2v2

∣∣∣∣∣∣ = 0, de acordo com

o Teorema 3.30.

Reciprocamente, suponha v1, v2, v3 l.i.

Então:

⎛
⎝ v1

v2
v3

⎞
⎠

⎛
⎝ x1

x2
x3

⎞
⎠ = 0 possui apenas a solução nula x1 =

x2 = x3 = 0.

Segue que det(A) �= 0 pelo Teorema 4.24 �

No próximo parágrafo, bem como nos próximos capítulos, aplica-
remos os conceitos aqui estudados à geometria.

5.4 INTERSEÇÃO DE DOIS PLANOS NO ESPAÇO

Dado um plano α no espaço de equação ax + by+ cz = d vimos, no
Parágrafo 5.1, que ele possui vetor normal N = (a, b, c). Como o
próprio nome diz, o vetor normal não é unicamente determinado,
qualquer vetor na direção de N pode ser pensado como o vetor
normal de α. Temos o seguinte resultado:

Proposição 5.23 Dado um plano α no espaço de equação ax + by +
cz = d cujo vetor normal é N = (a, b, c) considere um outro plano β

5.4 - INTERSEÇÃO DE DOIS PLANOS NO ESPAÇO
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dado por a′x + b′y + c′z = d′ com vetor normal N′ = (a′, b′, c′). Se N
e N′ são linearmente dependentes, então, α e β são coincidentes ou são
paralelos.

Demonstração: Suponha N e N′ linearmente dependentes. Isto
significa que eles estão na mesma reta que passa pela origem, ou
dito algebricamente, existe k �= 0 tal que N′ = kN, ou seja (a′, b′, c′) =
k(a, b, c). Podemos escrever as equaçoes de α e β assim:

α := ax + by + cz = d β := kax + kby + kcz = d′

Suponha que α e β possuam um ponto x0, y0, z0 em comum. Temos
ax0 + by0 + cz0 = d e kax0 + kby0 + kcz0 = d′. Donde kd = d′.
Como k �= 0 temos α = β. Caso contrário, temos kax0 + kby0 +
kcz0 �= d′, para qualquer solução (x0, y0, z0) de α. Em particular
kd �= d′, ou ainda kd − d′ �= 0. Considere o sistema de equações
dado por α e β:

ax + by + cz = d
kax + kby + kcz = d′

Multiplicando a 1a equação por k e subtraindo encontramos:

ax + by + cz = d
0 = kd− d′

Como kd− d′ �= 0 o sistema é impossível; portanto, não existe um
ponto satisfazendo α e β e os planos são paralelos. �

Exercício 5.24 Verifique quais pares de planos são paralelos e quais são coincidentes.

1. 3x + 2y + 5z = 8 e 6x + 4y + 10z = 6

2. 2x + 3y + 10z = 0 e 2x + 3y + 10z = 1

3. x + y + z = 9 e 9x + 9y + 9z = 81

Considere novamente dois planos no espaço, um plano α de equa-
ção ax + by + cz = d cujo vetor normal é N = (a, b, c) e um
outro plano β dado por a′x + b′y + c′z = d′ com vetor normal
N′ = (a′, b′, c′). Suponha agora que N e N′ são linearmente inde-
pendentes. Sabemos que N′ �= kN para toda constante não nula
k.

Considere o sistema de equações dado por α e β:

ax + by + cz = d
a′x + b′y + c′z = d′
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Multiplicando a 1a equação por a′, a 2a por a encontramos:

a′ax + a′by + a′cz = a′d
a′ax + b′ay + c′az = ad′

Subtraindo membro a membro:

a′ax + a′by + a′cz = a′d
(b′a− a′b)y + (a′c− c′a)z = a′d− ad′

Como os vetores N e N′ são linearmente independentes, temos que
(b′a− a′b) e (a′c− c′a) não podem ser ambos nulos, do contrário
teríamos N′ = aN. Sem perda de generalidade, vamos supor que
ba′ − a′b �= 0. Supondo também que (a′c − c′a) �= 0 segue que
a variável z é independente e o sistema possui infinitas soluções.
Sabemos, da geometria elementar, que dois planos no espaço que
não são paralelos nem coincidentes se encontram numa reta; va-
mos ver no próximo capítulo que é isto que está acontecendo neste
caso, ou seja, as infinitas soluções do sistema acima são os pontos
de uma reta.
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5.5 AVALIAÇÃO DA 5a AULA

1. Encontre a equação geral do plano que passa por (1, 1, 1) e possui vetor normal N1 =
(1, 1, 1).

2. Encontre a equação geral do plano que passa pelos pontos (1, 0, 0), (0, 2, 0) e (0, 1, 2).

3. Encontre o produto vetorial dos vetores (1, 0, 0) e (3, 0, 0). Interprete geometricamente
o seu resultado.
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6.1 EQUAÇÕES PARAMÉTRICAS DA RETA

Seja � uma reta no espaço passando pelo ponto P0 = (x0, y0, z0) e
paralela ao vetor−→vd = (a, b, c). A reta � consiste dos pontos (x, y, z)
tais que

(x, y, z) = (xo, y0, z0) + t(a, b, c).

Esta equação é chamada equação paramétrica da reta � ou equação
vetorial da reta �. O vetor−→vd = (a, b, c) é chamado vetor diretor da
reta. Considere o seguinte exemplo:

Exemplo 6.2 Encontre a equação paramétrica da reta r passando
pelo ponto (1, 2,−3) e paralela ao vetor (4, 5,−7). Temos:

r := (x, y, z) = (1, 2, 3) + t(4, 5,−7)

6

Equações paramétricas da reta

6.1 - EQUAÇÕES PARAMÉTRICAS DA RETA

Objetivos 6.1 Ao terminar este capítulo você deverá ser capaz de:

1. Saber o que são equações paramétricas.

2. Representar uma reta no espaço por equações paramétricas.

3. Resolver problemas sobre retas no espaço, tais como: encontrar as
equações paramétricas da reta que passa por dois pontos ou encon-
trar a interseção de uma reta, dada por equações paramétricas, com
um plano, dado por uma equação cartesiana.
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Figura 6.1: equação paramétrica da reta

Podemos também escrever as equações acima da seguintemaneira:

x = 1 + 4t y = 2 + 5t z = 3− 7t.

�

Observe que a equação depende de um parâmetro t que deve ser
entendido da seguinte maneira: a medida que t percorre os núme-
ros reais, o ponto (x, y, z) percorre os pontos da reta. Por exemplo,
considere os seguintes valores de t e os correspondentes valores
do ponto (x, y, z) :

t 0 1 2 −1
(x, y, z) (1, 2, 3) (5, 7,−4) (9, 12,−11) (−3,−3, 10)

Veja a Figura 6.1, onde o vetor diretor aparece em azul:

As equações paramétricas de uma reta não são dadas unicamente.
Na tabela acima, temos vários pontos da reta.Tome por exemplo o
ponto P1 = (5, 7,−10). Considere a reta s passando por P1 e com
mesmo vetor diretor de r :

s := (5, 7,−10) + t(4, 5,−7)

As retas r e s já têm um ponto em comum P1. Além disto, fazendo
t = −1 obtemos o ponto (1, 2,−3) que é um outro ponto de r.
Ora, uma reta fica determinada por 2 pontos, logo r = s! Por outro
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lado, considere agora a reta u passando pelo mesmo ponto, P0 =
(1, 2,−3), que r, mas com vetor diretor l.d. com o vetor diretor de
r, por exemplo, o vetor diretor 2(4, 5,−7) = (8, 10,−14) :

u := (1, 2,−3) + t(8, 10,−14)

Tomando t = 1
2 obtemos o ponto Q de u. Q = (5, 7,−10) ∈ r.

Novamente r = u. Vemos assim que podemos escrever de muitas
maneiras uma reta r passando por um ponto P0 e com vetor diretor
vd. Basta escolher qualquer ponto da reta e qualquer vetor diretor
linearmente dependente com vd isto é v′d = kvd, com k �= 0.

As equações paramétricas podem ser muito úteis para resolver
problemas. Considere os seguintes exemplos:

Exemplo 6.3 Encontre a interseção da reta r dada por

r := (x, y, z) = (1, 2,−3) + t(4, 5,−7)

com o plano α dado por −x + 2y + z = 2. Temos que r é dada por
x = 1 + 4t, y = 2 + 5t, z = −3− 7t. Substituindo na equação do
plano temos:

−1− 4t + 2(2 + 5t) + (−3− 7t) = 2.

donde t = −2. Voltando à equação da reta encontramos o ponto
X0 de interseção da reta r e do plano α, X0 = (−7,−8, 11). �

Exemplo 6.4 Encontre a interseção da reta r dada por

r := (x, y, z) = (1, 2,−3) + t(4, 5,−6)

com o plano α dado por −x + 2y + z = 2. Temos que r é dada por
x = 1 + 4t, y = 2 + 5t, z = −3− 6t. Substituindo na equação do
plano temos:

−1− 4t + 2(2 + 5t) + (−3− 6t) = 2.

donde 0t = 2. Ou seja, não existe valor de t que satisfaça as equa-
ções. Concluímos que a reta é paralela ao plano. �
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6.2 RETAS DADAS POR 2 PLANOS

Vamos considerar novamente a situação do final do Capítulo 5.
Considere o sistema de 2 equações dado pelas equações de dois
planos α := −x + 2y + z = 0 e β := 2x + 3y− z = 4:

−x + 2y + z = 0
2x + 3y− z = 4

Multiplicando a 1a equação por 2 e somando encontramos:

−x + 2y + z = 0
0 + 7y + z = 6

Passando a matriz aumentada e multiplicando a 1a linha por −1
para aparecer um pivô temos:

(
1 −2 −1 0
0 7 1 6

)

Dividindo a 2a linha por 7 obtemos um pivô e a 2a na entrada
(2, 2) : (

1 −2 −1 0
0 1 1

7
6
7

)

Com este pivô zeramos a entrada (1, 2) :

(
1 0 − 5

7
12
7

0 1 1
7

6
7

)

que é a forma escalonada por linhas da matriz dada. Vemos que a
variável z é livre. Fazendo z = t concluímos:

y =
6
7
− 1

7
t x =

12
7

+
5
7
t

Obtemos infinitas soluções, o que já sabíamos. Mas, de posse de
nossos novos conhecimentos, vemos que essas infinitas soluções
são os pontos da reta de interseção dos planos α e β dados. As
equações acima se escrevem:

(x, y, z) = (
12
7
,
12
7
, 0) + t(−1

7
,
5
7
, 1),

que é a equação da reta que passa por ( 12
7 ,

12
7 , 0) e possui vetor

diretor (− 1
7 ,

5
7 , 1).

6.2 - RETAS DADAS POR 2 PLANOS
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Exercício 6.5 Determine se os seguintes sistemas de equações determinam planos coin-
cidentes, paralelos ou retas e, no último caso, encontre um ponto e o vetor diretor da
reta:

1. {
2x + 3y + 5z = 0
2x + 3y + 5z = 6

2. {
2x + 3y + 5z = 0
4x + 6y− 7z = 6

3. {
2x + 3y + 5z = 1
4x + 6y + 10z = 2

6.3 RESOLVENDO A GEOMETRIA PELA ÁLGEBRA:
O CASO DE SISTEMAS LINEARES

Vimos no Capítulo 4, Observação 4.15 e exemplos anteriores, que
um sistema linear de três equações e três incógnitas pode ser im-
possível, possuir infinitas soluções ou ter uma única solução. Já
interpretamos geometricamente o que acontece quando considera-
mos sistemas de equações lineares de 2 equações e três incógnitas.
Vejamos o que acontece quando consideramos 3 oumais equações:

Exemplo 6.6 Considere o seguinte sistema de 3 equações e 3 in-
cógnitas já estudado no Capítulo 4, Exemplo 4.13.

2x + y− 2z = 10
3x + 2y + 2z = 1 (6.1)
5x + 4y + 3z = 4

Naquela oportunidade, sem interpretar as equações demaneira
geométrica, vimos que o sistema possui solução única x = 1, y =
2, z = −3. Sabendo agora que cada equação linear corresponde a
um plano, vemos que os três planos acima possuem como interse-
ção um único ponto. �

6.3 - RESOLVENDO A GEOMETRIA PELA ÁLGEBRA:
O CASO DE SISTEMAS LINEARES
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Exemplo 6.7 Considere o seguinte sistema de 3 equações e 3 in-
cógnitas já estudado no Capítulo 4, Exemplo 4.13.

2x + y− 2z = 10
3x + 2y + 2z = 1 (6.2)

5x + 3y = 11

Passando à matriz aumentada temos:
⎛
⎝ 2 1 −2 10

3 2 2 1
5 3 0 11

⎞
⎠

Multiplicando a 1a linha por−3 e adicionando à segundamultipli-
cada por 2 e, em seguida, multiplicando-a por −5 e adicionando à
terceira multiplicada por 2 temos:

⎛
⎝ 2 1 −2 10

3 2 2 1
5 3 0 11

⎞
⎠

⎛
⎝ 2 1 −2 10

0 1 10 −28
0 1 10 −28

⎞
⎠

Observamos que a 2a e terceira linhas são idênticas e subtraindo
uma da outra obtemos:

⎛
⎝ 2 1 −2 10

0 1 10 −28
0 0 0 0

⎞
⎠

sem terminar o escalonamento já podemos concluir que o sistema
terá infinitas soluções, ou seja, os três planos acima têm por inter-
seção uma reta, ou seja, o terceiro plano passa pela interseção dos
2 primeiros. �

Exercício 6.8 Encontre as equações paramétricas da reta de interseção dos 3 planos
acima.
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Exercício 6.9 Determine as posições relativas dos planos dados pelos seguintes siste-
mas de 3 ou 4 equações. Diga se eles são todos paralelos, ou se determinam retas ou a
qual outra configuração geométrica sua interseção corresponde.

1. ⎧⎨
⎩

x + y− z = 0
x + y− z = 6
x + y− z = 2

2. ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

2x + 3y + 5z = 0
4x + 6y− 7z = 6
6x + 9y +−2z = 6
10x + 15y− 9z = 12

3. ⎧⎨
⎩

2x + 3y + 5z = 1
4x + 6y + 10z = 2

20x + 30y + 50z = 10

Combinando estas observações com as observações feitas no Ca-
pítulo 5, Proposição 5.23, vemos que um sistema de 3 equações a 3
incógnitas, visto como interseção de 3 planos, possui 3 possibilida-
des: ou ele é impossível, ou ele possui solução única, ou ele possui
infinitas soluções. Estes 3 casos correspondem geometricamente
às seguintes situações respectivamente: ou os planos não possuem
interseção, ou eles se interceptam em 1 ponto ou, no caso de pos-
suírem infinitas soluções, eles se interceptam segundo uma reta ou
são coincidentes.
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6.4 EXERCÍCIOS PARA OS CAPÍTULOS 5 E 6

1. Considere os pontos A e B no espaço, e calcule a equação paramétrica da reta que
passa por A e B. (Sugestão: observe que o vetor diretor da reta é dado por B− A.)

(a) A = (2,−1, 1) e B = (−1, 1, 2).

(b) A = (−1, 3, 2) e B = (0, 4,−1).

(c) A = (2,−1, 5) e B = (−1, 1, 1).

(d) A = (π, 3,−1) e B = (2π,−3, 7).

2. Encontre a equação paramétrica da reta que passa pelo ponto (1,−2, 1) e é paralela à
reta (x, y, z) = (1, 0, 2) + t(−1, 2, 4).

3. Encontre a equação paramétrica da reta que passa pelo ponto (1,−2, 3) e é paralela ao
plano x + y + z = 1.

4. Encontre a equação cartesiana do plano que contém as retas concorrentes:

r := (x, y, z) = (1, 0, 1) + t(−1, 2, 1) s := (x, y, z) = (1, 0, 1) + t(1, 2, 3).

5. Encontre a equação cartesiana do plano que é paralelo às retas:

r := (x, y, z) = (1, 2, 1) + t(−2, 2, 1) s := (x, y, z) = (1, 0, 1) + t(1,−1, 3).

e passa por (−1,−1, 2).

6. Encontre a equação paramétrica da reta que é paralela à interseção dos planos x + y +
z = 1 e x− y− 2z = 0 e passa pelo ponto (−1, 2, 3).
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6.5 AVALIAÇÃO DA 6a AULA

1. Determine a equação paramétrica da reta que passa pelos pontos (1, 2, 0) e (−5, 3, 2).

2. Determine a equação paramétrica da reta que passa pelo ponto (−1,−2, 0) e é paralela
ao vetor (−2, 9, 3).

3. Determine a equação paramétrica da reta de interseção dos planos x + y + z = 1 e
3x− 4y = 0.

4. Considere as equações dos 3 planos: x− y + 2z = 1,−x− 3y + 4z = 0 e x− 3y + z = 1.
Determine se os três planos são coincidentes, paralelos, se interceptam em um ponto
ou numa reta e, nos dois últimos casos, determine as equações.
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Em nossos estudos de geometria, no ensino médio, aprendemos
que duas retas no espaço podem se interceptar, ser paralelas ou
ainda ser reversas. Recordando o que lá aprendemos, duas retas,
no espaço, podem estar ou não em ummesmo plano. Se elas estão
em um mesmo plano e são distintas, elas se interceptam ou são
paralelas. Se elas não estão em um mesmo plano então elas são
reversas. É isto o que se entende por determinar a posição relativa
de duas retas no espaço, determinar se elas se interceptam, são
paralelas ou reversas.

Vamos agora aplicar o estudo que fizemos até aqui para determi-
nar a posição relativa de duas retas no espaço, dadas parametrica-
mente. Considere duas retas no espaço, dadas parametricamente:

r :=
−→
X = P1 + λ

−→
A1 s :=

−→
X = P2 + λ

−→
A2

onde
−→
X = (x, y, z) e a reta r(resp. s) é a reta que passa por P1(resp.

P2) e possui vetor diretor
−→
A1(resp.

−→
A2).

7

Posições relativas de retas e 
planos no espaço

7.1 - RETA E RETA

Objetivos 7.1 Ao terminar este capítulo você deverá ser capaz de:

1. Determinar a posição relativa de duas retas a partir do estudo de
seus vetores diretores.

2. Saber quando dois ou mais planos são ou não paralelos a partir do
estudo de seus vetores normais.

3. Determinar a posição relativa de um plano e uma reta no espaço.
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Figura 7.1: Retas em um mesmo plano

Temos duas possibilidades para os vetores diretores A1 e A2. Eles
podem ser linearmente dependentes ou independentes. Se os ve-
tores diretores de duas retas distintas são linearmente dependentes
então elas são paralelas. Por outro lado, se os vetores diretores de
duas retas são linearmente independentes então temos duas pos-
sibilidades:

1. As duas retas estão no mesmo plano. Neste caso, elas têm
que se interceptar. Dizemos também que elas são concorren-
tes.

2. As duas retas não estão em um mesmo plano. Neste caso,
elas necessariamente são reversas.

Para determinar se duas retas que possuem vetores diretores l.i.
são reversas ou se interceptam, procedemos como se segue. Con-
sideramos os pontos P1 e P2 das retas r e s e o vetor

−−→
P1P2. Conside-

ramos agora o conjunto de três vetores
−−→
P1P2,

−→
A1,
−→
A2. Temos nova-

mente duas possibilidades:

1. Se os três vetores são l.d., as retas r e s estão no mesmo plano
e, como não são paralelas, são concorrentes (ver Figura 7.1).

2. Se os três vetores são l.i, as retas r e s não estão em ummesmo
plano e são, portanto, reversas.

Consideremos alguns exemplos.
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Exemplo 7.2 Determine a posição relativa das retas:

r :=
−→
X = (1, 2, 3) + λ(0, 1, 3) s :=

−→
X = (0, 1, 0) + λ(1, 1, 1)

Primeiramente olhamos para os vetores diretores da reta A1 =
(0, 1, 3) e A2 = (1, 1, 1). Não existe k �= 0 tal que A2 = kA1.
Logo A1, A2 são l.i. Sejam agora os pontos P1 = (1, 2, 3) ∈ r e
P2 = (0, 1, 0) ∈ s e considere o vetor

−−→
P1P2 = P2 − P1 = (0, 1, 0)−

(1, 2, 3) = (−1,−1,−3). Vamos verificar se o terno {−→A1,
−→
A2,
−−→
P1P2}

é l.d. ou l.i. Para isto, de acordo com a Proposição 5.22 formamos o

determinante da matriz A =

⎛
⎜⎝

−→
A1−→
A2−−→

P1P2

⎞
⎟⎠ . Se Det(A) = 0 os vetores

são l.i. do contrário l.d.∣∣∣∣∣∣
0 1 3
1 1 1
−1 −1 −3

∣∣∣∣∣∣ = −1(−3 + 1) + 3(−1 + 1) = 2 �= 0

Logo os vetores são l.i. e as retas são reversas. �

Exemplo 7.3 Determine a posição relativa das retas:

r :=
−→
X = (1, 2, 3) + λ(0, 1, 3) s :=

−→
X = (1, 3, 6) + μ(0, 2, 6)

Primeiramente olhamos para os vetores diretores da reta A1 =
(0, 1, 3) e A2 = (0, 2, 6). Neste caso existe k �= 0 tal que A2 = kA1, a
saber k = 2. Logo A1, A2 são l.d. Pelo nosso critério as retas são pa-
ralelas se forem distintas. Considere o ponto P1 = (1, 2, 3) ∈ r. Veja
que P1 ∈ s, pois, se (1, 2, 3) = (1, 3, 6) + μ(0, 2, 6), temos três equa-
ções 1 = 1, 2 = 3 + 2μ e 3 = 6 + 6μ. Concluímos que as equações
são satisfeitas para μ = − 1

2 . Portanto, as retas são coincidentes,
r = s. �

Observação 7.4 Já observamos antes que a forma paramétrica de
uma reta não é única, e duas retas podem ser coincidentes embora,
à primeira vista, isto não seja claro. É o que aconteceu no exemplo
acima. Se duas retas possuem vetores diretores l.d. elas podem
ser paralelas ou coincidentes. A coincidência pode ser verificada
como fizemos acima: toma-se qualquer ponto da primeira reta e
verifica-se se pertence à segunda; se este for o caso, as retas coinci-
dem.

Exemplo 7.5 Determine a posição relativa das retas:

r :=
−→
X = (1, 2, 3) + λ(0, 1, 3) s :=

−→
X = (1, 5, 0) + μ(0,−1, 1)
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Primeiramente consideramos os vetores diretores da reta A1 =
(0, 1, 3) e A2 = (0,−1, 1). Não existe k �= 0 tal que A2 = kA1.
Logo A1, A2 são l.i. Sejam agora os pontos P1 = (1, 2, 3) ∈ r e
P2 = (1, 5, 0) ∈ s e considere o vetor

−−→
P1P2 = P2 − P1 = (1, 5, 0)−

(1, 2, 3) = (0, 3,−3). Vamos verificar se o terno {−→A1,
−→
A2,
−−→
P1P2} é l.d.

ou l.i. ∣∣∣∣∣∣
0 1 3
0 −1 1
0 3 −3

∣∣∣∣∣∣ = 0, pois a primeira coluna é nula

Logo os vetores são l.d. e as retas são concorrentes.

�

Exemplo 7.6 Como as retas acima são concorrentes, podemos fa-
cilmente encontrar seu ponto P de interseção, igualando seus ve-
tores posição.

(1, 2, 3) + λ(0, 1, 3) = (1, 5, 0) + μ(0,−1, 1),

obtemos:

(0,−3, 3) + (0,λ, 3λ)− (0,−μ, μ) = 0.

Donde,

0 = 0 − 3 + λ + μ = 0 3 + 3λ− μ = 0

Obtemos λ = 0 e μ = 3. Substituindo λ em r e μ em s obtemos o
ponto P de interseção: P = (1, 2, 3). �

7.2 PLANO E PLANO

Considere o sistema abaixo de três equações e 3 incógnitas.
⎧⎨
⎩

2x + 2y− 2z = 0
x + y− z = 6

5x + 5y− 5z = 2

Vimos no Capítulo 5, Proposição 5.23, que a condição para que 2
planos sejam paralelos é que os vetores normais sejam l.d. Vere-
mos agora que é fácil concluir, observando as equações de três ou
mais planos, se eles são paralelos. Já vimos que os vetores nor-
mais dos planos são dados pelos coeficientes de x, y, z na equação.
Ora, se 3 planos possuem o mesmo vetor normal, como acima, é
evidente que eles são paralelos.

7.2 - PLANO E PLANO
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7.3 RETA E PLANO

Uma reta r e um plano α são perpendiculares se o vetor diretor de
r é paralelo ao vetor normal de α.

Exemplo 7.7 Verificar se o plano dado por α := x + 2z = 14 e a
reta r dada pela interseção dos 2 planos 2x− y− z = 0 e 2x + y−
z = 0 são perpendiculares.

Considere os vetores normais aos dois planos N1 = (2,−1,−1) e
N2 = (2, 1,−1). O produto vetorial N1×N2 dá um vetor diretor vd
para a reta r de interseção. Obtemos:

vd =
−→
N1 ×−→N2 =

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

2 −1 −1
2 1 −1

∣∣∣∣∣∣ = (2, 0, 4).

O vetor normal do plano α também é (2, 0, 4). Logo a reta r é per-
pendicular ao plano α.

7.3 - RETA E PLANO
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7.4 EXERCÍCIOS

1. Considere novamente os pontos A e B no espaço, já considerados nos exercícios do
capítulo anterior. Determine a posição relativa da reta dos itens a) e b), ou seja, diga se
elas são paralelas, reversas ou concorrentes. O mesmo para as retas dos itens b) e c).

(a) A = (2,−1, 1) e B = (−1, 1, 2).

(b) A = (−1, 3, 2) e B = (0, 4,−1).

(c) A = (2,−1, 5) e B = (−1, 1, 1).

2. Determine a posição relativa dos planos dados por:

x + 2y + 2z = 1 x + 2y + 2z = 2 x + 2y + 2z = 5

3. Determine as posições relativas das seguintes retas e planos, determinando se eles
se interceptam ou são paralelos e, caso se interceptem, se são perpendiculares (veja
também os Exemplos 6.4 e 6.3)

(a) r := (x, y, z) = (1,−1, 2) + t(1, 2, 5) e α := 2x + 4y + 4z = 5.

(b) r := (x, y, z) = (1,−1, 2) + t(−2,−2, 4) e α := 2x + 2y + z = 5.

(c) r := (x, y, z) = (1, 1, 2) + t(1, 4, 5) e α := −2x− 4y + 4z = 5.

4. Calcule m para que as retas: r dada pela interseção dos planos x − my + 1 = 0 e
z− y + 1 = 0 e s dada por (x, y, z) = (0, 0, 0) + (1,m, 1)

(a) sejam paralelas.

(b) concorrentes.



101

7.5 AVALIAÇÃO DA 7a AULA

1. Determine a posição relativa dos planos x + 2y− z = 2 e 2x + 4y− 2z = 5.

2. Determine a posição relativa das retas r e s dadas por:

r :

⎧⎨
⎩

x = 1− λ
y = 2 + 2λ
z = 1 + λ

s :

⎧⎨
⎩

x = 1/2 + 1μ
y = 3− 6μ
z = 3/2− 3μ

3. Considere as retas r, s ⊂ R3 dadas por:

r := (x, y, z) = (1, 2,−1) + λ(1, 2, 3)

s := (x, y, z) = μ(−1, 0, 2)

Encontre a equação geral do plano α que é paralelo às retas r e s e passa por (0, 1, 0)
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AULA   

8.1 BASES DO PLANO

Já estudamos, no Capítulo 5, o que são vetores linearmente depen-
dentes e independentes no plano e o que é uma base do plano. Va-
mos rever aqui esses conceitos e utilizá-los para estudar um certo
tipo de funções do plano para o plano.

Definição 8.2 Dois vetores do plano são linearmente dependentes
se estão sobre uma mesma reta que passa pela origem.

Dados u = (u1, u2) e v = (v1, v2) u, v são linearmente dependentes
se existe k �= 0 tal que u = kv.

Definição 8.3 Dois vetores que não são linearmente dependentes
são ditos linearmente independentes.

8

Transformações lineares 
do plano no plano

8.1 - BASES DO PLANO

Objetivos 8.1 Ao terminar este capítulo você deverá ser capaz de:

1. Entender o que é uma base do plano.

2. Entender o que é uma transformação linear do plano no plano.

3. Operar com transformações lineares do plano no plano e reconhecer
vários tipos de tais transformações.

4. Calcular autovetores e autovalores de transformações lineares do
plano e diagonalizar tais operadores quando possível.
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Portanto, dados u = (u1, u2) e v = (v1, v2) u, v são linearmente
independentes se não existe k �= 0 tal que u = kv.

Definição 8.4 Um conjunto de 2 vetores linearmente independen-
tes do plano é chamado uma base.

A utilidade de bases do plano é que, dada uma base por exemplo
u = (1, 1) e v = (−1, 1), podemos escrever qualquer outro vetor
do plano, por exemplo w = (0, 1) como w = au+ bv, para constan-
tes a, b, que podemos calcular. No caso, tomamos a = 1

2 e b = 1
2 ,

pois 1
2 (1, 1) + 1

2 (−1, 1) = (0, 1) = w.

Observe que o fato acima é verdade para qualquer vetor w =
(w1,w2) do plano, não apenas para o exemplo escolhido. Para ver
isto suponha que (w1,w2) = a(1, 1) + b(−1, 1). Isto nos dá as se-
guintes equações:

w1 = a− b e w2 = a + b

donde as soluções a = w1+w2
2 e b = w2−w1

2 .

8.2 GEOMETRIA DAS TRANSFORMAÇÕES LINEA-
RES DO PLANO

Inicialmente, faremos uma revisão do conceito de função visto no
ensino médio e neste curso, em outra disciplina, e que será funda-
mental neste capítulo.

Definição 8.5 Dados dois conjuntos A e B, uma função f : A −→
B é uma lei que associa a cada elemento de A, um único elemento
de B. O conjunto A é chamado o domínio da função f e o conjunto
B é o contradomínio.

Observação 8.6 As expressões em itálico cada e um único, mere-
cem atenção especial. Cada significa que não sobram elementos no
domínio aos quais não corresponde uma imagem; um único sig-
nifica que cada elemento do domínio tem por imagem um único
elemento do contradomínio.

Exemplo 8.7 Ainda no Capítulo 1, Seção 1.1 vimos exemplos de
leis que são funções e leis que não são. Por exemplo, a reta y =
2x + 3 é o gráfico de uma função f : R −→ R que a cada x ∈ R

associa f (x) = 2x + 3. Já a lei dada por x2 + y2 = 4 também vista
ali não é uma função, pois vimos que um valor de x corresponde a
dois valores de y. �

8.2 - GEOMETRIA DAS TRANSFORMAÇÕES LINEARES DO PLANO
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Vamos estudar agora um tipo de função que ainda não havia apa-
recido. São as chamadas transformações lineares do plano do pla-
no; isto significa que o domínio e o contradomínio da função são o
plano R2. Linear significa que a lei pode ser dada por uma matriz
2× 2.

Definição 8.8 Uma transformação linear T : R2 −→ R2 é uma
função definida por equações da seguinte forma:

w1 = a11x1 + a12x2 w2 = a21x1 + a22x2

onde a11, a12, a21, a22 são constantes e w1,w2, x1, x2 são as variáveis.
Observe que as variáveis aparecem em grau 1.

Podemos também escrever a função T acima da seguinte maneira:
Notamos os pontos do R2 por w = (w1,w2) e x = (x1, x2). Então T

se escreve w = Ax, onde A =
(

a11 a12
a21 a22

)

Exemplo 8.9 Considere o operador T : R2 −→ R2 que associa a
cada ponto x = (x1, x2) sua imagem simétrica em torno do eixo
dos y′s. T(x) = (−x1, x2). Neste caso w1 = −x1 + 0x2 w2 =
0x1 + x2. Ou ainda(

w1
w2

)
=

( −1 0
0 1

) (
x1
x2

)

A imagem de cada ponto pode ser calculada multiplicando-se o
ponto pela matriz de T dada acima. A imagem de (1, 1) é (−1, 1),
a imagem de (1, 0) é (−1, 0) e a de (0, 1) é (0, 1). �

Exercício 8.10
(x1, x2) (1, 1) (1, 0) (0, 1)
(w1,w2) (−1, 1) (−1, 0) (0, 1)

Complete a tabela dando mais 5 valores para (x1, x2) à sua escolha e encontrando os
valores correpondentes para (w1,w2).

Exemplo 8.11 Considere o operador T : R2 −→ R2 que associa a
cada ponto x = (x1, x2) ele mesmo. T(x) = (x1, x2). Neste caso
w1 = x1 + 0x2 w2 = 0x1 + x2. Ou ainda(

w1
w2

)
=

(
1 0
0 1

) (
x1
x2

)

A matriz 2× 2 correspondente a T é, neste caso, a matriz identi-
dade, I2. �



106

MINISTÉRIO DA EDUCAÇÃO - UFMG

Figura 8.1: A transformação que associa a cada ponto sua imagem
simétrica em relação ao eixo dos y’s

Exemplo 8.12 Considere o operador T : R2 −→ R2 que associa
a cada ponto x = (x1, x2) sua imagem simétrica em torno da reta
y = x. T é dado por w1 = x2,w2 = x1. Neste caso, w1 = 0x1 +
x2, w2 = 1x1 + 0x2. Ou ainda

(
w1
w2

)
=

(
0 1
1 0

) (
x1
x2

)
.

A imagem de cada ponto pode ser calculada multiplicando-se o
ponto pela matriz de T dada acima. A imagem de (1, 0) é (0, 1), a
imagem de (1, 1) é ele mesmo, em geral, a imagem de (x, x) é ele
mesmo. �

Exemplo 8.13 Considere o operador T : R2 −→ R2 que gira cada
ponto x = (x1, x2) de um ângulo de π

2 . T é dado porw1 = −x2,w2 =
x1. Neste caso w1 = 0x1 − x2, w2 = 1x1 + 0x2. Ou ainda

(
w1
w2

)
=

(
0 −1
1 0

) (
x1
x2

)
.

A imagem de cada ponto pode ser calculada multiplicando-se o
ponto pela matriz de T dada acima. A imagem de (1, 0) é (0, 1), a
imagem de (1, 1) é (−1, 1). �

Um operador que roda cada vetor R2 de um ângulo φ é chamado
um operador de rotação. Ele é muito importante, não só na ma-
temática, como também nas aplicações. Considere o operador T :
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R2 −→ R2 que gira cada ponto x = (x1, x2) de um ângulo φ. T é
dado por:

(
w1
w2

)
=

(
cos(φ) −sen(φ)
sen(φ) cos(φ)

) (
x1
x2

)

A imagemde cada ponto pode ser calculadamultiplicando o ponto
pelamatriz de T dada acima. A imagemde (1, 0) é (cos(φ), sen(φ)),
a imagem de (1, 1) é (cos(φ)− sen(φ), cos(φ) + sen(φ)).

8.3 AUTOVETORES E AUTOVALORES

Definição 8.14 Se A é uma matriz 2× 2, um vetor x não nulo do
plano é chamado um autovetor de A se Ax é um múltiplo escalar
de x, isto é, se

Ax = λx

para algum escalar λ. O escalar λ é chamado um autovalor de A e
x um autovetor de A associado a λ.

A definição acima está dizendo que os vetores Ax e x são linear-
mente dependentes, ou seja, estão na mesma reta. Este fato terá
algumas aplicações. Observe o exemplo.

Exemplo 8.15 O vetor x =
(

1
2

)
é um autovetor para

A =
(

3 0
8 −1

)

pois

(
3 0
8 −1

) (
1
2

)
=

(
3
6

)
= 3x

O autovalor é 3 e a reta sobre a qual estão Ax e x é a reta y = 2x. �

Para encontrar os autovalores de uma matriz A, 2 × 2, procede-
mos da seguinte forma. Se Ax = λx temos Ax − λIx = 0 onde I
é a matriz identidade 2× 2. Esta igualdade pode ainda ser escrita
como (A − λI)x = 0. Estamos procurando soluções não triviais
x = (x1, x2) para o sistema homogêneo cuja matriz de coeficientes
é A − λI. Pelo Teorema 2 do Capítulo 4 temos que isto acontece
se e somente se Det(A − λI) = 0. Impondo esta condição, obte-
mos uma equação do segundo grau em λ, chamada polinômio ca-
racterístico de A, que podemos resolver, e suas soluções serão os
autovalores procurados.

8.3 - AUTOVETORES E AUTOVALORES
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Exemplo 8.16 Seja

A =
(

1 4
2 3

)

Encontre todos os autovalores de A e os autovetores correspon-
dentes. Para encontrar os autovalores resolvemos a equação Det(A−
λI) = 0. Temos:

A− λI =
(

1 4
2 3

)
−

(
λ 0
0 λ

)
=

(
1− λ 4
2 3− λ

)

Calculando Det(A− λ) = 0 obtemos a equação (1− λ)(3− λ)−
8 = 0 ou ainda λ2 − 4λ− 5 = (λ− 5)(λ + 1) = 0. Temos portanto
dois autovalores λ = 5 e λ = −1

Para obter os autovetores tomamos um autovalor de cada vez.

1. λ = 5
Substituindo na expressão (A− λI)x = 0, λ = 5 temos:(

1− 5 4
2 3− 5

) (
x1
x2

)
=

(
0
0

)

donde−4x1 + 4x2 = 0 e 2x1− 2x2 = 0. Obtemos que x1 = x2
e o sistema possui infinitas soluções como já esperávamos
(ver Teorema 2, Capítulo 4). Um autovetor será (1, 1).

2. λ = −1
Substituindo na expressão (A− λI)x = 0, λ = −1 obtemos:(

1 + 1 4
2 3 + 1

) (
x1
x2

)
=

(
0
0

)

e, portanto, 2x1 + 4x2 = 0 e 2x1 + 4x2 = 0. Obtemos que
x1 = −2x2 e o sistema também possui infinitas soluções.Um
autovetor será (−2, 1), um outro (2,−1).

�

Observação 8.17 Note que, ao obter os autovetores associados a
um dado autovalor, estamos procurando soluções de um sistema
homogêneo cuja matriz de coeficientes possui determinante zero.
Sabemos, do Capítulo 4, que este sistema possui infinitas soluções,
todas sobre uma mesma reta. Assim, no exemplo acima, qualquer
vetor da forma (a, a), ou seja, sobre a reta y = x é um autove-
tor para o autovalor 5. Chamamos esta reta de autoespaço já que
qualquer ponto da reta é um autovetor.

Exercício 8.18 Verfique, no exemplo acima, que todo vetor da forma x = (a, a) satisfaz
A = 5x e que todo ponto sobre sobre a reta u = −2v(escrevemos a reta nas coordenadas
u, v para não haver confusão com o ponto x ∈ R) satisfaz Ax = −1x.
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8.4 DIAGONALIZAÇÃO DE MATRIZES

O próximo passo no nosso estudo de transformações lineares do
plano é estudar quando é possível obter uma base do plano R

constituída de autovetores de uma transformação T dada por uma
matriz A. Estas bases são úteis para estudar propriedades geomé-
tricas da matriz A e porque, quando elas existem, poderemos ”di-
agonalizar” a matriz A, o que significa encontrar uma matriz di-
agonal A′ que, em um sentido que explicaremos, é equivalente a
A.

Definição 8.19 Uma matriz A, 2× 2, é diagonalizável se existe uma
matriz invertível P tal que P−1AP é uma matriz diagonal, onde
P−1 denota a inversa de P. Dizemos que P diagonaliza A.

Temos o seguinte resultado sobre a diagonalização de matrizes
cuja demonstração omitiremos:

Teorema 8.20 Se A é uma matriz 2× 2, então as duas condições abaixo
são equivalentes:

1. A é diagonalizável.

2. A possui dois autovetores linearmente independentes.

O teorema acima garante que umamatriz A , 2× 2, que possui dois
autovetores linearmente independentes é diagonalizável. Vamos
descrever qual o procedimento que podemos utilizar para levar a
cabo a diagonalização de uma matriz A, 2× 2. O processo consiste
de três passos:

1. Encontre dois autovetores linearmente independentes de A,
x1 e x2.

2. Forme a matriz P, 2× 2, tendo x1, x2 como seus vetores co-
luna.

3. A matriz P−1AP será diagonal e suas entradas na diagonal
serão λ1,λ2 onde λi é o autovalor correspondente a xi.

Exemplo 8.21 Considere novamente o Exemplo 8.16 do Parágrafo 8.3
visto acima.

A =
(

1 4
2 3

)

8.4 - DIAGONALIZAÇÃO DE MATRIZES
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Já encontramos os dois autovalores de A λ = 5 e λ = −1 e os
autovetores correspondentes: (1, 1) e (2,−1). Formamos a matriz
P cujas colunas são os autovetores:

P =
(

1 2
1 −1

)

Encontramos a inversa de P.

P−1 =
( 1

3
2
3

1
3 − 1

3

)

A matriz P−1AP será dada por:

( 1
3

2
3

1
3 − 1

3

) (
1 4
2 3

) (
1 2
1 −1

)
=

(
5 0
0 −1

)

uma matriz diagonal, como queríamos. �

Nem sempre é possível diagonalizar uma matriz A, 2× 2. Consi-
dere o exemplo abaixo:

Exemplo 8.22

A =
(

1 1
0 1

)

Vamos tentar encontrar todos os autovalores de A e os autoveto-
res correspondentes. Para encontrar os autovalores resolvemos a
equação Det(A− λI) = 0. Temos:

A− λI =
(

1− λ 1
0 1− λ

)

Calculando Det(A − λ) = 0 obtemos a equação (1 − λ)2 = 0
donde λ = 1, uma raiz dupla. Substituindo na expressão (A −
λI)x = 0, λ = 1 temos:

(
1− 1 1
0 1− 1

) (
x1
x2

)
=

(
0
0

)

Temos a equação x2 = 0. Logo obtemos que os autovetores corres-
pondentes ao autovalor 1 são da forma (x1, 0) sobre a reta y = 0
portanto. Não obtemos assim uma base do plano, já que todos os
autovalores correspondentes ao único autovalor são l.d. A matriz
A neste caso não é diagonalizável. �

Observação 8.23 Transformações lineares do espaço
Toda a teoria que desenvolvemos para transformações lineares do
plano pode ser desenvolvida de maneira semelhante para trans-
formações lineares do espaço. De maneira mais geral, podemos
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considerar uma matriz quadrada n× n e nos perguntar quais são
seus autovetores e autovalores e se ela é diagonalizável. Os proce-
dimentos são em tudo semelhantes, mas optamos por desenvolver
a teoria no caso particular 2× 2 pois muitas das aplicações já apa-
recem neste caso, e o caso geral pode ser entendido a partir do caso
2× 2 semmaiores dificuldades. Vamos apenas considerar aqui, no
próximo parágrafo, algumas trasformações lineares do espaço que
encontrarão aplicações na química no parágrafo seguinte.

8.5 TRANSFORMAÇÕES LINEARES DO ESPAÇO

Já estudamos as transformações lineares do plano no plano que,
como vimos, são dadas por matrizes 2× 2. Vamos estudar agora
as transformações lineares do espaço e veremos que elas são dadas
por matrizes 3× 3.

Definição 8.24 Uma transformação linear T : R3 −→ R3 é uma
função definida por equações da seguinte forma:

w1 = a11x1 + a12x2 + a13x3 w2 = a21x1 + a22x2 + a32x3

w3 = a31x1 + a32x2 + a33x3

Podemos também escrever a função T acima da seguinte maneira:
Notamos os pontos do R3 por w = (w1,w2,w3) e x = (x1, x2, x3).

Então T se escreve w = Ax, onde A =

⎛
⎝ a11 a12 a13

a21 a22 a23
a31 a32 a33

.

⎞
⎠

Exemplo 8.25 Considere o operador T : R3 −→ R3 que leva cada
ponto x = (x1, x2, x3), T(x) = (−x2, x1, x3). Neste caso w1 = 0x1−
x2 + 0x3, w2 = x1 + 0x2 + 0x3 e w3 = x3. Ou ainda:

⎛
⎝ w1

w2
w3

⎞
⎠ =

⎛
⎝ 0 −1 0

1 0 0
0 0 1

⎞
⎠

⎛
⎝ x1

x2
x3

⎞
⎠ .

A imagemde cada ponto pode ser calculadamultiplicando o ponto
pela matriz de T dada acima. A imagem de (1, 0, 0) é (0, 1, 0), a
imagem de (0, 1, 0) é (−1, 0, 0), a imagem de (0, 0, 1) = (0, 0, 1). �

8.5 - TRANSFORMAÇÕES LINEARES DO ESPAÇO
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Exercício 8.26

(x1, x2, x3) (−1, 0, 0) (1,−1, 0) (0, 0, 1) (0, 0, 2) (0, 0, 3) (1, 0, 0)
(w1,w2,w3)

Complete a tabela encontrando os valores para (w1,w2,w3) imagens dos valores dados
de (x1, x2, x3).

Observe no exercício que a transformação linear dada no exemplo
fixa todos os pontos sobre o eixo dos z′s e gira os vetores no plano
Z = 0 de um ângulo de π

2 . Este tipo de transformação que fixa um
eixo é muito utilizado nas aplicações como veremos.

8.6 APLICAÇÕES À COMPUTAÇÃO GRÁFICA E À

QUÍMICA

Imagine uma tela de computador. Ela é formada de pequenas lu-
zes chamadas pixels que se acendem e se apagam. Elas estão dis-
postas em um plano, o plano da tela. Podemos dotar este plano
de coordanadas (x, y) pensando, por exemplo, que a origem do
plano está no canto inferior esquerdo da tela. Assim, cada pixel
corresponderá a um par ordenado (x, y) e poderemos falar nas co-
ordenadas de um pixel.

Muitas das aplicações que vemos diariamente na tela de um tele-
visor ou de um computador são produzidas por aplicações sim-
ples do material que vimos neste capítulo. Imagine uma figura S
desenhada na tela. Ela corresponde a uma tabela de pixels onde
determinamos quais os pixels que estão acesos e quais apagados.
Poderíamos complicar um pouco o modelo, associando a cada pi-
xel uma cor, mas vamos imaginar apenas duas posições: apagado
e aceso. Suponha que desejamos girar esta figura S de um ângulo
π
2 . Vimos no Parágrafo 8.2, Exemplo 8.13, como proceder para gi-
rar um vetor de um ângulo π

2 . Tomamos a transformação linear
dada por (

w1
w2

)
=

(
0 −1
1 0

) (
x1
x2

)
.

Multiplicando cada vetor pela matriz acima temos o efeito dese-
jado. Na aplicação em questão, se tomarmos a figura S com sua
tabela de pixels acesos e apagados e multiplicarmos cada vetor
x = (x1, x2) que dá as coordenadas de cada pixel pela matriz
acima, obtemos uma nova tabela de pixels acesos e apagados cujo
resultado será girar a figura S de um ângulo π

2 .

8.6 - APLICAÇÕES À COMPUTAÇÃO GRÁFICA E À QUÍMICA
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Uma observação interessante é que se giramos um vetor (ou uma
figura), primeiro de um ângulo φ1 e depois de um ângulo φ2, po-
demos obter a matriz que dá a rotação do ângulo total φ1 + φ2 da
seguinte maneira: tomamos a matriz de rotação que já estudamos
no Parágrafo 8.2

(
w1
w2

)
=

(
cos(φ) −sen(φ)
sen(φ) cos(φ)

) (
x1
x2

)

e substituimos φ por φ1 + φ2. Obtemos

(
w1
w2

)
=

(
cos(φ1 + φ2) −sen(φ1 + φ2)
sen(φ1 + φ2) cos(φ1 + φ2)

) (
x1
x2

)

Utilizando agora as conhecidas relações trigonométricas

cos(φ1 + φ2) = cosφ1cosφ2 − senφ1senφ2,

sen(φ1 + φ2) = senφ1cosφ2 + senφ2cosφ1,

temos que a matriz de rotação de um ângulo φ1 + φ2 é dada por:
(

cosφ1cosφ2 − senφ1senφ2 −senφ1cosφ2 + senφ2cosφ1
senφ1cosφ2 + senφ2cosφ1 cosφ1cosφ2 − senφ1senφ2

)
=

=
(

cos(φ1) −sen(φ1)
sen(φ1) cos(φ1)

) (
cos(φ2) −sen(φ2)
sen(φ2) cos(φ2)

)
.

Ou seja, a matriz que dá a rotação de um ângulo (φ1 + φ2) é o pro-
duto da matriz que dá a rotação do ângulo φ1 pela matriz que dá a
rotação do ângulo φ2. Este fato possui muitas aplicações no trata-
mento de imagens utilizando computação. Poderíamos imaginar
um filme em que uma certa figura S fosse girando continuamente
até completar um ângulo de π

2 . Escrevemos 90matrizes de rotação,
cada uma girando a figura de 1o. Tomamos a tabela de pixels que
dá a figura S e vamos operando a tabela sucessivamente com cada
uma das 90 matrizes. O resultado será um filme em que temos a
impressão de uma rotação contínua de 90o.

Exercício 8.27 Considere duas rotações φ1, φ2 sucessivas de um ângulo de π
4 . Calcule

a matriz de rotação A e, em seguida, a matriz A2, que como vimos corresponde a uma
rotação de φ1 + φ2 = π

2 . Calcule a matriz de rotação B de um ângulo de π
2 diretamente.

Verifique que A = B.
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Observação 8.28 Podemos fazer muito mais que girar figuras uti-
lizando transformações lineares do plano no plano. Podemos tam-
bém deformar figuras, expandindo-as em uma ou várias direções
do plano, e compô-las com rotações e reflexões obtendo aplicações
as mais variadas.

Observação 8.29 Os resultados vistos acima servem como justifi-
cativas da definição que adotamos de multiplicação de matrizes
que, a príncipio, é pouco natural. Se pensarmos na rotação de um
ângulo φ1 como uma função f1 e a rotação de um ângulo φ2 como
uma função f2 a rotação de um ângulo φ1 + φ2 é a função composta
f2o f1. Isto é um fato bem mais geral. Dadas duas transformações
lineares dadas por matrizes A e B sua composição corresponde à
multiplicação das matrizes correspondentes.

Vamos ver, agora, como estes conceitos são aplicados à química
para a visualização de moléculas. Observe as figuras a seguir, cor-
tesia do Prof. Nelson G. Fernandes do Departamento de Química
da UFMG, utilizando o programa ORTEP. Elas mostram o com-
posto C12H11NO3 onde um círculo pequeno representa o atomo de
hidrogênio, um elipsóide preto representa átomo de carbono, um
elipsóide azul representa átomo de nitrogênio e o elipsóide cinza
representa átomo de oxigênio. A primeira, Figura 8.6, mostra a
molécula antes de qualquer rotação.

Em seguida, o plano da molécula foi submetido a rotações suces-
sivas de ângulos π

4 ,
π
2 e π. Se imaginarmos o eixo de rotação como

sendo o eixo dos z′s podemos escrever as transformações A, B,C
correspondentes, respectivamente, a estas rotações. Elas são as se-
guintes:

A :=

⎛
⎝ w1

w2
w3

⎞
⎠ =

⎛
⎜⎝

√
2
2 −

√
2
2 0√

2
2

√
2
2 0

0 0 1

⎞
⎟⎠

⎛
⎝ x1

x2
x3

⎞
⎠

B :=

⎛
⎝ w1

w2
w3

⎞
⎠ =

⎛
⎝ 0 −1 0

1 0 0
0 0 1

⎞
⎠

⎛
⎝ x1

x2
x3

⎞
⎠

C :=

⎛
⎝ w1

w2
w3

⎞
⎠ =

⎛
⎝ −1 0 0

0 −1 0
0 0 1

⎞
⎠

⎛
⎝ x1

x2
x3

⎞
⎠
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Figura 8.2: A molécula do C12H11NO3

Figura 8.3: Rotação da molécula de um ângulo de π
4 .
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Figura 8.4: Rotação da molécula de um ângulo de π
2 .

Figura 8.5: Rotação da molécula de um ângulo de π.
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8.7 EXERCÍCIOS

1. Considere o operador T : R2 −→ R2 que associa a cada ponto x = (x1, x2) sua imagem
simétrica em torno do eixo dos x′s, T(x) = (x1,−x2).

(a) Mostre que T é dada por:
(

w1
w2

)
=

(
1 0
0 −1

) (
x1
x2

)

(b) Calcule a imagem de:

i. (1, 1)
ii. (1, 0)
iii. (0, 1)

(c) Faça um esboço dos 3 pontos acima e de suas imagens e verifique que T associa
a cada ponto sua imagem simétrica em torno do eixo dos x′s.

2. Considere uma rotação φ1 de um ângulo de π
4 . Calcule a matriz de rotação A e, em

seguida, as matrizes A2, A3 e A4. Calcule a matriz de rotação B de um ângulo de π
diretamente. Verifique que A4 = B. Interprete geometricamente.
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8.8 AVALIAÇÃO DA 8a AULA

1. Considere a aplicação T dada por:
(

w1
w2

)
=

( −1 0
0 −1

) (
x1
x2

)

2. Calcule a imagem de:

(a) (1, 1)

(b) (1, 0)

(c) (1, 1)

3. Considere uma rotação φ1 de um ângulo de π
6 . Calcule a matriz de rotação A e, em

seguida, a matriz A2. Calcule o ângulo de rotação de A2. Interprete geometricamente.
Qual o menor n tal que An = I?

4. Considere a rotação φ1 de um ângulo de π
4 e seja A amatriz correspondente. Considere

a rotação φ2 de um ângulo de π
6 e seja B a matriz correspondente. Calcule a matriz de

rotação AB e seja φ o seu ângulo. Calcule φ. Interprete geometricamente.



119

ELEMENTOS DE GEOMETRIA ANALÍTICA: UMA VISÃO GEOMÉTRICA

REFERÊNCIAS

[1] Serge Lang, Linear Algebra, Addison-Wesley, 1971.

[2] Howard Anton e Chris Rorres , Elementary Linear Algebra,

John Wiley & Sons, Inc., 1994.

[3] Seymour Lipschutz, Algebra Linear, McGraw-Hill do Brasil

LTDA., 1971.

[4] Reginaldo J. Santos, Um curso de Geometria Analítica e Álgebra

Linear, Imprensa Universitária da UFMG, 2003.





121

SOBRE O AUTOR

Dan Avritzer doutorou-se em Matemática pela UFPe, com uma tese 
em geometria algébrica. Realizou um estágio em pós doutorado na 
Universidade de Harvard (2002-2003), sob a orientação de J. Harris. 
É professor do Departamento de Matemática da UFMG desde 1975. 
Sua área de pesquisa é geometria algébrica, tendo várias publicações 
no assunto. Foi professor visitante na Universidade de Erlangen Nu-
remberg (Alemanha) em vários períodos e no Centro Internacional 
de Física Teórica na Itália (1993).



122

MINISTÉRIO DA EDUCAÇÃO - UFMG



123

ELEMENTOS DE GEOMETRIA ANALÍTICA: UMA VISÃO GEOMÉTRICA



ELEMENTOS DE GEOMETRIA ANALÍTICA
UMA VISÃO GEOMÉTRICA

ELEM
EN

TO
S D

E G
EO

M
ETRIA AN

ALÍTICA  -  U
M

A VISÃO
 G

EO
M

ÉTRICA

9 788570 415349

ISBN 85-7041-534-6

EDUCAÇÃO A DISTÂNCIA

Secretaria de Ensino a Distância
Ministério da Educação


