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Resumo

Este trabalho aborda o problema de simulacdo de processos de difusdo, que sao processos
estocdsticos em tempo continuo amplamente utilizados em diversas areas cientificas. Os
processos sao definidos como a solucao fraca de equacdes diferenciais estocdsticas, que
especificam a média e a variancia instantaneas do processo e sdo guiadas por um movimento
Browniano. A simulacdo de processos de difusao permite explorar o comportamento ao longo
do tempo e avaliar a sensibilidade a variacdes nos parametros do modelo. Além disso, serve
de base para construir algoritmos de inferéncia para tais processos.

O objetivo principal desta dissertacao é estudar o problema de simulacdo exata para
processos de difusao, em particular, processos ndao-homogéneos, quando as distribuicoes de
transicdo do processo sdo desconhecidas. E proposta uma modificacdo do algoritmo exato,
que reduz o custo computacional do mesmo.

Palavras-chave: célculo estocdastico; simulacdo exata; movimento browniano.



Abstract

This work addresses the problem of simulating diffusion processes, which are continuous-
time stochastic processes widely used in several scientific areas. The processes are defined
as the weak solution of stochastic differential equations, which specify the instantaneous
mean and variance of the process and are driven by a Brownian motion. The simulation of
diffusion processes allows exploring the behavior over time and evaluating the sensitivity to
variations in the model parameters. In addition, it is the basis to devise inference algorithms
for such processes. The main objective of this dissertation is to study the problem of exact
simulation for diffusion processes, in particular, inhomogeneous processes, when the transition
distributions of the process are unknown. A modification of the exact algorithm is proposed
for this purpose, which reduces its computational cost.

Keywords: stochastic calculus; exact simulation; brownian motion.



Sumario

1 Introducao

2 Arcabougo tedrico
271 Caso homogéneo . . . . . . ..
2.2 Caso ndo-homogéneo . . . . .. .. . ...

3 Algoritmo exato para simulagdo de processos de difusao
3.1 Algoritmo Exato para tempo homogéneo . . . . ... . ... ... ... ...
3.2 Algoritmo Exato para tempo ndo homogéneo . . . .. ... ... .. ... . ...
3.3 Contribuicdo metodoldgica . . . . . . ...
331  Modificagdo proposta . . . ...

4  Conclusodes e trabalhos futuros

A Apéndice
A1 Célculo Estocasticode Itd . . . . .. . . . ...
A1.1 Diferencial Estocadstica e Férmulade It6 . . . . . . ... ... ... ...
A2 Ponte Browniana em camadas . . . . . .. ... L.
A21 Resultados Auxiliares . . . . . . ..
A22 Construcao das camadas da ponte Browniana . . . . .. ... ... ...

Referéncias

10

12
12
14

16
16
20
23
25

27

28
28
29
30
32
35

38



10

Capitulo 1

Introducao

Processos de difusao sdo extensivamente utilizados para modelagem de fenémenos em tempo
contlnuo em muitas dreas cientificas: economia, genética, quimica, flsica e engenharia. O
modelo é definido através de uma equacdo diferencial estocdstica (EDE), que explicita a
média e variancia instantaneas do processo. Formalmente, um processo de difusdo univariado
Y = {Y,:0<t<T} é definido como a solucdo fraca (uma medida de probabilidade) de
uma EDE do tipo

dY; = b(t,Y;;0)dt + o(t,Y;;0)dBt, Yo=yeR, te0,T] (1.1)

onde {B;;0 <t < T} é o movimento Browniano. As fungoes b e o séo chamadas de drift
e coeficiente de difusdo, respectivamente, e, em um contexto estatistico, podem depender de
alguns parametros 6 € ©. Essas funcoes precisam satisfazer algumas condicoes de regu-
laridade (localmente Lipschitz, com crescimento limitado) para garantir a existéncia de uma
Unica solucdo fraca global. Para uma revisdo mais ampla de calculo estocdstico, veja a secao
(A1) do apéndice, ou [17] e [7].

Quando as funcdes b e o dependem do tempo ¢, como em (1.1), o processo é dito ndo-
homogéneo (no tempo). Caso contrdrio, é dito homogéneo. Além disso, é possivel também
definir processos multivariados, mas esses nao serao considerados nesta dissertacao.

A menos de casos bem particulares, por exemplo, quando b é homogéneo e linear em
Y, e 0 ndo depende de Y; e é linear em t, as distribuicdes de transicdo do processo sdao
analiticamente inacessiveis. Isso dificulta consideravelmente a aplicacdo desses processos
em problemas reais, que tipicamente envolvem a estimacao dos parametros € e do valor
esperado de funcdes do processo.

Uma possivel direcdo para resolver esse problema considera métodos de Monte Carlo
baseados na simulacdo dos processos. Naturalmente, devido a intratabilidade analitica das
distribuicoes de transicao, simular exatamente da medida de probabilidade do processo é um
problema dificil. Isso justifica a popularidade de métodos aproximados na literatura existente
(veja, por exemplo, [16]).

Naturalmente, o erro envolvido em métodos aproximados, e sua relacdo inversa com o
custo computacional envolvido, motivou o desenvolvimento de métodos exatos, que simulam
exatamente da medida de probabilidade do processo. Um algoritmo eficiente para simular uma
classe ampla de processos de difusao univariados fot proposto nos trabalhos de [4] [3] e [1]. O
algoritmo é chamado de Exact Algorithm (EA) e fot utilizado em vdrios trabalhos subsequentes
para desenvolver metodologias de inferéncia que envolvem apenas erro de Monte Carlo (veja,
por exemplo, [5] e [2)).

A simulacdo de processos de difusdo pode ser Util mesmo ndo envolvendo metodologias
formais de inferéncia estatistica. Ela ajuda a explorar o comportamento dos processos ao
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longo do tempo e a avaliar diferentes cendrios. Para valores fixos dos parametros, pode-se
obter estimativas de Monte Carlo para o valor esperado de funcoes de interesse do processo,
a partir de amostras t.id. Além disso, é possivel investigar a sensibilidade do modelo a
variacoes dos parametros e fazer calibracdo dos mesmos.

Apesar do exact algorithm poder ser aplicado em processos nao-homogéneos, os trabalhos
existentes nao exploram este contexto e focam exclusivamente no caso homogéneo. Nem
mesmo os detalhes da teoria e o algoritmo geral sdo apresentados para o caso ndo-homogéneo.

Dessa forma, o objetivo deste trabalho é explorar o problema de simulacdo exata para
processos de difusdo ndo-homogéneos, derivando a teoria necessdria e o algoritmo geral para
aplicar o exact algorithm neste caso.

Por fim, uma contribuicdo metodoldgica é apresentada através da proposta de uma mo-
dificacdo do exact algorithm que melhora a eficiéncia computacional do algoritmo no caso
nao-homogéneo.

Esta dissertacao estd organizada da sequinte forma. No capltulo 2, é apresentado o
arcabouco tedrico necessario para derivar o exact algorithm. Os algoritmos para os casos
homogéneo e ndo-homogéneo sdo apresentados no capltulo 3, bem como a contribui¢ao meto-
doldgica para melhorar a eficiéncia computacional no sequndo caso. Finalmente, conclusées
e trabalhos futuros sao apresentados no capitulo 4.
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Capitulo 2

Arcabouco tedrico

Este capitulo apresenta a teoria de probabilidade e cdlculo estocdstico necessdria para de-
senvolver o exact algorithm nos casos homogéneo e nao-homogéneo.

Serd dada uma atencdo especial a um resultado chamado transformada de Lamperti,
especialmente para o caso nao-homogéneo. Esse resultado é essencial na derivacao dos
algoritmos por permitir a obtencao de transformagoes dos processos originais, cujas medidas
sao absolutamente continuas com respeito a medida de um movimento Browniano.

Mesmo fora do contexto do exact algorithm, a transformada de Lamperti emerge como uma
ferramenta poderosa no dominio das financas quantitativas, especialmente na modelagem de
processos estocasticos utilizados para descrever a dinamica de precos de ativos financeiros.
Desenvolvida por John Lamperti com o objetivo de lidar com as peculiaridades dos merca-
dos financeiros, a trasformada desempenha um papel fundamental na andlise de processos
estocdsticos ndo negativos, uma caracteristica comum em precos de ativos, taxas de juros e
volatilidade implicita. Ao aplicar a transformada de Lamperti a modelos financeiros, é possivel
capturar de forma mais precisa fendmenos como retornos assimétricos e volatilidade estocas-
tica, comumente observados nos mercados financeiros. Isso é particularmente relevante na
modelagem de ativos financeiros onde valores negativos ndo sdao realistas, como contratos
de opcoes e commodities. Uma discussao detalhada sobre esse resultado é apresentada em
lamperti.

Com o objetivo de se ter uma apresentacao mais limpa, o vetor de parametros # é suprimido
da notacao deste capltulo.

2.1 Caso homogéneo

Uma apresentacdo detalhada da teoria de cdlculo estocdstico abordada aqui pode ser encon-
trada em oksendal e steele.
Seja Y = {Y;:0 <t <T} um processo de difusdo com EDE

dY; = p(Y;) dt + o (Y;) dB:.
Y ¢é dito ser redutivel se existe uma transformacao n:V — X tal que
di (Y;) = § o (Y;) dt + dB,,

para alguma funcdo drift § : X — R, te, o processo reduzido X = n(Y’) possui coeficiente
de volatilidade igual a 1. Essa transformacdo é chamada transformada de Lamperti. Pela
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formula de It6, temos
1
dn (V) = |0 (Vo) n (Ya) + 50" (Y1) 0 (Yt)} dt + [ (Y;) o (Yy)] dB,
portanto, para que o coeficiente de volatilidade seja 1, é preciso que o seja derivavel e

7 (a)o(a) = 1 = n(a) — f % (a,0" € V).

Note que v* é somente uma translacdo de X, entdo podemos supor n’ (v*) = 0. Fixando v*,
obtemos uma transformacao bijetiva, e denotamos sua inversa n~t: X — V. Assim, aplicando
novamente a férmula de [t9,

Assim, temos o sequinte teorema.

Teorema 2.1.1 (Caso homogéneo). Seja Y é um processo de difusdao com suporte V' e funcao
de volatilidade continuamente diferencidvel o no suporte. Defina a transformada de Lamperti

n(a) = J:k % (a,v* € V).

Entdo, X = n(Y) tem volatilidade 1 e
dX, = § (X,) dt + dB,.

Embora nao haja uma transformacao tratdvel que modifique o drift com a mesma facilidade
que no caso da volatilidade, podemos aplicar uma relacdo entre a let de duas difusdes com
drifts diferentes e volatilidade idéntica. Essa relacdo é conhecida como Teorema de Girsanov,
e vamos aplicar uma versao do resultado que se aplica as difusdes de Ito.

O Teorema de Girsanov é baseado no fato que processos de difusao com mesmo coefi-
ciente de difusdo definem medidas de probabilidade equivalentes e, portanto, implicam na
existéncia de uma derivada de Radon-Nikodym entre elas. O teorema consiste exatamente
dessa derivada.

Teorema 2.1.2 (Teorema de Girsanov). Sejam V,V processos de difusdo que resolvem as

EDEs
AV =pn (V) dt + o (Vi) dB;, (Vo = vp)

dV, = i (Vi) dt + o (Vi) dB,, (Vo =)

e as medidas de probabilidade V induzida por V e V induzida por V. Defina o diferencial
do drift

v(a) = T o) (aeV),

e assuma que vy ¢é quadrado integravel. Além disso, a exponencial-Doleans-Dade

0 0

exp U 1 (V) dB, — 5 f 22 (V) dt]
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é um martingale sobre V para 7 € [0, 7]. A condicdo de Novikov dada por

E [exp Uv ) dt] v

~En‘[éo, V ¢ absolutamente continua com respeito a V, e a derivada de Radon-Nikodym
de V com respeito a V é dada pela exponencial-Doleans-Dade

<o (vpeV,0<T <)

o (o) = exp UTMVJdBt 5 | dt] '

0 0

2.2 Caso nao-homogéneo

Da mesma forma que no contexto de processos de difusdo com tempo homogéneo, podemos
formalizar tanto a Transformada de Lamperti quanto o Teorema de Girsanov no caso nao-
homogéneo.

Ao considerar a dinamica dos processos de difusao sob a influéncia de variacoes temporais
ndo homogéneas, somos capazes de explorar uma gama mais ampla de cendrios do mundo real,
capturando de forma mais precisa os fenémenos dindmicos observados em muitos contextos
financeiros e economicos.

Teorema 2.2.1. Seja Y; um processo de difusdo com coeficiente de difusdo estritamente
positivo e continuamente diferencidvel no dominio de Y;, com dY; = p (¢,Y;) dt+ o (t,Y;) dB;.
Se 1 é uma transformacdo no espaco de estados de Y; para R, para t € [0,00), seja Z; :=
n(t,Y;) e defina

“ 1

d
coltu)

Zy =n(t,Y)) ::J (a,v* € V).

(2

a=Yy

Entdo Z; é uma transformacdo injetiva do espaco de estados de Y; em R para t € [0, +0)
t,Y, 100 (t,Y,
/"L(J t)__(a(7 t)] dt+dBt

onde
0 1
dZ, = d
t [(%L*a( W, Tety) 2 oy

677 (ta 77 (tv Zt)) 2 (t’ 7771 (tv Zt)) 1 0o <t7 7771 (ta Zt))
- [ o oy (7)) 2 oy } dt + dBy.

Prova: Pelo teorema de It6, temos

on on 1 n 9
a7, = a T, vyde+ 2L a3 (BYD Y+ 5o T (.Y, - (dYy)
an 1 8277 2 on

Dessa forma, o coeficiente de volatilidade serd 1 se

DY) o (Y =1,
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com (sso, seqgue que

ont,Y:) 1
oy oY)
Cn(tY)
ov: o 0% (tY))
on(t,Y; “
77( ) t) _ QJ 1 du
dt ot Jox o(t,u) | ,_y,
Combinando este resultado com o fato que Y; = n~! (¢, Z;), desde que exista uma inversa,

temos

LBY) 1é0(tY)

dt + dB
oY) 2, Had

o(* 1
dZy = | = | ——=d
' [at J o)
como quertamos demonstrar.

Teorema 2.2.2 (Girsanov). Sejam V,V processos de difusdo com tempo ndo homogéneo que
resolvem as EDEs

AV, = p(t, V) dt + o (t,V;)dB;, (Vo = o)
AV, = i (Vi) dt + o (t,V;) dB,, (Vo = i)

e as medidas de probabilidade V induzida por V' e V induzida por V. Defina o diferencial
do drift

ﬂ(t CL) _ /,L(t, a’)
o(t,a) ’

e assuma que 7y é quadrado integravel. Além disso, a exponencial-Doleans-Dade

v(t,a) = (aeV)

exp [fw(t, Vi) dB, — %ff (t, V) dt]

0 0

é um martingale sobre V para 7 € [0,7]. A condicdo de Novikov dada por

<o (el 0<7T <)

Ekmif%%uwmﬂr%

0

~ Entédo V ¢é absolutamente continua com respeito a V, e a derivada de Radon-Nikodym de
V com respeito a V é dada pela exponencial-Doleans-Dade

v 7 1 [
W <t7 U[O,ﬂ) = exp [JO Y (t7 V;) dBt - §J0 72 (ta V:‘,) dt] .

No contexto do exact algorithm considerado nesta dissertacdao, sempre que aplicarmos o
teorema de Girsanov, tanto o caso homogéneo quanto o nao homogeneo, usaremos o(t,u) = 1
e pu=0. Assim, 7 = [i.
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Capitulo 3

Algoritmo exato para simulacao de
processos de difusao

Neste capitulo, apresentamos o exact algorithm proposto em [3] e [1] e sua extensdo para o
caso nao homogéneo, que ndo é detalhada ou implementada nesses artigos.

3.1 Algoritmo Exato para tempo homogéneo

Iremos nos restringir a EDE do tipo
dXt = (Xt> dt + dBt, XO =X € R,t € [O, T], (31)

para alguma funcdo drift «, desde que (1.1) pode ser transformada em (3.1) usando a trans-
formada de Lampertt X; — 7 (X,), onde

n(x) = Jj ﬁdu,

para algum z no espaco de estados de X.
Sejam Q e W as medidas induzidas por X e por um movimento Browniano, respectiva-
mente, em [0, 7], ambos com valor inicial x. Assumimos as sequintes condigoes:

(Coy) A derivada de Radon-Nikodym de @ com respeito a W existe e é dada por

9 () = exp { | " (i) s - | Lot dt} .

(C1) Assumindo o € C, e pelo teorema de It6, para A(u) := {; a(y)dy, u e R, a férmula de
Girsanov pode ser reescrita como

T

| £ =g - - | 5w
Para f(u) = A(u) = §; a()dy,  f/(u) = alw) e f'(u) = a'(u)
1

_ L o () ey — A (wp) — Al) J S (w) dt
dQ

0

- (@) = exp {A (wr) — A(x) - f -
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(Cy) a? + o' é limitado por baixo.

Definimos o movimento Browniano viciado como o processo para o qual, condicionado no
valor final By, sua medida é 'Lgual a do movimento Browniano e Br tem densidade propor-
cional a h(u)ocexp {A( (“ x) } u € R. Assumiremos que essa funcdo é integrdvel.

Seja Z a medida de probabtltdade do movimento Browniano viciado. Note que para
simular um esqueleto (processo em uma colecao finita de tempos) de Z, primeiro simula-se
o ponto final de h e, condicionado neste, o restante do processo é uma ponte Browniana
(movimento Browniano condicionado nos valores iniciais e finais). Além disso, as medidas Z
e W sdo equivalentes a sua derivada de Radon-Nikodym que pode ser facilmente derivado
da proposicao abaixo. Como iremos lidar com medidas distintas e equivalentes de processos
de difusdo em um mesmo espaco mensuravel, vamos adotar a notacdo w para denominar um
elemento deste espaco, ou seja, uma trajetéria, e w; é o valor de w no tempo ¢.

Proposicao 1. Sejam M = {M;; 0 <t <T},U = {U;;0 <t < T} dois processos estocdsti-
cos em (C,C) com medidas de probabilidade correspondentes M, U. Assuma que fus, fu sdo
as densidades do ponto final M e Urp respectivamente, com suporte R. Se é verdade que

(M | My = p) £ (U | Ur = p), para todo p € R, ento

dM fu
T ) = 5 ).

Portanto, 27 (w) = Ii\(ffJ’TT)ocexp{—A (wr)} onde N, r representa a densidade da distri-

buicdo normal com média x e varidncia T Pela regra da cadeia,
d d dW Tr1 1
d%(w) = d%%(w)d—z(w)oc exp {—L (§a2 (we) + 5(1/ (wt)> dt} :

2 /
| < inf w
ueR 2

r(L) > sup {(0‘2 o) (wh) l(@)} ,

uel 2
onde L é um intervalo local para a trajetéria w em [0, 7.
Nos casos em que w é uma ponte Browniana, é possivel simular L utilizando um algoritmo
chamado ponte Browniana em camadas. Detalhes desse algoritmo sdo fornecidos no apéndice.
Nos casos em que (a? + ) é uniformemente limitada, pode-se definir um limite uniforme

Definimos agora a seguinte funcdo 0 < ¢ < 1:

¢(Wt§9) _ T(lL) {(Oé —i-g’)((ﬂt) B l} : te [O,T},

ZS( )oc exp {—r f o (wy dt}

Vamos agora definir um evento no espaco de probabilidade de um processo de Pois-
son bivariado que, condicionado em uma trajetdria w, tem probabilidade dada pela funcao
exponencial em (3.1).

Sejam

I

e, portanto,
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Teorema 3.1.1. [Moeda Poisson] Seja w um elemento qualquer de C([0,T],R) e r(L) um
limite superior para a transformacéo t — ¢ (w;),t € [0,7]. Se ® é um processo de Poisson
homogéneo de intensidade r(L) em [0,7] x [0,1] e N é o nimero de pontos de ® abaixo do
gréfico {(t, ¢ (w;));t € [0,T]}, entdo

T
PN =0 | w] =exp {—T(L)J ¢ (we) dt} :
0
Observagao 1. Perceba que N|w tem distribuicdo de Poisson com média r(L) S§¢(wt)dt
(veja [14]).

A ideia do exact algorithm é simular trajetérias de QQ via amostragem por rejeicao, pro-
pondo de Z e aceitando com probabilidade dada pela funcdo exponencial em (3.1).

Apesar da dimensionalidade infinta de w, o algoritmo pode ser executado com custo
computacional finito pelas sequintes razoes:

1. A proposta Z pode ser simulada em qualquer colecdo finita de tempos;

2. O passo de aceitacao/rejeicao pode ser executado de forma exata simulando a proposta
apenas em uma colecao finita de tempos, gragas ao resultado no Teorema (3.1.1);

3. Uma vez aceita uma trajetéria proposta, seu valor em qualquer tempo pode ser simulado.
Portanto, o exact algorithm retorna uma trajetdria do processo com medida Q em uma

colecdo finita de tempos (esqueleto) e uma forma de simular a trajetdria em qualquer outra
colecdo finita de tempos. O algoritmo é o seguinte.

Exact Algorithm

Passo 1: Simular wp ~ h.
Passo 2: Simular L do algoritmo PB em camadas e calcular r(L);

Passo 3: Gerar um processo de Poisson @ = {¥, T}, com taxa r(L) em [0, 7] x [0, 1], com pontos

U= {y,...;0} e ={vg,...,0}
Passo 4: Simular o esqueleto {wy, ..., wy, } de Z|L usando o algoritmo do PB em camadas;
Passo 5: Calcular o indicador de aceitacédo [ := Hle 1 {gb (wwj;H) < vj};
Passo 6: Se I =1, aceite o esqueleto proposto e retorne

S(w) = {(0,$), thwl) PR (¢k7w¢k) ) (Tv y>}>

caso contrario, retorne ao passo 1.

Naturalmente, o algoritmo é consideravelmente mais simples quando r é uniformemente
limitada e, portanto, simulacoes do PB em camadas sao substituidas por simulacdes de uma
simples ponte Browniana. Apresentamos abaixo um exemplo no qual isso acontece.
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Exemplo 3.1.1. Considere a EDE dX; = sin(X;)dt + dB;. Embora pareca simples, a EDE
ndo pode ser resolvida analiticamente. Contudo, o algoritmo EA pode ser aplicado desde que
X satisfaga (C1) — (Cs) e (o 4 ) seja uniformemente limitada, com {(f) = —1 e r(6) = §.
Nosso método proposto sera testar no conjunto de dados de X com a versdao nao condicional
do EA1 sobre as especificacbes n = 1000, Ay, =1, Xy =0 e 8 = 7. Neste caso, a € Cle

a(u) = sen(u), o (u) = cos(u),

Alu) = f " sen(y)dy = — cos(u)]! = 1 — cos(u),

o?(u) = sen®(u),

o+ sen?(u) + cos(u)

2 2 ’
2
| — inf {sen (u) + cos(u)} _ _17
ueR 2 2
- = sup {senQ(u) + cos(u)} _ g
u€R 2 8

Além disso, temos que

(=o',

h(u)oc exp {— cos(u) — 5

Seja q(u) = {_(1;;22}' entao % = exp {—cos(u)} < e. Assim, podemos simular da
densidade h via amostragem por rejeicdo, propondo de uma distribuicdo normal com média
dada pelo valor inicial = do processo e varidncia At;.

Agora podemos aplicar o algoritmo exato para simular a solucao da EDE na equacao com

T = 1000 em janelas de tamanho 1, veja Figura 3.1.

. .
_—
25 vl de s . 3 &
B’ . o w . .
. &
ok
0 N .
M i
15 } - -
oo .
-
10 -1o * gg ‘-é
feptaestit T
A 3. ¥
5 R q
20+ A L
0+ "
I . Yide
_s5 4 ‘

T T T T T T T
o 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

Figura 3.1: Duas trajetérias simuladas do processo X.

Vamos agora considerar a forma paramétrica dX; = sin(X; + 0)dt + dB,, de forma que

F(w:0) = (a? + o) (w;0) _

- (sin*(w + 0) + cos(w + 0)) , ¢(w;0) = g : {f(w; 0) + l} ,

1
2 2 2

r(0) = 2 e l(f) = —1. A Figura 3.2 apresenta os gréficos de r(6) e ¢ para alguns valores
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Figura 3.2: Gréficos da funcao ¢(w; @) no exemplo 3.1.1.

3.2 Algoritmo Exato para tempo nao homogéneo

Seja Y = {Y;:0 <t <T} um processo de difusdo com tempo ndo-homogéneo determinado
como a solucao de uma equacao diferencial estocastica (EDE) do tipo

dY, = pu(t,Y,)dt + o (t,Y,)dB,,Y,, =y e Rt € [t;, 1;], (32)

onde p e o satisfazem as condicoes de reqularidade. Isso garante a existéncia de uma solucao
fraca global. Novamente nos restringiremos a uma EDE do tipo

dXt = (t, Xt) dt + dBt, Xti =T, te [tz, t]], (33)

para alguma funcao drift «, j& que (3.2) pode ser transformada em (3.4) usando a transformada
de Lamperti.

Sejam Q e W as medidas induzidas por X e a medida de um movimento Browniano,
respectivamente, em [0, 7], com valor inicial z. Assumimos as sequinte condicoes:

(ICh) A derivada de Radon-Nikodym de Q com respeito a W existe e é dada por

%(w) = exp {f] a (t, wy) dwy — %fj o (t,we) dt} 5

K3 7
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(IC)) o € C, e pelo teorema de It, para A(t,u) := § a(t,y)dy, u € R, a férmula de
Girsanov pode ser reescrita como

dQ { 1, O (t,wy) OA (t,wy) dt}
- A(T,w.) — Aty ) — = :
T (w) = exp (A (Twy) — Altiy2) - L (twr) + =2 + 2 = :

oa(t,z)

(ICy) a?(t,x) + 2Lz 4 o 2ALT)

é limitada infertormente,

(IC3) para h(t,u)ocexp {A(t,u) 2At } ue Rt e t,t;], At; =t; —t;, assumimos que
h(t,u) seja integravel.

O resultado em (/C}) é obtido da sequinte forma: pela férmula de It6, temos

df (t,z) = %(t x) + ;—f(t x)dwy + %%(t,x)dt

Para f(t,u) = A(t,u) = §; a(t,y)dy, % = a(t,z), e a_f _ é;,x)

t]' 162
=f (tj,wtj) — f(ti,wy,) J 6t (t, wy dt+f P (t,w;) dwy +£ 56—;; (t,wy)dt

1 t;
=A (tj7 wtj) — Aty x) = f Wdt + J o (t,we) dwy + lj —(304 (F, wi) dt
t; t;

t; Ltj
[t [ () 5
(

t; i
aQ . { 1[5 O (t,wy) O0A (t,wy) dt}
dW( w) = exp VA (tj,wy,) — Alti, x) EL vLTvLIT

Seja Z a medida do movimento Browniano viciado. Temos que

7 —(w ocexp{ A(tj,wt )}
dQ dQ dW { Jti 1 ( 5 oo (t,wy) 0A (t,wt)) }
dZ( w) = dW(w) 7 (w)oc exp .2 a’ (t,wy) + . + 2 pn dt
Sejam
. 1 1 da (¢, u) 0A (t,u)}
ot < ot it {50 00+ 350 g
1, 10a(t,u) 0A(t,u) }
r(L,t;,t;) = tes[ggj} sup {2a (t,u) + 5 ou T o U(ti b)) ¢
e defina
1 1 fole 8A> }
R N 9. - .
(b(t,wt,tl,tj) T(L’t“tj) {2 (CY + (}U, + (/t (t,wt) l(tz,t]) ) te [O,T]
Logo,

%(w)ocexp {—T(L,ti,tj)J:j (b(t,wt,ti,tj)dt} <1 (3.4)
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Pelo teorema (3.1.1), seja N o nimero de pontos de ® processo de Poisson de taxa r(L)
em [t;,t;] x [0,1] encontrados abaixo do gréﬁco de {(t,¢(t,w;));t € [t;, t;]}, entdo

P[N—O|w]—exp f gzﬁtwt,tz,t)dt}

Dessa forma, obtemos o exact algorithm para o caso ndo-homogéneo fazendo as devidas
adaptacoes ao algoritmo para o caso homogéneo.

Exemplo 3.2.1. Considere a EDE dY; = cos (%) dt + 0dB,, 0 € R*. Precisamos transform4-
la numa equacdo do tipo (3.4) utilizando a transformada de Lamperti. Seja

v Y,
thn(Yt)=f —db| =ZL =Y, =0X,.

00 ly=y O

Pela formula da transformada de Lamperti, temos

o (v o1 w(t,Y,) 1do(t,Y)
X, = | — - - _Z
dX; ﬁtfo o(t, u)d“Yt y o(t,Y,) 2 oY,

- <>cos 10
B 2

‘)

dt + dB,

dt + dB,

COS (

dt"‘ch U€R+.

o

Assim, consideraremos a equacdo dX; = cos (%) dt +dB;parac=1eT =50, Ay, =1e
Xy = 0. Neste caso, a € C™! e

a(t,z) = cos <%> ,
At o) = Lx COoS (%) dy = tsen <%> )
aa—?(t,x) = sen (%) — %cos <%> ,

o)== (3 ) ()

o(t,u,t;,t;) = %COSQ (%) — (1 - 2%) sen (%) — %cos <%> —U(t;, t5).

Temos entdo que

1 1
I(t;,t;) = inf (—1————>_ inf — 0 15

Logo,

tE[ti,tj] 2t t tE[ti,tﬂ 2t 2tl
(i, 1)) <1+1+1+1 l) (3+3+1+3) 5+3
r(ti,t;) = su —+—-—1) = su — — ==+
J P2 2 1 ACIY 2,) 27 4,

tE[ti,t]' tE[ti,t]’]

Assim, a fungao ¢ (t,wy, t;,t;) é dada por
D ae () - (e g)sen (3) — e ()] 1+ 5}
2 )|z Y (142 Xy _ 2 “t 14 2
(5t; +6) 2“7 \% o)\ T ) T T3,

h(t;, u)oc exp {A(tmu) - (UQLz)Z} = exp {tj sen (%) — (UZLz)Q} :
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Exemplo 3.2.2. [Modelo de Hull-White] Este modelo é utilizado para modelar taxas de juros
futuras e é definido como a solucao da seguinte EDE:

dY; = a(b+ ct — Y;)dt + 0pe” ' dB;,

para a, 0,01 € RT, b,ce R, e Y = R*. Note que ela ndo estd na sua forma reduzida, entdo
precisamos utilizar a transformada de Lamperti, obtendo

b+ ct
dXt = a/<——i_ct) - (a+01)Xt dt"‘dBt
ope’l
Neste caso, a € Cb! e
a(b+ ct
alt) = 2D (o4 o,
a+ oy a(b + ct)
o= 5y (222
(t, ) 5 r* + pY x,
%(t 2) = alc — oy (b + ct)]x7
ot opeLt
o
%(t,x) = —(a+ oy).

Assim, a fungao % (on + g—;‘ +2- %) (t,x) é dada por

1[a?(b+ct)?  2a(b+ct)(a+ o)z
2 0'06201t aoe"lt

a+ 01)2$2} B (a+ 01) N ale — o1(b+ ct)|x B
2 ogedtt

_ (a+01)2x2 N (a[c— (b+ ct)(a+ 201)]) . (on(lH—czf)2 (a+01)>‘

2 opett 202201t 2

Note que esta funcao é limitada inferiormente em x, como necessdrio para aplicar o EA. Além
disso, o valor minimo da funcao é dado por

( afc—(b+ct)(a+201)]

(S )’ N <a2(b+ ct)? (a+01)> |

2(a+01) 202¢e201t 2

Agora, as funcoes [ e r podem ser definidas sem maiores dificuldades. Além disso, como
A(t,z) é um polindmio de 2° grau em x com coeficiente de grau 2 negativo, temos que h
serd uma distribuicdo normal.

3.3 Contribuicao metodoldgica

Este trabalho é focado em estudar a simulagao exata de processos nao-homogéneos. Assim,
é natural pensar se hd algum caso limitante para que esses processos ndo possam ser Si-
mulados. A resposta € positiva e aqui explicamos os problemas que podem comprometer a
funcionalidade do algoritmo.
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Primeiramente, note que o exact algorithm pode ser modificado para ficar mais eficiente.
Defina:

1
l(L,ti,tj) = inf inf {§C¥2 (t,u) +

telt; t;] uel

10a(t, u) N 0A (t,u)}
2 Ju ot ’

~ 1 10a(t,u) 0A(t,u) - }
L.t t:) = {— (¢, - ’ L (Lt t)
7t 2 tes[ggj] igg 2" (tu) + 2 Ju ot ( )
- 1 1(, o« aA> - }
)= —— —49. = —UL.t:.t; .
P(t, wi, ti, 1) ATt {2 (a o2 (t,w) — (L, tit) ¢ 5 t € [tit)]

A probabilidade de aceitagao do algoritmo pode ser reescrita como

exp {—(I(L, i, t;) — (L, 1)) At; } exp {—f(L, tit;) fj & (t,wp, t, 1) dt} .

Dessa forma, o passo de aceitacao/rejeicdo pode ser executado simulando uma varidvel ale-
atéria Bernoulli com probabilidade de sucesso dada pela primeira funcdo exponencial acima,
e aplicando o algoritmos da moeda Poisson com uma taxa 7(L,%;,t;) e avaliando a funcao

¢(t7 We, tia tj)
Problemas ocorrem quando:

T (a®+ 2 +2- %) (t,w) —U(t;, t;) — o0, quando t; — oo, para t € [t;, t;] e At; fixo,
2. 7(L,t;,t;) — oo, quando t; — 0, para At; fixo.

O resultado em 1 faz com que a probabilidade de aceitacao do algoritmo, para qual-
quer intervalo de tempo fixo, convirja para 0, uma vez que esta decai exponencialmente em
57 (0% + 82 +2- 2 (t,w,) — Ut t;)dt.

O resultado em 2 faz com que o custo computacional do algoritmo cresca indefinidamente,
por envolver a simulagdo de um processo de Poisson com taxa 7(L, t;,t;) e da ponte Browniana
(em camadas) nos pontos do processo de Poisson.

Por fim, note que o problema 2 também ocorre quando utilizamos [ e r ao invés de leF
e o resultado em 2 ocorre para r. Existem casos em que o problema 2 ocorre para r e [ mas
nao ocorre para lef.

[lustramos os problemas citados por meio do exemplo abaixo.

Exemplo 3.3.1. Considere a EDE dY; = cos (tY;) dt+0dB,, 0 € R*. Precisamos transforma-
la numa equacdo do tipo (3.4) utilizando a transformada de Lamperti, obtendo

cos (o -t Xy)
o

Xt:|: :|dt+dBt, UER+.

Assim, consideraremos a equacdo dX; = cos (tX;) dt +dB; para o = 1. Nesse caso, a € C1?
e

a(t,z) = cos(tz),

A(t,x) = J: cos(ty)dy = sen(tx)/t,

0A _cos(tz) = sen(tx)
E(tu l‘) - 13 + t4 )
oo

W (t,x) = —tsen(tx).
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Logo,
1 t t t
o(t,we, ti t5) = §COSZ(2§ZE) — §sen(tx) + Costg ?) + Sei& z) — I(ts,t5,0),
t 1 1 t; 1 1
I(t;1:.0) — inf ( fffff _>:f_3_*_7
( J ) tel[g,tj] 2 3 t4 2 t? t?
1+¢ 1 1 1 2 2
ti7t‘76 = (— - - _l 70 ) - = t Y .
ot 0) = s (= bt gl d)) =54ttt

Note que, para este exemplo, ndo existem ganhos significativos se consideramos I e 7 ao
invés de [ e r . Por fim, fica evidente que ambos os problema descritos anteriormente ocorrem
para esse exemplo.

Os mesmos problemas sdo encontrados em processos utilizados em aplicacoes na area de
financas. Um desses processos é apresentado abaixo.

Exemplo 3.3.2 (O modelo Black-Scholes Extendido). Considere a EDE
dY, = aYydt + 00e’*'Y,d By,

para a, g, 01 € R e suas restricoes serdo dadas de modo que o algoritmo possa ser aplicado,
e Y = R*. Note que ela ndo estd na sua forma reduzida, entdo precisamos utilizar a
transformada de Lamperti, obtendo a EDE reduzida

a et
dx, = {—alxt + _ =0 } dt + dB,.
er"lt 2
Neste caso, a € C11 e
a ooe’tt
a(t,r) = —o1x + et 2
o1t
01 o a ope’!
Alt,z) = ——= +( — )x,
() 2 opelLt 2
0A (t,2) aocix  o0100e%
ot erglt 2
oo
—(t,x) = —0
ax( ) 1
Assim, a fungdo 1 (o + %2 + 2 2) (¢,w;) é dada por
1 < N a aoe”1t>2 aocx  o100e%
— | -0z — —oq| — — ,
2 ! opellt 2 ! opel1t 2

e diverge para infinito, para = fixo, quando ¢ tende a infinito, resultando nos problemas
descritos anteriormente.

3.3.1 Modificacao proposta

Ao considerar o exact algorithm para processos de difusao com tempo ndo homogéneo como
uma extensdo natural do caso homogéneo, definimos as funcées [ e 7 tomando o supremo em
t e w. No entanto, podemos considerar o supremo apenas em w e assim definir as fungoes
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[(L,t) e 7(L,t), dependendo de t. Dessa forma, temos que a probabilidade de aceitacao do
EA serd

exp {—(I(L,t) = I(ti, t;)) At; } exp {—f(L7t) f & (£, ) dt} :

sendo B(t,wy) = 7y {5 (0% + 22 +2- %) (t,w) — I(L,1)}.

Isto significa que o processo de Poisson ® no algoritmo da moeda de Poisson serd
nao-homogéneo, mas terd um valor esperado do nimero de pontos menor que o processo
homogéneo com taxa que considera o supremo também em ¢. Isso resultard em um algo-
ritmo com menor custo computacional e, em alguns casos, até mesmo resolver o problema 2
descrito anteriormente. No entanto, o problema 1 nao pode ser remediado, uma vez que a
probabilidade de aceitacdo ndo se altera.

Se aplicarmos a modificacdo proposta ao Exemplo 3.3.1, obtemos:

t 1 1
I(t) = —= — = — —
Q 2 3 ¢t
(1) 1+t+2+2
rit) == -+ =
2 B3t

Neste caso, o problema 2 ndo é resolvido mas, se por exemplo, aplicamos o EA no intervalo
(1,T], para T > 1, o nimero médio de pontos no algoritmo da moeda de Poisson diminui
como mostrado na Figura 3.3.

200 300 400
| | |

100
|

5 10 15 20
T

Figura 3.3: Numero médio de pontos do PP no exemplo 3.3.1 sem (preto) e com (vermelho)
a modificacdo proposta.
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Capitulo 4

Conclusoes e trabalhos futuros

Essa dissertacao discutiu o problema de simulacao exata para processos de difusdo univari-
ados. O algoritmo EA foi apresentado para o caso homogéneo e, como ainda nao havia sido
feito na literatura, detalhadamente derivado para o caso ndo-homogéneo.

O algoritmo foi aplicado em exemplos especificos e resultados numéricos foram apresen-
tados.

Por fim, uma modificacdo do algoritmo EA fol proposta para melhorar sua eficiéncia
computacional.

O caso ndao-homogéneo ainda apresenta desafios que tornam sua aplicacdo computacio-
nalmente invidvel. Pretende-se, em trabalhos futuros, propor modificacdes do algoritmo que
resolvam essas limitagoes, em particular, utilizando como proposta no algoritmo de rejeicao,
processos nao homogéneos, mas que preservem a continuidade absoluta necessdria e possam
ser simulados.

Uma vez resolvidos os problemas do algoritmo no caso nao-homogéneo, este pode ser
utilizado para derivar metodologias de inferéncia exatos (sem erro de discretizacdo). Essas
metodologias, por sua vez, podem ser aplicadas a vdrios exemplos de processos utilizados na
area de financas.
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Apéndice A

Apéndice

A.1 Calculo Estocastico de Ito

Esta secdo tem o objetivo de introduzir os principais topicos do calculo estocdstico. Caso
queira um maior aprofundamento neste tema (veja [17] e [7]). Uma das principais aplicacoes
do processo de Wiener (movimento Browniano) fot proposta por Bachelier, que por volta
de 1900 escreveu um artigo inovador sobre a modelagem dos precos de ativos na bolsa de
valores de Paris.

E claro que Bachelier ndo poderia ter chamado isso de processo de Wiener, mas ele
usou o que na terminologia significa B(t) como uma descricdo das oscilacoes de mercado
afetando o preco X (¢) de um ativo. A saber, ele assumiu que incrementos infinitesimais de
preco dX (t) sdo proporcionais aos incrementos dB(t) do processo de Wiener,

dX(t) = odB(t),

onde ¢ é uma constante positiva. Como um resultado, um ativo com preco inicial X(0) = x
valeria a pena

X(t)=x+cW(t)

no tempo t. Esta abordagem estava a frente do tempo de Bachelier, mas sofreu de uma
séria falha: para qualquer tempo t > 0 o preco X () pode ser negativo com probabilidade
diferente de zero. Mesmo assim, para curtos per{odos funciona bem o suficiente, desde que
a probabilidade seja insignificante. Mas a medida que ¢ aumenta, aumenta a probabilidade
de que X(t) <0, e o modelo afasta-se da realidade.

Para remediar a falha, observou-se que os investidores trabalham em termos de ganho
ou perda potencial dX (t) na proporcao da soma investida X (¢). Portanto, é na verdade o
preco relativo dX(¢)/X(t) de um ativo que reage as oscilacoes de mercado, ie., que seria
proporcional a dB(t),

dX(t) = o X(t) - dB(?). (A1)

Qual é o significado matemético preciso desta igualdade? Formalmente, se assemelha
a uma equacao diferencial, mas isto conduz imediatamente para uma dificuldade, porque
os caminhos de B(t) ndo sao diferencidveis em lugar algum. Uma maneira de contornar o
obstdculo fot encontrada por I1t6 em 1940. Em seu enorme sucesso da teoria de integrais
estocdsticas, 1td deu um rigoroso significado para equacdes como (A1) escrevendo-as como
equagoes integrais envolvendo um novo tipo de integral. Em particular, (A.1) pode ser escrita
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X(t) =a+ afxa) dB(t),

onde a integral do lado direito com respeito a B(t) é chamada de Integral Estocdstica de

Ito e serd definida na préxima secdo. Enquanto a primeira vista seria de se esperar que a
solucdo da equacéo fosse ze?®) mas na verdade, acaba por ser

X(t) = zePWe 2,

que é a exponencial martingal. O intrigante fator adicional ez ¢ devido a ndo-diferenciabilidade
dos caminhos do processo de Wiener. Claramente, se = > 0, entdo X (¢) > 0 para todo t > 0,
como requerido no modelo de precos de ativos.

A.1.1 Diferencial Estocastica e Formula de Ito

Qualquer fungdo continuamente diferencidvel z(t) tal que x(0) = 0 satisfaz as férmulas

T

x(T)* = QL x(t)dz(t),

z(T) = SJ x(t)*dw(t),
0

onde dz(t) pode simplesmente ser entendida como uma abreviagdo para 2/(t)dt, as integrais
no lado direito sao integrais de Riemann. Férmulas semelhantes sao obtidas para o movimento
Browniano:

B(T)* = JT dt +2 JT B(t)dB(t),

0 0

B(T)® = 3J

0

T T

B(t)dt+3f B(T)*dB(t).
0

Aqui, as integrais estocasticas se assemelham as expressoes correspondentes para uma funcao
suave (), mas ha também os termos intrigantes Sg dt e SSgB(t)dt. As férmulas para B(T)?
e B(T)? sao exemplos muito mais gerais da féormula de Itd, uma ferramenta crucial para
transformar e calcular integrais estocdsticas. Termos como S(:)F dt e SS(:)F W (t)dt, que ndo sdo
andlogos no célculo cldssico de funcdes suave, sdo uma caracteristica inerente a férmula de
Ito e referidos como a correcdo de It6. A classe de processos aparecendo na férmula de [td
é definida como se segue.

Definigao A.1.1. Um processo estocdstico £(t), ¢ = 0 é chamado um processo de It6 se ele
possui caminhos cont{nuos q.c. e pode ser representado como

T T

alt) dt + J b(t) dB(t) q.c., (A2)

1) = 60)+ |
0
onde b(t) é um processo pertencente a M2 para todo T > 0 e a(t) é um processo adaptado
a filtragao F; tal que
T
J la(t)|dt < o g.c. (A3)
0
para todo 7" = 0. A classe de todos os processos a(t) satisfazendo (A.3) para algum 7> 0
serd denotada por L}..
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Para um processo de Itd £ é comum escrever (A.2) como
dé(t) = a(t)dt + b(t)dB(t)

e chamar d¢(t) a diferencial estocastica de £(t). Isto é conhecido como a notagao diferencial
de 1t6. Deve ser enfatizado que a diferencial estocastica ndo tem significado matematico bem
definido por conta prépria e deve ser sempre entendida no contexto da rigorosa equacao (A.2).
A notacdo diferencial de Ito é um meio eficiente de escrever esta equacdo, ao invés de uma
tentativa de dar um significado preciso a diferencial estocastica.

Perceba que a equacgao (A.2) se difere do teorema fundamental do cdlculo apenas pelo
ruido determinado pela integral determin(stica Sg a(t)dt. E isso seque em qualquer construcdo
de um processo de [to, devido a aleatoriedade do processo.

Teorema A.1.1 (Férmula de It6 1-dimensional). Seja X; um processo de Ito dado por
dXt = udt + 'UdBt.
Seja g(t,x) € C?([0,0) x R). Entao Y; = g(t, X;) é um processo de It6, e

0g og 1%g
d}/t = g(t, Xt)dt + %(t, Xt)dXt + 5@(757 Xt) ' (dXt>27

onde (dX;)? = (dX;) - (dX;) é calculado de acordo com a tabela de multiplicacao de It6

dt-dt =0, dt - dB(t) = 0,
dB(t)-dt =0, dB(t)-dB(t) = dt.

Teorema A.1.2 (Existéncia e unicidade para equagdes diferenciais estocasticas). Sejam 7" > 0
eb(-,):[0,T] x R" - R" o(-,-) : [0,T] x R* — R™™ funcbes mensurdveis satisfazendo

bt )] + o(t,2)] < C(L+ |al); ze Rt e [0,T]
para alguma constante C, (onde |o|* = 3 |oy;|?) e tal que
bt 2) — b(t, )| + lo(t,2) — o(t,9)] < Dl — yl: w9 <R € [0,7]

para alguma constante D. Seja Z uma varidvel aleatdria indepentente da o-dlgebra Fim
gerada por B,(-),s = 0 e tal que E[|Z|*] < .
Entdo a equacdo diferencial estocdstica

dXt = b(t,Xt)dt + O'(Tf7 Xt)dBt, 0 <t < T, XO =7

tem uma Unica solucdo X;(w) com a propriedade que X;(w) é adaptado a filtracdo F7Z gerada

por Z e Bs(-);s <te
T
E U |Xt|2dt] <.
0

A.2 Ponte Browniana em camadas

Nesta secao demonstramos como aplicar EA quando somente (C) — (C3) sdo assumidos (veja
[1]). Portanto, agora ndo temos suposicao de limite superior em ¢. Lembre que o elemento
aleatério T = T(X) deveria ser selecionado de modo que sup(y ;4 ¢ (X;) < 7(T) < 0 entéo
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y+aq

///.;—/M/\/ M\\\ﬂ\ y+a3

y+az

hﬁ”md” \*wﬂ\\ o

Figura A1: Um caminho de Xy = z até X; = y, com = < y. Neste exemplo usamos camadas
simétricas a; = b;,7 > 1 para a escolha especifica de {a;} ilustrada no grafico, o evento U,
ocorreu. Portanto, neste caso /(X) = 4.

agora deve conter informacdes para todo o intervalo de caminho X. Definiremos YT como
a janela para uma particdo apropriada do espaco de caminhos. Cada caminho na particao
contém caminhos que se movem dentro de um intervalo conhecido. Portanto, condicionalmente
em T = T(X) estaremos em posicao de obter um superconjunto de [min(X), max(X)], e
entdo, o limite superior requerido em s — ¢ (X). Lembre que a construcdo deve respeitar
os passos 2. e 4. do EA, ou seja, permitir a simulagdo de YT e, entdo, de X dado T
em quaisquer instantes de tempo dados (de ndmero finito). Comecamos com a definicao
da (acima mencionada) particdo do espago de caminhos. Sejam {a;},, e {bi},5; duas
sequéncias positivas crescentes de numeros reais, e ag = by = 0. Dados Xy = z,Y; = v,
definimos = = A Y,y = = v y, e definimos os seguintes eventos: Comegamos com a
definicdo da (camada-mencionada) particao do espago de caminhos. Sejam {a;},_, e {bi},
duas sequéncias positivas crescentes de numeros reais, e ag = by = 0. Dados Xy = z,Y; =y,
definimos z =z A y,y = x v y, e definimos os seguintes eventos:

U, = {sup X, € [y+bi_1,y+bi]} N { inf X, >:1:—az~}

0<s<t 0<s<t

L, = { inf Xse(x—ai,m—ai_ﬂ} N {sup X3<y+bl}

0§S<t OSSSt

[% ==[% LJld,i > 1. U\4)

A particao requerida do espaco amostral consiste dos conjuntos D;,7 > 1. Introduziremos a
varidvel aleatéria discreta I = I(x) tal que {I =i} = D;. Note que {I < i} é equivalente
a{r —a; < Xy <y+b;, para todo s € [0,t]}. Portanto, definimos

T=1er(i)=sup{o(z):z€(T—a;,y+b)},ieN

A figura 1 demonstra a construcdo. No restante da secao exploramos uma representacao da
CDF de I em termos de séries mondtonas alternadas, para desenvolver um novo algoritmo
para a simulacdo. Mostraremos como simular a ponte Browniano condicionada em /. Na
sequéncia, as vezes iremos chamar I de camada da ponte Browniana. Assim, nos referimos a
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ponte Browniana condicionada em alguns valores de I como camadas da Ponte Browniana.
O algoritmo concebido para a simulacao de I pode ser facilmente modificado para desenvolver
uma amostragem de rejeicao da ponte Browniana por camadas, usando propostas da ponte
Browniana. No entanto, o nimero de caminhos propostos até a primeira aceitacdo tem
esperanca infinita, onde a esperanca é tomada com respeito aos caminhos propostos e |.
Este problema é aliviado pela introducao de um amostrador de rejeicdo alternativo para a
simulacdo da ponte Browniana por camadas.

A.2.1 Resultados Auxiliares

Nas subsecoes sequintes noés identificaremos eventos relevantes para a construcao da ponte
Browniana por camadas com probabilidade, p digamos, ndo é conhecida explicitamente mas
pode ser expressa como o limite da seguinte série de estimagoes:

O<SQ<S4<S@<"'<]?<"‘<S5<S3<Sl,

para alguma {S;} explicitamente conhecida. Para simplificar a exposicéo, consideremos a
sequinte definicdo.

Definicao A.2.1. Seja Z o subconjunto de sequéncias de Cauchy com valores em R, tal que
{S;} € T se e somente se

SQJ' < ng+2 < SQj+1 < S2j—1: para '[OdOj >1 (AS)

Para nossa construcdo, iremos requerer simulacoes de eventos de probabilidade p =
lim; ., S;j, onde {S;} € Z. Portanto, precisamos simular a varidvel aleatdria binaria 1[U < p).
Isto é realizado do sequinte modo. Seja

J =1inf{j:j par, S; > U ou j impar, S; < U}

entao
LU < p| = 1[J é par].

Portanto, é preciso considerar somente .J termos de {S;} para simular o evento de proba-
bilidade p. A série alternada especifica que aparece no nosso algoritmo e sdo apresentadas
na sequéncia, estd convergindo em seu limite mais rdpido que exponencialmente, entdao .J
serd normalmente um valor muito pequeno.

Na sequéncia, nds precisaremos simular eventos em que as probabilidades sao combina-
coes lineares ou proporcoes da sequéncia alternada em Z. A sequinte proposicao ilustra que,
para o caso destas simples transformacoes, tais probabilidades podem ser expressas tambén
como o limite de algumas sequéncias facilmente identificdveis em Z, portanto os eventos
correspondentes podem ser simulados como descrito abaixo.

Proposigdo 2. Seja f : R — R, para algum m € N, uma fungdo C'* com

L)

>0 paratodol <i<m, eueR}.

Seja {Si} € Z, para todo 1 < i < m, com p; = lim;,, S}, e defina p = f(p1,...,pm)
Considere a sequéncia {T;} definida para cada 1 <7 < m da sequinte forma:

of

— <0
6ui

A D A ,
T = 5" se % > 0, enquanto T" = 5", se
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Considere a sequéncia {5} definida como:

S; = f(T},T7,....,1]") .

j
Entdo {S;} € Z e p = lim;_,4 5.

Demonstragdo: Precisamos provar que (A.5) ocorre para {S;}, dado que ocorre para cada
{S]”} A prova seque considerando a monotonicidade estrutural de f. Para a afirmacdo
Saj+1 < S;j—1, basta notar que quando calculamos Sy;_;, f toma como entrada valores mas
altos (comparado a Sy;41 ) ao longo das diregoes em que f é crescente e valores mais baixos
ao longo das diregoes em que f é decrescente. O caso é andlogo para Sy; < Sajio. |

O Maximo Absoluto de uma ponte Browniana

Para K > |uq| v |uz|, seja 7 (s, u1, ug, K) denota a probabilidade sobre BB (s; u1, us) em que
um caminho ndo sai do intervalo [— K, K]. Esta probabilidade tem uma expressao conhecida
em termos de uma série infinita, um resultado que pode ser rastreado até Doob (1949), embora
veja Potzelberger e Warg (200l) para uma referéncia mais recente. Definamos para j > 1,

a; (s,u1,uz, K) = exp {—g 2Kj — (K +w)][2Kj — (K + u2)]}

9
7_'j (S,Ul,UQ,K) = exp {—?j [4[(2] + 2K (Ul - UQ)}}

Entdo, o Teorema 3, de Potzelberger e Wang (2001) implica
0¢]
v (s,up,ug, K) =1— Z {oj (s, u1,u9, K) — 7 (8, u1,u2, K)} (A.6)
j=1

onde

05 = 6-j (S,ul,U27K) + 5-j (S, —Uuz, —U,Q,K)

T, =T, (s5,u1,u2, K) + Tj (s, —ur, —up, K)

Observe que devido as propriedades simétricas da ponte Browniana, (A.6) pode ser usada
para calcular a probabilidade que uma ponte Browniana arbitrdria ndo escapa de nenhum
intervalo dado. Simulacoes de eventos de probabilidade (A.6) podem ser alcancadas conforme
descrito anteriormente devido a proposicao abaixo.

Proposigao 3. Seja {5} construida como se seque.

j—1
Soj_1 = 2 (ok — ) + 05, Soj = Saj1 — 15,7 =1,
k=1
onde 0; = 0 (s,ur,us, K),7; = 7 (s,u1,us, K). Entdo {S;} € T para qualquer uy,uy €
R,s>0,e K> |ui| v |ual

Demonstragao: Note que pela definicdo de o; e 7;, temos @; > 7; > 741, para todo j > 1.
Assim, oy > T > 0p41, para todo 1 < k£ < 7 — 1, resultando em o — 7, > 0. Logo, como

j—1

S2j—1 = Z (O’k — Tk) + O'j,

k=1
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J
So(j+1)—1 = So2j41 = Z Op — Tk) + 041

daf, ng+1 = SQJ 1—Tj + 041, onde —T; + 0541 < 0. Assim, 52j+1 < SZj—l- Por hlp(’)tese,
ng = ng 1 — ., donde —T; < —=T; + 0j41. Portanto, SQJ' < 52j+2 < 52j+1 < SQJ',L para
todoj>1eo resultado segue diretamente. |

Probibilidades de acerto da ponte de Bessel

Considere algum u; > 0,us > 0 e K > uy v up. Seja d(s,uy,uq, K) que denota a pro-
babilidade sobre a lei da ponte de Bessel S (s;uy,us) que um caminho ndo ultrapassa K.
Similarmente, para K < L, denotamos ¢ (s, uy,us, K, L) a probabilidade sobre S (s;uy, us)
que um caminho condicionado para ficar abaixo de L, que nao ultrapassa K. A derivacao
dessas probabilidades explora a representacdo de uma ponte de Bessel como uma ponte
Browniana condicionada a permanecer positiva. Portanto para u; > 0 e omitindo os arqu-
mentos da medida da ponte Browniana,

BB[X nao sai de (0,
BB[X néo sai de

K
’Y(Saul_E)uQ_

~—

d(s,u,ug, K; L) =

==

Y

<

(0
K
2
L
2

— ’ 92
V(s =502 =3, 5)
K K K
S, U , U -y
6(S,U1’U2’K) lim 5(8 U17U2,K L) ")/( 17 9,%2 77 2)
L—w 1— exp { 2u§u2 }

Nesta configuracao, BB = BB (s; u1, us). Para o caso especial u; = 0, tomamos o limite
u; — 0 na expressao acima e encontramos que,

Uz — Z;‘Ozl {CJ (57u27K) - gj (S7U27 K)}
Uz — Z?:l {CJ (S’U%L) - gj (87u27 L)} ’

5 (5,0, up, K) — 1 — u% SUG (5,102, K) — & (5,0, K}
=1

5(Sa07u27K;L) =

onde

& (s,ug, K) = (2Kj + ug) exp {—2Kj (Kj + ug) /s}
Cj (S,Ug, K) = fj (S, —UQ,K) .
Simulacao de eventos de probabilidade § (s, uy,uq, K; L) e 6 (s,uy,us, K) pode ser facil-

mente alcancado para qualquer uy,uy > 0, L > K > uy Vv ug, explorando a proposigao 2.
Para o caso limitante u; = 0, adicionalmente requeremos o seguinte resultado.

Proposicdo 4. Seja {S;} construida como se segue

7—1

Soj_1 = Z (G — &) + ¢y Soj = Sojm1 — &5, =1,

k=1

onde ¢; = ¢ (s,u2, K), & =& (s,u, K), com K > uy > 0. Se 3K* — s > 0, entdo
{Sj}EI.
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Demonstragao: Note que quando 3K%—s > 0, entdo f(u) := ((s,u, K)/&(s,u, K) é cres-
cente com f(0) = 1. Portanto, {; > &; para todos os valores apropriados de seus argumentos.
Mostraremos agora que &; > (;+1. Arazdo §;/(j+1 é crescente em j entdo é suficiente mostrar
que & > (o. Note que quando 8K? — s > 0, entdo g(u) := & (s,u, K)/C(s, u, K) é decres-
cente com g(K') = 1, portanto & > (5. Tendo estabelecido o ordenamento (; > &; > (11, 0
resultado requerido seque diretamente. |

A restricdo 3K? > s nao afetard a aplicabilidade geral do algoritmo que se seque. Como
mostramos na sequéncia, o usuario pode facilmente especificar um limite superior e inferior na
possivel faixa de valores de K e s respectivamente de modo que estd garantido que 3K? > s.

A.2.2 Construcao das camadas da ponte Browniana

Retornamos agora para a configuracdo que introduzimos no inicio desta segdao. A funcao
distribuicdo de I pode ser escrito como

F(i): =P[I <]
:7<t’x—y a; — b; y—x+ai—bi |y—x|+ai+bi)7i>1

2+2’2 2 72 2

com F(0) = 0. Note que P[I =i = P[F(i — 1) < U < F(i)], para uma U ~ U,|0,1],
portanto I pode ser simulado como se seque. Para qualquer i > 1, seja {SJZ} €7 a
sequéncia alternada convergindo para F'(i), como obtido da representacdo de v em (A).
Também definimos a sequéncia {S?} com S;-) = 0 para todo j > 1. Entao, definimos I =1
quando S;_l <U< S}H, para algum j par.

Simulando a camada I da ponte Browniana, continuamos para o passo 4. do EA, que é
para simular o resultado da camada da ponte Browniana na colec¢do finita de instantes de
tempo determinados pelo processo de Poisson. A abordagem mais dbvia para fazer isso é usar
amostragem de rejeicdo com candidatos da BB(¢;x,y) : para uma proposta da realizacao
condicionada de I. Contudo, esta solucdo é teoricamente e praticamente invidvel se Ny é o
nimero de tentativas até (e incluindo) o primeiro sucesso quando:

IE[NO]—E[E[N0|[]]:Zﬁx]}”[[—z‘]:oo

Portanto, adotamos um procedimento alternativo de amostragem de rejeicao no qual propomos
trajetdrias que sdo provaveis de serem aceitas. Para a construcdo proposta, consideramos
camadas simétricas, isto é, escolhemos a; = b;, ¢ = 1. A producdo poderia continuar mesmo
no caso geral, contudo esse ajuste especificado pelo usudrio vai simplificar as férmulas que
aparecem em seguida. Também ndo existe razao obvia para tomar diferentes alturas do
comportamento superior e inferior da ponte Browniana.

Seja BBp, a lei da camada de destino da ponte Browniana. Proporemos de uma mistura de
duas pontes Brownianas condicionadas. Especificamente, considere os eventos

M, = {sup X, € [gj+ail,§+ai)} ., M, = { inf X, e (:Y:—ai,f—ail]} ,i > 1.
0<s<t — O<s<t
Sejam BBy e BB)y, as leis da ponte Browniana BB(%; z,y) restrita a M e M respectiva-
mente. Nosso algoritmo de amostragem de rejeicdo usa trajetérias candidatas de
1 1

PDI = §EBE+ é]BB%
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Esta medida proposta forca o minimo ou o maximo das trajetdrias realizadas para estarem no
intervalo correto, que é o intervalo onde o méximo ou o minimo da trajetéria de destino estao.
Mais analiticamente, lembre a definicao do evento condicionante D; de (A4): D; = Uyu Ly.
A definicdo dos vdrios eventos sugere que a ponte Browniana de M (resp. de My ) sao
candidatos extremamente bons para a ponte de Uy (resp. de Ly ).

O sequinte teorema deriva a probabilidade de aceitacao apropriada. Para um subconjunto
geral de trajetérias, digamos A, BB[A] é a probabilidade sobre BB(¢; z,y) que uma trajetéria
estd em A.

Teorema A.2.1. BBp, é absolutamente continuo com respeito a Pp, com densidade

dBBp, (x) = 2BB [M] y 1[X € Dy
dPp, - BB[D;] " 1+1[XeUnlLf

Demonstragdo: Basta usar a ponte Browniana ndo condicionada BB = BB(¢;x,y) como
uma medida referéncia. Entdao

dBBp,

BB, vy ot (X)
dPp, VO () + § R ()

21[X € D;|BB[D;]™"
1[X e M| BB [M;] " +1[X e M]|BB[M]

1

Pela simetria das camadas, é claro que BB |M;| = BB [%} e a expressao da densidade
requerida seque diretamente. |

Assuma que N é o nimero de trajetdrias propostas até a primeira aceitagao. Entdo

2BB[M;] _ 2BB[M;] _ 2
BB[D;] — BB[U;] BB [infocset Xs > 7 — a4’

E[N|I] =

de modo que, mesmo para moderado a;, E[N] serd pequeno.

Note também que selecionando camadas simétricas (a; = b;) simplifica a expressao para a
probabilidade de aceitacdo da amostragem de rejeicdo desde que, quando este é o caso,
BB [M;| = BB [M;]; veja a prova do teorema acima. Nosso algoritmo com probabilidade
1/2 propde uma trajetéria X ~ BBz e com probabilidade igual, uma trajetéria X ~ BBy,.
A simulagao de BBy, (e por simetria de BB3z) pode ser facilmente realizada sequindo a
decomposicao de uma ponte Browniana em seu m{nimo em termos de duas pontes de Bessel.
O cdlculo da probabilidade de aceitacdo X requer também a simulacdo das indicadoras
1[X € Dy] e 1[X € Ur n L;] que serdo realizadas com base nos resultados sobre tempo de
acerto de uma ponte de Bessel. Analiticamente, continuamos como se seque.

Primeiro, simulamos o minimo m da ponte Browniana proposta X condicionalmente es-
tando em (Z — a;,T — a;_1], e entdo o tempo 7 quando o minimo é atingido. Lembre que o
caminho da camada alvo, também portanto o caminho proposto, precisa ser simulado somente
nos instantes de tempo do processo de Poisson ®,(y). No caso simples quando ®,(yy ndo tem
pontos, a varidvel binaria 1 [X € Dy] é facil de simular, pois é igual a 1 com probabilidade

0(1,0, 2 —m,g+a;—m)xd(t—7,0,5 —m,j+ar —m).

Se 1[X € D;] = 0 a trajetéria X é rejeitada. No caso oposto, prosseguimos para a indicadora
1[X € U; n Dy]. Condicionalmente em 1 [X € D;] =1, é verdade que 1[X € Uy n L;] =0,
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com probabilidade

(1,0, —m,y+ar—1 —m;y+ar—m)

X0(t—71,0,y —m,y+aj_; —m;y+ar—m).

Se 1[X e Urn L;] =1, entdo a trajetéria proposta é aceita com prob. 1/2, caso contrario
com prob. 1. No caso geral quando ®,(y) tem um nimero de pontos positivo, o procedimento
é simular. Simulamos, m, 7, e a localizacdo da trajetdria proposta nos instantes de tempo
determinados per ®,(y). Condicionalmente nesta informacao, a trajetdria é recuperada como
um produto de pontes de Bessel. Portanto, a distribuicdo das varidveis bindrias 1 [X € Dy]
e 1[X € Uy n Lj] pode ser expressa em termos de produtos de probabilidades de acerto da
ponte de Bessel e pode ser simulada seguindo o método da série alternada.

Para mais concretude, podemos formular um pseudoalgoritmo descrevendo o passo 4. do EA
3. Vamos precisar do maximo de uma trajetéria m* := sup { Xs; s € [0, ]}

Exact Algorithm
Simulagao de {Xxi; 1<1< |®T(T)|} de Z|X; =y, I.

1 Para X ~ BB(t;z,y), simula {Xx;1<i<|® )|} junto com o minimo (7, m),
com prob. 1/2 ou o méximo (7,m*), com prob. 1/2, condicionalmente em m €
(i’ —ar,T — a]_l] ou m* e [gj +ar—1,y + a[);

2 Se 1[X € D;] =0, rejeita X e volta para 4.1;

3Sel[XeUnLi]=0 (resp. 1)retorna {Xx;1<i<|®yx)|} com prob. 1 (resp.
1/2) Caso contrario, rejeita X e volta para 4.1.

Para o passo 2, note que, no caso em que o minimo m é simulado, 1 [X € D;] = 1 é um
evento de probabilidade

|y [ +2
H 4] (s,- —8im1, Xg; , —m, X5, —m, Yy +a; — m) ,

=1

onde {SZ-; 0<1i< |<I>r(y)} + 2} é uma ordem crescente de {0,¢,7} U {XXZ.; 1<i< |<I>T(T)|}.
Para o caso do mdximo m* deve-se apenas trocar cada termos no produto acima com
0 (si — 51, m* — X, ,,m* —X;,,m* —x + af). Entdo para o passo 4.3, o evento 1[X €
Ur n L;] =0 é de probabilidade:

| )| +2
1_[ 0 (si — 521, Xg,_, —m, Xs, —m,y+ar—1 —m;y+ar — m)
i=1
para o caso de m, com 9 (si —Si—1,m* =X, om* =X, m*—2+a_1;m*—2+ aI) tro-
cando os termos no produto acima para o caso de m*.
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