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Resumo

ACOSTA, Karen Martinez, Universidade Federal de Minas Gerais, Marco de
2019. Categorias de feixes, algebras de incidéncia e equivaléncias deri-
vadas. Orientador: Viktor Bekkert.

Um conjunto finito parcialmente ordenado (poset) X possui uma estrutura natu-
ral de espaco topoldgico, portanto podemos considerar a categoria de feixes sobre
X com valores numa categoria abeliana A a qual pode ser identificada com a ca-
tegoria de funtores covariantes do diagrama de Hasse de X em A. Em particular,
quando A é a categoria de espagos vetoriais de dimensao finita sobre um corpo
k, a categoria de feixes sobre X com valores em A é equivalente a categoria de
modulos a direita de dimensao finita sobre a algebra de incidéncia do poset X

sobre k.

Neste trabalho apresentamos um estudo detalhado da categoria de feixes sobre
posets com valores numa categoria abeliana A baseado no artigo [20] de Sefi
Ladkani e, mais especificamente, como objetivo principal, mostramos uma cons-
trugao na qual o autor usou idéias de topologia algébrica e geometria algébrica
para obter equivaléncias derivadas entre a dlgebra de incidéncia de um poset X

e algebras de incidéncias de posets induzidos por subconjuntos fechados de X.

il



Abstract

ACOSTA, Karen Martinez, Universidade Federal de Minas Gerais, Marco de
2019. Categorias de feixes, algebras de incidéncia e equivaléncias deri-
vadas. Orientador: Viktor Bekkert.

A finite partially ordered set (poset) X carries a natural structure of a topological
space, so we can consider the category of sheaves over X with values in an abelian
category A which can be identified with the category of covariant functors from
the Hasse diagram of X into A. In particular, when A is the category of finite
dimensional vector spaces over a field k, the category of sheaves over X with
values in A is equivalent to the category of finite dimensional right modules over

the incidence algebra of X over k.

In this work we present a detailed study of the category of sheaves over posets
with values in an abelian category A based on the article [20] of Sefi Ladkani
and, more specifically, as main objective, we show a construction in which the
author used ideas of algebraic topology and algebraic geometry to obtain derived
equivalences between the incidence algebra of a poset X and incidence algebras

of posets induced by closed subsets of X.
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Introducao

Categorias trianguladas e categorias derivadas foram introduzidas por J.L.
Verdier e A. Grothendieck em meados da década de 1960 com a finalidade de
estender a dualidade de Serre na geometria algébrica. Desde entao, essas cate-
gorias se tornaram importantes e sao aplicadas em varias areas da matematica
tais como topologia algébrica, geometria algébrica, equacoes diferenciais parciais,
andalise microlocal, entre outras, e, por serem usadas para relacionar objetos de
natureza diferentes elas podem ser vistas como certas pontes entre diversas areas
da matematica. Por exemplo, existe uma relagao entre categorias derivadas de
feixes coerentes sobre espagos projetivos e categorias derivadas de certas algebras

de dimensao finita estabelecida nos trabalhos de A. Beilinson [I] e, I. Bernstein,
I. Gelfand e S. Gelfand [11].

Em [3], podemos ver que nos tltimos anos tem crescido o interesse no estudo
de equivaléncias derivadas entre categorias derivadas de feixes sobre variedades
algébricas. Além disso, na Teoria de Representagoes, tem crescido o interesse no
estudo de equivaléncias derivadas entre categorias derivadas de mddulos sobre
um anel ou sobre uma algebra de dimensao finita, isso devido ao Teorema de Mo-
rita para categorias derivadas provado por Rickard, no qual ele estabelece uma
condicao necessaria e suficiente para a equivaléncia, como categorias trianguladas,
entre categorias derivadas D°(A) e D°(B) de duas élgebras A e B, mais especifi-
camente, ele provou que as categorias derivadas D?(A) e D*(B) sdo equivalentes
como categorias trianguladas se, e somente se, existe um complexo 7 limitado
de A—mddulos projetivos finitamente gerados, chamado complexo inclinante, tal
que: para todo n # 0, Homps(4)(T*,T*[n]) = 0, add T* gera K’(proj A) como
categoria triangulada e Endps4)(T*) = B, mais detalhes deste teorema podem

ser encontrados em [16].



Sumaério 2

Todo conjunto finito parcialmente ordenado (poset) possui uma estrutura natural
de espaco topologico, portanto podemos considerar a categoria de feixes sobre X
com valores numa categoria abeliana A, no caso particular em que A é a categoria
mod k, com k corpo, essa categoria pode ser identificada com a categoria dos

modulos a direita finitamente gerados sobre a algebra de incidéncia de X sobre

k.

Nosso objetivo principal é estudar equivaléncias derivadas entre categorias deriva-
das de feixes sobre posets com valores na categoria mod k. Mais especificamente,
estudar o artigo [20] de Sefi Ladkani no qual o autor usou idéias de topologia
algébrica e geometria algébrica para obter varias equivaléncias derivadas entre

algebras de incidéncias de posets.
Este trabalho esta organizado em trés capitulos, em detalhes:

No capitulo 1, sao apresentadas as nocoes basicas e os principais resultados ne-
cessarios para o desenvolvimento deste trabalho. Neste capitulo exibimos os con-
ceitos de categoria, categoria triangulada, categoria derivada, categoria de feixes,

entre outros, e estabelecemos a notacao a ser usada.

No capitulo 2, nos dedicamos ao estudo dos principais resultados da categoria de
feixes sobre posets com valores numa categoria abeliana A e, particularmente,

estudamos o caso em que A é a categoria mod k, com k corpo.

No dltimo capitulo, introduzimos a nocao de categoria derivada de feixes sobre
posets com valores na categoria abeliana mod k e, principalmente, apresentamos
uma construgao mecanica a qual nos permite obter equivaléncias derivadas entre
a algebra de incidéncia de um poset X, com certa propriedade combinatéria, e

algebras de incidéncias de posets induzidos por subconjuntos fechados de X.



Capitulo 1
Preliminares

Apresentaremos neste capitulo uma revisao das principais defini¢oes e resulta-
dos que serao utilizados no decorrer deste trabalho e estabelecemos notacao para
o desenvolvimento do mesmo. Omitiremos algumas demonstragoes mas indicare-

mos textos onde podem ser encontrados detalhes daquilo aqui exposto.

1.1 Categorias e funtores

Introduzimos nesta secao alguns conceitos e resultados basicos da Teoria de
Categorias usados ao longo deste trabalho. Para mais detalhes sobre os assuntos

abordados sugerimos o livro [6].

Definicao 1.1. Uma categoria C consiste de uma classe ObC de objetos de C,
uma classe Home de morfismos em C e uma opera¢ao bindria o definida entre os

morfismos, satisfazendo as sequintes condicoes:

(a) Para cada par de objetos X,Y € C existe um conjunto Home(X,Y') tal que:

o Hom(C = UX,YeObCXObC Home(X,Y).
o Se (X,Y)#(Z,W), entao Home(X,Y) () Home(Z, W) = 0.

(b) Para cada tripla de objetos X,Y,7Z € ObC estd definida a operagdo com-

posicao de morfismos

o: Home(Y,Z) x Home(X,Y) — Home(X, Z)
(9. f) —  gof
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e tem as duas sequintes propriedades:

e A composicdo o € associativa.

e Para cada X € ObC existe um tunico elemento 1x € Home(X, X),
chamado morfismo identidade de X, tal que se f € Home(X,Y) e
g € Home(Z,X), entio folx =felyxyog=yg.

Em particular, uma categoria é dita pequena se sua classe de objetos é um con-

junto.

Para simplificar notagao, as vezes denotaremos:

O objeto X € Ob(C simplesmente por X € C.

O morfismo f € Home(X,Y) por f: X — Y ou x-tovy,

e A composta g o f simplesmente por gf.

A igualdade das composicoes de morfismos g o f e [ o h por um diagrama

na categoria C da forma

x—.y

h

Q

dito diagrama comutativo.

Dentre alguns dos exemplos cldssicos de categorias temos:

Set — Categoria cujos objetos sao conjuntos e cujos morfismos sao as fungoes
entre conjuntos.

Ab — Categoria cujos objetos sao grupos abelianos e cujos morfismos sao os ho-
momorfismos de grupos abelianos.

Ring — Categoria cujos objetos sao anéis e cujos morfismos sao os homomorfis-
mos de anéis.

Vect — Categoria cujos objetos sao espacos vetoriais e cujos morfismos sao as
transformacoes lineares.

vect — Categoria cujos objetos sao espacos vetoriais de dimensao finita e cujos
morfismos sao as transformacoes lineares.

Mod A — Categoria cujos objetos sao modulos a direita sobre uma algebra A e
cujos morfismos sao os homomorfismos de moédulos.

mod A — Categoria cujos objetos sao médulos a direita de dimensao finita sobre
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uma algebra A e cujos morfismos sao os homomorfismos de médulos.
Top — Categoria cujos objetos sao espagos topoldgicos e cujos morfismos sao as

aplicagoes continuas.
Os dois seguintes exemplos terao uma importancia fundamental neste trabalho.

Exemplo 1.2.

1. Um conjunto parcialmente ordenado, ou poset, consiste de um conjunto
X com uma relagio < que € reflexiva, antissimétrica e transitiva. (Uma

definicao formal de posets serd dada mais adiante.)

Todo poset (X,<) define uma categoria como seque: Os objetos sao os
elementos de X e para quaisquer x,x’ € X, o conjunto de morfismos
Homx (z,z') de x a ' € vazio a menos que v < x’. Neste caso, existe

um dnico morfismo de x a x', denotado por x — ', isto €,

xr—12, sex<ua;

Homx (z,2") = { .
0, caso contrdrio.

2. Todo espago topoldgico (X, T) define uma categoria de conjuntos abertos,

denotada por O(X), como seque: Os objetos sao os subconjuntos abertos de

X e o conjunto Homo(xy(U, V) de morfismos de U a V em O(X) € vazio

a menos que U C V. Neste caso, existe um unico morfismo de U a V,

denotado por U — V', isto €,

U=V, seUCV;
0, caso contrdrio.

HO?TLO(X)(U, V) = {

Definimos a categoria oposta de uma categoria C, denotada por C°, do se-
guinte modo: ObC? := ObC e Homeor(X,Y) := Home(Y, X). Além disso,
se temos os morfismos f € Homeor (X,Y) € g € Homeer (Y, Z), entdo fog €
Homeer (X, Z).

Definicao 1.3. Dizemos que uma categoria C' é uma subcategoria de C se satis-
faz: ObC' C ObC, Home: € Home, a composicao de morfismos em C' é a mesma
de C e se o morfismo identidade 1'x € Home: coincide com o morfismo identidade

1x € Home, para cada X € ObC'.

Uma subcategoria C’ de C é dita plena se Home (X, Y) = Home (X, Y), para todo
X, Yecl.
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As categorias vect e mod A sao subcategorias plenas de Vect e Mod A, respec-

tivamente.

Sejam C uma categoria e f : X — Y um morfismo de C. Chamaremos o

morfismo [ de:

1. Endomorfismo de X quando X =Y.

2. Monomorfismo se f o g, = f o gy implica que g, = g9, para todo par de

morfismos g1, go com codominio X.

3. Epimorfismo se g1 o f = g9 o f implica que g1 = ¢o, para todo par de

morfismos ¢q, go com dominio Y.

4. Isomorfismo se existe um morfismo g : ¥ — X tal que fog = 1y e
go f=1x.
Definigao 1.4. Sejam C e C' duas categorias. Um funtor covariant(ﬂ (respecti-
vamente, contravariante) F :C — C' € definido atribuindo a cada objeto X
de C um objeto F(X) de C' e a cada morfismo f: X — Y em C um morfismo
F(f): F(X) — F(Y) (respectivamente, F(f): F(Y) — F(X)) em C' tal que

as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

(a) F(1x) = 1px) para todo X € C.

(b) F(gof)=F(g)oF(f) (respectivamente, F(go f) = F(f)oF(g)) para cada
par de morfismos f : X — Y eg:Y — Z em C.

Seja C uma categoria e X € C. Um exemplo importante é o funtor covariante
Home(X,—) : C — Set e o funtor contravariante Home(—, X) : C — Set

definidos, respectivamente, como segue:

Home(X,—):C — Set
Y +— Hom¢(X,Y)
Y—1-7 5 Home(X,f): Home(X,Y) — Home(X,Z)
g — filg)=Ffoy

Home(—, X):C — Set
Y +—— Home(Y, X)
Yo7 s Home(f,X): Home(Z,X) — Home(Y,X)

g — fg)=gof

@ Ao longo deste trabalho, a palavra funtor fars referéncia a um funtor covariante.
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Sejam C e C’' categorias. Dado X € C’, o funtor constante X : C — C' leva todo

objeto de C em X e todo morfismo de C no morfismo identidade 1y.

Um funtor F': C — C’ é dito pleno (respectivamente, fiel) se a aplicacdo

F :Hom¢(X,Y) — Home (F(X),F(Y))
[ F(f)

é sobrejetora (respectivamente, injetora), para todo X,Y em C.

Um funtor F': C — C’ é dito denso se para cada objeto Y € (', existe um
objeto X € C e um isomorfismo F(X)—=Y em C'.

Sejam F, F’ : C — C’ funtores. Um morfismo funtorial, ou transformacao
natural, ¥ : F' — [’ é uma familia de morfismos {¢x : F(X) — F'(X)}xec
tal que, para qualquer morfismo f : X — Y em C o seguinte diagrama comuta
em C':

F(X) -2 F(X)
F (f)l lF’(f)
_ /
F(Y)——~F(Y)
Dizemos que ¥ é um isomorfismo funtorial se para cada X € C, ¥x é um iso-

morfismo em C'.

Observacao 1.5. Fun(C,C’) denota a categoria cujos objetos sao funtores de C

a C' e cujos morfismos sao transformagoes naturais.

Um funtor F' : C — C’ é uma equivaléncia de categorias se existe um funtor

G : C' — C e isomorfismos funtoriais ¥ : 1o —=GF e ®: 1o — FG.

Se existe uma equivaléncia F' : C — C’ de categorias C e C’, entao dizemos que

C e (' sao categorias equivalentes, e escrevemos C ~ C’.

Outro critério que permite dizer quando duas categorias C e C' sdo equivalentes
¢ o seguinte: Um funtor F' : C — (' é uma equivaléncia de categorias se, e

somente se, I’ é pleno, fiel e denso.

Dois funtores F': C — C' e G : C' — C sao ditos adjuntos (F é adjunto a
esquerda de G e G é adjunto a direita de F) se temos um isomorfismo natural
Home (F(—),—) ~ Home(—, G(—)), e escrevemos (F, G).

Proposicao 1.6. Um par de funtores ' : C — C' e G : C' — C sao ad-

Juntos se, e somente se, existem transformacgdes naturais n : l¢ —» GF (cha-
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mada unidade) e ¢ : FG — 1¢ (chamada counidade), tais que as composi¢oes
oG
G n

mente.

GFGC% G ¢ FIU FQF =P F sdo wguais o lg e 1p, respectiva-

Uma demonstracao detalhada desse resultado pode ser encontrada no Teorema
6.4 do artigo [7].

1.2 Categorias aditivas e abelianas

Apresentamos nesta secao os conceitos de categoria aditiva e categoria abe-
liana, assim como alguns resultados tteis envolvendo estes conceitos. Toda a

informagao abaixo mencionada pode ser encontrada, também, no livro [6].

Definimos o objeto zero de uma categoria C, denotado por 0, como o objeto tal
que, para todo X € C, existe um tnico morfismo 0 — X e um tnico morfismo

X —0em C.

Definigao 1.7. Uma categoria C é aditiva se verifica as sequintes condi¢oes:

e FKuxiste o objeto 0 em C.

e Para cada par X,Y € C temos que Home(X,Y) € um grupo abeliano tal

que a composicao de morfismos € bilinear, isto €,

folg+h) = fog+foh
(g+h)of = gof+hof

e Para quaisquer X,Y € C existe o biproduto em C, isto €,

i1 D2
X__~XeY_"Y
P @2

tCLl que plil = 1)(, pgig = ]_y, plig = pgil = 0 € ilpl —+ 7:2]72 = ]_X@y.
Um objeto nao nulo X de uma categoria aditiva C é chamado indecomponivel
se de um isomorfismo da forma X = X1® X2 deduzimos que X; = 0 ou X5 = 0.

Seja k um corpo qualquer. Uma categoria aditiva C é dita k-linear se para

cada par de objetos X,Y € C, o grupo de morfismos Hom¢(X,Y') é munido de
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uma estrutura de k-espacgo vetorial tal que a composicao de morfismos em C é

uma aplicacao k-bilinear.

Um funtor F' : C — C’ entre categorias aditivas é chamado aditivo se preserva

somas diretas (ou biproduto) e se, para cada par de objetos X,Y € C, temos que
F(f+g)=F(f)+ F(g), para todo f,g € Hom¢(X,Y).

Sejam C uma categoria com objeto zero e f : X — Y um morfismo em
C. O nicleo de f é um objeto Kerf junto com um morfismo £k : Kerf — X
satisfazendo as seguintes condigoes:
(a) fok=0.
(b) Para todo objeto Z de C e todo morfismo k' : Z — X tal que fo k' =0,
existe um dnico morfismo h : Z — Kerf tal que k' = k o h.
De maneira dual, define-se o conicleo de f, denotado por Cokerf.

Definicao 1.8. Uma categoria C é uma categoria abeliana se:

e C ¢ aditiva.

e Cada morfismo f : X — Y admite nicleo e coniicleo e o morfismo f

indicado no sequinte diagrama comutativo € um isomorfismo

Kerf—f X — vy < Cokerf

Cokerk -7 > Kerc

Definigao 1.9. Seja F' : C — C' um funtor covariante (respectivamente, con-

travariante) entre categorias abelianas. Dizemos que um funtor F' : C — C' ¢é

um subfuntor de F se satisfaz:

(a) F'(X) C F(X) para todo X € C.

(b) Para qualquer morfismo f : X — Y em C o sequinte diagrama comuta em
C':
Funtor covariante: Funtor contravariante:
FI(X)— F(X) F(Y)—=F(Y)
F’(f)l lF(f) F’(f)j jF(f)
F(Y)—F(Y) FI(X)— F(X)
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Seja F' : C — C’ um funtor aditivo entre categorias abelianas. F é dito
exato a esquerda (respectivamente,d direita) se para toda sequéncia exata curta
00— X —Y —Z7Z—0emC, asequéncia 0 — F(X) — F(Y) — F(2)
(respectivamente, F'(X) — F(Y) — F(Z) — 0) é exata em C'. Se F ¢ exato

a esquerda e a direita, dizemos que F' é um funtor ezato.

Se F' : C — (' é contravariante, dizemos que F' é um funtor exato a esquerda
(respectivamente, a direita) se o funtor covariante F : C®? — C' é exato a

esquerda (respectivamente, a direita).

Exemplo 1.10. Sejam C uma categoria abeliana e X € C. Entdo, o funtor
covariante Home(X, —) e o funtor contravariante Home(—, X) sdo ezemplos de

funtores exatos a esquerda. (Veja, Proposi¢ao 1.6.8 do livro referéncia [0].)

Seja C uma categoria abeliana. Um objeto P € C é projetivo se, para qualquer
epimorfismo h : X — Y em C, todo morfismo f : P — Y se fatora por h a um

f': P — X, tal que o seguinte diagrama comuta:

P

X—h>Y—>0

De maneira dual, um objeto I € C é injetivo se para qualquer monomorfismo
h:X — Y emC, todo morfismo f : X — [ seestende por haum f':Y — I,

tal que o seguinte diagrama comuta:

/
fl d
%/ f/
1

O resultado abaixo segue diretamente da definicao de objetos projetivos e injeti-

VOS.

Lema 1.11. Seja C uma categoria abeliana. Entao,

1. P € C € projetivo < Home(P,—) € ezato.

2. 1 € C € injetivo < Home(—, 1) € ezato.

Uma categoria abeliana C tem suficientes projetivos se, para todo objeto X

em C, existe um epimorfismo P — X com P projetivo. De maneira dual, uma
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categoria C tem suficientes injetivos se, para todo objeto X em C, existe um

monomorfismo X — I com [ injetivo.

O seguinte resultado vai ser muito 1util para identificar funtores exatos a partir
de funtores adjuntos, e sua demonstracao pode ser encontrada no Teorema 2.6.1

do livro referéncia [6].

Teorema 1.12. Sejam C e C’ categorias abelianas. Se F' :C — C' e G : C' — C
formam um par (F,G) de funtores aditivos adjuntos, entio F € exato a direita e

G € exato a esquerda.

Mais detalhes das definigoes abaixo expostas podem ser encontrados em [17]
e [1§].

Um objeto nao nulo X numa categoria abeliana C é dito simples se qualquer

subobjeto de X é zero ou X.

Definigao 1.13. Sejam C uma categoria abeliana e X € C. Uma filtragdo (cres-
cente) de X ¢ uma familia {X;}icz de subobjetos de X tal que se i < j em Z,
entao X; C Xj.

Uma filtracao ¢é dita decrescente se X; C X; sempre que ¢ < j em Z. Uma

filtragdo (Crescente ou decrescente) é dita finita se existem i,j em Z tais que

XZZOGXJIX

Uma serie de composicao de X de tamanho n é uma filtracao finita
O:XQCX1CCXn:X

tal que os quocientes consecutivos X;/X; 1 sao todos objetos simples em C.

Se X admite uma serie de composicao de tamanho n dizemos que X tem com-
primento finito, denotado por £(X) < oco. Mais precisamente, ¢(X) = n. Caso

contrario, dizemos que o comprimento de X é infinito, e escrevemos ¢(X) = 0.

Observagao 1.14. Sejam C uma categoria abeliana e 0 — X' — X —
X" — 0 uma sequéncia exata curta em C. Entao, {(X) < oo < ((X') < o e
U(X") < 0.

Uma categoria abeliana C é chamada categoria de comprimento se {(X) < oo,
para todo X € C.
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1.3 Limites e colimites

Apresentamos nesta se¢ao alguns conceitos de limites e colimites, os quais sao
fundamentais para o estudo de feixes sobre posets. Indicamos como referéncia o

livro [9]. Porém, os conceitos aqui expostos podem ser encontrados, também, em
[6].

Definimos o objeto inicial de uma categoria C como o objeto X € C tal que,
para todo Y € C, existe um tinico morfismo X — Y. De maneira dual, definimos
o objeto terminal de uma categoria C como o objeto Y € C tal que, para todo

X € C, existe um unico morfismo X — Y.

Dada uma categoria C, um objeto universal de C é um objeto que é inicial ou

terminal.

Definicao 1.15. Seja I uma categoria pequena e C uma categoria arbitrdria. Um

diagrama é um funtor F': I — C.

1.3.1 Cone e limites
Seja F': I — C um diagrama. Um cone sobre F' é uma transformacao natural
de um diagrama constante L € C a F. Explicitamente, é um objeto L € C junto

com uma familia de morfismos {1, : L — F(x)}.cr tal que se f: 2 — y é um

morfismo em [, entao o seguinte diagrama comuta:

L
wz \"py‘\
o FW)

Observagao 1.16. A colecao de cones sobre um diagrama F : I — C forma

F(x)

uma categoria, denotada por Cone(F), cujos objetos sio cones (L,1,) e cujos
morfismos entre dois cones (L', 4',) e (L,1,) consiste de uma aplica¢ao

u: L' — L tal que, para todo x € I, o sequinte diagrama comuta:

L “ L
AN A

Um limite é simplesmente um objeto universal na categoria Cone(F'), como
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vemos a seguir.

Definicao 1.17. O limite de um diagrama F' : I — C, denotado por @F, € o

objeto terminal na categoria Cone(F).

Especificamente, um limite é um objeto I&HF € C junto com uma colecao de
morfismos {1, },c; que comuta com os morfismos do diagrama de tal forma que,
sempre que houver outro objeto L' com uma colegdo de morfismos {¢’,},c; que
também comutam com os morfismos do diagrama, entao existe um tinico morfismo
u: Ll — 1&1}7 tal que ¢, = ¥, ou, para todo z € I. Como ilustrado no seguinte

diagrama comutativo:

As vezes vamos nos referir ao limite nos seguintes termos: Limite inverso, lim ou
lim.
Exemplo 1.18.

1. Considere a sequinte categoria indexada e o diagrama:

o limite deste diagrama € (se existe) o produto F (i) [ F(j).

Mais geralmente, o produto € o limite de qualquer diagrama F : I — C,
onde I é uma categoria discreta (categoria de objetos sem morfismos entre
eles) e, € denotado por [, F(i).

2. Considere a sequinte categoria pequena I junto com o diagrama F : [ — C

Iﬁ-t ClﬁCQ
[ J 03

Note que, pela definicao de limite, @F = (.
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3. Considere a sequinte categoria pequena I junto com o diagrama F : I — C

| |
[ J [ ] 02 . C3

o limite deste diagrama € (se existe) chamado de pullback.

Uma categoria C é dita completa se todo diagrama F': I — C, onde [ é uma

categoria pequena, tem limite em C.

1.3.2 Cocone e colimites

De maneira dual, vamos definir o colimite de um diagrama.

Seja F': I — C um diagrama. Um cocone sobre F' é uma transformacao
natural de F' a um diagrama constante C' € C. Explicitamente, é um objeto
C' € C junto com uma familia de morfismos {¢, : F(x) — C},es tal que se

f:x — y é um morfismo em I, entao o seguinte diagrama comuta:

Observacao 1.19. A colecao de cocones sobre um diagrama F : I — C forma
uma categoria, denotada por CoCone(F), cujos objetos sao cocones (C, ¢,.) e cujos
morfismos entre dois cocones (C',¢',) e (C, ¢,) consiste de uma aplicagdo

u:C — C" tal que, para todo x € I, o sequinte diagrama comuta:

C “ C’
N
F(x

Um colimite é simplesmente um objeto universal nesta categoria, como vemos

a seguir.

Definicao 1.20. O colimite de um diagrama F' : [ — C, denotado por liﬂF, €

0 objeto inicial na categoria CoCone(F).
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Dualizando a descricao explicita do limite, um colimite é dado explicitamente

pelo seguinte diagrama comutativo:

As vezes vamos nos referir ao colimite nos seguintes termos: Limite direto, colim
ou hg
Exemplo 1.21.

1. Considere a sequinte categoria inderada e o diagrama:

o limite deste diagrama € (se existe) o coproduto F(i) [ F(j).

Majis geralmente, o coproduto € o colimite de qualquer diagrama F : I — C,

onde I é uma categoria discreta (categoria de objetos sem morfismos entre
eles) e, € denotado por [[, F(i).

2. Considere a sequinte categoria pequena I junto com o diagrama F : [ — C

| |
[ [ ] 02 . 03

Note que, pela defini¢ao de colimite, th = (.

3. Considere a sequinte categoria pequena I junto com o diagrama F : [ — C

]—>o Ch——=Cy
[ J 03

o colimite deste diagrama (se existe) é chamado de push-out.
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Uma categoria C é dita cocompleta se todo diagrama F : I — C, onde [ é

uma categoria pequena, tem colimite em C.

1.3.3 Extensoes de Kan como limites e colimites

A seguir definiremos Extensoes de Kan a direita e a esquerda e apresentare-
mos um caso particular que serd essencial para definir alguns funtores de feixes
sobre posets, o qual mostra que limites e colimites sao apenas casos especiais de
Extensoes de Kan. Uma exposi¢ao mais detalhada daquilo aqui exposto pode ser

encontrada em [9] e [15].

Sejam B,C,D categorias e ' : B — D, E : B — C funtores. A extensdo
de Kan a direita de F ao longo de E, denotada por R = RangF', é um funtor
R : C — D junto com uma transformacao natural € : R o F — F universal
no seguinte sentido: Para qualquer funtor H : C — D com uma transformacao
natural 0 : H o E — F', temos que 0 se fatora unicamente através de ¢, isto é,
existe uma tunica transformacao natural a : H — R tal que o seguinte diagrama

comuta:

RoFE
~

< Jlag
€ ~
~
~

F HoFE

Como ilustrado no seguinte diagrama:

B—X -p B F .p = B E_.D
El fre s El o I TrER
C C E y
H
C

De maneira dual, a extensao de Kan a esquerda de F' ao longo de E, denotada
por L = LangF', é um funtor L : C — D junto com uma transformacao natural
n: ' — LoF tal que para qualquer funtor H : C — D com uma transformacao
natural v : F' — H o E/, temos que 7 se estende unicamente através de 7, isto €,

existe uma unica transformacao natural 5 : L — H tal que o seguinte diagrama
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comuta:

B—% -p B—Xr -p = B—%X .
El In_~ Ej by~ b
C C E I
H
C

Observacao 1.22. FExtensoes de Kan nem sempre existem, mas se D é uma
categoria completa (respectivamente, cocompleta), entao podemos dar férmulas
pontuais para as Extensoes de Kan a direita (respectivamente, a esquerda) de F

ao longo de E. No sequinte caminho:
FExtensoes de Kan a direita como limites:

Considere os funtores F : B — D e E : B — C, com B uma categoria
pequena e D uma categoria completa. Seja o funtor R = RangF : C — D junto
com a transformacgao natural € : Ro E — F a Extensao de Kan a direita de F

ao longo de E.

Entao, dado ¢ € C temos que R(c) € D e, para cada b € B tal que eziste um
morfismo g : ¢ — E(b) em C, seque que €, o R(g) : R(c) — F(b) € um

morfismo em D.

Se by, by € {b € B | 3 morfismo c — E(b) em C} e, se existe um morfismo by —
by em B, entdo por R ser um funtor e € uma transformacao natural, o sequinte

diagrama comuta:

/R<c> \
R(g1) R(g2)
(E(b1)) R(E(bs

R

F(by) F(by)
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Dai, considerando R(c) € D como um funtor constante, concluimos que
(R(c),{ev 0 R(g)}) € Cone(F"), onde F' denota a restricio de F ao conjunto
{b € B | 3 morfismo ¢c — E(b) em C}.

Analogamente, para qualquer outro funtor H : C — D com uma transformacao
natural § : H o E — F temos que, considerando H(c) € D como um funtor
constante, (H(c),{dy 0 H(g)}) € Cone(F").

Como 0 se fatora unicamente através de €, existe uma unica transformagdao na-
tural « : H — R tal que, para todo b € {b € B | 3 morfismo ¢ — E(b) em C},

o sequinte diagrama comuta:

Logo, R(c) é um objeto terminal em Cone(F") e, além disso, por D ser uma
categoria completa o funtor F' tem limite em D. Dai, seque que R(c) = @F’
em D.

Portanto, no caso em que D € uma categoria completa, temos que a Fxtensao de
Kan a direita de F : B — D ao longo de E : B — C € definida em cada c de
C por:

R(c) := RangF(c) = Jm F(b) (1.1)

c—E(b)
Extensoes de Kan a esquerda como colimaites:

Procedendo de maneira dual, se B é uma categoria pequena e D é uma cate-
goria cocompleta, obtemos que a Extensdo de Kan a esquerda de F : B — D ao

longo de E : B — C € definida em cada ¢ de C por:

L(c) := LangF(c) = limy F(b) (1.2)
E(b)—c
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1.4 Categorias trianguladas e derivadas

Apresentamos nesta se¢ao o conceito de categoria triangulada e construimos
a categoria derivada de uma dada categoria abeliana, para isto, introduzimos a
nocao de categoria de complexos e categoria homotopica de complexos. Estas
categorias, assim como alguns resultados aqui expostos, serao fundamentais para
o estudo do ultimo capitulo deste trabalho. Os detalhes omitidos podem ser

encontrados em [4] e [§].
Categoria triangulada:

Sejam C uma categoria aditiva e T' : ' — ' um funtor aditivo o qual é
um automorfismo em C. As vezes denotaremos T"(X) e T"(f) simplesmente por

X|[n] e f[n], respectivamente, para todo n € Z.

Um triangulo em C é uma sequéncia de objetos e morfismos em C da forma

XYy e 7" 7(X)

Um morfismo de triangulos é uma tripla de morfismo (f, g,h) em C tal que o

seguinte diagrama comuta:

Se os morfismos f, g e h sao isomorfismos em C, entao o morfismo de triangulos

é chamado isomorfismo de triangulos.

Definicao 1.23. Uma categoria triangulada ¢ uma categoria aditiva C junto
com um automorfismo aditivo T', chamado funtor de translag¢ao, e uma cole¢ao

de triangulos distinguidos satisfazendo os sequintes axiomas:

(TR1) e Qualquer triangulo isomorfo a um triangulo distinguido € também um

triangulo distinguido.

e Para todo objeto X € C, o triangulo

X2 X —0—=T(X)

¢ distinguido.
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e Para todo morfismo X ——=Y em C, existe um triangulo distinguido

X-—t-y 7 —=T(X)

(TR2) Um tridngulo X —=Y ——= 7 —=T(X) € distinguido se, e somente se,

Y =7 —">T(X) i (Y) € um triangulo distinguido.

(TR3) Dados dois triangulos distinguidos X ——=Y —= 7 —~=T(X) e

X ey Yo W T(X'), para todo par de morfismos f: X — X'
eqg:Y — Y tais que u' o f = gowu, existe um morfismo h: Z — Z' tal
que (f, g, h) € um morfismo de triangulos, isto é, tal que o sequinte diagrama
comuta:

X—toy_—Ys7 " T(X)

I

\i
X —Y —= 7 —=T(X')

(TR4) (Azioma do octaedro) Dados trés triangulos distinguidos
X oV g oT(X), Y Yol X' —=T(Y) e
X==7Z Y’ T(X) , existe um triangulo distinguido

4 Y’ X' T(Z') tal que o sequinte diagrama comuta:
Xty 7' — = T(X)
|
1x v | 17(x)
v
X7 YV . T(X)
|
u 1z | T (u)
v
Y e o X' T(Y)
|
114/

Y
Z'-->Y' --=X'-->T(Z")

Sejam C e C’ categorias trianguladas. Um funtor aditivo F' : C — C’ é um
funtor entre categorias trianguladas, chamado funtor triangulado, se as seguintes
condicoes sao satisfeitas:

(a) T o F 2 F oTg, onde To e Ter sao os funtores de translagao de C' e (7,

respectivamente.

(b) F' leva triangulos distinguidos de C em triangulos distinguidos de C'.
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Categoria de complexos:

Seja A uma categoria aditiva. Um complezo sobre A é uma familia
X* = (X", d%)nez de objetos X™ de A e morfismos d% : X" — X" tais que
d% o d}_l = 0, para todo n € Z. Usualmente, escreveremos um complexo como
uma sequencia de objetos e morfismos como segue:

—1
dy d%

X Xt X" Xt —

O objeto X™ é chamado componente homogénea de grau n de X*® e os morfismos

d diferenciais de X°.

Sejam X* e Y'* complexos sobre A. Um morfismo de complexos f : X®* — Y* é
uma familia de morfismos f = (f": X" — Y"),cz tal que d}\ o f* = f" o d%,

para todo n € Z. Isto é, tal que o seguinte diagrama comuta:

X e B e By
f\j fnlt fnl/ fn+1l
o . -1 1
i A= At St
Y Y

Os complexos sobre uma categoria aditiva A junto com os morfismos de comple-

xos formam uma categoria aditiva, chamada categoria de complexos sobre A e,

denotada por C(A).

Um complexo X* sobre A é dito limitado inferiormente (respectivamente,
superiormente) se existe ng € Z tal que X™ = 0, para todo n < ngy (respectiva-
mente, n > ng). Um complexo é dito limitado quando é limitado inferiormente e
superiormente. Denotaremos por CT(A), C~(A) e C°(A) as subcategorias plenas
de C(A) cujos objetos sdo os complexos limitados inferiormente, limitados supe-
riormente e limitados, respectivamente. Usaremos a notacao C*(A) para fazer

referéncia a qualquer uma das subcategorias acima.

Observagao 1.24. Qualquer objeto X € A pode ser associado a um complexo
X® com X" =X e X" =0, paran # 0, e todas as diferenciais sendo zero. Este

complexo € chamado complexo concentrado no grau zero.

Dados um complexo X*® e um inteiro p, “transladando” suas componentes ho-

mogéneas e seus diferenciais podemos definir um novo complexo X*[p|, chamado
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p-ésima translagcao de X*®, como segue:

X[p]" = X" e dyy, = (—1)Pdy”

E, se f: X* — Y* é um morfismo de complexos, também podemos definir um

novo morfismo f[p] de X*[p] em Y*[p], como segue:

flol = 4

Categoria homotdpica:

Sejam f,g: X* — Y* dois morfismos na categoria C(.A). Dizemos que f e g
sao homotdpicos, e escrevemos f ~ g, se existe uma familia (s"),cz de morfismos
s X" — Y™l em A tais que f? — g" = di's™ + s"T1d%, para todo n € Z.

Como ilustrado no seguinte diagrama comutativo:

X ot B e By
s" // Sn+1 //
| el hedl|
# +
Y*: yn-1 Yn yrtl o
dy? dy

A familia (s"),ecz de morfismos é chamada homotopia de f em g.

Em particular, se g é o morfismo zero de C(A), dizemos que f € homotépico a
zero e, que (s"),ez € uma homotopia de f, e escrevemos f ~ 0. E facil ver que ~

é uma relacao de equivaléncia sobre C(A).

Assim, definimos a categoria homotépica de complezos, denotada por IC(A), do se-
guinte modo: Ob/C(A) := ObC(A) e Homy(4)(X*,Y*) := Home(4)(X*,Y*)/ ~,
isto é, os morfismos na categoria homotdpica sao as classes de equivaléncia de

morfismos em C(A) médulo homotopia.

A categoria K(A) é aditiva e, além disso, possui uma estrutura de categoria
triangulada. Denotamos as categorias homotépicas das categorias CT(A), C~(A)
e C*(A) por KT(A), K~(A) e K°(A), respectivamente. K*(A) denotard qualquer

uma dessas subcategorias.

Seja A uma categoria abeliana, para cada inteiro n € Z definimos o funtor de

cohomologia H" : C(A) — A do seguinte modo:

o Dado um complexo X* em C(A), temos que H"(X*) = Kerd% /Imdy *.



1.4. Categorias trianguladas e derivadas 23

o Dado um morfismo de complexos f : X* — Y*, definimos o morfismo

H™(f): H"(X*) — H"(Y*) por H"(f)(Z) = f"(z), para todo z € Kerdy.
Lema 1.25. Se f,g : X* — Y* sao morfismos homotdpicos, entao H"(f) =
H"™(g), para todo n € 7.

Demonstragcao: Sejam n € Z e T € H"(X*®), com z € Kerdy. Por de-
finicdo temos que H™(f)(Z) = fr(z) e H"(g)(Z) = g*(z). Como f ~ g, entdo
existe uma familia (s"),cz de morfismos s® : X" — Y"1 em A tais que
(f" — g")(z) = dy's™(x) + s"Td%(v) e assim, por v € Kerdy, segue que

(f" — g")(x) = d¥'s"(x) € Imd . Portanto, fm(z) = g"(z). O

Um morfismo f: X* — Y* em C(A) é chamado quase-isomorfismo se
H™(f): H"(X*) — H™(Y*) s@o isomorfismos, para todo n € Z.

Pelo Lema anterior, se f é um quase-isomorfismo e f ~ g, entao g também é um
quase-isomorfismo. Portanto, um morfismo em IC(A) é um quase-isomorfismo se
todos os seus representantes sao um quase-isomorfismo. Vamos denotar por S* a

colecao de todos os quase-isomorfismos em IC(A).

Seja A uma categoria abeliana. Denotamos por Z e P as subcategorias plenas

de A consistindo de todos os objetos injetivos e projetivos em A, respectivamente.

Um complexo I* é chamado K—injetivo se I* € K(Z) e, de maneira dual, um

complexo P* é chamado K—projetivo se P* € K(P).

Seja A uma categoria abeliana. Dizemos que IC(A) tem suficientes K—injetivos se
para qualquer complexo X* € K(A) existe um complexo I* € K(Z) e um quase-
isomorfismo s : X* — I*. De maneira dual, dizemos que K(A) tem suficientes
KC—projetivos se para qualquer complexo X* € K(A) existe um complexo P*® €

K(P) e um quase-isomorfismo s : P* — X°.

Exemplo 1.26. Se A tem suficientes injetivos (respectivamente, suficientes pro-
jetivos), entao KC*(A) tem suficientes K—injetivos (respectivamente, suficientes

KC—projetivos). De fato, veja Coroldrio 13.2.8 (respectivamente, Coroldrio 13.3.8)
de [4].

Sejam A uma categoria abeliana com suficientes injetivos e A, B em A. Entao,

tomando B*®* como um complexo concentrado em B no grau zero, por hipotese,

. o . 0o _d°_ 71 _d'_ 2 n
existe um complexo I3 : ... 0 I I 1 ...com[" e,
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para todo n > 0, tal que B®* — I, é um quase-isomorfismo e assim, aplicando o
funtor Hom 4(A, —) obtemos o complexo induzido Homy4 (A, I§) dado por:

1

0
..—0——=Homyu (A4, I°) i>HOHIA(A, I') LHomA(A,Iz) = -

Definimos, para todo n > 0, o n—ésimo funtor de extensio Ext(A, B) como
a n—ésima cohomologia do complexo induzido pelo funtor Hom 4(A, —), isto é,

Ext" (A, B) = H™(Homy(A, I})).

De maneira dual, sejam A uma categoria abeliana com suficientes projetivos e
A, B em A. Para todo n > 0, podemos definir o n—ésimo funtor de extensao
Ext" (A, B) como a n—ésima cohomologia do complexo induzido pelo funtor con-
travariante Hom 4(—, B), isto é, Ext" (A, B) = H"(Hom (P4, B)).

Lema 1.27. Se A € uma categoria abeliana com suficientes injetivos, entao, para
qualquer par de objetos A, B em A e para todo n € Z, existe um isomorfismo
candnico Ext’y(A, B) — Homg-(a)(A, I3[n]). De maneira dual, se A é uma
categoria abeliana com suficientes projetivos, entao, para qualquer par de objetos
A,B em A e para todo n € Z, existe um isomorfismo canonico Ext’ (A, B) —
Homye-(4) (P4, Bln]).

Demonstracdo: Antes de construir o isomorfismo note que, um morfismo f
na categoria K*(A) entre o complexo de A concentrado no grau zero e Iy[n] é
uma familia de morfismos f% com i € Z tal que f* = 0, para todo i # n, e

ff"=f:A— 1" onde d" o f =0, como ilustra o diagrama:

A* 0 A 0
| I
Iyfn): I I I

Como d?(f) = d"o f = 0, entao f € Kerd! e assim, podemos considerar sua
classe [f] em Kerd?/Imd» ' = H"(Homy(A, I})). Dai, definimos o morfismo

P HOm;C*(A)(A,Ié[TL]) — EXtZ(A,B)

f — [/]

Note que, se f ~ g, entao H'(f) = H'(g), para todo i € Z. Logo, [f] = [g] e,

portanto, ¢ estd bem definida.
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Vamos provar que ¢ é um isomorfismo.

Primeiro, provaremos que ¢ é injetiva: Sejam f e § em Homyc«(4)(4, Ig[n]) tais
que [f] = [g]. Entao, f — g € Imd"' = ImHomy(A,d"') e assim, existe
s:A— I" 1 tal que f — g = d" ! os. Portanto, f — g é homotépico a zero e,

consequentemente 7 =g.

Agora, provaremos que ¢ ¢é sobrejetiva: Dado [f] € Kerd?/Imd" !, temos que
f:A—I"com d"o f=0. Assim, o morfismo f, com f* =0, para todo i # n,

e f* = f, é um morfismo do complexo A concentrado no grau zero ao complexo

I3[n] tal que o(f) = [f].
Portanto, Ext’y (A, B) = Homg- () (A, I3[n]).

De maneira dual, podemos provar que se A tem suficientes projetivos, entao
Exty (A, B) = Hom-(a) (P4, Bn]).

O

Observagao 1.28. Sejam A, B objetos numa categoria abeliana A com suficien-
tes projetivos e injetivos. Entao,
1. Ext"(A, B) = Homy(A, B).

2. Ext"(A, B) =0, para todon >0, se A€ P ou BeT.

Categoria derivada:

A localizacao da categoria IC(A) com relagao a colegao S* de todos os quase-
isomorfismos é denotada por D(A) := K(A)[(S*)™!] e chamada de categoria de-
rivada de A.

Mais especificamente, a categoria D(.A) é definida do seguinte modo:
ObD(A) := ObC(A) e Homp(a)(X*,Y*) := Mxey+/ ~, isto é, os morfismos na

categoria derivada sao as classes de equivaléncia de telhados a esquerda

Z.
LN
X°* Y

Denotaremos por f : X* — Y* os morfismos da categoria D(A) e por DT (A),
D~ (A) e D*(A) alocalizagao das categorias K (A), K~ (A) e KP(A) com relagio &

colecao S*, respectivamente. D*(.A) denotard qualquer uma dessas subcategorias.

,com s € S*.

A categoria D(.A) possui uma estrutura de categoria triangulada.
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f

Proposigao 1.29. Seja 0 X* ye 2> 27° 0 uma sequéncia exata

curta em C*(A). Entdo, ela determina um triangulo distinguido em D*(A) dado
g

por X°* L Y —27° T(X*).

Demonstragdo: Veja Proposicao 3.5.2 (pag. 130) de [§]. OJ

Além disso, para a localizacao D(A) := K(A)[(S*)7'] de K(A) com relacao a
colegao S* existe um funtor aditivo @ : K(A) — D(A) chamado funtor de

localizagao, o qual é a identidade nos objetos, tal que:

(a) Q(s) é um isomorfismo em D(A), para todo quase-isomorfismo s € S*.

(b) @ é universal no seguinte sentido: Dada uma categoria triangulada D e
um funtor triangulado F' : K(A) — D tal que F(s) é um isomorfismo
em D, para todo quase-isomorfismo s € S*, entao existe um unico funtor
triangulado G : D(A) — D tal que F' = G o @, isto é, tal que o seguinte

diagrama comuta:

K(A)
;(lA) k__) D

Teorema 1.30. Se KC(A) tem suficientes K—injetivos, entio o funtor de loca-
lizacao Qz : K(Z) — D(A) € uma equivaléncia de categorias trianguladas. De
maneira dual, se IC(A) tem suficientes K—projetivos, entao Qp : K(P) — D(A)

€ uma equivaléncia de categorias trianguladas.

Demonstragao: Se KC(A) tem suficientes K—injetivos, entdo para cada X°® €
K(A) existe um complexo I* € K(Z) e um quase-isomorfismo s : X* — I°, com
Qz(s) isomorfismo em D(A). Logo, o funtor Q7 é denso. Basta verificar que o
funtor Q7 é pleno e fiel. Para mais detalhes, veja Teorema 13.1.7 (pag. 68) de
[41.

Portanto, o funtor ()7 é uma equivaléncia de categorias trianguladas.

De maneira dual, podemos provar que o funtor ) é uma equivaléncia de cate-

gorias trianguladas. O

Observagao 1.31. Todo funtor aditivo F : A — B entre categorias abelianas
induz um funtor triangulado D(F') : D(A) — D(B) entre categorias derivadas.
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Explicitamente: Sejam F' : A — B um funtor aditivo entre categorias abelianas e
C(A), C(B) suas respectivas categorias de complezos, entdo o funtor F' se estende

a um funtor aditivo C(F') como seque:

o Dado X* € C(A), temos que C(F)(X*®)" := F(X") e g xey = F(d¥) :
F(X™) — F(X"™Y), para todo n € Z.

o Dado um morfismo f : X* — Y* em C(A), definimos o morfismo C(F)(f) :
C(F)(X*) — C(F)(Y*) por C(F)(f)" := F(f™), para todo n € Z.

O funtor C(F') é chamado levantamento de F' a categorias de complexos.

Além disso, sejam f,g : X* — Y* morfismos homotopicos, entao existe uma
familia (s") ez de morfismos s : X™ — Y™ ' em A tais que, f*—g" = dy's"+
s"Td%. Aplicando o funtor F obtemos que F(f") — F(g") = dg(}l)(y)F(s") +
F(s”“)dg(F)(X), assim C(F)(f) e C(F)(g) sdao homotdpicos. Logo, C(F) induz

um homomorfismo de grupos abelianos
Homyc(a)(X®,Y*) — Homye(p) (F(X*®), F(Y*))

Vamos denotar o homomorfismo por IC(F), onde IC(F)(X®) := C(F)(X*), para
qualquer complezo X* em C(A).

IC(F) € um funtor exato entre categorias trianguladas chamado funtor levanta-

mento de F' a categorias homotdpicas de complexos.

Além disso, se F' € um funtor exato entre categorias abelianas, entdo para qualquer
quase-isomorfismo s : X* — Y* em KC(A), o morfismo K(F)(s) : K(F)(X*) —

K(F)(Y*) é um quase-isomorfismo.

Assim, suponha que F : A — B € um funtor exato entre categorias abelianas
e considere o funtor de localizacao Q4 : K(A) — D(A), como D(B) é uma
categoria triangulada e (Qp o IC(F))(s) € um isomorfismo, para todo s quase-
isomorfismo em K(A), entao 3! funtor D(F) : D(A) — D(B) tal que o sequinte

diagrama comuta:

D(F) é um funtor exato entre categorias trianguladas chamado funtor levanta-

mento de F' a categorias derivadas, definido por:
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o Dado X* € C(A), temos que D(F)(X*®) := C(F)(X*).

o Dado um morfismo f : X* — Y* em D(A), temos que D(F)(f) :=
KE)(S)-

Quando o contexto seja claro, denotaremos D(F') simplesmente por F.

Uma exposicao mais detalhada pode ser encontrada na pag. 191 do livro referéncia
[8].

Seja F' : A — B um funtor aditivo entre categorias abelianas, entao pelo
anterior ele induz um funtor exato K(F) : K(A) — K(B). Considere as
categorias derivadas D(A) e D(B) e, seus respectivos funtores de localizacao,

Qu: K(A) — D(A) e Qs : K(B) — D(B).

Um funtor derivado a direita de F' consiste de um funtor exato RF : D(A) —
D(B) junto com um morfismo graduado de funtores ep : Qo K(F) — RF oQ 4
com a seguinte propriedade universal: Se G : D(A) — D(B) é um funtor exato
junto com um morfismo graduado de funtores € : Qp o K(F) — G o ) 4, entao
existe um tnico morfismo graduado de funtores n : RF — G tal que o seguinte

diagrama comuta:

RFOQA

/ h ~ H!WOQA
~
~

Qs 0 K(F) . GoQu

De maneira dual, um funtor derivado a esquerda de F' consiste de um funtor exato
LF : D(A) — D(B) junto com um morfismo graduado de funtores er : LF o
Qu — QpoK(F) com a seguinte propriedade universal: Se G : D(A) — D(B)
¢ um funtor exato junto com um morfismo graduado de funtores € : G o Q4 —>
Qp o K(F), entdo existe um tnico morfismo graduado de funtores n : G — LF

tal que o seguinte diagrama comuta:

LFOQA

ep S < 3oQa
~N
~N
~N

Qpo K(F) - GoQy

Teorema 1.32. Sejam A uma categoria abeliana, D uma categoria triangulada
e F': K(A) — D um funtor triangulado. Se K(A) tem suficientes K—injetivos,
entdo o funtor derivado a direita RF : D(A) — D existe. De maneira dual, se
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K(A) tem suficientes K—projetivos, entao o funtor derivado a esquerda
LF : D(A) — D euiste.

Demonstragao: Veja, Corolério 6.3.6 (pag. 29) de [4]. O

Observacao 1.33.

1. Se F : A — B ¢é um funtor exato entre categorias abelianas, entdo o
levantamento D(F) de F a categorias derivadas € tal que RF = D(F) e
LF =D(F).

2. Sejam F: A — B e G : B— A funtores aditivos entre categorias abeli-
anas tais que (F,G) € um par adjunto de funtores. Entao, (K(F),K(G)) é
um par adjunto de funtores e, se LF e RG existem, entao (LF, RG) é um

par adjunto de funtores.

1.5 Categoria de feixes

Introduzimos nesta secao uma das principais definicoes a serem usadas ao
longo de todo o trabalho, pré-feixes e feixes sobre um espago topologico, e apre-
sentamos alguns resultados que relacionam estes conceitos. Para mais detalhes

deixamos como referéncia [12] e [21].

Sejam (X, T) um espago topoldgico e C uma categoria (Usualmente C é uma
categoria do tipo Set, Ab, Ring, Vect, ...). Considere a categoria O(X) definida

no Exemplo [1.2]2.

Definicao 1.34. Um pré-feixe sobre X com wvalores em C € um funtor contrava-
riante F : O(X) — C.

Os elementos de F(U), também denotado por I'(U,F), sdo chamados se¢oes

(locais) de F sobre U, se U = X essas segdes sao ditas globais.

Se V. C U em O(X), o morfismo F(U) — F(V') é chamado restricao e denotado

por pi,;. Dado s € F(U), denotaremos pi,;(s) simplesmente por s|y.

Observagao 1.35. A categoria de pré-feizes em X com valores em C, denotada
por PShxC, € a categoria de funtores de O(X)® em C. Em outras palavras,
PShxC := Fun(O(X)?,C).

Se C € uma categoria abeliana, entao PShxC também é uma categoria abeliana.
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Definicao 1.36. Um pré-feize F sobre X € dito feixe se, para todo aberto U C X

e qualquer cobertura aberta U = U U;, os sequintes axiomas sao satisfeitos:
iel

1. (Localizag¢ao) Sejam s,t € F(U) tais que s|y, = t|y, para todo i € I, entio
s=tem F(U).

2. (Globalizagdo) Se s; € F(U;) € uma colegio de segoes tal que s;

Uz‘ﬂUj =
Siluinu, para quaisquer i,j € I, entdo eriste uma segdo s € F(U) tal que

sly, = s; para todo i € I.

A categoria de feixes sobre X com valores em C, denotada por ShxC, é a subca-

tegoria plena de PShxC, cujos objetos sao feixes.

Exemplo 1.37. Seja (X, T) um espaco topoldgico e C uma categoria com pro-
duto. Seja (Cy)rex uma familia de objetos C, em C indexados por pontos v € X.
Definimos o pré-feize 11 : O(X)? — C como seque:

o Se U C X ¢é um aberto, entao II(U) = H Cy.
zeU
o Se VC U em O(X), o morfismo restricio 11(U) — II(V') é dado por

S = (Caz)azEU — SlV = (Cx)xEV'

Vamos provar que 11 € de fato um feize. A saber, dada uma cobertura aberta
U= UUi’ entao:

i€l

o Sejam s = (¢p)zev, t = (di)zecv em IL(U) tais que s|y, = t|y, para todo
1€ 1, entao dado x € U temos que x € U; para algum i € I e assim, seque
que s; = (Ciz)zev; = (diz)zev, = t; para todo i € I, portanto, s =t em

(v).

o Seja s; € I(U;) uma colegdo de segoes tal que si|u,nu, = sjlu,nu, para
quaisquer 1,5 € I, entdo escrevendo s; = (Ciz)zcu;, SEUE QUE Ciy = Cjy
em Cy sempre que x € U; NU;. Logo, se x € U; para algum i € I, basta
definir s = (Cy)zecy COM Cx = Ci 4z, 0 que independe da escolha do aberto U;
que contém x pelo fato de ¢;, = cj, em C, quando x € U; N U;. Assim,

sly, = s; para todo i € I.
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Seja (X, T) um espago topoldgico, F € PShxC e x € X. O talo F, de F em

x € definido por:
Fp = lig]-"(U) (1.3)

U>sx
Uer

Observagao 1.38. Ezplicitamente, temos que F, = {(U,s) | v € U, s € F(U)}/ ~,
com relagao de equivaléncia dada no sequinte caminho: (U, s) ~ (U',s') se, e so-

mente se, existe um aberto V.C UNU" em X com x € V tal que s|ly = ¢|v.

Algumas vezes denotaremos por (U, s) ou s, os elementos de F,.

De fato, note que, para todo U € O(X) com x € U, existe um morfismo natural
pv : F(U) — F,, definido por s — s,, e para v € V C U em O(X), dada uma

secao s € F(U) temos que sy = (S|v)z, isto é, temos que o sequinte diagrama é

V

F(U)

comutativo:
Fa
F

‘Y
——F(V)

Py,

Vamos verificar que F, € um objeto universal (inicial). Seja G € C junto com
uma cole¢ao de morfismos ¢y : F(U) — G tal que, para x € V C U em O(X),

o sequinte diagrama comuta:

G (1.4)

Se s, = (U,s) = (V,t) = t,, entao existe um aberto W C UNV em X com
r € W tal que slw = tlw, assim ¢w(slw) = éw(tlw) e, portanto, implica
que ¢y (s) = oy (t). Logo, ¢ estd bem definida.
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Pela definicao de ¢, temos que o sequinte diagrama é comutativo:

Entao, dado s € F(U) com x € U temos que o(py(s)) = ou(s) = ¢(sz) =
o((U,s)) = ¢u(s). Assim, concluimos que ¢ : F, — G coincide com ¢, logo ¢
€ unica.

Portanto, o ={(U,s) | x € U, s € F(U)}/ ~ = lim F(U).

Usz
Uer
Dados F,G em PShxC e ¢ : F — G um morfismo de pré-feixes, para cada
x € X temos que ¢ induz um morfismo de talos p, : F, — G, definido por
(U, s) — (U, pu(s)).

Vamos verificar que ¢, estd bem definida. Por ¢ ser um morfismo de pré-feixes,

para V C U em O(X) temos que o seguinte diagrama comuta:

F(U)=~G(U) (1.5)

Isto ¢, dado s € F(U) segue que ¢y (s)|y = ¢v(s|v).

Se (U,s) = (V,t) em F,, entao existe um aberto W CUNV em X com x € W

tal que s|lw = t|w, assim oy (s)|lw = ew(s|lw) = ew(tlw) = pv(t)|w e, portanto,
(U, pu(s)) = (V,pv(t)) em G,. Logo, ¢, estd bem definida.

Observagao 1.39. Todo pré-feixe F induz um feize, denotado por F , através de

um processo chamado feixificacao.

Explicitamente: Seja F € PShxC sobre um espago topologico X, a feixificacdo
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de F € o feize F definido por:
o SeU C X € um aberto, entao os elementos de j-:(U) sao familias de ele-
mentos no talo de F que localmente dao origem a secoes de F, mais preci-

samente,

VeeU;IVCUeOX) comz eV }

fU: )z S Fz
() {(S)ev 11 ete F(V):WyeV,s, =t

zelU

o Se V. C U em O(X), entio o morfismo restricio F(U) — F(V) € a
projecao natural TH(U) = H Fr —> H F. =1II(V).

xelU zeV

Assim, temos que F € um pré-feixe. Basta verificar que satisfaz os ariomas de

localizacao e globalizacdo. De fato, dada uma cobertura aberta U = U U;, entao:
iel

e Sejam s,t em .7?(U) tais que s|y, = t|y, para todo i € I, entao pela defini¢ao
de F e por II(F) ser um feize, veja o Exemplo seque que s =t em

FU).
e Seja s; € ]?(Ul) uma cole¢io de segoes tal que si|u,nu, = sjlu,nu, para
quaisquer 1,5 € I, entdo escrevendo s; = (S;z)zcv,, pela defini¢io de F

e por II(F) ser um feize, seque que existe s = (Sg)zey €m H F. tal que
zelU

s|lu, = s; para todo 1 € 1.

Vamos provar que s € ]?(U) : Dado x € U temos que x € U; para algum
i € I, entao por defini¢ao existe um aberto V-.C U; comx € V et € F(V)
tal que s;,, = t, em F,, para todo y € V, como s;,, = s, obtemos que

se FU).

Note que, dado um pré-feixe F, se x € X, entao F, = Fo.

De fato, seja U C X um aberto, o morfismo de pré-feizes 1z : F — F definido
por s € F(U) — (Sz)eer € .72:(U) ¢ injetivo, pois, se s,s' € F(U) sdao tais que

/

(S2)ecy = (sL)ecr em F(U), entio s, = s em Fy, para todo © € X e assim,

existe um aberto U, C U com x € U, tal que s|y, = §'|y,. Tomando a cobertura

aberta U = U U, do azioma de localizagao seque que s = s em F(U). Logo, o
zeX _

morfismo de talos F, — F, ¢é injetivo.
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Para provar que ¢ sobrejetivo suponha que (U, (sp)zev) em F, com (Sz)zcu €m
F(U), entio existe um aberto W C U comz € W et € F(W) tal que sy = to,
para todo w € W, e assim, (s)sew = (tz)sew em F(W). Logo, (U, (sy)ecr) =
(W, (te)zew) = (L]-N‘)m((wv t).

Sejam (X, 7) um espago topologico e C uma categoria. Para todo objeto
C € C, o funtor constante em C' define um objeto em PShxC chamado pré-feize

constante sobre X com talo C', denotado por Cx.

Em geral, este nao é um feixe ja que se U UV é uma uniao disjunta, qualquer
escolha de secoes s, t em C' sobre U e V', respectivamente, coincidem na interseccao
vazia, mas se s # t nao ¢é satisfeito o axioma de globalizacao da Defini¢ao [1.36]
No entanto, a feixificagao Cy desse pré-feixe constante é um feixe chamado feize

constante sobre X com talo C.

Note que, se C'x é um feixe constante com talo C, entao (Cy), = (6’\;():5 = C,

para todo z € X.

Em particular, seja C uma categoria com objeto zero 0, o (pré-)feixe constante

sobre X com talo 0 é denotado por 0 e chamado (pré-)feize zero.

Dados F,G em ShxC e ¢ : F — G um morfismo de feixes, o kernel de ¢ é o

feixe Kerp definido por Kerp(U) := Keryy e a imagem de ¢ é o feixe I'mep, onde
Imy é o pré-feixe definido por Imp(U) := Imepy.

Proposicao 1.40. Se p : F — G € um morfismo de feixes, entao para todo

xr € X temos que:

1. (Kery), = Kerg, e (Wo)x = (Imp), = Imp,.

2. ¢ € injetivo (respectivamente, sobrejetivo, bijetivo) se, e somente se, 0 mor-

fismo induzido de talos p, € injetivo (respectivamente, sobrejetivo, bijetivo).

Demonstracao:

o (Kerg), = Kerg,

Primeiro, vamos verificar que (Kery), C Kery,. De fato, sejam z € X e

s, = (U,s) € (Kery),, onde U C X aberto com x € U e s € Kerp(U),

entdo ¢y (s) = 0 e assim, . (ss) = (U, s)) = (U, pu(s)) = (pu(s))s =0
Logo, s, € Kery,.
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A seguir, vamos provar que Kery, C (Kery),. De fato, sejam U C X
comx € Ues e FU) tais que s, = (U,s) € Kery,, isto é, p,(s,) =
0. ((U,s)) = 0, entdao (U, @y(s)) = 0, logo, existe um aberto V' C U com
z € V tal que py(s)ly = 0 e por ¢ ser um morfismo de feixes, de (|1.5)),
temos que @y (s|ly) = gu(s)|y = 0, assim, s|y € Kerpy = Kerp(V). Dali,
segue que (V) s) € (Kerp), e, portanto, s, = (U,s) = (V,s) em (Kery),.
e De forma andloga, provamos que (Img), = Imgp, e assim, pela Ob-
servagao obtemos que (Imy), = (Imp), = Imp,.

2.
e © éinjetivo & Kerp =0
& (Kery), =0, para todo z € X
& Kerp, =0, para todo z € X
&, € injetivo para todo x € X
e © ¢é sobrejetivo & Imp =G
& (Imy), =G, para todox € X
< Imyp, = G,, paratodoz € X
& @, € sobrejetivo para todo z € X
O
. i—1 . i .
Corolario 1.41. A sequéncia -+ — F1 2 s Fi 2o Fitl o .. de mor-

fismos de feizes € exata se, e somente se, para cada x € X a correspondente

sequéncia de talos € exata.

Demonstracao:

A sequéncia, -+ — Fi1 £>}"i L FH o éexata
Kery; = Imp;_,, para todo ¢

(Keryi)s = (Imgp;_1),, paratodoiez € X

Ker(pi)e = Im(p;_1)s, paratodoiex € X

t 02

A (¢ 1) (¢ .
A sequéncia - -+ —— Fi~1 .7:’ > Fitl — ... 6 exata,

para todo x € X

OJ

Definicao 1.42. Seja f : X — Y wuma funcdo continua entre espacos to-

poldgicos e C uma categoria. O funtor imagem direta f, : ShxC — ShyC,

¢ definido como seque:
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e Seja F € ShxC. Entao, o feize f.JF sobreY ¢é dado por:

o SeU CY éum aberto, (f.JF)(U)=F(f(U)).

o SeV C U em O(), o morfismo restri¢io p(}g () U) —
(f.F)(V) é dado por p{/g = PF vy 1)

e Seja o : F — F' um morfismo de feizes sobre X, temos um morfismo
de feizes fop @ foF —> f.F sobre Y, dado por (f.p)u : (foF)(U) —
(FNU), onde (fop)v = ¢y para qualquer aberto U C Y.

Definicao 1.43. Seja f : X — Y wuma funcdo continua entre espagos to-
poldgicos e C uma categoria. O funtor imagem inversa de pré-feixes f* : PShyC —

PShxC, ¢ definido como seque:

e Seja G € PShyC. Entao, o pré-feize fTG sobre X é dado por:

o SeU C X éum aberto, (f7G)(U) = lim G(V).

V2£(U)
Veo(y)

o SeVCU em O(X), o morfismo restri¢cao (fTG)(U) — (fTG)(V) €
induzido através da propriedade universal de colimite devido a inclusdao
f(U) C f(V), jd que qualquer colimite sobre o maior conjunto define,

por restricao, um cocone sobre o menor conjunto.

e Seja o : G — G' um morfismo de pré-feizes sobre Y, entdo temos um
morfismo de pré-feizes fTp @ fTG — fTG" sobre X, o qual € o tnico
morfismo induzido pela propriedade universal de colimite devido a p, jd que
qualquer colimite de G define, por composi¢cao com 0s morfismos ¢y onde

U C X € um aberto, um cocone de G'.

Dado G € ShyC, o funtor imagem inversa de feixes f~! : ShyC — ShxC
¢ dado pela feixificacio do pré-feize f+G, isto €, f71G = j/’:é



Capitulo 2
Feixes sobre Posets

Veremos neste capitulo que todo poset X possui uma estrutura de espaco
topoldgico, o qual nos permite considerar a categoria de feixes sobre X com

valores numa categoria abeliana A, denotada por Shy.A.

Apresentaremos também um estudo detalhado das nogoes basicas de feixes
sobre posets com valores numa categoria abeliana A bicompleta (completa e
cocompleta), usualmente A4 é uma categoria do tipo Ab, Vect, vect, Mod A,
mod A. Veremos que, considerando X como uma categoria (pequena), os feixes
sobre X com valores em 4 podem ser identificados com funtores do diagrama de

Hasse de X em A.

Além disso, mostraremos que no caso particular em que A é a categoria de
espacos vetoriais de dimensao finita sobre um corpo, os feixes sobre X com valores
em A podem ser identificados com modulos a direita de dimensao finita sobre
a algebra de incidéncia de X, fornecendo assim uma ligagao com o Teoria de

representacoes de algebras.

Mais especificamente, vamos descrever alguns dos resultados obtidos por Sefi
Ladkani em [20].

2.1 Posets finitos e espacgos topoldgicos T

Introduzimos nesta secao a nocao de poset e apresentamos algumas propri-
edades topoldgicas que os posets finitos possuem. Para isso, indicamos como

referéncia [10] e [19].

37
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Definicao 2.1. Um conjunto parcialmente ordenado, ou poset, é um conjunto

X com uma relagao bindria R C X x X satisfazendo as sequintes condicoes:

e Reflexividade: (x,x) € R, para todo x € X.
o Antissimetria: Se (z,y) € R e (y,x) € R, entdo v =y.

o Transitividade: Se (v,y) € R e (y,2) € R, entao (x,z) € R.

Vamos escrever © < y (ou equivalentemente, y > x) ao invés de (z,y) € R.
Denotaremos um poset por (X, <) ou, algumas vezes, simplesmente por X. Se
R s6 satisfaz a reflexividade e transitividade, dizemos que (X, <) é um conjunto

pre-ordenado.

Um elemento x de um poset (X, <) é dito minimal (respectivamente, mazi-
mal) se para cada z € X, z < x (respectivamente, x < z) implica x = z. Dizemos
que dois elementos x,y em X sao compardveis se © < y ou y < x, caso contrario
sao incompardvers. Se cada par de elementos de X sao comparaveis dizemos que
(X, <) é um conjunto totalmente ordenado. Um poset (X, <) é chamado finito

se o conjunto X ¢é finito.

Observagao 2.2. Os posets aqui apresentados serdao finitos e escritos como seque:

Dado um poset (finito) X, supondo que |X| = n podemos reescrever os elementos
do poset numa sequéncia x1, ..., T, tal que, se v; < x; = 1 < j, para quaisquer
1<i,j<n.

Propriedade 2.3. Todo poset (X, <) € naturalmente dotado de uma estrutura

de espago topoldgico.

De fato, seja (X, <) um poset ndovazioe T={U C X |[u e Ueu > u=u' € U}

a colecao de subconjuntos abertos de X, a qual satisfaz as seguintes condigoes:

1) 0, X eT.

2) Se VW € T, entao: Dados u,u’ € X tais quew € VNW e v > u, como
u€VeuéeWececomVWeT, temos que v/ € Ve u € W e assim,
veVnNnW=VnWeT.

3) Se {Vi}icr é uma familia de elementos de T, entao: Dados u,u’ € X tais
que u € U Vieu > u, como u € V;, para algum iy € I com V;, € T, temos
icl
queu’EV;Oeassim,u’EUVi:>UVi€7'.
iel iel
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Logo, T é uma topologia sobre (X, <) e portanto (X, 7) é um espagco topoldgico.

A topologia induzida pela relacao de ordem parcial < sobre X é denotada por
T(<) e (X, T(L)) é o respectivo espago topolégico. Quando o contexto seja

claro, denotaremos T (<) simplesmente por T.

Observagao 2.4. F ={UC X |ueUeu <u=u €U} € a colecao de

subconjuntos fechados de X.

Afirmamos que se A € T, entao A° € F. De fato, seja A € T eu,u’ € X tais que
u€ A eu <u, entaou ¢ A eu>u implica que v ¢ A, pois, caso contrdrio,
seu' € A, como A € T, seque que u € A o que € uma contradi¢cdo. Logo, u' € A°

e assim concluimos que A° € F .

Dado um poset (X, <), associamos um grafo orientado chamado diagrama de
Hasse de X cujos vértices sao os elementos de X e cuja flecha x — y existe se,

e somente se, x <y em X e nao existe z € X com z < z < y.

Note que o diagrama de Hasse de um poset X nao possui ciclos orientados, pois

se v <y < xem X, pela antissimetria, temos que r = y em X.
Exemplo 2.5.

Considere o poset (X, <) com diagrama de Hasse dado por:

X: T i) Ts
€3 Ty Te
T

Os sequintes sao exemplos de subconjuntos abertos de X :

U1 : T U2 : T
J,’Lg \1’4 'Tl7

Os sequintes sao exemplos de subconjuntos fechados de X :

Vi: x To Vo o ms

|

X7
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Note que Vy € aberto porém Vi nao o €, pois x1 € Vi e x4 > x1 mas x4 ¢ V.

Definigao 2.6. Se (X, T(<)) € um espago topoldgico finito e x € X, entao:

) {zy={2 e X 2/ <z} e[l éo fecho de {z}.

2) U, ={2' € X : 2’ > x} € T é o subconjunto aberto minimal de X que
contém z, de fato U, = ﬂ V.

Ver
zeV

Observacgao 2.7.

1) O congunto dos abertos U, € uma base para T.

2) Dados x,2' € X, temos que: x < 2/ < {z} C {2’} & Uy C U,.

Um espago topolégico (X, T) é dito Ty se para todo =,y € X com x # v,
existe V€ T talquez € Veyd V, ouexiste We T talqueye Wea¢W.

De maneira inversa, podemos considerar espacos topoldgicos como conjuntos

pré-ordenados, como vemos a seguir.

Propriedade 2.8. Todo espaco topoldgico (X, T) finito é dotado de uma estru-

tura de pré-ordem.

De fato, sejam (X, 7) um espago topolégico, x € X e U, a intersecgao de todos
os subconjuntos abertos de X que contém z. Definimos a relacao <, por: = <, 2’/

se, e somente se, U, C, U,, entao para quaisquer x,y, z € X temos que:
e Reflexividade: Claramente U, =, U, = x <, .
e Transitividade: Sex <; yey <, 2z, entao U, C, U, e U, C; U,. Dai, temos

que U, C,. U, =z <, 2.

Note que, a antissimetria nem sempre ¢é satisfeita, pois se x <, y e y <; x, entao
U, C; Uy e Uy, C; Uy. Dai, temos que U, = U,, mas isso nao implica que z seja

igual a y.

Logo, <; é um pré-ordem sobre X e, portanto, (X,<;) é um conjunto pré-

ordenado.

O seguinte resultado mostra quando <, é um ordem parcial e, em particular, nos

permite relacionar posets finitos com espacos topoldgicos finitos Tj.
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Proposicao 2.9. Dado um espago topoldgico finito (X, T). Temos que <, € um

ordem parcial sobre X se, e somente se, X € 1.

Demonstracao:

=) Sejam z,2’ € X com x # 2’. Se <, é um ordem parcial sobre X, entao:

e Se x e 2’ sdo incomparaveis, entao = € U, e o’ & U,, pois, caso contrario,

se ' € U, temos que Uy C, U, e assim, x <, 2’ 0o que é uma contradicao.

e Se x e 2’ sdo comparaveis, entao x <, x’ ou x’ <, .

Suponha que z <, 2/, entao Uy C, U, e x ¢ U, pois, caso contrario, se
x € Uy temos, por definicao, que U, C, U, e assim, 2’ <, z. Logo, por <,

ser um ordem parcial, segue que x = z’ 0 que é uma contradicao.

Analogamente, se 2’ <, x, entdo U, C, Uy e 2’ ¢ U,.

Em qualquer caso existe um aberto que contém um ponto e nao contém o outro.

Portanto X satisfaz a propriedade de separacao 1.

<) Suponhamos que (X, T) é Ty. Como <, é um pré-ordem, basta verificar que

<, satisfaz a propriedade antissimétrica.

Sejam z,y € X tais que v <, y ey <; z, entao U, C; U, e U, C; U,, assim
U, =- U, e consequentemente x = y. Pois, caso contrario, se z # y, por hipdtese,
temos que existe V € T tal que x € V e y ¢ V, por outro lado, como U, C, Uy,
entao x € U, e assim, por definigao, obtemos que U, = U, NV N ---, implicando

que Uy €, U, o que é uma contradigao.

Logo, <, é um ordem parcial sobre X e, portanto, (X, <,) é um poset. O

2.2 Feixes e diagramas

Veremos que, considerando X como uma categoria, a categoria de feixes sobre
X com valores em A pode ser identificada com a categoria de funtores Fun(X,.A),
chamada categoria de diagramas comutativos sobre o diagrama de Hasse de X.

Os resultados aqui expostos podem ser encontrados no artigo referéncia e em [13].
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Lema 2.10. Seja X um poset e A uma categoria abeliana. FEntdo, existe uma

equivaléncia de categorias:

ShxA— Fun(X, A)

Demonstracao:

Vamos construir, explicitamente, dois funtores F' : Shx A — Fun(X,A) e
G : Fun(X, A) — ShxA tais que F o G = lpun(x,a) € Go F = lgpa.

1. Construcao do funtor F : Shxy A — Fun(X, A)

e Considere o espago topoldgico (X, T) induzido pelo poset X. Dado
F:0O(X) — Aem ShxA, definimos F'(F) como segue:

o Se x € X, entao por U, ser o subconjunto aberto minimal que

contém z, temos que x € U < U, C U, e assim:

F(F), = F, = liy F(U) = lig F(U) = Fy,
Usi UoU,
Uer Uer
o Sex <z em X, entdo Uy C U, em O(X) e assim, definimos
o morfismo F(F) . : Fo — Fu como sendo igual a restrigao

P, FUs) — F(Us).

Por F : O(X) — A ser um funtor, segue que F(F) é um funtor de
X em A.

e Seja ¢ : F — F' um morfismo em ShyxA, isto é, uma colegdo de
morfismos {¢y : F(U) — F'(U)}veorx). Entao, dado z € X, o
morfismo F(y) : F'(F) — F(F’) é definido por:

F(SO)JJZSOU;C:-]:I—)F/z

Note que se z < 2’ em X entdo, Uy C U, em O(X) e assim, por ¢ :
F — F’ ser um morfismo em Shy.A, temos que o seguinte diagrama

¢ comutativo:

PUg

— F(F'),
F(}—)x/,xl jF(]——/)z’,z
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Isso prova que F'(p) é uma transformagao natural de funtores.

Claramente:

o '(15) = 1pF), para todo F € ShxA.
o F(¢poyp) = F(¢)o F(p), para cada par de morfismos ¢ : F — G e
Y : G — H em ShxA.

Concluimos que, assim definido, F': ShyA — Fun(X,.A) é um funtor.

2. Construgao do funtor G : Fun(X, A) — ShyxA

e Dado T € Fun(X, A), definimos G(T") como segue:
o Se U € O(X), entao (G(T))(U) = Im T

zelU
o Se U CV em O(X), entdo o morfismo

(GT)(V) = fim T, — m T, — (G(T))(V)

zeV zeU

¢ dado no seguinte caminho:

Temos que, (1&1 T,, {goy}yey) é um cone de T'|y;, onde

zelU

{gpy im T, — Ty} ¢ uma colecao de morfismos e
yelU

zeU

<l&n T,, {wy}yw) é um cone de T'|y,, onde {wy : l'ngx — Ty}
yeVv

eV eV
¢ uma colecao de morfismos. Como U C V| entao a colecao

{¢', }yev = {¥y}lyev da origem a um cone (@ T,, {w'y}yey>
zeV
de T|U

Assim, pela propriedade universal de limite, 3! morfismo

(G(T)(V) = bm T, — im T, = (G(T))(U)

zeV zeU
tal que, para todo y € U, o seguinte diagrama comuta:

lim 7, (2.1)

_ 7 xzeU

ar -~
-
- L‘py
-
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Denotaremos por pi;;; esse tinico morfismo.

Logo, G(T') é um funtor contravariante de O(X) em A e assim, con-
cluimos que G(T') € PShx A.

Para provar que G(T') € Shx. A, vamos verificar os axiomas da De-
finicao para os abertos basicos U,, com z € X.

De fato, dado U, € O(X), para todo y € U, temos que U, C U,,

entdo, {Uy, }yev, é uma cobertura aberta de U,.

o Sejam s,t € (G(T))(U,) tais que s|y, = t|y, para todo y € U,,
entdo, em particular para z € U, temos que s|y, = t|y, e assim,
s=tem (G(T))(U,).

o Dada uma colegao de secoes {s, € (G(T))(U,) }yeu, tais que
sylu,nu. = s:|v,nu. para todo y, z € U,, entao, em particular para
r € U, temos que sx|Umey = sy|Umey para cada y € U, e assim,
por U, C U,, segue que s,|y, = sy|u, = s, em (G(T))(U,). Logo,
existe uma secao s, de (G(71'))(U,) tal que s, = s,|y,, para todo
y € U,.

Isso prova que G(T') € Shx A.

e Sejam ¢ : T — 7" um morfismo em Fun(X, A), isto é, uma familia de
morfismos {p, : Ty, — T',}sex. Entao, dado U € O(X), o morfismo
G(p) : G(T) — G(T") é definido no seguinte caminho:

zelU

Temos que, (l&n T,, {qby}yeU) é um cone de Ty, onde

{¢y ; l&n T, — Ty} é uma colecao de morfismos e
zelU yelU

(1&1 T ., {wy}y€U> é um cone de T"|;7, onde {wy : lim T, — T/y}
yeU

xzeU zeU
¢ uma colecao de morfismos. Dai, temos que {¢, o ¢, },c da origem

zelU
Assim, pela propriedade universal de limite, 3! morfismo

a um cone (@ T {py0 gby}yeU> de T'|y.

(GT)(U) =l T, — I T, = (G(T))(V)

zeV zeU

tal que, para todo y € U, o seguinte diagrama comuta:
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lim 77, (2.2)
_ -7 7 2eU
EI
B
: -~ /
ILHTI by Ty ©y Ty

zeU

Denotaremos por G(¢)(U) esse tinico morfismo.

Note que se U C V em O(X), entao por (2.1)), (2.2)) e por
¢ : T — T ser um morfismo funtorial, temos que, para quaisquer

y <y’ em U, o seguinte diagrama comuta:

m 7", = (G(T"))(V)

zeV
-7 \
_ - \
a _ - \
— \
- \
_ - \
_ Py ’ \
(GM)(V) = hm 75 T, r, \
zeV \
| |
| |
=i Ty’ y T/y/,y 3
I |
I |
\l I
: /
(GT)(U) =l T, I, Ty
zelU
~ /
S~ /
~ - /
I~ - /
~ < /
T~ /
oA ¥
lim 7', = (G(T"))(U)
zelU

Isso prova que (G(T))(y) é um morfismo em ShyA.
Claramente:

e G(17) = 1g(r), para todo T' € Fun(X, A).

o G(Yoy)=G(Y)oG(p), para cada par de morfismos ¢ : T'— T" e
YT — T" em Fun(X, A).

Concluimos que, assim definido, G : Fun(X, A) — Shx.A é um funtor.

Finalmente, vamos verificar que F'o G = Ipyx,4) € Go F = lgp 4.
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1. FoG = 1Fun(X,A)
Seja T € Fun(X, A) e z € X, entdo
(FoG)T))s = (G(T))s = (G(T))y, = Jm Ty = (T2, {Tya}yev,) = Te

yeUy
2. GoF = 1ShXA
Seja F € Shx. A, vamos verificar que (G o F')(F) = F sobre os abertos

bésicos U,, com x € X. Dali, dado x € X, segue que:

(G o F)(F)(U,) = @ F(F)y = (Fus {Fyatyev,) = F(Uy) em PSh, A
yeUs

Logo, procedendo de maneira andloga a prova que G(T) € ShxA para

todo T" € Fun(X,.A), obtemos que ((G o F)(F))(U,) € ShxA. Assim,

(GoF)(F)= F em ShxA.

O

Observagao 2.11. Seja X um poset, U C X um aberto e F € ShxA. Pela

equivaléncia anterior, a cole¢ao de secoes de F sobre U € dada por:

(U, F) = F(U) = lm F,

zeU

2.3 Funcoes de Posets e funtores associados

O objetivo desta segao é definir, explicitamente, funtores associados a uma
aplicacao continua entre posets os quais coincidem com os funtores usuais de
feixes. Além disso, devido ao fato de que os posets possuem uma estrutura natural
de espaco topolégico a qual tem simetrias, veremos aqui um novo funtor que nao
existe para feixes em espacos gerais. Sugerimos, além do artigo referéncia, o artigo

[13] onde também serao encontrados alguns dos resultados abaixo descritos.

Definicao 2.12. Sejam X e Y posets. Uma funcao f: X — Y € dita continua
se f preserva ordem: x <y em X implica que f(x) < f(y) em Y.

Observacao 2.13. Note que, considerando os posets X e Y como categorias
(pequenas), uma fun¢ao continua entre eles é apenas um diagrama, isto €, um

funtor de categorias.



2.3. Funcoes de Posets e funtores associados 47

Exemplo 2.14.

o As sequintes funcoes entre posets sao continuas:

1. Considere os posets

X : Y:yl

N
A

Y3,4

Ya

Definindo uma funcgao f: X — Y por x; — y;, com 1 € {1,2,3,4},
temos que f € uma funcdo continua, pois, claramente, ela preserva

ordem.

2. Considere os posets

X: T Ty Y . Y1

T1,4 22,3 l
Y1,2

1,3 2,4

Y2
T3 T4
Ys Yy

Analogamente, definindo uma funcao f: X — Y por x; — y;, com

i €{1,2,3,4}, temos que f é uma fungdo continua.
o A sequinte func¢ao entre posets nao € continua:

Considere os posets

X T Yy Y2

-771,21

T2

Definindo uma funcdo f : X — Y por x; — y;, com i € {1,2}, temos
que f nao € uma funcao continua, pois, claramente, r1 < x5 em X mas

flz1) =y Lyo = f(zz) emY.

Na seguinte proposicao, (X, T) e (Y, 1) denotam os espagos topolégicos in-
duzidos pelos posets X e Y, respectivamente.
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Proposicao 2.15. Uma funcdo entre posets f : X — Y € continua se, e

somente se, f: (X, T) — (Y, @) € continua.

Demonstracao:

(=)

Suponha que f : X — Y ¢ continua e seja V' C Y um aberto. Entao,
dados x,y € X tais que z € f~1(V) e z <y, temos que f(x) € V e assim,
por Uy(y) ser o aberto minimal que comtém f(x), segue que Uy C V. Por
hipdtese, como f é continua, entdo < y em X implica que f(z) < f(y)
em Y. Logo, f(y) € Usu) C V e consequentemente y € f~(V).

Dai, temos que, se z € f1Y(V)ex <y =1y e f (V). Isso prova que
U, C f~1(V) e, por conseguinte, prova que f~'(V) é aberto em X. De
fato, f~1(V) = U Uy

yef~1(V)

Portanto, f : (X, T) — (Y, i) é continua.

Suponha que f : (X, T) — (Y, @) é continua e sejam x,y € X tais
que r < y. Considere o aberto minimal Uy,) em Y, entao, por f ser
continua, f~'(Us) é aberto em X. Como z € f~'(f(z)) temos que z €
Y u f(z)) € assim, por U, ser o aberto minimal que comtém xz, segue que
U, C [ (Upw)). Logo, z < y implica que y € U, C [~ (Upw)), entao
f(y) € Ug(z) e consequentemente f(x) < f(y).

Dai, temos que, se x < y em X = f(x) < f(y) em Y. Isso prova que f

preserva ordem e, portanto, f : X — Y é continua.

O

Sejam X, Y posets e f: X — Y uma aplicacao continua entre eles, a seguir,

construiremos funtores na categoria de feixes, induzidos por f.

Definicao 2.16. Seja f : X — Y wma aplicacao continua entre posets. O

funtor imagem inversa f~': Shy A — Shx A € definido como segue:

e Se G c ShyA, entdo o feize f1G € Shx A é dado por:

o (f7'G)s = Gy(x), para todo v € X.

o f—lgm = Gt f(z), Para qualquer v < x’ em X.
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e Se p : G — G € um morfismo em ShyA, entio o morfismo flp :
716 — f71G' é dado por [~ (¢)s = @), para qualquer x € X.

Note que se x <z’ em X, entdo por f ser continua temos que f(x) < f(z')

em Y. Assim, o sequinte diagrama € comutativo:

(F19)e = Grwy —=G's) = (7'
flgz/,zj lflg/z/,z
(9w =Gty =G o) = ([1G)w

Pf')

Isso prova que f~'¢ é uma transformacao natural de funtores, isto é, um

morfismo en ShxA.
Exemplo 2.17.

Considere os posets X, Y e a funcao continua f : X — Y do Fxemplo

2172

X: T Y Y1

T1,472,3 l
Y1,2

1,3 x2,4

Yo
T3 Ty
Ys Yy

Seja G € Shy A, o funtor imagem inversa f~' : Shy A — Shx A define o feize
G : X — A por f71G,, = Gy(ay), comi € {1,2,3,4}.

Ou seja, (f71G)(X) € igual a

gy1 ng

Gy1.2 v2,4 Gu2 3

gy1,2 Y2,3 gy2,4

Gy Gy

Por todo poset X ser uma categoria pequena e A ser uma categoria completa,
a seguir, vamos definir o funtor imagem direta de feixes sobre posets conforme a

Defini¢ao de Extensoes de Kan a direita dada na Observacao [1.22]

Definicao 2.18. Seja f : X — Y wma aplicacao continua entre posets. O
funtor imagem direta f, : Shx A — Shy A € definido como seque:
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o Se F € Shx A temos o sequinte diagrama

X-t.4

e

onde X € uma categoria pequena e A € uma categoria completa, entao

~

Y

f+F € Shy A pode ser considerado como a extensdo de Kan a direita de F
ao longo de f dada pela formula pontual , isto €,

o (fiF)y = (RanyF), = Wm F, para todo y €Y.
f(z)zy
o Sey <y emY, entio Uy CU, e dat, {xr € X : f(x) e Uy} C{z €
X : f(x) € Uy}, logo, temos que V :={z € X : f(x) >y} C{r e X :
f(x) > Uy} = W. Assim, o morfismo (f.F)y, — (f«F)y € dado no

sequinte caminho:

R PR U A
f(z)>y eV f(z)>y 2eW
colecoes de morfismos, entdao temos que

@ Foy{b.}sev | € um cone de Fly e
f(@)>y'

( Hm F, {¢z}z€W> ¢ um cone de Flw .
f(@)=zy
Além disso, como V- C W, entao a cole¢ao {V',},ev := {0, }.ev de

morfismos da origem a um cone | lim Fy, {L} iev | de Fly.

f(@)zy
Assim, pela propriedade universal de limite, 3! morfismo

(f*]:)y: @ Fo— I&H fw:(f*]:)y’

f(x)>y f@)zy

tal que, para todo z € V', o sequinte diagrama comuta:

fm  F (2.3)
/-ff(m)Zy'
E
BN
lim F.
lim - I
flx)>y

Denotaremos por fuF, , esse inico morfismo.

Y
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e Seja ¢ : F — F' um morfismo em ShxA. FEntao, dados y € Y e
U:={x € X : f(x) >y}, o morfismo f.p : fL.F — f.F' € definido

no sequinte caminho:

Sejam {gbz : l&n Fo — fz} e {gbz : 1&1 F,— f’z} colecoes
f(@)>y U f@)2y zeU
de morfismos, entao temos que

( l&n F$,{¢Z}z€[}> ¢ um cone de Fly e
!

(z)>y

( Jim F ., {qﬁz}zeU) ¢ um cone de F'|y.
f

(z)>y

Dai, obtemos que a cole¢io {@,0®,}.cu de morfismos da origem a um cone

( m ‘/T-‘CU{SOZO¢Z}ZGU> de F/’U.
f

(z)2y

Assim, pela propriedade universal de limite, 3! morfismo

(f*]:)y: I&H Fo — ILH ]:/m:(f*}-/)y

f(@)=y f(@)=y

tal que, para todo z € U, o sequinte diagrama comuta:

Jm F; (2.4)
_ =7 f@)>y
3!/ _ -
1'&1 fx o J—:Z Pz f/'z
f(z)>y

Denotaremos por (f.(v)), esse unico morfismo.

Note que se y < vy em Y, entio Uy C U, e assim, V = {x € X :
f(x) >y} C{r e X : flz) >y} = W. Entao, por (2.9), e por
v F — F' ser um morfismo em ShxA, para quaisquer x < x’ em V,

temos que o sequinte diagrama comuta:
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_ f(z)>y
_ - \
_ - - \
3 _ - \
_ - \
P e \
- - - \
. Pz
(f*-F)y:l&n}-w F Fs \\
f(x)>y \
[ |
[ [
el Fat sz Flte (3!
| |
I ]
v I
(fiF)y = I&H Fa F . Fla !
fx)>y' //
~ < ,
=~ ~ /
E /
=~ ~ /
T~ /

Isso prova que f.p é um morfismo em Shy A.
Exemplo 2.19.

Considere os posets X, Y e a funcao continua f : X — Y do Ezemplo

[2.1]].2.

X: n T Y Y1

1,423 L
Y1,2

1,3 2,4

Y2
xs3 Xy
Ys Y4

Seja F € Shx A, o funtor imagem direta f, : Shx A — Shy A define o feize
foF Y — A por:
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.(f*f>y1: @1 Fzzl&n ‘F'Bl Fay g Fags f:m :‘lenfwz
f(@)2y 7 '
Fay3 Faa 4
Fas Fay
.(f*]:)yzz @Fx:lﬁl ‘sz :‘sz
f(x)>y2 Fuo3 XWA
Fas Faa
b (f*]:>y3: gﬂ ‘FOE:@‘FMZ‘FM
f(z)>ys
o (fF)y = lm F,=lmF, = F,
f(z)2ya
Ou seja, (f.F)(Y) € igual a
For [T Fes
-
Fay
R
Fas Fay

Uma das vantagens de descrever os funtores da teoria de feixes sobre posets é
a presencia de simetrias e assim, como definimos o funtor imagem direta de feixes
sobre posets usando a extensao de Kan a direita, de maneira dual, por A ser uma
categoria cocompleta, vamos definir um funtor de feixes sobre posets usando a

Extensao de Kan a esquerda.

Definicao 2.20. Seja f : X — Y wma aplicacdo continua entre posets. O
funtor f, : Shx A — Shy A, é definido como seque:

o Se F € Shx A temos o sequinte diagrama

X-Z.A

i

onde X € uma categoria pequena e A € uma categoria cocompleta, entao

~

Y

fHF € Shy A pode ser considerado como a extensao de Kan a esquerda de
F ao longo de [ dada pela formula pontual , 1sto €,
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o (fiF)y, = (LanyF), = hg Fa, para todo y € Y.
f(@)<y
o Sey <y emY, entio {y} C{y'} edat, {r € X : f(x) e {y}} C{z e
X : f(z) € {y'}}, logo, temos que {z € X : f(z) <y} C{r € X :
f(x) <y'}. Assim, o morfismo (/iF), — (fiF)y € dado no sequinte
caminho:
Qualquer colimite sobre o maior conjunto define, por restricao, um co-

cone sobre o menor conjunto, entao pela propriedade universal do coli-
mite 3! morfismo fiF,  : (fiF)y = hg Fp — hﬂ Fo = (fiF)y-
f(@)<y fl@)<y
e Sejap: F — F' um morfismo em Shx A. Entdo, dadoy €Y, o morfismo
fio: h(F — fiF' € definido como seque:
Qualquer colimite de F define, por composicao com os morfismos ¢, onde

z € X, um cocone de F', entdo pela propriedade universal do colimite 3!

morﬁsma (f'%o)y : (f'f)y = hﬂ Fo—> hﬂ ‘/T_'/x = (f!f/)y-

flx)<y f(@)<y
Dualizando o diagrama comutativo , obtemos que fio é um morfismo

em Shy A.

Exemplo 2.21.

Assim como no exemplo anterior, considere os posets X, Y e a fun¢ao continua
f: X —Y do Exemplo[2.1] 2.

Seja F € Shx A, o funtor fi: Shx A — Shy A € dado por iF 1Y — A, onde:

¢ (f!f)y1: hﬂ Fx:h_n>1fx1zfx1

f@)<y1
o (fF)y = lim Fo=lim F, Fop=F, [ 7o
f(@)<y2
o (fiF)y, = hﬂ}—x:hﬂ}—m Foy = Fus
f(@)<ys
-7:96173 ]‘—12’3
Fas
o (fiF)y, = hﬂ}—w:hﬂ}—zl = Ju

Foy =
J(@)<ys
Fay
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Ou seja, (fiIF)(Y) € igual a

Fay
lil
For [ Fas
}—zy Y)pl
Fas

Fas

Observacao 2.22. Os funtores imagem direta f, e imagem inversa f=* coinci-
dem com os funtores usuais da teoria de feizes, dados nas Defini¢oes[1.49 e[1.43,

respectivamente.

De fato,

e Dados F € Shx A ey €Y, temos que

(f*f)y

i 7,
f()zy
7,
f(@)ely
w7,
z€f~H(Uy)

F(HUy) (LemalZ10)

e Dados G € Shy A e x € X, temos que

(f7'G)e

Gr)

limy G(V)
Vaf(z)
Usz VO f(U)
lim (f+G)(U)
Uszx

(f7G)a
(f*G),

(Por (1.9))
gv)
(Def.

(Por )
(Obs. [L.39)

Teorema 2.23. Os funtores f~' : Shy A — ShxA e f, : Shx A — Shy A

formam um par adjunto (f=1, f.).

Demonstracao: Devemos provar que, para quaisquer F € ShxA e G € Shy A,

existe um isomorfismo natural

HomShXA(f_lg,]:) x~ HomShy.A(g7 f*F)
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e Construcao das bijegoes:

Sejam F € ShxA, G € ShyAe 3 :G — f.F um morfismo em Shy A,

vamos definir um morfismo em Shx.A induzido por 5 como segue:

o Sex € X, temos que x € {z € X : f(z) > f(z)}. Entdo, o morfismo
induzido 3 : G — F ¢é dado por:

~ By (a . B
Bt (F10)s = Gpo) —> (fF)jwy = lim F.—=F,

f(z)>f(2)

isto é, Bx = 13 0 By(z)-

o Se x <z’ em X, entao por f ser continua temos que f(x) < f(z’) em
Y eassim, {z € X : f(2) > f(2)} C{z € X : f(2) > f(z)}. Como
qualquer limite sobre o maior conjunto define, por restricao, um cone
sobre o menor conjunto, entao pela propriedade universal do limite e

por 3 ser um morfismo funtorial, o seguinte diagrama comuta:

~ Bf(x . w
Bx:(filg)x:gf(x)L>(f*]:)f(:c): I&H *FZLFLL‘

f(2)2f(2)

Gl f(2) ! Fot
3

~ \i
. -1 == —_— 1y = | —_— /
Bar : (F7G)r = G Byt (o) f(zt?(x/) 7 i 7
(2.6)

Isso prova que E: f~1G — F é um morfismo em ShxA.

Por ShxA ser uma categoria abeliana, o seguinte ¢ um homomorfismo de

grupos

Homgpy, A(G, foF) — Homgp,a(f1G,F)

B — B

Por outro lado, sejam F € ShxA, G € ShyA e o : f7'G — F um
morfismo em Shx. A, vamos definir um morfismo em Shy A induzido por «

como segue:
o Seja x € X. Entado, dadosy € Y e U := {zx € X : f(z) > y}, o
morfismo induzido @ : f~'G — F ¢ definido no seguinte caminho:

Dada a colecao < ¢, : ILH Fo — F, de morfismos, temos que
flz)>y 2eU
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( gn Fu, {gpz}zeU> ¢ um cone de F|y e, note que, a cole¢ao de mor-
@)=y
fismos

g z),Y Oz
{0:0G10y: Gy~ Gy = (f7'G). > F. }oev

da origem a um cone (Qy, {a, o gf(z),y}zeU) de Fly.

Assim, pela propriedade universal de limite, 3! morfismo

gy—> @1 -Fm:(f*]:)y

f(x)>y

tal que, para todo z € U, o seguinte diagrama comuta:

lm F, (2.7)
_7 f(@)2y
=
// lwz

@206 (z),y

Denotaremos por a,, esse inico morfismo.

o Sey <y emY, entdao segue que {r € X : f(x) >y} C{xr e X :
f(z) > y}. Como qualquer limite sobre o maior conjunto define, por
restricao, um cone sobre o menor conjunto, entao pela propriedade
universal do limite e por , temos que, para todo z € {z € X :

f(z) >y}, o seguinte diagrama comuta:

\ /fiJ-;
PNy

Isso prova que a : G — f,F é um morfismo em Shy A.

Dali, note que

Homgp 4(f'G, F) — Homgp, 4(G, f.F)

~

« — «
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A seguir, vamos verificar que essas correspondéncias sao uma inversa da

outra, isto é,
Br— Br— B=3 e a— ar— a=a«

o Dado z € X, temos que x € {z € X : f(z) > f(x)}. Entao, por (2.7)

o seguinte diagrama comuta:

in 7.
& - f(2)2f(z)
f@) -~
i
- F.
Gtz @z0G (), f(x) ‘
Dai, obtemos que 590 = Pz 0 Qf(a)
Uz © Gf(a), f(z)
oy O ]‘gf(x)
= QO

o Dado y € Y. Por (2.6) temos que, para todo z € {z € X : f(x) > y},

o seguinte diagrama comuta:

By

Gy (fiF)y = @1]’—%

G2

Gre) 5 s o

= 90 (fF)sewo By = d:085:) 0G5
= ,lvblz Oﬁy = éz ng(z),y
= % o 67; = ﬁz o gf(z),y
Além disso, por |j 3! morfismo By : Gy — (f«F), tal que o seguinte

diagrama comuta:

Bz0Gf(z),y
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Logo, pela unicidade do morfismo concluimos que Ey = f3,, para todo
yey.

Assim, provamos que o homomorfismo é de fato um isomorfismo.

e Vamos provar que o isomorfismo é natural, isto é, para quaisquer
F,F € ShxAeG,G" € Shy A, o seguinte diagrama comuta:

~

HomShYA(Q, f*./_") HomShX.A(f_lg7 F)

l |

Homgp, 4(G', [ F') Homgy, A(f G, F')

Dados os morfismos § : F — F' em ShxAe, A: G — G,
f:G — f.F em Shy A, basta verificar que (f,(0) o Bo \) = 5050,70_1()\)
em ShxA.

Pela propriedade universal de limite temos que, para qualquer x € X, o

seguinte diagrama é comutativo:

(feF)p@y = Jm  Fo--——- = lm F= (AT )@
f(2)>f(z) f(2)>f(z)
Pz 'd)x
Fu i F.

Dalf, segue que (f.(6)ofoA), = ¢zo(fi(d)ofoN)sw
= Yz 0 (ful0) @) © Pria) © As)
= 02090 Bswy o (7' (V)2
= 40 @” o (f7'(N)a
= (do0fo fﬁl()‘))x
Portanto, (f*(ﬁo A) = (5050 F7Y\) em ShxA e assim, concluimos que

o isomorfismo é natural.

O

Como consequéncia direta da adjungao anterior e do Teorema [[.12] segue o Co-

rolario abaixo.

Corolario 2.24. O funtor =1 € exato a direita e o funtor f, é exato a esquerda.
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Em geral, na teoria de feixes nao existe funtor adjunto a esquerda do funtor
imagem inversa f~!, mas em feixes sobre posets é satisfeito o seguinte teorema,
o qual pode ser verificado dualizando a prova do Teorema [2.23]

Teorema 2.25. Os funtores fi : Shx A — Shy A e f~': Shy A — ShxA

formam um par adjunto (fi, f~1).

Como consequéncia desta adjuncao, pelo Teorema temos o seguinte resul-
tado.

Corolério 2.26. O funtor fi é exato a direita e o funtor f~' é exato a esquerda.

2.3.1 Funcoes inclusoes de subconjuntos, fechados e aber-

tos

Vamos apresentar nesta se¢ao os casos particulares em que a fungao continua
f ¢é a inclusao de um subconjunto fechado de X e de um subconjunto aberto de

X.

e Sejam X um poset, ¥ C X fechado, i : Y — X a funcao inclusao e
F € Shy A. Entao, para cada z € X, temos que
Fe, sex €Y
(1:F)e =
0, sex &Y.

De fato, pela Defini¢ao do funtor imagem direta segue que

o Sex €Y, entao (i,F), = @ F. = F,.

i(z)>x
o Sex € X\Y, entdo como x ¢ Y nao existe z € Y tal que z =i(z) > x
em X, pois, caso contrario, se existe z € Y com z > x em X, por Y
ser fechado segue que = € Y, o que é uma contradi¢ao. Assim, por 0

ser o objeto terminal do diagrama ) em A obtemos:

(i.F), = lim F, = lim0 =0

i(z)>x

e Por outro lado, sejam X um poset, U C X aberto,
j: U <= X a funcao inclusao e F € Shy A. Entao, para cada x € X, temos

que
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, Fr, sex e U,
(1 F)e = { (2.9)
0, sexgU.

De fato, pela Defini¢ao do funtor fi segue que

o Sex € U, entao (jiF), = lim F, = Fo.

j(z)<z
o Se x € X\U, entdo como = ¢ U nao existe z € U tal que z = j(z) < x
em X, pois, caso contrario, se existe z € U com z < x em X, por U
ser aberto segue que z € U, o que é uma contradicao. Assim, por 0

ser o objeto inicial do diagrama () em A obtemos:

(jF)e = lim F. =limd =0

j(z)<z

As afirmacoOes acima nao sao verdadeiras se substituirmos “fechados”por “aber-

tos”ou “abertos”por “fechados”, respectivamente.
Mostraremos, a seguir, que nestes casos os funtores i, e j; sao exatos.

Lema 2.27. Seja Y um subconjunto fechado de X ei:Y — X a funcdo inclusao.

Entao, o funtor i, € exato e, além disso, € pleno e fiel.

Demonstracao:
Primeiro, vamos provar que o funtor i, é exato.

A saber, dada uma sequéncia exata curta 0 — F — G — H — 0 em Shy A,
devemos provar que a sequéncia induzida 0 — ,.F — ,G — i, H — 0 é exata
curta em Shx.A.

Pelo Corolario [2.24] o funtor i, é exato a esquerda, logo, a sequéncia 0 — i, F —
1+G — 1, H é exata. Assim, basta verificar que .G — i, H — 0 é exata. Pela
Proposicao , é suficiente ver que, para qualquer = € X, a sequéncia (i,G), —
(i+H), — 0 é exata em \A.

De ([2.8), temos os seguintes casos:

o Sex €Y, entao (i,G), = G, e (ixH), = H,. Por hipdtese temos que a
sequéncia G — H — 0 é exata e assim, G, — H, — 0 é uma sequéncia
exata, para todo = € Y. Segue que, neste caso, a sequéncia (i,G), —
(isH), — 0 é exata.
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o Se x € X\Y, entdo (i.G), = (i,H), = 0. Assim, neste caso, a sequéncia

(1:.G)s — (1sH), — 0 é exata.

Logo, concluimos que (i.G), — (i+H). — 0 é exata, para todo = € X. Portanto,

o funtor i, é exato.
Agora, provaremos que o funtor i, é pleno e fiel.

De fato, pelo Teorema temos que (i71,4,) é um par adjunto de funtores.

Entao, para quaisquer F,G € Shy A, existe um isomorfismo natural

HOHlShYA(ZnilZ'*f, Q) ~ I‘IOHlShXA(2'*./'—"7 Lkg)

Além disso, pela adjungao, existe uma transformacgao natural de funtores

n:i Y, — lgpy, isto é, uma familia de morfismos {nz : i ', F — F}resn, 4
tais que, para qualquer x € Y, cada um deles induz um morfismo de talos

(nF)e : (7Y F), — F, em A, onde

(iYL F)e = (7H0F))s
= (isF)i(x)
= (iuF)a
= F, (Por (2.8))

F (Def.
f’

Dai, (nr), : (i"Yi,F), — F, é um isomorfismo de talos, para todo x € Y
e assim, pela Proposigao [1.40} segue que 1 : i~'i, — lgp, ¢ um isomorfismo
funtorial. Logo, para quaisquer F,G € Shy A, temos que

Homgp, 4(F,G) ~ Homgp, 4(i ', F, G) ~ Homgp, 4(ixF, .G)

Portanto, o funtor ¢, é pleno e fiel.

OJ

O seguinte resultado é obtido procedendo de forma andloga ao Lema anterior.
Lema 2.28. Seja U um subconjunto fechado de X e j : U — X a fungdo inclusao.

Entao, o funtor j, € exato e, além disso, € pleno e fiel.

A seguinte proposigao descreve algumas propriedades para os funtores i, e ji,

e seus adjuntos, em feixes sobre posets.
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Proposicao 2.29. Sejam X um poset, Y C X um fechado e U = X\Y o seu
complemento aberto, considere as funcoes inclusoes i :' Y — X e j: U — X.

Entao, existem adjuncoes

i it
ShyA__— ShxA__ ShyA
i1 Ji

satisfazendo as sequintes propriedades:

1. 77N, =0 eilj = 0.
2. ifli* ~ 1ShyA e jflj! ~ 1ShUA-

3. Seja F € Shx A. Entao a sequinte sequéncia € exata curta:

0—jij ' F—F — i i 'F—0 (2.10)
Demonstracao:

1. o O funtor j ', : Shy A — Shy A é nulo.

Dado F € ShyAewu € U, por (2.8), comou € Y temos que (j i, F), =
(j_l(l*]:))u = (i*f)j(u) = (1.F), = 0. Logo, 5L, F = 0.

O funtor i3, : Shy A — Shy A é nulo.

Dado F € ShyAey €Y, por (2.9), comoy & U temos que (i ' ji.F), =
(@ (G F))y = (W F)igy = (1 F)y = 0. Logo, i~ j1F = 0.

e}

N
o

O funtor i~ ', : Shy A — Shy A é isomorfo a 1gp, 4.

1

Do Lema [2.27] por i, ser um funtor pleno e fiel e pela adjungao (i1, ),

segue diretamente que i~ i, ~ gy, 4.

o

O funtor j~'j : Shy A — Shy A é isomorfo a 1gp,, 4.
Do Lemam por jy ser um funtor pleno e fiel e pela adjuncao (ji, j 1)
segue, diretamente, que j1j ~ Lony,A-

3. Note que:

o Pela adjuncao (i7!,14,) existem as transformacoes naturais de funtores,

unidade € : 1gp,4 — @i~ " e counidade 7 : i~ ', — lgn, 4.

o Pela adjuncao (4,77 1) existem as transformagoes naturais de funtores,

unidade €’ : 15,4 —> 7~ 'ji e counidade 7' : jij ™1 — lgny 4.
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Isto é, familias de morfismos {7 : F — i,i ' F}resnya e {nF: jij ' F —

F}resnya, respectivamente.

. . ~ . R 77}-‘ EF . ._
Assim, existe uma sequéncia jij 'F —= F —=i,i ' F , para cada F €

ShxA.

Dado F € Shx A, vamos provar que 0 —>j!j_1fi> F-Leii ' F—>=0
é uma sequéncia exata curta em ShyA. Note que, pelo Corolério [1.41] é
suficiente verificar que 0——= (5,571 F), E2 Fa Lerly (isi ' F)y—=0 &

uma sequéncia exata curta em A, para todo x € X.

Dai, considere os seguintes casos:

e Sex €Y, entao

o Considerando a inclusao i : Y <— X segue que

(14071 F), (i (72 F)) s
(Z:_lf)i(m) (Def. (2.11)
= (i7'F)
= F (Por (2.8]))

Logo, o morfismo (e7), : Fr — (1.0~ ' F), = F, é um isomorfismo
de talos.

o Considerando a inclusao j : U — X. Como z € Y, temos que
x ¢ U e assim, de , por j~LF € ShyA segue, diretamente,
que (jij ' F), = 0.

Logo, o morfismo de talos (%), : 0 = (jij ' F)s — Fe 60

morfismo nulo.

Neste caso, a sequéncia 0 — (4177 1F), W)z F, iSals (1417 ' F)y —=0
coincide com a sequéncia exata curta 0 0 Fu = Fu 0.

e Por outro lado, se x € U, entao

o Considerando a inclusao j : U — X segue que

GG F))a

1 °
J ]:>z

= F (Por (2.9)))

(57 F)e = |
=
(

Logo, o morfismo (%), : Fr = (jij ' F)z — F, é um isomor-

fismo de talos.
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o Considerando a inclusao i : Y < X. Como z € U, temos que
r €Y e assim, de (2.8)), por i 'F € ShyA segue, diretamente,
que (1,41 F), = 0.

Logo, o morfismo de talos (¢7), : Fo, — (1.0 ' F), = 0 é o
morfismo nulo.

5=

Neste caso, a sequéncia 0 — (715 1F), Fa g (i1 F)g —=0

coincide com a sequéncia exata curta 0 Fu = Fu 0 0.
. , .o (77';)1 (a}')z .1 ,
Assim, concluimos que 0—— (jij ' F), —= F, — (ixi ' F), —=0 é

uma sequéncia exata curta em A, para todo r € X.

o 7]{7: EF .o , ~ .
Por tanto, 0 — jij ' F —= F —=1i,i ' F —— 0 é uma sequéncia exata

curta em ShxA.

2.3.2 Funcoes constantes, projecao e inclusao

Vamos apresentar nesta se¢ao os casos particulares em que a fungao continua
f € a funcao constante projecao a um ponto e a funcao constante inclusao de um

ponto.

A continuacdo, {-} denotard o conjunto formado por um tnico ponto e, note
que, dado G € ShyyA temos que G sobre {-} é completamente determinado pelo
objeto G(-) € A entdo, denotaremos G simplesmente por M € A.

Seja X um poset. Considere a fungao constante projecao a um ponto

p: X — {-}, a qual induz os funtores p~!, p, e p; dados, respectivamente, por:

e SexeXeM:=G(-) €A entao (p7'G), = Gp) = M. Como, para todo
r € X, otalode p7'G em x é M, entao p~'G é o feixe constante sobre X

com valores em M, denotado por My.

e Suponha que {y} = {-} em X e seja F € ShxA. Como p(x) = y, para
todo x € X, entao
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Assim, pela Observagao[2.11] segue que (p..F), = lim 7, = F(X) = I'(X, 7).

zeX

Logo, o funtor p, é chamado funtor secao global.

e Suponha que {y} ={-} em X e seja F € Shx.A. Entao,

p(z)<y zeX

Por outro lado, seja x € X. Considere a fungao constante inclusao de um
ponto i, : {-} = X, cuja imagem ¢ o conjunto {z}, a qual induz os funtores i,

Iz+ € 1z dados, respectivamente, por:

e Seye X eF e ShxA, entao (i,'F), = Fi,) = Fz ¢ 0 talo de F em .
Claramente, se y < ¢ em X segue que (i, 'F)y, = 17,.

e Seye XeMe A, entao
, M, sey € {z};
(izu M), = ..
0, caso contrario.

De fato, pela Defini¢cao do funtor imagem direta segue que:

o Sey <z, entao (i, M), = Jm M =lmM=lmM=M.

(iz)(2)2y r2y
o Se y £ x, entdo nao existe z € X tal que x = (i,)(z) > y em X.

Assim, por 0 ser o objeto terminal do diagrama () em A obtemos:

(i0.M), = Jim M =lim@=0

(iz)(2)2y

e De maneira dual, obtemos que, se y € X e M € A, entao

0, caso contrario.

M, seye Uy,
(ix!M)y = { Y

Note que, se y < ¢y em X, entao

. 1M7 Sey,em; . 1M7 SeyEUw7
(Zx*M)yCy = { (Za:!M)y’,y =

0, caso contrario. 0,  caso contrario.
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2.4 Simples, projetivos e injetivos

Nesta se¢ao apresentaremos objetos simples, projetivos e injetivos na categoria
de feixes sobre posets com valores numa categoria abeliana A, completamente

determinados por objetos simples, projetivos e injetivos de A, respectivamente.

Seja x € X. Considere a funcao constante inclusao de um ponto
ip : {} = X a qual induz os funtores i,,, i, € i, tais que, pelos Teoremas m

ef.25 (i;1,is.) e (iz1,i; ") formam pares de funtores adjuntos, respectivamente.

Entao, para quaisquer F € ShxA e M € A, existem os isomorfismos naturais

Hom 4 (F,, M) = Homyu(i,'F, M) =~ Homgp, a(F,iz M)
(2.13)

Homgpy a(igM, F) =~ Homyu(M,i'F) = Hom (M, F,)

Lema 2.30. Seja X um poset. Dado x € X temos que

1. Se I ¢ injetivo em A = i,,1 € injetivo em Shx A.

2. Se P ¢ projetivo em A = i, P € projetivo em ShxA.
Demonstracao:

1. Seja I € Ob(A) injetivo e i, o funtor imagem direta induzido pela aplicac¢ao
iz : {-} = X. Pelo Lema|[1.11] para provar que i, I é injetivo em Shx.A é

suficiente provar que o funtor contravariante Homgyp, , 4(—, i,.1) é exato.

Sabemos que o funtor Homgp, 4(—,i..I) é exato a esquerda, entdo basta
verificar que o funtor é exato a direita, isto é, leva monomorfismos de Shx.A

em epimorfismos de Ab.

Sejam F,G € ShxA e ¢ : F — G um monomorfismo em Shx.A entao,
para cada x € X, temos que ¢, : F, — G, é um monomorfismo de talos

em ShyA. Logo, por I ser injetivo segue que, dado z € X, o monomorfismo
Yz * Fo — G, induz um epimorfismo Hom 4(G,, I) N Homy(F,,I) em
Ab.

De (2.13)) temos os isomorfismos naturais Hom 4(G,, I') ~ Homgp, 4(G, iz.1)
e Homy(F,, I) ~ Homgp, 4(F,iz.1). Assim, obtemos o epimorfismo
Homgp A(G, iz, 1) AN Homgp a(F, iz, l) em Ab.

Portanto, i,,1 é injetivo em Shx.A.
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2. Procedendo de maneira analoga, provamos que se P é projetivo em A entao,

iz P é projetivo em ShxA.

Corolario 2.31.

1. Se A tem suficientes injetivos, entao Shx A também tem suficientes injeti-

VO0S.

2. Se A tem suficientes projetivos, entao Shx A também tem suficientes pro-

jetivos.
Demonstracao:

1. Provaremos que para todo F € ShyA existe um monomorfismo F — F’

com F’ injetivo em ShyA.

Dado F € Shx A, para cada x € X, temos que F, € A. Logo, por hipétese,
existe um monomorfismo F, —— I em A com I injetivo e, além disso, por

(2.13) existe um isomorfismo natural

Orr: Homa(F,,I) =~ Homgpa(F, iz ])

P — Pz

Entao, dado um morfismo ¢ : G — F em ShxA tal que p, o1 = 0, para
provar que p, ¢ um monomorfismo, basta verificar que 1 = 0. Note que,

por O ; ser um isomorfismo natural, o seguinte diagrama comuta:

Or,1

Hom 4(F,, I) Homgp a(F, i)

(%)*L lw

HomA(gm)I) HomShXA(guiz*-[)

Og,1

assim, (Og,r 0 (12)") () = (V" 0 O 1)(ps) = Og (s 0 V) = V™ (&5) =
©r 01 = 0. Dali, por Og; ser um isomorfismo, obtemos que @, o ¢, = 0
e assim, por ¢, ser um monomorfismo, concluimos que ¥, = 0, para cada
x € X, logo, ¥ =0 em ShxA.

Portanto, p, : F — i,/ é um monomorfismo em Shx.A onde, por I ser

injetivo e pelo Lema [2.30} 7.,/ ¢ injetivo.
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2. Procedendo de maneira andloga, provamos que se A tem suficientes proje-

tivos, entao Shx.A também tem suficientes projetivos.

OJ

Definigao 2.32. Seja F € ShxA. O suporte de F, denotado por SuppF, € o
conjunto
SuppF ={x € X : F, # 0}

Note que se SuppF =) = F, = 0 para todo z € X = F =0 em ShxA e assim,

SuppF =0 < F=0

Um feixe F € ShxA é chamado feize talo se SuppF = {x}, isto é, se seu suporte

é um unico ponto de X.

Dado = € X, para cada objeto M em A, existe um feixe talo M, em ShxA
definido por:

e Sey € X, entao

M, sey=u,
(Mx)y = { s (2.14)
0, caso contrario.

1, sey=1vy =u;
(Mw)y’,y = .
0, caso contrario.

De onde segue, diretamente, que M, é simples em ShxA se, e somente se, M é

simples em A.

O seguinte resultado mostra que para cada F € Shx.A existe uma sequéncia
finita de subobjetos de F, comecando com o objeto 0, tais que os quocientes de

objetos consecutivos sao feixes talo.

Lema 2.33. Todo feize F € Shx A admite uma filtragdo finita {F;}icz tal que

0s quocientes consecutivos Fiyq1/F; sdo todos feixes talo.

Antes de apresentar uma prova para este resultado faremos algumas ob-

servagoes.
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Observagao 2.34. Considere a inclusao j : U — X de um subconjunto aberto
de X, entdo o feize 55 ' F € um subobjeto de F em ShxA.

De fato, seja U C X um aberto. A func¢ao continua j : U — X induz os funtores
g e 5 tais que, se F € ShyA, para 557 F € Shy A temos que:

Fe, sexeU;

0, caso contrario.

o Sex € X, entio (jij ' F), = {
Logo, (jij ' F)z C Fu, para todo x € X.
o Dado x <z’ em X, entdo

x Sex eU=U, CU=Uy CU, CU =2 €U e assim, o sequinte

diagrama é comutativo:

(j!j_lf)x/ —‘Fx’
x Sex' U = x & U e assim, o sequinte diagrama € comutativo:

0= (,]'.]71]:>x(_0> ]:$

ol jfm

0= (j!j_lf)z/(_0> fx’
x Sex' e U ex & U, o sequinte diagrama é comutativo:

0= (jij ' F)."“"F,

ol sz/,z

(j!j_lf)cc’(_> F:c’

Assim, para qualquer aberto U C X e F € ShxA. Considerando a fungao
inclusio j : U — X, concluimos que 515 *F C F em ShxA.

Definicao 2.35. Uma sequéncia estritamente crescente x1 < x9 < ... < Tpi1

em X € chamada cadeia de comprimento n.

A dimensao de X, denotada dim X, é definida como o maximo comprimento de

uma cadeia em X, isto é,

dim X = max{n € N: Existe uma cadeia 1 < x5 < ... < x,,1 em X}
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Observacao 2.36.

Dado um poset X, supondo que |X| = n e lembrando que os posets aqui
apresentados sao escritos numa sequéncia T, ..., T, tal que, para quaisquer 1 <

1,7 <mn, sex; <xj=1<j. Podemos reescrever X em niveis como segue:

o Nivel1: X; ={x € X : x € mazimal}.

o Nivel 2: Xo ={x e X\X; : {y:y 22} C X}

Assim sucessivamente, para 2 < s < n, temos que:

o Nivel s: Xy ={re X\X;_1 : {y:y 2z} C Xs1}.
Dai, note que:

1. X, N X, =0, para todo r # s em {1,...,n}.

2. Para qualquer s € {1,...,n}. Se x # y em X, entdo x e y sdo incom-

pardveis.
3. dimX = s se, e somente se, podemos reescrever X em s+ 1 niveis.
Exemplo 2.37.

Seja X o poset

.TQ/ xl \I'?)
N

Ty
Reescrevendo X em niveis, obtemos o poset
X3 . T
\
X2 . T3
\
X To Ty

Daremos a seguir uma prova para o Lema [2.33
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proceder por inducao sobre n.

Dadas as Observagoes e segue que:

Paran = 1:

Seja X o poset

X12 T

Demonstragao: Seja X um poset e F € ShxA. Supondo que | X| = n, vamos

Definindo jo : 0 — X e j; : Uy, — X, temos que

(jorjo " F)ay = 0 € (j11J1 " F)ay = Fuy- Assim, 0 =

(jujflf/jozjalf)m =Fu /0= Fyy.

Logo, neste caso, o Lema é satisfeito.
Para n = 2:

o Se dim X = 0, seja X o poset

X1 . T

jO!j()_lf C jl!jflj: =Fe

X2

Definindo jo : 0 — X, j1 : Uy, — X € jo : Uy, UU,, — X, temos

que:
(jO!j()_l*F)ﬂf = 0, para todo x € X.
Fp, sex e U,,;
o ) T2
Fle =
(i ' F) 0, caso contrério.
Fy, sex €U, UU,.:
.. T 1 w2
Fle =
(Jarjy F) 0, caso contrario.

Assim, como U,, C U,, UU,, segue que

Fa
0,

se T = To;

{

Fu, para todo z € X.

caso contrario.

0= jojo ' F C jujy ' F C jorjs  F=F

e, além disso,

F./0= F
ojs ' Flingi ' F), = N N
(]2.]2 /Judh )x Fo)F. 20,
F./0= F
it Fliode ' F), = ’ x’
(]1.]1 /Joido ):c 0/0 22 0,

se r = x7;
caso contrario.
se r = Xo;

caso contrario.
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o Se dim X = 1, seja X o poset

X2 : 1
Xl . i)

Definindo jo : 0 — X, j1 : Uy, — X € jo : U, — X, temos que:
(jorjo ' F)e = 0, para todo z € X

P, fw, SexEUx; ij Sex:x;
(i ' Fla = { 2 _ { 2

0, caso contrario. 0, caso contrario.

o Fu, sex € Uy,;
(42192 1}—):(: = ! . = JF,, paratodox € X.
0, caso contrario.

Assim, como 1 < 29 = U,, C U,, segue que
0= Jjojo ' F C juji \F C jarjy ' F =F

e, além disso,

(jzljg_l}_/jl!jfl}_) =

T

{ F. /0= F,., sex=umxg

Fu/F. =0, caso contrario.

(jlljl_lf/jO!j()_l‘F) =

T

{ F. /0= F,, sex = xs;

0/0 =0, caso contrario.

Logo, neste caso, o Lema é satisfeito.

e Paran =k:

Suponha, para todo poset X com |X| = k < n, que se F € Shx.A, entdo

F admite uma filtragao finita
0=Jjojo ' F Cjujr ' F C -+ C i F=F

com Jy : U U, — X, onde my = {z € X : x é minimal}.

remx

Seja X um poset com |X| =n e dim X = s, entdo podemos reescrever X
em s+ 1 niveis e assim, dado 2’ € X, temos que 2’ é minimal na cadeia de
maior comprimento em X. Logo, seja F € ShxA, como | X'| = | X\{2'}| =
n — 1 segue, por hipétese de indugdo, que F' = F|x, C F possui uma

filtracao finita

0=jojo ' F Cingi ' F C ClnrgnaF =F = Flx
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Com Jp—1 U U, — X, onde mx = {z € X :  é minimal em X'}, e

TEM /1

Flo=F,, sexé€ U U,;
(jnfl!j;—ll}-/)x = rEM
0, caso contrario.

= JF,, para todo z € X'.

Logo, definindo

Jn ( U Um>UUx/—>X

TEM x/

segue que

(]n'jrjlf)aj = Fx’ Se & € < U UI) UUx/;

TEM /1

0, caso contrario.

= JF,, para todo x € X.
Assim, Flxr = jn11jn 1 F C jujn ' F = F e, além disso,

F. /0= F,, sex=a

F./Fs =20, caso contririo.

(nidn " Flin-1dnh F'), = {

Logo, F admite uma filtragao finita cujos quocientes consecutivos sao todos

feixes talo.

Portanto, o Lema é satisfeito para todo poset X com | X| = n.

O

Lembrando que uma categoria abeliana 4 é uma categoria de comprimento
se cada objeto admite uma serie de composigao. O seguinte resultado é uma
consequéncia do Lema [2.33]

Corolario 2.38. Se A € uma categoria de comprimento, entao Shx A também é

uma categoria de comprimento.

Demonstragao: Sejam X um poset, com |X| =n, e F € ShxA. Entao, pelo
Lema [2.33] segue que F admite uma filtracao finita

0= jojo 'F Cingy 'F C Cjjn ' F=F
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tal que jii1,J;5F /junj; ' F sdo feixes talo, para todo i € {0,...,n — 1}.

Além disso, para cada i € {0,...,n — 1}, os elementos da filtragao satisfazem

Gadi ' F C Jigy jijrll}" , entao eles induzem uma sequeéncia exata curta

0 — Jug; ' F — jundin F — Jivndipn F /dng; ' F — 0

onde, é(j¢+1!j;r11]:) < 00 & L(juj; ' F) < e é(ji+1!j;r11f/ji!j¢_1~7:) < 00, pela
Observacao (1.14]

Assim, vamos provar que £(j;j; 'F) < oo, para todo i € {0,...,n — 1}, por

indugao sobre 7. Observando que:

Para cada z; € X, temos que F,, € A e, por hipétese, ((F,,) < co. Entao, sem

perda de generalidade, supondo que ¢(F,,) = m, existe uma serie de composi¢ao

0=AyCc A\ C---C A, =F, de F,,.
Dai, tomando os feixes talo (A%),, como definidos em (2.14), para todo

i€{0,...,n—1} etodo 5 €{0,...,m}, e, lembrando que

L o Fan iy S€ T = Tp_;
(Ji+1!]i+11]:/]i!]¢ 1F)x = {

0, caso contrario.

C (A7)
(A, = JirnginF/dnds ' F, para todo i € {0,...,n — 1}, tal que os quo-

obtemos que, existe uma filtracio finita 0 = (AJ™) C - C

Tn—i Tn—i

cientes consecutivos sao todos objetos simples em Shx.A. Assim, obtemos que
C(Gi11JisnF /g ' F) < oo, para todo i € {0,...,n — 1}.

e Parai=1:
Claramente £(0) = E(jo,jo_l]:) < 00 e, como ﬁ(jl!jl_l]:/jg!jo_lf) < 00 =
(g ' F) < 0.

e Para i = n — 1, suponhamos que £(j,_1,j, 1 F) < oo.

e Vamos provar que também ¢ satisfeito para i = n, isto é, £(jnj, ' F) < oo.

De fato, como £(jnji F/jn_1,J, 1 F) < oo e, por hipétese de indugao,
C(n-11Jn 21 F) < 00 = L(jnjn ' F) < oo

Logo, {(F) = £(jnj. ' F) < oo e, portanto, pela arbitrariedade de F concluimos

que ShxA é uma categoria de comprimento. O
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Seja A um objeto nao nulo numa categoria abeliana A. Definimos a dimensdo
homoldgica h.d. A de A como o menor inteiro nao negativo n para o qual o funtor

Yoneda Ext"(A, —) é nao nulo.

Se tal n nao existe, dizemos que a dimensao homolégica de A é infinita, e escre-

vemos h.d. A = oo.

Uma exposigao detalhada da definigdo do grupo Yoneda Ext™(A, B) em termos

de sequéncias exatas de comprimento n de B a A podera ser encontrada no livro
[6] (pag.76).

A dimensao global de uma categoria abeliana A, denotada por gl.dim. A, é de-
finida como o supremo das dimensoes homoldgicas de todos os seus objetos, ou
seja,

gl.dim. A = sup(h.d. A)
AcA

Dado um poset X e uma categoria abeliana A, a dimensao global da categoria
de feixes sobre X com valores em A depende de X e da dimensao global de A,

COMO Vemos a seguir.

Proposigao 2.39. gl.dimShxA < gl.dim A + dim X.

Um estudo aprofundado da nocao de dimensao global de feixes sobre posets e,
em particular, a demonstracao desta proposicao pode ser encontrado nos artigos
[0 e [22].

2.5 Feixes de espacos vetoriais de dimensao fi-

nita

Nesta se¢ao, vamos nos concentrar no caso em que A é a categoria de espagos
vetoriais de dimensao finita sobre um corpo e, veremos que a categoria de feixes
sobre um poset X com valores em A pode ser identificada com a categoria de
modulos a direita de dimensao finita sobre a algebra de incidéncia deste poset X.

Além do artigo de Sefi Ladkani, também indicamos como referéncia [14].

Seja k um corpo fixo. A partir de agora, vamos considerar A como sendo a

categoria de k-espagos vetoriais de dimensao finita, isto é, mod k.

Dado um poset X, a fim de diferenciar a categoria de feixes sobre X com valores
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em mod k da categoria de feixes sobre X com valores numa categoria abeliana

arbitraria, denotaremos por:

e Shyx := ShxA a categoria de feixes de espacos vetoriais de dimensao finita
sobre X.

e Homx(—,—) := Homgp, 4(—, —) 0 espago de morfismos da categoria Shx.

Definicao 2.40. Seja X um poset. A algebra de incidéncia de X sobre k, deno-
tada por kX, € uma dlgebra associativa que tem como base o conjunto
{ezy <y em X}.

Para quaisquer x <y e z < w em X, definimos a multiplicacdo por:

o Crw, SCY = Z;
exyezw - L.
0, caso contrario.

Observagao 2.41. Lembrando que os posets X aqui apresentados sao finitos,

temos que:

1. Dotada desta operacdao, kX é uma k-dlgebra de dimensdo finita nao comu-

tativa.

2. O elemento 1 = Y e, € a identidade de kX .

zeX
De fato, sejam x,y,z € X, com x <y, entao:
€rzy SEY = 2Z; €rzy SET = Z;
CryCrz — . €22€zy = -
0, caso contrario. 0, caso contrdrio.

Consequentemente, ey, <Z ezz> =€,y € <Z ezz> Cry = Eay-

zeX zeX

Vamos denotar por mod kX a categoria de todos os médulos a direita finita-

mente gerados sobre a algebra de incidéncia k.X.

Lema 2.42. Seja X um poset. Entao, existe uma equivaléncia de categorias:

Fun(X, mod k) —— mod kX

Demonstragao: Vamos construir, explicitamente, dois funtores ' : mod kX —
Fun(X,mod k) e G : Fun(X, mod k) — mod kX tais que F'o G = lpun(x,modk) €
GolF = Tmod kx-
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1. Construcao do funtor F': mod kX — Fun(X, mod k)

e Seja M € mod kX, definimos F'(M) como segue:
o Se xz € X, entdo F(M), = Me,, = M, é o k-espago vetorial
consistindo de todos os me,,, com m € M.
o Se x <2’ em X, a aplicagdo F(M), , : M, — M, é dada por
My > (MEyy)Cry = Mgy
Nao é dificil verificar que, por M ser kX-moédulo, F'(M),, é uma

aplicagao k-linear.
Logo, F(M) é um funtor de X em mod k.

e Seja f: M — M’ um morfismo em mod kX. Entao, dado z € X, o
morfismo F(f): F(M) — F(M') é definido por

F(f)x:fa: M, — M:;c
meze +——  f(m)eg,

Note que, se x < 2’ em X em € M, entao por M, M’ ser kX-mddulos e
f ser uma aplicagao kX-linear, (F(M'), z0fr)(meys) = f(megy)ews =
f(m)erw = (f(m)ers)ers = (fur 0 F(M)y 2)(mey,) e assim, o seguinte

diagrama é comutativo:

Isso prova que F'(f) é uma transformacao natural de funtores.

Claramente:

o F'(1x) = 1p), para todo M € mod kX.

e F'(go f)= F(g)o F(f), para cada par de morfismos f : M — M’ e
g: M — M"” em modkX.

Concluimos que, assim definido, F' : mod kX — Fun(X,modk) é um

funtor.

2. Construgao do funtor G : Fun(X, mod k) — mod kX
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e Seja F € Fun(X,mod k), entdo a imagem de F por G é o k-espago
vetorial G(F) = @ F..

zeX
Vamos definir uma estrutura de kX-moédulo sobre G(F) no seguinte

caminho:
Para cada € X existem as aplicagoes naturais i, : F, — G(F) e

7yt G(F) — Fy e, para x < 2/ em X existe Fyr, @ F, —> Fy tais

que:
iy OFppome: GF) — Fp — For —  G(F)
(my)yex = my — Foa(me) —> (ny)yex
Fz’ xz\Mz), = )
Onde,ny:{ 7(m) Se T y/‘
0, caso contrario.
Assim, definimos uma operacao binaria:
GF)xkX — G(F)
((Mmy)yex, €zar) > (M € )y)yex
onde,
For o(My ) ' = )
<m~emf>y=ny={ oAma), e T=4 (2.15)
0, caso contrario.

Deixamos ao leitor verificar que, dados m,m’ € G(F), x < ', y </
em X e A\ € k, a operacao anterior satisfaz:

(a) (m + m/)exx’ = Meyyr + M/ €y

(b) m(eqar + €yy) = Mega + meyy;

(¢) m(exaeyy) = (Megar)eyy:

—

_ /.
Meyy )z Sy =12,

(m(ezwreyy)). = , .
caso contrario.

o=

)

!

w(my), sey=xez=y;

caso contrario.

=
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N

((mem,)eyy,)z — Cy((mem')y), se z=1y;

0, caso contrario.
— a2/ _ .
_ fy’,y(f:v’,w(mm»? Se 2 =Y ey =1;
0, caso contrario.
/ )
B Fyao(mg), sez=y ey=ux;
0 caso contrario.

)

= ((Mm(ezareyy))z)zex = ((M(€rareyy)):)-ex

(d) ml =m;
(e) (m)‘)exx’ = (meaw’))\ = m(ezax’)‘);
Logo, obtemos que G(F) é um kX-mddulo.

e Seja ¢ : F — F' um morfismo em Fun(X, mod k), o qual induz um
morfismo de talos ¢, : F, — F. em mod k, para cada z € X.

Entao, dado (my).ex € G(F), definimos G(¢) : G(F) — G(F') por
G(o)((My)zex) = (p2(ms))zex, isto é, G(p) = D ¢u-

zeX
Note que, ¢, : F, — F. é linear, para cada x € X, e assim, G(p) é

linear.
Além disso, por ¢ : F — F’ ser um morfismo em Fun(X, modk),
temos que, para quaisquer < z’ em X, o seguinte diagrama ¢é comu-

tativo:

Px /

Fo -2 F
FZ,,Il jf;)/ x

/

—FI’ O ‘Fx’

dai, segue que:

((G(S0>(m))€$z/)y = ‘/—'-I;glw((px(mm))’ Se Y =T,

0, caso contrario.
_ pr/(f.m/,z<mx))a Sy =1
0, caso contrario.

(G(p)(mewz))y = (py(mewa))y
_ pr’(f.x’,x(mx))a S€ Yy =x;
0, caso contrario.

Isso prova que G(p) é uma aplicagao kX-linear.

Claramente:
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e G(1r) = lgx), para todo F € Fun(X, mod k).

e G(¢Yoy)=G(Y)oG(p), para cada par de morfismos ¢ : F — G e
¥ G — H em Fun(X, modk).

Concluimos que, assim definido, G : Fun(X, modk) — mod kX é um

funtor.
Finalmente, vamos verificar que F'o G' = Ipun(x,modk) € G 0 F' = Liodrx-

1. FoG = 1Fun(X,modk)
Seja F € Fun(X, mod k) e x € X, entao

(FoG)(F)), = (@ ]:y> o = D (Fyess) = Fu, pois de (2.15) segue

yeX yeX

Fu, sey=ux;
que Fyeyy = { 4

0, caso contrario.

2. GoF = lyodrx
Seja M € mod kX e x € X, entao

(G o F)(M) = (@ Mx) - <@ Mem) > M em mod k.

rxeX zeX
Temos que G(F(M)) é um kX-mddulo com a operagao binaria dada por:

GF(M)) x kX — G(F(M))

((my)yex,ezwr) > (M- €xar)y)yex

onde,
Fx’,x(mw)a S€ Qf/ =Y,
(m - egar)y = {

0, caso contrario.

Logo, G(F(M)) = M em modkX.

OJ

Pelo resultado anterior, Lema|2.42] e pelo Lema|2.10| podemos concluir que existe
uma equivaléncia entre a categoria de feixes sobre X com valores em modk e a
categoria de médulos a direita finitamente gerados sobre a dlgebra de incidéncia

kX. Obtendo assim o coroldrio abaixo.
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Corolario 2.43. Seja X um poset. Entao existe uma equivaléncia de categorias:

Shx —— modkX

A seguir apresentaremos consequencias diretas dos resultados ja provados na

se¢ao anterior, na categoria Shy de feixes sobre X com valores em mod k.

Considere o corpo k como um k-espaco vetorial de dimensao 1, entao k ¢ simples,

injetivo e livre em mod k. Assim, por ser livre, k£ também é projetivo em mod k.

Dado x € X, como k é simples em modk, por (2.14]), segue que k, é simples
em Shy. Além disso, por k ser injetivo e projetivo em mod k e pelo Lema [2.30],

temos que i,k € injetivo e i,k é projetivo em Shy.

A fim de simplificar a notacao, vamos denotar os kX-mddulos acima por S, := k,,

I, == 1.,k e P, := i,k os quais, explicitamente, sao definidos como segue:

e Se y € X, entao

0, caso contrario.

(Sa)y = {& Y= (2.16)

(L), — { g;, se y Em; _ { k, sey<ux; (2.17)

, caso contrario. 0, caso contrario.
P,), — k, sey e U,; B k, sey>ux; (2.18)
o 0, caso contrario. 0, caso contrario.

e Se y <y em X, entdo

(L) 1, sey < (P,) 1, sex<uy;
/ = e / =
o 0, caso contrario. v 0, caso contrario.
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Exemplo 2.44.

Seja X o poset

x T2
1,4 72,3
1,3 2.4
€3 T4

e Os kX -mddulos projetivos sao:

P, = k 0 P,= 0 k

k k k
0 0

0 0 0 0

k 0 0 k

e Os kX-mddulos injetivos sao:

5
»
5
»

L, = k 0 I, = 0 k
0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

IL,= k k L,= k k
0 1

1 0 0 1

k 0 0 k

Sejam x € X e F € Shy, de (2.13)), segue que:

Homy (P, F) = Hompear(k, F(z)) = F(x)
(2.19)
Homyx (F,I,) = Homuyear(F(z),k) = F(z)"

como F(z) é um k-espago vetorial de dimensao finita, F(z) é isomorfo ao seu
ES

k-espago vetorial dual F(x)
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Observacao 2.45. Note que:

o Endx(P,) = Homx(P,, P,) =k, para todo x € X, implicando que o0s kX -

modulos P, sao indecomponiveis em Shx.

e De maneira andloga, Endx(I,) = Homx(I,,1,) = k, para todo x € X,

implicando que os kX -modulos I, sao indecomponiveis em Shx.

Sabemos que mod kX tem suficientes injetivos e projetivos, entao, pelo Corolario
m concluimos que Shyx tem suficientes injetivos e projetivos. (Note que isto
também pode ser deduzido pelo Corolario [2.31] pois mod k tem suficientes injeti-

vos e projetivos.)

Pela Proposigao temos que gl.dim. Shy < gl.dim. (mod k) + dim X. Como k
é corpo todo k-médulo é projetivo e assim, gl.dim. (mod k) = 0. Logo, gl.dim. Shy <
dim X.



Capitulo 3

Equivaléncias Derivadas entre
algebras de incidéncia de posets

via colecoes excepcionais

Dado um poset X, o objetivo principal deste capitulo é construir dlgebras de
endomorfismos a partir de colecoes fortemente excepcionais induzidas por sub-
conjuntos fechados de X as quais sao derivadamente equivalentes a algebra de
incidéncia do poset X sobre um corpo k e, além disso, veremos quais dessas
algebras de endomorfismos coincidem com algebras de incidéncia de posets, cons-

truidos com base no subconjunto fechado que as induzem.

No que segue, vamos considerar complexos concentrados no grau zero associados

aos objetos F € Shx.

Os resultados aqui abordados foram tomados do artigo [20] de Sefi Ladkani.

3.1 Categoria derivada de feixes sobre posets

Nesta secao, apresentamos a categoria derivada de feixes sobre posets com
valores na categoria abeliana modk e vemos algumas propriedades dessa categoria

uteis no decorrer deste capitulo.

Sejam X um poset, Shxy ~ mod kX a categoria de modulos a direita finita-
mente gerados sobre a algebra de incidéncia kX, P = projkX a subcategoria

plena de mod kX dos mdédulos projetivos finitamente gerados e Z = injkX a

85
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subcategoria plena de mod kX dos moddulos injetivos finitamente gerados. De-
notaremos por K°(X) e D(X) suas categorias homotdpica e derivada limitadas,

respectivamente.

Sabemos que Shx tem suficientes projetivos e injetivos, entao, pelo Exemplo[1.26

e o Teorema [1.30] temos as seguintes equivaléncias trianguladas:

D'(X)~KNP) e DYX)=~KPT) (3.1)

Assim, obtemos que a categoria derivada limitada D°(X) é determinada pelos pro-
jetivos indecomponiveis e, por outro lado, também é determinada pelos injetivos
indecomponiveis, isto é, ({P,}zex) = DY(X) e ({I,}.ex) = D*(X), respectiva-

mente.

Lema 3.1. Sejam z,y € X en € Z. Entao:

k, sey<xen=070;
Hompy(x)(Pe, Pyln]) = Hompsx)(Is, Iy[n]) = {

0, caso contrdrio.

Demonstracao:

Sejam z,y € X.

e Considere P, e P, em D’(X). Entao, temos que:
Homqpex)( Py, Py[n]) ~ Homywp)(Py, Pyln]) (Por (3.1))

Ext o (Pos ) (Lema [L27)

H Py, Py), =0;
_ omy ( ), semn (Obs. [[25)

12

0, se n # 0.
P, x5 = 0;

_ ) (B sem (Por (2-19))
0, se n # 0.

k —0ecx>y;
_ en=ler =9 (Por ([2.13))

0, caso contrario.

e Considere I, e I, em D°(X). Entao, temos que:

Hompe(x)(Ly, Iy[n]) =~ Homyw(z)(Ls, Iy[n]) (Por (3.1)
~ Extyoqux (s, L) (Lema |1.27))

H IJ;?[ ’ = 0;
_ { omy (I, 1,), sen (Obs. [[25)

0, se n # 0.
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Ix ) = 07

_ ) L)y, sem (Por (2-19))
0, se n # 0.
k —0ex>y;

= T N ERCTSY o @17)

0, caso contrario.
O

Sejam X e Y posets. Dada uma fungao continua f : X — Y, ela induz os

funtores f., fi e f~! tais que, pelos Teoremas e (f~4 f) e (A 7Y

formam pares de funtores adjuntos, respectivamente.

Note que, pelas equivaléncias (3.1)), obtemos que D°(X ) tem suficientes K-projetivos
e K-injetivos. Entao, pelo Teorema [1.32 existem os funtores derivados Lf~1,
Rf., Lfi e Rf~'. Da Observacao [1.33, por f~! ser um funtor exato, segue que o

levantamento de f~! a categorias derivadas coincide com Rf~! e Lf~1.

Assim, pela Observagao [1.33, obtemos que os seguintes sao pares de funtores

adjuntos

(f"Rf.) e (LA f71) (3.2)

Definicao 3.2. Dados dois posets X e Y, dizemos que X é derivadamente equi-
valente a Y, denotado por X ~ Y, se D*(X) € equivalente a D*(Y') como categoria

triangulada.

3.2 Colegoes (fortemente) excepcionais

Introduzimos nesta secao a nogao de colecao fortemente excepcional e de ob-

jeto inclinante, induzido por uma colecao, numa categoria triangulada.

Seja k um corpo, 7 uma categoria triangulada k-linear, £ € T e add E a
subcategoria plena de 7 de todos os somandos diretos de somas finitas de copias
de E.

Definicao 3.3. Uma sequéncia de objetos (Ey, Fs, ..., Ey,) em T € chamada cole¢ao
excepcional se satisfaz:
(a) Homp(Es, Exli]) =0, para todo i # 0, se 1 < s <t <n.

0 t:
(b) HomﬂEs,Et):{ o sessh

k, ses =t.
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No caso em que Homy(Es, Eyfi]) = 0, para todoi # 0 e 1 < s,t <n, a cole¢io é

dita fortemente excepcional .

Uma colecao finita £ de objetos nao ordenados de T é chamada excepcional se

pode ser ordenada numa sequéncia satisfazendo as condigoes anteriores.

Observacgao 3.4. Se (Ey, Fs, ..., E,) é uma colegcio excepcional em T temos que
Endr(Es) = Homy(Es, Es) = k, para todo 1 < s < n, implicando que os objetos

E; sdo indecomponiveis em T .

Seja & = {Ey, Es, ..., E,,} em T uma colecao fortemente excepcional e consi-

dere o objeto E = @_, E,. Entao, temos que:

e Para todo i # 0, por Homy(FEs, Ey[i]) = 0, para quaisquer 1 < s,t < n,

Homy(E, Efi]) = Homy(@._, E;, (D._, E,)[i])

= HOHlT(@:Zl Esa @Z:l(ES[Z]))
0

I

e Para =0,
Endr(E) = Homy(E,E)
= Homy (P!, Es,D._, E;)

~ 0 k
0 --- 0 k

onde, cada * representa um k-médulo Homy(Es, Ey), com 1 <t < s < n.

Defini¢ao 3.5. Seja £ = {Ey, Es, ..., E,} uma colegao fortemente excepcional.
Dizemos que E = @_, E5 é um objeto inclinante se T = (addE) = (£).

O seguinte resultado provado por Bondal em [2] estabelece uma condigao
suficiente para a equivaléncia derivada de D°(A) e D°(A), onde A é uma categoria

abeliana e A é a algebra de endomorfismo de um objeto inclinante.

Teorema 3.6. Seja A uma categoria abeliana, D°(A) sua categoria derivada limi-
tada e & = {E, By, ..., E,} uma colegdo fortemente excepcional tal que D°(A) =
(€). Considere E = @._, E,, entao D*(A) e D*(Endpy 4 E) sio equivalentes

como categorias trianguladas.
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Observagao 3.7. Em particular, quando A € a categoria de modulos de dimensdo
finita sobre um anel ou sobre uma dlgebra de dimensao finita, por exemplo Shx A,
o Teorema anterior pode ser deduzido do Teorema de Morita para categorias de-
rivadas (ou equivalente, Teorema de Rickard). Neste caso, o objeto E é chamado

de complexo inclinante.

Uma demonstracao detalhada do Teorema de Rickard pode ser encontrada em

[16].

3.3 Construcao de Colagem

Vimos, na secao anterior, que a categoria derivada gerada por uma colecao
fortemente excepcional é equivalente a categoria derivada de médulos sobre uma
algebra de endomorfismo do objeto inclinante correspondente a essa colecao.
Entao, para estudar a categoria derivada D?(X) é suficiente conhecer uma colecao
fortemente excepcional de objetos que geram D°(X), o qual é nosso objetivo nesta

secao.

Sejam T, T' e T" categorias trianguladas com os seguintes funtores triangu-

lados
i it
7—/ —_— 7— —_— 7’//
<i—_1 J
satisfazendo:
LN, =0,i7Y =0, i Vi, ~ 1y e j7hj o Ly,

2. (i71,4.) e (41,57 1) formam pares de funtores adjuntos.

Do anterior, dados F,G € T temos que:

Homy (it ' F,i,i 'G) ~ Homg (i 'i,i ' F,i71G)
— Homyp (i "' F,i"'G) (3.3)
Homz(F,i*i"'G)

12

Homr(jij ' F,j1ij~'G) ~ Homgn(j~'F, 57 '5jj~'G)
= HomT//(jfl./—'.,jilg) (34)
~ Homy(j1j 1 F,G)
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Homy (515 ' F,i,i7'G) =~ Homy (i tjj 1 F,i71G)
— Homy(0,i"'G) (3.5)
=0

Sejam X um poset, ¥ C X um subconjunto fechado e U = X\Y o seu
complemento aberto, considere as inclusoes i : ¥ — X e j : U — X as quais
ey, g
levantamento desses funtores a categorias derivadas

induzem os funtores exatos i, 1 , respectivamente. Entao, tomando o

i j—1

J
Db(Y) Db(X) Db(U)
i1 Ji

pelos Lema e [2.28, segue que i, coincide com Rz, e Li, e, j) coincide com Rj
e Lji, respectivamente. Assim, por (3.2)), obtemos que (i71,4,) e (7,77!) formam

pares de funtores adjuntos.

Além disso, pela Proposicao [2.29] temos que:

1. O funtor j~%, : Shy — Shy é nulo.
2. O funtor i1y, : Shy — Shy é nulo.
3. O funtor i1, : Shy — Shy é isomorfo a gy, .

4. O funtor j7'j : Shy — Shy é isomorfo a 1gy,, .
Logo, pela construgao da Observacao o levantamento dos funtores j71i, e

i~'j a categorias derivadas também sao nulos, i~i, ~ Lpuyy € 5711 & Lpo(r).

Assim, podemos concluir que D°(X), DY) e D°(U) satisfazem as condigoes
(3-3), (3-4) e (3.9)-

Por outro lado, sejam y € Y, u € U e considere P, € D*(Y) e I, € D*(U)
os complexos concentrados no grau 0. Entao, definimos a versao “truncada”dos
projetivos e injetivos P, = (i,i )P, e I, = (jij~')L, respectivamente, em D?(X)

COomo segue:

e Se x € X, entao

(3.6)

0, sex &Y. B

N) . (P))z, sex€Y; k, sexeY NU,;
’ 0, caso contrario.
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- { (I.)s, sexeU,; {k, sew € UN {ul; (3.7)

0, sex & U. 0, caso contrério.

e Sex <7 em X, entao

(Iu)x’,;v =

0, caso contrario.

~ 1, sey<z<zemY; ~ 1, sex <2’ <wuemU,
0, caso contrario.

O seguinte é um exemplo da versao “truncada”dos kX-moddulos projetivos e in-

jetivos mostrados no Exemplo [2.44]

Exemplo 3.8.

Seja X o poset

X1 X2
T1,4%23
1,3 2,4
€3 Ly

Considere o subconjunto fechado Y = {x3} e o seu complemento aberto U = U,,.

Dai, temos que:

e As versoes “truncadas”dos kX -maodulos projetivos sao:

)
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Proposicao 3.9. A colecao Ey = {ﬁy}yey U{L[}ueu € fortemente excepcional
e gera D°(X).

Demonstragao: Seja X um poset, Y C X um subconjunto fechadoe U = X\Y

o seu complemento aberto em X.

Note que: oy <7/ emY@Uyngyéﬁyrgﬁy.
ou<u emU <« {u} C{w} eI, C L, < I, C L1

Supondo que U = {uq, uz, ..., up} € Y = {y1,¥2, ..., Y }, podemos ordenar os obje-
tos da colecao &y da seguinte forma:

Denotaremos por By = I, [1], By = I,,[1], ..., E, = Lp[l], E,y1 =Py, Eppo =

Py ooy Epig = ]Syq os objetos da sequéncia (F, Ea, ..., Eyyy) em DY(X).

Assim, vamos provar que a sequéncia (Ey, Es, ..., E,,,) é fortemente excepcional:
1. Homps(x)(Es, Ey[n]) = 0 para todon #0e 1 < s,t <p+ ¢

e Sejam y,y’ € Y, entdo:

HOIIlDb(X)(Py7 Py/ [n]) ~ HOIIIDb(X)

)
) (Por (3.3)
)
)

(Por (3.1))

(Lema
_ { _ 0' (Obs. [[.28)

e Sejam u,u’ € U, entdo:

Home(X)(L[l],L/[n+1]) ~ Homgps(x) I, Iy [n]

(Por (B4))
(Por (B1))
(Lema [:27)

- { " (oms

e Sejamu € U ey €Y, entao:

~ ~ —~—

Hompe(x)(1u[1], Py[n]) =~ Hompe(x)(1u[1], Py[n])
~ 0, Vn € Z. (Por (3.5))
e Seja u € U e considere I, € D°(X). Entdo, a sequéncia exata curta (2.10)) indu-

zida por I, determina o triangulo distinguido I, —— I, —i,i ', — I, [1]
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em D°(X). Assim, dado y € Y, aplicando o funtor Hompe(x)(P,, —) ao triangulo

distinguido anterior obtemos a sequéncia exata longa em D°(X) dada por:

= Homps(x( Py, I) — Hompu(x) (Py, i~ 1) — Hompsx)(Py, L,[1]) — - --

(3.8)
onde,
Hompo(x)(Py, Tuln]) ~ Homs(x)(Py, Luln]) (Por (31))
~ Extpoqex (P, Lu) (Lema [1.27)
0 se n # 0;
= ’ ~ ’ Obs. |1.28
Homy(P,,1,), sen=0. (
0 0;
R (Por (2T9))
(Py)u, sen=0.
=0 Vn € Z, (Por (3.6)))
Logo, a sequéncia exata longa (3.8) induz o isomorfismo
Homp x (P, i~ I,[n]) —=> Homps(x)( By, L[n + 1)), VneZ (3.9)
Dai, temos que:
Home(X)(]By, Lin+1) ~ Home(X)(]Sy, i, 1, [n])
~ Homps(x)(Py, ixi" " I,[n]) (Por (3.3))
~  Homys(x)(Py, 101, [n]) (Por (3.1))
~ Ext]oarx (P isi 1) (Lema [1.27)

0 0;
_ { ’ 70 Obs. [[29)

Homy (P,,i.i '1,), sen=0.

Note que, de maneira andloga, Homps( X)(]By, fu[n + 1]) também pode ser calcu-

lado considerando P, € D*(X), com y € Y, aplicando o funtor Hompe x)(—, Tu)
ao triangulo distinguido jij~'P, P, ﬁ; 417 P,[1] em DY(X) de-

terminado por P, e usando o isomorfismo induzido

Hompe(x) (j1j "' Py, Tu[n]) —=> Homp(xy (P, L[n + 1]), VYneZ (3.10)
0, ses<t;
2. Hom E, EB) = ’ ’
Db(X)( 2 { k, ses=t.

Pelo anterior, temos que:
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e Sejam y,y’ € Y, entao:

Home(X)(ﬁy,ﬁy/) ~ HomX(Py,ngf)

= (P,), (Por (2.19))

= Reveln o G) (3.11)
0, caso contrario.
k, sey >y’
0

, sey <y

e Sejam u,u’ € U, entao:

Homps(xy(Tu[1], Iw[1]) =~ Homx(I,, L)

= (Iy)w (Por (2.19))
k. seu € {u};

- e edul b B) (3.12)
0, caso contrario.

B k, sewu>u;
0, seu<u.

e Sejamu € U ey € Y, entao:
Homp(x(L,[1], B,) =~ 0 (3.13)

Por outro lado, para provar que (£y) = D°(X) basta verificar que D*(X) C
(Ey). De fato, dado F € Db(X), a sequéncia exata curta induzida por
F determina o tridngulo distinguido jij 'F —= F — i, i ' F — 515 L F[1]
em D°(X), entdo por (£y) ser uma subcategoria triangulada plena de D(X), se
Jj F i F € (Ey) teremos que F € (Ey).

Note que: o DY(X) = ({P,}rex) e DY) C DY(X) = DY) = ({i 'P,}yev)
o D'X) = ({L:}rex) e D'(U) C DY(X) = D*(U) = ({j~ Lu}uev)

Logo, por i, e i~ ! ser funtores triangulados temos que:

FeDX) = i 'FeDlY)
= i F e ({iT' Pylyer)
= 4 'Fe <{i*ifle}yey>
= @i F € ({B}yer)
= 4 'F e (&)

1

e, além disso, por j; e 77 ser funtores triangulados temos que:
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F e DV(X) jTLF € DYU)

j'F[-1] € D(U)

T FI-1 € ({7 uuer)
(73" F)=1] € (™  ubuer)
j!jilfe <{jlj71]u{1]}u€U>
77 F € ({11} uer)

J1i " F € (&)

L T

Portanto, F € (£y) e consequentemente (£y) = D?(X). O

3.4 Algebras de endomorfismos Ay

A partir da construgao da colecao fortemente excepcional que gera D°(X)
apresentada anteriormente, nesta secao, obtemos equivaléncias derivadas entre
a algebra de incidéncia de um poset X e algebras de endomorfismos do objeto
inclinante correspondente a essa colecao, induzidas por subconjuntos fechados de
X. Além disso, veremos quando essas dlgebras de endomorfismos coincidem com

algebras de incidéncia de posets.

Seja X um poset fixo, ¥ C X um subconjunto fechado, U = X\Y o seu
complemento aberto e & = {P,} ey U{L,[1]}uer uma colecio fortemente excep-
cional de D’(X). Considere o objeto inclinante Ty = (@, ¢y ﬁy) U(B,er L[]
e a k-algebra de dimensao finita Ay = Endpy(x)(Ty).

Pelo Teorema |3.6|e pela Proposicao|3.9|segue que a dlgebra de incidéncia de X so-
bre k e a algebra de endomorfismo Ay sao derivadamente equivalentes. Obtemos

assim o seguinte resultado.

Corolario 3.10. As categorias derivadas D*(X) e D*(Ay) sdo equivalentes como

categorias trianguladas, isto é, D*(X) ~ Db(Ay).

Proposicao 3.11. A dlgebra Ay tem como uma k-base os elementos:
{eyy y<y emY}U{ey,: v <uemU}tU{ey :y<u, comyeY euecU}

Para quaisquer y <y <y”" emY eu’ <u' <wuem U, a multiplicacio € definida
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como Seque:

Cuy, Sey <u;

Cyy' Cy'y’ = Cyy” CuyCyy’ = .
0, caso contrario.

ewy, Sey<u;
Cuw'ry Culu = Cylly CuwuCuy = L.
0, caso contrario.

Qualquer outro produto entre elementos da base € nulo.

Demonstracao:

Sejam y,y’ € Y tais que y < y'. De l} temos que Home(X)(ﬁy/, ]By) #£0,
entao dado x € X, por U, C U, e por (3.6), podemos definir o morfismo

eyy € Hompp X)(ﬁy/, P,) como segue:

(ery)s = {1, sex €Y NUy;
vy )x

0, caso contrario.

onde, 1 indica o morfismo identidade sobre o corpo k.

Dai, se y <y’ <y" em Y, entao Uy C Uy C U, e assim, dado z € X temos que:

, sex e Y NUy NUy;
, caso contrario.
., sex €Y NUy;

, caso contrario.

<€yy/ ey’y”)m = (eyy/ )1.(6y/y//)z =

S = O =

Logo, pela definigao de ey, obtemos que ey e,y = eyyr.

Analogamente, sejam u,u’ € U tais que v’ < u. De (3.12), temos que

Home(X)(j:;[l],Iu/[l]) # 0, entdo dado z € X, por {u/} C {u} e por 1)
podemos definir o morfismo e,,, € Hompy X)(Tu[l], I/[1]) como segue:

1, sexeUn{u};
(eu’u)x = {

0, caso contrario.

onde, 1 indica o morfismo identidade sobre o corpo k.

Dai, se v’ < <wem U, entao {v"} C {v'} C {u} e assim, dado x € X temos
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que:

sex e UN{u"}Nn{u'};
caso contrario.
se x € UN{u"};

caso contrario.

(eu”u’eu/u):p = (eu”u’)x<eu’u)z =

O = O =

Logo, pela definicao de e, obtemos que €,y = €yy,.

Agora, sejam y € Y e u € U tais que y < u. Por (3.9) e (3.10) obtemos os

seguintes isomorfismos:

= . Buy guy e =
Hompex) (P, i~ 1,) <—— Hompyx)(Py, Lu[1]) — Hompu(x)(j1j ' Py, L)

Quy l l’?uy

HomX(Py,i*i_IIu) HomX(jgj_le,[u)

Dal, existe um unico morfismo e, € Home(X)(ﬁy, fu[l]) tal que, de (2.11)), (2.17
e (3.6), o morfismo f,,(ey,) : P, — ivi~'1, é dado por:

1, sex €Y NU, N{u};

0, caso contrario.

(Buy(€uy))z = {

para qualquer x € X.

e, existe um nico morfismo e, € Hompb(x)(ﬁy,fu[l]) tal que, de (2.12)), (2.18

e (3.7), o morfismo 6,,(€,,) : 51ij~*P, — I, é dado por:

1, sexEUﬂUyﬂm;

0, caso contrario.

<9uy<€uy>>z = {

para qualquer z € X.

Note que por hipdtese y < u, entao y € Y NU, ﬁm eucUNU, ﬂm. Assim,
temos que Byy(euy) # 0 e Oyy(€yy) # 0.
Além disso, note que por Hompb(x)(ﬁy, .7“[1]) ~ Homx (P,,i.i '1,) e

Home(X)(]Sy,j:;[l]) ~ Homx (jij~'P,, I,), podemos substituir os objetos ]5y e
I,[1] pelos complexos de jij~'P, — P, e I, —» i,i 'I,, entdo temos que
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Homqps X)(ﬁy, fu[l]) é igual ao conjunto de morfismos (A, 1), médulo homotopia,

entre os dois complexos

(P)* .—>0—>j!j*1Py P, 0
l J AL /S/ / Ml ‘
T . k/ s =1
(L[1]) 0 I, i, —— 0 —

D= N), — 1, sexeU ﬂ,U.'y N{u};
0, caso contrario.
, 1, sexEYﬂUyﬂm;
e (n—H)s = .
0, caso contrario.

para qualquer z € X.

Como, o morfismo e,,, corresponde com o par de morfismos (0, cyy(Buy(€uy))) € 0

morfismo €, corresponde com o par de morfismos (7yy(0uy(€yy)), 0), onde

sex e UNU,N {u};
caso contrario.
sexeYNU,N {u};

caso contrario.

(uy(Buy(ewy)))e =

S = O =

e (Nuy(Ouy(€uy)))e =

para qualquer x € X.

Entao, segue que (0, vy (Buy(€uy))) ~ (Muy(Buy(€uy)),0) e, consequentemente,
Cuy ~ €uy. Em diante, vamos considerar e,, como sendo o representante dessa

classe de homotopia.

Por outro lado, se y <y’ em Y, temos que o seguinte diagrama comuta:

Homps(x(Py, Lu[1]) —2> Hompe(x) (B, ivi~11,)

(eyy/)*l l(eyy’)*

HOHlDb(X)(ﬁyH Tu[l]) e Home(X)(ﬁy/, Z*’l_l[u)

’u.y/
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entdo, temos que By (€uyeyy) = (Buy(€uy))eyy, onde

sex €Y NU,NUy N {u};
caso contrario.
se v € UNU, N{u};

caso contrario.

(Buy (€uyeyy )z = (Buy(€uy))aleyy)e =

S = O =

para qualquer x € X.

Logo, se ¥ < u, existe um 1nico e, € Home(X)(ﬁy/, fu[l]) tal que

1, sexEUﬂUy/ﬂ{u_};
0, caso contrario.

Buy (euy)z = {

portanto, da unicidade segue que €,y€yy = €y,

Analogamente, se v’ < u em U, temos que o seguinte diagrama comuta:

= 7 euy P =g
Homps () (Py, Iu[1]) —— Homps(xy (j1j ' Py, I,)

(euu’)*l l(eyy’)*

Homps (x (Py, L [1]) 5— Hompu(x) (1 Py, L)

entao, temos que Oy (eyuuy) = €yu(Guy(eyy)), onde

sex € UNU, N {u} n{u};
caso contrario.
sex e UNU, N{u'};

caso contrario.

(Oury(Cuneuy))e = (Cwn)a(Buy(Cuy))s =

S = O =

para qualquer z € X.

Logo, se y < u’/, existe um 1nico e, € Home(X)(ﬁy, Iy[1]) tal que

1, sexeUNnU,N{u};

0, caso contrario.

HU’y(ewy)x = {
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portanto, da unicidade segue que €,/,€yy = €yry.

Finalmente, como Ay = Endps(x)(Ty), onde Ty = (B,cy ]Sy) U (B,cu L)1)
Por (3.11), (3.12), (3.13) e por Homps(xy(P,, I,[1]) = Homx(Py,i.i 'I,[1]) =

(i.i7'1,), = (I,), segue, diretamente, que os elementos acima construidos formam

uma k—base de Ay. Isto é, a algebra Ay tem como uma k-base o conjunto
{eyy :y<yemY} U {ey,: v <uemU}U{e, :y<u comyeYeueU}.

OJ

Exemplo 3.12.

1. Seja X o poset

€

|

X2

N

€3 Xyq

A partir da Proposicao anterior obtemos as sequintes dlgebras de endomorfismos

Ay derivadamente equivalentes a dlgebra de incidéncia do poset X sobre k:

o Considere o subconjunto fechado Y = {x1} e o seu complemento U = U,,.

Entao, temos que a base da dlgebra de endomorfismo Ay € o conjunto:

{ezia ) U {€apan, Croxs) Caozas Caszss Coses) U {Carars Crsz1) Casar )

Logo, a dlgebra Ay € a dlgebra de caminhos sobre o quiver com relacées dado por:

3/2\4
%

onde o vértice i corresponde ao indecomponivel e, ., para cada i € {1,2,3,4},
e a linha pontilhada indica uma relagao comutativa, isto €, indica que o pro-
duto €1y04€04z, cOINCIdE com 0 Produto €,y.,€r,0,- De fato, como x; < x4, entao

€x023€z321 — CrozsCrazi — Cxoz1-

e Considere o subconjunto fechadoY = {x3} e 0 seu complemento U = U,, | JU,,.



3.4. Algebras de endomorfismos Ay 101

Entao, temos que a base da dlgebra de endomorfismo Ay € o conjunto:

{€w1a1) €araay Casan } U {€agugy Cagra} U {€agars Canans Cagars Cagn |
Logo, a dlgebra Ay € a dlgebra de caminhos sobre o quiver dado por:
3 4
NS
1
l
2

e Considere o subconjunto fechado Y = {x3} e o seu complemento U = U,,.

Entao, temos que a base da dlgebra de endomorfismo Ay € o conjunto:

{1215 Caras» Carass Casaas Canass Casas ) U {€xizs} U {Coyars Cayan}

Logo, a dlgebra Ay € a dlgebra de caminhos sobre o quiver com rela¢ées dado por:

onde a linha pontilhada indica uma relacao nula, isto €, indica que o produto

€41 CxyanCagrs € NULO, POIS T3 £ Xy.

e Considere o subconjunto fechado Y = {x4} e o seu complemento U = U,,.

Entao, temos que a base da dlgebra de endomorfismo Ay € o conjunto:

{61‘11‘17 exlxza ex1x4a e:z:gacga 61‘2:{:47 ex4x4} U {6x5x5} U {€x3x17 6553902}

Logo, a dlgebra Ay € a dlgebra de caminhos sobre o quiver com relacées dado por:

onde a linha pontilhada indica uma relacao nula, isto €, indica que o produto

a1 CayanCagmy € NULO, POIS T3 £ Xy.
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2. Seja X o poset
il To
T3 T4
Ts

A partir da Proposicao anterior obtemos as sequintes dlgebras de endomorfismos

Ay derivadamente equivalentes a dlgebra de incidéncia do poset X sobre k:

e Considere o subconjunto fechadoY = {x1} e o seu complemento U = U,, | J U,,.

Entao, temos que a base da dlgebra de endomorfismo Ay € o conjunto:

{exlxl} U {exzxza exzazp 61}21}57 61‘31}37 €x3z57 €x4x4a 6x4x5a exsccs} U {€x3$17 €w4x17 61‘5z1}

Logo, a dlgebra Ay € a dlgebra de caminhos sobre o quiver com relagoes dado por:

2

1

onde a linha pontilhada indica uma relacao nula, isto €, indica que o produto

oy CryzsCasay € NULO, POIS T1 £ Xa.

e Considere o subconjunto fechado Y = {x3} e o seu complemento U = U,,.

Entao, temos que a base da dlgebra de endomorfismo Ay € o conjunto:

{2} U {€r121, €x125 €x1245 €21255 Casass Casass Cosass Casass Casas ) U {Casans Casan )
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Logo, a dlgebra Ay € a dlgebra de caminhos sobre o quiver com relacées dado por:

3 / 1 \ 4

onde as linhas pontilhadas indicam uma relacao comutativa e uma relacao nula,
isto €, indicam que o produto €z, y,€y4zs coincide com o produto €y, ,,€x40s € qUE O
Produto €y, €rsn, € Nulo, Tespectivamente. De fato, €y, p4€uans = CaywyCaszs = Cxyzs

€ €rgrsCuszy, = U, POIS To £ T3.

e Considere o subconjunto fechado Y = {x3} e o seu complemento U = U,,.

Entao, temos que a base da dlgebra de endomorfismo Ay € o conjunto:

{€x121) €aras) Casas ) U {Caswas Canrss Canass Caswss Caswss Casas ) U {Cayars Casar

Logo, a dlgebra Ay € a dlgebra de caminhos sobre o quiver com relacées dado por:

onde a linha pontilhada indica uma relacao nula, isto €, indica que o produto

oy CayzsCasay € NULO, POIS T1 £ Ta.

o Considere o subconjunto fechado Y = {x4} e o seu complemento U = U,,.

Entao, temos que a base da dlgebra de endomorfismo Ay € o conjunto:

{6C61i7317 6$1:C47 6$2:C27 61‘21347 €$4LL‘4} U {€$3$37 6:U3at57 6:65:U5} U {6$3:C1 ) eZ5$1 ) €I5z27 €(D5I4}
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Logo, a dlgebra Ay € a dlgebra de caminhos sobre o quiver com relacées dado por:

N

onde as linhas pontilhadas indicam uma relacao comutativa e uma relacao nula,
isto €, indicam que o produto €y y, €y,2, coincide com o produto €y, ,€zyz, € qUE O
Produto €y, €rsn, € nulo, Tespectivamente. De fato, €yop, €410y = CaspyCrozy = Casza

€ €rgrsCuszy, = U, POIS To £ T3.

e Considere o subconjunto fechado Y = {x1}J{z2} e o seu complemento
U= U, JU,,. Entdo, temos que a base da dlgebra de endomorfismo Ay € o

conjunto:

{6$1$17 e$2$2} U {6$3$37 €I3$57 6&741‘47 ea74$57 6$5a35} U {6x3$17 €$4J:1 ) 61'41327 61‘51‘17 €:E51‘2}

Logo, a dlgebra Ay € a dlgebra de caminhos sobre o quiver com relacées dado por:

S

onde a linha pontilhada indica uma relacao nula, isto €, indica que o produto

€rszsCaszy € NULO, POIS Ty £ X3.

e Considere o subconjunto fechado Y = {xa} |J{x3} e o seu complemento

U=U,,. Entao, temos que a base da dlgebra de endomorfismo Ay € o conjunto:

{€21215 €ara3) Canaas Casas ) U {Caszss Casass Casas ) U {Cayers Caswns Casars Casans Casas
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Logo, a dlgebra Ay € a dlgebra de caminhos sobre o quiver com relacées dado por:

3

onde a linha pontilhada indica uma relacao nula, isto €, indica que o produto

€425 Caszy Caras € NULO, POIS T3 £ Xy.

e Considere o subconjunto fechado Y = {x3}|J{x4} e o seu complemento

U =U,,. Entao, temos que a base da dlgebra de endomorfismo Ay € o conjunto:

{€21215 €ara3> Carass Canwas Canwss> Casws> Casas ) U 1C€asas ) U {Casars Casans Casass Casas )

Logo, a dlgebra Ay € a dlgebra de caminhos sobre o quiver com rela¢ées dado por:

1/5\2
SN

onde a linha pontilhada indica uma relagao comutativa, isto €, indica que o pro-
duto €4y, €52, COINCIde com 0 Produto €y ry€ryn,- De fat0, €yery€rizy = CrsryCrozy =

€rsxy-

Lema 3.13. Seja X' =Y UU. Para quaisquer u,u’ € U e y,y €Y, definimos

a relacao bindria <’ sobre X' por:
V< usu<u y<IyYeoy<y e u<ysy<u
Entao, temos que:

1. <" € um ordem parcial se, e somente se, y <y emY,u <uemUey<u

=y <.
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2. Se <" € um ordem parcial, entao a dalgebra de endomorfismo Ay € isomorfa
a dlgebra de incidéncia do poset (X', <'), isto €, Ay = kX'.

Demonstracao:

1. =) Sejam (X', <') um poset, y,y € Y e u,u’ € U tais que y < ¢y’ em Y,
v <wuem U ey <uem X. Entao, por defini¢ao, temos que y <"y em Y,
W <"uemUeu< yem X' isto é, v < u <"y <"y em X' e assim, pela

transitividade, obtemos que v’ <’ 3y’ em X'. Logo, v < v’ em X.

<) Pela defini¢ao da relagao <’ a reflexividade e antissimetria de <’ seguem
diretamente do fato de que (X, <) é um poset, ou seja, do fato de que <
é reflexiva e antissimétrica, basta entao verificar que <’ é transitiva. Para

isto, considere os seguintes casos:

eSey < ¢y < yemYeu < u < uem U, entao, pela definicao da
relagdo <’ e por (X, <) ser um poset, segue diretamente que y <" ¢” em Y

e u” <'"u em U, respectivamente.

eSeu<'yem X'ey<'¢yemY entaoy <uem X ey <y emY, assim,
por hipétese, segue que vy < u em X. Logo, u <" 3 em X'.

eSeu <uemUeu<'yem X' entdou' <uemU ey < wuem X, assim,

por hipétese, segue que y < v’ em X. Logo, ' <"y em X'.

Dai, obtemos que <’ é transitiva e consequentemente <’ é um ordem parcial.

Portanto, (X, <’) é um poset.

2. Sejam (X', <') um poset e k um corpo. A édlgebra de incidéncia kX', de X’
sobre k, tem como base o conjunto:
{eyy  y<'vVemY}U{ey,: v <uemUpU{ey:u<y,yeYeueclU}
o qual, por definicao da relacao <’, é igual ao conjunto:

{eyy :y<yemY}U{ey,: v <uemU}lU{ey:y<u,yeYeuelU}
Com multiplicacao dada por:

J— !, / /! : 4 /
® ¢y ey = ey, Para todo y <y <"y em Y, isto é, para todo y <y’ <
Yy’ em Y.
® ey Cyy = €yry, para todo v’ <" u' <" u em U, isto é, para todo u” <
v <wuemU.
® €€y = €y, sempre que u < ' yem X' ey <"y em Y, por (X', <) ser
um poset, isto é, sempre que u <’y em X'. Dai, por definicdo da relacao

/ _ /
<, temos que e,yey, = ey, sempre que y' < u em X.
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® Cyubuy = €yry, sempre que ' <" uem U e u <"y em X', por (X', <) ser
um poset, isto é, sempre que v’ <’ y em X’'. Dai, por definicao da relacao

<!, temos que e,y = €y, sempre que y < v’ em X.

Qualquer outro produto é nulo. Assim, obtemos que a dlgebra de incidéncia

kX' coincide com a algebra de endomorfismo Ay, isto é, Ay = kX'.

Observacgao 3.14. Dados X um poset, Y C X um subconjunto fechado e
U = X\Y o seu complemento. Considere X' =Y UU e a relagao <" como
definida acima, pelo Lema anterior e o Coroldrio se (X', <') € um poset,

entao X € derivadamente equivalente a X'.

Exemplo 3.15.

Note que, as dlgebras de endomorfismos Ay do Exemplo[3.19 1. dadas por:

SN\
% |

sao isomorfas as dlgebras de incidéncias kX' e kX", onde X' e X" sdo 0s posets

acima tlustrados, respectivamente.

Portanto, as dlgebras de incidéncias dos posets X', X" e do poset X do Exemplo
[3.13.1. sao derivadamente equivalentes.

Porém, as dlgebras de endomorfismos do Exemplo[3.12.1. dadas por:

nao sao dlgebras de incidéncias de posets, pois xo < T3 € o < Ty Mas x3 £ Ty €,

1 < x4 €11 < T3 mas x3 £ x4, respectivamente.
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