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Resumo

ACOSTA, Karen Martinez, Universidade Federal de Minas Gerais, Março de
2019. Categorias de feixes, álgebras de incidência e equivalências deri-
vadas. Orientador: Viktor Bekkert.

Um conjunto finito parcialmente ordenado (poset) X possui uma estrutura natu-

ral de espaço topológico, portanto podemos considerar a categoria de feixes sobre

X com valores numa categoria abeliana A a qual pode ser identificada com a ca-

tegoria de funtores covariantes do diagrama de Hasse de X em A. Em particular,

quando A é a categoria de espaços vetoriais de dimensão finita sobre um corpo

k, a categoria de feixes sobre X com valores em A é equivalente à categoria de

módulos à direita de dimensão finita sobre a álgebra de incidência do poset X

sobre k.

Neste trabalho apresentamos um estudo detalhado da categoria de feixes sobre

posets com valores numa categoria abeliana A baseado no artigo [20] de Sefi

Ladkani e, mais especificamente, como objetivo principal, mostramos uma cons-

trução na qual o autor usou idéias de topologia algébrica e geometria algébrica

para obter equivalências derivadas entre a álgebra de incidência de um poset X

e álgebras de incidências de posets induzidos por subconjuntos fechados de X.
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Abstract

ACOSTA, Karen Martinez, Universidade Federal de Minas Gerais, Março de
2019. Categorias de feixes, álgebras de incidência e equivalências deri-
vadas. Orientador: Viktor Bekkert.

A finite partially ordered set (poset) X carries a natural structure of a topological

space, so we can consider the category of sheaves over X with values in an abelian

category A which can be identified with the category of covariant functors from

the Hasse diagram of X into A. In particular, when A is the category of finite

dimensional vector spaces over a field k, the category of sheaves over X with

values in A is equivalent to the category of finite dimensional right modules over

the incidence algebra of X over k.

In this work we present a detailed study of the category of sheaves over posets

with values in an abelian category A based on the article [20] of Sefi Ladkani

and, more specifically, as main objective, we show a construction in which the

author used ideas of algebraic topology and algebraic geometry to obtain derived

equivalences between the incidence algebra of a poset X and incidence algebras

of posets induced by closed subsets of X.
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Introdução

Categorias trianguladas e categorias derivadas foram introduzidas por J.L.

Verdier e A. Grothendieck em meados da década de 1960 com a finalidade de

estender a dualidade de Serre na geometria algébrica. Desde então, essas cate-

gorias se tornaram importantes e são aplicadas em várias áreas da matemática

tais como topologia algébrica, geometria algébrica, equações diferenciais parciais,

análise microlocal, entre outras, e, por serem usadas para relacionar objetos de

natureza diferentes elas podem ser vistas como certas pontes entre diversas áreas

da matemática. Por exemplo, existe uma relação entre categorias derivadas de

feixes coerentes sobre espaços projetivos e categorias derivadas de certas álgebras

de dimensão finita estabelecida nos trabalhos de A. Beilinson [1] e, I. Bernstein,

I. Gelfand e S. Gelfand [11].

Em [3], podemos ver que nos últimos anos tem crescido o interesse no estudo

de equivalências derivadas entre categorias derivadas de feixes sobre variedades

algébricas. Além disso, na Teoria de Representações, tem crescido o interesse no

estudo de equivalências derivadas entre categorias derivadas de módulos sobre

um anel ou sobre uma álgebra de dimensão finita, isso devido ao Teorema de Mo-

rita para categorias derivadas provado por Rickard, no qual ele estabelece uma

condição necessária e suficiente para a equivalência, como categorias trianguladas,

entre categorias derivadas Db(A) e Db(B) de duas álgebras A e B, mais especifi-

camente, ele provou que as categorias derivadas Db(A) e Db(B) são equivalentes

como categorias trianguladas se, e somente se, existe um complexo T • limitado

de A−módulos projetivos finitamente gerados, chamado complexo inclinante, tal

que: para todo n 6= 0, HomDb(A)(T
•, T •[n]) = 0, addT • gera Kb(projA) como

categoria triangulada e EndDb(A)(T
•) ∼= B, mais detalhes deste teorema podem

ser encontrados em [16].
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Sumário 2

Todo conjunto finito parcialmente ordenado (poset) possui uma estrutura natural

de espaço topológico, portanto podemos considerar a categoria de feixes sobre X

com valores numa categoria abeliana A, no caso particular em que A é a categoria

mod k, com k corpo, essa categoria pode ser identificada com a categoria dos

módulos à direita finitamente gerados sobre a álgebra de incidência de X sobre

k.

Nosso objetivo principal é estudar equivalências derivadas entre categorias deriva-

das de feixes sobre posets com valores na categoria mod k. Mais especificamente,

estudar o artigo [20] de Sefi Ladkani no qual o autor usou idéias de topologia

algébrica e geometria algébrica para obter varias equivalências derivadas entre

álgebras de incidências de posets.

Este trabalho está organizado em três caṕıtulos, em detalhes:

No caṕıtulo 1, são apresentadas as noções básicas e os principais resultados ne-

cessários para o desenvolvimento deste trabalho. Neste caṕıtulo exibimos os con-

ceitos de categoria, categoria triangulada, categoria derivada, categoria de feixes,

entre outros, e estabelecemos a notação a ser usada.

No caṕıtulo 2, nos dedicamos ao estudo dos principais resultados da categoria de

feixes sobre posets com valores numa categoria abeliana A e, particularmente,

estudamos o caso em que A é a categoria mod k, com k corpo.

No último caṕıtulo, introduzimos a noção de categoria derivada de feixes sobre

posets com valores na categoria abeliana mod k e, principalmente, apresentamos

uma construção mecânica a qual nos permite obter equivalências derivadas entre

a álgebra de incidência de um poset X, com certa propriedade combinatória, e

álgebras de incidências de posets induzidos por subconjuntos fechados de X.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Apresentaremos neste caṕıtulo uma revisão das principais definições e resulta-

dos que serão utilizados no decorrer deste trabalho e estabelecemos notação para

o desenvolvimento do mesmo. Omitiremos algumas demonstrações mas indicare-

mos textos onde podem ser encontrados detalhes daquilo aqui exposto.

1.1 Categorias e funtores

Introduzimos nesta seção alguns conceitos e resultados básicos da Teoria de

Categorias usados ao longo deste trabalho. Para mais detalhes sobre os assuntos

abordados sugerimos o livro [6].

Definição 1.1. Uma categoria C consiste de uma classe Ob C de objetos de C,

uma classe HomC de morfismos em C e uma operação binária ◦ definida entre os

morfismos, satisfazendo as seguintes condições:

(a) Para cada par de objetos X, Y ∈ C existe um conjunto HomC(X, Y ) tal que:

• Hom C =
⋃
X,Y ∈Ob C×Ob C HomC(X, Y ).

• Se (X, Y ) 6= (Z,W ), então HomC(X, Y )
⋂

HomC(Z,W ) = ∅.

(b) Para cada tripla de objetos X, Y, Z ∈ Ob C está definida a operação com-

posição de morfismos

◦ : HomC(Y, Z)× HomC(X, Y ) −→ HomC(X,Z)

(g, f) 7−→ g ◦ f

3



1.1. Categorias e funtores 4

e tem as duas seguintes propriedades:

• A composição ◦ é associativa.

• Para cada X ∈ Ob C existe um único elemento 1X ∈ HomC(X,X),

chamado morfismo identidade de X, tal que se f ∈ HomC(X, Y ) e

g ∈ HomC(Z,X), então f ◦ 1X = f e 1X ◦ g = g.

Em particular, uma categoria é dita pequena se sua classe de objetos é um con-

junto.

Para simplificar notação, às vezes denotaremos:

• O objeto X ∈ Ob C simplesmente por X ∈ C.

• O morfismo f ∈ HomC(X, Y ) por f : X −→ Y ou X
f // Y .

• A composta g ◦ f simplesmente por gf .

• A igualdade das composições de morfismos g ◦ f e l ◦ h por um diagrama

na categoria C da forma

X
f //

h
��

Y

g
��

Z
l
//W

dito diagrama comutativo.

Dentre alguns dos exemplos clássicos de categorias temos:

Set − Categoria cujos objetos são conjuntos e cujos morfismos são as funções

entre conjuntos.

Ab − Categoria cujos objetos são grupos abelianos e cujos morfismos são os ho-

momorfismos de grupos abelianos.

Ring − Categoria cujos objetos são anéis e cujos morfismos são os homomorfis-

mos de anéis.

Vect − Categoria cujos objetos são espaços vetoriais e cujos morfismos são as

transformações lineares.

vect − Categoria cujos objetos são espaços vetoriais de dimensão finita e cujos

morfismos são as transformações lineares.

ModA − Categoria cujos objetos são módulos à direita sobre uma álgebra A e

cujos morfismos são os homomorfismos de módulos.

modA − Categoria cujos objetos são módulos à direita de dimensão finita sobre
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uma álgebra A e cujos morfismos são os homomorfismos de módulos.

Top − Categoria cujos objetos são espaços topológicos e cujos morfismos são as

aplicações cont́ınuas.

Os dois seguintes exemplos terão uma importância fundamental neste trabalho.

Exemplo 1.2.

1. Um conjunto parcialmente ordenado, ou poset, consiste de um conjunto

X com uma relação ≤ que é reflexiva, antissimétrica e transitiva. (Uma

definição formal de posets será dada mais adiante.)

Todo poset (X,≤) define uma categoria como segue: Os objetos são os

elementos de X e para quaisquer x, x′ ∈ X, o conjunto de morfismos

HomX(x, x′) de x a x′ é vazio a menos que x ≤ x′. Neste caso, existe

um único morfismo de x a x′, denotado por x→ x′, isto é,

HomX(x, x′) =

{
x→ x′, se x ≤ x′;

∅, caso contrário.

2. Todo espaço topológico (X, τ ) define uma categoria de conjuntos abertos,

denotada por O(X), como segue: Os objetos são os subconjuntos abertos de

X e o conjunto HomO(X)(U, V ) de morfismos de U a V em O(X) é vazio

a menos que U ⊆ V . Neste caso, existe um único morfismo de U a V ,

denotado por U ↪→ V , isto é,

HomO(X)(U, V ) =

{
U ↪→ V, se U ⊆ V ;

∅, caso contrário.

Definimos a categoria oposta de uma categoria C, denotada por Cop, do se-

guinte modo: Ob Cop := Ob C e HomCop(X, Y ) := HomC(Y,X). Além disso,

se temos os morfismos f ∈ HomCop(X, Y ) e g ∈ HomCop(Y, Z), então f ◦ g ∈
HomCop(X,Z).

Definição 1.3. Dizemos que uma categoria C ′ é uma subcategoria de C se satis-

faz: Ob C ′ ⊆ Ob C, HomC′ ⊆ HomC, a composição de morfismos em C ′ é a mesma

de C e se o morfismo identidade 1′X ∈ HomC′ coincide com o morfismo identidade

1X ∈ HomC, para cada X ∈ Ob C ′.

Uma subcategoria C ′ de C é dita plena se HomC′(X, Y ) = HomC(X, Y ), para todo

X, Y ∈ C ′.
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As categorias vect e modA são subcategorias plenas de Vect e ModA, respec-

tivamente.

Sejam C uma categoria e f : X −→ Y um morfismo de C. Chamaremos o

morfismo f de:

1. Endomorfismo de X quando X = Y .

2. Monomorfismo se f ◦ g1 = f ◦ g2 implica que g1 = g2, para todo par de

morfismos g1, g2 com codomı́nio X.

3. Epimorfismo se g1 ◦ f = g2 ◦ f implica que g1 = g2, para todo par de

morfismos g1, g2 com domı́nio Y .

4. Isomorfismo se existe um morfismo g : Y −→ X tal que f ◦ g = 1Y e

g ◦ f = 1X .

Definição 1.4. Sejam C e C ′ duas categorias. Um funtor covariante1 (respecti-

vamente, contravariante) F : C −→ C ′ é definido atribuindo a cada objeto X

de C um objeto F (X) de C ′ e a cada morfismo f : X −→ Y em C um morfismo

F (f) : F (X) −→ F (Y ) (respectivamente, F (f) : F (Y ) −→ F (X)) em C ′ tal que

as seguintes condições são satisfeitas:

(a) F (1X) = 1F (X) para todo X ∈ C.

(b) F (g ◦f) = F (g)◦F (f) (respectivamente, F (g ◦f) = F (f)◦F (g)) para cada

par de morfismos f : X −→ Y e g : Y −→ Z em C.

Seja C uma categoria e X ∈ C. Um exemplo importante é o funtor covariante

HomC(X,−) : C −→ Set e o funtor contravariante HomC(−, X) : C −→ Set

definidos, respectivamente, como segue:

HomC(X,−) : C −→ Set

Y 7−→ HomC(X, Y )

Y
f // Z 7−→ HomC(X, f) : HomC(X, Y ) → HomC(X,Z)

g 7→ f∗(g) = f ◦ g

HomC(−, X) : C −→ Set

Y 7−→ HomC(Y,X)

Y
f // Z 7−→ HomC(f,X) : HomC(Z,X) → HomC(Y,X)

g 7→ f ∗(g) = g ◦ f
1 Ao longo deste trabalho, a palavra funtor fará referência a um funtor covariante.
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Sejam C e C ′ categorias. Dado X ∈ C ′, o funtor constante X : C −→ C ′ leva todo

objeto de C em X e todo morfismo de C no morfismo identidade 1X .

Um funtor F : C −→ C ′ é dito pleno (respectivamente, fiel) se a aplicação

F : HomC(X, Y ) −→ HomC′(F (X), F (Y ))

f 7−→ F (f)

é sobrejetora (respectivamente, injetora), para todo X, Y em C.

Um funtor F : C −→ C ′ é dito denso se para cada objeto Y ∈ C ′, existe um

objeto X ∈ C e um isomorfismo F (X)
∼= // Y em C ′.

Sejam F, F ′ : C −→ C ′ funtores. Um morfismo funtorial, ou transformação

natural, Ψ : F −→ F ′ é uma famı́lia de morfismos {ψX : F (X) −→ F ′(X)}X∈C
tal que, para qualquer morfismo f : X −→ Y em C o seguinte diagrama comuta

em C ′:
F (X)

ψX //

F (f)

��

F ′(X)

F ′(f)
��

F (Y )
ψY

// F ′(Y )

Dizemos que Ψ é um isomorfismo funtorial se para cada X ∈ C, ψX é um iso-

morfismo em C ′.

Observação 1.5. Fun(C, C ′) denota a categoria cujos objetos são funtores de C
a C ′ e cujos morfismos são transformações naturais.

Um funtor F : C −→ C ′ é uma equivalência de categorias se existe um funtor

G : C ′ −→ C e isomorfismos funtoriais Ψ : 1C
' // GF e Φ : 1C′

' // FG .

Se existe uma equivalência F : C −→ C ′ de categorias C e C ′, então dizemos que

C e C ′ são categorias equivalentes, e escrevemos C ' C ′.

Outro critério que permite dizer quando duas categorias C e C ′ são equivalentes

é o seguinte: Um funtor F : C −→ C ′ é uma equivalência de categorias se, e

somente se, F é pleno, fiel e denso.

Dois funtores F : C −→ C ′ e G : C ′ −→ C são ditos adjuntos (F é adjunto à

esquerda de G e G é adjunto à direita de F ) se temos um isomorfismo natural

HomC′(F (−),−) ' HomC(−, G(−)), e escrevemos (F,G).

Proposição 1.6. Um par de funtores F : C −→ C ′ e G : C ′ −→ C são ad-

juntos se, e somente se, existem transformações naturais η : 1C −→ GF (cha-
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mada unidade) e ε : FG −→ 1C′ (chamada counidade), tais que as composições

G
η◦G // GFG

G◦ε // G e F
F◦η // FGF

ε◦F // F são iguais a 1G e 1F , respectiva-

mente.

Uma demonstração detalhada desse resultado pode ser encontrada no Teorema

6.4 do artigo [7].

1.2 Categorias aditivas e abelianas

Apresentamos nesta seção os conceitos de categoria aditiva e categoria abe-

liana, assim como alguns resultados úteis envolvendo estes conceitos. Toda a

informação abaixo mencionada pode ser encontrada, também, no livro [6].

Definimos o objeto zero de uma categoria C, denotado por 0, como o objeto tal

que, para todo X ∈ C, existe um único morfismo 0 −→ X e um único morfismo

X −→ 0 em C.

Definição 1.7. Uma categoria C é aditiva se verifica as seguintes condições:

• Existe o objeto 0 em C.

• Para cada par X, Y ∈ C temos que HomC(X, Y ) é um grupo abeliano tal

que a composição de morfismos é bilinear, isto é,

f ◦ (g + h) = f ◦ g + f ◦ h
(g + h) ◦ f = g ◦ f + h ◦ f

• Para quaisquer X, Y ∈ C existe o biproduto em C, isto é,

X
i1 //

X ⊕ Y
p1
oo

p2 //
Y

i2
oo

tal que p1i1 = 1X , p2i2 = 1Y , p1i2 = p2i1 = 0 e i1p1 + i2p2 = 1X⊕Y .

Um objeto não nulo X de uma categoria aditiva C é chamado indecompońıvel

se de um isomorfismo da forma X ∼= X1⊕X2 deduzimos que X1 = 0 ou X2 = 0.

Seja k um corpo qualquer. Uma categoria aditiva C é dita k-linear se para

cada par de objetos X, Y ∈ C, o grupo de morfismos HomC(X, Y ) é munido de
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uma estrutura de k-espaço vetorial tal que a composição de morfismos em C é

uma aplicação k-bilinear.

Um funtor F : C −→ C ′ entre categorias aditivas é chamado aditivo se preserva

somas diretas (ou biproduto) e se, para cada par de objetos X, Y ∈ C, temos que

F (f + g) = F (f) + F (g), para todo f, g ∈ HomC(X, Y ).

Sejam C uma categoria com objeto zero e f : X −→ Y um morfismo em

C. O núcleo de f é um objeto Kerf junto com um morfismo k : Kerf −→ X

satisfazendo as seguintes condições:

(a) f ◦ k = 0.

(b) Para todo objeto Z de C e todo morfismo k′ : Z −→ X tal que f ◦ k′ = 0,

existe um único morfismo h : Z −→ Kerf tal que k′ = k ◦ h.

De maneira dual, define-se o conúcleo de f , denotado por Cokerf .

Definição 1.8. Uma categoria C é uma categoria abeliana se:

• C é aditiva.

• Cada morfismo f : X −→ Y admite núcleo e conúcleo e o morfismo f̄

indicado no seguinte diagrama comutativo é um isomorfismo

Kerf k // X
f //

u
��

Y
c // Cokerf

Cokerk
f̄
// Kerc

v

OO

Definição 1.9. Seja F : C −→ C ′ um funtor covariante (respectivamente, con-

travariante) entre categorias abelianas. Dizemos que um funtor F ′ : C −→ C ′ é

um subfuntor de F se satisfaz:

(a) F ′(X) ⊆ F (X) para todo X ∈ C.

(b) Para qualquer morfismo f : X −→ Y em C o seguinte diagrama comuta em

C ′:
Funtor covariante: Funtor contravariante:

F ′(X) �
� //

F ′(f)
��

F (X)

F (f)
��

F ′(Y ) �
� // F (Y )

F ′(Y ) �
� //

F ′(f)
��

F (Y )

F (f)
��

F ′(X) �
� // F (X)
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Seja F : C −→ C ′ um funtor aditivo entre categorias abelianas. F é dito

exato à esquerda (respectivamente,à direita) se para toda sequência exata curta

0 −→ X −→ Y −→ Z −→ 0 em C, a sequência 0 −→ F (X) −→ F (Y ) −→ F (Z)

(respectivamente, F (X) −→ F (Y ) −→ F (Z) −→ 0) é exata em C ′. Se F é exato

à esquerda e à direita, dizemos que F é um funtor exato.

Se F : C −→ C ′ é contravariante, dizemos que F é um funtor exato à esquerda

(respectivamente, à direita) se o funtor covariante F : Cop −→ C ′ é exato à

esquerda (respectivamente, à direita).

Exemplo 1.10. Sejam C uma categoria abeliana e X ∈ C. Então, o funtor

covariante HomC(X,−) e o funtor contravariante HomC(−, X) são exemplos de

funtores exatos à esquerda. (Veja, Proposição 1.6.8 do livro referência [6].)

Seja C uma categoria abeliana. Um objeto P ∈ C é projetivo se, para qualquer

epimorfismo h : X −→ Y em C, todo morfismo f : P −→ Y se fatora por h a um

f ′ : P −→ X, tal que o seguinte diagrama comuta:

P

f

��

f ′

~~
X

h
// Y // 0

De maneira dual, um objeto I ∈ C é injetivo se para qualquer monomorfismo

h : X −→ Y em C, todo morfismo f : X −→ I se estende por h a um f ′ : Y −→ I,

tal que o seguinte diagrama comuta:

0 // X

f

��

h // Y

f ′~~
I

O resultado abaixo segue diretamente da definição de objetos projetivos e injeti-

vos.

Lema 1.11. Seja C uma categoria abeliana. Então,

1. P ∈ C é projetivo ⇔ HomC(P,−) é exato.

2. I ∈ C é injetivo ⇔ HomC(−, I) é exato.

Uma categoria abeliana C tem suficientes projetivos se, para todo objeto X

em C, existe um epimorfismo P −→ X com P projetivo. De maneira dual, uma
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categoria C tem suficientes injetivos se, para todo objeto X em C, existe um

monomorfismo X −→ I com I injetivo.

O seguinte resultado vai ser muito útil para identificar funtores exatos a partir

de funtores adjuntos, e sua demonstração pode ser encontrada no Teorema 2.6.1

do livro referência [6].

Teorema 1.12. Sejam C e C ′ categorias abelianas. Se F : C −→ C ′ e G : C ′ −→ C
formam um par (F,G) de funtores aditivos adjuntos, então F é exato à direita e

G é exato à esquerda.

Mais detalhes das definições abaixo expostas podem ser encontrados em [17]

e [18].

Um objeto não nulo X numa categoria abeliana C é dito simples se qualquer

subobjeto de X é zero ou X.

Definição 1.13. Sejam C uma categoria abeliana e X ∈ C. Uma filtração (cres-

cente) de X é uma famı́lia {Xi}i∈Z de subobjetos de X tal que se i < j em Z,

então Xi ⊂ Xj.

Uma filtração é dita decrescente se Xj ⊂ Xi sempre que i < j em Z. Uma

filtração (Crescente ou decrescente) é dita finita se existem i, j em Z tais que

Xi = 0 e Xj = X.

Uma serie de composição de X de tamanho n é uma filtração finita

0 = X0 ⊂ X1 ⊂ · · · ⊂ Xn = X

tal que os quocientes consecutivos Xi/Xi−1 são todos objetos simples em C.

Se X admite uma serie de composição de tamanho n dizemos que X tem com-

primento finito, denotado por `(X) < ∞. Mais precisamente, `(X) = n. Caso

contrário, dizemos que o comprimento de X é infinito, e escrevemos `(X) =∞.

Observação 1.14. Sejam C uma categoria abeliana e 0 −→ X ′ −→ X −→
X ′′ −→ 0 uma sequência exata curta em C. Então, `(X) < ∞ ⇔ `(X ′) < ∞ e

`(X ′′) <∞.

Uma categoria abeliana C é chamada categoria de comprimento se `(X) < ∞,

para todo X ∈ C.



1.3. Limites e colimites 12

1.3 Limites e colimites

Apresentamos nesta seção alguns conceitos de limites e colimites, os quais são

fundamentais para o estudo de feixes sobre posets. Indicamos como referência o

livro [9]. Porém, os conceitos aqui expostos podem ser encontrados, também, em

[6].

Definimos o objeto inicial de uma categoria C como o objeto X ∈ C tal que,

para todo Y ∈ C, existe um único morfismo X −→ Y . De maneira dual, definimos

o objeto terminal de uma categoria C como o objeto Y ∈ C tal que, para todo

X ∈ C, existe um único morfismo X −→ Y .

Dada uma categoria C, um objeto universal de C é um objeto que é inicial ou

terminal.

Definição 1.15. Seja I uma categoria pequena e C uma categoria arbitrária. Um

diagrama é um funtor F : I −→ C.

1.3.1 Cone e limites

Seja F : I −→ C um diagrama. Um cone sobre F é uma transformação natural

de um diagrama constante L ∈ C a F . Explicitamente, é um objeto L ∈ C junto

com uma famı́lia de morfismos {ψx : L −→ F (x)}x∈I tal que se f : x −→ y é um

morfismo em I, então o seguinte diagrama comuta:

L
ψy

!!

ψx

}}
F (x)

F (f)
// F (y)

Observação 1.16. A coleção de cones sobre um diagrama F : I −→ C forma

uma categoria, denotada por Cone(F ), cujos objetos são cones (L, ψx) e cujos

morfismos entre dois cones (L′, ψ′x) e (L, ψx) consiste de uma aplicação

u : L′ −→ L tal que, para todo x ∈ I, o seguinte diagrama comuta:

L′
u //

ψ′x ""

L

ψx}}
F (x)

Um limite é simplesmente um objeto universal na categoria Cone(F ), como
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vemos a seguir.

Definição 1.17. O limite de um diagrama F : I −→ C, denotado por lim←−F , é o

objeto terminal na categoria Cone(F ).

Especificamente, um limite é um objeto lim←−F ∈ C junto com uma coleção de

morfismos {ψx}x∈I que comuta com os morfismos do diagrama de tal forma que,

sempre que houver outro objeto L′ com uma coleção de morfismos {ψ′x}x∈I que

também comutam com os morfismos do diagrama, então existe um único morfismo

u : L′ −→ lim←−F tal que ψ′x = ψx◦u, para todo x ∈ I. Como ilustrado no seguinte

diagrama comutativo:

L′

u∃!
��

ψ′y

��

ψ′x

��

lim←−F

ψy ##ψx{{
F (x)

F (f)
// F (y)

Às vezes vamos nos referir ao limite nos seguintes termos: Limite inverso, lim ou

lim←−.

Exemplo 1.18.

1. Considere a seguinte categoria indexada e o diagrama:

• • F (i) F (j)

o limite deste diagrama é (se existe) o produto F (i)
∏
F (j).

Mais geralmente, o produto é o limite de qualquer diagrama F : I −→ C,

onde I é uma categoria discreta (categoria de objetos sem morfismos entre

eles) e, é denotado por
∏

i F (i).

2. Considere a seguinte categoria pequena I junto com o diagrama F : I −→ C

• //

��

•

•

C1
//

��

C2

C3

Note que, pela definição de limite, lim←−F
∼= C1.
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3. Considere a seguinte categoria pequena I junto com o diagrama F : I −→ C

•

��
• // •

C1

��
C2

// C3

o limite deste diagrama é (se existe) chamado de pullback.

Uma categoria C é dita completa se todo diagrama F : I −→ C, onde I é uma

categoria pequena, tem limite em C.

1.3.2 Cocone e colimites

De maneira dual, vamos definir o colimite de um diagrama.

Seja F : I −→ C um diagrama. Um cocone sobre F é uma transformação

natural de F a um diagrama constante C ∈ C. Explicitamente, é um objeto

C ∈ C junto com uma famı́lia de morfismos {φx : F (x) −→ C}x∈I tal que se

f : x −→ y é um morfismo em I, então o seguinte diagrama comuta:

C

F (x)
F (f)

//

φx
==

F (y)

φy
aa

Observação 1.19. A coleção de cocones sobre um diagrama F : I −→ C forma

uma categoria, denotada por CoCone(F ), cujos objetos são cocones (C, φx) e cujos

morfismos entre dois cocones (C ′, φ′x) e (C, φx) consiste de uma aplicação

u : C −→ C ′ tal que, para todo x ∈ I, o seguinte diagrama comuta:

C u // C ′

F (x)

φx

aa

φ′x

<<

Um colimite é simplesmente um objeto universal nesta categoria, como vemos

a seguir.

Definição 1.20. O colimite de um diagrama F : I −→ C, denotado por lim−→F , é

o objeto inicial na categoria CoCone(F ).
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Dualizando a descrição expĺıcita do limite, um colimite é dado explicitamente

pelo seguinte diagrama comutativo:

C ′

lim−→F

u∃!

OO

F (x)
F (f)

//
φx

;;

φ′x

DD

F (y)
φy

cc

φ′y

ZZ

Às vezes vamos nos referir ao colimite nos seguintes termos: Limite direto, colim

ou lim−→.

Exemplo 1.21.

1. Considere a seguinte categoria indexada e o diagrama:

• • F (i) F (j)

o limite deste diagrama é (se existe) o coproduto F (i)
∐
F (j).

Mais geralmente, o coproduto é o colimite de qualquer diagrama F : I −→ C,

onde I é uma categoria discreta (categoria de objetos sem morfismos entre

eles) e, é denotado por
∐

i F (i).

2. Considere a seguinte categoria pequena I junto com o diagrama F : I −→ C

•

��
• // •

C1

��
C2

// C3

Note que, pela definição de colimite, lim−→F ∼= C3.

3. Considere a seguinte categoria pequena I junto com o diagrama F : I −→ C

• //

��

•

•

C1
//

��

C2

C3

o colimite deste diagrama (se existe) é chamado de push-out.
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Uma categoria C é dita cocompleta se todo diagrama F : I −→ C, onde I é

uma categoria pequena, tem colimite em C.

1.3.3 Extensões de Kan como limites e colimites

A seguir definiremos Extensões de Kan à direita e à esquerda e apresentare-

mos um caso particular que será essencial para definir alguns funtores de feixes

sobre posets, o qual mostra que limites e colimites são apenas casos especiais de

Extensões de Kan. Uma exposição mais detalhada daquilo aqui exposto pode ser

encontrada em [9] e [15].

Sejam B, C,D categorias e F : B −→ D, E : B −→ C funtores. A extensão

de Kan à direita de F ao longo de E, denotada por R = RanEF , é um funtor

R : C −→ D junto com uma transformação natural ε : R ◦ E −→ F universal

no seguinte sentido: Para qualquer funtor H : C −→ D com uma transformação

natural δ : H ◦ E −→ F , temos que δ se fatora unicamente através de ε, isto é,

existe uma única transformação natural α : H −→ R tal que o seguinte diagrama

comuta:

R ◦ E
ε

{{
F H ◦ E

δ
oo

∃!αE

ee

Como ilustrado no seguinte diagrama:

B F //

E
��
⇑ε

D

C
R

88 B F //

E
��
⇑δ

D

C
H

88 ⇒ B F //

E

��

⇑ε

∃!⇑

D

C

R

88

H

FF

De maneira dual, a extensão de Kan à esquerda de F ao longo de E, denotada

por L = LanEF , é um funtor L : C −→ D junto com uma transformação natural

η : F −→ L◦E tal que para qualquer funtor H : C −→ D com uma transformação

natural γ : F −→ H ◦E, temos que γ se estende unicamente através de η, isto é,

existe uma única transformação natural β : L −→ H tal que o seguinte diagrama
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comuta:

L ◦ E
∃!βE

%%
F γ

//

η
;;

H ◦ E

Como ilustrado no seguinte diagrama:

B F //

E
��
⇓η

D

C
L

88 B F //

E
��
⇓γ

D

C
H

88 ⇒ B F //

E

��

⇓η

∃!⇓

D

C

L

88

H

FF

Observação 1.22. Extensões de Kan nem sempre existem, mas se D é uma

categoria completa (respectivamente, cocompleta), então podemos dar fórmulas

pontuais para as Extensões de Kan à direita (respectivamente, à esquerda) de F

ao longo de E. No seguinte caminho:

Extensões de Kan à direita como limites:

Considere os funtores F : B −→ D e E : B −→ C, com B uma categoria

pequena e D uma categoria completa. Seja o funtor R = RanEF : C −→ D junto

com a transformação natural ε : R ◦ E −→ F a Extensão de Kan à direita de F

ao longo de E.

Então, dado c ∈ C temos que R(c) ∈ D e, para cada b ∈ B tal que existe um

morfismo g : c −→ E(b) em C, segue que εb ◦ R(g) : R(c) −→ F (b) é um

morfismo em D.

Se b1, b2 ∈ {b ∈ B | ∃ morfismo c −→ E(b) em C} e, se existe um morfismo b1 −→
b2 em B, então por R ser um funtor e ε uma transformação natural, o seguinte

diagrama comuta:

R(c)
R(g1)

yy

R(g2)

%%
R(E(b1)) //

εb1

yy

R(E(b2))
εb2

%%
F (b1) // F (b2)
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Dáı, considerando R(c) ∈ D como um funtor constante, conclúımos que

(R(c), {εb ◦ R(g)}) ∈ Cone(F ′), onde F ′ denota a restrição de F ao conjunto

{b ∈ B | ∃ morfismo c −→ E(b) em C}.

Analogamente, para qualquer outro funtor H : C −→ D com uma transformação

natural δ : H ◦ E −→ F temos que, considerando H(c) ∈ D como um funtor

constante, (H(c), {δb ◦H(g)}) ∈ Cone(F ′).

Como δ se fatora unicamente através de ε, existe uma única transformação na-

tural α : H −→ R tal que, para todo b ∈ {b ∈ B | ∃ morfismo c −→ E(b) em C},
o seguinte diagrama comuta:

H(c)

∃!αc
��

δb2◦H(g2)

��

δb1◦H(g1)

��

R(c)
εb1R(g1)

{{

εb2R(g2)

##
F (b1) // F (b2)

Logo, R(c) é um objeto terminal em Cone(F ′) e, além disso, por D ser uma

categoria completa o funtor F ′ tem limite em D. Dai, segue que R(c) = lim←−F
′

em D.

Portanto, no caso em que D é uma categoria completa, temos que a Extensão de

Kan à direita de F : B −→ D ao longo de E : B −→ C é definida em cada c de

C por:

R(c) := RanEF (c) = lim←−
c→E(b)

F (b) (1.1)

Extensões de Kan à esquerda como colimites:

Procedendo de maneira dual, se B é uma categoria pequena e D é uma cate-

goria cocompleta, obtemos que a Extensão de Kan à esquerda de F : B −→ D ao

longo de E : B −→ C é definida em cada c de C por:

L(c) := LanEF (c) = lim−→
E(b)→c

F (b) (1.2)
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1.4 Categorias trianguladas e derivadas

Apresentamos nesta seção o conceito de categoria triangulada e constrúımos

a categoria derivada de uma dada categoria abeliana, para isto, introduzimos a

noção de categoria de complexos e categoria homotópica de complexos. Estas

categorias, assim como alguns resultados aqui expostos, serão fundamentais para

o estudo do último caṕıtulo deste trabalho. Os detalhes omitidos podem ser

encontrados em [4] e [8].

Categoria triangulada:

Sejam C uma categoria aditiva e T : C −→ C um funtor aditivo o qual é

um automorfismo em C. Às vezes denotaremos T n(X) e T n(f) simplesmente por

X[n] e f [n], respectivamente, para todo n ∈ Z.

Um triângulo em C é uma sequência de objetos e morfismos em C da forma

X
u // Y

v // Z
w // T (X)

Um morfismo de triângulos é uma tripla de morfismo (f, g, h) em C tal que o

seguinte diagrama comuta:

X
u //

f

��

Y
v //

g

��

Z
w //

h
��

T (X)

T (f)

��
X ′

u′
// Y ′

v′
// Z ′

w′
// T (X ′)

Se os morfismos f, g e h são isomorfismos em C, então o morfismo de triângulos

é chamado isomorfismo de triângulos.

Definição 1.23. Uma categoria triangulada é uma categoria aditiva C junto

com um automorfismo aditivo T , chamado funtor de translação, e uma coleção

de triângulos distinguidos satisfazendo os seguintes axiomas:

(TR1) • Qualquer triângulo isomorfo a um triângulo distinguido é também um

triângulo distinguido.

• Para todo objeto X ∈ C, o triângulo

X
1X // X // 0 // T (X)

é distinguido.
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• Para todo morfismo X u // Y em C, existe um triângulo distinguido

X
u // Y // Z // T (X)

(TR2) Um triângulo X u // Y v // Z w // T (X) é distinguido se, e somente se,

Y
v // Z

w // T (X)
−T (u)// T (Y ) é um triângulo distinguido.

(TR3) Dados dois triângulos distinguidos X
u // Y

v // Z
w // T (X) e

X ′
u′ // Y ′

v′ // Z ′
w′ // T (X ′) , para todo par de morfismos f : X −→ X ′

e g : Y −→ Y ′ tais que u′ ◦ f = g ◦ u, existe um morfismo h : Z −→ Z ′ tal

que (f, g, h) é um morfismo de triângulos, isto é, tal que o seguinte diagrama

comuta:

X
u //

f

��

Y
v //

g

��

Z
w //

h
��

T (X)

T (f)

��
X ′

u′
// Y ′

v′
// Z ′

w′
// T (X ′)

(TR4) (Axioma do octaedro) Dados três triângulos distinguidos

X
u // Y // Z ′ // T (X) , Y

v // Z // X ′ // T (Y ) e

X
vu // Z // Y ′ // T (X) , existe um triângulo distinguido

Z ′ // Y ′ // X ′ // T (Z ′) tal que o seguinte diagrama comuta:

X
u //

1X
��

Y //

v

��

Z ′ //

��

T (X)

1T (X)

��
X

vu //

u

��

Z //

1Z
��

Y ′ //

��

T (X)

T (u)

��
Y

v //

��

Z //

��

X ′ //

1X′
��

T (Y )

��
Z ′ // Y ′ // X ′ // T (Z ′)

Sejam C e C ′ categorias trianguladas. Um funtor aditivo F : C −→ C ′ é um

funtor entre categorias trianguladas, chamado funtor triangulado, se as seguintes

condições são satisfeitas:

(a) TC′ ◦ F ∼= F ◦ TC , onde TC e TC′ são os funtores de translação de C e C ′,

respectivamente.

(b) F leva triângulos distinguidos de C em triângulos distinguidos de C ′.



1.4. Categorias trianguladas e derivadas 21

Categoria de complexos:

Seja A uma categoria aditiva. Um complexo sobre A é uma famı́lia

X• = (Xn, dnX)n∈Z de objetos Xn de A e morfismos dnX : Xn −→ Xn+1 tais que

dnX ◦ dn−1
X = 0, para todo n ∈ Z. Usualmente, escreveremos um complexo como

uma sequência de objetos e morfismos como segue:

X• : . . . // Xn−1
dn−1
X // Xn

dnX // Xn+1 // . . .

O objeto Xn é chamado componente homogênea de grau n de X• e os morfismos

dnX diferenciais de X•.

Sejam X• e Y • complexos sobre A. Um morfismo de complexos f : X• −→ Y • é

uma famı́lia de morfismos f = (fn : Xn −→ Y n)n∈Z tal que dnY ◦ fn = fn+1 ◦ dnX ,

para todo n ∈ Z. Isto é, tal que o seguinte diagrama comuta:

X• :

f
��

. . . // Xn−1
dn−1
X //

fn−1

��

Xn
dnX //

fn

��

Xn+1 //

fn+1

��

. . .

Y • : . . . // Y n−1

dn−1
Y

// Y n
dnY

// Y n+1 // . . .

Os complexos sobre uma categoria aditiva A junto com os morfismos de comple-

xos formam uma categoria aditiva, chamada categoria de complexos sobre A e,

denotada por C(A).

Um complexo X• sobre A é dito limitado inferiormente (respectivamente,

superiormente) se existe n0 ∈ Z tal que Xn = 0, para todo n < n0 (respectiva-

mente, n > n0). Um complexo é dito limitado quando é limitado inferiormente e

superiormente. Denotaremos por C+(A), C−(A) e Cb(A) as subcategorias plenas

de C(A) cujos objetos são os complexos limitados inferiormente, limitados supe-

riormente e limitados, respectivamente. Usaremos a notação C∗(A) para fazer

referência a qualquer uma das subcategorias acima.

Observação 1.24. Qualquer objeto X ∈ A pode ser associado a um complexo

X• com X0 = X e Xn = 0, para n 6= 0, e todas as diferenciais sendo zero. Este

complexo é chamado complexo concentrado no grau zero.

Dados um complexo X• e um inteiro p, “transladando” suas componentes ho-

mogêneas e seus diferenciais podemos definir um novo complexo X•[p], chamado
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p-ésima translação de X•, como segue:

X[p]n := Xn+p e dnX[p] := (−1)pdn+p
X

E, se f : X• −→ Y • é um morfismo de complexos, também podemos definir um

novo morfismo f [p] de X•[p] em Y •[p], como segue:

f [p]n := fn+p

Categoria homotópica:

Sejam f, g : X• −→ Y • dois morfismos na categoria C(A). Dizemos que f e g

são homotópicos, e escrevemos f ∼ g, se existe uma famı́lia (sn)n∈Z de morfismos

sn : Xn −→ Y n−1 em A tais que fn − gn = dn−1
Y sn + sn+1dnX , para todo n ∈ Z.

Como ilustrado no seguinte diagrama comutativo:

X• :

g

��
f
��

. . . // Xn−1
dn−1
X //

����

Xn
dnX //

sn

{{ ����

Xn+1 //

����

sn+1

{{

. . .

Y • : . . . // Y n−1

dn−1
Y

// Y n
dnY

// Y n+1 // . . .

A famı́lia (sn)n∈Z de morfismos é chamada homotopia de f em g.

Em particular, se g é o morfismo zero de C(A), dizemos que f é homotópico a

zero e, que (sn)n∈Z é uma homotopia de f , e escrevemos f ∼ 0. É fácil ver que ∼
é uma relação de equivalência sobre C(A).

Assim, definimos a categoria homotópica de complexos, denotada por K(A), do se-

guinte modo: ObK(A) := Ob C(A) e HomK(A)(X
•, Y •) := HomC(A)(X

•, Y •)/ ∼,

isto é, os morfismos na categoria homotópica são as classes de equivalência de

morfismos em C(A) módulo homotopia.

A categoria K(A) é aditiva e, além disso, possui uma estrutura de categoria

triangulada. Denotamos as categorias homotópicas das categorias C+(A), C−(A)

e Cb(A) por K+(A), K−(A) e Kb(A), respectivamente. K∗(A) denotará qualquer

uma dessas subcategorias.

Seja A uma categoria abeliana, para cada inteiro n ∈ Z definimos o funtor de

cohomologia Hn : C(A) −→ A do seguinte modo:

◦ Dado um complexo X• em C(A), temos que Hn(X•) = KerdnX/Imd
n−1
X .
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◦ Dado um morfismo de complexos f : X• −→ Y •, definimos o morfismo

Hn(f) : Hn(X•) −→ Hn(Y •) por Hn(f)(x) = fn(x), para todo x ∈ KerdnX .

Lema 1.25. Se f, g : X• −→ Y • são morfismos homotópicos, então Hn(f) =

Hn(g), para todo n ∈ Z.

Demonstração: Sejam n ∈ Z e x ∈ Hn(X•), com x ∈ KerdnX . Por de-

finição temos que Hn(f)(x) = fn(x) e Hn(g)(x) = gn(x). Como f ∼ g, então

existe uma famı́lia (sn)n∈Z de morfismos sn : Xn −→ Y n−1 em A tais que

(fn − gn)(x) = dn−1
Y sn(x) + sn+1dnX(x) e assim, por x ∈ KerdnX , segue que

(fn − gn)(x) = dn−1
Y sn(x) ∈ Imdn−1

Y . Portanto, fn(x) = gn(x). �

Um morfismo f : X• −→ Y • em C(A) é chamado quase-isomorfismo se

Hn(f) : Hn(X•) −→ Hn(Y •) são isomorfismos, para todo n ∈ Z.

Pelo Lema anterior, se f é um quase-isomorfismo e f ∼ g, então g também é um

quase-isomorfismo. Portanto, um morfismo em K(A) é um quase-isomorfismo se

todos os seus representantes são um quase-isomorfismo. Vamos denotar por S∗ a

coleção de todos os quase-isomorfismos em K(A).

Seja A uma categoria abeliana. Denotamos por I e P as subcategorias plenas

de A consistindo de todos os objetos injetivos e projetivos em A, respectivamente.

Um complexo I• é chamado K−injetivo se I• ∈ K(I) e, de maneira dual, um

complexo P • é chamado K−projetivo se P • ∈ K(P).

SejaA uma categoria abeliana. Dizemos que K(A) tem suficientes K−injetivos se

para qualquer complexo X• ∈ K(A) existe um complexo I• ∈ K(I) e um quase-

isomorfismo s : X• −→ I•. De maneira dual, dizemos que K(A) tem suficientes

K−projetivos se para qualquer complexo X• ∈ K(A) existe um complexo P • ∈
K(P) e um quase-isomorfismo s : P • −→ X•.

Exemplo 1.26. Se A tem suficientes injetivos (respectivamente, suficientes pro-

jetivos), então K∗(A) tem suficientes K−injetivos (respectivamente, suficientes

K−projetivos). De fato, veja Corolário 13.2.8 (respectivamente, Corolário 13.3.8)

de [4].

Sejam A uma categoria abeliana com suficientes injetivos e A,B em A. Então,

tomando B• como um complexo concentrado em B no grau zero, por hipótese,

existe um complexo I•B : . . . // 0 // I0 d0 // I1 d1 // I2 // . . . com In ∈ I,
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para todo n ≥ 0, tal que B• −→ I•B é um quase-isomorfismo e assim, aplicando o

funtor HomA(A,−) obtemos o complexo induzido HomA(A, I•B) dado por:

. . . // 0 // HomA(A, I0)
d0∗ // HomA(A, I1)

d1∗ // HomA(A, I2) // . . .

Definimos, para todo n ≥ 0, o n−ésimo funtor de extensão ExtnA(A,B) como

a n−ésima cohomologia do complexo induzido pelo funtor HomA(A,−), isto é,

ExtnA(A,B) = Hn(HomA(A, I•B)).

De maneira dual, sejam A uma categoria abeliana com suficientes projetivos e

A,B em A. Para todo n ≥ 0, podemos definir o n−ésimo funtor de extensão

ExtnA(A,B) como a n−ésima cohomologia do complexo induzido pelo funtor con-

travariante HomA(−, B), isto é, ExtnA(A,B) = Hn(HomA(P •A, B)).

Lema 1.27. Se A é uma categoria abeliana com suficientes injetivos, então, para

qualquer par de objetos A,B em A e para todo n ∈ Z, existe um isomorfismo

canônico ExtnA(A,B) −→ HomK∗(A)(A, I
•
B[n]). De maneira dual, se A é uma

categoria abeliana com suficientes projetivos, então, para qualquer par de objetos

A,B em A e para todo n ∈ Z, existe um isomorfismo canônico ExtnA(A,B) −→
HomK∗(A)(P

•
A, B[n]).

Demonstração: Antes de construir o isomorfismo note que, um morfismo f

na categoria K∗(A) entre o complexo de A concentrado no grau zero e I•B[n] é

uma famı́lia de morfismos f i, com i ∈ Z tal que f i = 0, para todo i 6= n, e

fn = f : A −→ In, onde dn ◦ f = 0, como ilustra o diagrama:

A• :

f
��

. . . // 0 //

��

A //

f
��

0 //

��

. . .

I•B[n] : . . . // In−1

dn−1
// In

dn
// In+1 // . . .

Como dn∗ (f) = dn ◦ f = 0, então f ∈ Kerdn∗ e assim, podemos considerar sua

classe [f ] em Kerdn∗/Imd
n−1
∗ = Hn(HomA(A, I•B)). Dáı, definimos o morfismo

ϕ : HomK∗(A)(A, I
•
B[n]) −→ ExtnA(A,B)

f 7−→ [f ]

Note que, se f ∼ g, então H i(f) = H i(g), para todo i ∈ Z. Logo, [f ] = [g] e,

portanto, ϕ está bem definida.
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Vamos provar que ϕ é um isomorfismo.

Primeiro, provaremos que ϕ é injetiva: Sejam f e g em HomK∗(A)(A, I
•
B[n]) tais

que [f ] = [g]. Então, f − g ∈ Imdn−1
∗ = ImHomA(A, dn−1) e assim, existe

s : A −→ In−1 tal que f − g = dn−1 ◦ s. Portanto, f − g é homotópico a zero e,

consequentemente f = g.

Agora, provaremos que ϕ é sobrejetiva: Dado [f ] ∈ Kerdn∗/Imdn−1
∗ , temos que

f : A −→ In com dn ◦ f = 0. Assim, o morfismo f , com f i = 0, para todo i 6= n,

e fn = f , é um morfismo do complexo A concentrado no grau zero ao complexo

I•A[n] tal que ϕ(f) = [f ].

Portanto, ExtnA(A,B) ∼= HomK∗(A)(A, I
•
B[n]).

De maneira dual, podemos provar que se A tem suficientes projetivos, então

ExtnA(A,B) ∼= HomK∗(A)(P
•
A, B[n]).

�

Observação 1.28. Sejam A,B objetos numa categoria abeliana A com suficien-

tes projetivos e injetivos. Então,

1. Ext0(A,B) ∼= HomA(A,B).

2. Extn(A,B) = 0, para todo n > 0, se A ∈ P ou B ∈ I.

Categoria derivada:

A localização da categoria K(A) com relação à coleção S∗ de todos os quase-

isomorfismos é denotada por D(A) := K(A)[(S∗)−1] e chamada de categoria de-

rivada de A.

Mais especificamente, a categoria D(A) é definida do seguinte modo:

ObD(A) := Ob C(A) e HomD(A)(X
•, Y •) := MX•Y •/ ∼, isto é, os morfismos na

categoria derivada são as classes de equivalência de telhados à esquerda

Z•

f

!!

s
∼}}

X• Y •

, com s ∈ S∗.

Denotaremos por f : X• −→ Y • os morfismos da categoria D(A) e por D+(A),

D−(A) e Db(A) a localização das categorias K+(A), K−(A) e Kb(A) com relação à

coleção S∗, respectivamente. D∗(A) denotará qualquer uma dessas subcategorias.

A categoria D(A) possui uma estrutura de categoria triangulada.
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Proposição 1.29. Seja 0 // X•
f // Y •

g // Z• // 0 uma sequência exata

curta em C∗(A). Então, ela determina um triângulo distinguido em D∗(A) dado

por X•
f
// Y •

g
// Z• // T (X•) .

Demonstração: Veja Proposição 3.5.2 (pág. 130) de [8]. �

Além disso, para a localização D(A) := K(A)[(S∗)−1] de K(A) com relação à

coleção S∗ existe um funtor aditivo Q : K(A) −→ D(A) chamado funtor de

localização, o qual é a identidade nos objetos, tal que:

(a) Q(s) é um isomorfismo em D(A), para todo quase-isomorfismo s ∈ S∗.

(b) Q é universal no seguinte sentido: Dada uma categoria triangulada D e

um funtor triangulado F : K(A) −→ D tal que F (s) é um isomorfismo

em D, para todo quase-isomorfismo s ∈ S∗, então existe um único funtor

triangulado G : D(A) −→ D tal que F = G ◦ Q, isto é, tal que o seguinte

diagrama comuta:

K(A)

Q

��

F

&&D(A)
∃!G

// D

Teorema 1.30. Se K(A) tem suficientes K−injetivos, então o funtor de loca-

lização QI : K(I) −→ D(A) é uma equivalência de categorias trianguladas. De

maneira dual, se K(A) tem suficientes K−projetivos, então QP : K(P) −→ D(A)

é uma equivalência de categorias trianguladas.

Demonstração: Se K(A) tem suficientes K−injetivos, então para cada X• ∈
K(A) existe um complexo I• ∈ K(I) e um quase-isomorfismo s : X• −→ I•, com

QI(s) isomorfismo em D(A). Logo, o funtor QI é denso. Basta verificar que o

funtor QI é pleno e fiel. Para mais detalhes, veja Teorema 13.1.7 (pág. 68) de

[4].

Portanto, o funtor QI é uma equivalência de categorias trianguladas.

De maneira dual, podemos provar que o funtor QP é uma equivalência de cate-

gorias trianguladas. �

Observação 1.31. Todo funtor aditivo F : A −→ B entre categorias abelianas

induz um funtor triangulado D(F ) : D(A) −→ D(B) entre categorias derivadas.
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Explicitamente: Sejam F : A −→ B um funtor aditivo entre categorias abelianas e

C(A), C(B) suas respectivas categorias de complexos, então o funtor F se estende

a um funtor aditivo C(F ) como segue:

◦ Dado X• ∈ C(A), temos que C(F )(X•)n := F (Xn) e dnC(F )(X•) := F (dnX) :

F (Xn) −→ F (Xn+1), para todo n ∈ Z.

◦ Dado um morfismo f : X• −→ Y • em C(A), definimos o morfismo C(F )(f) :

C(F )(X•) −→ C(F )(Y •) por C(F )(f)n := F (fn), para todo n ∈ Z.

O funtor C(F ) é chamado levantamento de F a categorias de complexos.

Além disso, sejam f, g : X• −→ Y • morfismos homotópicos, então existe uma

famı́lia (sn)n∈Z de morfismos sn : Xn −→ Y n−1 em A tais que, fn−gn = dn−1
Y sn+

sn+1dnX . Aplicando o funtor F obtemos que F (fn) − F (gn) = dn−1
C(F )(Y )F (sn) +

F (sn+1)dnC(F )(X), assim C(F )(f) e C(F )(g) são homotópicos. Logo, C(F ) induz

um homomorfismo de grupos abelianos

HomK(A)(X
•, Y •) −→ HomK(B)(F (X•), F (Y •))

Vamos denotar o homomorfismo por K(F ), onde K(F )(X•) := C(F )(X•), para

qualquer complexo X• em C(A).

K(F ) é um funtor exato entre categorias trianguladas chamado funtor levanta-

mento de F a categorias homotópicas de complexos.

Além disso, se F é um funtor exato entre categorias abelianas, então para qualquer

quase-isomorfismo s : X• −→ Y • em K(A), o morfismo K(F )(s) : K(F )(X•) −→
K(F )(Y •) é um quase-isomorfismo.

Assim, suponha que F : A −→ B é um funtor exato entre categorias abelianas

e considere o funtor de localização QA : K(A) −→ D(A), como D(B) é uma

categoria triangulada e (QB ◦ K(F ))(s) é um isomorfismo, para todo s quase-

isomorfismo em K(A), então ∃! funtor D(F ) : D(A) −→ D(B) tal que o seguinte

diagrama comuta:

K(A)
K(F ) //

QA
��

K(B)

QB
��

D(A)
D(F )

// D(B)

D(F ) é um funtor exato entre categorias trianguladas chamado funtor levanta-

mento de F a categorias derivadas, definido por:
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◦ Dado X• ∈ C(A), temos que D(F )(X•) := C(F )(X•).

◦ Dado um morfismo f : X• −→ Y • em D(A), temos que D(F )(f) :=

K(F )(f).

Quando o contexto seja claro, denotaremos D(F ) simplesmente por F .

Uma exposição mais detalhada pode ser encontrada na pág. 191 do livro referência

[8].

Seja F : A −→ B um funtor aditivo entre categorias abelianas, então pelo

anterior ele induz um funtor exato K(F ) : K(A) −→ K(B). Considere as

categorias derivadas D(A) e D(B) e, seus respectivos funtores de localização,

QA : K(A) −→ D(A) e QB : K(B) −→ D(B).

Um funtor derivado à direita de F consiste de um funtor exato RF : D(A) −→
D(B) junto com um morfismo graduado de funtores εF : QB ◦K(F ) −→ RF ◦QA
com a seguinte propriedade universal: Se G : D(A) −→ D(B) é um funtor exato

junto com um morfismo graduado de funtores ε : QB ◦ K(F ) −→ G ◦ QA, então

existe um único morfismo graduado de funtores η : RF −→ G tal que o seguinte

diagrama comuta:

RF ◦QA
∃!η◦QA

&&
QB ◦ K(F ) ε

//

εF
77

G ◦QA

De maneira dual, um funtor derivado à esquerda de F consiste de um funtor exato

LF : D(A) −→ D(B) junto com um morfismo graduado de funtores εF : LF ◦
QA −→ QB ◦K(F ) com a seguinte propriedade universal: Se G : D(A) −→ D(B)

é um funtor exato junto com um morfismo graduado de funtores ε : G ◦QA −→
QB ◦ K(F ), então existe um único morfismo graduado de funtores η : G −→ LF

tal que o seguinte diagrama comuta:

LF ◦QA
εF

ww
QB ◦ K(F ) G ◦QAε

oo

∃!η◦QA
ff

Teorema 1.32. Sejam A uma categoria abeliana, D uma categoria triangulada

e F : K(A) −→ D um funtor triangulado. Se K(A) tem suficientes K−injetivos,

então o funtor derivado à direita RF : D(A) −→ D existe. De maneira dual, se
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K(A) tem suficientes K−projetivos, então o funtor derivado à esquerda

LF : D(A) −→ D existe.

Demonstração: Veja, Corolário 6.3.6 (pág. 29) de [4]. �

Observação 1.33.

1. Se F : A −→ B é um funtor exato entre categorias abelianas, então o

levantamento D(F ) de F a categorias derivadas é tal que RF = D(F ) e

LF = D(F ).

2. Sejam F : A −→ B e G : B −→ A funtores aditivos entre categorias abeli-

anas tais que (F,G) é um par adjunto de funtores. Então, (K(F ),K(G)) é

um par adjunto de funtores e, se LF e RG existem, então (LF,RG) é um

par adjunto de funtores.

1.5 Categoria de feixes

Introduzimos nesta seção uma das principais definições a serem usadas ao

longo de todo o trabalho, pré-feixes e feixes sobre um espaço topológico, e apre-

sentamos alguns resultados que relacionam estes conceitos. Para mais detalhes

deixamos como referência [12] e [21].

Sejam (X, τ ) um espaço topológico e C uma categoria (Usualmente C é uma

categoria do tipo Set, Ab, Ring, Vect, ...). Considere a categoria O(X) definida

no Exemplo 1.2.2.

Definição 1.34. Um pré-feixe sobre X com valores em C é um funtor contrava-

riante F : O(X) −→ C.

Os elementos de F(U), também denotado por Γ(U,F), são chamados seções

(locais) de F sobre U , se U = X essas seções são ditas globais.

Se V ⊆ U em O(X), o morfismo F(U) −→ F(V ) é chamado restrição e denotado

por ρFV,U . Dado s ∈ F(U), denotaremos ρFV,U(s) simplesmente por s|V .

Observação 1.35. A categoria de pré-feixes em X com valores em C, denotada

por PShXC, é a categoria de funtores de O(X)op em C. Em outras palavras,

PShXC := Fun(O(X)op, C).

Se C é uma categoria abeliana, então PShXC também é uma categoria abeliana.
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Definição 1.36. Um pré-feixe F sobre X é dito feixe se, para todo aberto U ⊆ X

e qualquer cobertura aberta U =
⋃
i∈I

Ui, os seguintes axiomas são satisfeitos:

1. (Localização) Sejam s, t ∈ F(U) tais que s|Ui
= t|Ui

para todo i ∈ I, então

s = t em F(U).

2. (Globalização) Se si ∈ F(Ui) é uma coleção de seções tal que si|Ui∩Uj
=

sj|Ui∩Uj
para quaisquer i, j ∈ I, então existe uma seção s ∈ F(U) tal que

s|Ui
= si para todo i ∈ I.

A categoria de feixes sobre X com valores em C, denotada por ShXC, é a subca-

tegoria plena de PShXC, cujos objetos são feixes.

Exemplo 1.37. Seja (X, τ ) um espaço topológico e C uma categoria com pro-

duto. Seja (Cx)x∈X uma famı́lia de objetos Cx em C indexados por pontos x ∈ X.

Definimos o pré-feixe Π : O(X)op −→ C como segue:

◦ Se U ⊆ X é um aberto, então Π(U) =
∏
x∈U

Cx.

◦ Se V ⊆ U em O(X), o morfismo restrição Π(U) −→ Π(V ) é dado por

s = (cx)x∈U 7−→ s|V = (cx)x∈V .

Vamos provar que Π é de fato um feixe. A saber, dada uma cobertura aberta

U =
⋃
i∈I

Ui, então:

• Sejam s = (cx)x∈U , t = (dx)x∈U em Π(U) tais que s|Ui
= t|Ui

para todo

i ∈ I, então dado x ∈ U temos que x ∈ Ui para algum i ∈ I e assim, segue

que si = (ci,x)x∈Ui
= (di,x)x∈Ui

= ti para todo i ∈ I, portanto, s = t em

Π(U).

• Seja si ∈ Π(Ui) uma coleção de seções tal que si|Ui∩Uj
= sj|Ui∩Uj

para

quaisquer i, j ∈ I, então escrevendo si = (ci,x)x∈Ui
segue que ci,x = cj,x

em Cx sempre que x ∈ Ui ∩ Uj. Logo, se x ∈ Ui para algum i ∈ I, basta

definir s = (cx)x∈U com cx = ci,x, o que independe da escolha do aberto Ui

que contém x pelo fato de ci,x = cj,x em Cx quando x ∈ Ui ∩ Uj. Assim,

s|Ui
= si para todo i ∈ I.
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Seja (X, τ ) um espaço topológico, F ∈ PShXC e x ∈ X. O talo Fx de F em

x é definido por:

Fx := lim−→
U3x
U∈τ

F(U) (1.3)

Observação 1.38. Explicitamente, temos que Fx = {(U, s) | x ∈ U , s ∈ F(U)}/ ∼,

com relação de equivalência dada no seguinte caminho: (U, s) ∼ (U ′, s′) se, e so-

mente se, existe um aberto V ⊆ U ∩ U ′ em X com x ∈ V tal que s|V = s′|V .

Algumas vezes denotaremos por (U, s) ou sx os elementos de Fx.

De fato, note que, para todo U ∈ O(X) com x ∈ U , existe um morfismo natural

ρU : F(U) −→ Fx, definido por s 7→ sx, e para x ∈ V ⊆ U em O(X), dada uma

seção s ∈ F(U) temos que sx = (s|V )x, isto é, temos que o seguinte diagrama é

comutativo:

Fx

F(U)
ρFV,U

//

ρU
<<

F(V )

ρV
bb

Vamos verificar que Fx é um objeto universal (inicial). Seja G ∈ C junto com

uma coleção de morfismos φU : F(U) −→ G tal que, para x ∈ V ⊆ U em O(X),

o seguinte diagrama comuta:

G

F(U)
ρFV,U

//

φU
<<

F(V )

φV
bb (1.4)

Definindo um morfismo Fx −→ G em C por:

φ : Fx −→ G

sx = (U, s) 7−→ φU(s)

Se sx = (U, s) = (V, t) = tx, então existe um aberto W ⊆ U ∩ V em X com

x ∈ W tal que s|W = t|W , assim φW (s|W ) = φW (t|W ) e, portanto, (1.4) implica

que φU(s) = φV (t). Logo, φ está bem definida.
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Pela definição de φ, temos que o seguinte diagrama é comutativo:

Fx
φ // G

F (U)

ρU

bb

φU

==

Seja outro morfismo ϕ : Fx −→ G em C tal que o seguinte diagrama comuta:

Fx
ϕ // G

F (U)

ρU

bb

φU

==

Então, dado s ∈ F(U) com x ∈ U temos que ϕ(ρU(s)) = φU(s) ⇒ ϕ(sx) =

ϕ((U, s)) = φU(s). Assim, conclúımos que ϕ : Fx −→ G coincide com φ, logo φ

é única.

Portanto, Fx = {(U, s) | x ∈ U , s ∈ F(U)}/ ∼ = lim−→
U3x
U∈τ

F(U).

Dados F ,G em PShXC e ϕ : F −→ G um morfismo de pré-feixes, para cada

x ∈ X temos que ϕ induz um morfismo de talos ϕx : Fx −→ Gx definido por

(U, s) 7−→ (U,ϕU(s)).

Vamos verificar que ϕx está bem definida. Por ϕ ser um morfismo de pré-feixes,

para V ⊆ U em O(X) temos que o seguinte diagrama comuta:

F(U)
ϕU //

ρFV,U

��

G(U)

ρGV,U
��

F(V ) ϕV

// G(V )

(1.5)

Isto é, dado s ∈ F(U) segue que ϕU(s)|V = ϕV (s|V ).

Se (U, s) = (V, t) em Fx, então existe um aberto W ⊆ U ∩ V em X com x ∈ W
tal que s|W = t|W , assim ϕU(s)|W = ϕW (s|W ) = ϕW (t|W ) = ϕV (t)|W e, portanto,

(U,ϕU(s)) = (V, ϕV (t)) em Gx. Logo, ϕx está bem definida.

Observação 1.39. Todo pré-feixe F induz um feixe, denotado por F̃ , através de

um processo chamado feixificação.

Explicitamente: Seja F ∈ PShXC sobre um espaço topológico X, a feixificação
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de F é o feixe F̃ definido por:

◦ Se U ⊆ X é um aberto, então os elementos de F̃(U) são famı́lias de ele-

mentos no talo de F que localmente dão origem a seções de F , mais preci-

samente,

F̃(U) =

{
(sx)x∈U ∈

∏
x∈U

Fx

∣∣∣∣∣ ∀x ∈ U ; ∃V ⊆ U ∈ O(X) com x ∈ V
e t ∈ F (V ): ∀y ∈ V , sy = ty

}

◦ Se V ⊆ U em O(X), então o morfismo restrição F̃(U) −→ F̃(V ) é a

projeção natural Π(U) =
∏
x∈U

Fx −→
∏
x∈V

Fx = Π(V ).

Assim, temos que F̃ é um pré-feixe. Basta verificar que satisfaz os axiomas de

localização e globalização. De fato, dada uma cobertura aberta U =
⋃
i∈I

Ui, então:

• Sejam s, t em F̃(U) tais que s|Ui
= t|Ui

para todo i ∈ I, então pela definição

de F̃ e por Π(F) ser um feixe, veja o Exemplo 1.37, segue que s = t em

F̃(U).

• Seja si ∈ F̃(Ui) uma coleção de seções tal que si|Ui∩Uj
= sj|Ui∩Uj

para

quaisquer i, j ∈ I, então escrevendo si = (si,x)x∈Ui
, pela definição de F̃

e por Π(F) ser um feixe, segue que existe s = (sx)x∈U em
∏
x∈U

Fx tal que

s|Ui
= si para todo i ∈ I.

Vamos provar que s ∈ F̃(U): Dado x ∈ U temos que x ∈ Ui para algum

i ∈ I, então por definição existe um aberto V ⊆ Ui com x ∈ V e t ∈ F(V )

tal que si,y = ty em Fy, para todo y ∈ V , como si,y = sy obtemos que

s ∈ F̃(U).

Note que, dado um pré-feixe F , se x ∈ X, então Fx = F̃x.

De fato, seja U ⊆ X um aberto, o morfismo de pré-feixes ιF̃ : F −→ F̃ definido

por s ∈ F(U) 7−→ (sx)x∈U ∈ F̃(U) é injetivo, pois, se s, s′ ∈ F(U) são tais que

(sx)x∈U = (s′x)x∈U em F̃(U), então sx = s′x em Fx, para todo x ∈ X e assim,

existe um aberto Ux ⊆ U com x ∈ Ux tal que s|Ux = s′|Ux. Tomando a cobertura

aberta U =
⋃
x∈X

Ux, do axioma de localização segue que s = s′ em F(U). Logo, o

morfismo de talos Fx −→ F̃x é injetivo.
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Para provar que é sobrejetivo suponha que (U, (sx)x∈U) em F̃x com (sx)x∈U em

F̃(U), então existe um aberto W ⊆ U com x ∈ W e t ∈ F(W ) tal que sw = tw,

para todo w ∈ W , e assim, (sx)x∈W = (tx)x∈W em F̃(W ). Logo, (U, (sx)x∈U) =

(W, (tx)x∈W ) = (ιF̃)x((W, t)).

Sejam (X, τ ) um espaço topológico e C uma categoria. Para todo objeto

C ∈ C, o funtor constante em C define um objeto em PShXC chamado pré-feixe

constante sobre X com talo C, denotado por CX .

Em geral, este não é um feixe já que se U ∪ V é uma união disjunta, qualquer

escolha de seções s, t em C sobre U e V , respectivamente, coincidem na intersecção

vazia, mas se s 6= t não é satisfeito o axioma de globalização da Definição 1.36.

No entanto, a feixificação C̃X desse pré-feixe constante é um feixe chamado feixe

constante sobre X com talo C.

Note que, se CX é um feixe constante com talo C, então (CX)x ∼= (C̃X)x = C,

para todo x ∈ X.

Em particular, seja C uma categoria com objeto zero 0, o (pré-)feixe constante

sobre X com talo 0 é denotado por 0 e chamado (pré-)feixe zero.

Dados F ,G em ShXC e ϕ : F −→ G um morfismo de feixes, o kernel de ϕ é o

feixe Kerϕ definido por Kerϕ(U) := KerϕU e a imagem de ϕ é o feixe Ĩmϕ, onde

Imϕ é o pré-feixe definido por Imϕ(U) := ImϕU .

Proposição 1.40. Se ϕ : F −→ G é um morfismo de feixes, então para todo

x ∈ X temos que:

1. (Kerϕ)x = Kerϕx e (Ĩmϕ)x = (Imϕ)x = Imϕx.

2. ϕ é injetivo (respectivamente, sobrejetivo, bijetivo) se, e somente se, o mor-

fismo induzido de talos ϕx é injetivo (respectivamente, sobrejetivo, bijetivo).

Demonstração:

1.

• (Kerϕ)x = Kerϕx

Primeiro, vamos verificar que (Kerϕ)x ⊂ Kerϕx. De fato, sejam x ∈ X e

sx = (U, s) ∈ (Kerϕ)x, onde U ⊆ X aberto com x ∈ U e s ∈ Kerϕ(U),

então ϕU(s) = 0 e assim, ϕx(sx) = ϕx((U, s)) = (U,ϕU(s)) = (ϕU(s))x = 0.

Logo, sx ∈ Kerϕx.
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A seguir, vamos provar que Kerϕx ⊂ (Kerϕ)x. De fato, sejam U ⊆ X

com x ∈ U e s ∈ F(U) tais que sx = (U, s) ∈ Kerϕx, isto é, ϕx(sx) =

ϕx((U, s)) = 0, então (U,ϕU(s)) = 0, logo, existe um aberto V ⊆ U com

x ∈ V tal que ϕU(s)|V = 0 e por ϕ ser um morfismo de feixes, de (1.5),

temos que ϕV (s|V ) = ϕU(s)|V = 0, assim, s|V ∈ KerϕV = Kerϕ(V ). Dáı,

segue que (V, s) ∈ (Kerϕ)x e, portanto, sx = (U, s) = (V, s) em (Kerϕ)x.

• De forma análoga, provamos que (Imϕ)x = Imϕx e assim, pela Ob-

servação 1.39, obtemos que (Ĩmϕ)x = (Imϕ)x = Imϕx.

2.

• ϕ é injetivo ⇔ Kerϕ = 0

⇔ (Kerϕ)x = 0, para todo x ∈ X
⇔ Kerϕx = 0, para todo x ∈ X
⇔ ϕx é injetivo para todo x ∈ X

• ϕ é sobrejetivo ⇔ Imϕ = G
⇔ (Imϕ)x = Gx, para todo x ∈ X
⇔ Imϕx = Gx, para todo x ∈ X
⇔ ϕx é sobrejetivo para todo x ∈ X

�

Corolário 1.41. A sequência · · · // F i−1 ϕi−1
// F i ϕi

// F i+1 // · · · de mor-

fismos de feixes é exata se, e somente se, para cada x ∈ X a correspondente

sequência de talos é exata.

Demonstração:

A sequência · · · // F i−1 ϕi−1
// F i ϕi

// F i+1 // · · · é exata

⇔ Kerϕi = Imϕi−1, para todo i

⇔ (Kerϕi)x = (Imϕi−1)x, para todo i e x ∈ X
⇔ Ker(ϕi)x = Im(ϕi−1)x, para todo i e x ∈ X

⇔ A sequência · · · // F i−1
x

(ϕi−1)x// F ix
(ϕi)x // F i+1

x
// · · · é exata,

para todo x ∈ X

�

Definição 1.42. Seja f : X −→ Y uma função cont́ınua entre espaços to-

pológicos e C uma categoria. O funtor imagem direta f∗ : ShXC −→ ShY C,

é definido como segue:
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• Seja F ∈ ShXC. Então, o feixe f∗F sobre Y é dado por:

◦ Se U ⊆ Y é um aberto, (f∗F)(U) = F(f−1(U)).

◦ Se V ⊆ U em O(Y ), o morfismo restrição ρf∗FV,U : (f∗F )(U) −→
(f∗F )(V ) é dado por ρf∗FV,U := ρFf−1(V ),f−1(U).

• Seja ϕ : F −→ F ′ um morfismo de feixes sobre X, temos um morfismo

de feixes f∗ϕ : f∗F −→ f∗F ′ sobre Y , dado por (f∗ϕ)U : (f∗F)(U) −→
(f∗F ′)(U), onde (f∗ϕ)U := ϕf−1U para qualquer aberto U ⊆ Y .

Definição 1.43. Seja f : X −→ Y uma função cont́ınua entre espaços to-

pológicos e C uma categoria. O funtor imagem inversa de pré-feixes f+ : PShY C −→
PShXC, é definido como segue:

• Seja G ∈ PShY C. Então, o pré-feixe f+G sobre X é dado por:

◦ Se U ⊆ X é um aberto, (f+G)(U) = lim−→
V⊇f(U)
V ∈O(Y )

G(V ).

◦ Se V ⊆ U em O(X), o morfismo restrição (f+G)(U) −→ (f+G)(V ) é

induzido através da propriedade universal de colimite devido à inclusão

f(U) ⊆ f(V ), já que qualquer colimite sobre o maior conjunto define,

por restrição, um cocone sobre o menor conjunto.

• Seja ϕ : G −→ G ′ um morfismo de pré-feixes sobre Y , então temos um

morfismo de pré-feixes f+ϕ : f+G −→ f+G ′ sobre X, o qual é o único

morfismo induzido pela propriedade universal de colimite devido a ϕ, já que

qualquer colimite de G define, por composição com os morfismos ϕU onde

U ⊆ X é um aberto, um cocone de G ′.

Dado G ∈ ShY C, o funtor imagem inversa de feixes f−1 : ShY C −→ ShXC
é dado pela feixificação do pré-feixe f+G, isto é, f−1G := f̃+G.



Caṕıtulo 2

Feixes sobre Posets

Veremos neste caṕıtulo que todo poset X possui uma estrutura de espaço

topológico, o qual nos permite considerar a categoria de feixes sobre X com

valores numa categoria abeliana A, denotada por ShXA.

Apresentaremos também um estudo detalhado das noções básicas de feixes

sobre posets com valores numa categoria abeliana A bicompleta (completa e

cocompleta), usualmente A é uma categoria do tipo Ab, Vect, vect, ModA,

modA. Veremos que, considerando X como uma categoria (pequena), os feixes

sobre X com valores em A podem ser identificados com funtores do diagrama de

Hasse de X em A.

Além disso, mostraremos que no caso particular em que A é a categoria de

espaços vetoriais de dimensão finita sobre um corpo, os feixes sobre X com valores

em A podem ser identificados com módulos à direita de dimensão finita sobre

a álgebra de incidência de X, fornecendo assim uma ligação com o Teoria de

representações de álgebras.

Mais especificamente, vamos descrever alguns dos resultados obtidos por Sefi

Ladkani em [20].

2.1 Posets finitos e espaços topológicos T0

Introduzimos nesta seção a noção de poset e apresentamos algumas propri-

edades topológicas que os posets finitos possuem. Para isso, indicamos como

referência [10] e [19].

37
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Definição 2.1. Um conjunto parcialmente ordenado, ou poset, é um conjunto

X com uma relação binária R ⊆ X ×X satisfazendo as seguintes condições:

• Reflexividade: (x, x) ∈ R, para todo x ∈ X.

• Antissimetria: Se (x, y) ∈ R e (y, x) ∈ R, então x = y.

• Transitividade: Se (x, y) ∈ R e (y, z) ∈ R, então (x, z) ∈ R.

Vamos escrever x ≤ y (ou equivalentemente, y ≥ x) ao invés de (x, y) ∈ R.

Denotaremos um poset por (X,≤) ou, algumas vezes, simplesmente por X. Se

R só satisfaz a reflexividade e transitividade, dizemos que (X,≤) é um conjunto

pre-ordenado.

Um elemento x de um poset (X,≤) é dito minimal (respectivamente, maxi-

mal) se para cada z ∈ X, z ≤ x (respectivamente, x ≤ z) implica x = z. Dizemos

que dois elementos x, y em X são comparáveis se x ≤ y ou y ≤ x, caso contrário

são incomparáveis. Se cada par de elementos de X são comparáveis dizemos que

(X,≤) é um conjunto totalmente ordenado. Um poset (X,≤) é chamado finito

se o conjunto X é finito.

Observação 2.2. Os posets aqui apresentados serão finitos e escritos como segue:

Dado um poset (finito) X, supondo que |X| = n podemos reescrever os elementos

do poset numa sequência x1, ..., xn tal que, se xi < xj ⇒ i < j, para quaisquer

1 ≤ i, j ≤ n.

Propriedade 2.3. Todo poset (X,≤) é naturalmente dotado de uma estrutura

de espaço topológico.

De fato, seja (X,≤) um poset não vazio e τ= {U ⊆ X | u ∈ U e u′ ≥ u⇒ u′ ∈ U}
a coleção de subconjuntos abertos de X, a qual satisfaz as seguintes condições:

1) ∅, X ∈ τ .

2) Se V,W ∈ τ , então: Dados u, u′ ∈ X tais que u ∈ V ∩W e u′ ≥ u, como

u ∈ V e u ∈ W com V,W ∈ τ , temos que u′ ∈ V e u′ ∈ W e assim,

u′ ∈ V ∩W ⇒ V ∩W ∈ τ .

3) Se {Vi}i∈I é uma famı́lia de elementos de τ , então: Dados u, u′ ∈ X tais

que u ∈
⋃
i∈I

Vi e u′ ≥ u, como u ∈ Vi0 para algum i0 ∈ I com Vi0 ∈ τ , temos

que u′ ∈ Vi0 e assim, u′ ∈
⋃
i∈I

Vi ⇒
⋃
i∈I

Vi ∈ τ .
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Logo, τ é uma topologia sobre (X,≤) e portanto (X, τ ) é um espaço topológico.

A topologia induzida pela relação de ordem parcial ≤ sobre X é denotada por

τ (≤) e (X, τ (≤)) é o respectivo espaço topológico. Quando o contexto seja

claro, denotaremos τ (≤) simplesmente por τ .

Observação 2.4. z = {U ⊆ X | u ∈ U e u′ ≤ u ⇒ u′ ∈ U} é a coleção de

subconjuntos fechados de X.

Afirmamos que se A ∈ τ , então Ac ∈ z. De fato, seja A ∈ τ e u, u′ ∈ X tais que

u ∈ Ac e u′ ≤ u, então u /∈ A e u ≥ u′ implica que u′ /∈ A, pois, caso contrário,

se u′ ∈ A, como A ∈ τ , segue que u ∈ A o que é uma contradição. Logo, u′ ∈ Ac

e assim conclúımos que Ac ∈ z.

Dado um poset (X,≤), associamos um grafo orientado chamado diagrama de

Hasse de X cujos vértices são os elementos de X e cuja flecha x −→ y existe se,

e somente se, x < y em X e não existe z ∈ X com x < z < y.

Note que o diagrama de Hasse de um poset X não possui ciclos orientados, pois

se x < y < x em X, pela antissimetria, temos que x = y em X.

Exemplo 2.5.

Considere o poset (X,≤) com diagrama de Hasse dado por:

X : x1

�� !!

x2

��}}
x3 x4

x5

��
x6

��
x7

Os seguintes são exemplos de subconjuntos abertos de X:

U1 : x1

!!��
x3 x4

U2 : x6

��
x7

Os seguintes são exemplos de subconjuntos fechados de X:

V1 : x1

��

x2

}}
x3

V2 : x5

��
x6

��
x7
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Note que V2 é aberto porém V1 não o é, pois x1 ∈ V1 e x4 ≥ x1 mas x4 /∈ V1.

Definição 2.6. Se (X, τ (≤)) é um espaço topológico finito e x ∈ X, então:

1) {x} = {x′ ∈ X : x′ ≤ x} ∈ z é o fecho de {x}.

2) Ux = {x′ ∈ X : x′ ≥ x} ∈ τ é o subconjunto aberto minimal de X que

contém x, de fato Ux =
⋂
V ∈τ
x∈V

V .

Observação 2.7.

1) O conjunto dos abertos Ux é uma base para τ .

2) Dados x, x′ ∈ X, temos que: x ≤ x′ ⇔ {x} ⊆ {x′} ⇔ Ux′ ⊆ Ux.

Um espaço topológico (X, τ ) é dito T0 se para todo x, y ∈ X com x 6= y,

existe V ∈ τ tal que x ∈ V e y /∈ V , ou existe W ∈ τ tal que y ∈ W e x /∈ W .

De maneira inversa, podemos considerar espaços topológicos como conjuntos

pré-ordenados, como vemos a seguir.

Propriedade 2.8. Todo espaço topológico (X, τ ) finito é dotado de uma estru-

tura de pré-ordem.

De fato, sejam (X, τ ) um espaço topológico, x ∈ X e Ux a intersecção de todos

os subconjuntos abertos de X que contém x. Definimos a relação ≤τ por: x ≤τ x′

se, e somente se, Ux′ ⊆τ Ux, então para quaisquer x, y, z ∈ X temos que:

• Reflexividade: Claramente Ux =τ Ux ⇒ x ≤τ x.

• Transitividade: Se x ≤τ y e y ≤τ z, então Uy ⊆τ Ux e Uz ⊆τ Uy. Dáı, temos

que Uz ⊆τ Ux ⇒ x ≤τ z.

Note que, a antissimetria nem sempre é satisfeita, pois se x ≤τ y e y ≤τ x, então

Uy ⊆τ Ux e Ux ⊆τ Uy. Dáı, temos que Ux = Uy, mas isso não implica que x seja

igual a y.

Logo, ≤τ é um pré-ordem sobre X e, portanto, (X,≤τ ) é um conjunto pré-

ordenado.

O seguinte resultado mostra quando ≤τ é um ordem parcial e, em particular, nos

permite relacionar posets finitos com espaços topológicos finitos T0.
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Proposição 2.9. Dado um espaço topológico finito (X, τ ). Temos que ≤τ é um

ordem parcial sobre X se, e somente se, X é T0.

Demonstração:

⇒) Sejam x, x′ ∈ X com x 6= x′. Se ≤τ é um ordem parcial sobre X, então:

• Se x e x′ são incomparáveis, então x ∈ Ux e x′ 6∈ Ux, pois, caso contrário,

se x′ ∈ Ux temos que Ux′ ⊆τ Ux e assim, x ≤τ x′ o que é uma contradição.

• Se x e x′ são comparáveis, então x ≤τ x′ ou x′ ≤τ x.

Suponha que x ≤τ x′, então Ux′ ⊆τ Ux e x /∈ Ux′ , pois, caso contrário, se

x ∈ Ux′ temos, por definição, que Ux ⊆τ Ux′ e assim, x′ ≤τ x. Logo, por ≤τ
ser um ordem parcial, segue que x = x′ o que é uma contradição.

Analogamente, se x′ ≤τ x, então Ux ⊆τ Ux′ e x′ /∈ Ux.

Em qualquer caso existe um aberto que contém um ponto e não contém o outro.

Portanto X satisfaz a propriedade de separação T0.

⇐) Suponhamos que (X, τ ) é T0. Como ≤τ é um pré-ordem, basta verificar que

≤τ satisfaz a propriedade antissimétrica.

Sejam x, y ∈ X tais que x ≤τ y e y ≤τ x, então Uy ⊆τ Ux e Ux ⊆τ Uy, assim

Ux =τ Uy e consequentemente x = y. Pois, caso contrário, se x 6= y, por hipótese,

temos que existe V ∈ τ tal que x ∈ V e y /∈ V , por outro lado, como Ux ⊆τ Uy,
então x ∈ Uy e assim, por definição, obtemos que Ux = Uy ∩ V ∩ · · · , implicando

que Uy *τ Ux o que é uma contradição.

Logo, ≤τ é um ordem parcial sobre X e, portanto, (X,≤τ ) é um poset. �

2.2 Feixes e diagramas

Veremos que, considerando X como uma categoria, a categoria de feixes sobre

X com valores em A pode ser identificada com a categoria de funtores Fun(X,A),

chamada categoria de diagramas comutativos sobre o diagrama de Hasse de X.

Os resultados aqui expostos podem ser encontrados no artigo referência e em [13].
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Lema 2.10. Seja X um poset e A uma categoria abeliana. Então, existe uma

equivalência de categorias:

ShXA ' // Fun(X,A)

Demonstração:

Vamos construir, explicitamente, dois funtores F : ShXA −→ Fun(X,A) e

G : Fun(X,A) −→ ShXA tais que F ◦G = 1Fun(X,A) e G ◦ F = 1ShXA.

1. Construção do funtor F : ShXA −→ Fun(X,A)

• Considere o espaço topológico (X, τ ) induzido pelo poset X. Dado

F : O(X) −→ A em ShXA, definimos F (F) como segue:

◦ Se x ∈ X, então por Ux ser o subconjunto aberto minimal que

contém x, temos que x ∈ U ⇔ Ux ⊆ U , e assim:

F (F)x = Fx = lim−→
U3x
U∈τ

F(U) ∼= lim−→
U⊇Ux
U∈τ

F(U) = FUx

◦ Se x ≤ x′ em X, então Ux′ ⊆ Ux em O(X) e assim, definimos

o morfismo F (F)x′,x : Fx −→ Fx′ como sendo igual à restrição

ρFUx,Ux′
: F(Ux) −→ F(Ux′).

Por F : O(X) −→ A ser um funtor, segue que F (F) é um funtor de

X em A.

• Seja ϕ : F −→ F ′ um morfismo em ShXA, isto é, uma coleção de

morfismos {ϕU : F(U) −→ F ′(U)}U∈O(X). Então, dado x ∈ X, o

morfismo F (ϕ) : F (F) −→ F (F ′) é definido por:

F (ϕ)x = ϕUx : Fx −→ F ′x

Note que se x ≤ x′ em X então, Ux′ ⊆ Ux em O(X) e assim, por ϕ :

F −→ F ′ ser um morfismo em ShXA, temos que o seguinte diagrama

é comutativo:

F (F)x
ϕUx //

F (F)x′,x
��

F (F ′)x
F (F ′)x′,x
��

F (F)x′ ϕUx′
// F (F ′)x′
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Isso prova que F (ϕ) é uma transformação natural de funtores.

Claramente:

• F (1F) = 1F (F), para todo F ∈ ShXA.

• F (ψ ◦ ϕ) = F (ψ) ◦ F (ϕ), para cada par de morfismos ϕ : F −→ G e

ψ : G −→ H em ShXA.

Conclúımos que, assim definido, F : ShXA −→ Fun(X,A) é um funtor.

2. Construção do funtor G : Fun(X,A) −→ ShXA

• Dado T ∈ Fun(X,A), definimos G(T ) como segue:

◦ Se U ∈ O(X), então (G(T ))(U) = lim←−
x∈U

Tx.

◦ Se U ⊆ V em O(X), então o morfismo

(G(T ))(V ) = lim←−
x∈V

Tx −→ lim←−
x∈U

Tx = (G(T ))(U)

é dado no seguinte caminho:

Temos que,

(
lim←−
x∈U

Tx, {ϕy}y∈U

)
é um cone de T |U , onde{

ϕy : lim←−
x∈U

Tx −→ Ty

}
y∈U

é uma coleção de morfismos e(
lim←−
x∈V

Tx, {ψy}y∈V

)
é um cone de T |V , onde

{
ψy : lim←−

x∈V
Tx −→ Ty

}
y∈V

é uma coleção de morfismos. Como U ⊆ V , então a coleção

{ψ′y}y∈U := {ψy}|y∈U da origem a um cone

(
lim←−
x∈V

Tx, {ψ′y}y∈U

)
de T |U .

Assim, pela propriedade universal de limite, ∃! morfismo

(G(T ))(V ) = lim←−
x∈V

Tx −→ lim←−
x∈U

Tx = (G(T ))(U)

tal que, para todo y ∈ U , o seguinte diagrama comuta:

lim←−
x∈U

Tx

ϕy

��
lim←−
x∈V

Tx

∃!

88

ψ′y

// Ty

(2.1)



2.2. Feixes e diagramas 44

Denotaremos por ρTV,U esse único morfismo.

Logo, G(T ) é um funtor contravariante de O(X) em A e assim, con-

clúımos que G(T ) ∈ PShXA.

Para provar que G(T ) ∈ ShXA, vamos verificar os axiomas da De-

finição 1.36 para os abertos básicos Ux, com x ∈ X.

De fato, dado Ux ∈ O(X), para todo y ∈ Ux temos que Uy ⊆ Ux,

então, {Uy}y∈Ux é uma cobertura aberta de Ux.

◦ Sejam s, t ∈ (G(T ))(Ux) tais que s|Uy = t|Uy para todo y ∈ Ux,

então, em particular para x ∈ Ux temos que s|Ux = t|Ux e assim,

s = t em (G(T ))(Ux).

◦ Dada uma coleção de seções {sy ∈ (G(T ))(Uy)}y∈Ux tais que

sy|Uy∩Uz = sz|Uy∩Uz para todo y, z ∈ Ux, então, em particular para

x ∈ Ux temos que sx|Ux∩Uy = sy|Ux∩Uy para cada y ∈ Ux e assim,

por Uy ⊆ Ux, segue que sx|Uy = sy|Uy = sy em (G(T ))(Ux). Logo,

existe uma seção sx de (G(T ))(Ux) tal que sy = sx|Uy , para todo

y ∈ Ux.

Isso prova que G(T ) ∈ ShXA.

• Sejam ϕ : T −→ T ′ um morfismo em Fun(X,A), isto é, uma famı́lia de

morfismos {ϕx : Tx −→ T ′x}x∈X . Então, dado U ∈ O(X), o morfismo

G(ϕ) : G(T ) −→ G(T ′) é definido no seguinte caminho:

Temos que,

(
lim←−
x∈U

Tx, {φy}y∈U

)
é um cone de T |U , onde{

φy : lim←−
x∈U

Tx −→ Ty

}
y∈U

é uma coleção de morfismos e(
lim←−
x∈U

T ′x, {ψy}y∈U

)
é um cone de T ′|U , onde

{
ψy : lim←−

x∈U
T ′x −→ T ′y

}
y∈U

é uma coleção de morfismos. Dáı, temos que {ϕy ◦ φy}y∈U da origem

a um cone

(
lim←−
x∈U

T ′x, {ϕy ◦ φy}y∈U

)
de T ′|U .

Assim, pela propriedade universal de limite, ∃! morfismo

(G(T ))(U) = lim←−
x∈V

Tx −→ lim←−
x∈U

T ′x = (G(T ′))(U)

tal que, para todo y ∈ U , o seguinte diagrama comuta:
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lim←−
x∈U

T ′x

ψy

��
lim←−
x∈U

Tx

∃!

44

φy
// Ty ϕy

// T ′y

(2.2)

Denotaremos por G(ϕ)(U) esse único morfismo.

Note que se U ⊆ V em O(X), então por (2.1), (2.2) e por

ϕ : T −→ T ′ ser um morfismo funtorial, temos que, para quaisquer

y ≤ y′ em U , o seguinte diagrama comuta:

lim←−
x∈V

T ′x = (G(T ′))(V )

��

∃!

��

(G(T ))(V ) = lim←−
x∈V

Tx

∃!
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//

∃!

��

Ty
ϕy //

Ty′,y

��

T ′y

T ′y′,y

��
(G(T ))(U) = lim←−

x∈U
Tx

∃!

))

// Ty′ ϕy′
// T ′y′

lim←−
x∈U

T ′x = (G(T ′))(U)

OO

Isso prova que (G(T ))(ϕ) é um morfismo em ShXA.

Claramente:

• G(1T ) = 1G(T ), para todo T ∈ Fun(X,A).

• G(ψ ◦ ϕ) = G(ψ) ◦ G(ϕ), para cada par de morfismos ϕ : T −→ T ′ e

ψ : T ′ −→ T ′′ em Fun(X,A).

Conclúımos que, assim definido, G : Fun(X,A) −→ ShXA é um funtor.

Finalmente, vamos verificar que F ◦G = 1Fun(X,A) e G ◦ F = 1ShXA.
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1. F ◦G = 1Fun(X,A)

Seja T ∈ Fun(X,A) e x ∈ X, então

((F ◦G)(T ))x = (G(T ))x ∼= (G(T ))Ux = lim←−
y∈Ux

Ty = (Tx, {Ty,x}y∈Ux) = Tx

2. G ◦ F = 1ShXA

Seja F ∈ ShXA, vamos verificar que (G ◦ F )(F) = F sobre os abertos

básicos Ux, com x ∈ X. Dáı, dado x ∈ X, segue que:

((G ◦ F )(F))(Ux) = lim←−
y∈Ux

F (F)y = (Fx, {Fy,x}y∈Ux) ∼= F(Ux) em PShxA.

Logo, procedendo de maneira análoga à prova que G(T ) ∈ ShXA para

todo T ∈ Fun(X,A), obtemos que ((G ◦ F )(F))(Ux) ∈ ShXA. Assim,

(G ◦ F )(F) ∼= F em ShXA.

�

Observação 2.11. Seja X um poset, U ⊆ X um aberto e F ∈ ShXA. Pela

equivalência anterior, a coleção de seções de F sobre U é dada por:

Γ(U,F) = F(U) := lim←−
x∈U
Fx

2.3 Funções de Posets e funtores associados

O objetivo desta seção é definir, explicitamente, funtores associados a uma

aplicação cont́ınua entre posets os quais coincidem com os funtores usuais de

feixes. Além disso, devido ao fato de que os posets possuem uma estrutura natural

de espaço topológico a qual tem simetrias, veremos aqui um novo funtor que não

existe para feixes em espaços gerais. Sugerimos, além do artigo referência, o artigo

[13] onde também serão encontrados alguns dos resultados abaixo descritos.

Definição 2.12. Sejam X e Y posets. Uma função f : X −→ Y é dita cont́ınua

se f preserva ordem: x ≤ y em X implica que f(x) ≤ f(y) em Y .

Observação 2.13. Note que, considerando os posets X e Y como categorias

(pequenas), uma função cont́ınua entre eles é apenas um diagrama, isto é, um

funtor de categorias.
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Exemplo 2.14.

• As seguintes funções entre posets são cont́ınuas:

1. Considere os posets

X : x1
x1,2

}}

x1,3

!!
x2

x2,4
!!

x3

x3,4
}}

x4

Y : y1

y1,2

��
y2

y2,3

��
y3

y3,4

��
y4

Definindo uma função f : X −→ Y por xi 7−→ yi, com i ∈ {1, 2, 3, 4},
temos que f é uma função cont́ınua, pois, claramente, ela preserva

ordem.

2. Considere os posets

X : x1

x1,3

��

x1,4

  

x2

x2,4

��

x2,3

~~
x3 x4

Y : y1

y1,2

��
y2

y2,4

  

y2,3

~~
y3 y4

Analogamente, definindo uma função f : X −→ Y por xi 7−→ yi, com

i ∈ {1, 2, 3, 4}, temos que f é uma função cont́ınua.

• A seguinte função entre posets não é cont́ınua:

Considere os posets

X : x1

x1,2

��
x2

Y : y1 y2

Definindo uma função f : X −→ Y por xi 7−→ yi, com i ∈ {1, 2}, temos

que f não é uma função cont́ınua, pois, claramente, x1 ≤ x2 em X mas

f(x1) = y1 � y2 = f(x2) em Y .

Na seguinte proposição, (X, τ ) e (Y, µ) denotam os espaços topológicos in-

duzidos pelos posets X e Y , respectivamente.
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Proposição 2.15. Uma função entre posets f : X −→ Y é cont́ınua se, e

somente se, f : (X, τ ) −→ (Y, µ) é cont́ınua.

Demonstração:

(⇒) Suponha que f : X −→ Y é cont́ınua e seja V ⊆ Y um aberto. Então,

dados x, y ∈ X tais que x ∈ f−1(V ) e x ≤ y, temos que f(x) ∈ V e assim,

por Uf(x) ser o aberto minimal que comtém f(x), segue que Uf(x) ⊂ V . Por

hipótese, como f é cont́ınua, então x ≤ y em X implica que f(x) ≤ f(y)

em Y . Logo, f(y) ∈ Uf(x) ⊂ V e consequentemente y ∈ f−1(V ).

Dáı, temos que, se x ∈ f−1(V ) e x ≤ y ⇒ y ∈ f−1(V ). Isso prova que

Ux ⊂ f−1(V ) e, por conseguinte, prova que f−1(V ) é aberto em X. De

fato, f−1(V ) =
⋃

y∈f−1(V )

Uy.

Portanto, f : (X, τ ) −→ (Y, µ) é cont́ınua.

(⇐) Suponha que f : (X, τ ) −→ (Y, µ) é cont́ınua e sejam x, y ∈ X tais

que x ≤ y. Considere o aberto minimal Uf(x) em Y , então, por f ser

cont́ınua, f−1(Uf(x)) é aberto em X. Como x ∈ f−1(f(x)) temos que x ∈
f−1(Uf(x)) e assim, por Ux ser o aberto minimal que comtém x, segue que

Ux ⊂ f−1(Uf(x)). Logo, x ≤ y implica que y ∈ Ux ⊂ f−1(Uf(x)), então

f(y) ∈ Uf(x) e consequentemente f(x) ≤ f(y).

Dáı, temos que, se x ≤ y em X ⇒ f(x) ≤ f(y) em Y . Isso prova que f

preserva ordem e, portanto, f : X −→ Y é cont́ınua.

�

Sejam X, Y posets e f : X −→ Y uma aplicação cont́ınua entre eles, a seguir,

construiremos funtores na categoria de feixes, induzidos por f .

Definição 2.16. Seja f : X −→ Y uma aplicação cont́ınua entre posets. O

funtor imagem inversa f−1 : ShYA −→ ShXA é definido como segue:

• Se G ∈ ShYA, então o feixe f−1G ∈ ShXA é dado por:

◦ (f−1G)x = Gf(x), para todo x ∈ X.

◦ f−1Gx′,x = Gf(x′),f(x), para qualquer x ≤ x′ em X.
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• Se ϕ : G −→ G ′ é um morfismo em ShYA, então o morfismo f−1ϕ :

f−1G −→ f−1G ′ é dado por f−1(ϕ)x = ϕf(x), para qualquer x ∈ X.

Note que se x ≤ x′ em X, então por f ser cont́ınua temos que f(x) ≤ f(x′)

em Y . Assim, o seguinte diagrama é comutativo:

(f−1G)x = Gf(x)

ϕf(x) //

f−1Gx′,x
��

G ′f(x) = (f−1G ′)x
f−1G′x′,x
��

(f−1G)x′ = Gf(x′) ϕf(x′)
// G ′f(x′) = (f−1G ′)x′

Isso prova que f−1ϕ é uma transformação natural de funtores, isto é, um

morfismo en ShXA.

Exemplo 2.17.

Considere os posets X, Y e a função cont́ınua f : X −→ Y do Exemplo

2.14.2.

X : x1

x1,3

��

x1,4

  

x2

x2,4

��

x2,3

~~
x3 x4

Y : y1

y1,2

��
y2

y2,4

  

y2,3

~~
y3 y4

Seja G ∈ ShYA, o funtor imagem inversa f−1 : ShYA −→ ShXA define o feixe

f−1G : X −→ A por f−1Gxi = Gf(xi), com i ∈ {1, 2, 3, 4}.

Ou seja, (f−1G)(X) é igual a

Gy1

Gy1,2 y2,3

��

Gy1,2 y2,4

$$

Gy2

Gy2,4

��

Gy2,3

zz
Gy3 Gy4

Por todo poset X ser uma categoria pequena e A ser uma categoria completa,

a seguir, vamos definir o funtor imagem direta de feixes sobre posets conforme a

Definição de Extensões de Kan à direita dada na Observação 1.22.

Definição 2.18. Seja f : X −→ Y uma aplicação cont́ınua entre posets. O

funtor imagem direta f∗ : ShXA −→ ShYA é definido como segue:
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• Se F ∈ ShXA temos o seguinte diagrama

X
F //

f
��

A

Y
f∗F

>>

onde X é uma categoria pequena e A é uma categoria completa, então

f∗F ∈ ShYA pode ser considerado como a extensão de Kan à direita de F
ao longo de f dada pela fórmula pontual (1.1), isto é,

◦ (f∗F)y = (RanfF)y = lim←−
f(x)≥y

Fx, para todo y ∈ Y .

◦ Se y ≤ y′ em Y , então Uy′ ⊆ Uy e dáı, {x ∈ X : f(x) ∈ Uy′} ⊆ {x ∈
X : f(x) ∈ Uy}, logo, temos que V := {x ∈ X : f(x) ≥ y′} ⊆ {x ∈ X :

f(x) ≥ Uy} =: W . Assim, o morfismo (f∗F)y −→ (f∗F)y′ é dado no

seguinte caminho:

Sejam

{
φz : lim←−

f(x)≥y′
Fx −→ Fz

}
z∈V

e

{
ψz : lim←−

f(x)≥y
Fx −→ Fz

}
z∈W

coleções de morfismos, então temos que(
lim←−

f(x)≥y′
Fx, {φz}z∈V

)
é um cone de F|V e(

lim←−
f(x)≥y

Fx, {ψz}z∈W

)
é um cone de F|W .

Além disso, como V ⊆ W , então a coleção {ψ′z}z∈V := {ψz}|z∈V de

morfismos da origem a um cone

(
lim←−

f(x)≥y
Fx, {ψ′z}z∈V

)
de F|V .

Assim, pela propriedade universal de limite, ∃! morfismo

(f∗F)y = lim←−
f(x)≥y

Fx −→ lim←−
f(x)≥y′

Fx = (f∗F)y′

tal que, para todo z ∈ V , o seguinte diagrama comuta:

lim←−
f(x)≥y′

Fx

φz
��

lim←−
f(x)≥y

Fx

∃!
77

ψ′z

// Fz

(2.3)

Denotaremos por f∗Fy′,y esse único morfismo.
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• Seja ϕ : F −→ F ′ um morfismo em ShXA. Então, dados y ∈ Y e

U := {x ∈ X : f(x) ≥ y}, o morfismo f∗ϕ : f∗F −→ f∗F ′ é definido

no seguinte caminho:

Sejam

{
φz : lim←−

f(x)≥y
Fx −→ Fz

}
z∈U

e

{
φz : lim←−

f(x)≥y
F ′x −→ F ′z

}
z∈U

coleções

de morfismos, então temos que(
lim←−

f(x)≥y
Fx, {φz}z∈U

)
é um cone de F|U e(

lim←−
f(x)≥y

F ′x, {φz}z∈U

)
é um cone de F ′|U .

Dáı, obtemos que a coleção {ϕz ◦φz}z∈U de morfismos da origem a um cone(
lim←−

f(x)≥y
Fx, {ϕz ◦ φz}z∈U

)
de F ′|U .

Assim, pela propriedade universal de limite, ∃! morfismo

(f∗F)y = lim←−
f(x)≥y

Fx −→ lim←−
f(x)≥y

F ′x = (f∗F ′)y

tal que, para todo z ∈ U , o seguinte diagrama comuta:

lim←−
f(x)≥y

F ′x

ψz

��
lim←−

f(x)≥y
Fx

∃!
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φz
// Fz ϕz

// F ′z

(2.4)

Denotaremos por (f∗(ϕ))y esse único morfismo.

Note que se y ≤ y′ em Y , então Uy′ ⊆ Uy e assim, V := {x ∈ X :

f(x) ≥ y′} ⊆ {x ∈ X : f(x) ≥ y} =: W . Então, por (2.3), (2.4) e por

ϕ : F −→ F ′ ser um morfismo em ShXA, para quaisquer x ≤ x′ em V ,

temos que o seguinte diagrama comuta:
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lim←−
f(x)≥y

F ′x = (f∗F ′)y

��

∃!

��

(f∗F)y = lim←−
f(x)≥y

Fx

∃!

55

//

∃!

��

Fz
ϕz //

Fz′,z

��

F ′z

F ′z′,z

��
(f∗F)y′ = lim←−

f(x)≥y′
Fx

∃!

))

// Fz′ ϕz′
// F ′z′

lim←−
f(x)≥y′

F ′x = (f∗F ′)y′

OO

(2.5)

Isso prova que f∗ϕ é um morfismo em ShYA.

Exemplo 2.19.

Considere os posets X, Y e a função cont́ınua f : X −→ Y do Exemplo

2.14.2.

X : x1

x1,3

��

x1,4

  

x2

x2,4

��

x2,3

~~
x3 x4

Y : y1

y1,2

��
y2

y2,4

  

y2,3

~~
y3 y4

Seja F ∈ ShXA, o funtor imagem direta f∗ : ShXA −→ ShYA define o feixe

f∗F : Y −→ A por:
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• (f∗F)y1 = lim←−
f(x)≥y1

Fx = lim←− Fx1

Fx1,3

��

Fx1,4

  

Fx2

Fx2,4

��

Fx2,3

~~
Fx3 Fx4

= Fx1
∏
Fx2

• (f∗F)y2 = lim←−
f(x)≥y2

Fx = lim←− Fx2
Fx2,4

!!

Fx2,3

}}
Fx3 Fx4

= Fx2

• (f∗F)y3 = lim←−
f(x)≥y3

Fx = lim←−Fx3 = Fx3

• (f∗F)y4 = lim←−
f(x)≥y4

Fx = lim←−Fx4 = Fx4

Ou seja, (f∗F)(Y ) é igual a

Fx1
∏
Fx2
π2
��
Fx2

Fx2,4

%%

Fx2,3

yy
Fx3 Fx4

Uma das vantagens de descrever os funtores da teoria de feixes sobre posets é

a presencia de simetrias e assim, como definimos o funtor imagem direta de feixes

sobre posets usando a extensão de Kan à direita, de maneira dual, por A ser uma

categoria cocompleta, vamos definir um funtor de feixes sobre posets usando a

Extensão de Kan à esquerda.

Definição 2.20. Seja f : X −→ Y uma aplicação cont́ınua entre posets. O

funtor f! : ShXA −→ ShYA, é definido como segue:

• Se F ∈ ShXA temos o seguinte diagrama

X F //

f
��

A

Y
f!F

>>

onde X é uma categoria pequena e A é uma categoria cocompleta, então

f!F ∈ ShYA pode ser considerado como a extensão de Kan à esquerda de

F ao longo de f dada pela fórmula pontual (1.2), isto é,
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◦ (f!F)y = (LanfF)y = lim−→
f(x)≤y

Fx, para todo y ∈ Y .

◦ Se y ≤ y′ em Y , então {y} ⊆ {y′} e dáı, {x ∈ X : f(x) ∈ {y}} ⊆ {x ∈
X : f(x) ∈ {y′}}, logo, temos que {x ∈ X : f(x) ≤ y} ⊆ {x ∈ X :

f(x) ≤ y′}. Assim, o morfismo (f!F)y −→ (f!F)y′ é dado no seguinte

caminho:

Qualquer colimite sobre o maior conjunto define, por restrição, um co-

cone sobre o menor conjunto, então pela propriedade universal do coli-

mite ∃! morfismo f!Fy′,y : (f!F)y = lim−→
f(x)≤y

Fx −→ lim−→
f(x)≤y′

Fx = (f!F)y′.

• Seja ϕ : F −→ F ′ um morfismo em ShXA. Então, dado y ∈ Y , o morfismo

f!ϕ : f!F −→ f!F ′ é definido como segue:

Qualquer colimite de F define, por composição com os morfismos ϕz onde

z ∈ X, um cocone de F ′, então pela propriedade universal do colimite ∃!
morfismo (f!ϕ)y : (f!F)y = lim−→

f(x)≤y
Fx −→ lim−→

f(x)≤y
F ′x = (f!F ′)y.

Dualizando o diagrama comutativo (2.5), obtemos que f!ϕ é um morfismo

em ShYA.

Exemplo 2.21.

Assim como no exemplo anterior, considere os posets X, Y e a função cont́ınua

f : X −→ Y do Exemplo 2.14.2.

Seja F ∈ ShXA, o funtor f! : ShXA −→ ShYA é dado por f!F : Y −→ A, onde:

• (f!F)y1 = lim−→
f(x)≤y1

Fx = lim−→Fx1 = Fx1

• (f!F)y2 = lim−→
f(x)≤y2

Fx = lim−→ Fx1 Fx2 = Fx1
∐
Fx2

• (f!F)y3 = lim−→
f(x)≤y3

Fx = lim−→ Fx1

Fx1,3 !!

Fx2

Fx2,3}}
Fx3

= Fx3

• (f!F)y4 = lim−→
f(x)≤y4

Fx = lim−→ Fx1

Fx1,4 !!

Fx2

Fx2,4}}
Fx4

= Fx4
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Ou seja, (f!F)(Y ) é igual a

Fx1
i1
��

Fx1
∐
Fx2

Fx1,4◦p1

%%

Fx1,3◦p1

yy
Fx3 Fx4

Observação 2.22. Os funtores imagem direta f∗ e imagem inversa f−1 coinci-

dem com os funtores usuais da teoria de feixes, dados nas Definições 1.42 e 1.43,

respectivamente.

De fato,

• Dados F ∈ ShXA e y ∈ Y , temos que

(f∗F)y = lim←−
f(x)≥y

Fx

= lim←−
f(x)∈Uy

Fx

= lim←−
x∈f−1(Uy)

Fx

= F(f−1(Uy)) (Lema 2.10)

• Dados G ∈ ShYA e x ∈ X, temos que

(f−1G)x = Gf(x)

= lim−→
V 3f(x)

G(V ) (Por (1.3))

= lim−→
U3x

lim−→
V⊇f(U)

G(V )

= lim−→
U3x

(f+G)(U) (Def. 1.43)

= (f+G)x (Por (1.3))

= (̃f+G)x (Obs. 1.39)

Teorema 2.23. Os funtores f−1 : ShYA −→ ShXA e f∗ : ShXA −→ ShYA
formam um par adjunto (f−1, f∗).

Demonstração: Devemos provar que, para quaisquer F ∈ ShXA e G ∈ ShYA,

existe um isomorfismo natural

HomShXA(f−1G,F) ' HomShY A(G, f∗F)
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• Construção das bijeções:

Sejam F ∈ ShXA, G ∈ ShYA e β : G −→ f∗F um morfismo em ShYA,

vamos definir um morfismo em ShXA induzido por β como segue:

◦ Se x ∈ X, temos que x ∈ {z ∈ X : f(z) ≥ f(x)}. Então, o morfismo

induzido β̃ : f−1G −→ F é dado por:

β̃x : (f−1G)x = Gf(x)

βf(x) // (f∗F)f(x) = lim←−
f(z)≥f(x)

Fz
ψx // Fx

isto é, β̃x := ψx ◦ βf(x).

◦ Se x ≤ x′ em X, então por f ser cont́ınua temos que f(x) ≤ f(x′) em

Y e assim, {z ∈ X : f(z) ≥ f(x′)} ⊆ {z ∈ X : f(z) ≥ f(x)}. Como

qualquer limite sobre o maior conjunto define, por restrição, um cone

sobre o menor conjunto, então pela propriedade universal do limite e

por β ser um morfismo funtorial, o seguinte diagrama comuta:

β̃x : (f−1G)x = Gf(x)

βf(x) //

Gf(x′),f(x)

��

(f∗F)f(x) = lim←−
f(z)≥f(x)

Fz
ψx //

∃!
��

Fx

Fx′,x

��
β̃x′ : (f−1G)x′ = Gf(x′) βf(x′)

// (f∗F)f(x′) = lim←−
f(z)≥f(x′)

Fz φx′
// Fx′

(2.6)

Isso prova que β̃ : f−1G −→ F é um morfismo em ShXA.

Por ShXA ser uma categoria abeliana, o seguinte é um homomorfismo de

grupos

HomShY A(G, f∗F) −→ HomShXA(f−1G,F)

β 7−→ β̃

Por outro lado, sejam F ∈ ShXA, G ∈ ShYA e α : f−1G −→ F um

morfismo em ShXA, vamos definir um morfismo em ShYA induzido por α

como segue:

◦ Seja x ∈ X. Então, dados y ∈ Y e U := {x ∈ X : f(x) ≥ y}, o

morfismo induzido α̂ : f−1G −→ F é definido no seguinte caminho:

Dada a coleção

{
ϕz : lim←−

f(x)≥y
Fx −→ Fz

}
z∈U

de morfismos, temos que
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(
lim←−

f(x)≥y
Fx, {ϕz}z∈U

)
é um cone de F|U e, note que, a coleção de mor-

fismos

{ αz ◦ Gf(z),y : Gy
Gf(z),y// Gf(z) = (f−1G)z

αz // Fz }z∈U

da origem a um cone
(
Gy, {αz ◦ Gf(z),y}z∈U

)
de F|U .

Assim, pela propriedade universal de limite, ∃! morfismo

Gy −→ lim←−
f(x)≥y

Fx = (f∗F)y

tal que, para todo z ∈ U , o seguinte diagrama comuta:

lim←−
f(x)≥y

Fx

ϕz
��

Gy

∃!
88

αz◦Gf(z),y
// Fz

(2.7)

Denotaremos por α̂y esse único morfismo.

◦ Se y ≤ y′ em Y , então segue que {x ∈ X : f(x) ≥ y′} ⊆ {x ∈ X :

f(x) ≥ y}. Como qualquer limite sobre o maior conjunto define, por

restrição, um cone sobre o menor conjunto, então pela propriedade

universal do limite e por (2.7), temos que, para todo z ∈ {x ∈ X :

f(x) ≥ y}, o seguinte diagrama comuta:

Gy
α̂y //

Gy′,y

��

&&

(f∗F)y

f∗Fy′,y

��

{{
Fz

Gy′ α̂y′
//

88

(f∗F)y′

cc

Isso prova que α̂ : G −→ f∗F é um morfismo em ShYA.

Dáı, note que

HomShXA(f−1G,F) −→ HomShY A(G, f∗F)

α 7−→ α̂
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A seguir, vamos verificar que essas correspondências são uma inversa da

outra, isto é,

β 7−→ β̃ 7−→ ̂̃
β = β e α 7−→ α̂ 7−→ ˜̂α = α

◦ Dado x ∈ X, temos que x ∈ {z ∈ X : f(z) ≥ f(x)}. Então, por (2.7)

o seguinte diagrama comuta:

lim←−
f(z)≥f(x)

Fz

ϕx
��

Gf(x)

α̂f(x)

77

αx◦Gf(x),f(x)
// Fx

Dáı, obtemos que ˜̂αx = ϕx ◦ α̂f(x)

= αx ◦ Gf(x),f(x)

= αx ◦ 1Gf(x)
= αx

◦ Dado y ∈ Y . Por (2.6) temos que, para todo z ∈ {x ∈ X : f(x) ≥ y},
o seguinte diagrama comuta:

Gy
βy //

Gf(z),y

��

(f∗F)y = lim←−
f(x)≥y

Fx

ψ′z

''
(f∗F)f(z),y

��

Fz

Gf(z) βf(z)

// (f∗F)f(z) = lim←−
f(x)≥f(z)

Fx

φz

77

⇒ φz ◦ (f∗F)f(z),y ◦ βy = φz ◦ βf(z) ◦ Gf(z),y

⇒ ψ′z ◦ βy = β̃z ◦ Gf(z),y

⇒ ψz ◦ βy = β̃z ◦ Gf(z),y

Além disso, por (2.7) ∃! morfismo
̂̃
βy : Gy −→ (f∗F)y tal que o seguinte

diagrama comuta:

lim←−
f(x)≥y

Fx

ψz
��

Gy

̂̃
βy

88

β̃z◦Gf(z),y
// Fz
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Logo, pela unicidade do morfismo conclúımos que
̂̃
βy = βy, para todo

y ∈ Y .

Assim, provamos que o homomorfismo é de fato um isomorfismo.

• Vamos provar que o isomorfismo é natural, isto é, para quaisquer

F ,F ′ ∈ ShXA e G,G ′ ∈ ShYA, o seguinte diagrama comuta:

HomShY A(G, f∗F)

��

' // HomShXA(f−1G,F)

��
HomShY A(G ′, f∗F ′) '

// HomShXA(f−1G ′,F ′)

Dados os morfismos δ : F −→ F ′ em ShXA e, λ : G ′ −→ G,

β : G −→ f∗F em ShYA, basta verificar que ˜(f∗(δ) ◦ β ◦ λ) = δ ◦ β̃ ◦ f−1(λ)

em ShXA.

Pela propriedade universal de limite temos que, para qualquer x ∈ X, o

seguinte diagrama é comutativo:

(f∗F)f(x) = lim←−
f(z)≥f(x)

Fz

ϕx

��

(f∗(δ))f(x) // lim←−
f(z)≥f(x)

F ′z = (f∗F ′)f(x)

ψx

��
Fx δx

// F ′x

Dáı, segue que ˜(f∗(δ) ◦ β ◦ λ)x = ψx ◦ (f∗(δ) ◦ β ◦ λ)f(x)

= ψx ◦ (f∗(δ))f(x) ◦ βf(x) ◦ λf(x)

= δx ◦ ϕx ◦ βf(x) ◦ (f−1(λ))x

= δx ◦ β̃x ◦ (f−1(λ))x

= (δ ◦ β̃ ◦ f−1(λ))x

Portanto, ˜(f∗(δ) ◦ β ◦ λ) = δ ◦ β̃ ◦f−1(λ) em ShXA e assim, conclúımos que

o isomorfismo é natural.

�

Como consequência direta da adjunção anterior e do Teorema 1.12, segue o Co-

rolário abaixo.

Corolário 2.24. O funtor f−1 é exato a direita e o funtor f∗ é exato a esquerda.
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Em geral, na teoria de feixes não existe funtor adjunto à esquerda do funtor

imagem inversa f−1, mas em feixes sobre posets é satisfeito o seguinte teorema,

o qual pode ser verificado dualizando a prova do Teorema 2.23.

Teorema 2.25. Os funtores f! : ShXA −→ ShYA e f−1 : ShYA −→ ShXA
formam um par adjunto (f!, f

−1).

Como consequência desta adjunção, pelo Teorema 1.12, temos o seguinte resul-

tado.

Corolário 2.26. O funtor f! é exato a direita e o funtor f−1 é exato a esquerda.

2.3.1 Funções inclusões de subconjuntos, fechados e aber-

tos

Vamos apresentar nesta seção os casos particulares em que a função cont́ınua

f é a inclusão de um subconjunto fechado de X e de um subconjunto aberto de

X.

• Sejam X um poset, Y ⊆ X fechado, i : Y ↪→ X a função inclusão e

F ∈ ShYA. Então, para cada x ∈ X, temos que

(i∗F)x =

{
Fx, se x ∈ Y ;

0, se x 6∈ Y .
(2.8)

De fato, pela Definição 2.18 do funtor imagem direta segue que

◦ Se x ∈ Y , então (i∗F)x = lim←−
i(z)≥x

Fz = Fx.

◦ Se x ∈ X\Y , então como x 6∈ Y não existe z ∈ Y tal que z = i(z) ≥ x

em X, pois, caso contrário, se existe z ∈ Y com z ≥ x em X, por Y

ser fechado segue que x ∈ Y , o que é uma contradição. Assim, por 0

ser o objeto terminal do diagrama ∅ em A obtemos:

(i∗F)x = lim←−
i(z)≥x

Fz = lim←−∅ = 0

• Por outro lado, sejam X um poset, U ⊆ X aberto,

j : U ↪→ X a função inclusão e F ∈ ShUA. Então, para cada x ∈ X, temos

que
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(j!F)x =

{
Fx, se x ∈ U ;

0, se x 6∈ U .
(2.9)

De fato, pela Definição 2.20 do funtor f! segue que

◦ Se x ∈ U , então (j!F)x = lim−→
j(z)≤x

Fz = Fx.

◦ Se x ∈ X\U , então como x 6∈ U não existe z ∈ U tal que z = j(z) ≤ x

em X, pois, caso contrário, se existe z ∈ U com z ≤ x em X, por U

ser aberto segue que x ∈ U , o que é uma contradição. Assim, por 0

ser o objeto inicial do diagrama ∅ em A obtemos:

(j!F)x = lim−→
j(z)≤x

Fz = lim−→∅ = 0

As afirmações acima não são verdadeiras se substituirmos “fechados”por “aber-

tos”ou “abertos”por “fechados”, respectivamente.

Mostraremos, a seguir, que nestes casos os funtores i∗ e j! são exatos.

Lema 2.27. Seja Y um subconjunto fechado de X e i : Y ↪→ X a função inclusão.

Então, o funtor i∗ é exato e, além disso, é pleno e fiel.

Demonstração:

Primeiro, vamos provar que o funtor i∗ é exato.

A saber, dada uma sequência exata curta 0 → F → G → H → 0 em ShYA,

devemos provar que a sequência induzida 0 → i∗F → i∗G → i∗H → 0 é exata

curta em ShXA.

Pelo Corolário 2.24, o funtor i∗ é exato à esquerda, logo, a sequência 0→ i∗F →
i∗G → i∗H é exata. Assim, basta verificar que i∗G → i∗H → 0 é exata. Pela

Proposição 1.40, é suficiente ver que, para qualquer x ∈ X, a sequência (i∗G)x →
(i∗H)x → 0 é exata em A.

De (2.8), temos os seguintes casos:

◦ Se x ∈ Y , então (i∗G)x = Gx e (i∗H)x = Hx. Por hipótese temos que a

sequência G → H → 0 é exata e assim, Gx → Hx → 0 é uma sequência

exata, para todo x ∈ Y . Segue que, neste caso, a sequência (i∗G)x →
(i∗H)x → 0 é exata.
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◦ Se x ∈ X\Y , então (i∗G)x = (i∗H)x = 0. Assim, neste caso, a sequência

(i∗G)x → (i∗H)x → 0 é exata.

Logo, conclúımos que (i∗G)x → (i∗H)x → 0 é exata, para todo x ∈ X. Portanto,

o funtor i∗ é exato.

Agora, provaremos que o funtor i∗ é pleno e fiel.

De fato, pelo Teorema 2.23 temos que (i−1, i∗) é um par adjunto de funtores.

Então, para quaisquer F ,G ∈ ShYA, existe um isomorfismo natural

HomShY A(i−1i∗F ,G) ' HomShXA(i∗F , i∗G)

Além disso, pela adjunção, existe uma transformação natural de funtores

η : i−1i∗ −→ 1ShY , isto é, uma famı́lia de morfismos {ηF : i−1i∗F −→ F}F∈ShY A
tais que, para qualquer x ∈ Y , cada um deles induz um morfismo de talos

(ηF)x : (i−1i∗F)x −→ Fx em A, onde

(i−1i∗F)x = (i−1(i∗F))x

= (i∗F)i(x) (Def. 2.16)

= (i∗F)x

= Fx (Por (2.8))

Dáı, (ηF)x : (i−1i∗F)x −→ Fx é um isomorfismo de talos, para todo x ∈ Y

e assim, pela Proposição 1.40, segue que η : i−1i∗ −→ 1ShY é um isomorfismo

funtorial. Logo, para quaisquer F ,G ∈ ShYA, temos que

HomShY A(F ,G) ' HomShY A(i−1i∗F ,G) ' HomShXA(i∗F , i∗G)

Portanto, o funtor i∗ é pleno e fiel.

�

O seguinte resultado é obtido procedendo de forma análoga ao Lema anterior.

Lema 2.28. Seja U um subconjunto fechado de X e j : U ↪→ X a função inclusão.

Então, o funtor j! é exato e, além disso, é pleno e fiel.

A seguinte proposição descreve algumas propriedades para os funtores i∗ e j!,

e seus adjuntos, em feixes sobre posets.
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Proposição 2.29. Sejam X um poset, Y ⊆ X um fechado e U = X\Y o seu

complemento aberto, considere as funções inclusões i : Y ↪→ X e j : U ↪→ X.

Então, existem adjunções

ShYA
i∗ //

ShXA
i−1
oo

j−1
//
ShUA

j!
oo

satisfazendo as seguintes propriedades:

1. j−1i∗ = 0 e i−1j! = 0.

2. i−1i∗ ' 1ShY A e j−1j! ' 1ShUA.

3. Seja F ∈ ShXA. Então a seguinte sequência é exata curta:

0 −→ j!j
−1F −→ F −→ i∗i

−1F −→ 0 (2.10)

Demonstração:

1. ◦ O funtor j−1i∗ : ShYA −→ ShUA é nulo.

Dado F ∈ ShYA e u ∈ U , por (2.8), como u 6∈ Y temos que (j−1i∗F)u =

(j−1(i∗F))u = (i∗F)j(u) = (i∗F)u = 0. Logo, j−1i∗F = 0.

◦ O funtor i−1j! : ShUA −→ ShYA é nulo.

Dado F ∈ ShUA e y ∈ Y , por (2.9), como y 6∈ U temos que (i−1j!F)y =

(i−1(j!F))y = (j!F)i(y) = (j!F)y = 0. Logo, i−1j!F = 0.

2. ◦ O funtor i−1i∗ : ShYA −→ ShYA é isomorfo a 1ShY A.

Do Lema 2.27, por i∗ ser um funtor pleno e fiel e pela adjunção (i−1, i∗),

segue diretamente que i−1i∗ ' 1ShY A.

◦ O funtor j−1j! : ShUA −→ ShUA é isomorfo a 1ShUA.

Do Lema 2.28, por j! ser um funtor pleno e fiel e pela adjunção (j!, j
−1)

segue, diretamente, que j−1j! ' 1ShUA.

3. Note que:

◦ Pela adjunção (i−1, i∗) existem as transformações naturais de funtores,

unidade ε : 1ShXA −→ i∗i
−1 e counidade η : i−1i∗ −→ 1ShY A.

◦ Pela adjunção (j!, j
−1) existem as transformações naturais de funtores,

unidade ε′ : 1ShUA −→ j−1j! e counidade η′ : j!j
−1 −→ 1ShXA.
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Isto é, famı́lias de morfismos {εF : F −→ i∗i
−1F}F∈ShXA e {η′F : j!j

−1F −→
F}F∈ShXA, respectivamente.

Assim, existe uma sequência j!j
−1F

η′F // F εF // i∗i
−1F , para cada F ∈

ShXA.

Dado F ∈ ShXA, vamos provar que 0 // j!j
−1F

η′F // F εF // i∗i
−1F // 0

é uma sequência exata curta em ShXA. Note que, pelo Corolário 1.41, é

suficiente verificar que 0 // (j!j
−1F)x

(η′F )x // Fx
(εF )x // (i∗i

−1F)x // 0 é

uma sequência exata curta em A, para todo x ∈ X.

Dáı, considere os seguintes casos:

• Se x ∈ Y , então

◦ Considerando a inclusão i : Y ↪→ X segue que

(i∗i
−1F)x = (i∗(i

−1F))x

= (i−1F)i(x) (Def. 2.16)

= (i−1F)x

= Fx (Por (2.8))

(2.11)

Logo, o morfismo (εF)x : Fx −→ (i∗i
−1F)x = Fx é um isomorfismo

de talos.

◦ Considerando a inclusão j : U ↪→ X. Como x ∈ Y , temos que

x 6∈ U e assim, de (2.9), por j−1F ∈ ShUA segue, diretamente,

que (j!j
−1F)x = 0.

Logo, o morfismo de talos (η′F)x : 0 = (j!j
−1F)x −→ Fx é o

morfismo nulo.

Neste caso, a sequência 0 // (j!j
−1F)x

(η′F )x // Fx
(εF )x // (i∗i

−1F)x // 0

coincide com a sequência exata curta 0 // 0 // Fx
∼= // Fx // 0 .

• Por outro lado, se x ∈ U , então

◦ Considerando a inclusão j : U ↪→ X segue que

(j!j
−1F)x = (j!(j

−1F))x

= (j−1F)j(x) (Def. 2.16)

= (j−1F)x

= Fx (Por (2.9))

(2.12)

Logo, o morfismo (η′F)x : Fx = (j!j
−1F)x −→ Fx é um isomor-

fismo de talos.
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◦ Considerando a inclusão i : Y ↪→ X. Como x ∈ U , temos que

x 6∈ Y e assim, de (2.8), por i−1F ∈ ShYA segue, diretamente,

que (i∗i
−1F)x = 0.

Logo, o morfismo de talos (εF)x : Fx −→ (i∗i
−1F)x = 0 é o

morfismo nulo.

Neste caso, a sequência 0 // (j!j
−1F)x

(η′F )x // Fx
(εF )x // (i∗i

−1F)x // 0

coincide com a sequência exata curta 0 // Fx
∼= // Fx // 0 // 0 .

Assim, conclúımos que 0 // (j!j
−1F)x

(η′F )x // Fx
(εF )x // (i∗i

−1F)x // 0 é

uma sequência exata curta em A, para todo x ∈ X.

Por tanto, 0 // j!j
−1F

η′F // F εF // i∗i
−1F // 0 é uma sequência exata

curta em ShXA.

�

2.3.2 Funções constantes, projeção e inclusão

Vamos apresentar nesta seção os casos particulares em que a função cont́ınua

f é a função constante projeção a um ponto e a função constante inclusão de um

ponto.

A continuação, {·} denotará o conjunto formado por um único ponto e, note

que, dado G ∈ Sh{·}A temos que G sobre {·} é completamente determinado pelo

objeto G(·) ∈ A então, denotaremos G simplesmente por M ∈ A.

Seja X um poset. Considere a função constante projeção a um ponto

p : X � {·}, a qual induz os funtores p−1, p∗ e p! dados, respectivamente, por:

• Se x ∈ X e M := G(·) ∈ A, então (p−1G)x = Gp(x) = M . Como, para todo

x ∈ X, o talo de p−1G em x é M , então p−1G é o feixe constante sobre X

com valores em M , denotado por MX .

• Suponha que {y} = {·} em X e seja F ∈ ShXA. Como p(x) = y, para

todo x ∈ X, então

(p∗F)y = lim←−
p(x)≥y

Fx = lim←−
x∈X
Fx
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Assim, pela Observação 2.11, segue que (p∗F)y = lim←−
x∈X
Fx = F(X) = Γ(X,F).

Logo, o funtor p∗ é chamado funtor seção global.

• Suponha que {y} = {·} em X e seja F ∈ ShXA. Então,

(p!F)y = lim−→
p(x)≤y

Fx = lim−→
x∈X
Fx

Por outro lado, seja x ∈ X. Considere a função constante inclusão de um

ponto ix : {·} ↪→ X, cuja imagem é o conjunto {x}, a qual induz os funtores i−1
x ,

ix∗ e ix! dados, respectivamente, por:

• Se y ∈ X e F ∈ ShXA, então (i−1
x F)y = Fix(y) = Fx é o talo de F em x.

Claramente, se y ≤ y′ em X segue que (i−1
x F)y′,y = 1Fx .

• Se y ∈ X e M ∈ A, então

(ix∗M)y =

{
M, se y ∈ {x};
0, caso contrário.

De fato, pela Definição 2.18 do funtor imagem direta segue que:

◦ Se y ≤ x, então (ix∗M)y = lim←−
(ix)(z)≥y

M = lim←−
x≥y

M = lim←−M = M .

◦ Se y 
 x, então não existe z ∈ X tal que x = (ix)(z) ≥ y em X.

Assim, por 0 ser o objeto terminal do diagrama ∅ em A obtemos:

(ix∗M)y = lim←−
(ix)(z)≥y

M = lim←−∅ = 0

• De maneira dual, obtemos que, se y ∈ X e M ∈ A, então

(ix!M)y =

{
M, se y ∈ Ux;
0, caso contrário.

Note que, se y ≤ y′ em X, então

(ix∗M)y′,y =

{
1M , se y′ ∈ {x};
0, caso contrário.

(ix!M)y′,y =

{
1M , se y ∈ Ux;
0, caso contrário.
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2.4 Simples, projetivos e injetivos

Nesta seção apresentaremos objetos simples, projetivos e injetivos na categoria

de feixes sobre posets com valores numa categoria abeliana A, completamente

determinados por objetos simples, projetivos e injetivos de A, respectivamente.

Seja x ∈ X. Considere a função constante inclusão de um ponto

ix : {·} ↪→ X a qual induz os funtores ix∗, ix! e i−1
x tais que, pelos Teoremas 2.23

e 2.25, (i−1
x , ix∗) e (ix!, i

−1
x ) formam pares de funtores adjuntos, respectivamente.

Então, para quaisquer F ∈ ShXA e M ∈ A, existem os isomorfismos naturais

HomA(Fx,M) = HomA(i−1
x F ,M) ' HomShXA(F , ix∗M)

HomShXA(ix!M,F) ' HomA(M, i−1
x F) = HomA(M,Fx)

(2.13)

Lema 2.30. Seja X um poset. Dado x ∈ X temos que

1. Se I é injetivo em A ⇒ ix∗I é injetivo em ShXA.

2. Se P é projetivo em A ⇒ ix!P é projetivo em ShXA.

Demonstração:

1. Seja I ∈ Ob (A) injetivo e ix∗ o funtor imagem direta induzido pela aplicação

ix : {·} ↪→ X. Pelo Lema 1.11, para provar que ix∗I é injetivo em ShXA é

suficiente provar que o funtor contravariante HomShXA(−, ix∗I) é exato.

Sabemos que o funtor HomShXA(−, ix∗I) é exato à esquerda, então basta

verificar que o funtor é exato à direita, isto é, leva monomorfismos de ShXA
em epimorfismos de Ab.

Sejam F ,G ∈ ShXA e ϕ : F −→ G um monomorfismo em ShXA então,

para cada x ∈ X, temos que ϕx : Fx −→ Gx é um monomorfismo de talos

em ShXA. Logo, por I ser injetivo segue que, dado x ∈ X, o monomorfismo

ϕx : Fx −→ Gx induz um epimorfismo HomA(Gx, I)
ϕ∗x // HomA(Fx, I) em

Ab.

De (2.13) temos os isomorfismos naturais HomA(Gx, I) ' HomShXA(G, ix∗I)

e HomA(Fx, I) ' HomShXA(F , ix∗I). Assim, obtemos o epimorfismo

HomShXA(G, ix∗I)
ϕ∗ // HomShXA(F , ix∗I) em Ab.

Portanto, ix∗I é injetivo em ShXA.
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2. Procedendo de maneira análoga, provamos que se P é projetivo em A então,

ix!P é projetivo em ShXA.

�

Corolário 2.31.

1. Se A tem suficientes injetivos, então ShXA também tem suficientes injeti-

vos.

2. Se A tem suficientes projetivos, então ShXA também tem suficientes pro-

jetivos.

Demonstração:

1. Provaremos que para todo F ∈ ShXA existe um monomorfismo F −→ F ′

com F ′ injetivo em ShXA.

Dado F ∈ ShXA, para cada x ∈ X, temos que Fx ∈ A. Logo, por hipótese,

existe um monomorfismo Fx
ϕx // I em A com I injetivo e, além disso, por

(2.13) existe um isomorfismo natural

ΘF ,I : HomA(Fx, I) ' HomShXA(F , ix∗I)

ϕx 7−→ ϕ̂x

Então, dado um morfismo ψ : G −→ F em ShXA tal que ϕ̂x ◦ ψ = 0, para

provar que ϕ̂x é um monomorfismo, basta verificar que ψ = 0. Note que,

por ΘF ,I ser um isomorfismo natural, o seguinte diagrama comuta:

HomA(Fx, I)

(ψx)∗

��

ΘF,I // HomShXA(F , ix∗I)

ψ∗

��
HomA(Gx, I)

ΘG,I
// HomShXA(G, ix∗I)

assim, (ΘG,I ◦ (ψx)
∗)(ϕx) = (ψ∗ ◦ ΘF ,I)(ϕx) ⇒ ΘG,I(ϕx ◦ ψx) = ψ∗(ϕ̂x) =

ϕ̂x ◦ ψ = 0. Dáı, por ΘG,I ser um isomorfismo, obtemos que ϕx ◦ ψx = 0

e assim, por ϕx ser um monomorfismo, conclúımos que ψx = 0, para cada

x ∈ X, logo, ψ = 0 em ShXA.

Portanto, ϕ̂x : F −→ ix∗I é um monomorfismo em ShXA onde, por I ser

injetivo e pelo Lema 2.30, ix∗I é injetivo.
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2. Procedendo de maneira análoga, provamos que se A tem suficientes proje-

tivos, então ShXA também tem suficientes projetivos.

�

Definição 2.32. Seja F ∈ ShXA. O suporte de F , denotado por SuppF , é o

conjunto

SuppF = {x ∈ X : Fx 6= 0}

Note que se SuppF = ∅ ⇒ Fx = 0 para todo x ∈ X ⇒ F = 0 em ShXA e assim,

SuppF = ∅ ⇔ F = 0

Um feixe F ∈ ShXA é chamado feixe talo se SuppF = {x}, isto é, se seu suporte

é um único ponto de X.

Dado x ∈ X, para cada objeto M em A, existe um feixe talo Mx em ShXA
definido por:

• Se y ∈ X, então

(Mx)y =

{
M, se y = x;

0, caso contrário.
(2.14)

• Se y ≤ y′ em X, então

(Mx)y′,y =

{
1, se y = y′ = x;

0, caso contrário.

De onde segue, diretamente, que Mx é simples em ShXA se, e somente se, M é

simples em A.

O seguinte resultado mostra que para cada F ∈ ShXA existe uma sequência

finita de subobjetos de F , começando com o objeto 0, tais que os quocientes de

objetos consecutivos são feixes talo.

Lema 2.33. Todo feixe F ∈ ShXA admite uma filtração finita {Fi}i∈Z tal que

os quocientes consecutivos Fi+1/Fi são todos feixes talo.

Antes de apresentar uma prova para este resultado faremos algumas ob-

servações.
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Observação 2.34. Considere a inclusão j : U ↪→ X de um subconjunto aberto

de X, então o feixe j!j
−1F é um subobjeto de F em ShXA.

De fato, seja U ⊆ X um aberto. A função cont́ınua j : U ↪→ X induz os funtores

j! e j−1 tais que, se F ∈ ShxA, para j!j
−1F ∈ ShxA temos que:

◦ Se x ∈ X, então (j!j
−1F)x =

{
Fx, se x ∈ U ;

0, caso contrário.

Logo, (j!j
−1F)x ⊆ Fx, para todo x ∈ X.

◦ Dado x ≤ x′ em X, então

∗ Se x ∈ U ⇒ Ux ⊆ U ⇒ Ux′ ⊆ Ux ⊆ U ⇒ x′ ∈ U e assim, o seguinte

diagrama é comutativo:

(j!j
−1F)x

��

Fx
Fx′,x
��

(j!j
−1F)x′ Fx′

∗ Se x′ 6∈ U ⇒ x 6∈ U e assim, o seguinte diagrama é comutativo:

0 = (j!j
−1F)x

� � 0 //

0
��

Fx
Fx′,x
��

0 = (j!j
−1F)x′

� �

0
// Fx′

∗ Se x′ ∈ U e x 6∈ U , o seguinte diagrama é comutativo:

0 = (j!j
−1F)x

� � 0 //

0
��

Fx
Fx′,x
��

(j!j
−1F)x′

� � // Fx′

Assim, para qualquer aberto U ⊆ X e F ∈ ShXA. Considerando a função

inclusão j : U ↪→ X, conclúımos que j!j
−1F ⊆ F em ShXA.

Definição 2.35. Uma sequência estritamente crescente x1 < x2 < . . . < xn+1

em X é chamada cadeia de comprimento n.

A dimensão de X, denotada dimX, é definida como o máximo comprimento de

uma cadeia em X, isto é,

dimX = max{n ∈ N : Existe uma cadeia x1 < x2 < . . . < xn+1 em X}
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Observação 2.36.

Dado um poset X, supondo que |X| = n e lembrando que os posets aqui

apresentados são escritos numa sequência x1, ..., xn tal que, para quaisquer 1 ≤
i, j ≤ n, se xi < xj ⇒ i < j. Podemos reescrever X em ńıveis como segue:

◦ Nı́vel 1: X1 = {x ∈ X : x é maximal}.

◦ Nı́vel 2: X2 = {x ∈ X\X1 : {y : y � x} ⊆ X1}.

Assim sucessivamente, para 2 < s ≤ n, temos que:

◦ Nı́vel s: Xs = {x ∈ X\Xs−1 : {y : y � x} ⊆ Xs−1}.

Dáı, note que:

1. Xr ∩Xs = ∅, para todo r 6= s em {1, ..., n}.

2. Para qualquer s ∈ {1, ..., n}. Se x 6= y em Xs, então x e y são incom-

paráveis.

3. dimX = s se, e somente se, podemos reescrever X em s+ 1 ńıveis.

Exemplo 2.37.

Seja X o poset

x1

!!}}
x2 x3

!!
x4

Reescrevendo X em ńıveis, obtemos o poset

X3 : x1

��

  
X2 : x3

  
X1 : x2 x4

Daremos a seguir uma prova para o Lema 2.33.
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Demonstração: Seja X um poset e F ∈ ShXA. Supondo que |X| = n, vamos

proceder por indução sobre n.

Dadas as Observações 2.34 e 2.36, segue que:

• Para n = 1:

Seja X o poset

X1 : x1

Definindo j0 : ∅ −→ X e j1 : Ux1 −→ X, temos que

(j0!j
−1
0 F)x1 = 0 e (j1!j

−1
1 F)x1 = Fx1 . Assim, 0 = j0!j

−1
0 F ⊂ j1!j

−1
1 F = F e(

j1!j
−1
1 F/j0!j

−1
0 F

)
x1

= Fx1/0 ∼= Fx1 .

Logo, neste caso, o Lema é satisfeito.

• Para n = 2:

◦ Se dimX = 0, seja X o poset

X1 : x1 x2

Definindo j0 : ∅ −→ X, j1 : Ux2 −→ X e j2 : Ux1 ∪ Ux2 −→ X, temos

que:

(j0!j
−1
0 F)x = 0, para todo x ∈ X.

(j1!j
−1
1 F)x =

{
Fx, se x ∈ Ux2 ;
0, caso contrário.

=

{
Fx, se x = x2;

0, caso contrário.

(j2!j
−1
2 F)x =

{
Fx, se x ∈ Ux1 ∪ Ux2 ;
0, caso contrário.

= Fx, para todo x ∈ X.

Assim, como Ux2 ⊂ Ux1 ∪ Ux2 segue que

0 = j0!j
−1
0 F ⊂ j1!j

−1
1 F ⊂ j2!j

−1
2 F = F

e, além disso,(
j2!j

−1
2 F/j1!j

−1
1 F

)
x

=

{
Fx/0 ∼= Fx, se x = x1;

Fx/Fx ∼= 0, caso contrário.(
j1!j

−1
1 F/j0!j

−1
0 F

)
x

=

{
Fx/0 ∼= Fx, se x = x2;

0/0 ∼= 0, caso contrário.
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◦ Se dimX = 1, seja X o poset

X2 : x1

��
X1 : x2

Definindo j0 : ∅ −→ X, j1 : Ux2 −→ X e j2 : Ux1 −→ X, temos que:

(j0!j
−1
0 F)x = 0, para todo x ∈ X

(j1!j
−1
1 F)x =

{
Fx, se x ∈ Ux2 ;
0, caso contrário.

=

{
Fx, se x = x2;

0, caso contrário.

(j2!j
−1
2 F)x =

{
Fx, se x ∈ Ux1 ;
0, caso contrário.

= Fx, para todo x ∈ X.

Assim, como x1 < x2 ⇒ Ux2 ⊂ Ux1 segue que

0 = j0!j
−1
0 F ⊂ j1!j

−1
1 F ⊂ j2!j

−1
2 F = F

e, além disso,(
j2!j

−1
2 F/j1!j

−1
1 F

)
x

=

{
Fx/0 ∼= Fx, se x = x1;

Fx/Fx ∼= 0, caso contrário.(
j1!j

−1
1 F/j0!j

−1
0 F

)
x

=

{
Fx/0 ∼= Fx, se x = x2;

0/0 ∼= 0, caso contrário.

Logo, neste caso, o Lema é satisfeito.

• Para n = k:

Suponha, para todo poset X com |X| = k < n, que se F ∈ ShXA, então

F admite uma filtração finita

0 = j0!j
−1
0 F ⊂ j1!j

−1
1 F ⊂ · · · ⊂ jk !j

−1
k F = F

com jk :
⋃

x∈mX

Ux −→ X, onde mX = {x ∈ X : x é minimal}.

Seja X um poset com |X| = n e dimX = s, então podemos reescrever X

em s+1 ńıveis e assim, dado x′ ∈ Xs+1 temos que x′ é minimal na cadeia de

maior comprimento em X. Logo, seja F ∈ ShXA, como |X ′| = |X\{x′}| =
n − 1 segue, por hipótese de indução, que F ′ = F|X′ ⊂ F possui uma

filtração finita

0 = j0!j
−1
0 F ′ ⊂ j1!j

−1
1 F ′ ⊂ · · · ⊂ jn−1!j

−1
n−1F ′ = F ′ = F|X′
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com jn−1 :
⋃

x∈mX′

Ux −→ X, onde mX′ = {x ∈ X : x é mı́nimal em X ′}, e

(jn−1!j
−1
n−1F ′)x =

 F
′
x = Fx, se x ∈

⋃
x∈mX′

Ux;

0, caso contrário.

= Fx, para todo x ∈ X ′.

Logo, definindo

jn :

( ⋃
x∈mX′

Ux

)⋃
Ux′ −→ X

segue que

(jn!j
−1
n F)x =


Fx, se x ∈

( ⋃
x∈mX′

Ux

)⋃
Ux′ ;

0, caso contrário.

= Fx, para todo x ∈ X.

Assim, F|X′ = jn−1!j
−1
n−1F ′ ⊂ jn!j

−1
n F = F e, além disso,

(
jn!j

−1
n F/jn−1!j

−1
n−1F ′

)
x

=

{
Fx/0 ∼= Fx, se x = x′;

Fx/Fx ∼= 0, caso contrário.

Logo, F admite uma filtração finita cujos quocientes consecutivos são todos

feixes talo.

Portanto, o Lema é satisfeito para todo poset X com |X| = n.

�

Lembrando que uma categoria abeliana A é uma categoria de comprimento

se cada objeto admite uma serie de composição. O seguinte resultado é uma

consequência do Lema 2.33.

Corolário 2.38. Se A é uma categoria de comprimento, então ShXA também é

uma categoria de comprimento.

Demonstração: Sejam X um poset, com |X| = n, e F ∈ ShXA. Então, pelo

Lema 2.33, segue que F admite uma filtração finita

0 = j0!j
−1
0 F ⊂ j1!j

−1
1 F ⊂ · · · ⊂ jn!j

−1
n F = F
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tal que ji+1!j
−1
i+1F/ji!j−1

i F são feixes talo, para todo i ∈ {0, . . . , n− 1}.

Além disso, para cada i ∈ {0, . . . , n − 1}, os elementos da filtração satisfazem

ji!j
−1
i F ⊆ ji+1!j

−1
i+1F , então eles induzem uma sequência exata curta

0 −→ ji!j
−1
i F −→ ji+1!j

−1
i+1F −→ ji+1!j

−1
i+1F/ji!j−1

i F −→ 0

onde, `(ji+1!j
−1
i+1F) < ∞ ⇔ `(ji!j

−1
i F) < ∞ e `(ji+1!j

−1
i+1F/ji!j−1

i F) < ∞, pela

Observação 1.14.

Assim, vamos provar que `(ji!j
−1
i F) < ∞, para todo i ∈ {0, . . . , n − 1}, por

indução sobre i. Observando que:

Para cada xi ∈ X, temos que Fxi ∈ A e, por hipótese, `(Fxi) < ∞. Então, sem

perda de generalidade, supondo que `(Fxi) = m, existe uma serie de composição

0 = Ai0 ⊂ Ai1 ⊂ · · · ⊂ Aim = Fxi de Fxi .

Dáı, tomando os feixes talo (Aij)xi como definidos em (2.14), para todo

i ∈ {0, . . . , n− 1} e todo j ∈ {0, . . . ,m}, e, lembrando que

(
ji+1!j

−1
i+1F/ji!j−1

i F
)
x

=

{
Fxn−i

, se x = xn−i;

0, caso contrário.

obtemos que, existe uma filtração finita 0 = (An−i0 )xn−i
⊂ (An−i1 )xn−i

⊂ · · · ⊂
(An−im )xn−i

= ji+1!j
−1
i+1F/ji!j−1

i F , para todo i ∈ {0, . . . , n − 1}, tal que os quo-

cientes consecutivos são todos objetos simples em ShXA. Assim, obtemos que

`(ji+1!j
−1
i+1F/ji!j−1

i F) <∞, para todo i ∈ {0, . . . , n− 1}.

• Para i = 1:

Claramente `(0) = `(j0!j
−1
0 F) < ∞ e, como `(j1!j

−1
1 F/j0!j

−1
0 F) < ∞ ⇒

`(j1!j
−1
1 F) <∞.

• Para i = n− 1, suponhamos que `(jn−1!j
−1
n−1F) <∞.

• Vamos provar que também é satisfeito para i = n, isto é, `(jn!j
−1
n F) <∞.

De fato, como `(jn!j
−1
n F/jn−1!j

−1
n−1F) < ∞ e, por hipótese de indução,

`(jn−1!j
−1
n−1F) <∞ ⇒ `(jn!j

−1
n F) <∞.

Logo, `(F) = `(jn!j
−1
n F) < ∞ e, portanto, pela arbitrariedade de F conclúımos

que ShXA é uma categoria de comprimento. �
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Seja A um objeto não nulo numa categoria abeliana A. Definimos a dimensão

homológica h.d.A de A como o menor inteiro não negativo n para o qual o funtor

Yoneda Extn(A,−) é não nulo.

Se tal n não existe, dizemos que a dimensão homológica de A é infinita, e escre-

vemos h.d.A = ∞.

Uma exposição detalhada da definição do grupo Yoneda Extn(A,B) em termos

de sequências exatas de comprimento n de B a A poderá ser encontrada no livro

[6] (pág.76).

A dimensão global de uma categoria abeliana A, denotada por gl.dim.A, é de-

finida como o supremo das dimensões homológicas de todos os seus objetos, ou

seja,

gl.dim.A = sup
A∈A

(h.d.A)

Dado um poset X e uma categoria abeliana A, a dimensão global da categoria

de feixes sobre X com valores em A depende de X e da dimensão global de A,

como vemos a seguir.

Proposição 2.39. gl.dimShXA ≤ gl.dimA + dimX.

Um estudo aprofundado da noção de dimensão global de feixes sobre posets e,

em particular, a demonstração desta proposição pode ser encontrado nos artigos

[5] e [22].

2.5 Feixes de espaços vetoriais de dimensão fi-

nita

Nesta seção, vamos nos concentrar no caso em que A é a categoria de espaços

vetoriais de dimensão finita sobre um corpo e, veremos que a categoria de feixes

sobre um poset X com valores em A pode ser identificada com a categoria de

módulos à direita de dimensão finita sobre a álgebra de incidência deste poset X.

Além do artigo de Sefi Ladkani, também indicamos como referência [14].

Seja k um corpo fixo. A partir de agora, vamos considerar A como sendo a

categoria de k-espaços vetoriais de dimensão finita, isto é, mod k.

Dado um poset X, a fim de diferenciar a categoria de feixes sobre X com valores
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em mod k da categoria de feixes sobre X com valores numa categoria abeliana

arbitrária, denotaremos por:

• ShX := ShXA a categoria de feixes de espaços vetoriais de dimensão finita

sobre X.

• HomX(−,−) := HomShXA(−,−) o espaço de morfismos da categoria ShX .

Definição 2.40. Seja X um poset. A álgebra de incidência de X sobre k, deno-

tada por kX, é uma álgebra associativa que tem como base o conjunto

{exy : x ≤ y em X}.

Para quaisquer x ≤ y e z ≤ w em X, definimos a multiplicação por:

exyezw =

{
exw, se y = z;

0, caso contrário.

Observação 2.41. Lembrando que os posets X aqui apresentados são finitos,

temos que:

1. Dotada desta operação, kX é uma k-álgebra de dimensão finita não comu-

tativa.

2. O elemento 1 =
∑
x∈X

exx é a identidade de kX.

De fato, sejam x, y, z ∈ X, com x ≤ y, então:

exyezz =

{
exz, se y = z;

0, caso contrário.
ezzexy =

{
exz, se x = z;

0, caso contrário.

Consequentemente, exy

(∑
z∈X

ezz

)
= exy e

(∑
z∈X

ezz

)
exy = exy.

Vamos denotar por mod kX a categoria de todos os módulos à direita finita-

mente gerados sobre a álgebra de incidência kX.

Lema 2.42. Seja X um poset. Então, existe uma equivalência de categorias:

Fun(X,mod k) ' // mod kX

Demonstração: Vamos construir, explicitamente, dois funtores F : mod kX −→
Fun(X,mod k) e G : Fun(X,mod k) −→ mod kX tais que F ◦G = 1Fun(X,mod k) e

G ◦ F = 1mod kX .
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1. Construção do funtor F : mod kX −→ Fun(X,mod k)

• Seja M ∈ mod kX, definimos F (M) como segue:

◦ Se x ∈ X, então F (M)x = Mexx = Mx é o k-espaço vetorial

consistindo de todos os mexx, com m ∈M .

◦ Se x ≤ x′ em X, a aplicação F (M)x′,x : Mx −→ Mx′ é dada por

mexx 7−→ (mexx)exx′ = mexx′ .

Não é dif́ıcil verificar que, por M ser kX-módulo, F (M)x′,x é uma

aplicação k-linear.

Logo, F (M) é um funtor de X em mod k.

• Seja f : M −→ M ′ um morfismo em mod kX. Então, dado x ∈ X, o

morfismo F (f) : F (M) −→ F (M ′) é definido por

F (f)x = fx : Mx −→ M ′
x

mexx 7−→ f(m)exx

Note que, se x ≤ x′ em X e m ∈M , então por M,M ′ ser kX-módulos e

f ser uma aplicação kX-linear, (F (M ′)x′,x◦fx)(mexx) = f(mexx′)ex′x′ =

f(m)exx′ = (f(m)exx)exx′ = (fx′ ◦F (M)x′,x)(mexx) e assim, o seguinte

diagrama é comutativo:

F (M)x
fx //

F (M)x′,x
��

F (M ′)x

F (M ′)x′,x
��

F (M)x′ fx′
// F (M ′)x′

Isso prova que F (f) é uma transformação natural de funtores.

Claramente:

• F (1M) = 1F (M), para todo M ∈ mod kX.

• F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f), para cada par de morfismos f : M −→ M ′ e

g : M ′ −→M ′′ em modkX.

Conclúımos que, assim definido, F : mod kX −→ Fun(X,mod k) é um

funtor.

2. Construção do funtor G : Fun(X,mod k) −→ mod kX
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• Seja F ∈ Fun(X,mod k), então a imagem de F por G é o k-espaço

vetorial G(F) =
⊕
x∈X
Fx.

Vamos definir uma estrutura de kX-módulo sobre G(F) no seguinte

caminho:

Para cada x ∈ X existem as aplicações naturais ix : Fx −→ G(F) e

πx : G(F) −→ Fx e, para x ≤ x′ em X existe Fx′,x : Fx −→ Fx′ tais

que:

ix′ ◦ Fx′,x ◦ πx : G(F) −→ Fx −→ Fx′ −→ G(F)

(my)y∈X 7−→ mx 7−→ Fx′,x(mx) 7−→ (ny)y∈X

onde, ny =

{
Fx′,x(mx), se x′ = y;

0, caso contrário.

Assim, definimos uma operação binária:

· : G(F)× kX −→ G(F)

((my)y∈X , exx′) 7−→ ((m · exx′)y)y∈X

onde,

(m · exx′)y = ny =

{
Fx′,x(mx), se x′ = y;

0, caso contrário.
(2.15)

Deixamos ao leitor verificar que, dados m,m′ ∈ G(F), x ≤ x′, y ≤ y′

em X e λ ∈ k, a operação anterior satisfaz:

(a) (m+m′)exx′ = mexx′ +m′exx′ ;

(b) m(exx′ + eyy′) = mexx′ +meyy′ ;

(c) m(exx′eyy′) = (mexx′)eyy′ :

(m(exx′eyy′))z =

{
(mexy′)z, se y = x′;

0, caso contrário.

=

{
Fy′,x(mx), se y = x e z = y′;

0, caso contrário.
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((mexx′)eyy′)z =

{
Fy′,y((mexx′)y), se z = y′;

0, caso contrário.

=

{
Fy′,y(Fx′,x(mx)), se z = y′ e y = x;

0, caso contrário.

=

{
Fy′,x(mx), se z = y′ e y = x;

0, caso contrário.

⇒ ((m(exx′eyy′))z)z∈X = ((m(exx′eyy′))z)z∈X

(d) m1 = m;

(e) (mλ)exx′ = (mexx′)λ = m(exx′λ);

Logo, obtemos que G(F) é um kX-módulo.

• Seja ϕ : F −→ F ′ um morfismo em Fun(X,mod k), o qual induz um

morfismo de talos ϕx : Fx −→ F ′x em mod k, para cada x ∈ X.

Então, dado (mx)x∈X ∈ G(F), definimos G(ϕ) : G(F) −→ G(F ′) por

G(ϕ)((mx)x∈X) = (ϕx(mx))x∈X , isto é, G(ϕ) =
⊕
x∈X

ϕx.

Note que, ϕx : Fx −→ F ′x é linear, para cada x ∈ X, e assim, G(ϕ) é

linear.

Além disso, por ϕ : F −→ F ′ ser um morfismo em Fun(X,mod k),

temos que, para quaisquer x ≤ x′ em X, o seguinte diagrama é comu-

tativo:

Fx
ϕx //

Fx′,x
��

F ′x
F ′

x′,x
��

Fx′ ϕx′
// F ′x′

dáı, segue que:

((G(ϕ)(m))exx′)y =

{
F ′x′,x(ϕx(mx)), se y = x;

0, caso contrário.

=

{
ϕx′(Fx′,x(mx)), se y = x;

0, caso contrário.

(G(ϕ)(mex′x))y = (ϕy(mex′,x))y

=

{
ϕx′(Fx′,x(mx)), se y = x;

0, caso contrário.

Isso prova que G(ϕ) é uma aplicação kX-linear.

Claramente:
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• G(1F) = 1G(F), para todo F ∈ Fun(X,mod k).

• G(ψ ◦ ϕ) = G(ψ) ◦ G(ϕ), para cada par de morfismos ϕ : F −→ G e

ψ : G −→ H em Fun(X, mod k).

Conclúımos que, assim definido, G : Fun(X,mod k) −→ mod kX é um

funtor.

Finalmente, vamos verificar que F ◦G = 1Fun(X,mod k) e G ◦ F = 1mod kX .

1. F ◦G = 1Fun(X,mod k)

Seja F ∈ Fun(X,mod k) e x ∈ X, então

((F ◦ G)(F))x =

(⊕
y∈X
Fy

)
exx =

⊕
y∈X

(Fyexx) ∼= Fx, pois de (2.15) segue

que Fyexx =

{
Fx, se y = x;

0, caso contrário.

2. G ◦ F = 1mod kX

Seja M ∈ mod kX e x ∈ X, então

(G ◦ F )(M) =

(⊕
x∈X

Mx

)
=

(⊕
x∈X

Mexx

)
∼= M em mod k.

Temos que G(F(M)) é um kX-módulo com a operação binária dada por:

· : G(F(M))× kX −→ G(F(M))

((my)y∈X , exx′) 7−→ ((m · exx′)y)y∈X

onde,

(m · exx′)y =

{
Fx′,x(mx), se x′ = y;

0, caso contrário.

Logo, G(F(M)) ∼= M em modkX.

�

Pelo resultado anterior, Lema 2.42, e pelo Lema 2.10 podemos concluir que existe

uma equivalência entre a categoria de feixes sobre X com valores em mod k e a

categoria de módulos à direita finitamente gerados sobre a álgebra de incidência

kX. Obtendo assim o corolário abaixo.
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Corolário 2.43. Seja X um poset. Então existe uma equivalência de categorias:

ShX
' // mod kX

A seguir apresentaremos consequências diretas dos resultados já provados na

seção anterior, na categoria ShX de feixes sobre X com valores em mod k.

Considere o corpo k como um k-espaço vetorial de dimensão 1, então k é simples,

injetivo e livre em mod k. Assim, por ser livre, k também é projetivo em mod k.

Dado x ∈ X, como k é simples em mod k, por (2.14), segue que kx é simples

em ShX . Além disso, por k ser injetivo e projetivo em mod k e pelo Lema 2.30,

temos que ix∗k é injetivo e ix!k é projetivo em ShX .

A fim de simplificar a notação, vamos denotar os kX-módulos acima por Sx := kx,

Ix := ix∗k e Px := ix!k os quais, explicitamente, são definidos como segue:

• Se y ∈ X, então

(Sx)y =

{
k, se y = x;

0, caso contrário.
(2.16)

(Ix)y =

{
k, se y ∈ {x};
0, caso contrário.

=

{
k, se y ≤ x;

0, caso contrário.
(2.17)

(Px)y =

{
k, se y ∈ Ux;
0, caso contrário.

=

{
k, se y ≥ x;

0, caso contrário.
(2.18)

• Se y ≤ y′ em X, então

(Ix)y′,y =

{
1, se y′ ≤ x;

0, caso contrário.
e (Px)y′,y =

{
1, se x ≤ y;

0, caso contrário.
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Exemplo 2.44.

Seja X o poset

x1

x1,3

��

x1,4

  

x2

x2,4

��

x2,3

~~
x3 x4

• Os kX-módulos projetivos são:

Px1 = k

1

��

1

��

0

0

��

0

��
k k

Px2 = 0

0

��

0

��

k

1

��

1

��
k k

Px3 = 0

0

��

0

��

0

0

��

0

��
k 0

Px4 = 0

0

��

0

��

0

0

��

0

��
0 k

• Os kX-módulos injetivos são:

Ix1 = k

0

��

0

��

0

0

��

0

��
0 0

Ix2 = 0

0

��

0

��

k

0

��

0

��
0 0

Ix3 = k

1

��

0

��

k

0

��

1

��
k 0

Ix4 = k

0

��

1

��

k

1

��

0

��
0 k

Sejam x ∈ X e F ∈ ShX , de (2.13), segue que:

HomX(Px,F) ∼= Hommod k(k,F(x)) = F(x)

HomX(F , Ix) ∼= Hommod k(F(x), k) = F(x)∗
(2.19)

como F(x) é um k-espaço vetorial de dimensão finita, F(x) é isomorfo ao seu

k-espaço vetorial dual F(x)∗.
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Observação 2.45. Note que:

• EndX(Px) = HomX(Px, Px) = k, para todo x ∈ X, implicando que os kX-

módulos Px são indecompońıveis em ShX .

• De maneira análoga, EndX(Ix) = HomX(Ix, Ix) = k, para todo x ∈ X,

implicando que os kX-módulos Ix são indecompońıveis em ShX .

Sabemos que mod kX tem suficientes injetivos e projetivos, então, pelo Corolário

2.43, conclúımos que ShX tem suficientes injetivos e projetivos. (Note que isto

também pode ser deduzido pelo Corolário 2.31, pois mod k tem suficientes injeti-

vos e projetivos.)

Pela Proposição 2.39 temos que gl.dim.ShX ≤ gl.dim. (mod k) + dimX. Como k

é corpo todo k-módulo é projetivo e assim, gl.dim. (mod k) = 0. Logo, gl.dim.ShX ≤
dimX.



Caṕıtulo 3

Equivalências Derivadas entre

álgebras de incidência de posets

via coleções excepcionais

Dado um poset X, o objetivo principal deste caṕıtulo é construir álgebras de

endomorfismos a partir de coleções fortemente excepcionais induzidas por sub-

conjuntos fechados de X as quais são derivadamente equivalentes à álgebra de

incidência do poset X sobre um corpo k e, além disso, veremos quais dessas

álgebras de endomorfismos coincidem com álgebras de incidência de posets, cons-

trúıdos com base no subconjunto fechado que as induzem.

No que segue, vamos considerar complexos concentrados no grau zero associados

aos objetos F ∈ ShX .

Os resultados aqui abordados foram tomados do artigo [20] de Sefi Ladkani.

3.1 Categoria derivada de feixes sobre posets

Nesta seção, apresentamos a categoria derivada de feixes sobre posets com

valores na categoria abeliana modk e vemos algumas propriedades dessa categoria

úteis no decorrer deste caṕıtulo.

Sejam X um poset, ShX ' mod kX a categoria de módulos à direita finita-

mente gerados sobre a álgebra de incidência kX, P = proj kX a subcategoria

plena de mod kX dos módulos projetivos finitamente gerados e I = inj kX a

85
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subcategoria plena de mod kX dos módulos injetivos finitamente gerados. De-

notaremos por Kb(X) e Db(X) suas categorias homotópica e derivada limitadas,

respectivamente.

Sabemos que ShX tem suficientes projetivos e injetivos, então, pelo Exemplo 1.26

e o Teorema 1.30, temos as seguintes equivalências trianguladas:

Db(X) ' Kb(P) e Db(X) ' Kb(I) (3.1)

Assim, obtemos que a categoria derivada limitadaDb(X) é determinada pelos pro-

jetivos indecompońıveis e, por outro lado, também é determinada pelos injetivos

indecompońıveis, isto é, 〈{Px}x∈X〉 = Db(X) e 〈{Ix}x∈X〉 = Db(X), respectiva-

mente.

Lema 3.1. Sejam x, y ∈ X e n ∈ Z. Então:

HomDb(X)(Px, Py[n]) = HomDb(X)(Ix, Iy[n]) =

{
k, se y ≤ x e n = 0;

0, caso contrário.

Demonstração:

Sejam x, y ∈ X.

• Considere Px e Py em Db(X). Então, temos que:

HomDb(X)(Px, Py[n]) ' HomKb(P)(Px, Py[n]) (Por (3.1))

' Extnmod kX(Px, Py) (Lema 1.27)

=

{
HomX(Px, Py), se n = 0;

0, se n 6= 0.
(Obs. 1.28)

=

{
(Py)x, se n = 0;

0, se n 6= 0.
(Por (2.19))

=

{
k, se n = 0 e x ≥ y;

0, caso contrário.
(Por (2.18))

• Considere Ix e Iy em Db(X). Então, temos que:

HomDb(X)(Ix, Iy[n]) ' HomKb(I)(Ix, Iy[n]) (Por (3.1))

' Extnmod kX(Ix, Iy) (Lema 1.27)

=

{
HomX(Ix, Iy), se n = 0;

0, se n 6= 0.
(Obs. 1.28)
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=

{
(Ix)y, se n = 0;

0, se n 6= 0.
(Por (2.19))

=

{
k, se n = 0 e x ≥ y;

0, caso contrário.
(Por (2.17))

�

Sejam X e Y posets. Dada uma função continua f : X −→ Y , ela induz os

funtores f∗, f! e f−1 tais que, pelos Teoremas 2.23 e 2.25, (f−1, f∗) e (f!, f
−1)

formam pares de funtores adjuntos, respectivamente.

Note que, pelas equivalências (3.1), obtemos queDb(X) tem suficientesK-projetivos

e K-injetivos. Então, pelo Teorema 1.32, existem os funtores derivados Lf−1,

Rf∗, Lf! e Rf−1. Da Observação 1.33, por f−1 ser um funtor exato, segue que o

levantamento de f−1 a categorias derivadas coincide com Rf−1 e Lf−1.

Assim, pela Observação 1.33, obtemos que os seguintes são pares de funtores

adjuntos

(f−1, Rf∗) e (Lf!, f
−1) (3.2)

Definição 3.2. Dados dois posets X e Y , dizemos que X é derivadamente equi-

valente a Y , denotado por X ∼ Y , se Db(X) é equivalente a Db(Y ) como categoria

triangulada.

3.2 Coleções (fortemente) excepcionais

Introduzimos nesta seção a noção de coleção fortemente excepcional e de ob-

jeto inclinante, induzido por uma coleção, numa categoria triangulada.

Seja k um corpo, T uma categoria triangulada k-linear, E ∈ T e addE a

subcategoria plena de T de todos os somandos diretos de somas finitas de cópias

de E.

Definição 3.3. Uma sequência de objetos (E1, E2, ..., En) em T é chamada coleção

excepcional se satisfaz:

(a) HomT (Es, Et[i]) = 0, para todo i 6= 0, se 1 ≤ s ≤ t ≤ n.

(b) HomT (Es, Et) =

{
0, se s < t;

k, se s = t.
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No caso em que HomT (Es, Et[i]) = 0, para todo i 6= 0 e 1 ≤ s, t ≤ n, a coleção é

dita fortemente excepcional .

Uma coleção finita E de objetos não ordenados de T é chamada excepcional se

pode ser ordenada numa sequência satisfazendo as condições anteriores.

Observação 3.4. Se (E1, E2, ..., En) é uma coleção excepcional em T temos que

EndT (Es) = HomT (Es, Es) = k, para todo 1 ≤ s ≤ n, implicando que os objetos

Es são indecompońıveis em T .

Seja E = {E1, E2, ..., En} em T uma coleção fortemente excepcional e consi-

dere o objeto E =
⊕n

s=1 Es. Então, temos que:

• Para todo i 6= 0, por HomT (Es, Et[i]) = 0, para quaisquer 1 ≤ s, t ≤ n,

HomT (E,E[i]) = HomT (
⊕n

s=1Es, (
⊕n

s=1Es)[i])

= HomT (
⊕n

s=1Es,
⊕n

s=1(Es[i]))
∼= 0

• Para i = 0,

EndT (E) = HomT (E,E)

= HomT (
⊕n

s=1Es,
⊕n

s=1Es)

∼=


k ∗ · · · ∗

0 k
. . .

...
...

. . . . . . ∗
0 · · · 0 k


onde, cada ∗ representa um k-módulo HomT (Es, Et), com 1 ≤ t < s ≤ n.

Definição 3.5. Seja E = {E1, E2, ..., En} uma coleção fortemente excepcional.

Dizemos que E =
⊕n

s=1Es é um objeto inclinante se T = 〈addE〉 = 〈E〉.

O seguinte resultado provado por Bondal em [2] estabelece uma condição

suficiente para a equivalência derivada de Db(A) e Db(A), onde A é uma categoria

abeliana e A é a álgebra de endomorfismo de um objeto inclinante.

Teorema 3.6. Seja A uma categoria abeliana, Db(A) sua categoria derivada limi-

tada e E = {E1, E2, ..., En} uma coleção fortemente excepcional tal que Db(A) =

〈E〉. Considere E =
⊕n

s=1Es, então Db(A) e Db(EndDb(A)E) são equivalentes

como categorias trianguladas.
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Observação 3.7. Em particular, quando A é a categoria de módulos de dimensão

finita sobre um anel ou sobre uma álgebra de dimensão finita, por exemplo ShXA,

o Teorema anterior pode ser deduzido do Teorema de Morita para categorias de-

rivadas (ou equivalente, Teorema de Rickard). Neste caso, o objeto E é chamado

de complexo inclinante.

Uma demonstração detalhada do Teorema de Rickard pode ser encontrada em

[16].

3.3 Construção de Colagem

Vimos, na seção anterior, que a categoria derivada gerada por uma coleção

fortemente excepcional é equivalente à categoria derivada de módulos sobre uma

álgebra de endomorfismo do objeto inclinante correspondente a essa coleção.

Então, para estudar a categoria derivada Db(X) é suficiente conhecer uma coleção

fortemente excepcional de objetos que geram Db(X), o qual é nosso objetivo nesta

seção.

Sejam T , T ′ e T ′′ categorias trianguladas com os seguintes funtores triangu-

lados

T ′
i∗ // T
i−1
oo

j−1
// T ′′

j!
oo

satisfazendo:

1. j−1i∗ = 0, i−1j! = 0, i−1i∗ ' 1T ′ e j−1j! ' 1T ′′ .

2. (i−1, i∗) e (j!, j
−1) formam pares de funtores adjuntos.

Do anterior, dados F ,G ∈ T temos que:

HomT (i∗i
−1F , i∗i−1G) ' HomT ′(i

−1i∗i
−1F , i−1G)

= HomT ′(i
−1F , i−1G)

' HomT (F , i∗i−1G)

(3.3)

HomT (j!j
−1F , j!j−1G) ' HomT ′′(j

−1F , j−1j!j
−1G)

= HomT ′′(j
−1F , j−1G)

' HomT (j!j
−1F ,G)

(3.4)
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HomT (j!j
−1F , i∗i−1G) ' HomT ′(i

−1j!j
−1F , i−1G)

= HomT ′(0, i
−1G)

= 0

(3.5)

Sejam X um poset, Y ⊆ X um subconjunto fechado e U = X\Y o seu

complemento aberto, considere as inclusões i : Y ↪→ X e j : U ↪→ X as quais

induzem os funtores exatos i∗, i
−1 e j!, j−1, respectivamente. Então, tomando o

levantamento desses funtores a categorias derivadas

Db(Y )
i∗ // Db(X)
i−1
oo

j−1
// Db(U)

j!
oo

pelos Lema 2.27 e 2.28, segue que i∗ coincide com Ri∗ e Li∗ e, j! coincide com Rj!

e Lj!, respectivamente. Assim, por (3.2), obtemos que (i−1, i∗) e (j!, j
−1) formam

pares de funtores adjuntos.

Além disso, pela Proposição 2.29, temos que:

1. O funtor j−1i∗ : ShY −→ ShU é nulo.

2. O funtor i−1j! : ShU −→ ShY é nulo.

3. O funtor i−1i∗ : ShY −→ ShY é isomorfo a 1ShY .

4. O funtor j−1j! : ShU −→ ShU é isomorfo a 1ShU .

Logo, pela construção da Observação 1.31, o levantamento dos funtores j−1i∗ e

i−1j! a categorias derivadas também são nulos, i−1i∗ ' 1Db(Y ) e j−1j! ' 1Db(U).

Assim, podemos concluir que Db(X), Db(Y ) e Db(U) satisfazem as condições

(3.3), (3.4) e (3.5).

Por outro lado, sejam y ∈ Y , u ∈ U e considere Py ∈ Db(Y ) e Iu ∈ Db(U)

os complexos concentrados no grau 0. Então, definimos a versão “truncada”dos

projetivos e injetivos P̃y = (i∗i
−1)Py e Ĩu = (j!j

−1)Iu, respectivamente, em Db(X)

como segue:

• Se x ∈ X, então

(P̃y)x =

{
(Py)x, se x ∈ Y ;

0, se x 6∈ Y .
=

{
k, se x ∈ Y ∩ Uy;
0, caso contrário.

(3.6)



3.3. Construção de Colagem 91

(Ĩu)x =

{
(Iu)x, se x ∈ U ;

0, se x 6∈ U .
=

{
k, se x ∈ U ∩ {u};
0, caso contrário.

(3.7)

• Se x ≤ x′ em X, então

(P̃y)x′,x =

{
1, se y ≤ x ≤ x′ em Y ;

0, caso contrário.
(Ĩu)x′,x =

{
1, se x ≤ x′ ≤ u em U ;

0, caso contrário.

O seguinte é um exemplo da versão “truncada”dos kX-módulos projetivos e in-

jetivos mostrados no Exemplo 2.44.

Exemplo 3.8.

Seja X o poset

x1

x1,3

��

x1,4

  

x2

x2,4

��

x2,3

~~
x3 x4

Considere o subconjunto fechado Y = {x3} e o seu complemento aberto U = Ux4.

Dáı, temos que:

• As versões “truncadas”dos kX-módulos projetivos são:

P̃x1 = k

1

��

0

��

0

0

��

0

��
k 0

P̃x2 = 0

0

��

0

��

k

0

��

1

��
k 0

P̃x3 = 0

0

��

0

��

0

0

��

0

��
k 0

P̃x4 = 0

• As versões “truncadas”dos kX-módulos injetivos são:

Ĩx1 = Ĩx2 = Ĩx3 = 0 Ĩx4 = 0

0

��

0

��

0

0

��

0

��
0 k
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Proposição 3.9. A coleção EY = {P̃y}y∈Y ∪{Ĩu[1]}u∈U é fortemente excepcional

e gera Db(X).

Demonstração: Seja X um poset, Y ⊆ X um subconjunto fechado e U = X\Y
o seu complemento aberto em X.

Note que: ◦ y ≤ y′ em Y ⇔ Uy′ ⊆ Uy ⇔ P̃y′ ⊆ P̃y.

◦ u ≤ u′ em U ⇔ {u} ⊆ {u′} ⇔ Ĩu ⊆ Ĩu′ ⇔ Ĩu[1] ⊆ Ĩu′ [1].

Supondo que U = {u1, u2, ..., up} e Y = {y1, y2, ..., yq}, podemos ordenar os obje-

tos da coleção EY da seguinte forma:

Denotaremos por E1 = Ĩu1 [1], E2 = Ĩu2 [1], ..., Ep = Ĩup [1], Ep+1 = P̃y1 , Ep+2 =

P̃y2 , ..., Ep+q = P̃yq os objetos da sequência (E1, E2, ..., Ep+q) em Db(X).

Assim, vamos provar que a sequência (E1, E2, ..., Ep+q) é fortemente excepcional:

1. HomDb(X)(Es, Et[n]) = 0 para todo n 6= 0 e 1 ≤ s, t ≤ p+ q:

• Sejam y, y′ ∈ Y , então:

HomDb(X)(P̃y, P̃y′ [n]) ' HomDb(X)(P̃y, P̃y′ [n])

' HomDb(X)(Py, P̃y′ [n]) (Por (3.3))

' HomDb(X)(Py, P̃y′ [n])

' HomKb(X)(Py, P̃y′ [n]) (Por (3.1))

' Extnmod kX(Py, P̃y′) (Lema 1.27)

=

{
0, se n 6= 0;

HomX(Py, P̃y′), se n = 0.
(Obs. 1.28)

• Sejam u, u′ ∈ U , então:

HomDb(X)(Ĩu[1], Ĩu′ [n+ 1]) ' HomDb(X)(Ĩu, Ĩu′ [n])

' HomDb(X)(Ĩu, Ĩu′ [n])

' HomDb(X)(Ĩu, Iu′ [n]) (Por (3.4))

' HomKb(X)(Ĩu, Iu′ [n]) (Por (3.1))

' Extnmod kX(Ĩu, Iu′) (Lema 1.27)

=

{
0, se n 6= 0;

HomX(Ĩu, Iu′), se n = 0.
(Obs. 1.28)

• Sejam u ∈ U e y ∈ Y , então:

HomDb(X)(Ĩu[1], P̃y[n]) ' HomDb(X)(Ĩu[1], P̃y[n])

' 0, ∀n ∈ Z. (Por (3.5))

• Seja u ∈ U e considere Iu ∈ Db(X). Então, a sequência exata curta (2.10) indu-

zida por Iu determina o triângulo distinguido Ĩu // Iu // i∗i
−1Iu // Ĩu[1]
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em Db(X). Assim, dado y ∈ Y , aplicando o funtor HomDb(X)(P̃y,−) ao triângulo

distinguido anterior obtemos a sequência exata longa em Db(X) dada por:

· · · // HomDb(X)(P̃y, Iu) // HomDb(X)(P̃y, i∗i
−1Iu) // HomDb(X)(P̃y, Ĩu[1]) // · · ·

(3.8)

onde,

HomDb(X)(P̃y, Iu[n]) ' HomKb(X)(P̃y, Iu[n]) (Por (3.1))

' Extnmod kX(P̃y, Iu) (Lema 1.27)

=

{
0, se n 6= 0;

HomX(P̃y, Iu), se n = 0.
(Obs. 1.28)

=

{
0, se n 6= 0;

(P̃y)u, se n = 0.
(Por (2.19))

= 0 ∀n ∈ Z, (Por (3.6))

Logo, a sequência exata longa (3.8) induz o isomorfismo

HomDb(X)(P̃y, i∗i
−1Iu[n]) ' // HomDb(X)(P̃y, Ĩu[n+ 1]), ∀n ∈ Z (3.9)

Dáı, temos que:

HomDb(X)(P̃y, Ĩu[n+ 1]) ' HomDb(X)(P̃y, i∗i
−1Iu[n])

' HomDb(X)(Py, i∗i
−1Iu[n]) (Por (3.3))

' HomKb(X)(Py, i∗i
−1Iu[n]) (Por (3.1))

' Extnmod kX(Py, i∗i
−1Iu) (Lema 1.27)

=

{
0, se n 6= 0;

HomX(Py, i∗i
−1Iu), se n = 0.

(Obs. 1.28)

Note que, de maneira análoga, HomDb(X)(P̃y, Ĩu[n + 1]) também pode ser calcu-

lado considerando Py ∈ Db(X), com y ∈ Y , aplicando o funtor HomDb(X)(−, Ĩu)
ao triângulo distinguido j!j

−1Py // Py // P̃y // j!j
−1Py[1] em Db(X) de-

terminado por Py e usando o isomorfismo induzido

HomDb(X)(j!j
−1Py, Ĩu[n]) ' // HomDb(X)(P̃y, Ĩu[n+ 1]), ∀n ∈ Z (3.10)

2. HomDb(X)(Es, Et) =

{
0, se s < t;

k, se s = t.

Pelo anterior, temos que:
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• Sejam y, y′ ∈ Y , então:

HomDb(X)(P̃y, P̃y′) ' HomX(Py, P̃y′)

= (P̃y′)y (Por (2.19))

=

{
k, se y ∈ Uy′ ;
0, caso contrário.

(Por (3.6))

=

{
k, se y ≥ y′;

0, se y < y′.

(3.11)

• Sejam u, u′ ∈ U , então:

HomDb(X)(Ĩu[1], Ĩu′ [1]) ' HomX(Ĩu, Iu′)

= (Ĩu)u′ (Por (2.19))

=

{
k, se u′ ∈ {u};
0, caso contrário.

(Por (3.7))

=

{
k, se u ≥ u′;

0, se u < u′.

(3.12)

• Sejam u ∈ U e y ∈ Y , então:

HomDb(X)(Ĩu[1], P̃y) ' 0 (3.13)

Por outro lado, para provar que 〈EY 〉 = Db(X) basta verificar que Db(X) ⊂
〈EY 〉. De fato, dado F ∈ Db(X), a sequência exata curta (2.10) induzida por

F determina o triângulo distinguido j!j
−1F // F // i∗i

−1F // j!j
−1F [1]

em Db(X), então por 〈EY 〉 ser uma subcategoria triangulada plena de Db(X), se

j!j
−1F , i∗i−1F ∈ 〈EY 〉 teremos que F ∈ 〈EY 〉.

Note que: ◦ Db(X) = 〈{Px}x∈X〉 e Db(Y ) ⊂ Db(X) ⇒ Db(Y ) = 〈{i−1Py}y∈Y 〉
◦ Db(X) = 〈{Ix}x∈X〉 e Db(U) ⊂ Db(X) ⇒ Db(U) = 〈{j−1Iu}u∈U〉

Logo, por i∗ e i−1 ser funtores triangulados temos que:

F ∈ Db(X) ⇒ i−1F ∈ Db(Y )

⇒ i−1F ∈ 〈{i−1Py}y∈Y 〉
⇒ i∗i

−1F ∈ 〈{i∗i−1Py}y∈Y 〉
⇒ i∗i

−1F ∈ 〈{P̃y}y∈Y 〉
⇒ i∗i

−1F ∈ 〈EY 〉

e, além disso, por j! e j−1 ser funtores triangulados temos que:
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F ∈ Db(X) ⇒ j−1F ∈ Db(U)

⇒ j−1F [−1] ∈ Db(U)

⇒ j−1F [−1] ∈ 〈{j−1Iu}u∈U〉
⇒ (j!j

−1F)[−1] ∈ 〈{j!j
−1Iu}u∈U〉

⇒ j!j
−1F ∈ 〈{j!j

−1Iu[1]}u∈U〉
⇒ j!j

−1F ∈ 〈{Ĩu[1]}u∈U〉
⇒ j!j

−1F ∈ 〈EY 〉

Portanto, F ∈ 〈EY 〉 e consequentemente 〈EY 〉 = Db(X). �

3.4 Álgebras de endomorfismos AY

A partir da construção da coleção fortemente excepcional que gera Db(X)

apresentada anteriormente, nesta seção, obtemos equivalências derivadas entre

a álgebra de incidência de um poset X e álgebras de endomorfismos do objeto

inclinante correspondente a essa coleção, induzidas por subconjuntos fechados de

X. Além disso, veremos quando essas álgebras de endomorfismos coincidem com

álgebras de incidência de posets.

Seja X um poset fixo, Y ⊆ X um subconjunto fechado, U = X\Y o seu

complemento aberto e EY = {P̃y}y∈Y ∪{Ĩu[1]}u∈U uma coleção fortemente excep-

cional de Db(X). Considere o objeto inclinante TY = (
⊕

y∈Y P̃y) ∪ (
⊕

u∈U Ĩu)[1]

e a k-álgebra de dimensão finita AY = EndDb(X)(TY ).

Pelo Teorema 3.6 e pela Proposição 3.9 segue que a álgebra de incidência de X so-

bre k e a álgebra de endomorfismo AY são derivadamente equivalentes. Obtemos

assim o seguinte resultado.

Corolário 3.10. As categorias derivadas Db(X) e Db(AY ) são equivalentes como

categorias trianguladas, isto é, Db(X) ' Db(AY ).

Proposição 3.11. A álgebra AY tem como uma k-base os elementos:

{eyy′ : y ≤ y′ em Y } ∪ {eu′u : u′ ≤ u em U} ∪ {euy : y < u, com y ∈ Y e u ∈ U}

Para quaisquer y ≤ y′ ≤ y′′ em Y e u′′ ≤ u′ ≤ u em U , a multiplicação é definida
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como segue:

eyy′ey′y′′ = eyy′′ euyeyy′ =

{
euy′ , se y′ < u;

0, caso contrário.

eu′′u′eu′u = eu′′u eu′ueuy =

{
eu′y, se y < u′;

0, caso contrário.

Qualquer outro produto entre elementos da base é nulo.

Demonstração:

Sejam y, y′ ∈ Y tais que y ≤ y′. De (3.11), temos que HomDb(X)(P̃y′ , P̃y) 6= 0,

então dado x ∈ X, por Uy′ ⊆ Uy e por (3.6), podemos definir o morfismo

eyy′ ∈ HomDb(X)(P̃y′ , P̃y) como segue:

(eyy′)x =

{
1, se x ∈ Y ∩ Uy′ ;
0, caso contrário.

onde, 1 indica o morfismo identidade sobre o corpo k.

Dáı, se y ≤ y′ ≤ y′′ em Y , então Uy′′ ⊆ Uy′ ⊆ Uy e assim, dado x ∈ X temos que:

(eyy′ey′y′′)x = (eyy′)x(ey′y′′)x =

{
1, se x ∈ Y ∩ Uy′ ∩ Uy′′ ;
0, caso contrário.

=

{
1, se x ∈ Y ∩ Uy′′ ;
0, caso contrário.

Logo, pela definição de eyy′′ , obtemos que eyy′ey′y′′ = eyy′′ .

Analogamente, sejam u, u′ ∈ U tais que u′ ≤ u. De (3.12), temos que

HomDb(X)(Ĩu[1], Ĩu′ [1]) 6= 0, então dado x ∈ X, por {u′} ⊆ {u} e por (3.7),

podemos definir o morfismo eu′u ∈ HomDb(X)(Ĩu[1], Ĩu′ [1]) como segue:

(eu′u)x =

{
1, se x ∈ U ∩ {u′};
0, caso contrário.

onde, 1 indica o morfismo identidade sobre o corpo k.

Dáı, se u′′ ≤ u′ ≤ u em U , então {u′′} ⊆ {u′} ⊆ {u} e assim, dado x ∈ X temos
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que:

(eu′′u′eu′u)x = (eu′′u′)x(eu′u)x =

{
1, se x ∈ U ∩ {u′′} ∩ {u′};
0, caso contrário.

=

{
1, se x ∈ U ∩ {u′′};
0, caso contrário.

Logo, pela definição de eu′′u, obtemos que eu′′u′eu′u = eu′′u.

Agora, sejam y ∈ Y e u ∈ U tais que y < u. Por (3.9) e (3.10) obtemos os

seguintes isomorfismos:

HomDb(X)(P̃y, i∗i
−1Iu)

αuy

��

HomDb(X)(P̃y, Ĩu[1])
θuy //βuyoo HomDb(X)(j!j

−1Py, Ĩu)

ηuy

��
HomX(Py, i∗i

−1Iu) HomX(j!j
−1Py, Iu)

Dáı, existe um único morfismo euy ∈ HomDb(X)(P̃y, Ĩu[1]) tal que, de (2.11), (2.17)

e (3.6), o morfismo βuy(euy) : P̃y −→ i∗i
−1Iu é dado por:

(βuy(euy))x =

{
1, se x ∈ Y ∩ Uy ∩ {u};
0, caso contrário.

para qualquer x ∈ X.

e, existe um único morfismo ẽuy ∈ HomDb(X)(P̃y, Ĩu[1]) tal que, de (2.12), (2.18)

e (3.7), o morfismo θuy(ẽuy) : j!j
−1Py −→ Ĩu é dado por:

(θuy(ẽuy))x =

{
1, se x ∈ U ∩ Uy ∩ {u};
0, caso contrário.

para qualquer x ∈ X.

Note que por hipótese y < u, então y ∈ Y ∩Uy ∩ {u} e u ∈ U ∩Uy ∩ {u}. Assim,

temos que βuy(euy) 6= 0 e θuy(ẽuy) 6= 0.

Além disso, note que por HomDb(X)(P̃y, Ĩu[1]) ' HomX(Py, i∗i
−1Iu) e

HomDb(X)(P̃y, Ĩu[1]) ' HomX(j!j
−1Py, Iu), podemos substituir os objetos P̃y e

Ĩu[1] pelos complexos de j!j
−1Py −→ Py e Iu −→ i∗i

−1Iu, então temos que
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HomDb(X)(P̃y, Ĩu[1]) é igual ao conjunto de morfismos (λ, µ), módulo homotopia,

entre os dois complexos

(P̃y)
• :

��

. . . // 0 //

��

j!j
−1Py

δP //

λ

��

Py //

µ

��

s

zz

0 //

��

. . .

(Ĩu[1])• : . . . // 0 // Iu δI
// i∗i
−1Iu // 0 // . . .

onde, (λ, µ) ∼ (λ′, µ′) ⇔ (λ, µ) − (λ′, µ′) ∼ (0, 0) ⇔ (λ − λ′, µ − µ′) ∼ (0, 0) ⇔
λ− λ = s ◦ δP e µ− µ′ = δI ◦ s ⇔

(λ− λ′)x =

{
1, se x ∈ U ∩ Uy ∩ {u};
0, caso contrário.

e (µ− µ′)x =

{
1, se x ∈ Y ∩ Uy ∩ {u};
0, caso contrário.

para qualquer x ∈ X.

Como, o morfismo euy corresponde com o par de morfismos (0, αuy(βuy(euy))) e o

morfismo ẽuy corresponde com o par de morfismos (ηuy(θuy(ẽuy)), 0), onde

(αuy(βuy(euy)))x =

{
1, se x ∈ U ∩ Uy ∩ {u};
0, caso contrário.

e (ηuy(θuy(ẽuy)))x =

{
1, se x ∈ Y ∩ Uy ∩ {u};
0, caso contrário.

para qualquer x ∈ X.

Então, segue que (0, αuy(βuy(euy))) ∼ (ηuy(θuy(ẽuy)), 0) e, consequentemente,

euy ∼ ẽuy. Em diante, vamos considerar euy como sendo o representante dessa

classe de homotopia.

Por outro lado, se y ≤ y′ em Y , temos que o seguinte diagrama comuta:

HomDb(X)(P̃y, Ĩu[1])
βuy //

(eyy′ )
∗

��

HomDb(X)(P̃y, i∗i
−1Iu)

(eyy′ )
∗

��

HomDb(X)(P̃y′ , Ĩu[1])
βuy′

// HomDb(X)(P̃y′ , i∗i
−1Iu)
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então, temos que βuy′(euyeyy′) = (βuy(euy))eyy′ , onde

(βuy′(euyeyy′))x = (βuy(euy))x(eyy′)x =

{
1, se x ∈ Y ∩ Uy ∩ Uy′ ∩ {u};
0, caso contrário.

=

{
1, se x ∈ U ∩ Uy′ ∩ {u};
0, caso contrário.

para qualquer x ∈ X.

Logo, se y′ < u, existe um único euy′ ∈ HomDb(X)(P̃y′ , Ĩu[1]) tal que

βuy′(euy′)x =

{
1, se x ∈ U ∩ Uy′ ∩ {u};
0, caso contrário.

portanto, da unicidade segue que euyeyy′ = euy′ .

Analogamente, se u′ ≤ u em U , temos que o seguinte diagrama comuta:

HomDb(X)(P̃y, Ĩu[1])
θuy //

(euu′ )∗
��

HomDb(X)(j!j
−1Py, Ĩu)

(eyy′ )∗
��

HomDb(X)(P̃y, Ĩu′ [1])
θu′y

// HomDb(X)(j!j
−1Py, Ĩu′)

então, temos que θu′y(eu′ueuy) = eu′u(θuy(euy)), onde

(θu′y(eu′ueuy))x = (eu′u)x(θuy(euy))x =

{
1, se x ∈ U ∩ Uy ∩ {u} ∩ {u′};
0, caso contrário.

=

{
1, se x ∈ U ∩ Uy ∩ {u′};
0, caso contrário.

para qualquer x ∈ X.

Logo, se y < u′, existe um único eu′y ∈ HomDb(X)(P̃y, Ĩu′ [1]) tal que

θu′y(eu′y)x =

{
1, se x ∈ U ∩ Uy ∩ {u′};
0, caso contrário.
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portanto, da unicidade segue que eu′ueuy = eu′y.

Finalmente, como AY = EndDb(X)(TY ), onde TY = (
⊕

y∈Y P̃y) ∪ (
⊕

u∈U Ĩu)[1].

Por (3.11), (3.12), (3.13) e por HomDb(X)(P̃y, Ĩu[1]) = HomX(Py, i∗i
−1Iu[1]) =

(i∗i
−1Iu)y = (Iu)y segue, diretamente, que os elementos acima constrúıdos formam

uma k−base de AY . Isto é, a álgebra AY tem como uma k-base o conjunto

{eyy′ : y ≤ y′ em Y } ∪ {eu′u : u′ ≤ u em U} ∪ {euy : y < u, com y ∈ Y e u ∈ U}.

�

Exemplo 3.12.

1. Seja X o poset

x1

��
x2

!!}}
x3 x4

A partir da Proposição anterior obtemos as seguintes álgebras de endomorfismos

AY derivadamente equivalentes à álgebra de incidência do poset X sobre k:

• Considere o subconjunto fechado Y = {x1} e o seu complemento U = Ux2.

Então, temos que a base da álgebra de endomorfismo AY é o conjunto:

{ex1x1} ∪ {ex2x2 , ex2x3 , ex2x4 , ex3x3 , ex4x4} ∪ {ex2x1 , ex3x1 , ex4x1}

Logo, a álgebra AY é a álgebra de caminhos sobre o quiver com relações dado por:

2

����
3

��

4

��
1

onde o vértice i corresponde ao indecompońıvel exixi, para cada i ∈ {1, 2, 3, 4},
e a linha pontilhada indica uma relação comutativa, isto é, indica que o pro-

duto ex2x3ex3x1 coincide com o produto ex2x4ex4x1. De fato, como x1 < x2, então

ex2x3ex3x1 = ex2x4ex4x1 = ex2x1.

• Considere o subconjunto fechado Y = {x2} e o seu complemento U = Ux3
⋃
Ux4.
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Então, temos que a base da álgebra de endomorfismo AY é o conjunto:

{ex1x1 , ex1x2 , ex2x2} ∪ {ex3x3 , ex4x4} ∪ {ex3x1 , ex3x2 , ex4x1 , ex4x2}

Logo, a álgebra AY é a álgebra de caminhos sobre o quiver dado por:

3

��

4

��
1

��
2

• Considere o subconjunto fechado Y = {x3} e o seu complemento U = Ux4.

Então, temos que a base da álgebra de endomorfismo AY é o conjunto:

{ex1x1 , ex1x2 , ex1x3 , ex2x2 , ex2x3 , ex3x3} ∪ {ex4x4} ∪ {ex4x1 , ex4x2}

Logo, a álgebra AY é a álgebra de caminhos sobre o quiver com relações dado por:

4 // 1 // 2 // 3

onde a linha pontilhada indica uma relação nula, isto é, indica que o produto

ex4x1ex1x2ex2x3 é nulo, pois x3 ≮ x4.

• Considere o subconjunto fechado Y = {x4} e o seu complemento U = Ux3.

Então, temos que a base da álgebra de endomorfismo AY é o conjunto:

{ex1x1 , ex1x2 , ex1x4 , ex2x2 , ex2x4 , ex4x4} ∪ {ex3x3} ∪ {ex3x1 , ex3x2}

Logo, a álgebra AY é a álgebra de caminhos sobre o quiver com relações dado por:

3 // 1 // 2 // 4

onde a linha pontilhada indica uma relação nula, isto é, indica que o produto

ex3x1ex1x2ex2x4 é nulo, pois x3 ≮ x4.
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2. Seja X o poset

x1

!!}}

x2

}}
x3

!!

x4

}}
x5

A partir da Proposição anterior obtemos as seguintes álgebras de endomorfismos

AY derivadamente equivalentes à álgebra de incidência do poset X sobre k:

• Considere o subconjunto fechado Y = {x1} e o seu complemento U = Ux2
⋃
Ux3.

Então, temos que a base da álgebra de endomorfismo AY é o conjunto:

{ex1x1} ∪ {ex2x2 , ex2x4 , ex2x5 , ex3x3 , ex3x5 , ex4x4 , ex4x5 , ex5x5} ∪ {ex3x1 , ex4x1 , ex5x1}

Logo, a álgebra AY é a álgebra de caminhos sobre o quiver com relações dado por:

2

��
3

��

4

��
5

��
1

onde a linha pontilhada indica uma relação nula, isto é, indica que o produto

ex2x4ex4x5ex5x1 é nulo, pois x1 ≮ x2.

• Considere o subconjunto fechado Y = {x2} e o seu complemento U = Ux1.

Então, temos que a base da álgebra de endomorfismo AY é o conjunto:

{ex2x2} ∪ {ex1x1 , ex1x3 , ex1x4 , ex1x5 , ex3x3 , ex3x5 , ex4x4 , ex4x5 , ex5x5} ∪ {ex4x2 , ex5x2}



3.4. Álgebras de endomorfismos AY 103

Logo, a álgebra AY é a álgebra de caminhos sobre o quiver com relações dado por:

1

����
3

��

4

��
5

��
2

onde as linhas pontilhadas indicam uma relação comutativa e uma relação nula,

isto é, indicam que o produto ex1x3ex3x5 coincide com o produto ex1x4ex4x5 e que o

produto ex3x5ex5x2 é nulo, respectivamente. De fato, ex1x3ex3x5 = ex1x4ex4x5 = ex1x5

e ex3x5ex5x2 = 0, pois x2 ≮ x3.

• Considere o subconjunto fechado Y = {x3} e o seu complemento U = Ux2.

Então, temos que a base da álgebra de endomorfismo AY é o conjunto:

{ex1x1 , ex1x3 , ex3x3} ∪ {ex2x2 , ex2x4 , ex2x5 , ex4x4 , ex4x5 , ex5x5} ∪ {ex4x1 , ex5x1}

Logo, a álgebra AY é a álgebra de caminhos sobre o quiver com relações dado por:

2 // 4 // 5 // 1 // 3

onde a linha pontilhada indica uma relação nula, isto é, indica que o produto

ex2x4ex4x5ex5x1 é nulo, pois x1 ≮ x2.

• Considere o subconjunto fechado Y = {x4} e o seu complemento U = Ux3.

Então, temos que a base da álgebra de endomorfismo AY é o conjunto:

{ex1x1 , ex1x4 , ex2x2 , ex2x4 , ex4x4} ∪ {ex3x3 , ex3x5 , ex5x5} ∪ {ex3x1 , ex5x1 , ex5x2 , ex5x4}
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Logo, a álgebra AY é a álgebra de caminhos sobre o quiver com relações dado por:

3

��
5

����
1

��

2

��
4

onde as linhas pontilhadas indicam uma relação comutativa e uma relação nula,

isto é, indicam que o produto ex5x1ex1x4 coincide com o produto ex5x2ex2x4 e que o

produto ex3x5ex5x2 é nulo, respectivamente. De fato, ex5x1ex1x4 = ex5x2ex2x4 = ex5x4

e ex3x5ex5x2 = 0, pois x2 ≮ x3.

• Considere o subconjunto fechado Y = {x1}
⋃
{x2} e o seu complemento

U = Ux3
⋃
Ux4. Então, temos que a base da álgebra de endomorfismo AY é o

conjunto:

{ex1x1 , ex2x2} ∪ {ex3x3 , ex3x5 , ex4x4 , ex4x5 , ex5x5} ∪ {ex3x1 , ex4x1 , ex4x2 , ex5x1 , ex5x2}

Logo, a álgebra AY é a álgebra de caminhos sobre o quiver com relações dado por:

3

��

4

��
5

����
2 1

onde a linha pontilhada indica uma relação nula, isto é, indica que o produto

ex3x5ex5x2 é nulo, pois x2 ≮ x3.

• Considere o subconjunto fechado Y = {x2}
⋃
{x3} e o seu complemento

U = Ux4. Então, temos que a base da álgebra de endomorfismo AY é o conjunto:

{ex1x1 , ex1x3 , ex2x2 , ex3x3} ∪ {ex4x4 , ex4x5 , ex5x5} ∪ {ex4x1 , ex4x2 , ex5x1 , ex5x2 , ex5x3}
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Logo, a álgebra AY é a álgebra de caminhos sobre o quiver com relações dado por:

4

��
5

����
2 1

��
3

onde a linha pontilhada indica uma relação nula, isto é, indica que o produto

ex4x5ex5x1ex1x3 é nulo, pois x3 ≮ x4.

• Considere o subconjunto fechado Y = {x3}
⋃
{x4} e o seu complemento

U = Ux5. Então, temos que a base da álgebra de endomorfismo AY é o conjunto:

{ex1x1 , ex1x3 , ex1x4 , ex2x2 , ex2x4 , ex3x3 , ex4x4} ∪ {ex5x5} ∪ {ex5x1 , ex5x2 , ex5x3 , ex5x4}

Logo, a álgebra AY é a álgebra de caminhos sobre o quiver com relações dado por:

5

����
1

����

2

��
3 4

onde a linha pontilhada indica uma relação comutativa, isto é, indica que o pro-

duto ex5x1ex1x4 coincide com o produto ex5x2ex2x4. De fato, ex5x1ex1x4 = ex5x2ex2x4 =

ex5x4.

Lema 3.13. Seja X ′ = Y ∪ U . Para quaisquer u, u′ ∈ U e y, y′ ∈ Y , definimos

a relação binária ≤′ sobre X ′ por:

u′ ≤′ u⇔ u′ ≤ u, y ≤′ y′ ⇔ y ≤ y′ e u <′ y ⇔ y < u

Então, temos que:

1. ≤′ é um ordem parcial se, e somente se, y ≤ y′ em Y , u′ ≤ u em U e y < u

⇒ y′ < u′.
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2. Se ≤′ é um ordem parcial, então a álgebra de endomorfismo AY é isomorfa

à álgebra de incidência do poset (X ′,≤′), isto é, AY ∼= kX ′.

Demonstração:

1. ⇒) Sejam (X ′,≤′) um poset, y, y′ ∈ Y e u, u′ ∈ U tais que y ≤ y′ em Y ,

u′ ≤ u em U e y < u em X. Então, por definição, temos que y ≤′ y′ em Y ,

u′ ≤′ u em U e u <′ y em X ′, isto é, u′ ≤′ u <′ y ≤′ y′ em X ′ e assim, pela

transitividade, obtemos que u′ <′ y′ em X ′. Logo, y′ < u′ em X.

⇐) Pela definição da relação≤′, a reflexividade e antissimetria de≤′ seguem

diretamente do fato de que (X,≤) é um poset, ou seja, do fato de que ≤
é reflexiva e antissimétrica, basta então verificar que ≤′ é transitiva. Para

isto, considere os seguintes casos:

• Se y ≤′ y′ ≤′ y′′ em Y e u′′ ≤′ u′ ≤′ u em U , então, pela definição da

relação ≤′ e por (X,≤) ser um poset, segue diretamente que y ≤′ y′′ em Y

e u′′ ≤′ u em U , respectivamente.

• Se u <′ y em X ′ e y ≤′ y′ em Y , então y < u em X e y ≤ y′ em Y , assim,

por hipótese, segue que y′ < u em X. Logo, u <′ y′ em X ′.

• Se u′ ≤′ u em U e u <′ y em X ′, então u′ ≤ u em U e y < u em X, assim,

por hipótese, segue que y < u′ em X. Logo, u′ <′ y em X ′.

Dáı, obtemos que ≤′ é transitiva e consequentemente ≤′ é um ordem parcial.

Portanto, (X ′,≤′) é um poset.

2. Sejam (X ′,≤′) um poset e k um corpo. A álgebra de incidência kX ′, de X ′

sobre k, tem como base o conjunto:

{eyy′ : y ≤′ y′ em Y } ∪ {eu′u : u′ ≤′ u em U} ∪ {euy : u <′ y, y ∈ Y e u ∈ U}
o qual, por definição da relação ≤′, é igual ao conjunto:

{eyy′ : y ≤ y′ em Y } ∪ {eu′u : u′ ≤ u em U} ∪ {euy : y < u, y ∈ Y e u ∈ U}

Com multiplicação dada por:

• eyy′ey′y′′ = eyy′′ , para todo y ≤′ y′ ≤′ y′′ em Y , isto é, para todo y ≤ y′ ≤
y′′ em Y .

• eu′′u′eu′u = eu′′u, para todo u′′ ≤′ u′ ≤′ u em U , isto é, para todo u′′ ≤
u′ ≤ u em U .

• euyeyy′ = euy′ , sempre que u <′ y em X ′ e y ≤′ y′ em Y , por (X ′,≤′) ser

um poset, isto é, sempre que u <′ y′ em X ′. Dáı, por definição da relação

≤′, temos que euyeyy′ = euy′ sempre que y′ < u em X.
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• eu′ueuy = eu′y, sempre que u′ ≤′ u em U e u <′ y em X ′, por (X ′,≤′) ser

um poset, isto é, sempre que u′ <′ y em X ′. Dáı, por definição da relação

≤′, temos que eu′ueuy = eu′y sempre que y < u′ em X.

Qualquer outro produto é nulo. Assim, obtemos que a álgebra de incidência

kX ′ coincide com a álgebra de endomorfismo AY , isto é, AY ∼= kX ′.

�

Observação 3.14. Dados X um poset, Y ⊆ X um subconjunto fechado e

U = X\Y o seu complemento. Considere X ′ = Y ∪ U e a relação ≤′ como

definida acima, pelo Lema anterior e o Corolário 3.10, se (X ′,≤′) é um poset,

então X é derivadamente equivalente a X ′.

Exemplo 3.15.

Note que, as álgebras de endomorfismos AY do Exemplo 3.12.1. dadas por:

2

����
3

��

4

��
1

3

��

4

��
1

��
2

são isomorfas às álgebras de incidências kX ′ e kX ′′, onde X ′ e X ′′ são os posets

acima ilustrados, respectivamente.

Portanto, as álgebras de incidências dos posets X ′, X ′′ e do poset X do Exemplo

3.12.1. são derivadamente equivalentes.

Porém, as álgebras de endomorfismos do Exemplo 3.12.1. dadas por:

4 // 1 // 2 // 3 3 // 1 // 2 // 4

não são álgebras de incidências de posets, pois x2 ≤ x3 e x2 < x4 mas x3 ≮ x4 e,

x1 ≤ x4 e x1 < x3 mas x3 ≮ x4, respectivamente.
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[14] K. Yanagawa. Sheaves on finite posets and modules over normal semigroup
rings. (1999). J. Pure Appl. Algebra 161 (2001), 341-366.

[15] M. C. Lehner. “All Concepts are Kan Extensions”: Kan Extensions as the
Most Universal of the Universal Constructions. Senior Thesis, http://www.

math.harvard.edu/theses/senior/lehner/lehner.pdf (2014).

[16] M. Ribeiro. Teorema de Morita para categoria derivada. Dissertação (mes-
trado), http://locus.ufv.br/handle/123456789/4923 (2013).

[17] O. Kerner. Projective Covers and Injective Hulls in Abelian Length Catego-
ries. Rings, Modules, Algebras and Abelian Groups 236 (2004), 349-352.

[18] P. Etingof, S. Gelaki, D. Nikshych, and V. Ostrik. Tensor Categories. Mathe-
matical Surveys and Monographs 205, Amer. Math. Soc. (2015).

[19] R. E. Stong. Finite topological spaces. Trans. Amer. Math. Soc. 123 (1966),
325– 340.

[20] S. Ladkani. On derived equivalences of categories of sheaves over finite posets.
J. Pure Appl. Algebra 212 (2008), 435-451.

[21] The Stacks project. Chapter 006A Notes, https://stacks.math.columbia.
edu/tag/006A (2019).

[22] W. T. Spears. Global dimension in categories of diagrams. J. Algebra 22
(1972), 219–222.

http://www.math.harvard.edu/theses/senior/lehner/lehner.pdf
http://www.math.harvard.edu/theses/senior/lehner/lehner.pdf
http://locus.ufv.br/handle/123456789/4923
https://stacks.math.columbia.edu/tag/006A
https://stacks.math.columbia.edu/tag/006A
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