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Resumo

Neste trabalho realizamos dois experimentos para observar a fase topolégica fracionaria
em sistemas de dois qudits foténicos. O grau de liberdade em que os qudits sdo codi-
ficados é a posigao transversal de pares de fotons gerados pela conversao paramétrica
descendente espontanea apds serem transmitidos por fendas multiplas. Os f6tons neste
fenémeno sao quanticamente correlacionados em momento e energia. Inicialmente re-
visamos a teoria sobre a origem das fases adquiridas pelos estados quanticos de um e
de dois qubits ao evoluir, onde identificamos as fases dindmica, geométrica e topologica.
Examinamos em seguida a generalizacao da fase topologica para dois qudits, e discutimos
a sua relacdo com o conceito de conexidade de um espago. Mostramos entdo uma forma
de medir a fase topoldgica, considerando que ela deve aparecer como uma fase relativa
entre dois estados quanticos que interferem. Realizamos a medigdo construindo um in-
terferémetro Optico com um modulador espacial de luz inserido nele para implementar
as operagoOes unitarias necessarias. A polarizacao é utilizada como um grau de liberdade
auxiliar para que as operagdes atuem de forma condicional. Os resultados se mostram
proximos as previsoes teodricas, demonstrando a dependéncia da fase com a dimensao do
espaco de Hilbert do estado. Em uma segunda montagem medimos a fase topolégica
fracionaria para qudits sem utilizar um interferémetro longitudinal. Uma nova fonte de
pares de fétons emaranhados em polarizagao é utilizada nesta nova montagem. O ema-
ranhamento no grau de liberdade auxiliar, polarizagao, é utilizado como um recurso para
eliminar o interferémetro, propiciando uma melhora significativa na visibilidade das cur-
vas de interferéncia medidas, e um grande aumento na relagao sinal/ruido. Nesta nova
montagem, fomos capazes de realizar operacoes unitirias em ambas as partes do sistema

de dois qudits.



Abstract

In this work we performed two experiments to observe the fractional topological phases in
two qudits photonic systems. The qudits are encoded in the transverse position degree of
freedom of photon pairs generated by the spontaneous parametric down conversion after
being transmitted through multiple slits. The photons in this phenomenon are quantum
correlated in momentum and energy. Initially we review the theory about the origin of
the phases acquired by the evolving quantum states of one and two qubits, where we
identify the dynamic, the geometric and the topological phases. Then we examine the
generalization of topological phases for two qudits, and discuss its relation with the con-
cept of connectedness of a space. Next we show a way to measure the topological phase,
considering that it must appear as a relative phase between two interfering quantum sta-
tes. To realize the measurement we build an optical interferometer with a spatial light
modulator inside it to implement the necessary unitary operations. The polarization is
used as an auxiliary degree of freedom for the operations to act conditionally. The results
are close to the theoretical predictions, showing the dependence of the phase with the
Hilbert space dimension of the state. In a second setup we measure the topological phase
for qudits without using a longitudinal interferometer. A new source of polarization en-
tangled photon pairs is used in this new setup. The entanglement in the auxiliary degree
of freedom, polarization, is used as a resource to eliminate the interferometer, propitia-
ting a significant improvement in the visibility of the measured interference curves, and
a large increase in the signal to noise ratio. In this new setup, we are also capable of

realize the unitary operations in both parts of the two qubit system.
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Capitulo 1

Introducao

Historicamente, o caminho até a Fase Topoldgica Fracionaria (FTF) comeca com a cha-
mada Fase Geométrica (FG). Esta foi introduzida em 1956 por S. Pancharatnam|1] em
um trabalho sobre transformacoes na polarizacdo da luz em 6ptica cléssica. Seu surgi-
mento no contexto da mecéanica quéntica se deu com o Fisico M. V. Berry[2] em 1984.
Berry investigava a evolucao de um estado quéntico sob a acao de um Hamiltoniano
dependente do tempo, sendo que em seu desenvolvimento ele considerou que a depen-
déncia temporal do Hamiltoniano e de seus autoestados se dava através de um conjunto
de parametros modificados segundo as condigoes da chamada aproximagao adiabéatica.
Berry percebeu que neste caso, além da fase relacionada a evolugdo unitaria associada
ao Hamiltoniano, referida como fase dindmica, o estado adquire também uma outra fase
relacionada ao caminho definido no espago de pardmetros a medida em que eles sdo
modificados, referida como fase geométrica. Posteriormente em 1987, Y. Aharanov e
J. Anandan|3| chegaram em uma expressao chave para a FG sem precisar considerar a
parametrizacao e a aproximacdo adiabatica, generalizando-a para uma evolucao tempo-
ral qualquer. A interpretacao geométrica é entdo transferida do espaco de parametros
para o chamado espaco de Hilbert projetivo. De forma nao rigorosa, podemos dizer que
o espaco de Hilbert projetivo é uma “compactacao” do espago de Hilbert que descreve
o sistema quéntico. Todos os vetores de estado no espago de Hilbert que diferem pela
multiplicacao de um nimero complexo sdao levados no mesmo ponto do espago de Hilbert
projetivo, indicando que eles representam o mesmo estado fisico. Portanto, dado que
combinacgoes convexas nao sao tomadas, cada ponto do espaco de Hilbert projetivo ira
representar um estado puro. Para o espaco de Hilbert de dimensao 2 por exemplo, o

espaco de Hilbert projetivo é mapeado na chamada esfera de Bloch!. Portanto, quando

No caso de um sistema 6ptico, quando é utilizado o grau de liberdade de polarizacio, temos a esfera
de Poincaré.

11



Capitulo 1. Introducdo 12

um qubit? evolui, ele percorre um certo caminho na esfera de Bloch, e agora é a este

caminho ao qual a FG se relaciona.

Na mesma época surgiram trabalhos experimentais sobre a observagao da FG[4-6], onde
j& se pode notar o uso do termo fase topolégica. Porém devemos deixar claro que o
emprego do termo foi feito em um sentido diferente. Nestas referéncias “topologica” se
refere & caracteristica da FG de depender somente do caminho percorrido pelo estado
no espaco de Hilbert projetivo, mesmo que a transformacao tenha sido promovida por
dinamicas diferentes. J4 no caso da FTF, como veremos no capitulo 2, “topologica” se
relaciona ao conceito de conexidade de um espago. Em 1991, Kwiat e Chiao|7] comeca-
ram a explorar estados bipartidos para observar a FG utilizando um sistema foténico e
interferometria de dois fétons, garantindo assim que a FG se manifesta em um sistema
optico em nivel quantico. Em seguida Brendel et. al.[8] e Shih e Strekalov[9] utilizaram
sistemas semelhantes em seus trabalhos, demonstrando que a fase adquirida pelo sistema
global depende da polarizagao inicial de cada foton (o sistema estava codificado neste
grau de liberdade) e que ela pode ser obtida aplicando-se localmente etapas diferentes
da transformacao em cada féton. Contudo, a idéia destas referéncias ainda consistia em
observar a FG adquirida através do caminho percorrido por uma das partes do sistema

global no espago de Hilbert projetivo correspondente aquela parte.

Somente em 2000, a primeira evidéncia mais clara da FTF aparece em dois trabalhos,
um de Sjoqvist[10] e um de Sjoqvist e Hessmo[l1], que investigavam a influéncia do
emaranhamento na FG. Eles demonstram que para um estado maximamente emaranhado
(MES) de dois qubits, a FG s6 pode ser igual a 0 ou m. Mais tarde, Milman e Mosseri[12]
demonstraram que estes dois valores possiveis estao relacionados a dois tipos de caminho
que podem ser tragados na chamada bola SO(3)3. LiMing e Tang[13] sintetizam em seu
trabalho a existéncia de uma correspondéncia entre os MES de dois qubits e os pontos
dessa bola. Um dos tipos de caminho evidencia o fato de que o espago SO(3) ¢é dito
ser nao-simplesmente conexo, isto é, ele possui uma topologia nao trivial, o que leva &
fase . Este resultado é reforgado em mais um trabalho de Milman|14|, demonstrando
portanto que em certos casos a FG pode apresentar uma natureza topoldgica. No ano
seguinte, em 2007, dois trabalhos experimentais[15, 16] observaram a FTF para dois
qubits, até que em 2011 Oxman e Khoury[17] a generalizaram para dois qudits. Nesta
referéncia o espaco nao-simplesmente conexo em questdo é o das matrizes SU(d)* que

obedecem a seguinte regra de identificagao: uma nova matriz obtida multiplicando-se a

2Um qubit é a nomenclatura utilizada para um sistema quantico de dois niveis, e qudit para um
sistema quéntico de d niveis.

30 grupo especial ortogonal, denotado por SO(d), é o grupo das matrizes d x d ortogonais e que
possuem determinante igual a 1. Em 3 dimensdes elas descrevem todas as rotacdes de R® em torno da
origem, e por isso é chamado grupo de rotagao, cuja representacao geométrica ¢ a bola SO(3)

40 grupo especial unitéario, denotado por SU(d), é o grupo das matrizes d X d unitarias e que possuem
determinante igual a 1.
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matriz original por um fator de fase que néo altera o determinante é considerada igual
a matriz original. Para o caso de dois qubits (onde d=2) essas matrizes SU(2) de fato

estao relacionadas com a bola SO(3).

A partir daf vérios trabalhos surgiram nessa area, tratando a FTF para multiqubits|18],
propondo experimentos para medi-la em sistemas fotonicos de qudits[19] e multiqubits[20],
generalizando a teoria para dois qudits com dimensdes diferentes|21], e explorando ex-
perimentalmente sua dependéncia com o emaranhamento para dois qubits[22]|. Podemos
perceber que as atencgodes se voltaram para os sistemas multipartidos, uma vez que o
espaco que os descreve pode possuir uma topologia nao trivial, isto é, o espago que des-
creve esse tipo de sistema pode ser nao-simplesmente conexo. Nos casos em que de fato
o sistema é descrito por um espaco nao-simplesmente conexo, a manifestacdo da FTF
pode ser observada. Ela surge portanto como uma consequéncia natural da dinamica
de evolugao dos estados multipartidos, e por isso h& um interesse fundamental em se
investigar a FTF. Além disso, uma vez estabelecida uma ou mais formas de se medi-la,
estudos futuros podem determinar se a F'TF possui potencial de aplicagdo em implemen-
tagoes de portas logicas para computacao quintica, como na porta m/8 por exemplo, que
¢ uma das chamadas portas quénticas universais. Para aplicacoes desse tipo é impor-
tante verificar se a medicdo da FTF é robusta & decoeréncia sofrida pelo sinal utilizado
na obervagao ao ser transmitido por um canal ruidoso. Existem algumas evidéncias|23]
de que isto realmente ocorre, o que abre perspectivas de novos trabalhos experimentais.
H4 ainda uma conjectura (ver conclusido em [19]) sobre se a FTF estaria relacionada a
alguma testemunha de dimensionalidade, dado que seu valor depende das dimensoes das

partes do sistema multipartido, como veremos no capitulo 2.

Uma revisao em 2015 sobre o assunto[24] apontava que nenhuma verificagao experimen-
tal para qudits havia sido feita até aquele momento, mas em 2016 nés do laboratério de
Optica Quantica coordenado pelo professor Sebastido de Padua na Universidade Fede-
ral de Minas Gerais, em colaboracdo com os professores Luis Oxman e Anténio Khoury
da Universidade Federal Fluminense, pudemos medir a FTF|25] para dois qudits maxi-
mamente emaranhados com dimensoes d = 2, 3 e 4. Nesta tese vamos descrever este
trabalho no qual utilizamos também um sistema fotonico e interferometria de dois f6-
tons, porém, noés codificamos o estado no grau de liberdade de caminho dos fétons ao
invés da polarizacdo. Além disso, vamos descrever também um segundo trabalho no qual
obtivemos uma melhora na qualidade dos resultados utilizando uma montagem sem um
interferdmetro longitudinal. A tese estd organizada da seguinte forma: no capitulo 1
serdo mostrados exemplos de como calcular as fases adquiridas por um e por dois qubits
sujeitos a uma certa evolugdo, e como representar geometricamente esses sistemas. Em
seguida vamos derivar a FTF para um sistema de dois qudits, e na tltima secao veremos

uma breve explicacdo do motivo pelo qual se utiliza o termo “topologica” para a fase
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em certas situagdes. No capitulo 2 vamos esquematizar uma forma de se medir a FTF,
e mostraremos algumas simula¢Ges numéricas para o caso dos MES. No capitulo 3 ire-
mos descrever os experimentos realizados e exibir os resultados obtidos. Por fim vamos

apresentar as concluses e apontar perspectivas futuras de novos trabalhos.



Capitulo 2

Fundamentos Teodricos

2.1 Representacao geométrica e fases para um e dois qubits

O objetivo desta secao é tornar mais clara a diferenciacdo entre as fases dinamica, ge-
ométrica e topolégica. Para tanto, iremos repassar os casos descritos nos trabalhos de
Sjoqvist[10] e Milman[14]| que contém exemplos com os sistemas mas simples de uma e
de duas partes, isto é, um qubit e dois qubits. Devemos ter em mente que a fase total

adquirida por um estado ao sofrer uma evolugdo é sempre dada por

vt = arg ($(0) [ (1)) = va + g (2.1)

onde 74 ¢ a fase dinAmica e 7, ¢é a fase geométrica. A fase dindmica tem origem nos

autovalores do Hamiltoniano que determina a evolucdo do estado, e é dada por

=i [t wlo)] 5 ). (2.2

Se utilizarmos a equacao de Schrédinger para substituir a derivada temporal do es-
tado, obtemos v = —3 [ dt ((t)| H(t)[¢(t)). Vemos entdo que a fase dinamica é na
verdade o fator de fase do operador evolucdo que atua no estado, porém com o Hamil-
toniano substituido por seu valor esperado. Como estamos considerando Hamiltonianos
que podem depender do tempo, o estado evoluido é dado por | (t)) = U(t) [¢(0)) onde
U(t) = e~ Jo dHO ¢ operador evolugao generalizado. Para os casos em que o Hamilto-
niano independe do tempo, recuperamos a expressao conhecida para o operador evolucao,
U(t) = e_%tH, e a fase dinamica ¢ dada por vq = —+t (¢(t)| H |1(t)) (é possivel mos-

trar que o valor esperado do Hamiltoniano também nao dependera do tempo, e por isso

15
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a integracdo resulta simplesmente em ¢). Se considerarmos ainda que os autovalores e
autovetores do Hamiltoniano sao conhecidos, H |E,) = E, |E,), e que o estado inicial
pode ser expandido nessa base, [1(0)) = > ay, |Ey), é possivel efetuar os calculos para
obter 74 = —3t Y Ep|an|*.

Ja a fase geométrica depende do caminho realizado pelo estado no espaco de Hilbert
projetivo, e é comumente calculada fazendo-se 4 — 4. No caso de sistemas bipartidos,
a representacao geométrica do espaco de Hilbert projetivo revela a possibilidade do sur-
gimento de um terceiro tipo de fase, que possui uma natureza topolégica. Somos entao
tentados a acrescentar um termo <., na soma de y;, mas a forma como vy, é calculada ja
engloba essa contribuicdo. A seguir veremos alguns exemplos de como essas fases podem

se combinar resultando na fase total.

2.1.1 Representacao geométrica e fases para um qubit

O estado puro mais geral de um qubit pode ser escrito da seguinte forma

[) = cos(6/2)]0) + € sin(/2) 1), (2.3)

cuja representacdo geométrica é feita na esfera de Bloch como mostra a Fig.2.1. Os polos
norte e sul representam respectivamente os estados |0) e |1), de modo que os angulos 0
e ¢ sa0 respectivamente os angulos polar e azimutal em coordenadas esféricas. Devido
a normalizagao do estado a esfera de Bloch possui raio igual a 1, e os pontos antipodais

representam estados ortogonais.

Uma rotacao em torno de um eixo em qualquer direcao desloca o vetor que representa o
estado na esfera de Bloch. Vamos considerar, por exemplo, o efeito de uma rotacdo em
torno do eixo z produzida pelo Hamiltoniano H= hwé /2, onde 6, é a matriz de Pauli
na direcdo z e |0) e |1) sdo autoestados dela com autovalores 1 e -1, respectivamente.

Aplicando-se o operador evolugao o estado se torna

() = e % cos(0/2) [0) + ¥t sin(6/2) |1) . (2.4)

Substituindo (2.3) e (2.4) em (2.1) temos
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2(10) — il1))

1)

FicURA 2.1: Representagdo dos estados puros de um qubit na esfera de Bloch. Ela
possui raio unitério e os pontos antipodais representam estados ortogonais.

s wt

e "2 cos?(0/2) + ei's sin2(9/2)}
Lt (14 cos®) et (1 —cosf) }

— arg {cos(%t) - isin(%t)cosﬁ}. (2.5)

Este é um ntimero complexo da forma A —iB cujo argumento é dado por — arctan(B/A),

portanto

v = — arctan (tan(%t) cos 9) (2.6)

Agora, calculando a derivada temporal de (2.4) e substituindo em (2.2) temos
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Y4 = —i/ —i% cos?(0/2) + z% sin?(0/2)dt
0

1 _ T
_ W +cos€_1 cos / it
2 2 2 0

Portanto, a fase geomeétrica fica

t t
g = — arctan (tan(u;) cos 0> + % cos 0 (2.8)

Temos entao uma, expressao geral para cada tipo de fase como queriamos. Para o caso

de uma rotacdo completa de 27, ou seja, wt = 2w, temos

Y =-—m, 7g=-—-mcosf e 753=—m(l—cosh).

E mais facil checar o calculo de ; usando a eq.(2.5), onde temos arg{—1} = arg{e "} =
—m. Essa é uma situacao que pode causar confusdo por dois motivos. Primeiro que a fase
total é sempre igual a —7 independente de qual é o estado incial, mas sua origem fisica
carrega uma dependéncia com o angulo 0. A fase total pode ser puramente dindmica
(0 = 0 ou § = ), puramente geométrica (¢ = 7/2), ou uma combinacido de ambas que
resulta em —7 (qualquer outro valor de € entre 0 e 7). Em segundo lugar, esse valor é
exatamente igual ao da fase topolégica que surge para dois qubits, porém sua natureza
nada tem a ver com a existéncia de um espaco nao-simplesmente conexo para representar
o estado, ja que a esfera de Bloch possui uma topologia trivial. Nas proximas subsecoes
veremos como a fase topologica surge para um estado de dois qubits devido & topologia
nao trivial da bola SO(3).

2.1.2 Representagao geométrica para dois qubits

De acordo com a decomposigao de Schmidt[26, 27|, o estado puro mais geral de dois

qubits pode ser escrito da seguinte forma
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) =cos(@/2) [}, [¥); + ¢ sinfa/2) [t ) [ut) (2.9)
= cos(a/2) [cos(61/2) |0) + €' sin(6;/2) [1)] [cos(F2/2) |0) + €2 sin(62/2) [1)] +
e sin(ar/2) [sin(61/2) |0) — ™' cos(61/2) [1)] [sin(62/2) |0) — "> cos(62/2) |1)]

onde ’@Z}L> é um estado ortogonal & [¢). Sua representagdo geométrica se torna mais
complicada, mas um bom comeco é olhar para um dos qubits efetuando-se o traco parcial
no subespaco do outro. Dessa forma, obtemos uma matriz densidade que pode ser
representada na bola de Bloch, o que significa que devemos incluir os estados mistos na
descricdo de um dos qubits, estados estes que s@o representados pelos pontos no interior
da esfera de Bloch. No entanto ainda temos uma representacdo insuficiente para o estado
global, uma vez que a mesma matriz densidade pode ser obtida através de um nimero

infinito de estados que possuam o mesmo grau de emaranhamento.

Um resultado obtido por Mosseri e Dandoloff[28] demonstra que o espago onde o resto
da informagao necesséria se encontra é o SO(3). Sua representacdo consiste em uma bola
de raio m que nos dé todas as rotacOes possiveis em um espaco real de trés dimensoes,

como mostra a Fig.2.2.

R(m,z)

FIGUurA 2.2: Representagdo geométrica do espaco SO(3), que consiste em uma bola

de raio m com os pontos antipodais identificados. Cada ponto estd associado a uma

rotagdo em 3 dimensoes cuja direcdo é dada pela reta que liga a origem ao ponto, e o
angulo de giro é dado pela distancia entre eles.
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A direc¢ao da rotagao é dada pela reta que vai da origem a um ponto da bola, enquanto
o angulo da rotacdo é dado pela distancia entre a origem e o ponto. Portanto, pontos
opostos da bola representam as rotagoes de um certo angulo e do negativo deste angulo.
Notamos entdo que um ponto na superficie da bola que representa uma rotacdo de m e o
ponto oposto que representa uma rotacao —m descrevem fisicamente a mesma situacao

e, por isso, dizemos que os pontos antipodais da bola SO(3) sao identificados.

Em seu trabalho Mosseri e Dandollof mostram ainda que o modo como devemos combinar
as bolas de Bloch e a SO(3) para representar o estado global depende da concorréncia|29|
C. Ela esta relacionada com o raio r do vetor que representa o estado reduzido de um
dos qubits na bola de Bloch, além de medir o grau de emaranhamento do estado global.
A concorréncia varia entre 0 e 1, valendo 0 para estados produto e 1 para o MES.
Quando C = 0 temos r = 1, e portanto o estado de uma das partes é puro, sendo
necessario apenas a esfera de Bloch para representa-lo. Nesse caso a bola SO(3) tambeém
se converte em uma esfera de Bloch, culminando na situagéo esperada onde um estado
produto é representado por duas esferas de Bloch, uma para cada qubit. J4 no caso
em que C = 1 temos r = 0, e o estado de uma das partes se reduz ao ponto no centro
da bola de Bloch. Nessa situacao o estado global ¢ completamente descrito pela bola
SO(3), havendo uma correspondéncia entre cada ponto da bola e um estado MES. Isto
esté relacionado ao fato de que todos os estados MES estdao conectados por uma rotagao
local, isto é, aplicada em um dos qubits. Como exemplo podemos ilustrar os estados
de Bell na bola SO(3). Primeiro tomamos o estado de Bell |[¢*) = 1/v/2(|01) + |10))
obtido fazendo-se a = 7/2, B = 01 = ¢2 = 0 e O3 = ¢1 = 7w na eq.(2.9) e o colocamos
na origem (esta escolha pode ser feita arbitrariamente). Em seguida, é possivel mostrar
que uma rotacao local de w nas direcoes x, y e z levam respectivamente aos estados de
Bell [&+) = 1/v/2(J00) + [11)), [37) = 1/v2(00) — [11)) e |¢) = 1/v/2(j01) — |10)), o
que nos fornece pontos na superficie da bola SO(3) como mostra a Fig.2.3. Finalmente,
para os casos intermediarios onde 0 < C < 1, cada ponto da bola de Bloch é associada a
uma bola SO(3). A seguir vamos ver como a origem das fases que aparecem na evolucao

de um estado de dois qubits podem ser melhor compreendidas com esta representacao.

2.1.3 Fases para dois qubits

Vamos considerar evolucoes locais, ou seja, evolugoes onde o operador pode ser escrito
como um produto de operadores que atuam em cada qubit. Analogamente ao caso de
um qubit tomaremos o exemplo onde H= Twn61/2 4 hwa6, 2/2, de modo que o estado

evoluido se torna
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2-(j01) — 10))

2(|00) - |11)) 73(100) — [11))

(101) + [10))

2-(o1) - [10))

F1GURA 2.3: Estados de Bell representados na bola SO(3). Escolhendo-se a origem para

representar o estado |17, os demais estados [®1), |®7) e |[¢)~) sao obtidos fazendo-se

uma rotacao de 7 respectivamente nas direcdes x, y e z, que portanto se localizam em
pontos na superficie da bola SO(3).

) cos(%) cos(%?) + et sin(%) sin(‘921 ) 5111(9 )} |00) +

jw1twa),

5(0) = o

j(w1—wa),

e 2 [cos(

NS N

)COS(02 )ei?? sm(922) e sin((;)sm(a2 )eid? cos(e )} |01) +

(w1 —wo)

ezt [cos( )eit sin(%)COS(aj) BSln(2) e 005(921)51“(9 )] |10) +

i (w1 +wa)

@
2
1522t (& I 01 i 02 i3 el 2! i 02

el 2 [coa( 2) sin(— 5 ) sin(— ) ) +e bln(2) cos(—= 5 ) cos(—= 5 ) |11)

(Wi +wo) s (W) —wo) - (wy—wo ( witwa),

=e 2 legy |00) Fet 2 ? tegr [01) + ¢ T (’10 [10) + 2 leyp [11),
(2.10)

onde ¢;; (i,j = 0,1) é igual aos colchetes que multiplicam os estados |ij) em (2.10).
Substituindo (2.9) e (2.10) em (2.1) temos



Capitulo 2. Fundamentos Tedricos 22

- (w1 twa) (w1 —wo) (w1 —wo) - (w1 twa)
= arg{ i w12w2 t‘000’2 +€72 w12w2 t‘001‘2 —|—el w12w2 t‘610|2 —|—el w12w2 t’611‘2}

(witw), 1
—arg{e " 2z~ ti[l + cos 01 cos By + cos a(cos 01 + cos 02) + sin acos [ sin 6y sin O]+

(witwg) 1 X . .
e 2 tf[l — cos 61 cos B + cos a(cos B — cos b2) — sin « cos [ sin 01 sin o]+

W

(wi—wo), 1 . . .
e 2 ti[l — cos 61 cos by — cos a(cos B — cos fy) — sin avcos [3sin 6 sin O3]+

(witw), 1
il tZ[l + cos 61 cos Oy — cos a(cos b1 + cos f2) + sin v cos B sin 6y sin 92]}

(w1 +wo) (w1 +wg)
—1 t 62 3 t

= ar € —[1 + cos 61 cos O + sin o cos 5 sin 67 sin 02]+
g{ 5

2

2

- (w1 —wo) - (w1 —wo)
—1 5 t 4 ez 5 t

- (w1 +wo) (w1 twg)
—1 5 t 7 3 t

(&

3 [cos a(cos B1 + cos b2)]+

e

5 B [1 — cos 0 cos 0y — sin acos (5 sin 0y sin O]+

e*i«”;@)t B ei(wlng)t 1
5 5 [cos a(cos B1 — cos 03)]

w1 + wa
2
w1 + w2

2

1
t)=[cos a(cos b + cos b2)]+
Wy — W
2

2
t)
w1

1
—wy 1
———=t)—[cos a(cos by — cos 92)]}

1
t)=[1 + cos 01 cos B2 + sin a cos 3 sin Oy sin O] —

= arg { cos( 5

i sin(

cos( [1 — cos B cos by — sin acos 3 sin 0y sin O] —

2
isin( 5 5
wa wq
t — —t
) cos( 5 5

icos a[sin(%t) cos(%t) cos b + cos(%t) sin(%t) cos 92]}

w1

= arg { cos( 5 ) — sin(—t) sin(%t) [cos 61 cos B2 + sin av cos B sin 0 sin O] —

Novamente temos um ntmero complexo da forma A —iB, e para simplificar a expressao

B/ cos(%t) cos(%t)
w w

A/ cos(%-t) cos(Z2 1)

da fase total tomaremos — arctan( ), portanto

e = — arctan < cos aftan(%-t) cos 0 + tan(*2t) cos o] ) (2.11)

1 — tan(“-t) tan(“¢t)[cos 61 cos 2 + sin a cos 3 sin 01 sin O]

Agora, derivando (2.9) e substituindo em (2.2) temos



Capitulo 2. Fundamentos Tedricos 23

.
. W1 + w2 W1 — w2
Vi = —Z/ —i———(leool” = len1[*) = i=—(leon | = |eao|*)dt
0
T 1 —wal
= —i/ —imf cos a(cos 61 + cos b)) — iuf cos a(cos 1 — cos O2)dt
. 2 2 2 2
T
= —cos oz(ﬂ cos 0 + Y2 cos 92)/ dt
2 2 0
= —COS a(%tcos 01 + %tcos 02) (2.12)
A fase geométrica desta vez fica entdo
- . cos aftan(%-t) cos 01 + tan(*t) cos 6]
A tan(g-t) tan (52 t)[cos 61 cos O3 + sin a cos B sin 61 sin 6]
cos a(%t cos 0y + %t cos by) (2.13)

Mais uma vez chegamos a uma expressao geral para cada tipo de fase, como desejavamos.
Atentando para a eq.(2.9), vemos que o parametro « determina o grau de emaranhamento
do estado, sendo que para a = 0 ou a = 7 temos um estado produto e para a = 7/2
temos um MES. Para o primeiro caso, utilizando a relagdo arctan[(z + y)/(1 — zy)] =

arctan x + arctan y, temos

Ye =Yl V2 Yd=Yd1TVd2 € Vg = Vg1t Vg2

onde Vi, Vdi € Vgi (1 = 1,2) sao da mesma forma obtida nas eqgs.(2.6), (2.7) e (2.8),
respectivamente. Isso era de se esperar, ja que o estado produto é representado por duas
esferas de Bloch independentes. J4 para o MES temos que a fase dinamica desaparece, e
trés situacdes diferentes podem ocorrer para a fase total. E mais facil compreender isso
analisando o produto escalar (1(0) | (7)) do qual extraimos o argumento para calculé-
la. Quando a = 7/2, ele se torna um namero real, de modo que seu argumento ira

depender do valor assumido da seguinte forma:

5.
o
D
=
2.
o
o]
n
D

<

—~

=

<

—~
3

=

I

Essa descontinuidade na fase estd diretamente ligada ao fato de que o MES é repre-

sentado pela bola SO(3), que é um espago ndo-simplesmente conexo, como veremos na
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secdo 2.3. As fases 0 e m advém de duas classes de caminhos diferentes que podem
ser tragados em uma evolucdo. Essa diferenca entre as classes pode ser vista geome-
tricamente através da representagdo na bola SO(3). Como exemplo vamos considerar
novamente o MES 1/4/2(]01) + |10)) posicionado na origem. Uma rotacio de 7 no es-
tado em qualquer dire¢do nos leva até um ponto da borda, digamos ao polo norte se
fizermos wit = —wst = 7/2 no nosso exemplo em que a rotagdo estd na diregdo z, e o
estado se torna 1/4/2(—i|01) + i |10)). Para retornar a origem podemos desfazer a ro-
tacdo aplicando uma nova rotacao na diregdo contraria, ou seja, fazemos wit = —wst =
—m/2 para a nova aplicacdo dos operadores no estado, de modo que terminamos com
1/v/2(i(—i) [01) +(—4)i |10)) = 1/+/2(]01)4]10)). No entanto temos outra opcao para re-
tornar a origem se lembrarmos que o estado pode “reaparecer” no polo oposto da bola uma
vez que estes pontos sao identificados. Basta entdao aplicar uma nova rotacao na mesma
dire¢do, ao que terminamos com 1/v/2((—4)(—i) [01) 4 (3)(i) [10)) = —1/4/2(|01) +[10)).

Os dois caminhos sdo mostrados na Fig.2.4, e é aqui onde podemos perceber que a fase
geométrica é na verdade uma fase topolégica para o MES. Se o estado evoluido atravessa
a borda um nimero impar de vezes, uma fase 7 surge, definindo uma classe de caminho.
Se a borda é atravessada um nimero par de vezes, temos a outra classe. Sendo asism, a
paridade do ntimero de vezes que o estado evoluido atravessa a borda é responsével pela
diferenca topologica entre os caminhos e a fase acumulada. O sinal negativo que aparece
para o segundo caminho, isto é, uma fase 7, se deve unicamente & uma propriedade do
espago SO(3), a de possuir uma dupla conexidade (voltaremos a este conceito na se¢do
2.3). Portanto, a tinica contribui¢do que aparece para a fase total é de origem topologica.
Em [14] é mostrado ainda que o mesmo ocorre para um estado parcialmente emaranhado,

o que completa a discussao para dois qubits.

a) B

BI

FIGURA 2.4: Dois caminhos possiveis pertencentes a duas classes diferentes em SO(3).

A sequéncia a) A — B — A ndo atravessa a bordad a bola SO(3) onde estdo re-

presentados os estados ortogonais ao inicial, e nenhuma fase aparece. A sequéncia b)
A — B’ — A atravessa a borda, levando ao acamulo de uma fase .
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Efetuaremos agora um célculo onde vamos derivar a FTF para um estado de dois qudits,
isto é, vamos obter a FTF para dimensoes maiores. Faremos isso utilizando uma nota-
¢ao matricial para escrever o estado e a evolucdo, além de uma ferramenta matemética

chamada decomposicao polar de matrizes.

2.2 Calculo da FTF para dois qudits

d

Vamos considerar o estado puro mais geral de dois qudits [¢)) = me:l

Qmn M, M), €
vamos organizar seus coeficientes oy, em uma matriz o dxd como fizemos em [19]. Com
esta notacdo a norma ao quadrado do vetor de estado ¢ (¢ | ¢) = Tr[afa] = 1, e 0
produto escalar de dois estados ¢ (¢ | 1) = Tr[8%a], onde 8 é a matriz dxd contendo os
coeficientes do estado |¢). Utilizaremos agora o fato de que qualquer matriz admite a

chamada decomposicao polar, e escrevemos o estado em ¢ = 0 como

onde U ¢ uma matriz unitaria e @ é uma matriz hermitiana positiva-semidefinida'.
Utilizaremos também o fato de que qualquer matriz unitaria pode ser escrita como U =
V/detUS onde S € SU(d); podemos provar isso mostrando que a matriz S = U/m
¢ unitéaria e possui determinante igual a 1, sendo portanto um elemento do grupo SU(d).

Para mostrar que S é unitaria temos

U o\! U \f
<\/d detU> B <\d/detU>
Ut
VdetUU ' = ————
(VdetU)*
|VdetUPU™! = UT,

o que 86 ¢ verdade se |V/detU|?> = 1 uma vez que U~! = UT. Mas como |detU]| = 1,
podemos escrever tanto detU quanto v/detU como um fator de fase e, e de fato a

igualdade é verdadeira. Para mostrar que detS = 1 temos

det( U )_ detU 1
VdetU) — (VdetU)?

'Uma matriz é dita positiva-definida quando todos os seus autovalores sio positivos, e positiva-
semidefinida quando todos os seus autovalores sao positivos ou iguais a zero.




Capitulo 2. Fundamentos Tedricos 26

Portanto, o estado inicial fica

a(0) = ¢(95(0)Q(0). (2.15)

Sob operagoes unitarias locais U e V; (os indices s e ¢ identificando cada qudit), a matriz

de coeficientes é transformada de acordo com

a(t) = Us()a(0) Vi (1), (2.16)

onde ViT é a transposta de V;, sendo que a decomposicdo polar é preservada. Podemos

ver isso escrevendo

at) = D S1)Q(t) (2.17)

e substituindo (2.15) e (2.17) em (2.16), o que fornece

eMS(1H)Q(t) = Us(t)e 0 S(0)Q(0)V; (1)
= (0 {/detU, (t)detV; (t) U, (£)S(0)Q(0)V;
= ) {/detU, (£)det Vi (£)Us (£) S (0) U () UL () Q(0) Vi (¢)

—
—~
~
N~—

onde U(t) e Vi(t) sdo as partes SU(d) das operacdes unitarias locais, bastando en-
tio fazer as identificagdes ei() = ¢'?(0) ¢/detUs(t)detVi(t), S(t) = U_S(t)S(O)UST(t), e

Q(t) = Us(t)Q(O)ViT(t). Dessa forma enxergamos a evoluc¢do separada em trés setores

da decomposicao polar: uma transformacao fechada no espaco dos niimeros complexos
#(0) — ¢(t), uma transformacao fechada no espago das matrizes hermitianas positivas-
semidefinidas Q(0) — Q(t), e uma transformagao fechada em SU(d) S(0) — S(t). Como
as raizes de um numero complexo possuem miltiplos valores, é preciso ter cuidado para
se definir as quantidades acima. Para operagbes unitarias variando no tempo, podemos
supor que qualquer uma das raizes possiveis é tomada como o tempo inicial e os valores
subsequentes devem formar uma evolugao continua como uma funcdo do tempo, assim

¢(t) &€ uma fungao suave, diferenciavel em toda parte.

Podemos entao escrever a projecao a”(t) do estado evoluido sobre o estado inicial e
utilizar a decomposi¢do polar para investigar as contribuicoes vindas de cada setor da
matriz de coeficientes para a fase total. Na notagdo de Dirac temos que essa projecao é

dada por
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‘¢"(t)> = ([9(0)) (W (O)) [9(8)) = (£(0) | %(2)) [+(0)) ,

e retornando & notagao matricial temos

all(t) = Tr[af (0)a()]a(0).

Mas Tr[af(0)a(t)] é um namero complexo da forma ve™ com v = |Tr[af(0)a(t)]] e

v = arg{Tr[a!(0)a(t)]}, e portanto temos

all(t) = vea(0),

Utilizando a eq.(2.15) e fazendo v = A¢ + s + 74 obtemos

all(t) = v (ei(A¢+¢<0>)) (€75(0)) (7Q(0)) ,

onde A¢ é uma contribuicao para a fase total vinda do setor dos niimeros complexos, e
Vs € 7Yq 530 possiveis contribui¢oes vindas dos setores Hermitiano e SU(d). Verificando a

hermiticidade do termo €”2Q(0) temos

e11Q(0) = e~ Q1 (0),

mas Q(0) = Q7(0), e a igualdade s6 se mantém se 7, = 2k7 (k = 0,1,...). Podemos nos
restringir ao intervalo entre 0 e 27 sem perder generalidade, de modo que basta considerar
k =0, o que resulta em v, = 0. Portanto nenhuma contribuicao de fase decorre deste
setor. No setor SU(d) precisamos verificar o determinante do termo ¢+5(0), o que

fornece

det(e":5(0)) = 1
e+detS(0) = 1,

onde d é a dimensdo de cada uma das partes do estado bipartido. Como temos também

detS(0) = 1, a igualdade s6 se mantém se e% = 1, o que implica em

_

Y = 1=0,1,2,....,d— 1. (2.18)
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Portanto, somente valores de fase fracionarios podem surgir do setor SU(d). Esta é a
FTF, que somada a A¢ nos da a fase total. Uma caracteristica importante dessa fracao é
o denominador dado pela dimensao das partes do sistmema bipartido, como mencionado
no capitulo 2. Vemos que para d = 2 recuperamos exatamente a fase m que aparece
abruptamente na expressao para a fase total da eq.(2.14) quando o estado é emaranhado.
A fase 0 da eq.(2.14) ou o caso de um estado produto correspondem a [ = 0, quando
nenhuma fase de natureza topoldgica surge na evolucao. O calculo da fase dindmica
e da FG para dois qudits serd deixado para o apéndice A, dado que neste trabalho
nos realizamos a medicao da FTF justamente através da fase total. Antes de passar ao
capitulo 2 onde mostraremos como podemos medir a FTF, faremos uma rapida discussao
sobre sua relacdo com a topologia de um espaco. O objetivo é apontar a diferenca
entre um espaco simplesmente conexo e um espaco nao-simplesmente conexo, ja que este
conceito, a exemplo do que vimos na bola SO(3), é o responsével pela classificagao da
fase fracionédria como fase topoldgica. Iremos apontar também qual espago assume o

papel andlogo ao da bola SO(3) para dimensoes maiores.

2.3 Natureza topolégica da fase fracionaria

Nesta secdo definiremos brevemente alguns conceitos que nos auxiliarao a entender um
pouco melhor porque a FTF traz a palavra topoldgica em seu nome. Vamos comecar
com a ideia de caminho em um espaco: considerando dois pontos z e y em um espago,
se houver alguma funcdo continua f no intervalo de 0 a 1 com f(0) = z e f(1) = vy,
ela nos d4 um caminho entre x e y. Dai podemos seguir com a nocdo de um espago
conectado por caminhos: dizemos que um espaco é conectado por caminhos se existe um
caminho entre quaisquer dois pontos nele. Dois exemplos simples sdo os seguintes: o
espago representado por uma bola é conectado por caminhos; j4 o espago representado

por duas bolas sem nenhuma interseccao nao é conectado por caminhos.

Passamos agora para o conceito de conexidade: um espaco é dito simplesmente conexo

se dois requisitos sao cumpridos:

e cle é conectado por caminhos;

e todo caminho entre dois pontos pode ser continuamente transformado, continuando

dentro do espaco, em qualquer outro caminho preservando os pontos em questao.

Uma maneira mais simples de enxergar a segunda condigdo é pensar em um caminho
fechado (ou seja, um caminho onde os dois pontos em questdo sdo 0 mesmo) e tentar

contrai-lo até ele se tornar o préprio ponto, como ilustra a Fig.2.5.
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F1cURA 2.5: Uma esfera é simplesmente conexa porque todo caminho pode ser con-
traido em um ponto na superficie.

Um espaco que nao é simplesmente conexo é chamado de nao-simplesmente conexo ou
multiplamente conexo. Como exemplos de cada tipo podemos citar os seguintes: uma
bola ou uma bola oca sao espacos simplesmente conexos, enquanto uma bola ou um
cilindro com um furo vazado, ou ainda uma bola com os pontos antipodais identificados

sdo espacos nao-simplesmente conexos. A Fig.2.6 ilustra esses exemplos.

a b
FIGura 2.6: a) Uma bola e uma bola oca sdo exemplos de espagos simplesmente

conexos. b) Uma bola e um cilindro com um furo vazado e uma bola com os pontos
antipodais identificados sdo exemplos de espacos ndo-simplesmente conexos.

Espacos simplesmente conexos e ndo-simplesmente conexos sao topologicamente distin-
tos, o que nos permite voltar & discussao sobre a natureza da FTF. Embora o espaco das
matrizes SU(d) seja simplesmente conexo, o espago que representa o conjunto das ma-
trizes SU(d) com a identificacio S’ = ¢2m/dg & njo-simplesmente conexo. Na subseco
2.1.2 nos deparamos com a situacdo onde o estado é representado em um espaco dupla-
mente conexo, uma vez que as rotacoes de m e —m nos davam pontos identificados na
borda da bola SO(3). Isto esta diretamente relacionado® com a identificagio das matrizes
S e e™S = —8 pertencentes a SU(2). Para dimensdes maiores ndo é obvio se ha e qual é
a representacao geométrica para o estado através das matrizes especiais ortogonais, mas
a FTF da eq.(2.18) ainda é uma consequéncia de termos um espago ndo-simplesmente
conexo resultante da identificagdo das matrizes especiais unitarias. Iniciaremos agora o

capitulo 2 mostrando como podemos medir a FTF.

*Dizemos que ha um homomorfismo entre SU(2) e SO(3).



Capitulo 3

Como medir a FTF

3.1 FTF como fase relativa em uma interferéncia

Para medir a FTF precisamos interferir o estado que adquire a fase com um estado
preparado identicamente e que nao sofre a transformacao, ou seja, a FTF precisa aparecer
como uma fase relativa entre dois estados para que seja possivel percebé-la. Um esquema

ilustrativo dessa situacao considerando um interferémetro 6ptico € mostrado na Fig.3.1.

Nesse esquema, supomos uma fonte de pares de fétons preparando identicamente varias
realizacoes do estado inicial |15(0)H,¢;(0)V). J& atencipando as situagbes que vere-
mos nos experimentos do capitulo 4, vamos considerar que |¢)) representa o grau de
liberdade de caminho transversal dos f6tons, enquanto H e V indicam que as polariza-
¢oes do primeiro e do segundo foéton sdo respectivamente horizontal e vertical. O feixe
preparado incide em um divisor de feixes por polaricdo que separa os foétons em dois
caminhos distintos, sendo que em ambos hi uma placa de onda transformando a po-
larizacao dos fétons em uma superposicdo das componentes horizontal e vertical com
igual probabilidade. Em seguida, dois dispositivos introduzem as operacoes locais Us e
V; condicionadas a atuar somente nas componentes vertical de cada f6ton. Um terceiro
dispositivo é encarregado de introduzir uma fase A¢ na componente vertical de um dos
fotons. Neste ponto vemos que os estados evoluido e inicial que desejamos interferir, isto
€, [Y(t)) = UsVi|9s(0),44(0)) e [1(0)) = [15(0),14(0)), tem suas contribuicdes advindas
de cada foton separadas nos dois bracos do interferometro. Os feixes sdo entdo direci-
onados para se recombinarem em outro divisor de feixes por polarizagdo, de modo que
s6 havera um féton em cada saida distinta do interferémetro quando as componentes de
polarizacao de ambos forem horizontal ou vertical. Nos casos em que a componente de
polarizacao de um dos fétons for horizontal e a do outro vertical, os dois fétons seguirao

por uma mesma saida do interferometro. Dois detectores sdo posicionados em cada uma

30
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75 (1%(0)) + e2414(0)))
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[¥5(0)) 75 (Us | H) + V) [%s(0)V) ou [¢;(t) H)

[$:(0)) 5 (1H) + V) [¥:(0)) 75 (VilH) — e*2|V))
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FicUrA 3.1: Esquema de um interferometro para se medir a FTF. Um par de fétons
incide sobre um dicisor de feixer por polarizagdo, que transmite um dos fétons e reflete
o outro. Ambos tem seu estado de polarizacdo transformado por uma placa de onda,
ficando em uma superposi¢ido das componentes horizontal e vertical. Dois dispositivos
introduzem operagoes locais Uy e V; somente nas componentes de polarizacao horizontal,
enquanto um terceiro introduz uma fase A¢ na componente vertical de um dos fétons.
Apo6s se recombinarem em outro divisor de feixes por polarizagdo, dois detectores pro-
gramados para realizar contagens em coincidéncia selecionam a superposi¢do entre as
componentes dos fétons que sofreram a atuacdo dos operadores e as componentes que
permaneceram inalteradas, havendo a fase relativa A¢ entre eles.

das saidas do interferémetro e programados para validar uma contagem apenas quando
dois fétons forem detectados simultaneamente, um em cada detector. Essa configuragao
¢ chamada de deteccdo em coincidéncia. Desse modo, assumindo que os pares de fotons
sdo gerados simultaneamente e que cada fétons viaja a mesma distancia até a detecgao,
somente nos casos em que temos um foéton em cada saida do interferémetro é que regis-
tramos uma contagem. Como ha um polarizador orientado na diagonal antes de cada
detector para tornar indistinguivel a polarizacdo dos fétons, o que temos na detecgao

final é a superposicao desejada, isto é

1

%(Usvi |¥5(0)D, i (0) D) +e2? 1h5(0) D, 13 (0) D)) = —(|(t)) +€'>* [1)(0)))®| D, D),

S

2
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onde |D) é o estado de polarizagdo diagonal. O comportamento I do padrdo de in-
terferéncia é obtido tomando-se a norma ao quadrado da superposicdo entre estes dois

estados, ou seja, retomando a notacao matricial,

aft) + e2%a(0)
V2

I=|| 12 = 14+ Re{Trle %ol (0)a(t)]} = 1+ vecos(Ap+4'), (3.1)

onde v = [Tr[al(0)a(t)]], Ag+y' = arg{Tr[e">?al (0)a(t)]}, e ' = arg{Tr[a! (0)Us()a(0O)Vi' (1)].
Portanto, em ¢ = 0 quando Ug(0) = V;(0) = I, temos v = 1 e 4/ = 0, 0 que nos d4 uma
curva de interferéncia em funcao de A¢. Para qualquer tempo intermediario da evolucao,
4 medida em que Us(t) e V;(t) variam, temos 0 < v < 1 e 4/ = 0 ou ¥/ = s, a depender
de a evolucdo ter ou ndo atingido o momento em que a fase surge. Isso nos da para cada
t uma curva novamente em funcdo de A¢ mas agora com uma visibilidade menor que
a primeira e possivelmente deslocada em relacao a ela. Finalmente, considerando um
instante ¢ = T onde a fase ja surgiu, temos v = 1 se a evolugdo for ciclica (do contrério
permanece uma situagdo em que 0 < v < 1) e 4/ = 74, e a curva de interferéncia em
funcdo de A¢ exibe franjas deslocadas de 75 em relagdo & primeira. A Fig.3.2 abaixo

esquematiza o processo para o exemplo de uma evolucao ciclica.

a(0) a(0) a(0)

VVV\AA/mmM/
NRVAVARAVIAVIAYS

FIiGURA 3.2: Esquema de um método para se medir a FTF. Dois estados quénticos

preparados identicamente sofrem interferéncia, cuja curva é tracada em funcao de Ag.

A medida que um dos estados evolui sob operacdes unitarias locais, a visibilidade do

padréo de interferéncia C' diminui até zerar (linha vermelha no grafico) quando o estado

evoluido se torna ortogonal ao inicial, até que no fim do ciclo a visibilidade é recuperada
e ha um deslocamento correspondente & FTF entre os padroes final e inicial.
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Vamos considerar operagoes unitarias diagonais da forma Us = €U, e Vi = %V, com
Us = diag[e®t, €%z, ... e¥m] e V; = diag[e?X1, X2, ... eXn], o que nos leva & condigdo’
Yo &m = >, Xn = 0 para que de fato tenhamos Us,V; € SU(d). Dessa forma, o produto

escalar entre o estado inicial e o transformado é

Trfaf(0)a(t)] = &) Tr]af(0)Us

|
—~
~
~—
Q
—~
(e
~
NSt
_|
—~
~
=

. 0 €i£2 ce 0 Q21 Qg - Qop _
=m0 e AN
0 0 N eifm ml Qm2 "+ Omn
ei£1 a1 eigl 12 e eiglaln eiX1 0 e 0
‘ €209 e®2a99 -0 e2qy, 0 exz ... 0
= ¢"27Tr[al(0) . . . . o
eigm aml eig’m am2 . e eig’m amn 0 0 PR ean
a’{l a§1 e a;knl el(gl'f‘Xl)all eZ(§I+X2)a12 e el(El+Xn)a1n
A ai‘z O‘§2 . a:nZ 61(52+X1)a21 ez(£2+x2)a22 . el(£2+xn)a2n
=e~YIr )
i aTn azn . O[:;LTL 1L ei(§m+xl)am1 ei(§m+x2)am2 e ei(gm""xn)amn
Zm 61(6 +X1) ‘am1| Zm 62(5 +X2)a:11am2 . Zm 62(5 +X )a;’;llamn
quﬁ Zm ez(gm"_xl)a;anaml Zm €Z(§m+X2) |am2|2 e Zm el(ém"'xn)arnZamn
=e~%Tr
S elemtx)at g S eEmtXe)al e oo 3 etlEmtxn)|q, 12 |
= Z |t |2 Em X0 (B +A9) (3.2)
m,n

Substituindo (3.2) na eq.(3.1) obtemos

I=1+ Re{z |Gty |27 Em B Hxn () +A0)1

m,n

=14 |amn|® cos(&m(t) + xn(t) + Ad)

m,n

= 22 |t | COSQ(gm(t) +xn(t) + Ad)).

: (3.3)

m,n

LCaso > &m = ¢ por exemplo, podemos colocar e’*/? em evidéncia na matriz e redefinir cada fase

fazendo &, = £ — ¢/d, e agora > &, = 0. Portanto, no caso >, &m # 0 isso apenas resultaria na
adi¢do de uma fase trivial que poderia ser incorparada em ¢s.
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A eq.(3.3) nos permite entdo obter teoricamente o padrao esperado, uma vez especificados

a evolucao atraves dos parametros &, (t) e x,(t) e o estado através dos coeficientes Q.

3.2 Previsoes tedricas

Vamos analisar o MES anticorrelacionado nos casos de um qubit (d = 2), de um qutrit

(d =3) e de um ququart (d =4). Os estados em cada caso sdo dados por

¥) =—=(112) +[21)) (d=2) (3.4)

¥) =—=([13) +122) + [31)) (d=3) (3-5)

-5t

¥) =—=(114) +[23) +|32) + [41)) (d = 4) (3.6)

D

ou Seja, Cm d—m41 = 1/Vde amn=0sen#d—m+1.

Apesar da possibilidade de operar independentemente em cada qudit e implementar
evolucoes locais totalmente diferentes, vamos abordar apenas o caso mais simples em
que as operacoes em cada parte sao essencialmente a mesma, atentando para o detalhe
de que elas serdo iguais para modos m e n simetricamente opostos. Mesmo com essa
simplificacao as influéncias do emaranhamento e da dimensao do espaco de Hilbert ja
se revelam através do comportamento das curvas de interferéncia. As operacdes serdo

descritas por um parametro real t no intervalo ¢ € [0, 1], sendo que vamos escolher

§1=x2=5t
d=2
S=x1=—t (3.7)
2 T 1
s = T H (-
§1=Xx3 375 3(t ) (t 2)
2
52=X2=—§t d=3 (3.8)
s 1
§3=x1 —§(2t - 1)H (t - 2)
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\
s T 1
—xa=— —t+—(1—2)H (t—=
§1= x4 R ) < 2)
s
§2=Xxs =t
37 us 1 d=4
o =T —oyH (- = :
&=x2 ="t ) ( 2) (3.9)
37
Ga=x1=-t
onde H(t) é a fungao de Heaviside definida por
0 se t<0,
H(t)={ 1 se t=0, (3.10)
1 se t>0.

A tabela 3.1 exemplifica os valores obtidos para as fases quando t assume os valores 0,
0.5el.

t=20 t=0.5 t=1
S=x1=0] L&=x1=—-7 | &L&=x1=-3

S1=x3=0] &i=x3=3% S1=Xx3=7%
d=3|&=x2=0| &=x2=0 So=Xx2=73%
G=x1=0| G=x1=-% |&=x1=—-T
G=xa=0| & =xa=-F |[&=xa=—-7F

deq | 2=x3=0 €2=X3=§7r So=x3=7
E3=x2=0| &G=x2=% | G=x2=7
d=x1=0|&a=xi=—-% |[a=x1=—-7

TABELA 3.1: Valores das fases nas eqs.(3.7), (3.8) e (3.9) parat=0,t=05et=1.

A idéia por trés dessa escolha é fazer com que na metade da evolucio os fasores e'(émTXa-m+1)
estejam uniformemente distribuidos no circulo trigonométrico, e que ao final todos se ali-
nhem na posi¢ao correspondente a s (ou um multiplo dela, mesmo que negativo), como

ilustra a Fig.3.3.

As curvas de interferéncia previstas em todos os casos sao mostradas na Fig.3.4. Como
podemos ver o comportamento é o mesmo para todas as dimensoes. As franjas de interfe-
réncia desaparecem completamente quando ¢t = 1/2 pois o estado de dois qudits se torna
ortogonal ao estado inicial. Em seguida, as franjas reaparecem com um deslocamento de

fase fraciondario igual a 27 /d, atingindo novamente a visibilidade méaxima em ¢ = 1.

Passamos agora a parte central do trabalho, onde descrevemos os experimentos feitos
para gerar os estados das egs.(3.4), (3.5) e (3.6), para aplicar as evolucoes das eqs.(3.7),

(3.8) e (3.9), e para observar experimentalmente as curvas da Fig.3.4.
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Zn (t) = elGm®+Xd-m+1(8) t=0 t=05 t=1
Im[Z,,]
|
. §1+ x2 Z
2
. B )
’ Re[Z,,] j \/
' $2+ X1 Z,
—n
an
3
o 1+ X3 Zy
3 -
d=3 b L2y N & N
= 0.5 1
) v N
-3 Z,
§2t+ X2
-4
5x
2
gz‘f /Jr X2
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_27 1+ Xa
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2

Ficura 3.3: Evolucdo das fases &, € xq—m+1 descritas pelas eqs.(3.7), (3.8) e (3.9)
(primeira coluna de graficos), e dos respectivos fasores efm+Xdé-m+1 (segunda, terceira e

quarta colunas).
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FI1GURA 3.4: Curvas de interferéncia para a) o estado da eq.(3.4) sob a transformacao
das egs.(3.7), b) o estado da eq.(3.5) sob a transformacdo das eqs.(3.8), e ¢) o estado
da eq.(3.6) sob a transformacao das eqs.(3.9). Todos os graficos exibem as curvas para
trés valores de ¢: t = 0 (preto), t = 0.5 (vermelho pontilhado) e ¢t =1 (azul tracejado).
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Resultados

4.1 Experimento com interferémetro Sagnac

O objetivo principal deste trabalho de doutorado é medir a FTF, e para realizar essa
tarefa construimos um interferémetro 6ptico inspirado na proposta original apresentada
em [19]. Nosso estado quantico é entdao o estado do par de fotons gémeos gerado pela
Conversao Parameétrica Descendente Espontanea (SPDC - Spontaneous Parametric Down
Conversion) codificado no grau de liberdade espacial[30]|. Fizemos modificagoes na pro-
posta original para utilizar um interferémetro do tipo Sagnac, ja que por constru¢do os
fétons percorrem o mesmo caminho desde a geracao até a recombinacao no divisor de
feixes antes de seguir para os detectores. Essa é uma condigdo necessaria para que ocorra
o chamado efeito Hong-Ou-Mandel[31] (HOM), isto é, para que haja a interferéncia de

dois fotons. A montagem experimental utilizada ¢ mostrada na Fig.4.1.

4.1.1 Fonte de pares de fé6tons emaranhados em caminho transversal

Utilizamos um laser continuo de 355nm modelo Genesis CX-355-100-STM da empresa
Coherent operando a 90mW para realizar o experimento. O feixe de laser passa por
uma lente Lp de foco 30cm e bombeia um cristal nao linear 5-Borato de Bario (BBO)
de Imm de espessura, gerando pares de fétons em 710nm com um casamento de fase
Tipo II ajustado para que a propagacao dos fotons seja colinear. Para este tipo de
casamento de fase e o feixe de bombeamento com polarizacao vertical, os fé6tons gerados
possuem um deles polarizagao horizontal e o outro vertical. Um espelho dicréico (D)
é colocado ap6s o cristal para refletir o laser de bombeamento, enquanto os pares de
fotons seguem para uma fenda multipla (FM) onde sao produzidos os chamados estados

de fenda[32-34]. Produzir esses estados nos permite trabalhar com o grau de liberdade

38



Capitulo 4. Resultados

39

D1

L

PBS E

HWP(22,5°) =

1
1
e o el
)
1
1

HWP(22,5°) Ifz

l r=—--1

! phsh |

Lc C

L
HWP(p) QWP(45°)

100

QWP(45°)  HWP(¢ + 6)

FicurA 4.1: Esquema da montagem experimental para medir a FTF. Um feixe de
laser continuo de 355nm passa por uma lente Lp de foco 30cm e incide em um cristal
néo linear (BBO tipo II de 1mm) gerando dois feixes colineares de fétons emaranhados
em 710nm. A parcela do laser de bombeamento transmitida no cristal é refletida de
volta pelo espelho dicréico (D). Os feixes gerados incidem em uma fenda maltipla (FM)
colocada no plano focal da lente Lp onde sdo definidos os estados de fenda. As fendas
possuem 100um de largura e separacao centro a centro de 250um. Quatro placas de
quartzo (QP) de ~1mm sdo colocadas apds as fendas para compensar a diferenga de
caminho 6ptico entre os fétons com polarizagoes ortogonais gerados no BBO. Os fétons
entram em um interferémetro Sagnac com um PBS de entrada e saida percorrendo
caminhos em dire¢oes opostas e que ndo estdo sobrepostos longitudinalmente. O SLM
e as placas de onda dentro no interferdmetro implementam as operacgdes unitarias locais
necessérias para se observar a FTF. As lentes cilindricas (Lc) de foco 5cm, uma colocada
antes do interferémetro com foco nas fendas e duas constituindo um telescépio dentro do
interferémetro Sagnac, sdo responséveis por manter os caminhos bem definidos durante
a propagacao por todo o interferometro. Apds se recombinarem no PBS, ambas as
saidas passam por um conjunto HWP-PBS-Lente(L)-Detector(D1 e D2) que constitui
um aparato de deteccdo. Na entrada de cada detector ha um filtro de interferéncia
de 10nm de largura de banda centrado em 710nm, além de uma lente de microscépio
que acopla os fétons em uma fibra multimodo conectada ao detector. As contagens em
coincidéncia sdo resgistradas em uma janela temporal de 5ns.
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posicao transversal no qual as varidveis sao discretas, e a etiqueta de cada modo é dada
por cada fenda que constitui a fenda multipla. O ntmero de fendas determina a dimensao
do estado de caminho do féton e pode ser ajustado para se obter diferentes dimensées, o
que é feito deslocando-se verticalmente um arrranjo contendo diferentes fendas multiplas
(ver detalhe superior da Fig.4.1). Elas possuem 100um de largura e a separacao centro
a centro é de 250um. Em [34] foi mostrado que o MES anticorrelacionado é gerado se o
perfil transversal do feixe de bombeamento é mais estreito que a separacio entre as fendas
no plano em que elas estdao, o que é bem aproximado quando o feixe de bombeamento
¢ focalizado no plano das fendas. Sendo assim, posicionamos a fenda miltipla no plano

focal da lente Lp. O estado logo apos as fendas pode ser escrito como

o) =t [mH, nV) | (4.1)

m,n

onde ap,, € a amplitude de probabilidade de se obter um foéton signal passando pela
fenda m e um foton idler passando pela n (por razoes historicas os fotons gémeos da
SPDC sao denominados signal e idler). Apesar de que nesta montagem trabalhamos com
o MES, vamos representar o estado mais geral com todos os coeficientes a;,, a principio
e mostrar que a taxa de deteccdo em coincidéncia na saida do interferémetro possui o

mesmo comportamento da eq.(3.3).

4.1.2 Interfer6metro tipo Sagnac implementando operacoes locais

Um conjunto de quatro placas de quartzo (QP) de aproximadamente Imm de espessura é
inserido apés a fenda multipla para compensar a diferenca de caminho entre os fétons de-
vido a birrefringéncia do cristal, fendémeno este conhecido como walkoff longitudinal[35].
Mais a frente serdo apresentadas as medidas que determinaram a quantidade de placas
necessaria e que verificaram através do efeito IIOM a indistinguibilidade dos fétons nas
variaveis longitudinais de espaco e tempo. Em seguida, os fétons passam por uma lente
cilindrica L¢ de foco bcm cujo plano focal estd sobre a fenda multipla, com o objetivo
de que a imagem das fendas se forme distante da lente onde o modulador espacial de
luz (SLM - Spatial Light Modulator) vai estar. O par é dividido ao incidir em um PBS
(Polarazing Beam Splitter) de modo que ambos irdo percorrer o mesmo interferometro
propagando em direcoes contririas por caminhos longitudinais que nao estdo sobrepos-
tos, até se recombinarem novamente no PBS. Naturalmente, existe um atraso entre eles

devido ao walkoff do cristal, que é compensado com as placas de quartzo.

Apos entrar no interferdmetro, o foton signal passa por uma placa de meia onda (HWP

- Half-Wave Plate) orientada a 22,5° que realiza a transformacao |mH) — (ImH) +
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|mV))/v/2. Logo apés a HWP ha outras duas lentes cilindricas L¢ de foco 5em em uma
configuracao de telescopio confocal, com o intuito de estender a propagacao da imagem
da fenda multipla até o SLM e pelo resto do experimento. Isso é necessario porque
a imagem projetada pela primeira Lo ndo estd colimada, e antes de chegar no SLM
a divergéncia faz com que o tamanho do feixe fique incompativel com a tela do SLM
e com os demais elementos 6pticos. Em seguida o signal passa por um deslocador de
fase (Ph-Sh - Phase Shifter) composto por duas placas de um quarto de onda (QWP -
Quarter-Wave Plate) orientadas a 45°, uma HWP orientada a um angulo ¢, e uma HWP
orientada a um angulo ¢ + @ (ver a ordem no detalhe inferior esquerdo da Fig.4.1). E
possivel obter através das matrizes de Jones para as placas QWP e HWP a transformacao
promovida pelo Ph-Sh, que em geral & |H) — ™9 |V) e |V) — e % |H). Os célculos
sdo apresentados no apéndice B. Dessa forma, o signal sofre a transformacao (|mH) +
|mV)) — (|mH) + €% |mV)) (o fator e=?? colocado em evidéncia se torna uma fase

global e por isso nao esta explicitado).

Na sequéncia, o féton incide no SLM, que é um dispositivo programavel capaz de modular
a fase do feixe refletido em uma tela de cristal liquido presente nele. A modulagio
é feita através de um programa de computador que utiliza escalas de cinza (EC) como
parametro, sendo que a cada uma delas corresponde uma certa tensao elétrica enviada ao
SLM. A tensdo provoca um reordenamento das moléculas do cristal liquido, resultando na
modulacao de fase desejada. Utilizamos um SLM modelo LCOS-SLM x10468 da empresa
Hamamatsu, que modula apenas a componente de polarizagao na dire¢ao paralela aquela
de menor dimensao do aparelho (ver figura Fig.4.2), e que fizemos coincidir com a direc¢ao
de polarizacdo horizontal dos fotons. Esta caracteristica nos é extremamente 1til para
que possamos realizar uma operacao no grau de liberdade de caminho transversal, porém
condicionada & polarizacao. De acordo com o fabricante, para o funcionamento correto
do aparelho, o angulo entre o feixe incidente e a diregdo normal & tela de cristal liquido
precisa ser igual ou menor do que 10°, de modo que a geometria do interferémetro
montado possui um caminho interno em forma de tridingulo por onde os fétons propagam

para satisfazer esta condicao.

A implementagdo da operagio diagonal Us = Y, €% |m) (m| corresponde exatamente
a introduzir uma fase para cada modo de fenda m definido no plano da fenda multipla
ou em um plano onde esteja projetada a imagem dela. Por isso é necessario propagar
a imagem das fendas até a tela do SLM. As fases sao introduzidas dividindo-se a tela
do SLM em d regioes retangulares com EC diferentes (ver detalhe inferior direito da
Fig.4.1) que coincidem com cada modo de fenda, sendo que a relacao entre as EC e a
fase &, vem de uma calibracao feita anteriormente. Portanto, ap6és o SLM, o signal sofre

a transformacdo (|mH) + e |mV)) = (e¥m |mH) + e/ |mV)).
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LCOS-sLm CONTROLLER

F1cURrRA 4.2: Foto do SLM da empresa Hamamatsu, modelo LCOS-SLM x10468.

Analisando agora o foton idler, ao entrar no interferometro ele ganha uma fase 7/2
devido a reflexdo no PBS, porém ela aparece como um fator de fase global. Como o
foton possui polarizagdo vertical o SLM nao adiciona fase, o que significa x, = 0 e
V; = 1. Isso a principio seria um problema, mas na verdade representa uma simplificacao
no experimento. Se observarmos que para o MES s6 os termos comn = d —m + 1
contribuem para o calculo da curva de interferéncia na eq.(3.3), e que nas transformagoes
escolhidas temos &, = Xd—m+1, podemos aplicar em um dos fotons as fases £/, = 2¢,,, e

obter o mesmo resultado para I. Para d = 2 por exemplo temos

§1(t) + x2(t) + Ao &(t) +x1(t) + Ag

I = cos?( 5 ) + cos?( 5 ),
mas como &1 = x2 e &9 = X1, temos
I = COSQ(Qfl(t)2+ A¢) + 0082(252(t)2+ A¢)

Ja no caso do estado produto terfamos
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§1(t) + xa2(t) + A¢
2
&a(t) + xa(t) + Acb)}
2

) + cos?( )+

2

E2(t) + x1(t) + A¢
2

-1 [COSQ(&(” T xi(t) + A

) + cos?(

cos?(

)+ cos2(7251 (t>2+ Ad

L) +&(1) + Asb)}

:% [Cosz(ﬁl(t) +&(t) + Ad 't

2
262(t) + A¢
2

cos?( ) + cos?(

2

sendo impossivel um SLM aplicar no mesmo f6ton uma fase £ que equivalha simultane-
amente a & + &2 e 2£;. Dessa forma, desde que o estado gerado seja emaranhado, basta
utilizar apenas um SLM e realizar uma operacao local em uma das partes para observar
o mesmo efeito visto no caso em que se faz operacoes locais nas duas partes do estado

bipartido.

Na diregao contraria a do signal, as transformacoes promovidas pelo Ph-Sh sdo |H) —
—e 20 1V) e |V) — —e?|H) (ver apéndice B), e portanto o idler se transforma de
acordo com |[nV) — |nH) (o fator —e??? se torna uma fase global). Apoés passar pela
HWP, o foton sofre a transformacio [nH) — (|[nH) — [nV))/v/2, e o estado logo antes

da recombinagao no PBS ¢

91) = 5 3 a4 ) + ¢ [mV)) © () — nV))

m,n

= %Z U (€™ |mH, nH) — ™ |mH,nV) + " |mV,nH) — "% |mV,nV)).

m,n

(4.2)

4.1.3 Curva de interferéncia através da deteccao em coincidéncia

A interferéncia de dois fotons é observada através das contagens em coincidéncia. Como
mencionado no capitulo 3, uma contagem em coincidéncia ocorre quando os dois detecto-
res detectam os fétons gémeos simultaneamente. “Simultaneamente” é uma idealizacao,
e experimentalmente utilizamos uma janela temporal de 5ns. Podemos perceber entao
que apenas os termos |mH,nH) e |[mV,nV) contribuem para as contagens em coinci-

déncia, ja que s6 nesses casos os fotons do par vao para detectores diferentes apos a
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recombinacdo no PBS, produzindo uma contagem valida. Como esses termos possuem
polarizagoes ortogonais eles sdo distinguiveis e nao podem interferir. Para apagar a in-
formacao de polarizagao inserimos uma HWP orientada a 22,5° e um PBS em cada saida
do interferometro. Em seguida os feixes sao focalizados por lentes L de foco 20cm em
uma fibra multimodo conectada aos detectores. Logo antes da entrada de cada fibra ha
um filtro de interferéncia centrado em 710nm com largura de banda de 10nm, e uma

lente de microscopio para acoplar os fétons na fibra multimodo.

As contagens em coincidéncia sdo proporcionais a fungao de correlagio

(V1| EY By B Ef |yo) = || EF EY [p1) |2, (4.3)

onde Ej’ (E]_) é a componente de frequéncia positiva (negativa) do operador campo
elétrico no detector D;. Em termos dos operadores campo antes da recombinagao no

PBS temos

1

1 .
Bf = SGE +E}) o Bf ==

% (Bl +1iE}), (4.4)

onde E;,L e E:; sdo respectivamente os operadores para o signal e para o idler para as
diferentes polarizagoes p, v = H, V. Os fatores i levam em conta as reflexdes no PBS das
componentes de polarizacao vertical dos fétons apo6s a recombinacao. Cada componente
de campo ¢é expandida em termos das fungdes 7,,(r) dos modos de fenda (distribuicdo

espacial do campo propagado apos ser transmitido pela denda m) como

E;L = Zap#np(r) e Eb = quynq(r), (4.5)
p q

onde os operadores aniquilacao ay, e by, atuam nos estados de Fock do signal e do idler

da seguinte forma

appbgy |Mmo, n€) = Opmusdgndue [vac) . (4.6)

Substituindo as eqs.(4.5) nas eqs.(4.4), e estas por sua vez junto com a eq.(4.2) na

eq.(4.3), obtemos a funcao de correlagdo C(ry,rz) normalizada
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1 .
C(ry,rz) =16 K Z aprp(r2) Z ay vy (r1) + Z aprp(r2) Z barng(r1)
p p’ p q

- Z bqvng(ra) Z apvip(r1) + 1 Z bqvnq(r2) Z by H1lg (T1)
q p q q

Zamn(eigm |mH,nH) — em |mH,nV) + e |mV,nH) — e |mV,nV))|?.
m,n

Aqui podemos ver com a ajuda da eq.(4.6) que os termos em que aparecem os produtos
apgayy e byyby p atuando em qualquer termo do estado zeram, em virtude de se aplicar
o operador aniquilagao duas vezes no mesmo qudit com apenas um modo ocupado. Além
disso, os termos em que aparecem os produtos a,gbyg € byvapy atuando nos termos do
estado em que a polarizacdo de pelo menos um dos qudits é distinta da que estd no
indice do operador aniquilagdo também zeram. Assim, como dito anteriomente, apenas
os termos |mH,nH) e [mV,nV) contribuem para as contagens em coincidéncia. A funcao

de correlacdo se reduz entdo a

1 A .
Ory,r2) = |l > (1 (r2) 0 (11) € 4y, (r2) i (r1)€?) Jvac) |2

1 ) .
= 26| 22 i (r2)m (r2)e D 1 (w21 (r1)e ) P,

m,n

e podemos notar como o grau de liberdade de polarizacao foi utilizado como auxiliar para
a implementacao das operagoes unitarias nos qudits espaciais. Como todos os modos de
fenda sao acoplados na fibra de detecgdo, a taxa de coincidéncias C' que segue a curva
de interferéncia descrita na eq.(3.3) é dada pela integral da fungao de correlacao sobre o

plano transversal dos feixes

C:/d2r1d2r20(r1,r2).

Uma, vez que as fun¢des dos modos de fenda satisfazem a condigdo de ortonormalidade

/d2r1d21‘277;kn(1‘1)77n(1“2) =0mn

¢é possivel mostrar que a taxa de coincidéncias se torna
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1 —i — * i - *
¢= 16 Z [2|Oémn|2 + e i Em®) 49)anmamn + elém®) 49)O‘nmamn] ’

m,n

e se apm = Qmp (que é o caso do MES) chegamos a

_1 2 —i(Em (£)—46) | i(Em (£)—40)|2
0_16Z\amny 12+ ¢ +e |

m,n

= 1 >l (1 4 cos(én () — 49))

= 2 ol oS24 (4.7)
m,n

Lembrando que &,,(t) aqui esta multiplicado por um fator 2 em comparacao com a se¢do

anterior para compensar o fato de que x,,(t) = 0, e fazendo a associagdo A¢p — —40,

vemos que a eq.(4.7) possui a mesma forma da eq.(3.3) como necessitdvamos. De fato, a

interferéncia descrita pela eq.(4.7) pode ser pensada como o resultado da superposicao

do estado de dois qudits >

> mn @mn MV, V) associado a a(0).

mn A€ Em =49 |mH nH) associado a a(t) com o estado

4.1.4 Verificacao da indistinguibilidade em caminho longitudinal e das

correlacoes espaciais em caminho transversal dos pares de fétons

Antes de executarmos o experimento fizemos a montagem mostrada na Fig.4.3 a) para
verificar a indistinguibilidade dos fétons longitudinalmente. A HWP posicionada antes
do PBS transforma o estado gerado no cristal que, representando apenas o subespago da

polarizacao, se torna

|W) = cos(2¢) sin(2¢) |H, H) —cos?(2¢) |H, V) +sin’(2¢) |V, H) —sin(2¢) cos(2¢) |V, V),
(4.8)

onde ¢ é o angulo em que a placa esta orientada. Quando ¢ = 22, 5° temos
1

e apenas os termos |H,V) e |V, H) contribuem para as contagens em coincidéncia. Em

[36] efetuamos um célculo onde vemos uma dependéncia dessas contagens com a diferenga
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entre os tempos que cada foton leva para percorrer o caminho do cristal até o PBS. Essa
dependéncia é evidenciada nos célculos quando levamos em conta que os fétons néo sao
monocromaticos, mas possuem uma incerteza em frequéncia dada pela largura de banda
dos filtros de interferéncia. De acordo com a expressdo calculada, quando os fétons inci-
dem ao mesmo tempo no PBS a contagem dobra se a superposicao entre |H, V) e |V, H)
possui uma simetria bosonica, ou zera se a simetria da superposigao for fermionica (que é
o caso do estado acima). Dessa forma, 4 medida que inserimos as placas de quartzo apos
o cristal para compensar o walkoff longitudinal, vemos um vale na taxa de coincidéncias
quando o numero de placas se aproxima da compensacao ideal e o estado se torna indis-
tinguivel. Uma vez determinado o niimero de placas medimos também as coincidéncias
em funcdo do angulo da HWP([37], cujo grafico apresenta um comportamento similar
no intervalo de 0° a 45°. Isso ocorre porque o estado é distinguivel! quando o angulo
da placa é 0°, se torna indistinguivel para 22,5° e volta a ser distinguivel em 45°. Os
resultados obtidos sdo mostrados nas Figs.4.3 b) e ¢). Note que ao contrario do resultado
mostrado na ref.[37], a taxa de coincidéncias para o numero de placas n > 4 é menor
que a taxa de coincidéncias para n = 1,2 ( Fig.4.3 b)). Isto se justifica pelas perdas por

reflexdo ao acrescentar um nimero maior de placas de quartzo.

a)
L
D1 m QP D
I Laser
| PBS
I HWP(22,5°) BBOII
Imm
—
|
I
o2
b) 2200 C) 1400 ] 94%
i =
2000 ¥ v=86% Y i v 0
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2 1200-] & 800 i
e s ! e
o 10007 . O 600 2
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n° de placas de quartzo HWP (°)

Ficura 4.3: Testes para verificar a indistinguibilidade dos fétons gémeos

compensando-se o walkoff longitudinal: a) Montagem para observar o efeito HOM;

b) Vale do efeito HOM em funcdo do acréscimo de placas de quartzo; ¢) Vale do

efeito HOM em func¢éo do angulo da HWP. As visibilidades foram calculadas fazendo-se
(Cmam - Cmin)/cmax-

! Mesmo j& havendo a compensagio das placas de quartzo, a distinguibilidade aparece na polarizacao,
pois com a HWP em 0° ou 45° teremos um estado produto de acordo com a eq.(4.8).



Capitulo 4. Resultados 48

Finalmente, para confirmar se o interferometro Sagnac realmente nao introduziu alguma
diferenca de tempo na propagacao dos fotons, refizemos o teste girando a HWP para a

montagem mostrada na Fig.4.4 a). O resultado é mostrado na Fig.4.4 b).

a)

PBS Eﬂ—{—l D2

HWP(ZZ,SO) BBO Il

|:Iﬂlmm m

j [PBST QP D

Ll <

=

b)

v=90%

3000
2500

2000

C (5s)

1500

1000

500

'0'4'8'12'1I6'2IO'2l4'2l8'3IZ 3IG'4IO'4l4'4IS'5IZ
HWP (°)
F1GURA 4.4: Teste para verificar a indistinguibilidade dos f6tons gémeos passando pelo

interferometro. a) Montagem para observar o efeito HOM; b) Vale do efeito HOM em
funcao do angulo da HWP.

O proximo passo foi testar a correlagdo espacial entre os modos de fenda para verificar
se 0 estado gerado realmente se aproxima do MES, e para isso deixamos a montagem na
configuracao final com o SLM e o Ph-Sh ajustados para ndo acrescentar nenhuma fase.
Uma fenda simples movel foi colocada logo antes de cada lente que focaliza nos detectores,
onde estd a imagem projetada, podendo as fendas serem varridas verticalmente para

selecionar um modo de fenda por vez para ser acoplado na fibra de detec¢do. Coletamos



Capitulo 4. Resultados 49

as contagens em coincidéncia entre todos os pares de modos possiveis correspondentes a

|tmn|?, € os resultados para d = 2, 3,4 sdo mostrados nas Figs.4.5 a), b) e c).

200

@
2
=]
e
o

FicuraA 4.5: Testes para verificar a correlacao espacial nas variaveis de caminho trans-
versal dos fotons. O teste é feito medindo-se as contagens em coincidéncia apoés ser sele-
cionado apenas um modo de fenda em cada saida do interferometro para ser detectado.
As taxas de coincidéncias medidas para cada par de modos de fenda sdo proporcionais
as amplitudes de probabilidade |a,,,|?. a) Populagio da matriz de coeficientes para
dois qubits, b) dois qutrits e c¢) dois ququarts. Para o MES anticorrelacionado espera-se
observar contagens apenas na antidiagonal e que o valor das contagens sejam iguais.

Vemos que sé ha contagens aprecidveis na antidiagonal como é esperado para o MES,
mas ha um desbalanceamento? entre os coeficientes dos estados. Verificamos entao que
os estados de dois qudits obtidos sdo parcialmente emaranhados. No entanto, esse
desbalanceamento nao influencia no deslocamento de fase entre as curvas dado por
arg{Tr[a(0)U, (t)a(O)ViT(t)], mas apenas faz com que a visibilidade dada por |Tr[af(0)a(t)]|

seja nao nula em ¢t = 0.5, e assuma um valor inferior ao inicial em ¢ = 1. Podemos ver isso

?Devemos dizer que o desbalanceamento no necessariamente ocorre apenas na preparacio do estado,
mas pode ser devido também as perdas na propagacgio e na detecgao dos fotons.
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tomando o ququart como exemplo e gerando uma curva de modo semelhante ao que foi
feito na Fig.3.4c), porém utilizando os valores obtidos experimentalmente para |au,y|>.
Fizemos isso normalizando as contagens de coincidéncias da Fig.4.5¢c), e o resultado é

mostrado na Fig.4.6. Desta forma, a medicao da FTF nao é comprometida.

FIGURA 4.6: Curvas de interferéncia para o ququart com os coeficientes determinados
experimentalmente. S&o exibidas as curvas para trés valores de ¢: ¢t = 0 (preto), ¢t = 0.5
(vermelho pontilhado) e t = 1 (azul tracejado). No programa de computador utilizado
para gerar as curvas calculamos também a visibilidade para t = 0.5 e t = 1, que sao
respectivamente 0.70 e 0.92, além do deslocamento de fase que é 90°.

4.1.5 Discussao dos resultados

Os resultados experimentais para os casos teoéricos vistos nas Figs.3.4 a), b) e ¢) sdo
mostrados nas Figs.4.7 a), b) e ¢). Os dados foram ajustados através da expressao

C = A(1—wvcos[40 + ¢]), cujos parametros para cada ajuste sdo mostrados na tabela 4.1.

Vemos que o comportamento é semelhante ao previsto teoricamente, com a curva exi-
bindo para t = 0.5 uma visibilidade quase nula e para t = 1 um valor préximo ao de
t = 0. O deslocamento correspondente a FTF é dado pela diferenca entre os parametros
cparat=0et =1, sendo (1824 7)°, (126 +3)° e (94 + 3)° para os qubits, os qutrits e
0s ququarts, respectivamente. Procuramos por possiveis causas para as diferencas entre
as visibilidades previstas e as medidas, e apontamos as seguintes: primeiro a visibilidade
do vale no efeito HOM indica que ainda existe alguma distinguibilidade entre os fotons,
segundo que o desbalanceamento na antidiagonal da matriz de coeficientes contribui para
alterar as visibilidades, terceiro uma eventual ineficiéncia introduzida pelo Ph-Sh, e por

ultimo uma imperfeicao no casamento dos modos transversais na saida do interferémetro.
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Figura 4.7: Dados experimentais dos padrdes de interferéncia para a) o estado da

Fig.4.5 a) sob a transformacao das egs.(3.7), b) o estado da Fig.4.5 b) sob a transfor-

magao das egs.(3.8) e ¢) o estado da Fig.4.5 c) sob a transformacao das egs.(3.9). Todos

os graficos exibem as contagens de coincidéncias e os ajustes para os trés valores de

t: t = 0 (quadrados e linha pretos), t = 0.5 (circulos e pontilhado vermelhos) e t = 1
(triangulos e tracejado azuis).
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t=0 | t=05 | t=1
Parametros d=2

A (386 +4) (417 £5) (404 £ 5)

v (0.26 +£0.01) | (0.074+0.02) | (0.18 £0.02)

c —(14£3) —(77 £ 15) —(196 + 6)
d=3

A (438 £ 4) (407 £ 5) (434 +£5)

v (0.38 +0.01) | (0.09 £0.02) | (0.37 £0.01)

c (31 £2) —(86 + 10) —(96 £ 2)
d=14

A (430 £+ 3) (474 £ 4) (451 +4)

v (0.34 £0.01) | (0.074+0.01) | (0.37 £0.01)

c —(2+£2) —(128 £ 11) —(96 +2)

TABELA 4.1: Valores dos pardmetros de ajuste para os dados experimentais das
Figs.4.7.

As duas utimas foram testadas utilizando um laser de He-Ne, sendo que o Ph-Sh gerou
curvas com visibilidade préximas de 1 e a interferéncia dos modos cruzando o interfer6-
metro ficou em torno de 0.4. Portanto, o casamento entre os modos é a principal causa

das diferencas nas visibilidades medidas em relacao as previsoes tedricas.

4.2 Experimento com fonte emaranhada em polarizagcao

A seguir vamos descrever a segunda montagem que construimos para medir novamente
a FTF. Ela traz uma vantagem em relacdo & montagem anterior porque nao é necessario
haver um interferémetro longitudinal (Mach-Zehnder, Saganac por exemplo), eliminando
a tarefa de tornar os fétons indistinguiveis em caminho longitudinal. Em contrapartida,
é preciso que haja emaranhamento também no grau de liberdade de polarizagdo. A
Fig.4.8 exibe a nova montagem. Desta vez, ao invés de termos um cristal nao linear na
geracao dos fotons gémeos pela SPDC, existem dois cristais com casamento de fase tipo
I e com as diregoes dos eixos Opticos ortogonais entre si. Em [38] foi demonstrado que

nessa configuragdo com os cristais cruzados o estado de polarizagdo gerado é

1

¥) 7

(H, H) + ™ [V, V), (4.9)

A ¢ 0 mesmo que existe entre as componentes de polarizacio do

onde o fator de fase e
laser de bombeamento que geram os fétons em cada cristal. Este é exatamente o tipo de

estado pos selecionado pelo efeito HOM na montagem anterior.
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FicUrRA 4.8: Esquema da montagem experimental para medir a FTF. Um feixe de
laser continuo de 355nm passa por uma HWP orientada a 22,5° que deixa o estado
de polarizacao linear a 45°. Em seguida ha uma QWP fixada em 0° que pode ser
inclinada em relacdo ao plano de incidéncia do feixe inserindo um fator e** entre as
componentes de polarizagdo do feixe de laser. Mais adiante o feixe passa por uma
lente Lp de foco 30cm e incide em dois cristais ndo lineares (BiBO tipo I de 0,5mm)
que estao colados um ao outro, gerando dois feixes ndo-colineares de fé6tons em 710nm
emaranhados em momento e polarizacdo. O espelho dicréico (D) reflete a parcela do
laser de bombeamento transmitida no cristal. Os feixes gerados incidem em uma fenda
mualtipla (FM) colocada no plano focal da lente Lp onde sdo definidos os estados de
fenda como na subseg@o anterior. Na sequéncia uma lente cilindrica Lo de foco 7,5cm
e duas lentes L; de foco 15cm projetam uma imagem ampliada da fenda multipla no
SLM. Em um dos bragos é colocado o Ph-Sh para implementar juntamente com o
SLM as operacoes unitarias locais necessarias para se observar a FTF. Os feixes sao
direcionados para os detectores (D1 e D2) passando por duas lentes L¢; de foco 30cm,
duas lentes L yo de foco 15cm, e pelo conjunto HWP(1 e 2)-PBS, constituindo o aparato
de deteccdo. Como antes ha na entrada de cada detector um filtro de interferéncia de
10nm de largura de banda centrado em 710nm e uma lente de microscopio que acopla
os fotons nas fibras, e as contagens de coincidéncia sdo resgistradas em uma janela
temporal de 5ns.

O feixe do laser de bombeamento passa por uma HWP orientada a 22,5° que deixa o
estado de polarizacdo linear a 45°. Assim, suas componentes H e V geram na mesma
propor¢do em cada cristal. Em seguida ha uma QWP fixada em 0° cuja superficie onde
o feixe incide pode ser inclinada, proporcionando um ajuste do fator ¢”* gracas a sua
birrefringéncia[38]. Em nossa montagem ajustamos para que ele valha -1. Apoés passar
pela lente Lp o feixe de laser bombeia dois cristais BiBO de 0,5mm de espessura cada,
ajustados para que a propagacao dos fotons gerados ndo seja colinear. Novamente o
espelho dicréico reflete o laser de bombeamento e transmite os fo6tons gémeos que passam

pela fenda multipla posicionada no plano focal da lente Lp. Podemos entao neste ponto
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escrever o estado do par de fotons nas varidveis de caminho e polarizacao da seguinte

forma

1
) = EZamnﬂmH,nH) — |mV,nV)). (4.10)

m,n

Na sequéncia hd uma lente cilindrica Lo e duas lentes L; projetando uma imagem ampli-
ada da fenda multipla no plano do SLM, a fim de que cada modo de fenda seja transmitido
por fileiras diferentes de pixels da tela do SLM. Nesta montagem utilizamos um SLM de
transmissao da empresa Meadowlark modelo D3128 (ver figura Fig.4.9), que novamente

s6 atua na polarizacao H.

Ficura 4.9: Foto do SLM da empresa Meadowlark, modelo D3128.

Como ambos os fotons passam por ele, agora temos a liberdade de implementar ambas
as operacoes U, e V; dividindo a tela do SLM em duas partes. Em um dos bracos esté,
o Ph-Sh para introduzir a fase relativa entre as componentes de polarizagoes H e V do

foton idler. Assim, o estado da eq.(4.10) se torna

i20 . .
e\/§ Z W (€' X)) | H 0 V) — 70 |mV, nH)). (4.11)

) =

Atentando para o fato de que agora os operadores campo dos detectores sdo dados por
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1
V2

1

Ef = 7

(B, +EY) e Ef = —(Ef, +E}), (4.12)
podemos realizar calculos semelhantes aos anteriores e encontrar a seguinte expressao

para a contagem de coincidéncias

Novamente foram utilizados uma HWP e um PBS no caminho de cada féton para apagar

a informagao de polarizagao, e as lentes L direcionam os feixes para os detectores.

Aqui vemos claramente a caracteristica interessante, mencionada no inicio desta secao,
que esta montagem possui: obtém-se uma expressao para a contagem de coincidéncias
essencialmente igual a curva de interferéncia derivada na eq.(3.3), entretanto, nao é ne-
cessério utilizar um interferémetro longitudinal. A fonte de fétons emaranhados em po-
larizacdo nos permite realizar a deteccdo diretamente, sem precisar recombinar os feixes
em um PBS como na montagem anterior. O estado do par de fétons na saida do inter-
ferometro (eq.(4.11)) ja esté naturalmente na forma de um estado de superposigao entre
as componentes do estado inicial e as componentes do estado evoluido, sem a necessidade
da pos-selecao destas componentes por um interferometro de caminhos longitudinais. O
emaranhamento em polarizacdo do estado inicial e as operag¢des condicionais do SLM

produzem a superposicao necesséria.

Para verificar o emaranhamento em polariza¢do, nos configuramos o SLM (tela com a
mesma escala de cinza para todos os modos de fenda) e posicionamos a placa variavel
do Ph-Sh de modo que nenhuma operagao seja realizada. Seguindo [39], ao medirmos
as coincidéncias variando a HWP1, devemos ver uma oscilacdo quando a HWP2 esta
em 0°, e trés outras oscilagoes deslocadas de m, m/2 e —7/2 quando a HWP2 estd em
45°, 22 5° e -22,5°, respectivamente (interferéncia condicional). Caso o estado nao esteja
emaranhado, as oscilagoes para a HWP2 em 22,5° e -22,5° estariam superpostas com
as outras duas (correlacdo classica). Os resultados obtidos sdo mostrados na Fig.4.10.
Vemos que as oscilacoes nas contagens de coincidéncias obtidas variando o angulo 6;
da HWP1 se deslocam, dependendo do angulo fixo 65 da HWP2. Isto indica que a

interferéncia ¢ condicional e que o estado ¢ emaranhado em polarizagao|39].

Para testar a correlacao espacial entre os modos de fenda e verificar novamente se o estado
gerado se aproxima do MES, acrescentamos duas fendas simples logo ap6s o SLM, onde
estd a imagem da fenda multipla projetada. Cada fenda estd no caminho de um dos

fétons e pode ser varrida verticalmente, permitindo selecionar apenas um modo de fenda
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F1GURA 4.10: Verificagdo do emaranhamento em polarizacgdo do estado gerado. As
coincidéncias sdo obtidas em fun¢do do angulo §; da HWP1 para diferentes posi¢des de
0y da HWP2.

para ser acoplado na fibra da mesma forma que fizemos no experimento anterior. Assim

pudemos mais uma vez medir as contagens relacionadas a |ay,,|? e obter as populagdes

da matriz de coeficientes, conforme mostram as Figs.4.11 a), b) e ¢). E possivel notar

uma melhora considerével na distribui¢ao dos termos na antidiagonal comparando com

o resutado da se¢@o anterior.

Os resultados para a medigao da FTF sao mostrados nas Figs.4.12 a), b) e ¢) para dois

qubits (d = 2) e para dois qudits (d = 3 e d = 4). Novamente os dados foram ajustados

atraves da expressao C' = A(1 — vcos[40 + c]), e os parametros para cada ajuste sdo

mostrados na tabela 4.2.

t=0 | t=05 | t=1
Par&metros d=2

A (3360 4 24) (3500 + 14) (3846 + 24)

v (0.581 +0.009) | (0.076 £+ 0.006) | (0.502 £ 0.008)

c (2+1) (148 £ 4) (185 +1)
d=3

A (4832 4+ 37) (4893 + 5) (5103 + 32)

v (0.59 £ 0.01) (0.110 £ 0.005) | (0.480 + 0.008)

c (44+1) —(35£3) (172 £1)
d=4

A (6026 4 36) (6214 +17) (6323 + 26)

v (0.698 £ 0.007) | (0.126 £+ 0.004) | (0.644 + 0.005)

c (17.7 £ 0.7) —(42+2) (107.2+0.5)

TABELA 4.2: Valores dos parametros de ajuste para os dados experimentais das
Figs.4.12.

Desta vez os célculos para os deslocamentos de fase entre as curvasem t = 0 et = 1
resultaram em (183 + 1)°, (128 £ 1)° e (91.5 & 0.8)° para os qubits, os qutrits e os
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Figura 4.11: Populagdo da matriz de coeficientes para a) dois qubits, b) dois qutrits
e c¢) dois ququarts.

ququarts, respectivamente, valores proximos da previsao teorica de 27 /d. O comporta-
mento das curvas se repetiu como esperado, atingindo uma visibilidade préoxima de 0
para t = 0.5 e préoxima do valor inicial para t = 1. Contudo, podemos observar uma
melhora significativa da visibilidade e da relagao sinal/ruido de todas as curvas em rela-
¢ao aquelas da Fig.4.7. Neste experimento o fator limitante passa a ser a “qualidade” do
emaranhamento em polarizagdo ao invés da distinguibilidade dos modos longitudinais e
transversais na saida do interferdmetrona montagem anterior. A visibilidade das curvas
medidas nas bases ortogonais no teste de Bell apresentaram valores em torno de 68%

para 6y = 22,5° e 65 = —22,5° 0 que é compativel com os valores das visibilidade das
curvas de interferéncia para medir a FTF (Fig. 4.12).
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F1icura 4.12: Dados experimentais dos padrdes de interferéncia para a) o estado da

Fig.4.11a) sob a transformacdo das egs.(3.7), b) o estado da Fig.4.11b) sob a trans-

formagao das eqs.(3.8) e ¢) o estado da Fig.4.11c) sob a transformacao das egs.(3.9).

Todos os graficos exibem as contagens de coincidéncias e os ajustes para os trés valores

de t: t = 0 (quadrados e linha pretos), t = 0.5 (circulos e pontilhado vermelhos) e t = 1
(triangulos e tracejado azuis).
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Conclusao

Iniciamos esta tese revisando como s3o as representagoes geométricas para os estados
quénticos de um e de dois qubits, e como obter as fases adquiridas por eles ao sofrerem
uma evolugdo. Vimos que essas fases podem trazer uma contribui¢do dindmica com
origem nos autovalores do Hamiltoniano que descreve a evolugdo, e uma contribuicao
geométrica com origem no caminho tracado no espago de Hilbert projetivo quando ocorre
a evolugcao. Vimos também que pode surgir uma contribuicio de natureza topolégica para
o estado de dois qubits caso ele seja emaranhado. Foi possivel compreender melhor a
origem das fases geométrica e topologica justamente ao olharmos para as representagoes
geométricas. Para um qubit temos a esfera de Bloch, e a fase geométrica surge quando o
vetor de Bloch se desloca na esfera. Para dois qubits algo semelhante ocorre se o estado
for produto, ja que temos uma esfera de Bloch representando cada qubit. Porém, quando
o estado é emaranhado, temos a representagao dada pela bola de Bloch e pela bola SO(3).
Esta tltima possui uma topologia nao trivial por ser um espago nao-simplesmente conexo,
de modo que a fase topologica surge quando a evolu¢ao define um caminho que “enxerga”
essa propriedade. Mostramos a generalizacao da fase topoldgica para sistemas bipartidos
de dimensoes maiores ao calcularmos a FTF, cuja origem associamos ao espaco nao-
simplesmente conexo das matrizes SU(d) com a identificacdo S’ = e2™/4S. De fato,
quando d = 2, a dupla conexidade de SO(3) se reflete no ato de igualarmos as matrizes

S e —S pertencentes a SU(2).

Em seguida mostramos uma forma possivel de se medir a FTF. Ela precisa aparecer como
uma fase relativa entre dois estados que interferem para ser percebida, assim como com
qualquer outra fase que se deseja observar. Consideramos entao evolugbes locais capazes
de explorar a multipla conexidade das matrizes SU(d) sujeitas a regra de identificacdo
mencionada, sendo que utilizamos as fases &, e xn em funcdo do pardmetro ¢t para

descrevé-las. Chegamos a uma expressdo para a curva de interferéncia I entre o estado

99
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transformado e um estado incial preparado identicamente, expressdao essa que é funcao
das fases &,,, € xn, dos coeficientes oy, que determinam o estado, e de uma fase A¢. Esta
ultima foi utilizada como paramentro de varredura para obtencado das curvas esperadas
uma vez especificados as evolucdes e o estado. Para este trabalho escolhemos um exemplo

para fungoes &, e xn € 0s estados MES para as dimensoes 2, 3 e 4.

Para medir a FTF construimos um interferémetro 6ptico utilizando os feixes de fétons
gerados na SPDC como fonte para a preparacao do estado quantico. Devido & conserva-
cao de momento transversal, os feixes gerados sao emaranhados nesse grau de liberdade.
O vetor de estado que descreve o par é fungdo do perfil do campo do laser que promove
a SPDC. Dessa forma, quando os feixes de pares de fé6tons incidem em uma fenda mil-
tipla é possivel preparar o estado foténico no grau de liberdade de caminho transversal,
sendo que as correlagoes espaciais (ou de momento transversal) sdo controladas por uma
lente que manipula o perfil do laser de bombeamento no plano das fendas. Temos assim
uma base discreta na qual expandimos o estado, e o indice de cada elemento da base é
associado a uma fenda da fenda miltipla. Ap6s os feixes serem transmitidos pela fenda
multipla mantivemos os caminhos transversais bem definidos durante a propagacao do
feixe até o SLM posicionado dentro do interferémetro. Fizemos isso utilizando lentes
para projetar a imagem do plano da fenda no plano do SLM. Com os modos de fenda
bem definidos no plano do SLM podemos modular a fase da frente de onda de cada
modo separadamente gracas & estrutura pixelada da tela do modulador. Além disso, ele
modula apenas uma componente de polarizagao da luz incidente, o que foi imprescindivel
para conseguirmos aplicar as operagoes de fase localmente utilizando este grau de liber-
dade como auxiliar. O SLM foi entdo programado para implementar as operagoes SU(d)
que levam ao aparecimento da FTF, enquanto o Ph-Sh introduziu a fase de varredura
utilizada para construir as curvas de interferéncia. Esta por sua vez sé ocorre se houver
uma indistinguibilidade entre os feixes que se recombinam na saida do interferémetro, de
modo que a diferenca no tempo de propagacao dos feixes desde a geracado até a recombi-
nacao precisa ser compativel com a largura de banda dos filtros de interferéncia utilizados
na deteccdo. Por isso utilizamos um conjunto de placas de quartzo e um interferémetro

do tipo Sagnac, e verificamos a indistinguibilidade através do efeito HOM.

Vimos que a interferéncia de dois fotons vista na contagem de coincidéncias exibe o
mesmo comportamento previsto teoricamente para a interferéncia entre o estado trans-
formado e o estado inicial identicamente preparado. Desta forma foi possivel medir a
FTF através do deslocamento de fase entre as curvas obtidas no inicio € no fim da evo-
lucdo. Os resultados obtidos foram (182 + 7)°, (126 4+ 3)° e (94 4 3)° para dois qubits,
dois qutrits e dois ququarts, respectivamente. Os valores ficaram préximo do previsto
de 27/d, demonstrando a dependéncia da FTF com a dimensao do estado. Realizamos

ainda um segundo experimento onde houve uma melhora consideravel na qualidade das
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curvas. Novamente utilizamos a SPDC como fonte de fétons, porém haviam dois cristais
emparelhados e com os eixos Opticos ortogonais entre si para gerar os feixes. Com esta
configuracao junto & fenda miltipla, o estado fica emaranhado ndo s6 em caminho trans-
versal, mas também em polarizacdo. Isso nos permitiu reproduzir o mesmo resultado sem
precisar de um interferémetro longitudinal, sendo que a qualidade do emaranhamento
em polarizagdo desempenha um papel andlogo ao da indistinguibilidade no experimento
anterior no sentido de viabilizar a interferéncia de dois fotons. O casamento dos modos
transversais no interferémetro longitudinal foi um grande fator limitante para a visibili-
dade das curvas no primeiro experimento, e por isso obtivemos uma melhora significativa
da visibilidade e da relagdo sinal/ruido na segunda montagem. Os valores obtidos para
a medigao da FTF foram (183 +1)°, (128 +1)° e (91.5 £ 0.8)°, novamente proximos dos

esperado.
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Perspectivas

A seguir apresentaremos alguns porssiveis desdobramentos do trabalho feito nesta tese
que podem ser explorados futuramente. Primeiro podemos comparar o comportamento
das curvas de interferéncia calculadas para o estado produto com o que vimos na secao

3.2. Neste caso, os estados para as dimensoes consideradas sao

9y =5 (1 +12) @ (1) +12) (d=2) (61)
9 =3 (1 + 12+ 3) @ (1) +12)+13) (@=3) (6.2
Wy =g (D +2) B+ (U + 2+ +14) [@=4)  (63)

ou seja, amy = 1/d. As curvas previstas sdo mostradas na Fig.6.1. Em contraste com
a Fig.3.4, para o estado produto, as franjas nunca desaparecem em ¢t = 1/2. As mesmas
operagdes ndo levam o estado a passar por uma evolugao ciclica, uma vez que visibilidade
méaxima nao é recuperada. Porém, o deslocamento entre as curvas continua sendo 27 /d
(exceto para d=2, onde o estado final é ortogonal ao inicial), apesar de sua origem néo

ser topological.

A fim de observarmos também o efeito da dimensdo do espaco de Hilbert, vamos con-
siderar a situagdo em que apenas dois modos dos qutrits sdo operados como se fossem
um qubit e comparar sua evolucao com um par de qubits. Dessa forma, a transformacao

para os qutrits sera

! Aqui ocorre algo semelhante A situacio confusa citada no tltimo paragrafo da subsecio 2.1.1.

62
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FIGURA 6.1: Curvas de interferéncia para a) o estado da eq.(6.1) sob a transformagao
das egs.(3.7), b) o estado da eq.(6.2) sob a transformacao das eqgs.(3.8), e ¢) o estado
da eq.(6.3) sob a transformacdo das egs.(3.9). Todos os graficos exibem as curvas para
trés valores de t: t = 0 (preto), t = 0.5 (vermelho pontilhado) e ¢t =1 (azul tracejado).
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™
§1 = X2 :§t
s
=x1=- 4t (6.4)
§3=x3 =0

A Fig.6.2 exibe as curvas para este caso. Desta vez nem o MES nem o estado produto
sao governados por uma evolucdo ciclica no intervalo total do pardmetro de controle ¢,
e as franjas de interferéncia nunca recuperam a visibilidade maxima, ao contrario do
que acontece com o MES para os qubits. Mesmo o comportamento do estado produto
é diferente, pois para os qubits o estado termina a evolu¢io em um estado ortogonal ao
inicial, o que nao acontece para os qutrits. Portanto, o comportamento da interferéncia

¢ sensivel nao apenas ao emaranhamento, mas também a dimensdo dos qudits sendo

operados.
Ie) [¥,)
a) 1C b) 1C
0.5 0.5
A¢ A¢
3 5 7 3 5 7
0 % 7T7n27T77T37T77T47T 0 g 7T7"27T7”3rr7"4n

FIGURA 6.2: Curva de interferéncia para a) o estado da eq.(3.5) sob a transformacao
das eqs.(6.4), b) o estado da eq.(6.2) sob a transformacio das eqs.(6.4), para t = 0
(preto), t = 0.5 (vermelho pontilhado) e t = 1 (azul tracejado).

Além disso, se tivermos a liberdade de implementar a operacio V; como no caso do se-
gundo experimento, ha a possibilidade de experimentar outras transformacoes unitarias.
Ao invés de escolher evolugoes como nas eqs.(3.7), (3.8) e (3.9), podemos tomar exemplos
onde as evoluc¢des nao necessariamente precisam ser da mesma forma nos dois fétons, ou

pelo menos onde os pardmetros nao sao iguais a todo instante.

Outras possibilidades sao a realizagao de dois experimentos: um deles visa medir a FTF
ap6s o estado dos fétons ser submetido a aplicacao de ruidos e verificar que ela sobrevive
a este tipo de transformacao, como discutido teoricamente na dissertacao de mestrado[40]
do Rafael Antunes, um dos integrantes do nosso grupo. O outro visa medir a FTF para

sistemas bipartidos com dimensoes diferentes, sendo que o estudo sobre como gerar esse
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tipo de estado e sobre como sdo as correlagoes entre as partes fazem parte da dissertacao

de mestrado[41] da Paula D‘4vila Machado, outra integrante do nosso grupo.



Apéndice A

Calculo da fase dinamica e da FG

para dois qudits

Partiremos da expressio derivada por Aharonov e Anandan para obter a FG e relacioné-
la a FTF em um sistema de dois qudits. Seguindo [3], temos que a FG é sempre dada

por

T
7y = arg ((0) | $(T)) + i /O at (w(t) | 91)). (A1)

que corresponde & fase total da evolucao subtraida da fase dindmica. Com a notacao

matricial para o estado, a eq.(A.1) se torna

T
Vg = arg{Tr[af (0)a(T)]} + i/o dtTr[of (£)a(t)]. (A.2)

Podemos verificar que o primeiro termo equivale a v = A¢ + ~s, pois

arg{Tr[al(0)a(T)]} = arg{Tr[al (0)e”a(0)]}
’_i— 2w

= arg{ewTr[OzT(O)Oé(O)]} = Aﬁb + 77

e ja neste ponto vemos que a FG possui uma contribui¢cao que é a FTF para o

sistema considerado. Vamos utilizar novamente a decomposi¢do polar para escrever

a(t) = id(t)a(t) + 0 (S1QEW) + S1QW))
66
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e substituir no segundo termo da eq.(A.2), o que fornece

T T . . . .
i / dtTe[al (t)a(t)] = i / dtTr[aT(t)iQS(t)a(t)+ozT(t)e“b(t) (S(t)Q(t)+S(t)Q(t)>]
0 0

T .
_ /0 dt6(t) Tola (D ()] /0 drTrlal (6 (S()Q() + S(1Q(M)))

— g /0 "ol (00 (390 >@<t>)]

resultando no cancelamento de A¢. Agora, substituindo af(t) = e=@®Q(t)ST(t) (uma
vez que Q(T) = QT(T)) e utilizando a ciclicidade do trago, retomamos a eq.(A.2) que se

torna

2l

T
Yo =g +Z/0 dtTe[Q(t)ST(1)S (1) + Q()Q(1)]: (A.3)

Notamos ainda que a condicdo de normalizacao do estado fornece

e diferenciando com respeito ao tempo de ambos os lados e usando novamente a ciclici-

dade do trago temos

T[Q(H)Q(t) + Q) Q(t)]
= Tr[Q(1)Q(t)] = —Tr[Q(1)Q(t)]

0
0.

Portanto, o segundo termo da integral na eq.(A.3) desaparece. Para lidar com o primeiro
termo da integral vamos identificar os seguintes invariantes sob evolucoes unitarias locais:
Tr[p?], p =1,....d, onde py ¢ a matriz densidade reduzida do qudit f = s,i. De fato,

sob uma evolugao unitaria local p’f =Usp fU} temos
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Tr[pf)] = Tr[(Ufpr})p} = Tr[Ufpr}Ufpr} .. Ufpr}LUfpr;[]

p vezes

= T[UyphU}] = Tr[ph)]

Vamos também escrever as matrizes densidade reduzidas em termos das matrizes @)

e S para que os invariantes fiquem em funcdo delas; para o estado p = |¢) (Y| =

* ’or .
> mnm’ nt OmnQopry [m, 1) (M, n'| considerado podemos ver que

ps = Tri[p| = Z (n| Z Cmn Oy [, m) (0| ] ")

n'! m,n,m’ n’

- Z Qmin oyt Orp Orrr [110) <m/‘

/ / U
m,n,m’ n’n

= Z Wnn gy, ) (|

m,n,m’

Analogamente para o qudit 4

pi = Trglp] = Z (m" Z Qs M, ) <m’,n" ’m”>

U

m m,n,m’ n’

= Z W Qs O Oty | 1) <n/ ‘

m,n,m’ n’ m'

= Z Qs 1) <n" .

m,n,n’

Agora, uma vez que podemos escrever & =y Gimy [M) (1] € al = Dt Qo [01) (M0

notamos que

aal = Z Qmn Qs M) <n | n’> <m"

m,n,m’ n’

= Z Q11O | M) <m"

m,n,m’n’

= Z Qmn sy, |T) <m’} .

m,n,m/’

(A4)

(A.5)

i

7
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Tambeém,

-
T NT * / /
(a'a)' = Z W [0 {m | m) (n]
m,n,m’ n’
-
= Z Cmn ot O | 1) (]
m,n,m’,n’
= Z Cmn Qs 1) (1| (A.7)
m,n,n’

Comparando as eqs.(A.4) e (A.6), e as eqs.(A.5) e (A.7) vemos que

Ps = aal = SQQS’T, (A.8)
pi=(ala)" = (@*)T. (A.9)

Com as matrizes densidade reduzidas escritas dessa forma podemos verificar que, além

de invariantes sob evolucoes unitérias locais, Tr[p]]’c] sao independentes do qudit f pois

Tr[pP] = Tr[(SQ?ST)P] = Tr[SQ?STSQ?ST... SQ*STSQ?ST]
p vezes

= TY[SQ*ST] = Tr[Q*] = Tr[pf],

onde utilizamos o fato de que Tr[((Q%)T)?] = Tr[(Q*)"] = Tr[Q?*]. O invariante cor-
respondente a p = 1 reproduz simplesmente a condicdo de normalizacao; ja o invariante
para p = 2 se relaciona com o quantificador de emaranhamento de um estado puro de dois
qudits denominado concorréncia|29, 42]. A concorréncia é dada por C = ,/2(1 — Tr[p?]),
e sua relacao com um dos invariantes expressa o fato bem conhecido de que o emaranha-
mento nao é afetado por operacoes unitéarias locais. Ela vai de ( para o estado produto
aCyp = \/m para o MES. Isso porque no primeiro caso as matrizes densidade
reduzidas podem ser escritas na forma diagonal com apenas o primeiro elemento diferente
de 0, o que resulta em Tr[p?e} = 1 para o estado normalizado, enquanto que no segundo
caso é possivel escrever pr = 1/d e portanto Tr[p?c] = 1/d. Da relagao entre Tr[p?c] eC

podemos tirar que
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C2

QY =1- > (A.10)

o que serd ultil mais a frente no desenvolvimento do primeiro termo da integral na

eq.(A.3).

A fim de explorarmos o papel desempenhado pelos invariantes na FG, vamos torna-los ex-
plicitos na expressao de Q% em termos da identidade e dos geradores T;(j=1,2,.., d’>—1)
de SU(d). Os geradores sao matrizes hermitianas de trago nulo normalizadas de acordo
com Tr[T;T}] = ;1/2, sendo que qualquer matriz hermitiana ou anti-hermitiana de traco
nulo pode ser escrita como uma combinacfo linear deles. Um exemplo familiar ocorre
para d = 2 onde os geradores sdao as matrizes de Pauli; junto com a identidade eles sao

uma base para as matrizes dxd hermitianas. Dessa forma, podemos escrever

Q*==-+q-T, (A.11)

Ul =

onde ¢’ é um vetor cujas componentes sao reais e dao os coeficientes da combinacdo linear
dos geradores, e o primeiro termo garante que Q? tenha traco igual a 1. Consequente-

mente temos

I
Q4:*2+

e tirando o traco temos

j k
S5k/2
1
=+ > g5k Te[T;Tx]
jik
1 ¢
= -+ —. A.12
T3 (A.12)
[gualando as egs.(A.12) e (A.10) o modulo de ¢ fica
2(d -1
g = (d)—c2_ 2 _c2, (A.13)

e substituindo de volta na eq.(A.11) ficamos com
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I R
Q2zzg<+\/6%——62q-T. (A.14)

Como ultimo passo para finalmente retornarmos a eq.(A.3) vamos utilizar o fato de que
também podemos escrever STS utilizando os geradores. Derivando a relacao STS =1

com respeito ao tempo de ambos os lados obtemos

STS+81S =0
Sts = —STs
STS = —(ST9)T

e, portanto, o produto STS é anti-hermitiano. Neste caso os coeficientes da combinacio

linear sdo imaginarios, o que nos leva a

St =ig. T (A.15)

5 2 . o
onde § € RT 1 agsim como 4.

Substituindo a eq.(A.14) na eq.(A.3) obtemos

21 T
d 0

5*“29“>4_V431_c?@ﬂo-jﬂsT@y§@4, (A.16)

o que podemos simplificar recorrendo ao fato de que uma matriz inversivel geral A obe-

dece a relacao

d(detA)
dt

= detATr [A_ldA] )
dt

Utilizando a relacdo acima para S e lembrando que S~! = St e Tr[S] = 1 temos

5

—Tr|lS—
0 r[S i

]:ﬁw@L

e portanto o primeiro termo da integral na eq.(A.16) desaparece. Substituindo agora a

eq.(A.15) no segundo termo da integral na eq.(A.16) temos
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i/T dtTe[\/C2, — C2(4(t) - T)ST(£)S(t)] = i/T dtTr[\/C2, — C2(G(t) - T)i(5(¢t) - T)]
0 0
T
= —/C2, —C? /0 dtTr[Z q;(t)T; Z sk (t)Tk]

—_Jc2 —c2/ dthJ sp(t TTk]
_ _ (2
Ve ¢ /0 g (t)

Finalmente, definindo dZ = 5(t)dt, chegamos a uma expressao compacta que estabelece
uma conexao entre a FG e a concorréncia de um estado de dois qudits que passa por

uma evolucao ciclica

”j _ m?{ (A.17)

Este resultado chave mostra que a FG para uma evolucao ciclica é composta pela FTF e
por uma contribuigdo integral advinda dos setores hermitiano e SU(d) da decomposicao
polar, e que depende da histéria da evolucao do estado quéntico. Vemos que para o

MES essa contribuicao desaparece, e apenas a FTF aparece.



Apéndice B

Calculo da transformacao realizada

pelo deslocador de fase

Na subsecao 4.1.2 introduzimos um deslocador de fase que transforma o estado de po-
larizacao dos fotons adicionando uma fase relativa entre as componentes horizontal e
vertical. Mostraremos o principio de seu funcionamento utilizando as chamadas matri-
zes de Jones que representam as placas de onda utilizadas na contrucao do deslocador

de fase.

Primeiro lembramos que o campo elétrico da luz estd restrito ao plano perpendicular &
direcao de propagacgao, e que no caso da luz polarizada temos um vetor campo elétrico
bem definido. Portanto, o estado de polarizagdo é naturalmente um sistema de duas
dimensoes, sendo que podemos decompor o vetor campo elétrico em duas componentes
nas direcoes horizontal e vertical. Representamos essas direcGes através dos vetores

canonicos, de modo que podemos representar um estado de polarizacdo |P) qualquer

Ey
Ey |’

utilizando o chamado vetor de Jones

|P) = En|H) + Ev|V) =

onde

1
H>:[0]’ V) =

e Ey e Ey sao as componentes do vetor campo elétrico.

73
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Nesta representacao, o efeito de um elemento 6ptico linear que transforma o estado de
polarizacao serd descrito por uma matriz 2x2 que atua no vetor de Jones, chamada matriz
de Jones. Um material birrefringente € um material que possui dois eixos perpendiculares
com indices de refragdo diferentes para uma luz linearmente polarizada ao longo da
direcao de cada um desses eixos. O eixo com indice de refragdo menor é chamado eixo
rapido, e o outro eixo lento. Se fizermos o eixo rapido coincidir com a diregdo horizontal,

podemos escrever a matriz de Jones J de um material birrefringente como sendo

ing L
J— einu | 0 _ einHL 1 ' 0 7
0 eva 0 ezAnL

onde ny e ny sao repectivamente os indices de refracao dos eixos rapido e lento, L é
a espessura do material, e An = ny — ngy. Se atuarmos com essa matriz no vetor de
Jones |J) vemos que o efeito do material birrefringente é introduzir uma fase relativa
AnlL entre as componentes de polarizacao horizontal e vertical. Se quisermos saber qual
é a matriz J(p) para um material birrefringente com o eixo rapido orientado em uma

direcdo ¢ qualquer, basta aplicarmos uma rotacao em J fazendo

[ cosp —seny 1 0 cosp  seny
J(p) = R(p)JR(—¢) = ] [ AnL ] [ ]
| senp  cosp 0 e —seny  cosy

cos’p + e lsen?p (1 — 2" cospseny ]

(1 — 2L cospseny 2™ cos?p + sen?p

onde R(p) ¢ a matriz de rotacio em duas dimensdes (omitimos o fator e™#L em .J
pois ele aparece apenas como um fator de fase global). Quando se é fabricada uma
placa de material birrefringente com uma espessura especifica tal que AnlL seja um
miltiplo inteiro de m temos a chamada placa de meia onda, enquanto que se a espessura
for tal que AnL seja um multiplo inteiro de 7/2, temos uma placa de um quarto de
onda. Substituindo esses valores e utilizando algumas rela¢des trigonométricas, podemos
encontrar as matrizes de Jones H(p) para uma placa de meia onda e Q(p) para uma

placa um quarto de onda, que sdo

o) = | ) Senw)] : Qw):[cosz“mse“% (1~ eosspsens

sen(2¢) —cos(2¢p) (1 —d)cospseny icos’p + sen’p
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Conhecendo essas matrizes podemos efetuar a multiplicacdo na ordem em que as placas
de onda aparecem no deslocador de fase e obter a transformacao promovida por ele
no estado de polarizacao dos fétons. Para o foton transmitido no PBS ao entrar no

interferometro da Fig.4.1, a matriz J;gnq do deslocador de fase fica

Jsignal = Q(’]T/Z’L)H(SO +6 ( ) (71-/4)

VH
[ cos(2(p+6))  sen(2(p+0)) cos(2¢p)  sen(2¢p)

=Q(m/4 m/4

Q/4) | sen(2(p +0)) —cos(2(¢ +0)) [ sen(2¢) —cos(2¢p) ] Qm/4)
— O(r [ cos(20) —sen(26) | 1| 1+i 1—1
= Qm/4) | sen(20)  cos(20) ] 20 1—4 1434
1 l4i =i | 1] (T+de 20 (1 —4)e=20

2| 1—i 144 |2 1—i)e¥ (1+i)e 2

[ 7219

Dai as transformacoes |H) — €29 |V) e |V) — e |H) utilizadas na subsecio 4.1.2.
Para o foton refletido, os adngulos de orientacio das placas sao o negativo dos dngulos
utilizados para o féton transmitido, e a ordem das placas também muda, de modo que
um célculo similar nos da a seguinte matriz J;g., que atua no estado de polarizagao do

foton refletido

Jidier = Q(=m/4)H(—p)H(—¢ — 0)Q(—7/4)
0 _ 20
- [ _e—2i0 0 ] ’

Dessa vez temos as transformacoes |H) — —e~ 2% |V) e |V) — —¢? |H), também citadas
na subsecdo 4.1.2. Vemos entdo que o deslocador de fase introduz uma fase relativa entre
as componentes horizontal e vertical do estado de polarizacao de um féton que o atravessa,
e que essa fase relativa pode ser controlada variando-se o angulo de orientagao ¢ + 6 de

uma das placas de meia onda, ou seja, girando-se esta placa.
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