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Resumo

Gelos de spin artificiais (ASI) sdo redes bidimensionais de nanoilhas magnéticas geome-
tricamente frustradas, originalmente concebidas para mimetizar o comportamento de
materiais com a estrutura cristalina do pirocloro comumente conhecidos como gelos de
spin. Diferentes tipos de ASI vém sendo desenvolvidos recentemente, ensejando a obser-
vacao de fendomenos interessantes como o aparecimento de excitagoes que se comportam
como monopolos magnéticos, bem como sugerindo a possibilidade de novas aplicagoes.
Uma nova geometria de ASI recentemente proposta na literatura foi denominada gelo
de spin artificial “regravavel”, por possibilitar total controle sobre os microestados do
sistema & temperatura ambiente. Apesar de a realizacdo experimental desse sistema ser
essencialmente atérmica, técnicas recentes permitem a fabricacao de nanoilhas suscetiveis
a flutuagdes térmicas, o que torna importante investigar o comportamento termodindmico
dos ASI. Neste trabalho, realizamos simula¢oes de Monte Carlo de um modelo do ASI
regravavel, em que as nanoilhas sao tratadas como spins do tipo Ising com interagoes
dipolares, no intuito de estudar suas transi¢oes de fase na auséncia de campo magnético.
Tanto condi¢oes de contorno abertas quanto peridédicas foram consideradas. O estado
fundamental encontrado é maximamente magnetizado, e uma fase ordenada é observada
em baixas temperaturas. No limite termodinamico, uma transicdo continua entre essa fase
ordenada e uma fase paramagnética é evidenciada pela divergéncia do calor especifico na
temperatura critica. Em sistemas finitos, no entanto, ocorre uma pseudo-transicao de fase
de baixa temperatura, introduzindo uma fase intermediaria entre as fases paramagnética
e maximamente magnetizada que se caracteriza pela pequena quantidade de excitagoes
locais e por baixos valores de magnetizagao total. A temperatura critica foi determinada
mediante o calculo dos zeros da distribuicao de probabilidade da energia. Em trabalhos
futuros, pretendemos elucidar a natureza dessa pseudo-transi¢ao, bem como investigar o

comportamento das excitacoes na rede.

Palavras-chave: gelo de spin artificial, transi¢oes de fase, simulagao, método de Monte
Carlo.






Abstract

Artificial spin ices (ASI) are geometrically frustrated, two-dimensional arrays of magnetic
nanoislands, originally designed to mimic the behavior of pyrochlore spin ice materials.
Different types of ASI have been developed lately, giving rise to interesting phenomena
such as magnetic monopole-like excitations, as well as suggesting the possibility of new
applications. A novel geometry of ASI recently proposed in the literature has been termed
“rewritable” artificial spin ice, for it allows total control over the microstates of the system
at room temperature. Although the reported experimental realization of this particular
system is essentially athermal, recent techniques permit the fabrication of nanoislands
susceptible to thermal fluctuations, which makes it important to investigate the thermal
behavior of ASI. We have performed Monte Carlo simulations of a model of the rewritable
ASI, with nanoislands being treated as Ising macrospins with dipolar interactions, in order
to study its phase transitions in the absence of a magnetic field. Both periodic and open
boundary conditions have been considered. The ground state has been determined to be
maximally magnetized, and an ordered phase has been observed at low temperatures.
In the thermodynamic limit, a continuous transition between this ordered phase and a
paramagnetic one is evidenced by the divergence of the specific heat curve at the critical
temperature. In finite systems, however, a low temperature pseudo-phase transition takes
place, introducing an intermediary phase between the paramagnetic and fully magnetized
phases which has few local excitations and shows low net magnetization values. The critical
temperature has been determined by means of a new method based upon the energy
probability distribution zeros. In future works, we intend to further investigate the nature

of this pseudo-transition, as well as the behavior of excitations in the lattice.

Keywords: artificial spin ice, phase transitions, simulation, Monte Carlo methods.
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1 Introducao

Alguns materiais encontrados na natureza possuem uma intrigante propriedade,
denominada frustracao geométrica, que consiste na impossibilidade de minimizacao si-
multanea da energia de todas as interagoes entre seus constituintes. O exemplo mais
conhecido é o gelo da dgua, que foi também o primeiro a despertar interesse cientifico. A
estrutura desse material consiste em uma rede cristalina na qual um atomo de oxigénio
esta equidistante a quatro outros dtomos desse elemento, sendo que entre cada par de
atomos de oxigénio existe um atomo de hidrogénio. Cada hidrogénio possui, portanto, dois
atomos de oxigénio em sua vizinhanca imediata, e tende a ser encontrado nas proximidades
de um deles (ver Figura A). Para cada atomo de oxigénio, a configuracao de menor
energia apresenta dois atomos de hidrogénio proximos e dois mais distantes, o que pode
ser representado por meio de vetores (Figura B), resultando na famosa regra “dois
para dentro-dois para fora”, conhecida como regra do gelo [1]. Essa caracteristica peculiar
da agua faz com que ela apresente uma entropia residual no limite de baixa temperatura,
uma vez que a regra do gelo pode ser satisfeita por diferentes configuracoes, levando a
uma degenerescéncia do estado de energia minima. Em 1935, Linus Pauling [2] calculou
o numero de configuragdes que respeitam a regra do gelo para encontrar uma entropia
residual de Sy = Nkgln(3/2), em que que N é o niimero de moléculas de dgua e kp ¢é a

constante de Boltzmann, em boa concordancia com as medidas experimentaisﬂ

H& cerca de duas décadas, o fendmeno da frustracao foi observado também em
materiais magnéticos cristalinos, produzindo efeitos semelhantes aos observados no gelo da
agua [5]. Por esse motivo, tais materiais foram chamados gelos de spin. O grande interesse
gerado por essa descoberta levou ao desenvolvimento de redes de nanoilhas de permalloy
com interagoes magnéticas frustradas |6] — que foram denominados gelos de spin artificiais
(ASI, na sigla em inglés) — como forma de emular o comportamento dos gelos de spin
naturais e possibilitar a observagao direta dos microestados do sistema, abrindo novas

perspectivas para seu estudo.

Para além de fornecer informagoes valiosas sobre o comportamento de sistemas

L T preciso observar que, atualmente, sio conhecidas muitas fases diferentes do gelo da dgua, sendo trés

fases amorfas e cerca de 18 fases cristalinas. Dentre estas, algumas apresentam prétons ordenados, nao
possuindo, portanto, entropia residual. A regra do gelo aplica-se, assim, as fases do gelo nas quais os
atomos de hidrogénio encontram-se desordenados. No gelo Th, por exemplo, que é aquele encontrado
abundantemente na Terra, ndo ha ordenamento protonico, resultando em uma entropia residual. A
medida que se aproxima do zero absoluto, porém, a estrutura do gelo Th deixa de ser a mais estavel,
sendo esperada uma transi¢ao de fase para o gelo XI, que é ordenado. Essa transicdo, entretanto, ocorre
de forma extremamente lenta, de modo que a reducdo da temperatura do sistema abaixo do ponto de
transicao leva ao congelamento de uma configuragdo com prétons desordenados [3]. A existéncia de
uma fase completamente ordenada, de estado fundamental ndo degenerado, em temperaturas proximas
ao zero absoluto é caracteristica também dos gelos de spin, como serd mencionado adiante.
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Figura 1.1: (A) Estrutura do gelo da dgua, com um &tomo de oxigénio cercado por quatro outros
atomos de oxigénio. Cada ligagdo entre um par de dtomos desse elemento é intermediada por um atomo
de hidrogénio, que estd mais préximo de um dos dtomos vizinhos que do outro. (B) Representacao da
regra do gelo por meio de vetores. Na configuragdo mais estével, dois vetores apontam para dentro (4tomo
de hidrogénio na posi¢do mais préxima) e os outros dois apontam para fora (d&tomo de hidrogénio mais
afastado). Retirado da referéncia [4].

geometricamente frustrados como os gelos de spin cristalinos, o estudo dos ASI é motivado
por perspectivas bastante promissoras de aplicagdes praticas em areas como magnetri-
cidade e processamento e armazenamento de informagoes. Como exemplo dos recentes
desdobramentos nesse sentido, podemos citar a construcao de portas logicas a partir
de gelos de spin coloidais [7], bem como o desenvolvimento de técnicas de manipulagao
nanoscépica das configuragoes locais dos ASI com a finalidade de codificar informagao [8.(9].
Além disso, o aparecimento de excitagoes nesses sistemas que se comportam como mo-
nopolos magnéticos [10] torna os ASI um importante campo de investigagao de questoes

fundamentais da {fisica.

O objeto do presente trabalho é o estudo computacional, por meio de simulagoes
de Monte Carlo, de uma nova geometria de ASI recentemente proposta na literatura [8] e
a investigacao de suas propriedades termodinamicas, com especial atengao as transigoes

de fase.

No Capitulo [2, apresentaremos uma breve introdugdo sobre os gelos de spins
artificiais, bem como indicaremos as motivag¢oes para o estudo do modelo proposto. No
Capitulo [3 apresentaremos os principais aspectos teéricos do estudo de transi¢oes de fase
por meio de simulagoes de Monte Carlo que serao utilizados neste trabalho. Em seguida, o
Capitulo {4 descrevera o modelo concebido para as simulacoes e a forma como estas foram
realizadas. Os resultados, com as respectivas discussoes, serdo expostos no Capitulo [f]
Por fim, o Capitulo [f] sintetizard as principais conclusdes do presente estudo, bem como

apresentara os desafios e questionamentos a serem abordados em trabalhos futuros.
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2 Gelos de spin

Antes de descrever o modelo utilizado neste trabalho e os resultados obtidos com as
simulacoes, cabe-nos discorrer sobre o conceito e as principais caracteristicas dos gelos de
spin artificiais, bem como expor as motivacoes do presente estudo. Para isso, apresentamos,
a seguir, os desenvolvimentos tedricos e experimentais, presentes na literatura, que foram
responsaveis pela observacao e elucidacao dos fendomenos fisicos fundamentais pertinentes
a esses sistemas, bem como descreveremos as questoes em aberto que serdao objeto de nossa

investigacao.

Na Secao [2.1] faremos uma breve apresentagao dos gelos de spin tridimensionais.
Os gelos de spin artificiais serdo introduzidos na Secao [2.2] com especial foco no ASI
de rede quadrada, uma vez que o sistema ora investigado deriva desse tipo de rede. A
Segdo [2.3| enfatizard o papel das transigoes de fase no estudo dos ASI. Por fim, a Se¢ao [2.4
descrevera a nova geometria de ASI proposta na literatura [§], que serve de base para a
concepc¢ao do modelo utilizado em nossas simulagoes, e destacara as principais questoes

que motivam o presente estudo.

2.1 Gelos de spin tridimensionais

A frustracao geométrica encontrada no gelo da agua também pode ser observada
em compostos cristalinos de terras raras que apresentam a estrutura do pirocloro, isto é,
tetraedros com vértices compartilhados. Os exemplos mais estudados sao o Dy,Ti,07 e
0 Ho,Tiy05. Essa classe de materiais, descoberta por Harris et al. em 1997 [5], recebe o
nome de gelos de spin, e apresenta varias caracteristicas semelhantes as do gelo da agua,
incluindo a entropia residual a temperaturas proximas de zero [11]. Nesse caso, porém, a
origem da frustracao nao é a posicao dos atomos nas ligacoes quimicas, mas as interacoes
entre momentos magnéticos, que nao podem ser energeticamente minimizadas de forma
simultanea. Isso ocorre porque o arranjo dos fons no cristal é tal que, em cada vértice, ha
um ion cujo momento magnético esta alinhado ao eixo que passa pelo vértice e pelo centro
do tetraedro. Esse momento magnético pode ser tratado como um spin do tipo Ising, de
modo que cada spin pode apontar para dentro ou para fora do tetraedro (ver Figura A).
As interagoes entre os momentos magnéticos, que contém um termo de troca fraco e um
termo dipolar dominante [4,12], ndo podem ser simultaneamente minimizadas para todos
os componentes do sistema. O que se observa nesses materiais é uma minimizacao da
energia de cada tetraedro quando dois spins apontam para dentro e os outros dois apontam
para fora [5], ou seja, as configuragoes de menor energia sdo aquelas que obedecem & regra

do gelo. Apesar do carater dipolar das interagoes, os gelos de spin nao apresentam ordem
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de longo alcance mesmo a temperaturas bastante baixas em comparacao com a energia
das interagoes. Isso ocorre porque existem miultiplas formas de organizar os spins na rede

respeitando a regra do gelo.

Os gelos de spin tém atraido grande atencao nos tultimos anos devido a suas
propriedades fisicas pouco usuais. Em particular, destaca-se a observagao de excitagoes
que se comportam como monopolos magnéticos [13-17]. Tais excitagoes sdo um exemplo
do fenomeno de fracionalizacao, que pode entendido, neste caso, por meio do modelo de
halteres proposto por Castelnovo et al. [13]|. Tal modelo consiste em tratar os momentos
magnéticos como halteres em cujas extermidades acumulam-se cargas magnéticas de sinais
opostos. Como mostrado na Figura [2.1}B, a inversdo de um spin em uma rede previamente
configurada em seu estado fundamental ocasiona a violagao da regra do gelo em dois
tetraedros adjacentes: um deles passa a ter trés spins apontando para dentro e apenas
um apontando para fora, enquanto no outro tetraedro ocorre o contrario. No modelo de
halteres, isto equivale a dizer que a neutralidade de cargas dos tetraedros foi quebrada, ou
seja, um deles agora acumula carga negativa enquanto o outro concentra carga positiva.
Nesse sentido, dizemos que foi criado um par de monopolos, que se comportam como fonte
e sumidouro de linhas de campo magnético e interagem segundo um potencial coulombiano

magnético [13].

Um par de monopolos em um gelo de spin encontra-se desconfinado, uma vez que
subsequentes inversoes de spins nos tetraedros portadores de carga sao capazes de deslocar
os monopolos ao longo da rede sem novas violagoes da regra do gelo (Figura 2.1}C). Os
tetraedros que violam a regra do gelo sdo conectados por strings de Dirac compostos de
spins invertidos, que nesses sistemas podem ser observadas [16], o que assemelha esses
monopolos aqueles propostos por Nambu [1§]. A movimentacdo de excitagdes que se
comportam como cargas magnéticas pela rede motiva a busca por formas de se explorar o

fenomeno da magnetricidade, um analogo magnético da eletricidade.

2.2 Gelos de spin artificiais

No ano de 2006, Wang et al. [6] deram um passo importante no estudo dos gelos de
spin ao fabricar redes quadradas de nanoilhas magnéticas como uma versao bidimensional
do pirocloro de terras raras, que logo ficaram conhecidas como gelos de spin artificiais. As
ilhas, feitas em permalloy, tém dimensoes da ordem de dezenas ou centenas de nanometros,
o que as faz pequenas o suficiente para que apenas um dominio magnético esteja presente.
Além disso, sua forma alongada estabelece uma direcao preferencial de magnetizagao
(eixo facil) ao longo do eixo maior, o que é chamado anisotropia de forma [20]. Assim, as
nanoilhas comportam-se como macrospins do tipo Ising, e interagem entre si por meio da

interacao dipolar.
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Figura 2.1: (A) Estrutura cristalina do pirocloro, com spins ocupando os vértices dos tetraedros. (B) A
inversdo do spin central d4 origem a um par de monopolos. (C) Subsequentes inversoes de spins separam
os monopolos, que deixam em seu caminho uma cadeia de spins invertidos. Retirado da referéncia .

Os ASI de rede quadrada possuem a geometria ilustrada na Figura Cada vértice
pode assumir 16 configuracoes diferentes, que Wang et al. classificaram em quatro grupos
segundo a energia das interagoes. Os vértices dos tipos III e IV apresentam actimulo de
cargas magnéticas. Se considerarmos cada extremidade de um dipolo como equivalente a
um monopolo unitario, podemos definir a carga magnética desses vértices, em unidades
arbitrarias, como () = 42 para vértices do tipo Il e () = £4 para vértices do tipo IV,
em que, convencionalmente, o sinal positivo (negativo) representa um excesso de spins
apontando para dentro (fora) do vértice. J& os vértices dos tipos I e II obedecem a regra
do gelo, logo apresentam neutralidade de carga e sdao menos energéticos. Entretanto, ao
contrario do que ocorre no pirocloro, nem todos os vértices com dois spins para dentro e dois
para fora sdo degenerados. Isto ocorre porque a equidistancia observada no pirocloro entre
os quatro spins de um mesmo vértice nao pode ser reproduzida em duas dimensoes, de modo
que, na rede quadrada, os spins de um mesmo vértice nao sao equidistantes: spins opostos
pelo vértice estao mais longe entre si que spins orientados em dire¢oes perpendiculares,
fazendo com que a interacao entre estes seja mais forte que entre aqueles. Assim, mesmo
entre os vértices que obedecem a regra do gelo, ha uma diferenca de energia significativa,

o que justifica sua separagdo em dois tipos: nos vértices do tipo I, os spins que satisfazem
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suas interacoes estao mais proximos e os spins que experimentam frustracao estao mais
distantes, enquanto nos vértices do tipo II ocorre o contrario, de forma que aqueles sao
menos energéticos do que estes. Como consequéncia, a degenerescéncia observada nos gelos
de spins tridimensionais ¢ levantada e um estado fundamental bem definido se configura.
Nesse estado fundamental, os dois vértices do tipo I aparecem de forma alternada e cobrem

toda a rede.
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Figura 2.2: (A) Geometria do ASI de rede quadrada. As setas correspondem ao momento magnético
das nanoilhas. (B) Interagoes entre spins dois a dois. O cardter dipolar da interacdo determina quais as
posicoes relativas entre spins que sdo energicamente favorecidas ou desfavorecidas. (C) Classificagdo dos
vértices em ordem crescente de energia de interacdo. As porcentagens indicam a fracdo esperada de cada
tipo de vértice para uma rede com momentos magnéticos orientados de maneira totalmente aleatoria.
Retirado da referéncia [6].

No mesmo ano de 2006, Tanaka et al. construiram uma rede de nanofios
magnéticos com geometria do tipo honeycomb, em que os spins alinham-se sobre as arestas
de um hexagono. Nesse caso, a degenerescéncia do estado fundamental é recuperada, pois
os spins de um mesmo vértice estao equidistantes. Entretanto, como cada vértice contém
trés spins, a neutralidade de carga magnética é impossibilitada, e diz-se que os vértices
com carga magnética () = £1 respeitam a pseudo-regra do gelo (dois para dentro e um

para fora, ou vice-versa), o que minimiza sua energia.

Inicialmente, a grande vantagem trazida pelo advento dos ASI foi a possibilidade
de visualizacao dos microestados do sistema no espaco real por meio de técnicas como
microscopia de forga magnética (MFM), o que nao ocorre com o pirocloro, ensejando um
estudo mais aprofundado do comportamento e da dinamica dos gelos de spin. Entretanto,
logo se percebeu que essa classe de materiais apresentava perspectivas inteiramente novas,
sobretudo em virtude da ampla gama de geometrias que podem ser fabricadas ,,

inclusive de forma deliberada e com propdsitos especificos [24], bem como da observagao de
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novos fenémenos nao presentes nos gelos de spin naturais, como, por exemplo, a frustracao

de vértices [25].

Assim como nos gelos de spin tridimensionais, os ASI também apresentam excita-
¢oes que se comportam como monopolos magnéticos, as quais foram de fato observadas
experimentalmente por Ladak et al. em 2010 [26] em uma rede do tipo honeycomb. Como
ja foi mencionado, nessa geometria todos os vértices possuem carga magnética excedente,
uma vez que o nimero impar de spins em cada vértice é incompativel com a neutralidade.
Ainda que todos os vértices com carga || = 1 apresentem idéntica energia de interagao
quando considerados isoladamente, a interacao dipolar de longo alcance em uma rede
com muitos vértices levanta essa degenerescéncia, favorecendo um arranjo em que cargas
positivas e negativas aparecam de forma intercalada, de forma analoga ao que ocorre com
cations e dnions em um cristal idnico [27]. Ladak et al. [26] observaram, por meio de MFM,
que excitacoes na forma de vértices em que todos os spins apontam para dentro ou todos
apontam para fora movimentam-se pela rede em diregoes contrarias quando um campo

magnético é aplicado, comportando-se como monopolos de cargas opostas.

Ja no ASI de rede quadrada, o estado fundamental contém apenas vértices do tipo
I, neutros em carga magnética. Excita¢oes acima do estado fundamental na forma de
vértices do tipo III comportam-se como monopolos magnéticos, por violarem a regra do
gelo ao concentrar trés spins para dentro ou trés spins para fora, de forma semelhante
ao que acontece no gelo de spin 3D. Aqui, porém, a separacao entre os monopolos por
meio da inversao de uma cadeia de spins que liga os dois vértices de cargas opostas deixa
um rastro de vértices do tipo II, que, apesar de respeitarem a regra do gelo, sdo mais
energéticos que os vértices do tipo I presentes no fundo. Assim, além do termo coulombiano,
a interagao entre os monopolos apresenta também um termo dependente do comprimento
do string. A forma do potencial resultante foi estabelecida por M6l et al. [10] como sendo
V(R) = £ +bX(R)+c, em que R ¢ a distancia entre os monopolos, X (R) é o comprimento
do string, b ¢ um parametro que depende da geometria da rede, e ¢ é uma constante
relacionada ao custo energético de criacdo dos monopolos. Assim, ao contrario do que
ocorre com os gelos de spin naturais, os monopolos da rede quadrada nao sao desconfinados,

porquanto conectados por um string energético.

Como forma de recuperar a degenerescéncia do estado fundamental no ASI de rede
quadrada, Moller e Moessner [28] propuseram um sistema no qual as ilhas horizontais
encontram-se verticalmente deslocadas em relacao ao plano das ilhas verticais por uma
diferenca de altura h. Essa geometria possibilita que, para um determinado valor de h,
todos os spins de um determinado vértice estejam a uma mesma distancia uns dos outros,
de modo que os vértices dos tipos I e I passam a ter energias bastante préximas. Para
uma rede de dipolos pontuais, essa diferenca de altura foi estimada em h ~ 0.419a, em

que a é o parametro de rede, correspondente a distancia entre dois vértices vizinhos. Esse
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valor foi obtido considerando-se apenas a interacdo de primeiros e segundos vizinhos. Por
meio desse deslocamento vertical, um verdadeiro estado de gelo, no qual ambos os tipos de
vértice que obedecem a regra do gelo aparecem com a mesma probabilidade, foi observado
em um intervalo grande de temperaturas. Somente para temperaturas muito inferiores a
energia de interacao entre os spins é que o sistema passa dessa fase de gelo para uma fase

completamente ordenada.

O mesmo sistema foi estudado por Mol et al. [29] levando em conta todas as
interagoes dipolares (sem limitar a intera¢do a primeiros e segundos vizinhos). Nesse caso,
o valor obtido para a diferenca de altura que iguala as interagoes entre primeiros e segundos
vizinhos foi h ~ 0.444a. Além da estabilizacdo de uma fase de gelo, essa diferenca de
altura tem por consequéncia a reducao significativa da tensao dos strings entre pares de

monopolos.

2.3 Transicoes de fase em gelos de spin artificiais

Um outro aspecto dos ASI que vem despertando interesse diz respeito ao comporta-
mento termodinamico desses materiais. As caracteristicas das nanoilhas tradicionalmente
utilizadas na composi¢ao das redes, bem como o espagamento entre estas, determinam uma
barreira energética a inversao de orientacao do momento magnético de cada ilha da ordem
de 10* — 10°K [27,/30]. Assim, a temperatura ambiente o sistema nio sofre flutuagoes
térmicas, o que ¢ uma vantagem quando se tem por objetivo obter imagens estaticas de sua
configuracao. Entretanto, o carater atérmico dos ASI é um obstaculo a obtencao do estado
fundamental, uma vez que o processo de termalizacdo exige o aquecimento da amostra a

temperaturas superiores aquelas suportadas pelo material.

As primeiras tentativas de se atingir o estado fundamental dos ASI partiram do
protocolo de desmagnetizacao ac proposto por Wang et al. em 2007 [31], que consiste na
aplicacao de um campo magnético de intensidade decrescente ao mesmo tempo em que se
gira rapidamente a amostra. Apesar de alcancar a desmagnetizacao desta, o método nao
é capaz de levé-la ao estado de menor energia [32]. O estudo desse protocolo motivou o
desenvolvimento de uma termodindmica efetiva para o ASI, inclusive com a defini¢cao de

uma temperatura efetiva relacionada ao campo magnético aplicado [33,34].

Uma abordagem diferente para a obtencao do estado fundamental foi proposta por
Morgan et al. em 2011 [30], que consiste em submeter a amostra a um annealing térmico
quando esta ainda se encontra em processo de crescimento. Com isso, o menor volume das
nanoilhas inacabadas diminui a barreira energética a inversao dos macrospins e facilita a

termalizacao.

Mais recentemente, foram desenvolvidos novos materiais para a fabricacao das

nanoilhas com temperatura de Curie (7,) significativamente menor que a dos materias
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tradicionalmente utilizados [35-37], possibilitando o aquecimento da amostra a tempe-
raturas préximas ou mesmo superiores a 1, sem provocar danos permanentes. Em tais
materiais, a ordenacao dos spins internos de cada ilha ocorre a uma temperatura 7,
maior que a temperatura de desacoplamento dos macrospins tipo Ising (7,), de modo
que existe um intervalo de temperaturas 7T,, < T" < T, no qual as ilhas permanecem
magnetizadas mas a configuracao geral da rede é desordenada [35]. Essas novas redes
tém possibilitado a observacao de uma termodinamica verdadeira nos ASI, o que abre
interessantes perspectivas para o estudo de fendmenos como termalizacao, transi¢oes de
fase e movimentacao de cargas magnéticas nesses materiais, além de permitir o acesso ao

estado fundamental mediante annealing térmico [36437].

Simulacoes de Monte Carlo do ASI de rede quadrada evidenciaram um pico
pronunciado na curva do calor especifico do sistema a uma temperatura 7, ~ 7.2D /kp,
em que D é uma constante relacionada com a forca das interagoes dipolares. Além disso,
a distancia média entre as excitagoes em forma de monopolos atinge seu valor maximo a
mesma temperatura 7},. Tanto o valor maximo do calor especifico quanto o valor maximo
da separacao entre monopolos divergem de forma logaritmica com o tamanho da rede.
Assim, espera-se que, no limite termodindmico, monopolos inifinitamente separados de

seus opostos possam ser observados [38].

Transicoes de fase também foram observadas em redes de ASI com frustracgao de
vértices. Neste tipo de frustragao, a disposi¢ao dos tipos de vértices na rede faz com que
nem todos os vértices possam ter suas energias simultaneamente minimizadas. Assim, ha
multiplos microestados que satisfazem a mesma proporcao de tipos de vértices encontrada
no estado fundamental, dando origem a uma fase de gelo analoga a do gelo de spin
tridimensional. Em uma rede do tipo shakti, mostrada na Figura 2.3} A, observam-se dois
picos no calor especifico (ver Figura B): o primeiro deles, a baixa temperatura, marca
a transicao entre a fase de gelo — em que dominam os tipos de vértices que minimizam a
energia, dispostos de maneira desordenada na rede — e uma fase com ordenagdo de cargas,
na qual os vértices, além de obedecerem as propor¢des que minimizam a energia, estao
intercalados em uma estrutura rigida que constitui o estado fundamental do sistema, como
consequéncia das interagoes de longo alcance [39,40]. O segundo pico do calor especifico,
observado a uma temperatura mais alta, evidencia a passagem da fase de gelo a fase

paramagnética, em que se observa a presenca de vértices mais energéticos.

2.4 Gelo de spin regravavel

No ambito deste trabalho, interessa-nos particularmente a geometria de ASI pro-
posta por Wang et al. [§], que possibilitou o desenvolvimento de uma técnica que permite

escrever, ler e apagar informagcoes codificadas em uma rede de nanoilhas magnéticas. Tal
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Figura 2.3: (A) Geometria do ASI de rede shakti. As setas correspondem ao momento magnético das
nanoilhas. O calor especifico mostrado em (B) apresenta dois picos. O pico a temperatura mais baixa
coincide com o réapido aumento do pardmetro de ordem, evidenciado em (C), indicando a transi¢ao da
fase de gelo a fase completamente ordenada. J4 o outro pico ocorre na temperatura em que o sistema
passa da fase paramagnética a fase de gelo, na qual a carga dos vértices, também mostrada em (C),
regressa a distribui¢do observada no estado fundamental. Retirado das referéncias [39] e [40].

geometria visa a reproduzir o padrao de cargas magnéticas observado no modelo de halteres
de um ASI de rede quadrada, porém com uma nova proposta de orientacao das nanoilhas.
A ideia consiste em remover a conexao entre duas cargas magnéticas de sinais opostos
presentes nas extremidades de um halter e reconfigurar essa conexao da forma desejada,

mudando os padroes geométricos da rede sem, no entanto, alterar a posicao das cargas
(ver Figura [2.4)).

Com isso, as nanoilhas encontram-se dispostas em células contendo, cada uma
delas, uma nanoilha inteira de orientacao diagonal, metade de uma nanoilha vertical e
metade de uma nanoilha horizontal, totalizando quatro cargas magnéticas unitarias, como
ocorre nos vértices da rede quadrada. A presenca de nanoilhas de orientacoes distintas em
cada célula permite controlar a configuracao da rede por meio de protocolos de aplicacao
de campo magnético de direcao e intensidade controladas, tornando possivel a obtencao
do estado fundamental do ASI a temperatura ambiente, o que até entao nunca havia sido
conseguido. O carater atérmico do sistema permite a observagao direta de excitagbes acima

do estado fundamental.

Além disso, no mesmo trabalho foi desenvolvido um método para alterar a configu-
racao de células especificas, por meio da aproximacao de uma ponta de dispositivo MFM,
o que concedeu aos pesquisadores total controle sobre o microestado do sistema. Para isso,
um campo magnético uniforme é aplicado, com intensidade ligeiramente aquém do campo
coercivo das ilhas. Em seguida, a aproximacao da ponta MFM em um ponto especifico
da rede gera um pequeno campo magnético que é suficiente para elevar a intensidade do
campo magnético acima do valor de inversao, mudando a configuracao local das ilhas.
Ja a aproximacao da ponta MFM sem aplicacdo de campo magnético uniforme externo
coloca o dispositivo em modo de leitura, conferindo ao sistema a propriedade de armazenar
informagoes que podem ser lidas posteriormente. Na Figura [2.5] vemos um exemplo de

configuracao obtida por essa técnica.
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Figura 2.4: Os momentos magnéticos das nanoilhas da rede quadrada (A) podem ser decompostos em
cargas magnéticas de sinais opostos de acordo com o modelo de halteres (B). Removendo a conexao
entre essas cargas (C) e reconfigurando-as da maneira desejada (D), constroi-se a rede ilustrada em (E).
Dois tipos de células estao presentes, sendo que as células do tipo N sao idénticas as do tipo M, porém
giradas de 180°. Na nova geometria, ha nanoilhas orientadas na vertical, na horizontal e na diagonal, ao
contrario da rede quadrada, em que apenas as duas primeiras orientagdes sdo admitidas. A posigdo das
cargas magnéticas, no entanto, permanece como na rede quadrada (F). Tanto as células do tipo M quanto
as células do tipo N podem assumir oito configuracdes distintas, que sao classificadas em trés tipos, em
ordem crescente de energia das interagdes (G). Retirado da referéncia [§].

10 um

Figura 2.5: Por meio da aplicacado de campos magnéticos, os microestados de um gelo de spin regravavel
podem ser alterados com grande precisdo. O padrao observado nessa amostra, formando a palavra “ICE”,
é obtido por meio do dispositivo MFM em modo de gravacao. Em seguida, o mesmo dispositivo, agora em
modo leitura, é utilizado para obter uma imagem em que o contraste de cores representa polos opostos
das nanoilhas da rede. Retirado da referéncia [§].

O estudo desse sistema, visando a uma compreensao mais completa dos mecanismos

que levam a seu interessante comportamento, é importante para a perspectiva futura
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de aplicagao pratica de dispositivos desse género. Além disso, os recentes avangos na
construcao de nanoilhas suscetiveis a flutuagoes térmicas enseja o estudo do comportamento

termodindmico dos diferentes tipos de ASI.

Uma outra motivagao importante para o estudo desse sistema decorre da constatagao
de que a geometria da rede impoe uma unica direcao para o deslocamento dos vértices
excitados. Isso ocorre porque, das quatro cargas unitarias que compoem um vértice, duas
pertencem a mesma nanoilha, de modo que a inversao do spin desta nao muda o valor total
da carga acumulada no vértice. Assim, apenas dois dos trés spins de cada vértice contribuem
para formar excitagoes de monopolo, de modo que a sucessiva inversao dos spins a partir
de um vértice com acimulo de carga implica necessariamente em um deslocamento da
excitagao para um lado ou para o outro, sempre ao longo de um caminho unidimensional.
Além da perspectiva de aplicacdo dessa propriedade para o deslocamento controlado
de monopolos pela rede, que ndo pode ocorrer em ASI convencionais, essa constatagao
permite-nos indagar sobre uma possivel redugao de dimensionalidade no comportamento
termodinamico do sistema, de forma analoga ao que foi encontrado recentemente por

Gilbert et al. em uma outra geometria de ASI [41].
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3 Simulacoes de Monte Carlo no estudo de

transicoes de fase

O estudo de transicoes de fase é um dos temas mais relevantes em mecanica
estatistica, ndo somente por seu interesse tedrico intrinseco, mas também por ser capaz
de revelar caracteristicas importantes dos sistemas nos quais esse fenémeno ocorre. No
presente trabalho, interessa-nos, sobretudo, o comportamento termodindmico do gelo de
spin artificial que nos propusemos a investigar. As informacoes que buscamos — como
a dependéncia das grandezas termodinamicas com a temperatura, o aparecimento de
excitagoes acima do estado fundamental e as configuragoes tipicas da rede em situacao de

equilibrio térmico — requerem a utilizagao de métodos proprios da mecanica estatistica.

A seguir, apresentaremos, em linhas gerais, os aspectos tedricos mais importantes
que sustentam o estudo simulacional que empreendemos. Em especial, trataremos do
método de Monte Carlo e das técnicas que possibilitam a andlise dos resultados das

simulagoes para a compreensao dos fenéomenos criticos.

3.1 Meétodo de Monte Carlo

O método de Monte Carlo é um dos métodos numéricos mais utilizados no estudo
de sistemas fisicos das mais diversas areas, que englobam desde a fisica de particulas até
a fisica de materiais, passando por biofisica, astrofisica, dentre tantas outras. O sucesso
do método é particularmente evidenciado pelo papel fundamental que exerce na fisica

estatistica, tanto no equilibrio quanto fora dele.

Assim como sao distintas suas aplicagoes, também sao bastantes variados os
algoritmos que aplicam o método de Monte Carlo. Todos eles tém em comum o fato
de se utilizarem da geracao de niimeros pseudo-aleatorios para obter uma amostragem
segundo probabilidades previamente estabelecidas. Em nosso caso, interessa-nos sobretudo

o algoritmo de Metropolis [42], que utilizamos em nossas simulagoes.

O algoritmo de Metropolis pertence a uma classe de processos estocasticos deno-
minada cadeia de Markov. Em todo processo desse tipo, a passagem de um estado u a
um estado v ocorre segundo uma probabilidade fixa P(u — v), e independe dos estados
anteriormente acessados. Assim, o algoritmo de Metropolis gera uma sequéncia de estados

do sistema por meio de um processo markoviano [43].

Uma estimativa da média de alguma grandeza de interesse F' no ensemble canonico

pode ser obtida por meio da geracao de uma cadeia de M estados u, em que cada estado
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¢ obtido com frequéncia proporcional a seu peso de Boltzmann, isto é, p, o e PEu em
que 3 = kB#T Nesse caso, a estimativa ¢ dada simplesmente por (F) = 57 X012, F,,, [42]. A
coincidéncia entre essa média obtida no ensemble e a média temporal, que seria efetivamente
observada em medicoes fisicas, é estabelecida pela hipdtese ergddica, segundo a qual o
tempo que um sistema permanece em uma regiao acessivel do espago de fase é proporcional
ao volume dessa regiao, isto é, todos os microestados de um sistema sao equiprovaveis
em um tempo suficientemente longo. Em cadeias de Markov, a ergodicidade ¢é satisfeita
pela garantia de que todos os estados podem ser acessados a partir de qualquer outro
estado em um numero finito de passos, isto é, qualquer estado possivel do sistema deve ser

visitado desde que o processo seja mantido por tempo longo o suficiente [43].

O algoritmo de Metropolis estabelece um conjunto especifico de probabilidades
de transicao, visando a garantir que os estados sejam gerados conforme a distribuicao
observada no estado de equilibrio, isto é, conforme o respectivo peso de Boltzmann. Uma
condigao suficiente (mas nao necesséaria) para que isso ocorra é a chamada condigao de

balanco detalhado, dada por
(= v) =pP(v — p). (3.1)

Assim, a taxa na qual ocorre a transicdo p — v em equilibrio é igual a taxa em que se

observa a transigao inversa v — u. Rearranjando a equagao ({3.1]), obtemos

Plp—v) Py
P o) o (3.2)

Mas a probabilidade de equilibrio p, no ensemble candnico ¢ dada por p, = eéE”, em

que Z =Y, e PP & a funcdo particio candnica. Substituindo em (3.2)) e observando o

cancelamento do fator 1/Z, obtemos

P(p—
(lu V) — e*ﬁ(Ey*Eu). (33)
P(v— p)
Existem vérias formas de se escolher as probabilidades P(u — v) e P(v — u) de modo a
satisfazer (3.3), porém, por uma questao de eficiéncia, o algoritmo de Metropolis estabelece,

para quaisquer estados p e v, os valores

e PEE) e B, —E, >0

Plp—v)= (3.4)

1, caso contrario.

Assim, o algoritmo de Metropolis consiste na repeticao do seguinte procedimento:

e A partir do estado atual p do sistema, escolhemos um dos spins da rede para ter sua

orientacao S; invertida, gerando um novo estado v.
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e Calculamos a energia F, do novo estado gerado e comparamos com a energia F,, do

estado atual.

— Se B, < E,, aceitamos a alteracao, e o estado v passa a ser o estado atual do

sistema.

— Caso contrario, sorteamos um numero aleatério r entre 0 e 1, segundo uma

distribuicao uniforme.

% Se r < e PE=EL) aceitamos a alteracdo, e o estado v passa a ser o estado

atual do sistema.

x (Caso contrario, rejeitamos a alteracao e mantemos o estado p como o estado

atual do sistema.

e Repetimos o procedimento, com a escolha de um outro spin da rede.

Definimos como um passo de Monte Carlo (MCS) a repetigdo desse procedimento
um numero N de vezes, equivalente ao niimero de spins da rede. Em nossas simulagoes, a
escolha do spin a ser invertido é feita sequencialmente, de modo que em cada passo de
Monte Carlo todos os spins da rede sofrem uma tentativa de inversao. Aplicando esse
algoritmo com um nimero suficientemente grande de passos, podemos gerar uma sequéncia

de estados em uma dada temperatura 7" e calcular as médias das grandezas de interesse.

3.2 Método de histogramas multiplos

Como o calculo de interagoes dipolares tem um custo computacional significativo,
torna-se inviavel realizar as simulacbes em um niimero muito grande de temperaturas.
Felizmente, existem métodos estatisticos confiaveis para extrapolar os valores das grandezas
termodinamicas obtidas para temperaturas proximas aquelas nas quais as simulac¢oes foram
realizadas. O método que utilizamos para esse fim, denominado método de histogramas
multiplos, é devido a Ferrenberg e Swendsen [44], e consiste em utilizar histogramas obtidos
a diferentes temperaturas de simulagao 3; para calcular o valor relativo da funcao de

particao canonica Z(f) a uma temperatura S qualquer.

Para isso, sdo construidos histogramas h;(E) a partir dos resultados de cada uma
das i simulagoes realizadas a temperaturas diferentes, ou seja, os estados amostrados em
uma determinada simulagao ¢ sdo agrupados em “caixas” (bins) de acordo com seus valores

de energia.ﬂ Simulagoes realizadas a temperaturas diferentes tendem a amostrar regides

! Em nosso sistema, como as energias dos estados, além de ndo serem ntimeros inteiros, ndo sio
igualmente espacadas, é necessario agrupar os estados em bins discretos com energia entre £ e E+ AFE.
A rigor, existem formas de evitar essa discretizagdo, que acaba acarretando certa perda de informagoes
(cf. [43]). No entanto, escolhendo valores convenientes de AFE), isto é, utilizando um nimero adequado
de bins, foi possivel obter resultados muito semelhantes aos dos métodos sem discretizacao, com custo
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distintas do espectro de energia, uma vez que temperaturas mais baixas (altas) favorecem
estados de energia mais baixa (alta). Para a correta aplicacao do método, é necessario que
haja uma sobreposigao significativa dos histogramas obtidos a temperaturas diferentes,
de forma que boa parte dos valores de energia amostrados em uma simulacao realizada a
uma temperatura [3; coincidam com os valores de energia amostrados em uma simulagao a

uma temperatura subsequente [3;.

O método de histogramas multiplos parte da constatacdo de que um histograma
hi(E) obtido a uma temperatura 3; fornece uma estimativa da probabilidade p(E) de que
o sistema seja encontrado com energia E nessa temperatura [43]. Assim, se amostrarmos n;

estados a temperatura (; e obtivermos h;(E) estados com energia E, temos uma estimativa
de p(E):

p(E) == (3.5)

Segundo a mecanica estatistica de equilibrio, temos que, no ensemble canonico, a

funcao particao é escrita como:

Z=> g(E)e ", (3.6)

em que g(E) é a densidade de estados e a soma é feita sobre todas as energias E acessiveis

ao sistema. A probabilidade p(E), por sua vez, é dada por:
p(E) = —=—— (3.7)

Substituindo a equacao (3.5)) em ([3.7)), encontramos uma estimativa da densidade
de estados g(F) obtida por meio de uma simula¢ao realizada a temperatura 3;, que

chamaremos ¢;(E):
hi(E)Z;

gl<E) = nie—ﬂE ) (38)

em que chamamos de Z; a fungao particao referente a temperatura f3;.

Como a densidade de estados de um sistema independe da temperatura, as simula-
¢oes realizadas no ensemble canonico fornecem, na verdade, diferentes estimativas para essa
mesma grandeza. No entanto, cada simulacao efetuada terda amostrado diferentes partes do
espectro de energias com precisoes muito dispares, pois cada temperatura privilegia estados
em uma determinada regido desse espectro. A ideia contida no método de histogramas
multiplos consiste em utilizar as varias estimativas da fungdo g(F) para calcular a fungao
particdo a uma temperatura S qualquer com a maior acuidade possivel. Nesse intuito,
faz-se uma média ponderada das fungoes g;(F), em que o peso utilizado corresponde ao

valor esperado de cada histograma h;(E). E preciso notar, aqui, que h;(E) nio coincide

computacional consideravelmente menor. De todo modo, a discretizagdo da energia é necessaria para
aplicar o método descrito na Secdo



3.2. Método de histogramas maltiplos 29

com o histograma h;(E) que resulta das simulagoes, mas sim com o valor que seria obtido
para o histograma h;(F) caso pudéssemos fazer uma média sobre infinitas simulagdes a

temperatura ;. Assim, a melhor estimativa para a densidade de estados é:

. > ng(E)
9(E) = S h(E) (3.9)

Substituindo o valor de g;(F) dado pela equacao ({3.8)), podemos escrever:

i hi(E) e
Sihi(E)

9(E) (3.10)

Claramente nao é possivel conhecer o valor esperado dos histogramas h;(F). Todavia,
por meio da equagao 1D podemos perceber que a relagao entre h;(E) e o valor exato de
g(E) é dada por g(E) = MEZ - Agsim, resolvendo para h;(E) e substituindo em 1'

n;e

temos que

() - SilulE)

= . 3.11
> nje Pt | Z; ( )

Ainda nao podemos utilizar a equacao para o calculo da densidade de estados,
pois desconhecemos os valores da fungao particao Z; nas temperaturas simuladas ;. Porém,
se utilizarmos o valor de g(F) dado em na equagao da funcdo particao (equagao
(3.6)), chegamos a uma relagao de recorréncia que nos permitira estimar os valores relativos

da funcao particdo nas temperaturas simuladas:

_ > hi(E)
Zy = E)e W = - : 3.12
k §g< ) ; Zj nje*(ﬁj*ﬁk)E/Zj ( )
Logo, podemos atribuir um valor inicial qualquer para os Z; e resolver iterativamente a
equagao (3.12)), até que os valores relativos da funcao particao nas temperaturas simuladas

convirjam para o valor correto.

Uma vez estimados os valores de Zj, podemos utilizd-los para calcular o valor

relativo da fungao particdo em uma temperatura a qual nenhuma simulagéo foi realizada:

29) = So(E)e =3 njzeif;;f_i; . (3.13)

O conhecimento de Z(/3), por sua vez, permite que se calcule a média (A) de
qualquer grandeza termodinamica A a temperatura 3, desde que tenham sido construidos
histogramas bidimensionais h;(A, F) durante as simulagoes, contendo as informagoes
referentes ao nimero de vezes em que um determinado valor de A aparece associado a

cada energia E a temperatura (;:

R P

VA

(3.14)
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A equagao (3.14)) pode ser reescrita como:

Z(B) jma Lgmge” B2y Z(B) T2 g mye P 2

(A) = (3.15)

em que a soma agora é feita sobre todos os estados s amostrados na simulagao a temperatura
Bi, e Ais e I 5 sao, respectivamente, o valor da grandeza A e da energia total £ em
cada um desses estados. Assim, ndo é necessario construir o histograma bidimensional
hi(A, E), mas apenas gravar os valores de A, ; e E; ; para cada estado amostrado. Para
uma grandeza A continua, a equacao ¢ vantajosa em comparacao com a equagao
, uma vez que esta requer a discretizacao dos valores de A, acarretando certa perda

de informagoes e uma maior imprecisao nos resultados.

E de se esperar que, se as simulacdes sdo realizadas em um intervalo restrito de
temperaturas, somente teremos informagao suficiente para estimar parte da fun¢ao g(E).
Consequentemente, a temperatura § para a qual desejamos extrapolar os resultados de
nossas simulacoes deve estar contida no intervalo de temperaturas das simulacoes, ou ao
menos bem proxima dele. Caso contrario, o comportamento do sistema a temperatura
dependeria significativamente do valor da densidade de estados em um regiao do espectro de
energias nao suficientemente amostrada pelas simulagoes. Logo, a escolha das temperaturas
das simulagoes deve ser feita com o intuito de amostrar o maximo possivel as regioes
de maior interesse, bem como de propiciar uma razoavel sobreposi¢ao dos histogramas
obtidos.

3.3 Escala de tamanho finito

Transicoes de fase sao rigorosamente definidas somente no limite termodinamico,
isto é, no limite em que as variaveis extensivas de um sistema, como o volume V' e o
nimero de particulas N, tendem ao infinito ao mesmo tempo em que a propor¢ao entre
elas é mantida constante (N/V = cte.). Uma das principais assinaturas das transigoes de
fase é a descontinuidade ou divergéncia de algumas grandezas termodinamicas, como calor
especifico e comprimento de correlagdo, o que nao pode ocorrer em sistemas finitos. E
inegavel, entretanto, que mesmo sistemas finitos apresentam modificagoes bruscas em suas

propriedades quando alguns parametros sao alterados, que sao chamadas pseudo-transi¢oes
de fase [45].

Sistemas fisicos macroscépicos geralmente possuem uma quantidade tdo grande
de particulas que seu comportamento é adequadamente descrito pelo limite termodina-
mico. Entretanto, existem sistemas experimentais, como é geralmente o caso dos gelos de
spin artificiais, que apresentam um nimero de graus de liberdade relativamente pequeno

quando comparado a ordem de grandeza do ntimero de particulas geralmente presentes
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em sistemas macroscépicosﬂ Nesses casos, o limite termodinamico nao constitui uma boa
aproximacao, e o estudo de redes finitas torna-se importante. Ainda assim, o conhecimento
do comportamento critico do sistema no limite de tamanho infinito é relevante, devido a
constatacao, advinda da mecanica estatistica, de que tal comportamento é determinado
por algumas poucas caracteristicas, tais como simetrias, alcance das intera¢oes e dimensio-
nalidade. Assim, sistemas microscopicamente muito diferentes apresentam propriedades
criticas semelhantes, em um fendmeno conhecido como universalidade. A maioria das
especificidades dos modelos em mecanica estatistica — tais como a estrutura da rede, o
tamanho dos spins e sua natureza quantica ou classica — sao, em geral, irrelevantes para
os fendmenos criticos [46], de modo que os sistemas podem ser agrupados em classes de

universalidade, facilitando sua caracterizacao.

O estudo de transicoes de fase por meio de simulagdes computacionais apresenta
dificuldades decorrentes da limitacao do niimero de particulas que podem ser consideradas
nestas, ja que a simulacao de sistemas muito grandes requer um tempo computacional
proibitivo. Nao obstante, é possivel obter informagdes sobre o limite termodindmico por
meio do estudo de sistemas finitos. A técnica mais utilizada para tal fim é analise de escala
de tamanho finito, cujo desenvolvimento usual passamos agora a apresentar, com base
em [43].

—

Em sistemas magnéticos, a relacao entre um determinado spin Sy, que se encontra
na posicao 7, e um outro spin Sy, localizado em 7/, é descrita pela fun¢ao de correlagao

—

D(|7—r']) = <§F S ﬂ>. Para um sistema infinito, espera-se que a funcio de correlacao

,r./

apresente um decaimento descrito por:

o= |7="7|/&(T)
r(fr—r) ~ ——=——, (3.16)

|7—:_ 7,/|d—2—l-n
em que 7 é um nimero real e (7)) é o chamado comprimento de correlagao do sistema [46].
Em uma transicao de fase, o comprimento de correlagao torna-se infinito, e o decaimento
da funcao de correlagao é puramente algébrico. A divergéncia de £ quando a temperatura

aproxima-se da temperatura critica T, é dada por

E~ e, (3.17)

em que t = T;—T ¢é a chamada temperatura reduzida. Essa relacao define o expoente critico
(&

v.

Os expoentes criticos consistem em um conjunto de valores que definem o compor-
tamento das grandezas de interesse de um sistema na vizinhanga do ponto critico. Varios
sistemas semelhantes compartilham os mesmos expoentes criticos, apesar de suas diferencas

microscépicas, podendo ser incluidos em uma mesma classe de universalidade. Um outro

2 A rede estudada em |[8], por exemplo, é constitufda de 24.200 nanoilhas.
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expoente critico comumente estudado é o expoente que governa o comportamento do calor
especifico, definido como:

ey ~ [t (3.18)

Substituindo (3.17)) em (3.18]), podemos escrever
Cp ~ ETV. (3.19)

Ocorre que, quando se observa um sistema finito, o comprimento de correlacao é limitado
pelo tamanho L do sistema e, portanto, ndo pode divergir. Assim, quando o comprimento
de correlagao é muito menor que o tamanho do sistema, a finitude deste praticamente nao
influencia o comportamento do calor especifico; proximo a temperatura critica, porém,
o comprimento de correlacao no limite termodinamico torna-se muito maior que L, de
maneira que o comprimento caracteristico que influencia o comportamento do calor
especifico no sistema finito passa a ser o proprio tamanho do sistema. Isto nos motiva a

escrever a expressao para o calor especifico de um sistema finito de tamanho L como:

ch =& (L)€), (3.20)

em que 2(x) = const. para x >> 1 e O(x) ~ x%/* para x — 0. Esta definicio garante que

o calor especifico seja governado pelo comprimento de correlacao longe da transicao de

fase e pelo tamanho do sistema préximo do ponto critico.

Por conveniéncia, reescrevemos a equacao ((3.20]) definindo uma nova fungao ¢é,(x),

que tem a forma ¢,(z) = z7%c%(2¥). Utilizando € ~ [¢|7”, podemos escrever:

A(L/E) = (LI e, [(LIOM] = (Lj)* e, (L |t]) .
Substituindo na equagao (3.20)), temos:

ok = Lo, (L) . (3.21)

Ao realizarmos simulagoes de Monte Carlo, o que medimos, na verdade, é o valor do
calor especifico a uma determinada temperatura e em uma rede de tamanho finito, isto ¢,

medimos cZ(t). Quanto & funcio ¢,(z), ndo conhecemos sua forma exata, mas conhecemos

sua dependéncia em L, pois sabemos que ¢, = ¢, (Ll/ ”]t|). Podemos rearranjar (3.21f) para
obtei}

& (LV7t) = L=/l (t). (3.22)

Cada simulag¢ao com um tamanho de rede L nos fornece uma estimativa para a forma da
funcio ¢, (x), que deve ser a mesma para qualquer L. Assim, se plotarmos L™%/*cE(t) por

L'/*t, deveremos observar um colapso das curvas para diferentes valores de L, ou seja, tais

3 A troca de |t| por t pode ser feita estendendo a definicio de ¢, () para valores negativos de x (cf. [43],

p.233).
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curvas tornam-se coincidentes. Podemos nos utilizar desse fato para estimar os expoentes
criticos e a temperatura critica, observando os valores que fornecem o melhor colapso das

curvas.

E conveniente notar ainda que, no ponto méximo de c%(t), a funcio 0(L/€) definida

em (3.20) deve assumir a forma c%(z) ~ 2%/%, de forma que, nesse ponto, deve valer:

v

ko~ LYY (3.23)

v, max

Esta constatagao sera ttil para o calculo do expoente a.

Além disso, é preciso destacar que uma outra interpretacao possivel para o expoente
critico v é dada da seguinte forma. O argumento da fungao ¢,(x) definida acima é dado

por

T = Ll/l/t _ Ll/l/ <T - Tc)

T,
Chamando de T,(L) a temperatura da pseudo-transigdo em um sistema finito, que, em geral,
nao coincide com a temperatura critica 7, no limite termodindmico, podemos rearranjar

essa equacgao para obter:
T.(L) =T, (1+ 2oL ™"") (3.24)

em que o é constante.

Vemos, portanto, que o expoente critico v, além de governar a divergéncia do
comprimento de correlacdo, determina também a temperatura de transicao de um sistema
finito. Esta pode ser estimada observando-se a temperatura do pico de grandezas termodi-

1/v deve, portanto, apresentar

namicas como o calor especifico. Um gréfico de T,.(L) por L~
comportamento linear, e o intercepto da reta com o eixo vertical fornece a temperatura
critica T.. O expoente v, por sua vez, pode ser estimado observando o melhor ajuste
linear para os pontos. Entretanto, este método da origem a ambiguidades, pois grandezas
termodinamicas diferentes, como, por exemplo, o calor especifico e a suscetibilidade, podem
apresentar picos a temperaturas diferentes em sistemas finitos. Uma forma de calcular o
expoente critico v e a temperatura critica T, que remove essa ambiguidade é dada pelo
método dos zeros da func¢ao particdo, ou por seu desenvolvimento mais recente, os zeros

da distribuicao de probabilidades da energia.

3.4 Zeros da distribuicao de probabilidade da energia

Uma forma bastante antiga e eficiente de se estudar transi¢oes de fase faz uso
dos chamados zeros da funcao particao. A ideia foi inicialmente desenvolvida por Yang e
Lee [47], no &mbito do ensemble grande-canonico, e posteriormente estendida por Fisher [48]

para o ensemble canonico. Neste ensemble, a energia livre F' relaciona-se a funcao de
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particao por meio da equacao F = —3711In Z. A ideia bésica dos zeros de Fisher é encontrar
os pontos de nao-analiticidade da energia livre, que definem a ocorréncia de uma transicao

de fase.

Para isso, escrevemos a fungao partigdo, dada por (3.6), como
Z =Y g(B)e ™ = B0 Y g e ne (3.25)
E n

em que a energia F foi discretizada na forma FE,, = Ey + ne, g, = g(E,) é a densidade de
estados, e a soma é feita sobre todos os niveis de energia acessiveis ao sistema. Introduzindo

a variavel z = e %€, ficamos com um polindmio em z cujos coeficientes sdo dados por g,:
Z =e PPN g,2m (3.26)
n
Este polindmio pode ser escrito em funcao de suas raizes z,:

Z=e"PT](z - z). (3.27)

n

Como os coeficientes g, sao todos reais positivos, um polinémio finito desse tipo nao pode

ter raizes reais positivas, e suas raizes complexas aparecem em pares conjugados [49].

A teoria de Yang-Lee afirma que regioes do plano complexo livres de raizes reais
da fungdo particao indicam a existéncia de apenas uma fase [47]. Por tal razdo, sistemas
finitos nao podem apresentar transicoes de fase propriamente ditas. Entretanto, & medida
que se aumenta o tamanho do sistema, os zeros da fungao particdo aproximam-se do eixo
real positivo e, no limite termodinamico, eles passam a toca-lo nos pontos de transicao,
indicando que existem parametros fisicos — fugacidade, no caso dos zeros de Yang-Lee, e
temperatura, nos zeros de Fisher — com valores reais que geram uma nao analiticidade da

energia livre.

Estudando a forma como os zeros de Fisher aproximam-se do eixo real positivo
com o aumento do tamanho do sistema, podemos estimar a temperatura e o expoente
critico v referentes a transicao de fase no limite termodinamico. Os zeros que fornecem
tais informacoes sao chamados zeros dominantes. Um exemplo da distribuicdo dos zeros

de Fisher no plano complexo é mostrado na Figura (3.1

Um dos principais problemas praticos da aplicacao dos zeros de Fisher consiste no
fato de que a ordem do polinémio em aumenta rapidamente com o tamanho da rede,
tornando bastante desafiadora a tarefa numérica de encontrar suas raizes. Além disso,
a densidade de estados assume valores muito distintos para diferentes faixas de energia,
de modo que a ordem de grandeza de alguns dos coeficientes do polindmio dificulta seu
tratamento numérico. Por fim, o conhecimento da densidade de estados g(F) para todo
o intervalo de energia acessivel ao sistema, apesar de possivel, tem custo computacional

consideravel. E razoavel pressupor, no entanto, que somente uma pequena parcela dos
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Figura 3.1: Mapa da distribuicado dos zeros de Fisher no plano complexo, com os zeros dominantes
destacados, para um modelo de polimero, retirado da referéncia [50].

microestados acessiveis tenha papel revelante na transicao de fase, uma vez que a grande
maioria deles sao altamente improvaveis de ocorrer no intervalo de temperaturas proximo a
transicao. Assim, Costa et al. desenvolveram um método, derivado dos zeros de Fisher, que
é capaz de superar essas dificuldades praticas, ao descartar as informagoes irrelevantes para

a transicao de fase e considerar somente os estados que a influenciam significativamente [51].

Esse novo método parte de uma reescrita da fungao particao, dada pela equacao
(3.25)), em fungao dos histogramas ho(E), que podem ser obtidos em uma simulagao de
Monte Carlo no ensemble canénico a temperatura fy. Para isso, basta multiplicar (3.25])

por e®Fe=BoF =1 de modo a obter

Z =3 g(E)e PEefEe ol =N ph(E)e 2PF, (3.28)
B E

em que AS = 3 — By, e ho(E) = g(E)e ™F ¢ a distribuicdo de probabilidade da energia
(EPD, na sigla em inglés) nao normalizada do sistema, ou, de modo mais simples, o
histograma a temperatura (. Procedendo a mesma discretizacao realizada para os zeros

de Fisher, ficamos com
Z = e APE0 N ho(n)e 0, (3.29)

A

Definindo z = e~27¢, temos

Z = e 2PE N " ho(n)a™, (3.30)
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que é um polindémio andlogo ao de Fisher, porém com os coeficientes dados por hg(n), e

nao mais por g,. Fatorando o polinomio para explicitar suas raizes complexas x,,, obtemos

Z = e 2P (z — xy). (3.31)

n

Da mesma forma que nos zeros de Fisher no limite termodindmico, a existéncia
de zeros que tocam o eixo real positivo indicam a ocorréncia de uma transicao de fase.
Isto fica evidente ao notarmos que x, = €%z, isto é, os zeros EPD consistem em uma
simples reescala dos zeros de Fisher. Ao considerarmos Sy = (3., 0 zero x. correspondente
a temperatura critica, para o qual § = ., teria parte real igual a 1 e parte imaginaria
nula, uma vez que teriamos AS = 0. Para sistemas finitos, entretanto, o zero dominante
x. — isto é, aquele que indica a temperatura da pseudo-transi¢ao f.(L) — terd uma parte
imaginaria nao nula, ja que a energia livre nesse caso é sempre analitica, e o eixo real
positivo sera livre de zeros. Espera-se que essa parte imaginaria seja pequena e decrescente
com o tamanho do sistema, de modo que, para 5 &~ [3.(L), esperamos que o zero dominante

seja aquele mais préximo do ponto (1,0).

Podemos, portanto, encontrar o zero dominante de sistemas finitos como forma
de estimar sua temperatura pseudo-critica. Para isso, construimos um histograma a
temperatura fy e resolvemos o polinémio resultante para encontrar o zero dominante
z.. Relembrando a definicdo da varidvel z, dada por z = e®~=¢ podemos estimar a
temperatura pseudo-critica como
In(Re(z.))

€

Be(L) = Bo — (3.32)

A grande vantagem desse método reside no fato de sabermos que, préximo a
temperatura critica, os estados menos provaveis de serem acessados — isto é, aqueles com
pequenos valores de ho(E) — tém uma contribuicao negligencidvel para o comportamento
do sistema na transicao de fase. Com isso, podemos descartar de forma segura os estados
pouco provaveis — estados com valores pequenos de ho(E) — ao calcular os zeros da fungao
de particao a temperatura 3y sem modificar significativamente os zeros mais relevantes.
De fato, quanto mais préximo [y estiver de 5.(L), mais acurada serd a estimativa do zero
dominante e, consequentemente, da temperatura pseudo-critica, ji que, para By ~ [.(L),
os estados com maior probabilidade de serem acessados sao exatamente os que tém maior

influéncia no comportamento critico.

Com isso, podemos melhorar sucessivamente a estimativa da temperatura pseudo-
critica mediante um processo iterativo, em que atribuimos a 3y o valor obtido para f.(L) no
passo anterior e construimos um histograma na nova temperatura y. Se o zero dominante
do novo polinémio estiver suficientemente préximo do ponto (1,0), paramos o algoritmo.
Caso contrario, calculamos uma nova estimativa de (.(L) por meio da equagao e

repetimos o procedimento.
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A utilizacao dos zeros da funcao de particao no estudo de transi¢oes de fase elimina
a ambiguidade na definigdo da temperatura pseudo-critica a que aludimos na Segao [3.3]
uma vez que, agora, podemos calcular essa temperatura diretamente da fungdo particao,
sem a necessidade de recorrer a divergéncia de grandezas termodinamicas como calor

especifico e suscetibilidade, que podem fornecer temperaturas criticas inconsistentes.

Além disso, o método dos zeros EPD possui algumas vantagens importantes quando
comparado aos zeros de Fisher. A mais 6bvia delas é a desnecessidade de se conhecer
toda a densidade de estados g(F) do sistema para a construgao do polinomio. Como ja foi
mencionado, o histograma hy(FE) obtido a uma temperatura préxima a transi¢ao é suficiente.
Além de necessitar de menos tempo computacional para sua obtencao, a utilizacao do
histograma ho(FE) ao invés da densidade de estados g(F) reduz consideravelmente o grau
do polinémio a ser resolvido e a ordem de grandeza de seus coeficientes, facilitando a

tarefa numérica de encontrar os zeros.

O método dos zeros EPD foi devidamente testado para uma ampla gama de modelos
comumente estudados em mecanica estatistica, com resultados que comprovam sua precisao

e confiabilidade, bem como suas vantagens significativas em relagao aos zeros de Fisher [51].

Por fim, cabe destacar que a andlise dos zeros EPD pode fornecer o expoente critico

v, definido em (|3.17]). Para isso, partimos da relagao de escala da temperatura critica dada

por (3.24) para conjecturar que
zo(L) = xo + al ™", (3.33)

em que x.(L) é o zero dominante a temperatura pseudo-critica para uma rede de tamanho
L e a é uma constante. Como a parte real de z.(L) é igual a 1 para todos os tamanhos de
rede, é de se esperar que o comportamento de escala seja devido a sua parte imaginaria,

isto é, Sm(x.) ~ L~V [51].
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4 O modelo

Para simular a estrutura de nanoilhas magnéticas proposta em [§], concebemos um
modelo de spins do tipo Ising, com interagoes dipolares, dispostos em uma rede com a
mesma geometria da rede realizada experimentalmente. Passamos, agora, a descrever a

construcao do modelo, bem como a detalhar os procedimentos utilizados na simulacao.

4.1 A rede

Em nosso modelo, tratamos cada ilha como um spin do tipo Ising, que pode assumir
os valores S; = +1, interagindo mediante um potencial dipolar. Os spins sdo considerados
pontuais e localizam-se no centro de cada ilha da rede original. Escrevemos o momento de
dipolo magnético de cada nanoilha como m; = uS;é;, em que p é o médulo do momento
magnético e é; é o vetor unitario que indica a direcao do eixo facil de cada ilha. Espera-se
que as aproximacoes contidas no modelo, que desprezam os graus de liberdade internos
das ilhas e as interagoes de ordem mais alta que a dipolar, nao alterem o comportamento

fisico do sistema [3§].

Para facilitar a visualizagao, escolhemos o eixo x da rede como o eixo paralelo as
nanoilhas diagonais mostradas na Figura [2.4LE, de modo que a orientagdo da rede em
nosso modelo difere da orientagdo da rede original por uma rotagao de m/4 em sentido
horario. A rede foi construida a partir de uma célula unitaria contendo quatro spins, cuja
posicao e orientacao estao indicadas na tabela[f.1 A posicdo dos spins é dada em unidades
de [, que correspondem ao comprimento das nanoilhas utilizadas em [8], conforme definido
na Figura 2.4}A. A repeticao da célula unitéria em cada linha e em cada coluna ocorre
segundo os vetores primitivos @, = [(2 + v/2)i e @, = [(2 + v/2)j. O tamanho da rede é
definido pelo nimero L de células unitarias em cada linha e coluna. Como ha 4 spins em

cada célula, o nimero de spins da rede é dado por N = 4 x L2

Duas condig¢oes de contorno diferentes sdo consideradas. Na rede com condic¢oes de
contorno periddicas (rede PBC), copias da rede sdo consideradas em ambos os eixos como
forma de emular uma rede infinita; ja para condi¢oes de contorno abertas (rede OBC),

removemos o ultimo spin de cada linha para eliminar a assimetria entre as bordas direita
e esquerda da rede (ver Figura [4.1)).
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Tabela 4.1: Posigio e orientagdo dos spins de uma célula unitdria da rede (em unidades de 1).

Spin Posicao Orientacao
—p-
N /7 f=(-3-Z1+%) o= (2,—%)
-
—p-

N / 7 = (0,0) &y = (1,0)

-
N 7 =G f1e ) = (£,
—p
=
N / P=(1+ %224 ¥2) és = (1,0)
—p

4.2  As interacoes

A interacao entre nanoilhas em um gelo de spin artificial é do tipo dipolar. Assim,

a energia entre dois spins quaisquer da rede é dada por:

po [y -y 3(m, - 7y) (M - 7y)
Ei‘: 5 J ]5 J J , (41)

3

em que /i ¢ a permeabilidade magnética do vacuo e 77; é o vetor que liga o sitio 7 ao sitio

7, dado em unidades de (.

Computando todas as interagoes presentes na rede, podemos escrever o hamiltoniano

do sistema como:

_ Ho L~ |m-my 3(m - ) (1 - Tj) 49
N 47?[32%:. ry; B Ty ’ (42)
1%£] 7 1

em que o somatorio é sobre todos os pares de sitios da rede.

/7 . . — A . 2
Escrevendo o momento magnético das ilhas como m; = uS;é; e definindo D = Z?r/;d ,
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Figura 4.1: (A) Rede com condigdes de contorno abertas, de tamanho L = 4. (B) Rede com condigdes
de contorno periddicas, de tamanho L.=2. Os spins em cinza claro representam as copias da rede utilizadas
para o calculo da energia de interacdo dos spins da rede principal, mostrados em cor preta. Aqui, temos
um numero de copias igual a 8. Nas simulagdes realizadas, utilizamos um nimero de cépias da ordem de
10° (detalhes no texto).

0 hamiltoniano fica:

H= 12)2 Sici '35]‘@]‘ _ 358 Fz’j)B(Sjéj Tij)

i Tij Tij

(4.3)

~ . . . 2 7’ .
Por uma questdo de simplicidade, o termo constante D = £ serd doravante considerado

como unitario.

Uma simples fatoracao das varidveis referentes a orientacao dos spins, S; e Sj,

permite-nos escrever:

1 &8 3(87) (8 7)
H=—- S, S | ——2 — WA WA 4.4
2; J r Y (4.4)

Como tais variaveis sdo as unicas que podem ter seus valores alterados de acordo com
a configuracao do sistema, o termo entre colchetes pode ser calculado apenas uma vez
para cada um dos pares de spins e escrito em uma matriz de interagoes N x N, em que
N é o namero de spins da rede, de modo que o valor do hamiltoniano é atualizado pela
simples multiplicagao de cada um dos elementos dessa matriz pelo valor do produto 5;5;
correspondente. Esse procedimento reduz consideravelmente o tempo computacional gasto

para calcular a energia do sistema durante as simulacoes.

Ao contrario do que ocorre em trés dimensoes, o somatério das interagoes dipolares
de um determinado spin em uma rede bidimensional com condigoes de contorno periddicas

é convergente. Este fato permite que a energia de uma rede de dipolos em duas dimensoes
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seja calculada sem a utilizagao de métodos especificos para o computo de potenciais de
longo alcance, como a soma de Ewald [28]. Em nosso modelo, a rede PBC é constituida por
um ntimero muito grande (~ 10°) de réplicas do sistema, conforme Figura e a matriz
de interacoes é calculada considerando a interacdo de um determinado spin ¢ com todos os
spins localizados no sitio j de todas as réplicas. Como este calculo é realizado apenas uma
vez para cada tamanho de rede, o tempo computacional gasto com a obten¢ao da matriz
de interacoes é razoavelmente pequeno quando comparado ao tempo computacional das
simulagoes propriamente ditas. O grande niimero de réplicas consideradas torna confiavel

a estimativa das energias de interagao obtidas por esse método.

Naturalmente, a rede OBC permite um tratamento mais simples, em que as

interagoes entre todos os spins da rede sao consideradas.

4.3 Qs vértices

No ASI de rede quadrada, o ponto para o qual se direcionam os momentos mag-
néticos de quatro ilhas vizinhas é denominado vértice. Cada vértice pode assumir 16
configuragoes distintas, conforme a Figura[2.2] No modelo aqui considerado, define-se como
vértice, por analogia com a rede quadrada, o ponto entre dois spins diagonais e um spin
horizontal para o qual se apontam os momentos de dipolo dos spins diagonais, conforme
mostrado na Figura . E f4cil ver que, aqui, somente os spins diagonais contribuem para
o acumulo de carga magnética nos vértices, de modo que os spins horizontais, resultantes
de um rearranjo dos polos dos spins da rede quadrada, apenas alteram sua energia de

interagao.

Também por analogia, considera-se que os vértices que obedecem a regra do gelo
sao aqueles que possuem um spin apontando para dentro e um spin apontando para fora.
Tais vértices, classificados como tipos I e IT na Figura [£.2] apresentam neutralidade de
carga magnética. Os vértices do tipo I sdo menos energéticos que os do tipo II, uma vez que
a orientacao dos spins horizontais nestes é contraria a orientacao do campo gerados pelos
dipolos diagonais. J& os vértices do tipo III, mais energéticos que os demais, apresentam
acumulo de carga magnética, sendo, portanto, possiveis candidatos a se comportar como
monopolos. Sua carga ) pode assumir os valores +2 ou —2, em unidades arbitrérias,
conforme definicdo no Capitulo 2. Ao contrario do que ocorre na rede quadrada, nao

existem, neste modelo, vértices com carga 44.

No decorrer deste trabalho, utilizaremos o codigo de cores apresentado na Figura
para identificar os diferentes tipos de vértices.
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Figura 4.2: As 16 configuragoes possiveis dos vértices no modelo aqui tratado sdo classificadas em trés
tipos, em ordem crescente de energia de interacdo. Em uma configuragio aleatoria da rede, os vértices dos
tipos I e II tendem a aparecer em 25% dos casos cada, enquanto os demais 50% seriam encontrados com a
configuracao do tipo III.

4.4  As simulacoes

Para simular o modelo proposto, escrevemos um programa em linguagem Fortran
que aplica o algoritmo de Metropolis. A construcao da rede e o célculo da energia obedecem
ao esquema descrito nas Secoes [4.1] e [4.2]

O programa permite que o sistema seja iniciado em seu estado fundamental ou em
um estado aleatorio, em que a configuracao de cada spin é selecionada ao acaso. Escolhe-se,
inicialmente, uma temperatura 7' para executar a simulacao. Realizamos, entao, uma

sequéncia de passos de Monte Carlo, conforme o algoritmo descrito na Secao |3.1]

Para conferir a simulagao uma dinamica mais eficiente e evitar o aprisionamento do
sistema em minimos locais de energia livre, introduzimos alguns passos em que multiplos
spins sdo invertidos de uma s6 vez. Esses passos multiplos (multiple spin-flips) podem ser
de seis tipos diferentes, que passamos a descrever, fazendo uso da numeracao dos spins em

uma célula unitaria introduzida na tabela [4.1t

A Inversao de todos os spins de posi¢ao 75 de uma determinada linha.
B Inversao de todos os spins de posicao 7, de uma determinada linha.
C Inversao de todos os spins de posi¢ao 7, de uma diagonal da rede.
D Inversao de todos os spins de posicao 73 de uma diagonal da rede.

E Inversao de todos os spins de uma determinada linha, independentemente de sua

posicao na célula unitaria.

F Inversao de todos os spins de uma das metades (inferior ou superior) da rede.
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Os passos miltiplos estdao exemplificados na Figura 4.3l A cada cinco passos de Monte
Carlo efetuados com a inversao simples de spins (single spin-flips), realizamos até trés
passos multiplos, cujo tipo é escolhido ao acaso. A escolha da linha, da diagonal ou da
metade da rede a ser invertida também é feita de maneira aleatéria. Nos passos multiplos,
a aceitagao ou rejeicao dos estados é realizada segundo os mesmos critérios dos passos
simples, descritos na Secdo [3.1] obedecendo ao algoritmo de Metropolis. A satisfacao da
condicao de balanc¢o detalhado nesse caso decorre do fato de que a escolha dos spins a
serem invertidos em cada passo miiltiplo independe da configuragao atual do sistema, de
modo que a probabilidade de um sistema no estado p tentar passar para o estado v ¢ igual

a probabilidade de que ocorra a tentativa inversa, isto é, de v para pu.

A -, - -> B - - - (o] - - -
N7 N N N N2 NS N N7 YN NS N 7
- - -> - -> - -, - -, - -, -,

-> - -> -> - - - - -,
M2 NN N/ M2 NI NN/ NI NN N/
- - -> - - - - - - - - -

-> - - - - - -, - -
N2 NN N/ T NN N/ NI NN N/
-, - -> - -> - -> - -> - -> -

- - -> -> - -> - - -
N2 NI NN/ N2 NN N/ NI NI N N7
- - -> - - - -> - - - -, -

D - - -, E - - - F - - ->
NN NN/ N2 NI N NN/ NI NS N 7
-, - -> -> -> - -, - -> -> -> -,

- - - - - - - - -
NI NN N/ NI NN NS NN NI N/
-> - -> - -> - -> - -> - -, -

- - -> - - - -> - -
NN N N NI NN N/ NI NN 7
-, - -> - -> - -> - -> - -> -

-, - -, -> - -, -> - ->
N2 NN N/ NI NI NI NN/ NI NN N/
-, - -> - - - -> - -> - -> -

Figura 4.3: Exemplos dos diferentes tipos de passos multiplos executados durante as simulagoes, descritos
nos itens A-F (detalhes no texto).

Ao submetermos o sistema a uma determinada temperatura, aguardamos um tempo
de termalizacao equivalente 100 x N MCS, e s6 depois desse intervalo é que comegamos a
utilizar os dados para o computo das médias. Uma vez termalizado o sistema, gravamos o
valor das grandezas de interesse a cada oito passos de Monte Carlo, simples ou miltiplos.
Em cada simulacdo, o niimero de MCS realizados foi da ordem de ~ 10% a ~ 107, sendo
que, quanto maior a rede, maior o niimero de passos utilizado. De modo a obter uma
média das grandezas de interesse e calcular as respectivas barras de erro, foram realizadas

entre cinco e dez execugoes independentes de cada simulagao.

Duas grandezas termodinamicas de interesse foram obtidas na simulagao, a saber,
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a magnetizacao por spin m e o calor especifico ¢,, que sao dados por:
SO (1.5
m = — m; .
N i

1 2 2
o= 7o (B = (B)) (46)

Além disso, obtivemos a média da razao entre o nimero de vértices de cada tipo

(N7, Nir, Nigr) e o nimero total de vértices da rede (N7) para cada temperatura:

ng = <Jj\g> (4.7)
nrr = <]]\\[7[TI> (4-8)
nirr = <]\]<Zl> (4.9)

Como as simulacoes foram realizadas em um numero restrito de temperaturas, foi
utilizado o método de histogramas multiplos como forma extrapolar os resultados das
simulagoes para temperaturas proximas as temperaturas simuladas. Com esse método, é
possivel obter um nimero tao grande quanto se queira de pontos nos graficos das grandezas
termodindmicas para o intervalo de temperaturas de interesse. Assim, pudemos visualizar
melhor o comportamento de tais grandezas, bem como estimar com maior precisao os

pontos de transicao de fase.

Para cada tamanho de rede, utilizamos o método dos zeros EPD para obter a
temperatura pseudo-critica. O método de histogramas multiplos foi novamente utilizado
para a construgao dos histogramas ho(E) a temperatura (3, de acordo com o procedimento

iterativo descrito na Segao [3.4]

Com os dados do calor especifico e dos zeros EPD, procedemos a uma analise de

escala de tamanho finito para calcular a temperatura critica e os expoentes criticos a e v.

Passamos, agora, a apresentar os resultados obtidos em nossas simulagoes.
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5 Resultados e discussao

O primeiro procedimento simulacional que utilizamos consistiu em efetuar um
annealing térmico, no qual dez amostras de uma rede de tamanho L = 10 foram submetidas
a uma gradativa reducao de temperatura, como forma de encontrar o estado fundamental
do sistema. Iniciando-se a T'= 10.0D/kp, a temperatura das amostras foi sendo reduzida
em passos de T = 0.1D/kp, até chegar a uma temperatura final 7y = 0.1D/kp, na qual a
aceitacao de qualquer dos passos de Monte Carlo tentados torna-se altamente improvavel.
Em cada temperatura utilizada, aguardou-se a termalizacao da amostra, conforme indicado
no capitulo anterior. Esse procedimento foi realizado tanto para condigdes de contorno
abertas quanto periddicas, e, ao final, todas as amostras foram encontradas no mesmo
estado, identificado como o estado fundamental do sistemaE] Neste estado, todos os spins
tém componente x de mesmo sinal, e todos os vértices sao do tipo I. Além disso, a
magnetizagdo por spin m da rede coincide com a magnetizagao de saturacao, isto é, o

estado fundamental é maximamente magnetizado.
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Figura 5.1: Estado fundamental de uma rede de tamanho L = 4.

Uma vez determinado o estado fundamental, procedemos ao estudo de redes de
diferentes tamanhos, com vistas a elucidacao de fendémenos criticos. Apresentaremos, a
seguir, os principais resultados de nossas simulagoes, primeiro para condig¢oes de contorno

periddicas e, posteriormente, para condi¢oes de contorno abertas.

L Para efetuar o procedimento de annealing para a rede com condicdes de contorno abertas, foi necessario

tomar certos cuidados, e mais detalhes serdo fornecidos em momento oportuno.
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5.1 Condicoes de contorno periodicas

Em nossas simulagoes iniciais, utilizamos um tamanho de rede pequeno (L = 8) para
observar o comportamento do sistema em um intervalo grande de temperaturas e identificar
possiveis regioes de interesse. Na Figura [5.2] vemos que a curva de magnetizacao decresce
monotonicamente com o aumento da temperatura, atingindo sua maior inclinagao para
uma temperatura no intervalo 0.6D/kp < T < 0.7D/kp. Neste mesmo intervalo, o calor
especifico atinge seu valor méximo, sugerindo a possivel existéncia de um comportamento
critico. Nesse grafico, assim como naqueles que serao apresentados na sequéncia, os pontos
representam dados obtidos diretamente por meio de simulagoes realizadas na temperatura
indicada. As barras de erro, quando nao mostradas, sao menores que os pontos. Ja as linhas
pontilhadas representam a combinacao dos resultados de simulagoes em temperaturas

proximas mediante o método de histogramas multiplos.
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Figura 5.2: Magnetizacdo por spin e calor especifico em funcdo da temperatura para a rede PBC com
L = 8, evidenciando a ocorréncia de um estado magnetizado a baixa temperatura e de um pico do calor
especifico em T = 0.63D/kp.

Novas simulagoes foram realizadas no intervalo de temperaturas de interesse
(0.6D/kp < T < 0.7D/kp) para redes maiores, até L = 24. Como o custo computa-
cional cresce rapidamente com o nimero de spins, ao mesmo tempo em que o pico do calor
especifico torna-se mais pronunciado, as redes de tamanho L > 28 foram simuladas em
um intervalo menor de temperaturas, de forma a obter o maximo de informacao possivel
na regiao que se queria investigar. A maior rede que simulamos foi de tamanho L = 40,
equivalente a N = 6400 spins, uma vez que o tempo de execucao do programa torna

proibitiva a simulagao de redes muito maiores.
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Na Figura [5.3 vemos que a mudanca na magnetizacao torna-se mais abrupta em
redes maiores, de modo que as curvas de magnetizacao para diferentes tamanhos de rede
interceptam-se em uma temperatura proxima a do pico do calor especifico. Este, por
sua vez, torna-se mais pronunciado com o aumento da rede, ao mesmo tempo em que a

temperatura em que se observa o pico também aumenta (ver Figura |5.4)).

.8 "

0.7

0.6 0. 62 0. 64 0. 66 0. 68 0.7
T

Figura 5.3: Magnetizacdo por spin em funcio da temperatura para diferentes tamanhos da rede PBC.
Nota-se que, a medida que se aumenta o tamanho da rede, a inclinagdo da curva também aumenta,
indicando uma mudanca abrupta na magnetizacao do sistema.

Também as fragoes correspondentes a cada tipo de vértice, mostradas na Figura
5.5] passam por uma transformagao abrupta com o aumento da temperatura. Para T =
0.3D/kp, praticamente todos os vértices de uma rede de tamanho L = 8 sdo do tipo I.
Aumentando-se a temperatura, comecam a aparecer vértices mais energéticos, dos tipos
IT e III. No intervalo 0.6D/kp < T < 0.65D/kp, a inclinagao das trés curvas atinge seu
maximo — o que também ocorre com a curva da magnetizacao para esse tamanho de rede.
A temperaturas mais altas (T 2 1.0D/kp), as razoes de cada tipo de vértice ja estao
proximas de convergir para os valores correspondentes a multiplicidade de cada um deles,
que seria de 25% para os tipos I e IT e 50% para o tipo III. A convergéncia mais lenta dos
vértices do tipo III em relagao aos do tipo II decorre do fato de que os vértices do tipo III
sdo mais energéticos e, portanto, necessitam de temperaturas maiores que os vértices do

tipo II para aparecer.

Configuragoes tipicas do sistema para temperaturas acima e abaixo da temperatura
do méximo do calor especifico sao mostradas na Figura [5.6 A principio, identificam-se
duas fases distintas: a baixas temperaturas, o sistema ordena-se de forma a maximizar

a magnetizacao e quase todos os vértices encontram-se no estado de menor energia; a
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Figura 5.4: Calor especifico em funcao da temperatura para diferentes tamanhos da rede PBC. O pico
da curva torna-se mais pronunciado e ocorre a uma temperatura mais alta com o aumento do tamanho da
rede.
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Figura 5.5: Variacdo da fragdo de vértices correspondentes a cada tipo com a temperatura, com L = 8.
No inset, plotamos a razao entre este valor e o valor que seria esperado caso as configuragoes fossem
completamente aleatérias. A baixa temperatura, os vértices do tipo I predominam. A medida que a
temperatura aumenta, as fragées de vértices convergem para os valores correspondentes a multiplicidade
de cada um dos tipos, sendo que os vértices do tipo III apresentam uma convergéncia um pouco mais
lenta que os do tipo II, devido & sua maior energia.
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temperaturas altas, ndo se observa uma direcdo preferencial de magnetizacao dos spins, e

a aparicao de vértices mais energéticos torna-se frequente.
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Figura 5.6: Configuracoes tipicas da rede PBC para baixas temperaturas (A) e para altas temperaturas
(B). A baixas temperaturas, o estado fundamental predomina, de modo que temos uma fase ordenada e
maximamente magnetizada. Para temperatura altas, verifica-se uma fase paramagnética, caracterizada
pela presenca de vértices excitados e por baixos valores de magnetizacao total.

No intuito de determinar se estamos diante de uma transicao de fase propriamente
dita, procedemos a uma analise de escala de tamanho finito, bem como aplicamos o
método dos zeros da distribuicdo de probabilidades da energia, cujos resultados passamos

a apresentar.

5.1.1 Analise de escala de tamanho finito

A primeira informacao que obtivemos a partir dos dados das simulagoes diz respeito
ao calculo do expoente «, referente a divergéncia do calor especifico. Como observado na
Figura [5.4] o ponto de maximo da curva do calor especifico atinge valores mais altos para
sistemas maiores. A equacao estabelece a relacao de escala para o calor especifico em
termos da razao entre expoentes «/v. Podemos ver que valores positivos de a/v indicam
um calor especifico divergente no limite termodinamico, enquanto valores negativos indicam

que o calor especifico converge para um valor finito. Convencionalmente, uma divergéncia
L

v,max

logaritmica do calor especifico, na forma c = aln L + b, é identificada com o expoente
critico @« = 0. Na Figura [5.7] foram tentados um ajuste de divergéncia logaritmica e
um ajuste por lei de poténcia. A divergéncia logaritmica forneceu um melhor ajuste, o
que ¢ evidenciado pelo menor valor de x?: 7.5 x 1079, contra 1.1 x 10~* para a lei de
poténcia. Os dados sugerem, portanto, o expoente o = 0, que é compativel com a classe

de universalidade do modelo de Ising bidimensional.

Uma divergéncia logartitmica do calor especifico também foi observada para o ASI
de rede quadrada [38]. Como os dois sistemas se diferenciam apenas pela posigao dos spins
na rede, ¢ de se esperar que eles pertencam a mesma classe de universalidade, hipotese

que ¢ reforcada por este resultado.
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Figura 5.7: Ajuste linear para o maximo do calor especifico em fun¢do do tamanho da rede. O grafico
a esquerda corresponde ao ajuste de uma divergéncia logaritmica do calor especifico. J4 o grafico a
direita corresponde a uma lei de poténcia com expoente a/v = 0.274(7), dado pela inclinacdo da reta. A
divergéncia logaritmica fornece um melhor ajuste, sugerindo um expoente critico o = 0.

A partir da temperatura do pico do calor especifico para diferentes tamanhos de
rede, podemos ainda estimar a temperatura critica do sistema no limite termodinamico,
como tradicionalmente é feito, por meio da equacao ([3.24]). Para isso, no entanto, é preciso
conhecer o expoente critico v. Esse expoente pode ser obtido pela analise dos zeros da
funcao particado. Assim, antes de estimar a temperatura critica, procedemos a anélise dos

zeros EPD.

Para cada tamanho de rede, realizamos o procedimento iterativo descrito na Segao
B.4 A Figura ilustra esse procedimento, efetuado a partir de uma das simulagoes
da rede de tamanho L = 20. Ao final do processo, obtivemos uma temperatura critica
T.(L) = 0.6502D/kp. A essa temperatura, observa-se, no mapa de zeros, a existéncia de
um ponto com parte real proxima de 1 cuja parte imaginaria é significativamente menor
que a dos demais pontos (circulado em azul na Figura C), indicando a existéncia de

uma transicao de fase.

Mediante a equacao (3.33)), podemos utilizar a dependéncia da parte imaginéaria do
zero dominante x. com o tamanho da rede L para estimar o expoente critico v. A Figura
mostra a regressao linear obtida no grafico do logaritmo da parte imaginaria de z. pelo

logaritmo do tamanho da rede. A inclinagdo da reta corresponde a —1/v.

O ajuste linear fornece o valor 1/v = 0.999(5), o que resulta em um expoente
critico v = 1.001(5). Este valor é muito préximo do expoente critico v = 1 do modelo de
Ising bidimensional, reforcando a hipdtese de que o modelo aqui estudado pertence a essa
classe de universalidade, assim como ja foi observado em outros modelos de gelos de spin
artificiais [52).

A concordancia dos expoentes criticos com a classe de universalidade do modelo
de Ising 2D vai de encontro a hipétese de uma possivel reducao de dimensionalidade no

modelo proposto. Aparentemente, o fato de as excitagdes dos vértices estarem restritas
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Figura 5.8: Processo de convergéncia do método de zeros EPD, para uma rede PBC com L = 20.
Primeiramente, escolhemos, de forma arbitrdria, uma temperatura Tp = 0.8D/kp (A), e construimos um
histograma por meio do método de histogramas miltiplos (B), utilizando um tamanho de bin AE = 0.25D.
Resolvendo o polindmio e plotando o mapa de zeros (C), escolhemos o zero mais préximo do ponto (1,0).
A parte real desse zero dominante (D) é, entdo, usada para estimar a temperatura critica. Em seguida,
repetimos o procedimento, atribuindo a Ty o valor de T.(L) encontrado na iteragdo anterior, até que o
valor da parte real do zero dominante esteja suficientemente préximo de 1, indicando a convergéncia do
algoritmo. Neste caso, encontramos T,(L) = 0.6502D /kp.
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Figura 5.9: Logaritmo da parte imaginaria do zero dominante em funcao do logaritmo do tamanho da
rede. A inclinacdo da reta permite calcular o expoente v.

a percorrer um caminho unidimensional na rede nao afeta o comportamento critico do

sistema, que continua possuindo caracteristicas claramente bidimensionais.
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De posse do valor de v, podemos calcular a temperatura critica 7, no limite
termodinamico, por meio da equacao . Isto pode ser feito com os valores de T,.(L)
obtidos tanto por meio dos zeros EPD quanto a partir da temperatura do pico do calor
especifico. No primeiro caso, a utilizacdo do expoente v = 1 fornece um bom ajuste linear
no grafico de T.(L) por L™/*, como evidenciado na Figura O intercepto do gréfico

com o eixo y sugere uma temperatura critica 7. = 0.6696(6)D/kp.
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Figura 5.10: Temperatura critica obtida pelo método de zeros EPD em funcdo do tamanho da rede
a poténcia —1/v = —1. Na regressao linear, foram desconsiderados os dois menores tamanhos de rede:
L =12 e L = 8. O intercepto da reta com o eixo y fornece uma estimativa da temperatura critica no
limite termodinamico.

Para o ASI de rede quadrada, Silva et al. observaram um pico no calor especifico a
uma temperatura T, ~ 7.2D/kp para tamanhos de rede até 9800 spins [38]. Apesar de esse
trabalho nao ter empreendido uma anélise de escala de tamanho finito para a temperatura,
esse valor de T, pode ser tomado como uma aproximacao, ainda que bastante imprecisa,
da temperatura critica no limite termodinamico, uma vez que os autores observaram uma
variacao bem pequena da posicao do pico para diferentes tamanhos de rede. Para comparar
este resultado com a temperatura critica do nosso modelo, devemos notar que a constante
D foi definida de forma diferente nos dois casos. Em nosso modelo, utilizamos a defini¢ao
D = o8 o que [ foi definido no Capitulo . Jaem [38], D = “0“2, em que a é a distancia

4ml3 4ma3

entre dois spins adjacentes de mesma orientacao. Isto significa que, neste caso, dois spins

primeiros vizinhos estdo separados por uma distancia de a/ V2. Em nosso modelo, o par
de spins correspondente ao par de primeiros vizinhos da rede quadrada é consituido pelos
spins diagonais de uma célula unitaria, que nao foram modificados pelo novo arranjo
proposto. Tais spins estao separados por uma distancia de (1+ V2 /2)1. Assim, para que os
dois modelos tivessem a mesma escala, deverfamos ter [ = a/(1 4+ v/2) e D = (1++/2)*D’,
em que chamamos D’ a constante utilizada em [38] e D a constante empregada no presente
trabalho. Isto resultaria em uma temperatura critica 7, = 0.6696(6)D/kp = 9.42(1)D’ /kp,

que é maior que a temperatura critica da rede quadrada.

Para obter uma nova estimativa da temperatura critica e verificar a consisténcia de

nossos resultados, procedemos a analise de F'SS também para a temperatura do pico do
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calor especifico. Neste caso, o ajuste linear com o expoente v = 1 fornece uma temperatura
critica T, = 0.6709(4) D /kp (ver Figura [5.11]), bastante préxima do resultado obtido com

o método dos zeros.
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Figura 5.11: Temperatura do pico do calor especifico em funcdo do tamanho da rede a poténcia
—1/v = —1. Na regressao linear, foram desconsiderados os dois menores tamanhos de rede: L = 12 e L = 8.
O intercepto da reta com o eixo y fornece uma estimativa da temperatura critica no limite termodinamico.

E preciso observar, entretanto, que os valores de v e T, encontrados nio fornecem
um colapso ideal das curvas de calor especifico para grandes intervalos de temperatura.
Procurando os valores de v e T, que fornecem o melhor ajuste linear possivel para a
temperatura do pico do calor especifico, encontramos 1/v = 0.59(1) e T, = 0.6813(1)D/kp
(ver Figura [5.12), valores bem diferentes dos obtidos anteriormente. Utilizando estes
valores, observamos um 6timo colapso das curvas de calor especifico em todo o intervalo

de temperatura considerado, como mostra a Figura [5.13]
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Figura 5.12: Melhor ajuste linear obtido para a temperatura do pico do calor especifico por meio da
variacdo dos parametros v e T, desprezando-se as redes de tamanho L =8 e L = 12.

Este valor obtido para o expoente v, entretanto, é incompativel com o expoente «
encontrado, segundo a conhecida relagdo de escala 2v = 2 — a.. De fato, observamos que
o colapso das curvas utilizando o expoente v da classe de universalidade do modelo de
I[sing torna-se consideravelmente melhor para os maiores tamanhos de rede, indicando que

corregoes de escala devem desempenhar um papel importante nesse sistema. Esse melhor
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Figura 5.13: Comparagdo entre o colapso das curvas de calor especifico quando sdo utilizados os valores
de v e T, obtidos pelo métodos de zeros (grafico & esquerda) e pelo melhor ajuste linear da temperatura do
pico (& direita). Todos os pontos mostrados resultam da repesagem pelo método de histogramas miltiplos.

ajuste para redes maiores pode ser observado também nas figuras e [5.11} Somando-se
a isto o fato de o expoente obtido com o método dos zeros advir diretamente da fungao
particao, todos os ingredientes corroboram a hipdtese de uma transicao de fase pertencente

a classe de universalidade do modelo de Ising bidimensional.

5.2 Condicoes de contorno abertas

Se por um lado a investigacao da classe de universalidade a qual pertence o modelo
é relevante do ponto de vista tedérico, por outro o nimero limitado de nanoilhas presentes
nas realizagoes experimentais dos ASI faz com que o limite termodindmico nao constitua
uma boa aproximacao do comportamento verdadeiro do sistema, ensejando o estudo

computacional de redes com condigoes de contorno abertas.

Para essas condi¢oes de contorno, foram simuladas redes de tamanho até L = 28,
equivalente a N = 3036 spins. O fato de nao termos estudado redes maiores decorre
da maior complexidade do comportamento apresentado por esse sistema, o que exigiu
a realizacao de um nimero maior de passos de Monte Carlo com inversao de multiplos
spins em nossas simulagoes, uma vez que as barreiras energéticas existentes entre minimos
locais de energia livre dificilmente sao transpostas apenas com a realizacao de passos com

inversoes simples de spins.

O aspecto finito da rede e a influéncia de efeitos de borda torna a termodinamica
do sistema bastante mais interessante. Qualitativamente, observamos uma diferenca sig-
nificativa na dependéncia da magnetizacao e do calor especifico com a temperatura em
comparacao com a rede PBC, como pode ser visto na Figura [5.14] Este comportamento
distinto da rede OBC, evidenciado pela simulacao com L = 8, motivou-nos a abranger
um intervalo maior de temperaturas nas simulagoes subsequentes, demandando um tempo

computacional ainda mais longo.
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Figura 5.14: Magnetizacao por spin e calor especifico em fungdo da temperatura para a rede OBC, com
L = 8. Além de um pico semelhante ao encontrado na rede PBC, a curva do calor especifico da rede com
condi¢oes de contorno abertas apresenta ainda um ponto de inflexdo a uma temperatura T < 0.5D/kp.
Outro ponto de inflexao inexistente na rede PBC é observado na curva de magnetizagao.

Concentrando nossa andlise no intervalo de temperaturas 7' < 0.7D/kg, podemos
ver que, com condi¢oes de contorno abertas, a magnetizacao de saturagao somente é
atingida a temperaturas bem mais baixas (7" < 0.3D/kp para os tamanhos de rede
estudados) do que na rede PBC, e um platd de magnetizagao aparece no intervalo de
temperaturas 0.3D/kp < T < 0.55D/kp. Para redes maiores, a magnetizagdo chega a

apresentar um comportamento ligeiramente crescente com a temperatura nessa faixa. A

temperaturas mais altas, o comportamento decrescente da magnetizacao é retomado (ver
Figura [5.15)).

No que diz respeito ao calor especifico, além do pico a temperatura 7'~ 0.6D/kp,
semelhante ao da rede PBC, observamos também um méximo local a temperatura T ~
0.3D/kp, que se torna mais definido com o aumento do tamanho da rede (Figura ,
ainda que seu valor aparentemente tenda a diminuir. Em redes menores, este maximo
local sequer se configura, sendo observado apenas um ponto de inflexdo na curva proximo

a essa temperatura, como ja havia sido notado na Figura [5.14] para a rede L = 8.

Para investigar a possivel existéncia de uma nova pseudo-transicao de fase, nao
encontrada na rede PBC, observamos o comportamento dos zeros EPD a baixas tempera-
turas. A Figura [5.17 mostra dois mapas de zeros, um obtido com condi¢ées de contorno
abertas e o outro com condi¢oes de contorno peridédicas, ambos a mesma temperatura
Bo =1/kpTy = 0.27"'D~! e com o0 mesmo tamanho de rede L = 8. Podemos perceber que,

para os dois tipos de condi¢oes de contorno, o mapa de zeros apresenta um zero préximo
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Figura 5.15: Magnetizacao por spin em fun¢do da temperatura para diferentes tamanhos da rede OBC.
Aqui, a curva nao é mais monotonicamente decrescente como na rede PBC, uma vez que um platd de
magnetizagdo aparece no intervalo 0.3D/kp < T < 0.55D/kp.

Figura 5.16: Calor especifico em fung¢éo da temperatura para diferentes tamanhos da rede OBC. Além
do méximo global, hd ainda um méximo local a baixa temperatura (mostrado no inset) que se torna
mais definido com o aumento do tamanho do sistema, ao mesmo tempo em que seu valor decresce. J4 a
temperatura em que se observa esse maximo local aumenta com o tamanho da rede.

a0 eixo real positivo com parte real maior que 1. Entretanto, o mapa de zeros da rede OBC

apresenta um outro zero que se destaca dos demais, com parte real menor que 1 e parte
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imaginaria pequena e decrescente com o tamanho do sistema (mais detalhes na Secao

5.2.1]), sugerindo que a rede OBC possua nao apenas um, mas dois zeros dominantes.
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Figura 5.17: Comparacdo entre os mapas de zeros das redes OBC e PBC, ambos com L = 8 e

To = 0.27D/kpg. Para condigbes de contorno abertas, um novo zero dominante, destacado no gréfico,
indica a pseudo-transicao de fase de baixa temperatura.

Escolhendo um valor de Ty pequeno e efetuando o processo iterativo descrito na
Secao [3.4], observamos uma convergéncia do algoritmo para um valor de T, préximo a
temperatura do primeiro pico do calor especifico. A Figura [5.1§ ilustra esse processo para
uma rede OBC com L = 20.

Para valores iniciais de 7y pouco maiores que 7,, ainda temos como zero mais
préximo do ponto (1,0) o zero que leva para a transi¢do de baixa temperatura, destacado
em azul na Figura [5.19] Aumentando, porém, a temperatura inicial Ty, o zero escolhido
como dominante passa a ser o zero que leva para a transi¢do de temperatura superior,

circulado em verde na Figura [5.19|

Quando nos aproximamos da temperatura do segundo pico do calor especifico, no
entanto, observa-se uma linha de zeros praticamente paralela ao eixo real positivo, de modo
que o zero dominante nao pode mais ser facilmente identificado, conforme mostrado na
Figura Isto ocorre para todos os tamanhos de rede estudados. Mesmo apods tentarmos
aumentar o nimero de passos de Monte Carlo realizados (Nyscs ~ 10%) para redes menores,
como forma de resolver possiveis problemas de amostragem, o aspecto do mapa de zeros
permaneceu o mesmo. Acreditamos que o carater finito do sistema, que o impossibilita
de exibir uma transicao de fase propriamente dita, seja o responsavel por ocasionar este
padrao no mapa de zeros, pois é de se esperar que, quanto menor o sistema, menos bem

definida esteja a transicao de fase.
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Figura 5.18: Processo de convergéncia do método de zeros EPD, para uma rede OBC com L = 20.
Primeiramente, escolhemos, de forma arbitraria, uma temperatura Ty = 0.2D/kp (A), e construimos um
histograma por meio do método de histogramas miltiplos (B), utilizando um tamanho de bin AE = 0.1D.
Resolvendo o polinémio e plotando o mapa de zeros (C), escolhemos o zero mais préximo do ponto (1,0).
A parte real desse zero dominante (D) é, entdo, usada para estimar a temperatura critica. Em seguida,
repetimos o procedimento, atribuindo a Ty o valor de T,(L) encontrado na iteragdo anterior, até que o
valor da parte real do zero dominante esteja suficientemente préximo de 1, indicando a convergéncia do
algoritmo. Neste caso, encontramos T, (L) = 0.2837D /kp.

0.3 e
+ + BT,
+ o+ +
0.2 ¢ + + j +t F ]
+ ++
+ + +
0.1¢ + 4 N +++ 1
+ +
e ® ! **++@
X, 0r ]
S + ++ ++ 7
-0.1 ¢+ + + + + + i
) N . . H
+ + ++
-0.2 | A o e ]
+, + o4,
_ 0. 3 L + + o+ + L L
0. 88 0.92 0. 96 1 1.04
Re[x (]

Figura 5.19: Mapa de zeros préximo ao ponto (1,0) do plano complexo, para uma rede OBC com
L =20, a temperatura T' = 0.36D/kp. O zero circulado em azul indica a transi¢do de temperatura inferior,
enquanto o zero destacado em vermelho leva-nos para perto da transicdo de temperatura mais alta.
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Figura 5.20: Comparagcao entre os mapas de zeros obtidos com e sem corte nos histogramas, na regiao
préxima ao ponto (1,0), com L =28 e T = 0.624D/kp. Quando o corte é realizado para valores relativos
menores que 0.1, o zero dominante torna-se facilmente identificavel. Entretanto, o procedimento acarreta
certa perda de informacoes e pode reduzir a confiabilidade da estimativa da temperatura critica.

Conforme discutido na Secao [3.4} o método dos zeros EPD permite que filtremos os
zeros mais relevantes por meio do descarte dos menores valores presentes nos histogramas,
pois se espera que os estados menos acessados a uma temperatura proxima a transi¢ao
sejam irrelevantes para o comportamento critico. Assim, desconsiderando todos os valores
do histograma inferiores a 107!, em que 1 corresponde ao valor de energia mais acessado,
podemos filtrar os zeros mais relevantes e estimar a temperatura critica para cada tamanho
de rede. Para a rede L = 28, mostrada na Figura [5.20, este valor foi calculado em
T.,(L) =~ 0.62D/kp.

E inegavel, entretanto, que esse procedimento acarreta, necessariamente, uma perda
de informagoes e uma diminui¢ao da precisao do método. O comportamento aparentemente
divergente do calor especifico, porém, reforca a suspeita da existéncia dessa segunda pseudo-

transicao na rede OBC, conforme discutiremos na Secao [5.2.1]

A tabela apresenta as temperaturas das pseudo-transicoes de fase encontradas

pelo método dos zeros EPD para diferentes tamanhos de rede.

Tabela 5.1: Temperatura das pseudo-transicoes de fase para diferentes tamanhos de rede.

L Tcl(D/kB> Tc2(D/kB)
8 0.2439(1) 0.569(1)
12 0.2645(1) 0.588(1)
16 0.2765(7) 0.600(2)
20 0.2843(5) 0.611(2)
24 0.2884(4) 0.620(3)
28 0.293(2) 0.622(2)

A existéncia de duas pseudo-transicoes leva-nos a questionar quais microestados

do sistema sdo tipicamente acessados em cada uma das trés faixas de temperatura, isto é,
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quais fases estao presentes no sistema. Para T' < T, o estado fundamental predomina,
e poucas excitagoes sdo encontradas, o que resulta em altos valores de magnetizacao. A
fase paramagnética é novamente observada a T > T,. E no intervalo de temperaturas
intermediarias (7., < T < T,), porém, que o comportamento da rede OBC torna-se quali-
tativamente diferente. As configuragoes tipicamente encontradas nessa fase intermediaria
contém partes significativas da rede com magnetizagao em dire¢oes opostas, formando
uma barreira de dominio horizontal que, preferencialmente, divide a rede pela metade. Isso
explica os baixos valores de magnetizacao observados nessa fase, que praticamente nao
variam com a temperatura. Algumas excitacoes sao encontradas nessa fase, mas ha um
claro predominio de vértices do tipo I. A Figura [5.21] exemplifica as configuragoes tipicas

de cada fase.
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Figura 5.21: Configuracoes tipicas da rede OBC para diferentes fases. (A) A fase observada a baixas
temperaturas caracteriza-se pela completa ordenacao dos spins e pelos altos valores de magnetizacao total.
(B) A fase de temperaturas intermedidrias também é ordenada, porém com a formacao de uma barreira
de dominio que resulta em baixos valores de magnetizagdo total. (C) A temperaturas altas, observa-se
novamente uma fase paramagnética.

E interessante destacar que existe uma barreira de energia bastante significativa
entre as configuragoes mostradas nas Figuras [5.21}A e [5.21}B. De fato, ao realizarmos o
procedimento de annealing somente com passos de Monte Carlo com inversao simples de
spins, nao raramente a amostra era aprisionada em um estado metaestavel e, mesmo a
baixas temperaturas, a configuracao tipica da fase intermediaria prevalecia. Assim, em uma
possivel realizacao experimental de um gelo de spin regravavel com nanoilhas suscetiveis
a flutuacoes térmicas, é de se esperar que, na auséncia de campo magnético, esse estado
metaestavel seja obtido com maior facilidade do que o estado fundamental em um processo
de resfriamento da amostra. Somente com a introduc¢ao de passos de Monte Carlo com
inversao de multiplos spins (ver Figura , e principalmente com o passo multiplo que
inverte metade da rede de uma s6 vez (Figura [4.3}F), é que pudemos obter o estado

fundamental da rede com maior facilidade no procedimento de annealing.

O comportamento qualitativamente diferente encontrado na rede OBC ¢ evidenciado

também pela dependéncia da fragao dos tipos de vértices com a temperatura, conforme
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mostrado na Figura [5.22] Ao contrario do que ocorre na rede PBC, existe aqui uma faixa
de temperatura na qual os vértices do tipo II sao mais numerosos do que os vértices do tipo
III. Com L = 8, essa faixa estd entre T'~ 0.12D /kp e T =~ 0.43D /kp. O interessante é que
a transicao da fase maximamente magnetizada para a fase intermediaria parece ocorrer
exatamente em um ponto de inflexdo da curva referente a populacao de vértices do tipo II.
Ja& a transicao entre a fase intermedidaria e a fase paramagnética coincide aproximadamente
com a maior inclinagdo das curvas referentes as populagoes dos vértices dos tipos II e III.
A fase intermedidria caracteriza-se por um certo favorecimento das excitacoes do tipo II
em relagao as do tipo III. O comportamento descrito se repete, em termos qualitativos,
para os demais tamanhos de rede simulados, porém as faixas de temperatura em que esses

aspectos sao observados variam com o tamanho do sistema.

Ainda que a fase intermediaria apresente valores comparativamente maiores para a
fracdo de vértices do tipo II em relagao aos vértices do tipo III, os vértices do tipo I ainda
correspondem a, no minimo, 70% do ntimero total de vértices da rede. Este fato leva-nos a
descartar a existéncia de uma fase de gelo no ASI regravavel, como a que foi observada, por
exemplo, em [39] e [28]. A fase de gelo é caracterizada pela coexisténcia de vértices com
neutralidade de carga magnética, mas com topologias distintas, em proporgoes similares.
Nesse regime, as fracoes de cada tipo de vértice sao determinadas predominantemente
pela regra do gelo, de modo que os vértices que obedecem tal regra sao favorecidos em
detrimento dos demais. No caso do modelo aqui estudado, a fase de gelo implicaria que
vértices dos tipos I e II fossem encontrados com probabilidades semelhantes, o que nao foi

observado em nossa simulagoes.

A inexisténcia de uma fase de gelo em nosso modelo pode ser explicada pelo fato
de que tal fase resulta da degenerescéncia que caracteriza os gelos de spin. No trabalho
de Moller e Moessner [2§], por exemplo, a fase de gelo foi obtida pela introdugdo de uma
diferenga de altura entre as nanoilhas horizontais e verticais de um ASI quadrado, que
devolveu ao sistema a degenerescéncia observada nos gelos de spin tridimensionais, fazendo
com que todos os vértices que obedecem a regra do gelo tivessem energias muito proximas.
Em nosso modelo, porém, a frustracao presente no ASI de rede quadrada foi removida
pelo novo arranjo geométrico, uma vez que, nos vértices do tipo I, todos os spins tém suas
interacoes satisfeitas. Com isso, temos uma grande diferenga de energia entre os vértices
dos tipos I e II. Assim, os vértices do tipo Il somente se tornam quase tdo numerosos

quanto os do tipo I na fase paramagnética.

Os resultados obtidos para a rede OBC parecem, a principio, dificeis de serem
reconciliados com os resultados para condigoes de contorno periddicas. De fato, no limite
termodindmico as condi¢oes de contorno utilizadas nao podem influenciar o comportamento
do sistema. Sendo assim, somos levados a acreditar que, nesse limite, a fase intermediaria

observada nas redes finitas nao persista. Para que isso ocorra, é necessario que haja uma
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Figura 5.22: Comparacao entre as fragoes de vértices dos tipos II e IIT encontradas para as redes OBC
e PBC com L = 8. Linhas verticais azuis foram tragadas as temperaturas de transicdo da rede OBC,
enquanto a linha vertical marrom indica a temperatura de transi¢do da rede PBC. Na rede com condi¢oes
de contorno abertas, existe uma faixa de temperatura em que os vértices do tipo II sdo mais numerosos
que os do tipo III, o que nao é observado na rede periddica. O aumento do niimero de vértices do tipo 11
na rede OBC coincide com a transicdo de baixa temperatura, de modo que a fase intermedidria tende
a privilegiar os vértices desse tipo. Ja na fase paramagnética, as fragoes de vértices tendem aos valores
correspondentes a suas respectivas multiplicidades: 0.25 para o tipo II e 0.5 para o tipo III.

supressao da transicao de fase de baixa temperatura, ou ainda que as duas transi¢oes
observadas na rede OBC venham a coalescer no limite termodinamico. A forma pela qual
isso aconteceria, entretanto, nao pode ser inferida dos resultados do presente estudo, uma
vez que o tamanho reduzido das redes simuladas nos mantém sempre muito longe desse
limite. Por outro lado, o niimero de nanoilhas contidas nas realizagoes experimentais dos
ASI nao é muito distante do utilizado neste estudo, de modo que o comportamento do
modelo no limite termodindmico torna-se menos relevante, do ponto de vista experimental,

do que os resultados obtidos para as redes finitas.

5.2.1 Analise de escala de tamanho finito

Certamente, a utilizacdo de condi¢oes de contorno periddicas é capaz de oferecer
um panorama mais acurado do comportamento do modelo no limite termodinamico. Redes
com condigoes de contorno abertas sao, em geral, bastante influenciadas por efeitos de
borda e podem apresentar caracteristicas que nao subsistem quando o tamanho do sistema
tende ao infinito. Ainda assim, utilizamos os dados obtidos por meio do método dos zeros
EPD para proceder a uma analise de escala de tamanho finito da rede OBC, a fim de

verificar se a pseudo-transicao de baixa temperatura é um fendmeno de tamanho finito.
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Ao contrario do que se poderia esperar para uma pseudo-transicdo de fase que
nao ¢ encontrada na rede PBC, a parte imaginaria do zero dominante referente a tran-
sicdo de baixa temperatura efetivamente diminui com o tamanho do sistema segundo
a mesma lei de escala dada pela equagao . O expoente v nesse caso foi calculado
em v = 0.88(2), e fornece um ajuste satisfatério quando utilizado para linearizar as
temperaturas pseudo-criticas T, (L) (ver Figura [5.23), resultando em uma temperatura
critica T, = 0.3076(8)D/kp. Entretanto, conforme ji mencionamos, é de se esperar que
este comportamento nao subsista no limite termodinamico, ja que somente uma transicao
é observada para a rede PBC, a uma temperatura bem mais alta. E possivel que correcdes

de escala estejam mascarando o real comportamento do sistema.
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Figura 5.23: No grafico a esquerda, vemos o logaritmo da parte imaginaria do zero dominante referente
a transicdo de temperatura mais baixa em fungio do logaritmo do tamanho da rede. A inclinacdo da
reta fornece o expoente 1/v = 1.22(1). A direita, utilizamos o valor de v encontrado para linearizar a
temperatura critica em fun¢ao do tamanho da rede. Na regressao linear, foi desconsiderada a rede L = 8.

No que diz respeito a transicao da fase intermediaria para a fase paramagnética,
ja ressaltamos a dificuldade de determinar o zero dominante nessa situagao. Utilizando o
histograma cortado em 10™!, encontramos o expoente critico v = 0.79(1), que resulta em
uma temperatura critica T, = 0.640(3)D/kp.

Quanto ao expoente a desta transicao, mais uma vez o melhor ajuste encontrado
para o valor do pico do calor especifico corresponde a uma divergéncia logaritmica, com
X2 = 6.2x1075. J4 para a divergéncia por lei de poténcia, o ajuste foi pior (y? = 1.6 x 107°),

como mostra a Figura [5.25

Conforme observado, a analise do comportamento critico do sistema com condigoes
de contorno abertas mostra-se muito mais desafiadora em comparacdo com o sistema com
condic¢des de contorno periddicas. Assim, a elucidacao dos pontos aqui expostos necessita
de investigacoes mais detalhadas usando, em especial, sistemas maiores no intuito de
diminuir possiveis efeitos de correcao de escala que parecem estar influenciando as analises.
De fato, do ponto de vista experimental, a determinag¢ao de um tamanho maximo onde a

fase intermediaria é observada e das propriedades do sistema neste tamanho pode ser de
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Figura 5.24: No grafico a esquerda, vemos o logaritmo da parte imaginaria do zero dominante referente
a transicdo de temperatura mais alta em fungdo do logaritmo do tamanho da rede. A inclinacao da
reta fornece o expoente 1/v = 1.27(1). A direita, utilizamos o valor de v encontrado para linearizar a
temperatura critica em funcao do tamanho da rede. Na regressao linear, foi desconsiderada a rede L = 8.
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Figura 5.25: Ajuste linear para o maximo do calor especifico em fun¢do do tamanho da rede. O gréfico
a esquerda corresponde ao ajuste de uma divergéncia logaritmica do calor especifico. J& o grafico a direita
corresponde a uma lei de poténcia, com o expoente critico /v = 0.359(6) dado pela inclinagdo da reta. Na
regressao linear, foi desconsiderada a rede L = 8. Mais uma vez, é a divergéncia logaritmica que fornece o
melhor ajuste, sugerindo um expoente critico a = 0 também para a rede OBC.

grande importancia. Por fim, ressaltamos que tais questoes tornam o estudo e a fisica do

sistema intrinsecamente finito ainda mais ricos e interessantes.
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6 Conclusoes e perspectivas

Neste trabalho, estudamos um modelo de gelo de spin artificial cuja realizacao
experimental, recentemente reportada na literatura, possibilita a manipulacao direta
dos microestados do sistema por meio da aplicagdo de campos magnéticos, ensejando
promissoras aplicagoes em dispositivos de armazenamento de informagoes [8]. A geometria
da rede de nanoilhas, tratadas em nosso modelo como spins do tipo Ising com interacoes
dipolares, apresenta a interessante peculiaridade de restringir o movimento de monopolos
magnéticos ao longo de um caminho unidimensional. Em nosso estudo, priorizamos
a elucidacao do comportamento termodinamico do sistema, tendo em vista o recente

desenvolvimento de técnicas capazes de fabricar nanoilhas suscetiveis a flutuagoes térmicas.

No limite termodindmico, o sistema apresenta uma transicio entre uma fase
paramagnética e uma fase ordenada a temperatura 7T, = 0.6696(6)D/kp. Tanto o expoente
v quanto o expoente o concordam com a classe de universalidade do modelo de Ising.
A temperatura critica encontrada em nosso modelo é superior a temperatura critica
do modelo de ASI de rede quadrada calculada por Silva et al. [38], quando o mesmo

espagamento de rede é utilizado.

A simulagao de redes com condigoes de contorno abertas revelou a ocorréncia de
uma fase intermediaria entre a fase paramagnética e a fase completamente magnetizada,
sugerindo a existéncia de duas pseudo-transi¢oes de fase em sistemas finitos. Essa fase
intermediaria é caracterizada por baixos valores de magnetizagao, que permanecem rela-
tivamente estaveis com a variagdo da temperatura, bem como pela predominancia dos
vértices do tipo I, de menor energia. A importancia da utilizagao de condi¢oes de contorno
abertas nesse caso decorre do fato de que o sistema experimentalmente realizado possui
cerca de 24 mil nanoilhas, o que o deixa bem distante do limite termodindmico. Desta
forma, os resultados obtidos com essas condigoes de contorno constituem uma previsao
mais adequada do comportamento de uma eventual realizagao experimental de um ASI

regravavel suscetivel a flutuagdes térmicas.

E preciso ressaltar que o tempo demandado pelo computo de interacdes dipolares é
um fator limitador do tamanho das redes simuladas, de modo que os resultados quantitativos
obtidos em nossa simula¢oes nao podem ser considerados definitivos. Além disso, a forma
pela qual o comportamento observado em redes finitas se reconcilia com os resultados
obtidos com condigoes de contorno periddicas permanece uma questao em aberto. Em
especial, a natureza da transicao de baixa temperatura e as causas de sua supressao na

rede com condigoes de contorno periddicas requerem estudos mais aprofundados.

Para dar continuidade a este trabalho, pretendemos investigar quais sdo as primeiras
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excitagoes acima do estado fundamental, no intuito de compreender melhor a emergéncia
do estado intermediario no modelo. Empreenderemos esforcos, também, no sentido de
verificar a existéncia de termos de monopolo na energia das interagoes magnéticas entre
vértices excitados e analisar seu deslocamento na rede. A emergéncia de monopolos é uma
das principais caracteristicas das redes de nanoilhas magnéticas, e a possibilidade aberta
pelo modelo aqui estudado de observacao de monopolos cujo caminho é predeterminado

pela geometria da rede motiva a realizacao de novos estudos.
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