UNIVERSIDADE FEDERAL DE MINAS (GERAIS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA ELETRICA
CENTRO DE PESQUISA E DESENVOLVIMENTO EM ENGENHARIA ELETRICA

DESENVOLVIMENTO DE ESTRATEGIAS
DE CONTROLE PARA
RASTREAMENTO E ESTABILIZACAO DE

SISTEMAS NAO-HOLONOMICOS

Por
Luiz CARLOS FIGUEIREDO

Texto submetido & Banca Examinadora designada pelo Cole-
giado do Programa de Pés-Graduacao em Engenharia Elétrica
da Universidade Federal de Minas Gerais, como requisito par-

cial a obtencao de titulo de Doutor em Engenharia Elétrica

Orientador : Fabio Gongalves Jota

14 de maio de 2004






Agradecimentos

Ao Centro Universitario do Leste de Minas Gerais, nas pessoas de sua diretoria, e colegas
de trabalho (professores e funcionérios), e a Fundacao Geraldo Perligeiro de Abreu pela
oportunidade da complementacao dos estudos através do apoio financeiro.

Ao orientador Prof. Dr. Eng. Fabio Gongalves Jota, pelo incentivo e orientacao,
e a todo corpo docente, discente e de funcionarios do Programa de Pos-Graduacao em
Engenharia Elétrica da Universidade Federal de Minas Gerais.

Aos meus familiares (pais, irmaos e irmas) e amigos, pelo incentivo, compreensao e
apoio nos momentos dificeis. Em especial, a minha esposa Solange e filhas Andréia e Lais,
razao deste trabalho.

A todos, o meu muito obrigado.






Resumo

O principal problema pratico que motivou o desenvolvimento desta tese foi a necessi-
dade de controlar veiculos autéonomos com restricoes nao-holonomicas. Sistemas nao-
holon6micos formam uma classe com caracteristicas especiais: apesar de seus movimentos
serem limitados, os mesmos podem atingir qualquer configuragdo no espaco onde estao
definidos (quando controlaveis e atingiveis); infelizmente, as leis de controle para estabi-
lizacao de sistemas nao-holonoémicos nao sao faceis de serem geradas, e constituem um
campo de pesquisas em aberto. Especificamente, devido a estrutura das equacoes di-
ferenciais que governam tais sistemas, o problema de regulacao nao pode ser resolvido
através de uma lei de realimentacao de estados suave, puramente invariante no tempo
como decorréncia das condicoes do teorema de Brockett.

Para o controle de veiculos autonomos é necessario um sistema que identifique clara-
mente sua posicao, um sistema de planejamento de trajetérias que gere caminhos possiveis
de serem seguidos, e um sistema de controle para seguir tais trajetorias e estabilizar o
veiculo num ponto de equilibrio. O foco deste trabalho é a estabilizacao e rastreamento
de trajetorias de sistemas com restricoes nao-holonomicas.

O problema da estabilizacao é resolvido aqui através de uma lei descontinua (esca-
lamento de estados) que leva o sistema a convergéncia exponencial para sistemas nao-
holonémicos na forma encadeada. Estes resultados sao estendidos para o problema da
regulacao numa trajetoria utilizando um modelo interno. Para o problema do rastrea-
mento é proposto ainda o uso do controle preditivo generalizado (CPG). A utilizagdo do
CPG permite que sejam empregadas no controle informagoes sobre a dinamica do modelo
do processo. A adaptacao do modelo as novas condicoes proporciona maior robustez ao
sistema de controle. Inicialmente, é proposto um controlador CPG para um rob6 moével
com acionamento diferencial na forma cartesiana discreta e, posteriormente, o CPG é
estendido para o rob6 moével com acionamento diferencial na forma encadeada discreta.
Os resultados obtidos nesta ultima etapa sao validos para sistemas nao-lineares com res-
tricoes nao-holonémicas, representados na forma encadeada discreta ou que podem ser
transformados para esta forma com n estados e duas entradas ou controles.

Palavras-chave: Sistemas nao-holonoémicos, controle hibrido, controle adaptativo,

robos moéveis, controle geométrico nao-linear.
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Abstract

The main practical problem that motivates the development of this thesis was the ne-
cessity to control autonomous vehicles with nonholonomic constraints. Nonholonomic
systems constitute a system class with special characteristics: despite their movements
are constraint, they can reach any configuration in the space where they are defined (when
controllable and reachable); unfortunately control laws to stabilize nonholonomic systems
are not easy to be generated, and constitute an open research area. Specifically, due to
differential equations structure governing the nonholonomic system, the regulation pro-
blem cannot be solved via a smooth, time-invariant pure state feedback law due to the
implications of Brockett’s condition.

To control autonomous vehicles it is necessary a system that identifies its position, a
path planner system that generates path compatibles with the system constraints, and
a control system to follow this trajectory and stabilize the vehicle at equilibrium point.
The main subject of this work is the stabilization and trajectory tracking of systems with
nonholonomic constraints.

A discontinuous control law (state scaling) is used to exponentially stabilize nonho-
lonomic chained form systems. The previous results are extended to trajectory tracking
regulation of n-dimensional chained form systems using internal model. To the trajectory
tracking regulation problem yet is proposed to use generalized predictive control (GPC).
Employing the GPC is possible to use actual information from the process model dyna-
mics. Control system robustness is improved by adapting the model to the new conditions.
At the beginning a GPC controller is proposed to the differential driven wheeled mobile
robot in Cartesian discrete form and further the GPC is extended to the differential driven
wheeled mobile robot in discrete chained form. The results obtained at the last step are
valid to nonlinear system with nonholonomic constraints in discrete chained form or that
ones which can be transformed to this form with n states and two inputs or controls.

Keywords: Nonholonomic systems, hybrid control, adaptive control, Wheeled Mobile

Robots, Geometric nonlinear control.
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Capitulo 1

Introducao

O termo holonémico é atribuido a Hertz [14] e significa "universal", "integral", "integra-
vel"( literalmente: holo = o todo, conjunto, totalidade - nomia = lei). Portanto, sistemas
nao-holonomicos podem ser interpretados como sistemas nao integraveis.

A abordagem matematica a este tipo de problema é realizada através de ferramentas
da geometria diferencial. Este trabalho busca contribuir para o avanco das pesquisas

nesta area.

1.1 Motivacao Pratica

O principal problema pratico que motivou o desenvolvimento desta tese foi a necessidade
de controlar veiculos autonomos com restrigoes nao-holonémicas ao movimento.

Tanto em aplicagoes industriais, militares e de uso geral, a necessidade de utilizagao de
veiculos moveis que se movimentam de forma autonoma vem crescendo continuamente.
A facilidade do comércio eletronico exige que sistemas logisticos e de manipulacao de
produtos sejam cada vez mais automatizados. Da mesma forma, a competitividade no
meio industrial busca formas de ganho em produtividade. Estes ganhos estao sendo
auferidos empregando a automacao e robotizacao de processos. Neste quadro destaca-se
a robotica movel.

Recentemente, a Agéncia de Projetos de Pesquisa Avancada da Defesa, ou Darpa,
um ramo do Departamento de Defesa dos Estados Unidos, instituiu um prémio de um
milhao de doélares para o veiculo vencedor - se houver um - que primeiro cruzar a linha de
chegada apds atravessar cerca de 230 quilometros de deserto, em menos de 10 horas, sem
um motorista ou controle remoto. Isto porque uma determinacao do Congresso Norte-
Americano exige que um terco dos veiculos de combate terrestres sejam operados sem
assisténcia até 2015 (Ashlee Vance - The New York Times - Outubro,/2003).

Isto vem indicar a importancia que o controle de veiculos auténomos esta tendo nos

altimos anos.



2 Introducao

Para o controle de veiculos autonomos é necessario um sistema que identifique clara-
mente sua posicao, um sistema de planejamento de trajetérias que gere caminhos possiveis
de serem seguidos, e um sistema de controle para seguir tais trajetérias. Neste trabalho,
esta-se particularmente interessado no sistema de controle de seguimento de trajetoria e
estabilizacao num ponto de equilibrio. Apesar de o enfoque do trabalho ser o controle
de veiculos auténomos, procurou-se desenvolver ferramentas de controle que atendem a
uma classe mais geral de sistemas nao-lineares com restri¢goes nao-holonémicas. Alguns
autores fazem distingao entre os termos rastreamento de trajetorias e seguimento de tra-
jetorias. Para estes, o rastreamento é seguir uma trajetoria parametrizada no tempo, e
o seguimento é o acompanhamento de uma trajetoéria sem especificagao de tempo. Neste
trabalho, considera-se o seguimento como o rastreamento no tempo.

Pode-se dividir o problema de controle em trés partes: geragao de trajetorias, segui-
mento de trajetorias e estabilizagao num ponto de equilibrio. O interesse aqui se restringe
ao controle para seguimento (rastreamento) de trajetorias e estabilizagdo num ponto de
equilibrio. Devido as restricoes ao movimento, tais sistemas devem ser tratados como
problemas de controle nao-linear [78].

O interesse nestes problemas de controle nao-holonémico é motivado pelo fato de que
eles nao podem ser tratados pelos métodos classicos da teoria de controle linear, e eles
nao sao facilmente transformaveis em problemas de controle linear. Deste modo, estes sao

problemas que requerem fundamentalmente métodos nao-lineares.

1.2 Controle de sistemas nao-holondémicos: trabalhos

anteriores

O desenvolvimento sistematico da teoria iniciou-se ha mais de 150 anos, baseado numa
série de artigos classicos sobre a mecéanica nao-holonémica de matematicos e fisicos tais
como: Hertz, Voss, Holder, Chaplygin, Appel, Rooth, Woronets, Korteweg, Carathéodory,
Horac, Voltera, dentre outros. Apesar disto, apenas recentemente [78| se iniciou o estudo
de problemas de controle para tais sistemas.

Definem-se como nao-holonomicos os sistemas com dimensao finita onde algum tipo
de restricao é imposta a um ou mais estados do sistema. Estas limitacoes podem ser pro-
vocadas pela conservacao do momento angular, condi¢oes impostas pela impossibilidade
de deslocar em uma ou mais diregoes, como resultado da imposicao de restricoes durante
o projeto do sistema de controle, pelo fato de o sistema nao ter atuadores em todas as
dire¢oes do espago do problema, e em varias outras situacoes [107].

Sistemas nao-holonémicos formam uma classe com caracteristicas especiais: apesar
de seus movimentos serem limitados, os mesmos podem atingir qualquer configuragao no

espaco onde estdo definidos (quando controlaveis e atingiveis); infelizmente, as leis de
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1.2 Controle de sistemas nao-holonémicos: trabalhos anteriores 3

controle para estabilizacao de sistemas nao-holonémicos nao sao faceis de serem geradas;
ha necessidade de emprego de ferramentas matematicas mais elaboradas para anélise e
projeto (geometria diferencial e controle nao-linear ou linear variante no tempo).

A consideracao de restricoes ao movimento melhora consideravelmente o controle de
sistemas nao-holonoémicos possibilitando o projeto de controladores multivaridveis expo-
nencialmente estaveis de forma integrada. O desafio para anélise e sintese de controladores
para sistemas deste tipo tem propiciado o desenvolvimento da teoria de controle nao-linear.
Técnicas de otimizagao e controle geométrico empregando transformacoes de coordenadas
(transformagoes lineares e nao-lineares) e sinais variantes no tempo ou nao-continuos sao
utilizadas para a geragao de trajetorias e projeto de controladores em malha aberta. Em
malha fechada destacam-se: controle adaptativo, robusto, inteligéncia artificial, lineari-
zagao por realimentagao de estados e das saidas empregando sinais continuos variante no
tempo ou nao-continuos, e controle hibrido. As principais técnicas de controle empregam
funcoes de Lyapunov, associada a um método para gerar as leis de controle: integrador
de um passo atras (backstepping), método direto, método inverso, métodos mateméaticos,
métodos utilizando a fisica do processo, etc. Segue uma breve revisao bhibliografica sobre

as pesquisas mais significativas ja desenvolvidas na area.

e Tutoriais: O trabalho que serve como tutorial para iniciantes no controle de siste-
mas nao-holonomicos foi desenvolvido por Kolmanovsky [78]. Nele é apresentado de
forma clara e acessivel os estagios de desenvolvimento da teoria indicando modelos,
técnicas de controle em malha aberta e fechada e métodos de planejamento de traje-
torias. Avancos no controle por realimentacao variante no tempo sao abordados por
Morin [104]. Uma visdo geral sobre o problema da estabilizagido de veiculos auténo-
mos, indicando problemas em aberto e tendéncias sdo relacionados por Aguiar [2],
onde se destaca a necessidade do estudo de incertezas no modelo e o desenvolvimento

de controladores robustos, principalmente para veiculos marinhos.

e Planejamento de trajetérias: Pode-se dividir os métodos de planejamento de
trajetorias em: métodos usando geometria diferencial [133, 132, 23|; métodos em-
pregando sinais variantes no tempo como sinais senoidais [126, 108]; métodos de
deslocamento em malha aberta usando senoides e, em alguns casos, transformagoes
nao-lineares [23, 143, 142, 67]; métodos explorando o colchete de Lie [80]; métodos
que empregam técnicas de controle 6timo [134]; métodos que incorporam a dinamica
dos sensores [127]; métodos de planejamento de trajetoria que evitam obstaculos

|83, 81, 32, 97|; métodos de planejamento e controle totalmente em tempo real [87].

Sistemas nao-holonémicos que nao satisfazem a condicao ideal de restricao de ve-
locidade, isto é, podem apresentar deslizes laterais, sao estudados em profundidade
em D’Andréa-Novel [30].
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Introducao

Rastreamento de trajetérias: O rastreamento de trajetérias para sistemas nao-
holonémicos tem sido buscado por intimeros pesquisadores. O problema da estabili-
zagao em uma trajetoria é mais facil de ser resolvido do que o da estabilizacao em um
ponto [145] desde que seja possivel calcular previamente uma trajetoria que satisfaga
as restri¢oes. Métodos simples utilizando controladores PID [119] e trajetorias com-
pativeis com a restri¢do nao-holonémica [66] tém sido propostos. Pode-se destacar
casos como: Jiang e seus colaboradores [73] que desenvolveram uma metodologia
através da realimentacao variante no tempo, associada a técnica do integrador de
um passo atras (backstepping) para robos moveis com acionamento diferencial. Esta
técnica foi estendida para sistemas na forma encadeada [74]| e com incertezas [70]
de forma robusta. O controle de trajetoria de um navio sub-atuado empregando o
método direto de Lyapunov é tratado também por Jiang [71]. O guiamento de vei-
culos marinhos utilizando modelos na forma polar é apresentado em Aicardi [11, 10].
Redes neurais sao empregadas em sistemas nao-holonémicos tanto para localizagao
[69], como para controle [18]. Estratégias para rastreamento de trajetorias por mo-
dos deslizantes para o robd moével com acionamento diferencial sao propostas por
Yang [148, 147] e Chwa [26].

Estabilizagdo num ponto: Diversas técnicas tem sido desenvolvidas para a esta-
bilizacao num ponto de equilibrio de sistemas nao-holondémicos. Sistemas de con-
trole variantes no tempo tém sido estudados em profundidade a partir dos anos 90
[100, 99, 105, 106, 98, 105, 123, 121, 124, 120, 101, 102, 122, 103, 54, 141, 45]. Apesar
destes métodos propiciarem a estabilizacao de sistemas nao-holonémicos, até 1996
nao se podia garantir estabilidade exponencial, apenas assintotica. A estabilizacao
exponencial, em geral, é obtida empregando-se métodos baseados em funcoes de
Lyapunov e/ou escalamento de estados. Sordalen e al. [129] apresentam um contro-
lador variavel no tempo empregando conceitos de estabilidade exponencial K, que
apesar de ser uma forma de estabilidade mais fraca que a estabilidade exponencial,
possui a mesma taxa de convergéncia. A abordagem da estabilizacdo exponen-
cial usando realimentacao homogénea variante no tempo é realizada em M’Closkey
[96]. Uma técnica para construir controladores exponencialmente convergentes para
sistemas nao-holonémicos na forma de poténcia é apresentada por Luo [89]; baseia-
se num algoritmo recursivo que utiliza uma série de variedades invariantes para
construir uma seqiiéncia de sistemas na forma de poténcia de dimensao reduzida.
Utilizando mudancas de coordenadas e uma lei de controle por realimentacao de
estados descontinua (escalamento de estados), limitada, e invariante no tempo, As-
tolfi [16] propde um sistema de controle para estabilizar exponencialmente um rob6
movel de acionamento diferencial. Utilizando técnicas de Lyapunov, Pourboghrat

|115] estabiliza exponencialmente um robd movel de acionamento diferencial. Uma
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1.2 Controle de sistemas nao-holonémicos: trabalhos anteriores 5

transformacao descontinua é utilizada para facilitar o projeto do controlador. A
estabilizacao de sistemas nao-holonomicos usando fluxos isoespectrais é tratada por
Bloch [19]. O sistema na forma de integrador de Brockett é estabilizado usando
controle hibrido com chaveamento discreto entre fluxos isoespectrais e norma de-
crescente. A estabilizacao de sistemas na forma encadeada através da linearizacao
por realimentagao ¢ mostrada em Sun [131] e Ge [55]. Tayebi e colaboradores [140]
mostram que sistemas n-dimensionais na forma encadeada podem ser estabilizados
usando o método da variedade invariante. Primeiro deriva-se uma variedade inva-
riante para esta classe de sistemas e mostra-se, a seguir, que todas as trajetorias
em malha fechada tendem para a origem sob uma realimentacao de estados suave,
linear, invariante no tempo. Mostra-se, ainda, que esta variedade pode se tornar
atrativa através de uma realimentacao de estados descontinua, invariante no tempo.
O controle de sistemas nao-holonémicos de ordem alta na forma de poténcia en-
cadeada usando realimentagao descontinua ¢ estudado por Lin [86]. Esta ¢ uma
classe particular de sistemas nao-lineares que é uma extensao da forma encadeada.
A lei de controle é obtida de forma recursiva, através da adicao de integradores. A
estabilizacao de sistemas nao-continuos empregando a técnica do integrador de um
passo atras ( backstepping) é proposta por Tanner [138| para robos moveis com aci-
onamento diferencial. A estabilizacao de veiculos marinhos sub-atuados é tratada
por Indiveri [68] e Aicardi [6]. Pilotos automaticos empregando esta técnica sao
globalmente estaveis, enquanto que, pela técnica tradicional baseada em modelos li-
nearizados, a estabilidade ¢ local. Aguiar e colaboradores [5] apresentam resultados
para veiculos submarinos com incerteza paramétrica usando funcoes de Lyapunov.
A estabilizacao de sistemas empregando coordenadas polares é abordada por Aicardi
[9] para o robd movel com acionamento diferencial e em Aicardi 7] para um vei-
culo aquatico. Em ambos os casos ¢ mostrado que a mudanca de coordenadas gera
um sistema holondémico de facil controle. A técnica de controle por realimentagao
descontinua pode ser estendida para manipuladores planos sub-atuados produzindo
sistemas estaveis [92]. Resultados experimentais de controladores sdo apresentados
tendo como plataforma o robo movel com acionamento diferencial Khepera [76].
Neste caso, observaram-se caracteristicas e desempenho de diversos controladores

frente a dinamicas desprezadas, quantizacao, ruido, atrasos, etc.

Controle hibrido: Uma revisao da literatura, indicando as bases para sistemas
hibridos e seus beneficios no projeto de controladores para sistemas lineares e nao-
lineares, bem como das diversas metodologias de analise e projeto, podem ser obtidas
em Antsaklis [12], Hespanha [59, 60], e McClamroch [94]. A questao da estabilidade,
projeto de sistemas hibridos e ferramentas basicas de andlise sao apresentadas em
Liberzon [85], McClamroch [|95], Agrachev [1], Ye [149], e Decarlo [31]. Estruturas
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6 Introducao

dinamicas de transicao de controle, aplicagao de miltiplas funcoées de Lyapunov
em sistemas chaveados e hibridos, e a utilizacao de novos conceitos de estabilidade
aplicados a sistemas hibridos sao apresentados em Sun [130], Branicky [21], e Hes-
panha [62]. A aplicacdo da teoria de controle hibrido a sistemas néo-holonémicos
com exemplos praticos do projeto de controladores é apresentada em Frommer [52],
Hespanha [63, 62], Lygeros [91], Piccoli [113], e Bloch [19].

e Controle adaptativo: O projeto de controladores adaptativos para rastreamento
de sistemas nao-holonémicos, usando o método do integrador de um passo atras
(backstepping), € proposto por alguns pesquisadores [53, 139, 115, 34, 56]. O controle
adaptativo para o rastreamento, na presenca de incertezas no modelo e estados do
sistema, usando solugoes de controle robusto sao considerados por Colbaugh [29] e
Dong [36]. Fungoes de Lyapunov |3, 125], passividade [35], modelo preditivo 88, 51],
e estratégias de inteligéncia artificial [25, 136, 137| sdo outras ferramentas geralmente
utilizadas (veja também |24, 57, 84, 146]). O controle preditivo generalizado (CPG)
foi usado no projeto de um sistema de auxilio ao motorista (DAS) [65], o qual ajuda
o motorista na tarefa de controle para seguir uma faixa na pista de direcao. Este
sistema tem a estrutura de um motorista virtual em paralelo, e foi projetado para
agir do mesmo modo que um motorista ideal. Os resultados relatados mostram que

a execugao da tarefa foi melhorada pelo sistema de controle DAS.

1.3 Contribuicoes

Desde 1999, o autor vem pesquisando sobre o controle de sistemas com restricoes nao-
holonémicas. Um dos primeiros trabalhos nesta area foi uma coletanea de técnicas de
modelagem matematica de sistemas de rastreamento de veiculos que foi publicada poste-
riormente [40]. Estudos sobre sensores de posigao de veiculos méveis e sua robustez em
sistemas de medigao foram realizados empregando o filtro de Kalman [50].

As ferramentas basicas para a analise e projeto de sistemas com restricoes nao -
holondmicas foram desenvolvidas no projeto de tese I [41] e parte deste material foi aceito
para publicagdo como tutorial na revista da Sociedade Brasileira de Automética [46].
Também o planejamento de trajetorias na presenca de obstaculos e controle robusto apli-
cado a sistemas nao-holondmicos foram abordados no projeto de tese II [42].

Uma coletanea das principais técnicas de controle por realimentacao para estabilizacao
e rastreamento de trajetorias para sistemas nao-holondmicos, incluindo técnicas inéditas
foi publicada no ICAIS-2002 em Geelong na Austréalia em fevereiro de 2002 [44]. Duas
novas técnicas de controle para estabilizacao de sistemas nao-holonémicos foram apresen-
tadas no CBA-2002, sao elas: controlador chaveado invariante e variante no tempo para

estabilizacao de sistemas nao-holonémicos [45] e controlador por realimentacao nao-linear
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para estabiliza¢@o de sistemas nao-holonémicos [43].

As principais contribuicdes deste trabalho estao resumidas a seguir, bem como refe-

réncia aos artigos que foram produzidos a partir destes desenvolvimentos.

Estabilizacdo de sistemas nao-holonémicos na forma encadeada: E apre-
sentado o modelo de sistemas nao-holonémicos na forma encadeada. Grande parte
dos sistemas nao-lineares com restricoes nao-holonémicas pode ser convertida para
a forma encadeada. A grande vantagem desta representacdo é que se pode provar
que sistemas nao-lineares na forma encadeada sao controlaveis [107]. Existem trés
técnicas de controle nao-linear para estabilizar sistemas nao-holonoémicos: empre-
gando sinais variantes no tempo, empregando controle descontinuo e empregando
controle hibrido (combina¢do das duas técnicas anteriores). Dentro da segunda op-
¢ao, hé sistemas que utilizam o escalamento de estados e sinais continuos por partes.
Apesar de ja existir diversas leis de controle ja propostas na literatura, o problema
da estabilizacao de sistemas nao-holonémicos ainda nao estd completamente re-
solvido [117]. Neste trabalho, um método de realimentacao nao-linear de estados
empregando linearizagdo descontinua (escalamento de estado) foi desenvolvido para
a estabilizacao de sistemas nao-holonomicos na forma encadeada com duas entradas
ou controles. Este método difere de outros [15, 93, 141, 90| pela simplicidade na
geracao das leis de controle. O método permite estabelecer facilmente polos que
estabilizam assintoticamente o sistema [43]. A contribui¢do consiste no desenvolvi-
mento de uma metodologia para se chegar a transformagao de estados (escalamento
de estados) e o desenvolvimento de um controlador chaveado (projeto sem similar)
para estabilizacdo num ponto de equilibrio. A convergéncia do controlador é provada
através de fungoes de Lyapunov. Esta metodologia permitiu o desenvolvimento de

um controlador para seguimento de trajetorias.

Regulacao de sistemas na forma encadeada para seguimento de trajeto-
rias: O problema da regulacao de sistemas com restri¢coes nao-holonémicas também
nao esta completamente resolvido [17, 118, 4, 77]. E proposta uma nova solucdo para
regulacao numa trajetoria de sistemas na forma encadeada utilizando conceitos simi-
lares aos do item anterior e empregando modelo de referéncia. A extensao dos con-
ceitos de escalamento de estado para rastreamento de estados é inteiramente nova,
e constitui uma contribuigao original ao rastreamento de trajetorias para sistemas
nao-holonémicos. As condicoes de estabilidade do sistema podem ser verificadas
utilizando o critério de Routh-Hurwitz ou a determinacao dos autovalores da matriz

resultante do sistema em malha fechada apoés a utilizacao do escalamento de estados
[47].

Regulacao de um robd moével com acionamento diferencial utilizando um
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8 Introducao

controlador adaptativo: Técnicas de controle adaptativo, principalmente aquelas
baseadas em modelo referéncia (MRAC), tém sido apresentadas ultimamente na
literatura sobre controle de sistemas nao-holonoémicos [33, 56, 109, 116, 34, 53, 139].
Embora apresente um excelente desempenho, elas necessitam do conhecimento exato
do modelo. O controle preditivo generalizado adaptativo (CPG) tem como uma
de suas principais caracteristicas a utilizacao de um estimador de parametros "on
line". Isto confere maior robustez ao sistema de controle. Em uma pesquisa sobre a
utilizacao do CPG no controle de sistemas nao-holonémicos, verificou-se a existéncia

de uma lacuna nesta area.

Neste trabalho, o Controle Preditivo Generalizado (CPG) é proposto para a re-
gulacdo numa trajetoria pré-especificada de um sistema na forma cartesiana. A
estrutura do modelo para um robd mével com acionamento diferencial baseado nas
leis fisicas ¢ apresentada e um modelo aproximado é obtido. O controlador adapta-
tivo é desenvolvido utilizando um estimador de parametros recursivo por minimos
quadrados com fatoracao UD para estabilidade numérica. As leis de controle sao
derivadas a partir da minimizacao de uma funcao custo que leva em consideracao

valores das variaveis, passados e futuros, e variancia do sinal de controle [48|.

¢ Regulacao de sistemas nao-holonémicos na forma encadeada utilizando o
CPG: Como uma quarta contribuicao, os resultados do item anterior sao estendidos
para uma classe mais geral de sistemas nao-lineares. Uma técnica aproximada para
discretizacao de sistemas nao-lineares na forma encadeada é apresentada e o con-
trolador adaptativo do tipo preditivo (CPG) é empregado para a regulacao destes

sistemas [49].

1.4 Organizacao da tese

Segue uma breve apresentacao do contetiido dos varios capitulos deste trabalho.

O Capitulo 2 introduz as bases de sistemas com restricoes nao-holonomicas, ferra-
mentas para a verificacao da controlabilidade de sistemas nao-lineares usando controle
geométrico nao-linear, e apresenta os diversos modelos e exemplos de sistemas que serao
abortados ao longo deste trabalho.

O Capitulo 3 apresenta um controlador para estabilizagao de sistemas nao-holonémicos
na forma encadeada empregando linearizacao descontinua, e um regulador para segui-
mento de trajetoria para sistemas na forma encadeada.

O Capitulo 4 apresenta uma revisdo do controlador preditivo generalizado (CPG)
proposto por Clark, e sua aplicacao para seguimento de trajetéria de um robd moével com
acionamento diferencial representado na forma cartesiana. Os resultados sao estendidos

para sistemas nao-lineares na forma encadeada.
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Uma comparacao entre as técnicas propostas nos Capitulos 3 e 4 para rastreamento
de trajetoria é realizada no Capitulo 5. A base de comparagao foi unificada considerando
o controle de um rob6 moével com acionamento diferencial, na forma cartesiana, seguindo
trajetorias em zig-zag e circular.

O Capitulo 6 apresenta as conclusoes e comentarios sobre os principais resultados

obtidos e contém recomendagoes para futuros trabalhos.
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Capitulo 2
Sistemas nao-holonémicos

Este capitulo apresenta uma revisao bibliografica dos principais conceitos e técnicas de
controle envolvendo sistemas nao-holonémicos.

Inicia com os fundamentos basicos sobre restricoes nao-holondémicas e as ferramentas
matematicas utilizadas para o estudo de tais sistemas, e termina com as técnicas de

controle tanto em malha aberta como em malha fechada.

2.1 Fundamentos sobre restricoes nao-holondémicas

O movimento de uma particula no espaco euclidiano é descrito pelas coordenadas da
particula em cada instante de tempo [107], relativas a um sistema de eixos ortogonais
r,y,2z € R3% A trajetoria da particula é dada na forma parametrizada por p(t) =
(z(t),y(t), 2(t)) € R3. Muitas vezes nao se esta interessado no movimento de uma par-
ticula, mas no de um corpo (articulado ou nao) composto por diversas particulas. Para
simplificar o estudo pode-se assumir que o corpo ¢ indeforméavel (corpo rigido), neste caso,
a distancia entre duas particulas quaisquer deste corpo serd fixa. Logo, se p e ¢ sao as

posicoes de duas particulas deste corpo, entao a relacao abaixo deve ser satisfeita:

Ip(t) = a(@)]] = [[p(0) = ¢(0)|| = constante.

Um movimento rigido de um objeto é um movimento continuo de particulas no objeto,
de forma tal que a distancia entre duas particulas quaisquer seja preservada. Este mo-
vimento é representado por uma familia de mapeamentos g(t) : O — R? (onde O é o
conjunto de vetores-eixos ortogonais). Nota-se que a condi¢ao de preservagao de distancia
é uma condigdo necessaria, mas nao suficiente, para que g(t) seja o mapeamento deste
movimento, pois a orientacao nao é preservada. Para atender a este ultimo requisito, o
produto vetorial entre vetores pertencentes ao corpo também deve ser preservado. As-
sim, para rastrear o movimento de qualquer particula num corpo rigido basta rastrear o

movimento de uma particula sobre o corpo e a rotacao do mesmo em torno deste ponto.

11



12 Sistemas nao-holonémicos

Esta relacdo entre particulas (limita¢do do grau de liberdade) é chamada de restrigao.

Cada restri¢ao pode ser representada por uma fungao g; : R* — R tal que
gj<r1> "';rn) = O, ] = 1, /f,

ou seja, como uma relacao algébrica entre as posicoes das particulas. Tal restricao define
uma hipersuperficie [37] ou variedade, logo, o movimento sera limitado a esta hipersuper-
ficie. Tal restricao é chamada de holonémica, ou integravel. Uma restri¢ao age sobre
um sistema de particulas através da aplicacao de forcas de restricao. Se estas restricoes
forem consideradas hipersuperficies suaves em R™, as forcas de restricao sao normais a
esta hipersuperficie e restrigem a velocidade do sistema a serem tangentes a esta super-
ficie, em qualquer instante de tempo. Uma vez que restricoes holonémicas definem uma
hipersuperficie suave no espaco de configuracao, é possivel eliminar estas restricoes pela
escolha de novas coordenadas apropriadas a esta superficie [107]. Estas novas coordenadas
parametrizam todos os movimentos permitidos do sistema e este, por sua vez, nao estara

sujeito a qualquer restricao nesta nova base.

Uma restricdo de um tipo fundamentalmente diferente ocorre onde os movimentos

permissiveis do sistema estao limitados por restricoes de velocidade da forma

onde A(q) € R¥™ representa um conjunto de k restricoes de velocidade. Uma restricao
desta forma é chamada de restricao Pfaffiana. Uma vez que uma restricao Pfaffiana
limita as velocidades permissiveis do sistema, mas nao necessariamente as configuracoes,
geralmente nao se pode representid-la como uma restrigao algébrica sobre o espago de
configuragao. Uma restricao Pfaffiana é dita ser integravel se existir uma funcao vetorial
h:(Q — RF tal que

A(Q)g=0 <= Z—Zq' =0.

Assim, uma restricao Pfaffiana integravel é equivalente a uma restricao holonémica.

Uma restricao Pfaffiana que nao ¢ integravel é um exemplo de restricao nao-holondémica.
Restricoes nao-holonoémicas deste tipo ocorrem quando as velocidades instantaneas do sis-
tema sao limitadas a um sub-espaco de dimensao n—k, porém o conjunto de configuragoes

atingiveis nao esta restrito a uma superficie n — k dimensional no espago de configuragao.

Deseja-se descobrir como a condi¢ao nao-holonémica das restrigcoes pode ser explorada
para se obter deslocamentos entre configuracoes diferentes, ou seja, verificar se é possivel
I por um camin n n isfazendo as restricoes nao-
deslocar po caminho ¢(¢) do ponto ¢y ao ponto ¢; satisfazendo as restrigoes nao

holonémicas.

A determinacao se um sistema é ou nao holondémico nao é uma tarefa facil. Seja o
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2.1 Fundamentos sobre restricoes nao-holondémicas 13

caso no qual existe uma tnica restri¢do de velocidade [107]
w(g)g =Y wilq)g; = 0.
j=1
Esta restricao é integravel se existe uma funcao h : R® — R tal que

w(g)g=0 <= h(q)=0.

Se a restricdo Pfaffiana é holonémica entao diferenciando h(g) com relagdo ao tempo
tem-se:

D wi(@i =0 =} -~=d;=0.

J=1 j=1 4
Por sua vez, isto implica que existe alguma fun¢do a(q), chamada de fator de integragao,

tal que:

Logo, uma restricao Pfaffiana é holondmica se e somente se existir um fator de integragao
a(q) tal que a(q)w(q) seja a derivada de alguma fungdo h. Para facilitar a verificacao

pode-se usar o fato que
0%h B 0%h
9¢;:0q;  0q;0q;

para obter

Aawy) _ olows) oy

0¢; 36];‘

que é equivalente & afirmagao de que h(q) = 0 se existir algum fator de integracdo a(q) que
satisfaca a equacao acima. A situacao se complica mais para o caso de multiplas restri¢oes
Pfaffianas. Para um conjunto de k equacoes de restricao, deve-se nao apenas verificar a
integrabilidade de cada uma mas também a de combinacoes linearmente independentes

destas. Assim, podem existir funcoes h; para i = 1,...,p com p < k tal que

var {%—f;l(q), s %—Zp(q)} C var{wi(q), ..., w(q)},
para todo ¢, onde o operador var{.} indica a varredura ou base criada pelos vetores
especificados. Se for possivel achar estas funcoes, o movimento do sistema estara restrito
a superficies de nivel de h. Se p = k, entao as restri¢oes sao holonémicas. Quando p < k,
as restricoes nao sao holonomicas, porém, os pontos atingiveis do sistema continuam
restritos. Logo as restricoes sao parcialmente holonomicas. Para fins de controle, esté-se
interessado em situacoes nas quais as restricoes nao limitam as configuracoes atingiveis.

Estes casos sao chamados de completamente nao-holondmicos.
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2.2 Ferramentas basicas para o estudo de sistemas nao-

holonémicos

E necessario converter problemas com restricdes ndo-holonémicas para uma outra forma,
ou seja, ver o problema nao do ponto de vista das diregoes onde o movimento nao é
possivel, e sim o contrario. Isto pode ser conseguido escolhendo-se uma base para o
espaco nulo a direita das restricoes, denotado por g;(¢) € R*, j=1,...,n —k =:m. Por

construcao esta base satisfaz

i=1,..k

;i (q) =0
(9)g;(q) j=1,...,n—k,

e as trajetorias permissiveis para o sistema podem ser escritas como as possiveis solucoes

do sistema de controle

= q1(@Q)ur + .. + g (@) tn. (2.1)

Isto &, ¢(t) é uma trajetoria realizavel para o sistema se e somente se ¢(t) satisfaz a
equagao (2.1) para algum valor dos controles u(t) € R™. Neste contexto, uma restrigao é
completamente nao-holonémica se os estados do sistema correspondente podem ser des-
locados de um estado inicial a outro final qualquer. Logo, o espaco de atingibilidade das
configuragoes do sistema nao esté restrito. Por outro lado, se a restricao ¢ holondémica,
entao todos os movimentos do sistema estao confinados numa superficie limitada e os es-
tados do sistema correspondente s6 podem se mover sobre esta variedade. Assim, pode-se
estudar a natureza das restrigoes Pfaffianas estudando as propriedades de controlabilidade

da equacgao (2.1).

Para facilitar o entendimento desta abordagem serao considerados sistemas de controle
sem deriva (em que os estados dependem apenas das entradas correspondentes) em R".
Seja T;R" o espaco tangente a R™ no ponto ¢ € R". Um campo vetorial sobre R™ ¢ um

mapa suave que atribui a cada ponto ¢ € R™ um vetor tangente f(q) € T,R", tal que

fl(C])
flqg) = :
fnlq)

Um campo vetorial sera suave se cada vetor f;(q) for suave. Campos vetoriais podem ser

imaginados como o lado direito de equacoes diferenciais:

q = f(q). (2.2)
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Associado a um campo vetorial, define-se o fluro de um campo vetorial como a represen-
tagao da solugao da equacao diferencial (2.2). Especificamente gb{ (q) representa o estado
da equacao diferencial no instante ¢ partindo de ¢ no instante 0. Assim qb{(q) :R" — R"

satisfaz p
0l(0) = f(ol(9)) qeR"

A taxa de variagao de uma funcao suave V : R” — R ao longo do fluxo de f é dada

por
.oV OV

V=_" =y —f.

AL ;aqif

A derivada no tempo de V' ao longo do fluxo de f é referenciada como a derivada de Lie

de V' ao longo de f e denotada por L;V:

Um mapeamento 7' : D — R" é um difeomorfismo [75] sobre D se ele for invertivel
sobre D, isto ¢, existe uma fungao T !(z) tal que T-}(T(x)) = x para todo z € D, e
tanto T'(z) quanto 7~!(z) sdo continuamente diferencidveis. Se a Matriz Jacobiana [2L]
é nao-singular num ponto zy € D, entao segue do teorema da funcao inversa que existe

uma vizinhanca N de xg tal que T restrito a N é um difeomorfismo sobre V.

Um campo vetorial é dito ser completo se seu fluxo esta definido para todo t. Pelo
teorema da existéncia e unicidade das equacoes diferenciais ordinérias, para cada ¢ fixo, (bf
¢ um difeomorfismo local de R™ sobre ele préprio. Além disto, ele satisfaz a propriedade
de grupo:

o1 0 dl(a) = ol
para todo ¢ e s, onde "o" indica a composicio de dois fluxos (¢! (¢/(q))).

Define-se a operacao denominada colchete de Lie [37] como:

[,]:VxV—1V,
A, B — [A, B],

que satisfaz as seguintes propriedades:

1. Bilinearidade
[A+ AB,C| =[A,C]+ A\[B, C],

[A, B+ \C] = [A, B] + \[A, CT;

2. Anticomutatividade
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16 Sistemas nao-holondémicos

3. Identidade de Jacobi

[Av [B7 OH + [C’ [A’ BH + [Bv [Cv AH = 0;

O colchete de Lie para dois campos vetoriais f e g ¢ definido como

f.9)(a) = g—g (@) - ‘;—gmq).

e pode ser interpretado como o movimento infinitesimal resultante do fluxo em torno de
um quadrado definido por dois campos vetoriais f e g. Se este movimento for nulo, diz-
se que os campos comutam. Isto pode ser melhor visualizado para operadores lineares

(matrizes), onde o colchete de Lie é definido como produto vetorial
(A, B] = AB — BA:

se A e B comutarem, o colchete de Lie serd nulo. O colchete de Lie algumas vezes é

chamado de comutador.
Uma distribuicao atribui um subespaco do espaco tangente a cada ponto em R”™ de

um modo suave. Seja g1, g, ..., g campos vetoriais sobre V. C R". Em qualquer ponto

fixo g €V, g1(q),92(q), -.., gx(q) sdo vetores em R" e

A(q) = var{gi(q), 92(q), .-, gr(q)} C T,R",

é um subespaco de R". Para cada ponto ¢ € R", atribui-se um subespago A(q), referen-

ciado como

A =wvar{gi, go, -, G }-

Em outras palavras, uma distribui¢do A é uma colecao de todos os espacos vetoriais A(q)
para g € V.
Uma distribuigao é dita ser regular se a dimensao do subespago A(g) nao varia com g.

Uma distribuicao é involutiva se ela for fechada sob o colchete de Lie, isto é,
A involutiva <= Vf,ge A, [f g] €A.

Para uma distribuicao de dimensoes finitas é suficiente verificar que o colchete de Lie dos
elementos-base estao contidos na distribuicao. O fechamento involutivo de uma distribui-
cdo, denotado por A, é o fechamento de A sob a operacio colchete de Lie; ou seja, A é a

menor distribuicio contendo A tal que se f,g € A entdo [f, g] € A.

Um espaco vetorial real V onde a operacao colchete de Lie esta definida é denominado

de Algebra de Lie e aqui denotado por X(R™). Seja g1, ..., g um conjunto de campos
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vetoriais suaves, A a distribuicdo definida por estes campos vetoriais, e A o fechamento
involutivo de A, logo A é uma algebra de Lie e é denotado por L(gi, ..., gm). Os elementos
de L(g1,-..,gm) sao obtidos tomando-se todas as combinagoes lineares dos elementos de
g1, ---» 9m, tomando os colchetes de Lie destes, tomando todas as combinacoes lineares
destes, e assim por diante. Define-se o posto de L(gy, ..., g) num ponto ¢ € R" como

sendo a dimensao de A, como uma distribuicao.

Uma distribuicao A de dimensao k constante é dita ser integrdvel se, para todo ponto

g € R", existe um conjunto de funcoes suaves h; : R — R,7 = 1,...,n — k tal que os

vetores linha %h

qi sao linearmente independentes em ¢, e para todo f € A

oh;
dq

Lihi=—f(q)=0 i=1,..,n—k. (2.3)

As hipersuperficies definidas pelos conjuntos niveis

{q thy = ¢, ‘”7hn—k(Q) = Cn—k}u

sao chamadas variedades integrais da distribuicao. Imagina-se uma variedade integral
como uma superficie suave em R", entao a equagao (2.3) requer que a distribuigao seja

igual ao espaco tangente desta superficie no ponto q.

Variedades integrais estao relacionadas com distribui¢oes involutivas pelo celebre teo-
rema de Frobenius |14] que afirma que uma distribuicdo regular é integravel se e somente
se ela for involutiva. Assim, se A é uma distribuicao involutiva k-dimensional, entao
localmente existem n — k fungoes h; : R® — R tal que variedades integrais de A sao

dadas pelas superficies de nivel de h = (hy, ..., hp_).

Associado com o espago tangente T;R" esta o espago dual TyR", o conjunto de fungoes
lineares sobre T;R". Tal como foram definidos campos vetoriais sobre R", define-se uma
uma-forma como um mapa que atribui a cada ponto ¢ € R™ um covetor w(q) € T/R"

Em coordenadas locais representa-se uma uma-forma suave como um vetor linha

w(q) = [wi(q) wa(q) ... wy(q)].

Diferenciais de fungoes suaves sao bons exemplos de uma-forma. Por exemplo, se 3 :

R" — R, entao a uma-forma df é dada por

Uma uma-forma age sobre um campo vetorial para gerar uma funcao real sobre R"
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18 Sistemas nao-holondémicos

tomando o produto interno entre um vetor linha w e um vetor coluna f:
w- f= Z w; f;.
i

Uma codistribui¢ao atribui um subespago de TR suavemente a cada ¢ € R". Um caso

especial é uma codistribuicao obtida como uma varredura de um conjunto de umas-forma,
Q =var{w,...,w,},

onde a varredura esta sobre o conjunto de funcoes suaves. O posto da codistribuicao é a

dimensao de €2,. A codistribuigao €2 é dita ser regular se seu posto for constante.

No planejamento de movimento para sistemas nao-holonémicos, a primeira tarefa é
converter as restricoes dadas como umas-forma num sistema de controle equivalente. Para
isto, considere o problema de construir um caminho ¢(t) € R™ entre um dado gy e g5 sujeito

as restricoes

Os w;’s sao funcoes lineares sobre os espacos tangentes de R”, isto é, umas-forma. Consi-
derando que os w;’s sao suaves e linearmente independentes sobre o conjunto de funcoes

suaves, a seguinte proposi¢ao [107] é uma formalizacio da discussdo da introdugao.
Proposicao 1. Distribuigao aniquilando restricoes

Dado um conjunto de umas-forma w;(q),i =1, ..., k, existem campos vetoriais suaves,

linearmente independentes g;(q),j = 1,...,n — k tal que w;(q) - 9;(¢) = 0 para todo i e j.

Na linguagem de distribui¢oes e codistribuigoes, os resultados desta proposi¢ao sao

expressos definindo a codistribuicao
Q= var{wl, ...,wk},

e a distribuicao

A= var{gl, ey gn—k}=

e declarando que
A=Qh

Diz-se que a distribuicao A aniquila a codistribuicao 2. O sistema de controle associado

com a distribuicao A é da forma

qd=g(Qui + ... + gn—r(q)tn—r,

com os controles u; a serem livremente especificados. Estes resultados podem ser usa-

dos para determinar se um conjunto de restricoes sao holonémicas através da seguinte
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proposicao:

Proposicao 2. Integrabilidade de restrigcoes Pfaffianas

Um conjunto de restricoes Pfaffianas suaves € integrdvel se e somente se a distribuicao
que aniquila as restricoes € involutiva.

Considerando a proposicao 1, que produz um conjunto de campos vetoriais ortogonais
a um dado conjunto de umas-forma, fica claro que o problema do planejamento de movi-
mento é equivalente ao do deslocamento dos estados de um sistema de controle. Assim,

restringe-se a atenc¢ao a sistemas de controle da forma

Y d=g1(Qui + ... + gm(Q)um,
g€ R", (2.4)
ueUcCR™

Este sistema é dito livre de deriva, o que significa dizer que quando os controles sao
colocados em zero, os estados do sistema nao se alteram. Considerando g; campos vetoriais
suaves, linearmente independentes sobre R™ e que seus fluxos sao definidos durante todo
o tempo, deseja-se determinar as condigoes sob as quais pode-se deslocar o sistema de
¢o € R" para um ¢y € R™ arbitrério, pela escolha de um sinal u(.) adequado.

Um sistema > é controldvel se para qualquer gp,q; € R" existe um 7" > 0 e u :
[0, 7] — U tal que ¥ satifaz ¢(0) = qo e ¢(T') = gy. Um sistema é dito ser localmente
controldvel a curto tempo em ¢y se pontos proximos podem ser atingidos num intervalo
de tempo arbitrariamente curto e permanecer sempre proximo de go. Dado um conjunto
aberto V C R", define-se R (qo,T') como sendo o conjunto de estados ¢ tal que exista
u : [0,7] — U que desloca ¥ de ¢(0) = qo até q(T) = gy e satisfaz ¢(t) € V para
0 <t<T. Também define-se

RV(QOut S T) = U Rv(q077—)7

0<r<T

como sendo os estados atingiveis até o tempo 7. Um sistema é localmente controlavel a
curto tempo se RY (g, t < T') contém uma vizinhanga de gy para todas as vizinhangas de
VdegyeT >0.

O Teorema de Chow [107] afirma que um sistema de controle (2.4) ¢ localmente con-
trolavel em g € R” se Aq = T,R". Este resultado comprova que um sistema sem deriva X
é controlavel se o posto da matriz de controlabilidade da algebra de Lie for n. A condicao
do teorema de Chow consiste em verificar o posto da algebra de Lie de controlabilidade,
e serd aqui referenciado como condicao de posto de controlabilidade.

Em principio, tem-se agora uma receita para resolver o problema do planejamento
de movimento para sistemas que satisfacam a condicao de posto de controlabilidade.

Dado um ponto inicial gy e um ponto final g, encontra-se um ndimero finito de caminhos
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Figura 2.1: Sistema de coordenadas para o robd.

intermediarios qi, q2, ..., ¢, € R" e vizinhancas de V; tal que

p

UR%(%J <T),

=1

contenha segmentos de linha reta conectando ¢p a qy. Entao existe uma lei de controle
com p segmentos que desloca o sistema de gy até ¢;. A dificuldade deste procedimento
(e dos teoremas aqui apresentados) é que eles ndo mostram como construir o caminho

juntando gy a gy, s6 provam sua existéncia.

2.3 Exemplo: Robd mével com acionamento diferencial

Um robo6 que se move com acionamento diferencial é o exemplo utilizado como base de
comparacao no desenvolvimento de estratégias de controle para sistemas nao-holonomicos.
Para reduzir o espago de configuracao, considera-se que o robd possui trés rodas, duas
acionadas individualmente e uma terceira que gira livremente, cuja funcao é apenas ser-
vir de suporte para o rob6 (evitar que ele se incline quando se move sobre um plano).
Considera-se que esta terceira roda tem efeitos despreziveis na dinamica do veiculo. As
duas rodas acionadas individualmente sao responsaveis pelo movimento do robo e dife-
rencas de velocidade entre as mesmas fazem com que o rob6 mude sua orientacao. No
caso limite, uma roda girando em sentido contrario ao da outra, com o mesmo moédulo de
velocidade, provocam a rotagao do robo em torno do seu eixo. O corpo do rob6 tem uma

forma simétrica e o centro de massa esta no centro geométrico do corpo.

Tal sistema esta representado na Figura 2.1, onde a posicao do mesmo esté represen-
tada tanto em coordenadas retangulares quanto polares. A posicao do centro geométrico
em coordenadas retangulares é dada por (ro,yo), e ¢ é o angulo entre o eixo central do
robo (sentido longitudinal) e o eixo x do sistema de coordenadas, representando a diregao
a frente. O sistema também pode ser representado em coordenadas polares (p, ). A

velocidade linear do rob6 ¢ dada por v,, e w, indica a velocidade angular.
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A postura do robo, ¢, é definida [147] como

q= [xoa Yo, ¢]T

O rob6 movel tem restricao nao-holonémica ja que as rodas acionadas apenas giram para

frente ou para tras e nao deslizam lateralmente, podendo esta ser escrita como

Yo c08(@) — dosen(¢) = 0.

Portanto, o sistema tem espago de configuragdo tri-dimensional (n = 3) e uma restri¢ao
(p =1), o que leva a um vetor de velocidade de dimensao m = n — p = 2. Escolhendo v,

e w, como as varidveis de estado internas tais que

2 = [v5, w,]",

obtém-se a equacdo na forma (2.4) como:

To —sen(¢) 0
b 0 1 ?
Logo, tem-se que [144]
—sen(o)
g1=1| cos(p) |; g2=1]0
0

O posto da matriz formada por (g;,¢g2) é dois e inferior ao espaco de configuragao, por-
tanto, deve-se gerar o colchete de Lie [g1, go] para verificar se o sistema é holonémico, e a

possibilidade de completar a distribuicao para verificar se o sistema é controlavel. Logo

cos(9)
(01, 92] = 93 = V9201 — V1920 = | sen(¢) |,
0

e do teorema de Frobenius, se o sistema ¢ = G.u é completamente integravel (holonémico)

entao ele é involutivo, ou seja

Posto(g1 g2) = Posto(g1 g2 |91, 92))].
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A verificagao leva a:

—sen(¢) 0 cos(¢)
Posto cos(¢p) 0 sen(o) = 3.
0 1 0

Com isto conclui-se que o sistema é nao-holonémico. Pelo teorema de Chow (condigao
de posto da algebra de Lie) tem-se que o posto do sistema acrescido de g3 é igual ao do

espaco de configuracao, logo o sistema é controlavel.

2.4 Formas Canonicas

Esta-se principalmente interessado na construcao de sistemas nao-holonomicos que sejam
canonicos [108] no sentido em que permitam a expansao méaxima por colchete de Lie
dos campos vetoriais G = (g1, 92, .-, gm). Bases que sejam algebras de Lie possuem esta
propriedade inerente. A base de Philip Hall |79] é uma &lgebra de Lie e permite tal
expansao além de levar em consideracao as propriedades anti-simétrica e a identidade de
Jacobi durante a expansao [107]. Classes bem conhecidas de sistemas nao-holonémicos

sdo aquelas na forma encadeada [78| dadas por sistemas do tipo

Z1 = yly‘z,
Z9 = 21Y2,
23 = 22Y2,

Zpn—m = Zn—-m—1Y2,
Yy = Uy,

Y2 = Us.
e de sistemas na forma de poténcia, dadas por

Z1 = Y192,
2y = 5(11)*0e,

Zn—m = m (y1)" ™92,

Yy = Uy,

Yo = Ug.

Ambas as classes acima satisfazem a condicao de nao-holonomicidade completa do
teorema de Chow, portanto, sdo controlaveis. As duas formas sao equivalentes através de

uma transformacao de estados.
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A forma de integrador nao-holonémico ou sistema de Heisenberg ou integrador de
Brockett é dada por:
T = uy,
To = Uo, (2.6)

T3 = T1Ug — T2Uy,

onde x1,uy, T2, us, 3 € R. Este sistema pode ser representado na forma compacta em-

pregando a defini¢ao de colchete de Lie como [19]:

(2.7)

0
onde u = (uy, uz), = (r1,22) € Y = ( s ) :
—XI3 0

Sistemas na forma cartesiana como o do robo médvel com acionamento diferencial po-
dem ser convertidos para a forma do integrador ndo-holonoémico (2.6), através da aplicagdo

da seguinte transformacao de coordenadas [61]:

x1 = x.cos(0) + yesen(h),

Ty = 9,

x3 = 2(xz.sen(0) — y.cos(0)) — O(x. cos(0) + y.sen(0)), (2.8)
uy = v — w(zesen(d) — y.cos(d)),

Uy = W.

Ao invés de representar o robé6 moével com acionamento diferencial na forma cartesi-
ana, Aicardi e seus colaboradores [8] sugerem a representacao do mesmo em termos de
coordenadas polares, envolvendo o erro de distancia e > 0 e sua orientacao ¢ em relacao

a origem da base < g >, desta forma obtem-se:

é = —ucos(¢p—40),
o usen(j)—@)

0 =w

9

Fazendo a = ¢ — 0 como sendo o angulo medido entre o eixo principal do veiculo e o vetor

distancia e, chega-se a

é = —ucos(a),
a=—w+ u%@, (2.9)
d) _ usen(a) .

Utilizando esta tltima forma, o projeto de leis de controles lineares, invariantes no

tempo, em malha fechada se torna direto. Entretanto, deve ser observado que as equa-
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coes somente sao validas quando o erro do vetor distancia é diferente de zero ou que

simultaneamente sen(«) também seja zero.

2.5 Controle de sistemas nao-holondémicos

O controle de sistemas nao-holonoémicos pode ser agrupado como na teoria classica de
controle em: métodos de malha aberta e métodos de malha fechada. Os métodos de
malha aberta sao também conhecidos como planejamento do movimento para sistemas
nao-holonomicos, e buscam leis de controle em malha aberta que desloque o sistema de
um estado inicial até um estado final. Ja os métodos de malha fechada sao aqueles que
possuem alguma lei de realimentacao para: estabilizar o sistema em torno de um ponto

de equilibrio, seguir uma trajetoria, ou rejeitar distiirbios.

2.5.1 Meétodos para malha aberta

Tais métodos, em contraste com técnicas tradicionais, devem levar em consideracao as

restricoes instantaneas ao movimento. As técnicas mais difundidas sao as baseadas em:

e geometria diferencial e algebra diferencial;

fase geométrica;

parametrizacao da entrada;

controle 6timo do movimento;

planejamento do movimento evitando-se obstaculos.

Métodos empregando geometria diferencial e Algebra diferencial

Utilizam extensivamente o conceito de colchete e dlgebra de Lie para o planejamento
do movimento, encontra-se entre seus maiores defensores pesquisadores como G. Laffer-
riere e Héctor J. Sussmann. O primeiro método neste grupo utiliza entradas constantes
por parte para gerar movimentos nas direcoes dos colchetes de Lie, e é chamado de mé-
todo de aproximagao nilpotente [80]. Baseia-se no fato de que, se um sistema de controle
pode ser expandido pelo colchete de Lie (¢ uma algebra de Lie), entdo tém-se duas situa-
coes: se o sistema é nilpotente existe uma solucao tinica para o problema, caso contréario,
pode-se aplicar um método de nilpotencializacao por realimentacao através de um pré-
compensador e fazer com que um algoritmo de controle produza uma solucao exata num
numero finito de passos.

O método de aproximacao nilpotente considera que o sistema é completamente con-
trolavel, nao possui deriva e é formado por campos vetoriais reais e analiticos. A primeira

condigdo é equivalente & condigdo do posto da algebra de Lie (LARC) ou condi¢do de
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posto de controlabilidade. Uma algebra de Lie é dita ser nilpotente se existe um inteiro
k > 0 com a propriedade de que todos os colchetes de Lie [vy, [vg, ..., [Uk, Vky1] se anulam.
O menor deste k é a ordem de nilpoténcia da algebra de Lie, e a algebra de Lie é dita ser
nilpotente de ordem k. Para ilustrar, o sistema serd de ordem um se [f;, f;] = 0 para todo
i,7, ou seja, se o sistema for Abeliano (comutativo). Lafferriere e seus colaboradores |80]
mostraram que, se a ordem de nilpoténcia for igual ou maior que o nimero de estados
do sistema, pode-se entao criar um sistema estendido, achar um controle v que desloca p
para g para o sistema estendido, e entao achar u que desloca p para ¢ no sistema original.
Para facilitar a expansdo do sistema (evitar termos anti-simétricos e que satisfazem a
identidade de Jacobi) é utilizado a base de Philipp Hall.

Muitos sistemas que nao sao nilpotentes podem ser transformados em sistemas nilpo-

tentes através de realimentagao que consiste numa mudanca linear dos controles

ui =300 Bij(w)vy,

tal que () seja uma matriz ndo singular para cada z, e §(x) seja suave como fungao de

x.

Considerando o robd descrito anteriormente, onde os controles sao a velocidade de

acionamento e a velocidade angular, as equacoes para o sistema sao:

&1 = cos(z3)uq,
to = sen(xs)uq,

3.33 = Us.

onde (x1,z7) sdo as coordenadas cartesianas do centro do rob6 e x3 é o angulo que seu
eixo principal faz com o eixo x;. Pode-se reescrever o sistema como & = uq f1(x) 4 ug fo(x)

onde
fi(x) = (cos(x3), sen(x3),0) fao(x) =(0,0,1).

Vé-se que os vetores f1(x), fo(), [f1, fo](x) varrem R3 proximo de z = 0, de forma que
o sistema ¢ nilpotencializdvel, porém, o mesmo nao ¢é nilpotente. O sistema pode ser

tornado nilpotente usando a seguinte realimentagao

_ 1
ur = cos(z3) Wi,

Uy = cos?(z3)ws.
O sistema é transformado entao em

jjl = Wy,
Ty = tan(zs)w,

j?g = COSZ<JZ3)U)2,
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o qual é nilpotente de ordem 2. Calculam-se entao os sinais de controle desejados como
segue. Primeiro aplica-se o procedimento ao sistema nilpotente para obter os controles w;,
entdo usando a realimentacao calcula-se os controles para o sistema original. A solucao

para o sistema, estendido serd da forma
S(T) — @f1 Bl 01 f2]

O movimento no sentido de [f1, f2] é equivalente ao deslocamento do sistema na dire¢ao
de f; por At segundos, seguida na direcao fo por At segundos, na direcao —f; por At

segundos, e finalmente na direcdo — fo por At segundos.

Sussmann e seus colaboradores [135] propuseram um método que emprega entradas
altamente oscilatorias. A idéia deste método é tomar um caminho v : [0,7] — M tal
que v(0) = p,v(T') = ¢, que ndo precisa ser admissivel, e tentar aproximar deste caminho
total através de uma seqiiéncia {7;} de caminhos admissiveis, também definidos sobre
[0, 7], e também satisfazendo as condi¢des iniciais. Para tal, estende-se o sistema original
empregando o colchete de Lie e entao expressa-se o caminho v como uma trajetoria no novo
sistema correspondente a alguma entrada estendida v. Tenta-se encontrar uma seqiiéncia
de entradas comuns u’ cujas trajetorias convergem para as entradas estendidas. Usam-se
entradas de controle periddicas de alta freqiiéncia e alta amplitude para gerar movimento
na diregdo dos novos campos vetoriais (gerados pelos colchetes de Lie). O resultado do
movimento médio do sistema, obtido no limite destas entradas de alta freqiiéncia, é um
deslocamento preciso (dentro de uma determinada tolerancia). Os sinais de controle sao
do tipo u¥ = n(t) + /jn3(t)sen(jt). Deve-se tomar cuidado para escolher freqiiéncias
e coeficientes de forma que os sinais de controle resultantes sejam reais. Este método
tem uso limitado devido ao tipo de sinal de controle utilizado. Pode ser utilizado como

aproximacao inicial para problemas onde seja necessario evitar obstaculos.
Método usando fase geométrica

Este método se aplica a sistemas de controle nao-holonémicos do tipo cinemético de
Chaplygin. Consiste na determinacao da alteracao resultante no vetor fibra baseado na
integral de linha ao longo do caminho do vetor base, quando este ¢ submetido a um
movimento ciclico. O valor desta integral de linha independe de qualquer parametrizacao
do caminho, dependendo apenas da geometria do mesmo; assim, este valor é referenciado
como a geometria de fase [78]. O problema entdo se reduz & determinagio de um caminho

base que produza a desejada geometria de fase.

O emprego do teorema de Stokes e a expansao em série de Taylor permite a expansao
da integral de linha utilizando colchetes de Lie. Para um sistema nilpotente esta série
termina ap6s um nimero finito de termos, fornecendo desse modo uma expressao explicita

para a geometria de fase.
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Este método foi usado para resolver problemas de reorientacao de satélites no espaco,
e para explicar como os movimentos ciclicos dos cilios sobre a superficie do paramecium
provocam o movimento do mesmo [107].

Métodos de parametrizacao da entrada

Brockett mostrou [107] que para sistemas de controle descrito por equacoes como (2.1),

os sinais de controles que levam uma funcao de energia a ser otimizada da forma:
L(g, ) = (¢ + ¢3) + Mds — @12 + @20n),

onde a primeira parte do lado direito representa o quadrado do sinal de entrada e a
segunda parte corresponde as restrigoes ao movimento; sao sinais periddicos, mais espe-
cificamente, senoides. O sinal 6timo é obtido aplicando-se as equagoes de Fuler-Lagrange
para minimizar a funcao Lagrangeana acima. A solucdo do sistema indica que A é cons-
tante e que os sinais que satisfazem o sistema resultante (uma matriz real anti-simétrica,
portanto, possuindo autovalores complexos conjugados) sdo sendides de freqiiéncia A.

Baseados nestes resultados, Murray e seus colaboradores [108| propuseram um método
de deslocamento por parametrizacao da entrada usando sendides. Para sistemas que
se tornam completamente nao-holonoémicos com apenas o primeiro nivel de colchete de
Lie ([gi,g;]), o método consiste basicamente em: deslocar os z;’s até que seus valores
finais sejam atingidos usando um sinal qualquer e ignorando a evolugao dos estados x;;’s;
usando senéides com freqliéncias multiplas, encontrar vy que desloca os estados z;;’s até
o valor objetivado. Esta tltima a¢do mantém os estados x;’s inalterados (sinal periodico)
enquanto gera um deslocamente nos estados x;;’s. O método pode ser estendido a sistemas
de segunda ordem (onde é necessario um segundo nivel de colcheteamento para varrer todo
0 espago tangencial em ¢). Neste caso, os dois passos anteriores sao aplicados acrescidos de
um terceiro: utilizam-se entradas senoidais uma segunda vez para mover todos os estados
previamente deslocados e gerar movimento apenas nas direcoes z;;;’s.

Método de controle 6timo do movimento

Sussmann [133] considera o controle 6timo um método natural para problemas de
busca de caminhos para sistemas nao-holonomicos. Em muitos casos existe uma funcao
que se deseja minimizar ou quase minimizar. E, mesmo que a escolha desta funcao nao
seja Obvia, a transformacao artificial do problema de encontrar um caminho em um de
otimizagao é desejada.

A principal limitacao do método por controle 6timo é que, exceto em alguns casos
muito especiais, os sinais de controle 6timo sao muito dificeis de se calcular. Entretanto,
usando métodos recentes da geometria diferencial, algum progresso tem sido obtido para
sistemas que nao podem ser tratados pelos métodos classicos de controle 6timo.

Pode-se aplicar o método de controle 6timo por minimos quadrados para sistemas na

forma da equacio (2.1), quando o mesmo atende a condigao de posto de controlabilidade.
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A funcao de custo a ser minimizada sera do tipo

1 /! )
5 [ It
0

Murray e seus colaboradores [107| apresentam uma derivagdo heuristica das condigoes
necessarias para otimalidade usando calculo de variagoes. Neste caso, a funcao de custo

deve incorporar as restri¢oes usando uma fun¢ao multiplicadora de Lagrange p(t), obtendo
T(q.p,u) = [ {3u"(t)ult) — p"(d — S0, gilq)ui) } dt.
Prova-se [107] que a norma da entrada 6tima é constante, isto é,
lu@®)]* = u(0)|* ¥t € [0,1].
Desenvolvendo o sistema acima obtém-se

u = Q(q, p)u,

onde (g, p) € uma matriz anti-simétrica dada por

0 pT [91, 92] T pT [917 gm]
T T
—p' 91, 92] 0 o p'92, G
Qq,p) = . . , .
= 91, 9m)  —D"[92, Gm) -+ 0

A solucao da equacgao @ é da forma

para algum U(t) € SO(m). Brockett e Dai [78] demostraram a otimalidade de sinais de

controle senoidais e elipticos que satisfazem o sistema acima.
Métodos de planejamento do movimento evitando-se obstaculos

Existe uma distincao entre método de deslocamento e de planejamento do caminho
evitando-se obstéculos. Enquanto o primeiro busca fungoes de entradas para seguir uma
trajetoria utilizando tanto métodos de malha aberta quanto de malha fechada, o segundo
preocupa-se em gerar uma trajetoria livre de obstaculos. Pode-se citar como métodos
de deslocamentos aqueles que buscam caminhos 6timos, sistemas com entradas senoidais
[126] e na forma encadeada, métodos de deslocamento baseados na planicidade para robos
moveis com reboques, dentre outros [82]. Para o planejamento de caminhos na presenca de

obstaculos, destacam-se os métodos: derivacao a partir de caminhos holonémicos, proba-
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bilistico, utilizando técnicas de otimizacgao, espago de caminho, multi-nivel, empregando
técnicas de inteligéncia artificial (algoritmo A estrela), etc. Métodos desenvolvidos para
sistemas na auséncia de obstaculos podem ser estendidos para sistemas com obstaculos
dependendo de algumas propriedades topologicas destes [83].

A grande maioria destes métodos inicia a constru¢ao do caminho desprezando as res-
tricoes nao-holonomicas, buscando apenas um caminho realizédvel. Nesta fase, os métodos
descritos anteriormente para deslocamento do sistema e outros mais comuns sao emprega-
dos. Encontrada uma trajetoria realizavel, sao introduzidas as restrigoes nao-holonémicas
e um caminho livre de obstaculos sujeito a restricoes nao-holonémicas é obtido.

Para sistemas nao-holonémicos simples do tipo robé mével é possivel planejar caminhos
melhores usando esqueletos [97, 78]. Um esqueleto é uma colegdo de caminhos fixos
(geralmente nao realizaveis) que estdo de forma maxima livres de obstaculos. O sistema
é forcado a seguir o esqueleto de um estado inicial até um estado final enquanto evita
obstaculos. Uma vez que o esqueleto fica de forma maxima livre de obstaculos, o caminho

resultante tende a ser de baixa complexidade.

2.5.2 Meétodos para malha fechada

Muitas vezes é necessario a utilizagao de controle por realimentacao. Dependendo do tipo
de resposta desejada, existem diversas formulacoes para o problema de controle. Pode-
se destacar trés abordagens mais comuns [75]: estabilizaco, rastreamento, e rejeicao /
atenuagao de distirbios (e varias combinacoes das mesmas). No caso da estabilizagao,
procura-se leis de realimentagao (variantes ou invariantes no tempo) que estabilizem um
sistema, para um determinado ponto de equilibrio. Para o rastreamento, a meta bésica é
projetar um sinal de controle de forma que a saida controlada y siga um sinal de referéncia
YR, isto é,
e(t) = y(t) —yr(t) = 0, Vi = i,

onde ty é o instante em que o controle se inicia. Como o valor inicial de y depende do
estado inicial (xg), é necessario partir de um estado "pré-estabelecido".

Um postulado bem conhecido dos pesquisadores em controle nao-linear proposto por
Brockett [22] diz que: Um sistema nao-holonomico, embora seja completamente controld-
vel, nao pode ser estabilizado para uma configuracao final de repouso através de leis suaves
de realimentacao nos estados. Este postulado se aplica & estabilizacao em torno de um
ponto de equilibrio e leis de controle invariantes no tempo, porém, nao é valido para o
rastreamento de uma trajetoria [144]. Neste tltimo caso, pode-se usar as leis de controle
conhecidas se o sistema for linearizavel por realimentacgao estatica ou dinamica de estados,
e uma vez que a trajetoria de referéncia nao contenha configuragoes de repouso.

Para sistemas lineares invariantes no tempo, se os autovalores instaveis do sistema

sao controlaveis, entao a origem pode ser estabilizada de forma assintotica. Sistemas
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nao-holonomicos apresentam caracteristicas que o diferenciam consideravelmente do caso
anterior. Mesmo que linearizado em torno de um ponto de operacao, o sistema nao é
assintoticamente estavel, logo, as estratégias tradicionais nao podem ser empregadas. As

técnicas de controle desenvolvidas para vencer esta limitacao mais difundidas sao:

e estabilizacao variante no tempo;
e estabilizacao usando sinais nao-continuos ou transformacoes nao-lineares;

e leis hibridas de realimentacao.

2.6 Comentarios

Os desenvolvimentos da teoria de controle nao-linear tém propiciado avancos no controle
de sistemas nao-holonémicos. Pode-se citar como linhas basicas de pesquisa, o emprego de
realimentacao com sinais variantes no tempo e usando sinais nao-continuos. A utilizacao
de transformagoes nao-lineares e/ou mudanga de bases de representacao possibilitam o
uso de técnicas de controle linear.

As ferramentas mostradas neste capitulo permitem a verificacao da condicao de restri-
¢ao nao-holonoémica, da controlabilidade e da possibilidade de usar transformacdes nao-
lineares. Diversos métodos de controle tém sido desenvolvidos para o controle de sistemas
nao-holonomicos, mas esta ainda é uma area fértil para novas pesquisas.

A base matematica mostrada neste capitulo é usada ao longo deste trabalho para o
desenvolvimento de controladores para estabilizacdo e rastreamento de trajetorias. Al-
guns desenvolvimentos mais aprofundados foram omitidos, mas podem ser encontrados

na literatura citada no primeiro capitulo.
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Capitulo 3

Estabilizacao e rastreamento de
trajetorias através de realimentacao

nao-linear

A estabilizagao (ou convergéncia) por realimentacao de sistemas nao-holonéomicos [46] a
uma determinada configuracao é critica porque nao é possivel encontrar leis de realimen-
tagdo suaves invariantes no tempo para esta classe de sistemas [22], excetuando-se os casos
onde ha uma mudanca de base que lineariza o sistema. Apesar da limitacao imposta pela
condicao de Brockett, o fato do sistema ser completamente nao-holonémico garante a
existéncia de estratégias de controle em malha fechada que estabilizam assintoticamente
o sistema [78]. Os métodos existentes para estabiliza¢ao num ponto de equilibrio de sis-
temas nao-holondémicos podem ser divididos em pelo menos trés classes: estabilizagao por
realimentagao de sinais ndo continuos (descontinuos) [129, 8, 15, 16, 43, 93, 47|, realimen-
tagao de sinais periodicos variantes no tempo [114, 107, 122, 101, 141, 45|, e técnicas de
controle hibrido [113, 64, 19, 20].

Dentre as diversas representagoes de sistemas nao-holondmicos destaca-se particular-
mente a forma encadeada [107, 78, 43]. Muitos sistemas mecanicos nao-lineares podem
ser transformados (através de mudancas de coordenadas e realimentacao) nesta forma
[107, 78]. Sistemas na forma encadeada sdo conhecidos por constituirem uma impor-
tante classe de sistemas nao-holonémicos sem deriva e terem uma vasta aplicagao pratica

(modelagem de veiculos, roboés moveis, naves sub atuadas, dentre outras).

Este capitulo trata, inicialmente, o problema da realimentacgao de sinais nao-continuos
(escalonamento de estados e chaveamento de sinais) para estabilizar um robé movel com
acionamento diferencial (sistema nao-holonomico tido como benchmark), isto é, um robd
movel com as duas rodas traseiras controladas independentemente, e uma roda frontal de
livre giro que evita que o robo se incline quando o mesmo se move no plano horizontal

[94]. Os resultados iniciais posteriormente sao estendidos para a estabilizagao de sistemas
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nao-holonomicos de ordem elevada e rastreamento de trajetorias.

O objetivo é desenvolver controladores com convergéncia assintética para estabilizar
e rastrear trajetorias de sistemas nao-holonémicos na forma encadeada. Uma vez que a
taxa de convergéncia obtida através de leis de realimentagao periodicas suaves (variantes
no tempo) sdo necessariamente ndo-exponenciais [107], utiliza-se aqui uma combinagao de
sinais nao-continuos e controle chaveado (hibrido) buscando uma convergéncia assintotica.
A metodologia para obtencao das leis de controle deve ser simples, de facil assimilacao,

e, dentro do possivel, utilizar conceitos empregados em sistemas lineares.

3.1 Estabilizacao de sistemas na forma encadeada

A utilizagdo do escalonamento de estados (dentre estes métodos o processo sigma), a
partir de 1996 [15], permitiu resolver o problema da convergéncia exponencial para siste-
mas nao-holonémicos. Os métodos disponiveis até esta época (sinais continuos por partes
e/ou variantes no tempo) s6 permitiam projetar sistemas estaveis ou assintoticamente
estaveis [78]. O tempo para convergéncia nao era assegurado [107]|, podendo o sistema
exibir movimentos oscilatorios por um tempo indeterminado até atingir a meta desejada.
A justificativa para este fato é que quando cada estado se aproxima de zero, sendo a lei
de controle inversamente proporcional a este estado, maior deve ser o ganho para que
a convergéncia seja exponencial. Dai a necessidade de se ter um ganho inversamente
proporcional a pelo menos um dos estados. Métodos empregando controle nao-continuo
(descontinuo) utilizam esta transformagao |15, 90, 141, 93|. Este artificio permite gerar
leis inversamente proporcionais a um ou mais estados que estabilizam exponencialmente
o sistema. Embora a estabilizacdo exponencial possa ser obtida com esta transforma-
¢ao, sendo a mesma nao-continua, existe uma regiao onde a transformacao pode nao ser
aplicavel. Varios métodos foram propostos para vencer esta dificuldade, porém, nenhum

apresentou uma prova formal para a convergéncia global do sistema [93].

Um sistema nao-holondémico, sem deriva, com duas entradas e "n"estados, na forma

encadeada é representado como:

21 = Uy,
Z9 = Z3V1,
23 = 24701,

(3.1)

Zn—1 = 2nU1,

Zn = V2,
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ou, de uma forma mais genérica como:

2 =v1Az + Busg, '
onde )
A _ On—1><1 [n—lxn—l ’
L 0 01><TL—1
- 0 29
B — n—1x1 : o
1
L Z

3.1.1 Sistemas na forma encadeada com trés estados

Para facilitar o entendimento, primeiramente é desenvolvido um controlador para um robo
movel com acionamento diferencial. Um robd deste tipo pode ser representado em formas
candnicas tais como: cartesiana, encadeada, de poténcia, anti-simétrica e na forma de
integrador ndo-holonomico, para citar algumas [43]. A representacdo do mesmo na forma

encadeada é dada por:

21 = 1,
Zy = 2301, (3.3)
Z3 = U2,

onde 2 sao estados e ¥, entradas.

Como pode ser visto, os estados z; e z3 sao controlados diretamente, isto significa
que é possivel fazer v; = —\121 e v9 = —A323 para estabilizar exponencialmente z; e zs3.
Entretanto, isto nao implica na estabilizacao de z9, porque nao ha acesso direto a este
estado.

A idéia deste novo controlador é estabilizar exponencialmente z, antes dos outros
estados pela escolha de diferentes constantes de tempo, tentando estabilizar z5, depois 23,
e finalmente z;. Como em outros trabalhos [15, 90, 141] este método também se baseia em
ferramentas do controle linear. Desta forma é possivel aplicar mudancas de varidveis que
transformam o sistema (3.1) num sistema linear quando z; # 0 ou considerar o subsistema
(3.2) como um sistema variante no tempo com v; sendo uma func¢ao do tempo [93]. Sabe-
se que a estabilidade de sistemas variantes no tempo nao pode ser assegurada através
do espectro dos autovalores [75|. Entretanto, isto ndo acontece se a influéncia do tempo
modifica lentamente (veja abaixo) o comportamento geral do sistema [75].

Um sistema nao-holonémico na forma encadeada serd lentamente variante no tempo

caso vy atenda as seguintes condi¢oes [93]:

1. para todo t > 0,v,(t) # 0,
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2. paratodot >0, | \(d‘%))\ < afvy(t)|, o sendo algum valor constante positivo.
Para estabilizar exponencialmente 2o é necessario que Zs = 23v; = —A929 OU
—AoZ
23 = —22, (3.4)
U1

Neste ponto é necessario alguns comentarios:

1. pode-se fazer v; = —A;2z; como proposto por alguns autores [15] evitando a vizi-

nhanca de z; = 0. Isto tornard a convergéncia exponencial;

2. na vizinhanga de z; = 0 pode-se substituir a lei de controle por v; = —sinal(z;)d
sendo ¢ constante, onde a fun¢ao sinal(x) é igual a +1 Va > 0; caso contrario é
igual a —1. Isto garante a estabilizacao de todos os estados como serd mostrado a

seguir.

3. apesar de cada lei de controle indicada acima levar a um sistema estével nesta faixa
de controle, falta provar que o chaveamento entre as mesmas levard a um sistema
globalmente estavel. Para sistemas hibridos a existéncia de uma funcao comum de

Lyapunov confirma esta estabilidade [112, 85, 31].

Considerando o primeiro caso, as entradas serao entao escolhidas como:

v = =121,

vy = (—72?22) — A3z3,

(3.5)

e Adg > A3 > Ay > 0. Como A é o inverso da constante de tempo, isto significa que z,
ird convergir antes de z3 e esta ultima antes de 21, dependendo das condicoes iniciais de
21, 72, 2z3. B necessario atrasar a convergéncia de z; para evitar singularidades em v, que
podem ocorrer caso z; = 0. Se z; anular ou for menor que um valor v suficientemente

pequeno em algum instante, as acoes de controle, vy e v9, devem ser chaveadas para:

v1 = —sinal(z1)d, (3.6)
V2 = (Smdits) — sz, '

sendo o sinal de ¢ o inverso do sinal de z;. Isto garantira que z; se mantenha ao redor da
posicao desejada até que os demais estados se estabilizem.

Existem duas condicoes distintas de funcionamento do sistema: quando o mesmo esta
fora da vizinhanca de z; = 0 ou quando 0 mesmo estd na situacao inversa. No primeiro
caso utiliza-se v; = —A\z; para garantir uma estabilizacdo assintética de z;. Quando z;

estiver na vizinhanga de zero utiliza-se v; = —sinal(z1)d. O primeiro sistema pode ser
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linearizado através de uma transformagcao nao-continua [15, 90, 141, 93| e sua estabilidade

analisada a partir do sistema linearizado.

Considerando a seguinte mudanca de variavel para o sistema (3.3):

§1 = 21,
£y = _i_?’ (3.7)
§3 = 23,
entao
51 = U1,
Co=—2 + Bz = = 42y = (S, (3-8)
5:3 = Vg,

usando os sinais de controle propostos

v = —Mi&, (3'9)
vy = p2&a + p3&3
logo,
& =—Xiér,
§2 = (& — &) (—A1) = Mz — M, (3.10)

53 = p2&a + p3&s,

tem-se entao um subsistema com coeficientes constantes,

' ~M A
2| _ b S| (3.11)
&3 P2 D3 €3
Utilizando a candidata a funcao de Lyapunov

_G+8+8

V(g = TTEES (312
claramente definida positiva, sua derivada é dada por
V =66 + &b + E38s, (3.13)
Logo
V= —M& — Mi&S + M&a&s + pabels + p3é3”. (3.14)
Fazendo po = —)\; e p3 < 0 este sistema serd assintoticamente estavel.

Considerando agora uma nova mudanca de variavel para o sistema (3.3) do tipo:
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51 = 21,
&=—2, (3.15)
53 = Z3,
e, se v for constante, entao
5'1 = 1,
f=-2—-am_g (3.16)
3 = va,

usando os sinais de controle propostos

v; = —sinal(z)0,

(3.17)
vy = P2 + P33

logo,

& = —sinal()9,
§2=6, (3.18)
3 = pada + P33,

tem-se entao um subsistema com coeficientes constantes,

Sl
&3 P2 P3 &3

Definindo V;(&;) como uma candidata a funcao de Lyapunov para o primeiro sub-
sistema e V5(&2,&3) como uma fun¢ao de Lyapunov para o segundo subsistema, en-
tao V(€) = Vi(&) + Va(éy, &) é uma funcao global do sistema [70]. Se Vi(&) < 0 e
Va(&2,€5) < 0 entdo V(€) < 0, o que implica a estabilidade de todo o sistema.

A convergéncia de & pode ser demonstrada, utilizando a candidata a funcao de Lya-

punov:

&

Vil&) =5 (3.20)

Como Vl(gl) = flfl deve ser negativa, logo § deve ter sinal contrario ao de & porque
& =v = —sinal(z1)d, lembrando que & = 2;.

Observa-se também que a solucao de & (t) = 6 & uma funcao linear & () = & (0) + dt.
Desta forma, como o chaveamento ocorre sempre em & = 0, quando atingir este valor
o sistema apresentard oscilacoes com freqiiéncia crescente. Estabelecendo o ponto de
chaveamento em & = +7v impoe-se um limite para a freqiiéncia de chaveamento.

Escolhendo como candidata a funcao de Lyapunov:
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Va(& +€)/2, (3.21)

claramente definida positiva, entdo V3(&, &) se torna

Va(&, €3) = Ea60€ + £33 = Eas + Pobals + Pa€l. (3.22)

Escolhendo p, = —1 e p3 < 0, entao Vg(fg, €3) < 0 e o subsistema ¢ assintoticamente
estavel.
O resultado para o subsistema representado por V(&, £3) pode ser combinado com o

de V(&) na expressao

V(&) = Vi(&) + Va(&e, &), (3.23)

portanto, o sistema (3.3) com entradas (3.17) é globalmente assintoticamente estavel.
Como a candidata a funcao de Lyapunov é puramente quadrética, o sinal de controle pode
assumir valores positivos e negativos sem alterar o valor desta funcao.

Quanto ao chaveamento entre sistemas lineares que satisfazem

x(t) = Ap(t)J}(t),
p(t") = p(x(t),p(1)),

para p(t) € {1,2} sendo a funcao de chaveamento, pode-se afirmar [85] que existe uma

(3.24)

fungao p(t) tal que o sistema (3.24) seja estavel se e somente se existir uma candidata a
fungao de Lyapunov comum entre os sistemas sob chaveamento (isto é, uma fungao V()
definida positiva cuja derivada ¢ definida negativa para todo x # 0 e todo p(t) levando a
sistemas definidos), entdo o sistema chaveado sera assintoticamente estavel para qualquer
sinal de chaveamento p(?).

Este resultado é apresentado como teorema [31, 112]:

Teorema: Seja um sistema hibrido descrito por (3.24). Se para todas as seqiéncias

de chaveamento p(t) previamente definidas dentro da regido
1. Vk(x(t)) <0 YVt € [Tk77k+1);
2. Vii(x(m)) < Va(z(ry))

onde Vi, € uma candidata a funcao de Lyapunov comum aos dois sistemas sob chavea-
mento, entao a origem € estdavel no sentido de Lyapunov.

Considerando a derivada definida negativa no item 1 do teorema acima, o sistema sera
assintoticamente estavel.

Assim, pode-se provar a estabilidade do sistema (3.3) através de uma candidata a
funcao de Lyapunov comum aos dois sistemas sob chaveamento. A candidata a funcgao

de Lyapunov para os sistemas mostrados ¢ comum. Falta a garantia que a energia serd
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38 Estabilizacao e rastreamento de trajetdrias através de realimentagdo nao-linear

decrescente entre chaveamentos adjacentes. Para o caso do chaveamento entre § e —¢
sendo a funcao de energia quadratica, fica evidente que entre instantes de chaveamento o
valor da energia serd o mesmo. O fato da funcao ser decrescente garante que a energia
decresce. Para o chaveamento entre as leis de controle dadas pelas equagoes (3.5) e (3.17)

deve-se considerar que o sistema s6 utilizara a lei dada pela equacao (3.5) se

&
&

&

U1

>

(3.25)

e |&1] > 7, assegurando assim que a fungdo de energia no instante anterior ao chaveamento
serd maior ou igual a funcao de energia no instante posterior. Assim a estabilidade estaréa
garantida.

A estabilidade do sistema também pode ser provada pelo emprego de multiplas fun-
¢oes de Lyapunov [112, 31]. Neste caso, deve-se mostrar que o sistema sob chaveamento
apresenta fungoes decrescente de Lyapunov para cada lei de controle associada a respec-
tiva funcao, e que entre dois chaveamentos para a mesma lei de controle a energia final
¢ sempre menor que a energia no final do chaveamento para a mesma lei de controle an-
terior. Para o problema abordado neste artigo, a continuidade da funcao decrescente de
Lyapunov entre os chaveamentos, como mostrado, garante a estabilidade.

Os resultados obtidos até aqui podem ser resumidos no seguinte teorema:

Teorema 1. Considere o rob6 maovel com acionamento diferencial na forma encadeada
(3.3) e as leis de controle definidas sobre Q0 = (21, 20,23) € R® como apresentado nas

equagoes (3.5) e (3.17). Entao o seguinte € vdlido:

1. Todos os estados do sistema em malha fechada permanecem no dominio €2,

2. todos os estados do sistema em malha fechada sao limitados e tendem assintotica-

mente a zero quando t tende ao infinito,

3. A let de controle é limitada e bem definida para todo t > 0.

Exemplo: Considere o simples exemplo de um sistema de controle nao-holonémico do
tipo modelo cinemético do rob6 movel com acionamento diferencial. Equacoes na forma
encadeada para tal modelo cinematico do rob6é moével podem ser escritas como a equacao
(3.3).

Uma simulacio foi efetuada usando as entradas de controle (3.5) e (3.6), respeitando
a condicdo de chaveamento dada por (3.25). A Figura 3.1 apresenta os resultados da
simulacao do sistema sob as seguintes condigoes: a posicao inicial do robé movel foi
escolhida como (z1, 29, 23)7 = (1,7/8,1)T, e Ay = 1, Ay = 10, A3 = 5. Para estes valores

em particular o Teorema 1 pode ser aplicado.
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3.1 Estabilizagao de sistemas na forma encadeada
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Figura 3.1: Evolucao dos estados e dos sinais de controle para o rob6 mével com acionamento

diferencial.
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40 Estabilizacao e rastreamento de trajetdrias através de realimentagdo nao-linear

3.1.2 Sistemas de ordem elevada

E possivel gerar leis de controle para classes candnicas de sistemas de ordem elevada, isto
é, sistemas onde mais que um nivel de colchete de Lie sao necessarios para varrer o espago
tangente ao espaco de configuracao. Deste modo, uma pequena classe de sistemas de
ordem elevada referenciada como sistemas na forma encadeada com duas entradas, serd
considerada. Isto ainda é interessante porque diversos sistemas nao-lineares podem ser

convertidos para a forma encadeada.

Considere o sistema a duas entradas da seguinte forma:

z1 = 1y,
Z9 = 23Uy,
23 = 2401,

(3.26)

Zn—1 = 2pl1,

Zn = V2.

Sistemas desta forma sao completamente nao-holondmicos, portanto, sao controlaveis
[107]. O mesmo procedimento usado anteriormente sera repetido. Fazendo a mudanga de

estados:

51 = 21,
62 - i_?a
gn = Zn-

Desta forma o sistema pode ser representado como:

51 = Uy,
52 = £37
. (3.27)
én—l == 5n7
gn = Vg,
e os sinais de controle serao
v; = —sinal(z)0, (3.28)

vy = Pa&o + p3&3 + -+ Préan.

Entao, o Teorema 1 pode ser generalizado como segue:

Teorema 2. Considere o sistema na forma encadeada (3.26) e a lei de controle
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3.1 Estabilizacdo de sistemas na forma encadeada 41

definida sobre Q@ = {(21, 22, ,2zn) € R" | 21 # 0} como mostrado nas equagoes (3.27)
e (3.28) com A1, Mg, -, A\, > 0. Entao, o sequinte é vdlido:

1. Todos os estados do sistema em malha fechada permanecem no dominio €2,

2. Todos os estados do sistema em malha fechada sao limitados e tendem assintotica-

mente a zero quando t tende ao infinito,
3. A lei de controle é limitada e bem definida para todo t > 0.

Prova. Considere a sequinte mudanca de varidvel para o sistema 3.5:

51 = Z1,
gi = %7
gn = Zn,
com v; constante, entao:
51 = 1,
§i=2 =202 =g,
fn = Vs,

usando os sinais de controle propostos

vy = —sinal(z1)0,

v = paa + -+ + P,

logo,
& = —sinal(z)9,

& = &iv1s

§n = D252+ -+ P,

tem-se entao um subsistema com coeficientes constantes,

& 01 0 -~ 0 0 &
& 00 1 - 0 0 &
én P2 P3s P4 - Pn-1 DPn &n

Como este sistema € do tipo © = Ax, onde o0s coeficientes da matriz A sdao constantes,

entao a equacao caracteristica deste sistema € do tipo:
det(sI — A).

Se os coeficientes Ay € pa,p3, -+, pp acima forem escolhidos de forma que a equac¢ao
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caracteristica acima multiplicada por (s+ \1) seja Hurwitz e Ay seja o menor dos autova-
lores, entao o sistema (3.26) com entradas (3.28) é globalmente assintoticamente estdvel.
OJ

O vetor de ganho também pode ser obtido utilizando o método de projeto de controle

6timo LQG com o critério de otimalidade:

J = /OOO[yT(t)Qy(t) + u” Ruldt.

3.2 Rastreamento de trajetérias usando realimentacao

nao-linear

Sistemas nao-holonomicos sao parte de uma classe especial de sistemas nao-lineares: suas
restricoes limitam os tipos de movimento mas nao as posicoes e orientacoes que podem
assumir [20]. Sistemas nao-holonémicos tém sido estudados em profundidade principal-
mente pelo fato da conexao entre a teoria de controle e a mecanica geométrica poder
ser explorada. As ferramentas de andlise comumente usadas para estudar este tipo de
sistema estao sendo desenvolvidas agora partindo de conceitos da geometria diferencial e
da teoria de controle linear e nao-linear. Infelizmente, as leis de controle aplicadas a estes
sistemas sao muito dificeis de se obter. Neste trabalho, um novo método para projetar
sistemas de controle para se obter o seguimento (rastreamento) de trajetoria de sistemas
nao-holonomicos é proposto.

A forma cartesiana [107] pode apresentar singularidades quando a dinamica inversa é
utilizada para gerar trajetorias, porém, sistemas na forma encadeada ou de integrador nao-
holonomico podem evitar tais singularidades. Este novo método utiliza um modelo interno
no qual o erro no seguimento de uma trajetoria é realimentado (através de um controlador)
para permitir que os estados sigam suas referéncias. Os erros de estado sao funcoes do sinal
de controle e das referéncias. Ajustando os sinais de controle adequadamente, o sistema
pode ser transformado num sistema autdénomo. Usando o critério de Routh-Hurwitz ou a
partir dos valores projetados para os autovalores do sistema, ¢ possivel ajustar os ganhos
que garantirdo poélos no lado esquerdo do plano complexo. E mostrado que, fazendo isto,
o sistema terd uma estabilizacao exponencial. Para mostrar as propriedades do esquema
proposto, um sistema com trés estados, duas entradas e restricoes nao-holonomicas é

considerado aqui.

3.2.1 Formulacao do Problema de Controle

O rob6 mobvel com acionamento diferencial pode ser descrito em formas canonicas tais

como: cartesiana, encadeada, de poténcia, anti-simétrica e na forma de integrador nao-
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holonémico (para mais detalhes veja Figueiredo e Jota [43] e suas referéncias). Na forma

cartesiana, a cinematica do robo ¢ modelada pelo seguinte conjunto de equacoes diferen-

ciais:
& =wvcos(f),
y = vsen(6), (3.29)
0 =w,

onde (z,y) denotam a posicao do centro de massa do robo, 6 é o angulo da dire¢ao do
robo em relagao ao eixo x, v é a velocidade a frente, enquanto w ¢ a velocidade angular

do robo.

O modelo (3.29) assume rolamento puro sem escorregamento e que a massa e a inércia

das rodas sao despreziveis.

Para evitar o problema de gerar sinais com singularidade, a seguinte transformacao

pode ser usada [38]

21 = —0,

29 = xsen(d) — ycos(h),

23 = x cos() + ysen(h), (3.30)
v = —w,

vy = v+ (ycos(f) — xsen(0)w = v + zw,

tal que
Z1 = uq,
2o = 23U9, (3.31)
23 = Us.

esta forma é referenciada como encadeada. A transformagao de coordenadas pode ser

[ 29 ] _ [ sen(f) —cos(0) ] ‘ [ x ] ’ (3.32)
23 cos(f) sen(0) Yy

[3: ] _ [ sen(f)  cos() ] ' [ 2o ] | (3.33)
y —cos(f) sen(0) 23

que forma uma base ortogonal e, portanto, singularidades sao evitadas.

reescrita como:

~—

Considerando agora o problema do rastreamento de trajetoria, é possivel usar um mo-
delo interno ou modelo de referéncia com (z,1, 242, 2,3, Up1, Up2 ), um sistema real (21, 29, 23, v1, U2)

e o erro de estado do sistema, onde Z, = Z— Z.. O modelo do erro é dado por

Ze1 = U1 — Urt,
Zeo = Ze3U1 + 2r3(V1 — Up1) = (Ze3 + 2r3) (U1 — Vp1) + Zea¥yr1, (3.34)

Ze3 — U2 — Ura.
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— —> Modelo

Controlador = Sistema

Figura 3.2: Controle de seguimento com modelo interno.

O objetivo do sistema de controle é encontrar os controles (v, v2) capazes de levar os
erros de estado a zero, isto é, fazer os estados reais convergirem para a referéncia num
tempo finito.

O problema considerado neste trabalho pode ser formulado como segue:

Dado um sistema na forma encadeada (3.31), derivar uma lei de controle por realimen-
tacao globalmente estdvel para reqular a trajetoria do sistema usando modelo de referéncia

e ferramentas de controle linear, nao-linear e hibrido.

3.2.2 Proposta de Lei de Controle para Rastreamento de Traje-
toria

A partir da anélise do modelo de erro de estado (3.34), pode ser verificado que é possivel

aplicar um novo método para o rastreamento de trajetoria. O método foi desenvolvido

baseado no fluxo isoespectral [19], controle ndo-continuo [15, 93, 141, 90| e usando con-

ceitos de controle linear. O erro de estado z. pode ser exponencialmente estabilizado

fazendo
Ze3U1 + Zp3 (V1 — Up1) = —A2Ze2, (3.35)
) _ —A2ze2—2zr3(V1—Ur1) :
. Re3 = v1 )
tal que o sinal de controle seré
V] = Up1 — A%, (3 36)
—A2ze2—2r3(V1—Vr1 :

_ )
Vg = Upg + — A32e3.

v1

A Figura 3.2 mostra o sistema com o controlador.

A desvantagem deste método é que vy, nao pode ser igual a zero. Se isto acontecer,
uma singularidade na lei de controle vy ird4 ocorrer. Para contornar este problema, um
sinal na forma de onda quadrada com pequena amplitude, +e, pode ser usado no lugar
do sinal de controle, vy, sempre que vy, = 0.

Os resultados anteriores podem ser sintetizados no seguinte teorema:
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Teorema 3. Considere o sistema de erro para o robd mdvel com acionamento dife-
rencial derivado a partir do modelo na forma encadeada (3.34) e a lei de controle definida
sobre Q = {(z1, 22, 23) € R3|v; # 0} como mostrado na equagdo (3.36) com Ay, Aa, Az > 0.

Entao, o sequinte € vdlido:
1. Todos os erros de estado do sistema em malha fechada permanecem no dominio 2,

2. Todos o0s erros de estado do sistema em malha fechada sao limitados e tendem

assintoticamente para zero quando t tende ao infinito.

Prova.
Caso 1: v; # 0.

Considere a sequinte mudancga de varidvel para o sistema 3.34:

51 = Zel,

§o =22

Ze1’

§3 = Zeg + 23,

entao
§1 = U1 — Uy,

- Ze2 ZeaZe1 _ §3(v1i—vr1) Ze3Vr1 &2
= Ze2 _ Zedfel — —2(p —w
&2 Zel 22 &1 + &1 51( 1 7”1)’

63 = V2 — Urg,

considerando os sequintes sinais de controle:

U1 = VUpr1 — )\151,

Vg = Upg + P2a + P33,

logo,

51 = _>\1€17
2= M& — &+ %Um
&3 = p2&o + p3&s,

tem-se entao um subsistema com coeficientes constantes,

[5:2]:[)\1 -\ 52]_'_[%3]%1.
&3 P2 P3 3 0

Como este sistema € do tipo © = Ax + Bu, onde os coeficientes da matriz A sao

constantes, entdao a equacao caracteristica deste sistema € do tipo:

S — )\1 —)\1
—P2  S—DP3

det(sI — A) = det ([ ]) = (s = A)(s —p3) + Aipa.
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Se os coeficientes A\ e pa e p3 acima forem escolhidos de forma que a equacdo carac-
teristica acima multiplicada por (s + 1) seja Hurwitz e A, seja o menor dos autovalores,
entao o sistema (3.34) com entradas (3.36) € globalmente assintoticamente estdvel.

Caso 2: v1 = v, = 0.

Entao (3.84) assume a forma:

Zel = €,
Ze2 = Ze3€,
Geg = TA2%2 — Nszos

€

Neste caso, o erro de estado z.1 serd inicialmente igual a zero. O sinal em vy = € provocard
um pequeno deslocamento em z, gerando um erro que serd corrigido pela lei de controle
descrita no caso 1.

Como anteriormente, da sequnda equacao tem-se zZ.3€ = —Zes 0 que resulta em zez =
%. Portanto, o sinal em Z.3 ird estabilizar z.o, como no caso da estabilizacao des-
crito anteriormente. Com a estabilizacao de z.o, z.3 também serd estabilizado através de
—/\3263.

Caso 3: v1 =0 e v, = A\ 21

Neste caso, deve-se forcar v,y = 0 retornando ao sistema do caso 1. ([l

3.2.3 Controle nao-holonémico de sistemas de ordem elevada

E possivel gerar uma lei de controle para classes canonicas de sistemas de ordem elevada,
isto é, sistemas onde mais de um nivel de colchete de Lie sao necessarios para varrer o
espaco tangente ao espaco de configuracao. Ainda, uma pequena classe de sistemas de
ordem elevada, referenciados como sistemas encadeados com duas entradas, serd conside-
rada. Isto ainda é interessante porque muitos sistemas nao-lineares podem ser convertidos
para a forma encadeada.

Considere um sistema com duas entradas da seguinte forma:

21 = Uy,
Z9 = 23Uy,
23 = 24701,

(3.37)

Zn—1 = 2pl1,

Z.n = V2.

Sistemas nesta forma sao completamente nao-holonoémicos, conseqiientemente eles sao
controlaveis [107]|. Considerando o problema do rastreamento de trajetoria, é possivel usar

um modelo interno ou modelo de referéncia com (2,1, Zr2,* ** , Zpn, Up1, Up2), U sistema real
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(21,22, , Zn,V1,V2) € um sistema de erro de estados, onde Z, = Z — Z.. O modelo do

erro de estados seré:

Zel = V1 — Up1,
Ze2 = 23U1 — Zp3Up] = Ze3V1 + ng(Ul - UT1)7

Ze3 = Z4V1 — ZpaUpl = Zea¥1 + Zra(V1 — V1), (3.38)

Zen = U2 — Up2.

O objetivo do sistema de controle é encontrar os controles (vy,v9) que fazem os erros

de estado igualar a zero, isto é, os estados reais convergem para as respectivas referéncias.

O mesmo procedimento usado previamente se aplica a este caso:

2e3U1 + 23(V1 — V1) = —AoZen
— g = —)\gzg—z;i,(vl—vrl)’
ZeaV1 + Zpa(V1 — Vp1) = _/\zzg_zzf(vl_v”) — A3Ze3
— = *ng(m;?q)*)\%z + *Zr4(U17::1)7A32637 (339)
ZenV1 + Zpn (V1 — Vp1) = X0 _Z’("’”(Ul_vrl)v;)‘"flsze("**j) — An—1%e(n-1)
1

n—3 ~Zr(nt1-5) (V1 =Vr1) = An—jZe(n—j)

= Zen = 25,

J bl
U1

tal que os controles serao

V1 = Up1 — A1 Zel,

_3—z (V1 —=Vr1) —An—jZe(n—;
Vg = Upg + (E?:f — J)( U; S - J)) - )‘nzen-
1

(3.40)

Entao, o teorema 3 pode ser generalizado como segue:

Teorema 4. Considere o sistema de erro de estados derivado a partir de modelos na
forma encadeada (3.38) e a lei de controle definida sobre Q = {(21, 22, -+, z,) € R"|v1 #
0} como mostrado nas equagoes (3.40) com A, Ao, -+, Ay > 0 e as raizes da equagdo
caracteristica geradas pelo sistema obtido desta forma apresentando parte real negativa.

Entao, o sequinte € vdlido:
1. Todos os erros de estado do sistema em malha fechada permanecem no dominio 2,

2. Todos os erros de estado do sistema em malha fechada sao limitados e tendem

assintoticamente a zero quando t tende ao infinito.

Prova:
Caso 1: v; # 0.
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Considere a sequinte mudanca de varidvel:

fl = Zel,
— _Re2
52 — Tn—-29
Zel
6‘3 — Z€3+23’7‘3
n— )
Zel
é’, __ ZeitZri
1 n—i 9
Zel
fn = Zn,

entao

51 = U1 — U1,
; . s
C= 2% —(n—2)32%ia = (—53 o )52> v+ v,

el el

: . Zei ; > 3 _ 5i+17(n7i)5i 5(1+1)+Z7‘(1+1)
5@‘ = 35 — (TL - Z)Znﬂurl Zel = <—£1 U1 + — =z Ur1,
. el

Ze1 el

gn = U2 — Vg,

usando os sinais de controle propostos

U1 = Up1 — )\151,

Vg = Vo + P2l + - -+ + prén,

logo,
é:l = _)\lgla
L= (& —(n—2)&) (—A) + Z“JFZ”UM = M& —Mi(n —2)& + 5,
& = (L — (n—9)&) (A1) + M — b= M= D + Ty,

én :p2§2 + - +pn§nu

tem-se entao um subsistema com coeficientes constantes,

53 0 —)\1 (TL — 3))\1 e 0 0 53 %
= + Ze% Ur1
én P2 D3 D4 tt Pn-1 Dn gn 0

Como este sistema € do tipo © = Ax + Bu, onde os coeficientes da matriz A sao

constantes, entao a equacao caracteristica deste sistema € do tipo:
det(sI — A).

Se o0s coeficientes A\ e pa,p3, -+, Pn, acima forem escolhidos de forma que a equa-

¢ao caracteristica acima multiplicada por (s + A1) seja Hurwitz e \y seja o menor dos
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autovalores, entdo o sistema (3.38) com entradas (3.40) € globalmente assintoticamente
estdvel.
Caso 2: vy = v,; = 0.

Entao (3.38) assume a forma:

Zel = €,

Ze2 = Ze3€,

. - n—1 —\:z..
Zen = Zi:Q €nl—im - )\nzen-

Neste caso, o erro de estado z.; serd inicialmente igual a zero. O sinal em vy = € provocard
um pequeno deslocamento em z, gerando um erro que serd corrigido pela lei de controle
descrita no caso 1.

Como anteriormente, da sequnda equacao tem-se z.3€ = —Zes 0 que resulta em zez =

—22 ¢ assim sucessivamente. Portanto, o sinal em Ze3 ird estabilizar zey e 0s demais
estados como no caso da estabilizacdo descrito anteriormente. Com a estabilizacdo de
Zeis Zen também serd estabilizado através de —\,Zey,.

Caso 3: v1 =0 ¢ v, = A\ 21

Neste caso, deve-se forcar v,y = 0 retornando ao sistema do caso 1. ([l

3.2.4 Simulacoes Numeéricas

Nesta secao, algumas simulacoes em computador sao apresentadas para demonstrar o
desempenho do controlador e para validar a metodologia construtiva.

Exemplo 1 (trajetoéria circular): Considere o simples exemplo de um sistema de
controle nao-holonomico, particularmente o robé6 mével com acionamento diferencial. As
equacoes na forma encadeada para este robd méovel podem ser escritas como as equacoes
(3.31) e 0 modelo de erro de estados como em (3.34).

Uma simulagdo em computador foi efetuada usando os sinais de controle (3.36) e o
chaveamento por relé para evitar que v,; seja igual a zero, como descrito anteriormente.
A Figura 3.3 apresenta os resultados da simulagdo do sistema sob as seguintes condi-
goes: a posigao inicial do robo foi escolhida como sendo (z1, 29,23)7 = (0.1,0.1,0.1)7,
(2015 2025 2r3) T = (0,0,0)T e Ay = 1, A5 = 50, A3 = 20. Com w = v,; = 0.6 e v = v,9 = 0.3,
uma trajetéria circular é obtida. Pode ser visto que a convergéncia é exponencial.

A Figura 3.4 mostra as trajetorias referéncia e real no plano X-Y. Note que a trans-
formagao de coordenadas (3.32) é apenas uma rotacdo no plano X-Y. O erro inicial é
eliminado e v; = v,1 € vo = v,9. O grafico da evolucao dos estados mostra que z; também
converge para zi.

Exemplo 2 (trajetoria zig-zag): Considere novamente o robé moével com aciona-

mento diferencial. Simulag¢oes foram efetuadas usando as entradas de controle (3.36) e
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Figura 3.3: Evolucao dos erros de estado e dos sinais de controle para o robé mével com aciona-

mento diferencial seguindo trajetéria circular.
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Figura 3.5: Evolucao dos erros de estado e dos sinais de controle para o robd moével com aciona-
mento diferencial seguindo trajetéria zig-zag.

o chaveamento por relé para evitar que v, seja igual a zero. A Figura 3.5 apresenta
o resultado da simulacao sob as seguintes condigoes: a posicao inicial do robo mo-
vel foi escolhida como sendo (21,22, 23)7 = (0.1,0.1,0.1)T, (2.1, 202, 23)T = (0,0,0)T e
M =1, =2 X=3 Comuv=uvs=03ew = v, igual a uma onda senoidal com
amplitude de 0,3 e freqiiéncia de 1 rad/s, obtem-se uma trajetoria em zig-zag. Pode ser

visto que a convergéncia é exponencial mesmo quando o sinal de w se torna negativo.

A Figura 3.6 mostra as trajetorias referéncia e real no plano X-Y. O erro inicial tende
a 7Zero e vy = v, e Vg = vUpg. O grafico da evolucao dos estados mostra que z; também

converge a zq.

Exemplo 3 (exemplo comparativo): Jiang e seus colaboradores (2001) consideram
o controle global de rastreamento para o modelo cinematico do robé mével com aciona-
mento diferencial. Eles usaram o modelo (3.29), com uma transformagao de coordenadas

adequadas como as da equagao (3.30), e o seguinte modelo de erro de rastreamento:

Te = WY, — U + v, cos(b,),
Yo = —WZTe + vp.sen(0,), (3.41)

0 = w, — w.
E mostrado [72] que a seguinte lei de controle resolve o problema de rastreamento:

A vrye sen(fe
w = w, + PR Gy, (6),

(3.42)
v =0, co8(0e) + hy, (),

onde A1, A2, A\3 s2o parametros positivos de projeto. O exemplo do robo mével foi simulado

PPGEE Figueiredo, L. C. (2004) UFMG



52 Estabilizacao e rastreamento de trajetorias através de realimentagao nao-linear

Grafico Z,X2,
6 T T

Eixo Z, [m]

-15 -1 -05 0 0.5 1 15 2
Eixo zZ, [m]

Figura 3.6: Evolucao das trajetérias referéncia e real do robé mével com acionamento diferencial
seguindo trajetéria zig-zag.

usando a trajetoria zig-zag anterior com Ay = 10 e hy,(s) = hy, = tanh(s) e as mesmas
condicoes iniciais do exemplo 2. A Figura 3.7 apresenta os resultados da simulacao. Pode

ser visto que todos os erros de estado convergem.

A Figura 3.8 mostra que a trajetoria real segue a referéncia (no plano X-Y). Com a

evolucao do sistema, o erro de posicdo inicial (offset) diminui.

Exemplo 4 (trajetoria zig-zag com ruido): Simulagdes foram efetuadas usando as
entradas de controle (3.36) e o chaveamento por relé para evitar que v; seja igual a zero. A
Figura 3.9 apresenta o resultado da simulacao sob as seguintes condi¢oes: a posicao inicial
do robod movel foi escolhida como sendo (21,22, 2z3)7 = (0.1,0.1,0.1)T, (2,1, 20, 2,3)T =
(0,0,0)0T e Ay = 1, Ay = 2,A\3 = 3. Com v,5 = 0.3 e v,y igual a uma onda senoidal com
amplitude de 0,3 metros e freqiiéncia de 1 rad/s, obtem-se uma trajetéria em zig-zag.
Foram introduzidos ruidos com amplitude méxima de 0,02 metros em z1, 29, 23, simulando
erros de medicao nestes estados. Pode ser visto que a convergéncia é exponencial mesmo
quando o sinal de w se torna negativo. Entretanto, quando o sinal de controle v passa por
zero, ha um aumento na amplitude do sinal de controle (devido ao chaveamento), porém

o controle do sistema ainda é mantido.

A Figura 3.10 mostra as trajetorias referéncia e real no plano X-Y. O erro inicial tende
a 7Zero e vy = vy € Vg = vUpg. O grafico da evolucao dos estados mostra que z; também

converge a zq.
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Figura 3.7: Evolucao dos erros de estado e sinais de controle para o rob6 mével com acionamento
diferencial de Jiang.
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Figura 3.8: Evolucao das trajetorias referéncia e real para o robé moével com acionamento dife-
rencial de Jiang.
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Figura 3.9: Evolucao dos erros de estado e dos sinais de controle para o robé mével com aciona-
mento diferencial seguindo trajetéria zig-zag com ruido nos estados medidos.
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Figura 3.10: Evolucao das trajetorias referéncia e real do robé mével com acionamento diferencial
seguindo trajetéria zig-zag com ruido nos estados medidos.
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3.3 Conclusao

O trabalho apresenta uma nova técnica de realimentacao nao-linear de estados para o
projeto de um controlador para estabilizacao e seguimento de trajetoria. Estes contro-
ladores sao especialmente adequados em aplicacoes envolvendo sistemas nao-lineares na
forma encadeada com duas entradas. O método permite ajustar valores que assintotica-
mente estabilizam o sistema de uma forma facil. O critério de Routh-Hurwitz e a escolha
de autovalores que satisfacam as condicoes dos teoremas 1 — 4 sao usados para provar a
estabilidade do sistema e projetar o controlador. Os poélos devem ser escolhidos de forma
a atenderem o descrito nos teoremas 1 e 2, no caso de estabilizacao, e teoremas 3 e 4
para o caso de rastreamento de trajetorias. Como mostrado nos teoremas 3 e 4, para o
rastreamento de trajetoria, um sinal de baixa amplitude (2% do valor nominal do sinal de
entrada) na forma de onda quadrada (ou sinal ciclico com média zero) deve ser aplicado
ao controlador para garantir que o sistema nao exiba singularidades quando a velocidade
angular é igual a zero (vy = 0).

A metodologia do projeto de controladores para o rastreamento, bem como as leis de
controle obtidas, nao encontram similaridades com outros trabalhos apresentados na lite-
ratura, constituindo uma contribuicao original ao desenvolvimento de métodos de controle

para sistemas com restricoes nao-holondémicas.
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Capitulo 4

Rastreamento de trajetoérias
empregando o Controlador Preditivo

(Generalizado

O problema do rastreamento de trajetéria para sistemas nao-holonomicos é (relativa-
mente) mais facil de resolver do que o da estabilizacdo num ponto de equilibrio [145].
Métodos simples utilizando controladores PID [119] e trajetorias compativeis com as res-

tri¢oes nao-holonomicas [66] ja foram propostos. Pesquisas mais recentes incluem:

1. O trabalho de Jiang [73], que desenvolveu uma metodologia usando realimentagao
variante no tempo e o integrador de um passo atras (backstepping), aplicada a um
robo movel com acionamento diferencial; esta metodologia foi estendida a sistemas

na forma encadeada |74] e a sistemas com incertezas |70|.

2. O rastreamento de trajetérias para navios sub-atuados usando o método direto de
Lyapunov [71], e o guiamento de veiculos marinhos usando modelos em coordenadas
polares [11, 10].

3. O rastreamento de trajetoria empregando estratégias de modo deslizante para robos

moveis com acionamento diferencial [148, 147, 26].

Neste trabalho, um novo método para projetar sistemas de controle para se obter o
seguimento de trajetoria de sistemas nao-holondmicos é proposto. Esta nova metodologia
utiliza um modelo preditivo de faixa ampla (horizonte de controle estendido), no qual
os erros do rastreamento sdo realimentados (através de um controlador) para estabilizar
os estados reais as referéncias de estados futuros. Os erros de estado sao funcoes dos
sinais de controle e referéncias de estado. Ajustando os sinais de controle adequadamente
o sistema pode ser estabilizado. Para mostrar as propriedades do esquema proposto,
sistemas compostos de trés estados e duas entradas ou controles com restricoes nao-

holondémicas e sistemas de ordem elevada sao considerados aqui como estudo de casos.
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58 Rastreamento de trajetdrias empregando o Controlador Preditivo Generalizado

A utilizacdo do Controle Preditivo Generalizado (CPG) tem como vantagem adicional

a robustez devido a estimacao recursiva do modelo do sistema durante a etapa de controle.

4.1 Controlador Preditivo Generalizado |27, 28]

O Controlador Preditivo Generalizado (CPG) foi proposto por Clarke [27, 28] para resolver
problemas que o Controlador de Variancia Minima e o Controlador por Alocagao de Polos
apresentavam tais como: problemas quanto a incerteza a respeito do tempo morto do
processo e sobreparametrizacao do modelo. Isto é obtido através do uso de previsoes do
sinal de saida do processo em varios intervalos de amostragem ("horizonte de previsao")
e fazendo suposicoes a respeito das acoes de controle futuras. Uma dessas suposicoes é a
de que, além de um certo "horizonte de controle", as variacoes do sinal de controle sao
nulas.

A escolha dos valores para os horizontes de controle e de previsao produz diferentes
algoritmos de controle, como, por exemplo, o proprio Controlador de Variancia Minima
(CVM). Dessa forma, o CPG pode ser usado tanto em plantas simples, com pouco conhe-
cimento a respeito do processo, quanto em sistemas mais complexos (de fase ndo-minima,
instaveis, ou com tempo morto variavel), sendo particularmente adequado para controle
de sistemas que exigem alto desempenho como no caso dos sistemas flexiveis.

A idéia de um controle preditivo é que dado:

e um modelo adequadamente parametrizado M (6),

e um vetor y = [y(t),y(t — 1),---]T com as saidas passadas,

e um vetor w = [w(t + 1), w(t + 2),---]* com as futuras referéncias,
e um vetor u = [u(t — 1), u(t — 2),---]7 dos controles passados,
e um vetor Au = [u(t),u(t + 1),---]7 dos potenciais controles futuros (também cha-

mados de controles projetados),

a predi¢ao da saida (¢t + j) sobre uma faixa que vai até um "horizonte de predi¢ao" pré-
especificado pode ser calculada. Correspondendo a estas predicoes ha os "erros preditos
do sistema", e(t+ j) = w(t+ 7) — y(t + j), os quais também podem ser montados num
vetor € = [e(t + 1),e(t +2),---]7. A questdo chave é determinar quais consideragoes
devem ser feitas sobre as acoes de controle futuras.

Todos os futuros controles (exceto pelos dltimos d, onde d é o parametro de atraso)
afetam o vetor e e assim devem ser levados em consideragao. Se o projeto envolve utilizar
todos os valores dos controles, entdo os valores de u(t + j) até um horizonte de predi-

¢cao devem ser incluidos. Supondo, entretanto, que sejam considerados incrementos nos
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controles ao invés do valor total do controle, entao se pode assumir um "horizonte de

controle", NU, apo6s o qual estes incrementos sejam iguais a zero
Au(t+j)=ut+j)—ult+j—1)=0, j > NU.

Isto implica num controle constante (e possivelmente nao nulo) apos este horizonte, e

num vetor Au de incrementos projetados para o controle

Um caso particular de muita importancia é quando NU = 1 onde apenas um incre-
mento de controle deve ser calculado: Au(t) = u(t) — u(t — 1).

Todos os algoritmos de controladores que utilizam predi¢ao longa a frente calculam o
vetor de controles usando a otimizacao de alguma funcao de controle. No caso do CPG,

a funcao de controle utilizada é

Ny NU
Jopa = Y €t +7)+ > M)A (t+j 1),
Jj=N1 Jj=1

onde Ny e Ny sdo os "horizontes de previsao", NU (< Ni) é o "horizonte de controle" e

A(j) sado pesos atribuidos aos incrementos no sinal de controle.

4.1.1 Descricao da planta

Quando é considerado um modelo sobre um ponto de operacao particular, até uma planta

nao-linear geralmente admite um modelo linearizado localmente:

Alg My(t) = Blg " u(t — 1) + =(2),

onde A e B sao polinomios do operador ¢~ *:

A(q_l) =1 + alq_l + -+ anaq_na7
B(g') =bo+bigt + -+ bug ™,

u(t) é a entrada de controle, y(t) é a variavel medida ou saida e z(t) é um termo de
disturbio.

Na literatura, z(t) tem sido considerado como tendo a forma de média movel:

z(t) = Clg~1)E(),

onde, C(q7') = 14+c1q7 +- - +cneq " € £(t) € uma seqiiéncia aleatoria nio correlacionada.
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Combinando estes resultados, obtem-se o modelo CARMA (Controlado, Auto-Regressivo
de Média Movel):
A(gy(t) = Blg Hu(t — 1) + C(g7E(1).

Embora muitas teorias de auto-regulagem sejam baseadas neste modelo, ele parece ser
inapropriado para muitas aplicagoes industriais nas quais os distturbios sao nao-estacionarios.
Para acomodar distirbios como, por exemplo, mudancas na qualidade do material e mo-

vimento Browniano, um modelo mais apropriado seria:

w(t) = Clg)E(t)/A,

onde A é o operador diferencial 1 — ¢ .
Utilizando este ltimo termo de disttirbio chega-se ao modelo CARIMA (Controlado,

Auto-Regressivo, Incremental com Média Movel):
Alg " y(t) = Blg ult — 1) + Clg E)/A.

Para simplificar o desenvolvimento a seguir, C(¢~') é escolhido ser 1 (alternativamente

C' ¢ truncado e absorvido dentro dos polinémios A e B) para gerar o modelo:
Alg Ny(t) = Blg Hult — 1) +&(6)/A. (4.1)

Para derivar um passo j a frente utiliza-se este modelo e um preditor baseado na
equacao Diofantina:
1=EQG)(q AW )A+q7F() ™), (4.2)

onde E(j)(¢71) e F(5)(q™') sdao polinomios somente definidos por A(g~') dado e o intervalo
de predigao j. Se (4.1) ¢ multiplicado por E(j)(¢~")A¢’, tem-se:

E@G)(q A Ayt +7) = E()(q ) Bla ) Au(t +5 — 1) + E(j) (g8t +j).
E substituindo por E(j)(¢ 1) A(¢~1)A de (4.2), da:
y(t+7) = E(G)(a ) Bla ) Au(t + 5 — 1) + F(5) (¢ y(t) + E(G)(q e +5).  (4.3)

Como E(j)(¢') é de grau j — 1, as componentes do "ruido" estao todas no futuro de
maneira que o preditor 6timo, conhecidos os dados de resposta medidos até o tempo ¢ e

qualquer u(t + ¢) dado, para i > 1, é claramente:
gt +jlt) = GG HAu(t + 5 — 1) + F(j) (g )y(t), (4.4)

onde, G(j)(¢~") = E(j)(q~")B(g™).
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Note que G(j)(¢7') = B¢ H)[1 ¢ 7F(j)(g")]/A(¢g A, de maneira que um meio
de calcular G(j)(¢™!) é simplesmente considerar a transformada Z da resposta da planta

e tomar os primeiros termos j.

4.1.2 Estimador de parametros

Em aplicagoes utilizando o CPG adaptativo, os parametros dos polinémios A(q~!) e
B(q™') sao estimados recursivamente "on line" (A, B) e sdo utilizados na equacio da
malha fechada. Isto confere maior robustez ao sistema. Observa-se que o CPG nao é
afetado pela sobreparametrizacao do modelo.

O estimador de parametros utilizado neste trabalho é o estimador por minimos qua-
drados recursivo com fatoracao UD da matriz de covariancia.

O anexo B reapresenta a prova do Teorema da Estabilidade do Controlador Preditivo

Generalizado apresentada por Clarke [27].

4.2 Controle Preditivo Generalizado para rastreamento

de rob6s moveis

O robo6 moével com acionamento diferencial pode ser descrito em formas canonicas como:
cartesiana, encadeada, de poténcia, anti-simétrica e na forma de integrador nao-holonémico
[43]. Na forma cartesiana, a cinematica do robé é modelada pelo seguinte conjunto de
equacoes diferenciais:
& = wvcos(d),
y = vsen(f), (4.5)
0=w,
onde (x,y) denota a posi¢do do centro de massa do robd, 6 é o angulo de dire¢ao do robhd,
v ¢ a velocidade a frente, enquanto w é a velocidade angular do robo.
O modelo (4.5) assume rolamento puro, sem escorregamento, desprezando a massa e
a inércia das rodas.
Também, pode-se mostrar que

v =uin e w = YUz, (4.6)

onde vy (v2) é a velocidade linear de um ponto localizado na borda da roda 1(2), e L ¢ a
distancia entre os centros das rodas.

Arai [13] apresenta a discretizagdo de um sistema nao-linear na forma:

q=9g(q,u), (u : entrada),
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com um intervalo de amostragem de At. O estado ¢(k — 1) do sistema discretizado é
amostrado a partir do estado ¢(t) do sistema continuo original como ¢(k — 1) = ¢((k —
1)At, k = 0,1,---). Entradas constantes por parte, u(t) = u(k — 1), sdo aplicadas ao
sistema continuo durante cada intervalo (k—1)At < ¢t < kAt). Entao o estado no proximo

passo é,
kAt

a(k) = qlk— 1) + /( o(q,ulk — 1))dt.

k—1)At
Uma vez que u(k — 1) e At sdo constantes, a integral resulta numa funcao de g(k —1) e
u(k —1).

Aplicando este método ao sistema (4.5), Arai chega aos seguintes resultados:

e quando w(k — 1) # 0,

(k) =x(k— 1)+ [sen(0(k — 1) + w(k — 1)At) — sen(0(k — 1))]Jv(k — 1) /w(k — 1),
y(k) =y(k —1) + [cos(0(k — 1) + w(k — 1)At) — cos(0(k — 1))|Jv(k — 1) /w(k — 1),
Ok —1) 4+ w(k — 1)At;

e quando w(k —1) =0,

(k) =ax(k —1) + cos(8(k — 1))]v(k — 1)At,
y(k—1) + sen(6(k — 1))Jv(k — 1)At,
O(k)=0(k—1).

Para utilizar a discretizacao acima é necessario chavear entre modelos dependendo
do valor de w(k — 1). Para w(k — 1) proximo de zero pode haver singularidade. Pode-
se evitar estes problemas usando um modelo aproximado. Aplicando a aproximacao de
Euler a terceira equagdo em (4.5), obtem-se: 6(k) = 0(k — 1) + w(k — 1)At, uma vez
que entre os instantes de amostragem [k — 1, k) os sinais de controle (v, w) permanecem
constantes e iguais a v(k — 1) e w(k — 1) [39]. Na primeira e segunda equagoes em (4.5)
aparecem o0s termos co-seno e seno, respectivamente. No instante de amostragem k — 1
tem-se: cos(f(k — 1)) e sen(f(k — 1)). Imediatamente antes do instante de amostragem
k tem-se: cos(0(k — 1) +w(k — 1)At) e sen(0(k — 1) + w(k — 1)At). Usando conhecidas
identidades para cos(a + b) e sen(a + b) chega-se a:

cos(0(k — 1) + w(k — 1)At) = cos(6(k — 1)) cos(w(k — 1) At)—
—sen(0(k — 1))sen(w(k — 1)At),

sen(0(k — 1) +w(k — 1)At) = sen(6(k — 1)) cos(w(k — 1)At)+
+cos(0(k — 1))sen(w(k — 1)At),

Uma vez que o sinal de controle tem valor limitado (w,,.. = 1) e que o periodo de

amostragem sera curto, de forma que cos(w(k—1)At) = 1 e sen(w(k—1)At) ~ 0, pode-se
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aproximar o sistema considerando que cos(0(k — 1)) e sen(f(k — 1)) sao constantes entre
os instantes de amostragem [k — 1, k). Note que isto sera sempre verdade para w = 0, ou
seja, para movimentos retilineos. Assim, aplicando a aproximacao de Euler e fazendo as

consideracoes acima, o sistema (4.5) pode ser discretizado como:

x(k)=xz(k—1)+v(k —1)cos(0(k — 1))At,
y(k—1) +v(k — 1)sen(0(k — 1)) At, (4.7)
(k) =0(k—1) 4wk —1)At,

onde x(k) indica o valor de x no instante de amostragem k e x(k — 1) seu valor anterior
(isto é, no (k — 1)-ésimo instante de amostragem) [111]|. Para efeito de simulacao, valores

de At < 100 mili-segundos mostraram que a aproximacao é valida.

Um modelo geral para o robd moével pode ser obtido a partir dos modelos dados pelas

equagoes (4.7) e (4.6), o que resulta em:

w(k) = Box(k — 1) 4+ (Yorui (k — d) + Yeous(k — d)) cos(8(k — 1)),
y(k) = By.y(k — 1) + (vaur(k — d) + yus(k — d))sen(6(k — 1)), (4.8)
O(k) = Pa.0(k — 1) + yoru1 (k — d) + voouz(k — d),

onde B, =By, =Bp =1, Yoi = Vi = ‘”2“, Yor = —Yo1 = “iTAt e d é o atraso de transporte.

Considera-se o problema do rastreamento de uma trajetoria referéncia possivel, isto
é, uma trajetoria w,, w,, wy satisfazendo (4.8). Esta trajetoria referéncia pode ser gerada
por qualquer das técnicas de planejamento do movimento disponiveis na literatura [78|.
O objetivo do sistema de controle é encontrar controles (uj, us) capazes de levar os erros

de estado (4.9) a zero, ou seja, fazer os estados reais convergirem a suas referéncias.

e (k) = wy(k) — z(k),
ey = wy(k) — y(k), (4.9)
69(1{7) = wg(k?) - Q(ki)

O problema considerado neste trabalho pode ser formulado como:

Dado um sistema na forma cartesiana nao-holonomica (4.8), derivar uma lei de con-
trole estavel para reqular a trajetoria do sistema usando controle preditivo com horizonte

estendido e um procedimento "on line" de identificacdo de sistema, tal que

lim Z {lwalk + 3) — 2(k + 1)) + [wy(k + 5) — y(k + 1)]> + [we(k + j) — 0k + ))>} =0

k— 00
Jj=N1

usando sinais de controle limitados, u; e us.
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4.2.1 Proposta de lei de controle para rastreamento de trajetoria

Considere um modelo CARIMA do tipo
Al Ay (k) = By (¢ ) Aur(k — 1) 4+ Bya(q ™) Aug(k — 1) + Clg~HE(R),

e a identidade
1=E@G) (g HAG YA+ ¢ F()(g™),

onde E(7)(qg7!) e F(j)(¢™') sdo polinomios unicamente definidos por A(¢'), C(¢!) e pelo
intervalo de predigao j. Multiplicando-se a equagao do modelo CARIMA por E(5)(q™ 1) A¢,
e considerando C(q™1) = 1, tem-se (nas equagoes a seguir o termo (¢~!) serd omitido para

simplificar a notagao):
E()AAyY(k +1) = E(j)BpAui(k +j = 1) + E(j)BypAug(k +j — 1) + E(G)E(k + j).

Substituindo E(j)AA dado pela equacao Diofantina (ver forma recursiva no Anexo C),

obtem-se:
y(k +j) = E(j)BpAui(k + j — 1) + E(j) ByaAua(k +j — 1) + F(j)y(k) + E(G)E(k + 7).

O preditor 6timo (com dados obtidos até o tempo k), fazendo E(j)B, = Gu(j) e
E(]>By2 = Gy2(j)a é:

gk +7) = Gu()Aur(k + 5 = 1) + Ga() Aug(k +j — 1) + F(j)y (k). (4.10)

Aplicando este resultado (4.10) ao modelo CARIMA do rob6 movel com acionamento

diferencial na forma cartesiana:

z(k) = Agx(k — 1) + [BaAuy(k — 1) + BpoAug(k — 1)]cos((k — 1)) + Cobal(k — 1),
y(k) = Ayy(k — 1) + [BpAuy (k — 1) + BpAug(k — 1)]sen(0(k — 1)) 4+ C,&, (k — 1),
0(k) = Agf(k — 1) 4+ Bop1Auy(k — 1) + BpaAug(k — 1) + Coy(k — 1),

(4.11)
onde C, = C, = Cy = 1, chega-se ao preditor 6timo:

B(k +j) = Gar(j) cos(0(k + j — 1)) Aur(k + j — 1)+

+Gac2(J) cos(0(k +j — 1)) Aug(k +j — 1) + Fo(j)a(k) + Eo(j)&(k + J),
gk +7) = Gyu(j)sen(0(k +j — 1)) Aur(k +j — 1)+
) +Gy2(J)8 n(0(k +j —1))Aus(k +j — 1) + F,(7)y(k) + £, ()& (k + J),
Ok +j) = Gor(j)Aur(k + j — 1) + Goa(j) Auz(k + j — 1)) + Fp(j)0(k)+

+Eo ()80 (k + ), )
4.12

PPGEE Figueiredo, L. C. (2004) UFMG



4.2 Controle Preditivo Generalizado para rastreamento de robos moéveis 65

onde k é a amostragem corrente, j indica o nimero de amostras a frente, A é o operador di-
ferenga (1 - qil)a le(]) = Ezl(j)B:cla GJ:Z(]) - ExQ(j)Baﬂa Gyl(]) == Eyl(j)Byla Gy?(]) =
Ey(j)By2, Gor(j) = Eo1(j)Bo1, Go2(j) = Eoa(j) B2, F2(j) = q(1 — A), Fy(j) = q(1 —
A 1) &

Ay), Fy(j) = q(1— Ay

nao correlacionado.

(k) é um distturbio aleatorio Gaussiano com média igual a zero e

Estima-se os parametros do modelo dado pela equagao (4.11) assumindo que o sistema
é pseudo-linearizavel [151, 150] (o sistema é linear nos parametros), utilizando o mé-
todo dos minimos quadrados recursivo ("on line") com fatoracdo UD da matriz de co-
variancia. Neste caso os parametros de A,, By, By $30 estimados a partir dos sinais
w(k—1), Auy(k — 1)cos(0(k — 1)), Aug(k — 1)cos(A(k — 1)); os de A,, By, By sdo estima-
dos a partir dos sinais y(k — 1), Auy(k — 1)sen(0(k — 1)), Aug(k — 1)sen(8(k — 1)); e os
de Ay, By1, Bys sdo estimados a partir dos sinais 0(k — 1), Auy(k — 1), Aug(k — 1) (modelo
linear neste tltimo caso). Como os parametros de (4.11) sdo lineares o calculo de G, F
e F é realizado como descrito na secao anterior. Caso haja erro no modelo nao-linear
assumido na pseudo-linearizacao, pode ocorrer: necessidade de estender o modelo para
acomodar os novos parametros; o erro nao ter correlacao alguma com os sinais de con-
trole, e neste caso o CPG continuaria operando normalmente; aparecer um novo termo
nao-linear, e neste caso a lei de controle derivada para este sistema nao seria mais valida.
Neste tltimo caso, dois estados convergeriam (estados controlados diretamente) e o ter-
ceiro apresentaria um erro de "offset". Para a derivacao do algoritmo do CP@G, assume-se

a seguir A\(j) na funcdo de custo constante e igual a A\, e Ny =1 e Ny = N, assim:

T(k+1)=Gp(1)cos(0(k))Auy (k) + Gua(1) cos(0(k))Aus (k) + F.(1)x(k)+
+E,(1)&(k + 1),

Tk +2) = Gy1(2) cos(0(k + 1)) Aug (k + 1) + Go2(2) cos(6(k + 1)) Aug(k + 1)+
+F(2)z(k) + B (2)&(k + 2),

i"(k + N) =G (N)cos(@(k+ N —1))Auy(k+ N — 1)+
+Goa(N)cos(0(k + N — 1)) Aug(k + N — 1) + Fo(N)a(k) + E.(N)&(k + N).

O sinal z(k + j) consiste de quatro termos: dois dependentes de a¢oes de controle futuras
a serem determinadas, um dependente de sinais de controle passados e saidas medidas, e
o quarto dependente de perturbacgoes futuras.

Chamando de f,(k + j) a componente de #(k + j) composta de sinais conhecidos no
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instante k, entao:

fe(k+1) = [G 1(1) = ga1(1,0)] cos(0(k)) Aua (k) + [Gaz(1) = goz(1, 0)] cos(0(k)) Aua (k) +
Fo(1)a(k).

fe(k +2) = [sz1(2) — 2021(2,0) — ga1(2, 1) cos(6(k)) Aur (k) +

+[2G22(2) — 2922(2,0) — g22(2,1)] cos(8(k))Aua (k) + F(2)z(k),

Na forma matricial, tem-se:

X = GuMU, + G oMU, + F, + E,, (4.13)
onde:
X =[#(k+1),8(k+2), -, 2(k+N)"
U, = [Aui(k), Aug (k + 1), -+, Aug(k + N = 1)]"
Uy = [Aug(k), Aug(k + 1), -+, Aug(k + N — 1)]7
Fo=[falk+1), fulk+2),-, fulk+ N)]”

G,1 e Go sao matrizes triangulares inferiores:

[ 9.(1,0) ]
é:r:l _ gzl(?v 1) gxl(?v 0) :

_gxl(Nv.N_l) gxl(N7.N_2) 9x1(N»0) J

[ 9x2(1,0) ]
G, — ng(?a 1) 9x2(?7 0) ,

i gxz(N,.N— 1) gaz2<N7.N_2) gxz(N, 0) |

e M é uma matriz diagonal:

cos(0(k)) 0 0
v 0 COS(@(/:C +1)) 0
6 0 COS(@(’C-};N— 1))

Repetindo o mesmo procedimento para §j(k + j) e 0(k + j), obtem-se:

Y:éleﬁl+éy2Nﬁg+Fy+E~’y, (414)
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onde:
Y =[(k+1),9(k+2),-- gk + N)]"
Uy = [Auy(k), Auy(k + 1), -, Auy(k+ N — 1)]"
Uy = [Auy(k), Aug(k + 1), -+, Aug(k + N — 1)]"
Fy=1fy(k+1), fy(k+2),- f(k+ N)"
E, = [E,(&(k+1), E,(2)6(k +2), -, By(N)E(k+ N)J"
éyl e GNyz sao matrizes triangulares inferiores:
[ 9(1,0)
éyl _ gyl (27 1) gyl <2a O)
_gyl(NaN_l) gyl(NaN_Q) gyl(Na()) a
[ 9,2(1,0)
- 2,1 2,0
Gyg _ ng(. ) ng(. )
L gy2(NaN_1) ng(N,N—Q) ng(N,O) _
e N é uma matriz diagonal:
sen(0(k)) 0
- 0 O(k+1
go| 0 senletha)
0 0 sen(f(k + N —1))
© é dado por:
@:églﬁl—Féggﬁg—Fﬁg—i—E@, (415)
onde:
N . . T
©=\0k+1),0(k+2),---,0k+N)| ,
Uy = [Auy(k), Auy(k+ 1), -+, Aug(k+ N —1)]"
Uy = [Aug(k), Aug(k+1), -, Aug(k + N — 1)]"
Fy = [folk +1), fo(k +2),---, folk + N)I"
Ep = [Ep(1)E(k + 1), Eg(2)6(k +2), -+, Eo(N)E(k + N)J"
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e Gg1 e Gy sa0 matrizes triangulares inferiores:

ge1(1,0) 0 0
~ 991(27 1) 991(27 O) e 0
Gogr = : . , :
L g@l(NaN_ ]-) g@l(NvN_2> 991(N70) ]
[ g62(1,0) 0 0 ]
~ 992(27 1) 902(27 O) e 0
Goo = : . , :
L gOQ(NaN_ 1) gQQ(NvN_ 2) gGQ(Na O) ]

Considerando os vetores ey, ey, ey compostos pelos erros preditos no futuro para o
sistema w,(t + j) — #(t 4 7), wy,(t + 5) — §(t + §),we(t + j) — O(t + 7), a seqiiéncia de
controles futura, Auy(t + j), Aus(t + j), é escolhida pelo CPG, no instante t, de forma a

minimizar a seguinte funcao custo:

Ny . Ny . No .
J = E{Zj:Nl ea(t+7)+ Zj:Nl e’f/(t + ) + Zj:Nl eg(t +7)

4.16
AN A4 - 1)+ SN A1 - 1)), (4.16)

onde

e N, é o horizonte de custo minimo,
e N, é o horizonte de custo maximo,
e NU é o horizonte de controle, e

e )\ ¢ o peso do sinal de controle,

sujeito a restri¢ado que os incrementos no controle Aw;(t + j) para 7 > NU sdo nulos.

A funcao de custo pode também ser expressa na forma:

J=FE{(X = W,)"(X =W,) + (Y = W,)T(Y = W,) + (0 — Wp)T (0 — Wy)+
TNUTU, + NUTU, Y,

isto é, substituindo XY, e © pelos valores dados nas equacoes 4.13, 4.14 e 4.15, chega-se

a.

J = E{(Go MU, + GooMU, + E, + Ey — W) ' (Goy MU, 4 Goua MU, + Fy + E, — W)+
+(GNU, + GoNU, + F, + E, — W,)T(GuNU, + GoNUs + E, + E, — W,)+
+(GorUy 4 GooUs + Fy + Eg — Wy) T (G Uy + GooUs + Fy + Ey — Wy)+
FANULU, + \UT U, },

(4.17)
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onde,
W, = [we (k4 1), we(k+2),- - w.(k+ N)]T
W, = [wy(k +1),wy(k+2), -, w,(k+ N)"
Wp = [we(k + 1), we(k +2),- -, we(k + N)]"

Na funcdo de custo assume-se que E{ETU,} = E{ETU,} = E{ETU,} = B{ETT,} =
E{EIU,} = E{EIU,} = 0 (nio ha correlacdo entre o ruido e o sinal de controle),
E{E,} = E{E,} = E{Ey} = 0 e E{ETE,}, E{ETE,}, E{E] Ey} nio sio afetadas por
01 e 02.

E valido lembrar que a derivada de uma funcio escalar, J, em relacdo a um vetor
U = [Auy, Auy, - - -, Au,]" é dada por [110]:

oJ
OA
0J e
= = : ;
ou o
OAup

e a condicao necessaria para achar o minimo de uma funcao de varias variaveis consiste

em igualar as derivadas parciais a zero e resolver o sistema resultante [58].

Diferenciando a funcao de custo (4.17) em relacio a Uy, tem-se:

OL — QB{(Gyy M) (G MU, 4 GopoMU, + F, + E, — W)+

oUy
(G PUNT (G MUy + Goo MUy + Fy + E, — W)+
+(Coa PU)T (Gt MU, + G MUy + F, + E, — W)+
G N)T (G Ny + G NTs + F, + By — W)+
+HCQUNT (G NT + GpNU,s + Fy + B, — W)+
+(éy2QU2> (GleUl + Gy2NU2 + Fy + Ey — Wy)
+GF (G Uy + GooUs + Fy + Eg — Wp) + MU},

onde P é uma matriz que contém a derivada de cos(f(k 4+ j — 1) em relagao ao vetor U,
e ) & uma matriz que contém a derivada de sen(f(k + j — 1) em relacao ao vetor Uy, e

tem a forma:

0 0 0
0 —sen(0(k+ 1)By, 0
0 —sen(0(k+1)By, —sen(0(k+ 2)By,

o
I

0 —sen(0(k+1)By, —sen(0(k+2)By, --- —sen(6(k+ N —1)By,

PPGEE Figueiredo, L. C. (2004) UFMG



70 Rastreamento de trajetdrias empregando o Controlador Preditivo Generalizado

e B -
0 0 0
0 cos(0(k+ 1)By, 0
Q = | 0 cos(0(k+1)By, cos(0(k+2)By, --- 0 ’
0 cos(6(k+1)Bs, cos(0(k+2)Bs, --- cos((k+ N —1)By,

o polinémio By, s6 tem um termo (6 depende apenas de Au; e Auy anterior).

Considerando NU = 1 (controlador dead-beat), entdao Aui(k + 1) = Auy(k + 2) =
- = Auy(k+ N — 1) = 0, 0o mesmo ocorrendo para Aug(k + 1) = Aug(k+2) = --- =
Auy(k+ N —1) = 0. Logo, os termos envolvendo P e @ nio terio nenhuma influéncia no

calculo da lei de controle e podem ser desprezados. Tem-se entao a equacao simplificada

oJ .

para -

oL = (G M)" Gt M + (G N)T Gy N + G Gy + AU+
+((Gor M) GosM + (G N) Gy N + G Go)Us+
+(éx1M)T(Fx - Wx) + (éle)T(Fy - W, ) + G ( W9)] 0.

Diferenciando a funcdo de custo (4.17) em relacio a Us:

sty = 2B{(GaaM)" (Gr MU, + G MUy + Fy o+ By = W)+
(G RUN)T (Gt MU,y 4 GopoM Uy + Fy + E, — W)+
—l—zeRUg)T( aMU, + GooMU, + F, + E, — W)
G N)T (G NU + GoNUs + Fy + B, = W)+

+

(G
(
(Gye

(G SUNT (G NU, + GoNUy + F, + E, — W)+
+(G ST (G NU,y + GpoNUs + E, + E, — W,)+
+GI(GorUy + GooUy + Fy + Eg — W) + MUy},

onde R é uma matriz que contém a derivada de cos(A(k 4+ j — 1) em relacéo ao vetor U
e S ¢ uma matriz que contém a derivada de sen(6(k 4+ j — 1) em relacdo ao vetor U, e

tem a forma:

0 0 0
0 —sen(f(k + 1)By, 0
R - 0 )

—sen(0(k + 1)By, —sen(0(k + 2)By,

0 —sen(f(k+1)By, —sen(6(k+2)Bs, --- —sen(0(k+ N —1)By,
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e _ -
0 0 0 e 0
0 cos(6(k+1)By, 0 e 0
S= |0 cos(0(k+1)By, cos(O(k+2)By, --- 0 ,
0 cos(0(k+1)Bs, cos(0(k+2)Bg, --- cos(0(k+ N —1)By,
o polinémio By, s6 tem um termo (6 depende apenas de Au; e Auy anterior).

Fazendo a mesma consideragao anterior (NU = 1, para o controlador dead-beat),
entdo Auy(k+1) = Aug(k+2) = --- = Aug(k+ N — 1) = 0, o mesmo ocorrendo para
Aug(k +1) = Aug(k +2) = --- = Aug(k + N — 1) = 0. Logo, os termos envolvendo R
e S nio terdo nenhuma influéncia no calculo da lei de controle e podem ser desprezados.
Tem-se entao a equagao simplificada para (;)(}]

L = 2((Gaa M) oM + (G N) Gy N + GiyGos + AU+
+((GoaM)T G M + (GyaN)T Gy N + GG )Ur+
H(Goa M) (Fy = W) + (G N)T(F, = W) + G, (Fy — Wy)] = 0.

Rearranjando estes resultados na forma matricial, tem-se:

-1
_ P11 P12
P21 P22

(G M) G M + (G )TGle + GF.Goy + M,

e (4.18)

T

onde

P12 = (le ) GoaM + (éle) y2N + G91G027
P21 = (ész) le + (éy2N> le + @"52@91,
Pao = (éng) ng + (GyaN)"GyaN + GhyGoo + A,
(é )T( )+< le) (Fy_Wy)"‘égl(F@_W@)a
ro = (G xZM)T( ) (G yZN) (Fy_Wy)+égQ<F0_W9)a

Para solugao da equacdo (4.18), é necessario o conhecimento do valor de # atual e de
seus valores futuros (M e N dependem do co-seno e seno de 6). Considerando que o CPG
funciona como um controlador dead-beat quando A = 0 e NU = 1 (o controlador atraca
no segundo instante de amostragem [27]), usa-se o valor atual de 6 quando j = 1 e para
os demais valores de j utiliza-se os valores de referéncia wy(k + j — 1).

O algoritmo base do conhecido Controlador Preditivo Generalizado (CPG) ¢é revisto
e adaptado para o modelo nao-linear. Sistemas nao-lineares geralmente requerem uma
solugao 6tima, como o algoritmo CPG trabalha nesta diregao ele é a escolha natural para
o controle adaptativo.

Para fins de controle, é assumido que o modelo Controlado Auto Regressivo e de Média
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Movel Integrada (CARIMA), tem a seguinte estrutura:

z(k+7) = (GulAu(k+j—1)4+ GuAug(k+j—1))cos(0(k+j— 1))+
+Fx(k) + By (5)&(k + j)cos(0r—1),
y(k+7) = (GuAuw(k+j— 1)+ GpAus(k+j—1))sen(@(k+j — 1))+
+Fyy(k) + Ey(5)&(k +J),
0(k +Jj) = GaAui(k +j — 1) + GoplAus(k + j — 1) + Fo0(k) + Eo(5)&(k + J),
(4.19)
onde k é a amostra corrente, j indica o ntimero de amostras a frente, A é o operador
diferenga (1 — ¢ 1), e (k) é um distarbio aleatorio genérico.
Considerando os vetores e, e,, g compostos pelos erros futuros do sistema previstos
W (t+7)—&(t47), wy(t+5) —G(t+7), we(t+§) —0(t+7), a sequéncia de futuros controles,
uy(t+7), ue(t+7), sdo escolhidos pelo GPC, no instante ¢, de forma a minimizar a seguinte

funcao custo:

J = B{S2y 2(t+j) + X2y e2(t + ) + T2y €3t + j)+

4.20
A Au(t +5 — 1) + B Aud(t+5 - 1)} 20

onde
e NN, é o horizonte de custo minimo,
e N, é o horizonte de custo maximo,
e NU é o horizonte de controle, e
e )\ ¢ o peso do sinal de controle,

sujeito a restricdo que os incrementos no controle Awu;(t + j) para j > NU sao nulos.
A solugado para Jp,;,, da equagao (4.20) usando (4.19) e assumindo que E{E;Au;} = 0,

com o controle 6timo serd entao:

Auy 11 P12 - ™

Aug - [ ]];21 ;2 ] ' [ ) ] 7 (4'21)
pu1 = GLGarcos® 0+ G Gyisend + G Goy + A,

P2 = GzlGxQ cos? @ + GZIGygsenQH + GeTngg,

po1 = GL,Gpy cos® 0 + GggGylsenQG + GG,

P2z = GL,Gan cos® 0 4+ G, G psend + GiyGon + A,

ry = GLy cos O(Fpx — wy) + G senb(Fyy — wy) + Gy (Fyf — wy),

ry = Gy cos O(Fpx — wy) + Glysend(Fyy — wy) + Giy(Fyf) — wy),

onde
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Figura 4.1: Controle de seguimento com o CPG.

A Figura 4.1 mostra o diagrama do sistema com o controlador.

Os resultados apresentados até aqui podem ser sintetizados na seguinte conjectura:

Conjectura 1. Considere o robé movel com acionamento diferencial, o modelo CA-
RIMA derivado na forma cartesiana nao-holonémica (4.11) e a lei de controle definida
sobre Q = {(z,y,0) € R3} obtida usando o Controle Preditivo Generalizado (CPG) como

mostrado na equagdo (4.18) com

2. Ny um multiplo de At (tempo de amostragem), cujo produto NyAt seja no minimo

wgual o tempo de subida da planta;
3. NU =1,
4. A=0 ou X\ = ¢, caso seja necessdario melhorar a robustez numérica;
5. e sendo o modelo do sistema estabilizavel e detectdvel;

entao, todos os erros de estado do sistema em malha fechada sao limitados e tendem

assintoticamente a zero quando t tende ao infinito.

4.2.2 Simulagoes Numéricas

Nesta secao, uma simulacao em computador é apresentada para demonstrar o desempenho
do controlador e para validar a metodologia construtiva.

Considere o simples exemplo de um sistema de controle nao-holonoémico, especifica-
mente o robd movel com acionamento diferencial. Equacoes na forma cartesiana nao-
holonémica para este robé movel podem ser escritas como em (4.12) e a fungao de custo

a ser minimizada como em (4.16). As trajetorias referéncias foram geradas pelo seguinte
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Estados x e Y,
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Figura 4.2: Evolugao das trajetorias referéncia e real usando o CPG para controle de robd moével.

modelo [50]:

x(k) = 1.6824x(k — 1) — 0.6824x(k — 2) + (0.0441uy (k — 1)
+0.0403uz(k — 1)) cos(0(k — 1)),

y(k) = L7150y (k — 1) — 0.7152y(k — 2) + (0.0336us (k — 1)
+0.0318us(k — 1))sen(8(k — 1)),

6(k) = 1.56400(k — 1) — 0.56400(k — 2) + 0.0063u, (k — 1)
40.0065us (k — 1),

(4.22)

com

se k < 25 entao u; = —0.5, e up =1,

se 25 < k < 50 entao u; = —0.7, e ug = 0.8,

se b0 < k < 75 entao u; = —0.2, e uy = 0.3,

e se k> 75 entao u; = 0.7, e us = —0.50.

A Figura 4.2 apresenta o resultado da simulacao do sistema sob as seguintes con-
digoes: a posi¢ao inicial do robo movel foi escolhida como (z,y,0)" = (0,0,7/2)7, e
A=0.01, Ny =1, Ny =5, NU =1, o modelo CARIMA usa n, =ny, =n. =1, e uy e us
estao limitados a +1.0. Pode ser observada a convergéncia de todos os estados.

A Figura 4.3 mostra a evolucao dos parametros estimados. Note que o controlador

apresenta erro inicialmente até os valores estimados convergirem. Apds isto ocorrer, o erro
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Parametros A, B, C para modelos de x,y, theta

1 T T T T T
— A
P --B
O: P = cH
,2 L L L L L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 920 100
1
— A
O & T i i —-BH
C
1k
2L i
,3 L L L L L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
2
— A
-_- B -
C
,2 L L L L L L L L L

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 4.3: Estimacao de parametros do robo movel com acionamento diferencial.

inicial de estado é eliminado. Os parametros estimados na primeira vez que o algoritmo
é executado sao usados para partir o controlador CPG e fazer o robé moével seguir outras

trajetorias minimizando o erro inicial.

4.3 Controle Preditivo Generalizado para sistemas na

forma encadeada

Busca-se, nesta secao, uma generalizagao da aplicagao do CPG a uma classe mais ampla
de sistemas nao-lineares com restri¢coes nao-holondémicas. Como é do conhecimento geral,
a classe de sistemas nao-holonémicos na forma encadeada é uma classe com propriedades

especiais:

e qualquer sistema nao-linear que atenda ao teorema de Chow pode ser transformado

para esta forma [128];
e csta forma tem ainda a caracteristica de ser controlavel [107];

e as equacoes obtidas na forma encadeada por serem controlaveis também sao inte-

graveis, gerando um modelo discreto linear [38];

e outra vantagem desta representagao ¢ que a descricao estocéastica do ruido na forma
encadeada é mais natural pelo fato das incertezas serem representadas num sistema

de coordenadas fixas [38].

A idéia principal do projeto do controlador é transformar as equacoes diferenciais
do sistema original numa representacao discreta que é equivalente a dinamica continua

original nos instantes de amostragem [39).
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Como o CPG necessita de um modelo discreto do tipo CARIMA, faz-se necessario a
discretizacao da forma encadeada. Fabrizi [38] apresenta uma forma de discretizacao para
o rob6 movel com acionamento diferencial na forma encadeada. Uma forma mais geral é
apresentada em Conticelli [39], considerando a evolucdo de cada estado num sub-intervalo
do tempo de amostragem. O modelo continuo de um sistema nao-holonémico na forma

encadeada considerado é

x.'l = U1,
Ztg = U9, (423)
j;i:'ri—luh i:37"'7n7

onde T = [z1,-,z,]7 € R™ & o vetor de estados, e @ = [uj,us]’ € R? ¢ o vetor de

entradas de controle. Denota-se por At > 0 o periodo de amostragem. Aplica-se ao

sistema na forma encadeada (4.23), entradas constantes por partes da seguinte forma:

Ul (t)
U9 (t)

(tk0) t € [kAL, (k + 1)At),

T (4.24)
5(tko) t € [kAt, (k+ 1)At),

u
U

onde os valores constantes uj(txo) € u5(tr0), € K € N, sdo parametros do controle.
Uma vez que wu;(t) permanece constante durante o periodo de amostragem At, o

T

sub-sistema dado pelas variaveis de estado dinamicas &, = [z, ,2,|T € r"~! produz o

seguinte sistema linear, invariante no tempo (LTI) no intervalo de tempo [kAt, (k+1)At):
z = A (uD)E, + bous(t), (4.25)

onde A, (ut) € R VX1 tem a seguinte expressio

(000 -~ 0 ]
uy 0 0
Ap(u}) = o o u1 o 0 0 , (4.26)
_OO--- 0o 0 --- u’{O_
eb, =[1,0,---,0" € R" Y. O sistema LTI continuo no tempo acima é controlavel se

uj for diferente de zero.

Note que a matriz A,(uf) tem todos os seus (n — 1) autovalores iguais a zero, e
uma vez que as colunas da matriz sao linearmente independentes se uj nao for nulo, o
nicleo da matriz tem dimensao unitaria. Integrando a equagao (4.23) sobre o intervalo

de amostragem, a seguinte representacao discreta no tempo é obtida:

fr(tk+1) = Agfr(tk) -+ bg’ug(tk), (427)
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onde
1 0 e 0 0
Wit 1 .00
As = exp(A,(up) At) = . . :
wi(AD)2 wi (A - wiAE 1
e
1
ui(a0y
bs = / exp(A,(ui)bsd(At) = _ . (4.28)
tr .

u;(an) (At)n—l

Considera-se neste trabalho uma forma aproximada do modelo. Seja o sistema nao-

linear com restri¢coes nao-holonémicas na forma encadeada:

i'l = Uz,
Ti—1 = XUy, 1= 3, e, n, (429)
.’I.fn = U9g.

Considerando um sistema de terceira ordem, pode-se utilizar a aproximacao de Euler
na primeira e na dltima equacao, e uma vez que u; e up permanecem constantes e iguais
a ui(k —1) e ug(k — 1) durante o intervalo de amostragem, [(k — 1)At, kAt), obtem-se:

x3(k) = x3(k — 1) + Atug(k — 1).

No instante de amostragem (k — 1) tem-se xo(k) = zo(k — 1) + x3(k — Duy(k — 1)At.
Imediatamente antes do instante de amostragem k, tem-se xo(k) = xo(k — 1) + [z3(k —
1) + Atug(k — 1)]us (k — 1)At.

Como os sinais u; e us estao limitados a u,,,, = 1 e uma vez que At seja escolhido
pequeno, pode-se desprezar os termos At” onde n seja maior ou igual a 2. Isto leva ao

seguinte sistema aproximado:

xo(k) = xo(k — 1) + Atxs(k — Dug(k — 1), (4.30)

Note que as equacoes 1 e 3 sao lineares, apenas a segunda equacao é bilinear e foi
aproximada. Fm simulagoes, valores de At < 100 mili-segundos mostraram que esta
representacao é satisfatoria.

O modelo usando a discretizagdo no espaco de estados dado em Conticelli [39] e con-

siderando o intervalo de amostragem, At, pequeno (de forma que pode-se desprezar At?),
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Figura 4.4: Comparacao de modelos na forma encadeada continua e discreta.

resulta num sistema na forma encadeada discreta como em (4.30).
O mesmo procedimento pode ser realizado para aproximar sistemas onde ¥ = (1, -+ ,z,) €
R™, uma vez que u; e us permanecem constantes durante o intervalo de amostragem, At,

e este seja pequeno. Isto resulta no seguinte modelo aproximado geral:

zi—1(k) = o1 (k — 1) + Ata;(k — Dug (b — 1), (4.31)
xn(k) = 2, (k — 1) + Atug(k — 1).

T € R™ ¢ o vetor de estados, @ = [uj,us]’ € R? ¢ o vetor de

onde T = [z, -+, Ty
entradas, At o intervalo de amostragem, k o instante de amostragem, e ¢ = 3,--- ,n.

O modelo discretizado foi simulado e os resultados obtidos foram comparados com o
modelo na forma continua. Os resultados obtidos mostram (Figura 4.4) que o modelo

representa adequadamente o sistema para At < 0, 1 segundos.
O problema considerado aqui pode ser formulado como:

Dado um sistema na forma encadeada discretizada aprorimada em R", derivar uma
let de controle por realimentacao, globalmente estdvel, para reqular a trajetoria do sistema

usando o controle preditivo generalizado.

4.3.1 Proposta de lei de controle

Considere um modelo CARIMA do tipo

AAy(k) = By Auy(k — 1) + BypAug(k — 1) + CE(k),
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e a identidade
1= E(j)AA + ¢ 7 F(j),

onde E(j) e F(j) sdo polindmios unicamente definidos por A, C e pelo intervalo de
predicao j.
Multiplicando-se a equagao do modelo CARIMA por E(j)A¢’, e considerando C = 1,

tem-gse:
E(j)AAy(k+1) = E(j)BpaAui(k+ 7 — 1) + E(j)BpAus(k + 75— 1) + E(5)E(k + 7).
Substituindo E(j)AA dado pela equacao Diofantina, obtem-se:
y(k+7j) = E()BpAui(k +j — 1) + E(j)BypAus(k + j — 1) + F(j)y(k) + E(j)§(k + j).

O preditor 6timo (com dados obtidos até o tempo k), fazendo E(j)B,1 = G,i(j) e
E(.]>By2 = Gy2(j)a é:

gk +7) = Gu()Aur(k + 5 = 1) + Ga(d) Aug(k +j — 1) + F(j)y (k). (4.32)

Aplicando este resultado (4.32) ao modelo CARIMA de um sistema nao-holonémico

na forma encadeada:

xl(k) Amxl(k - 1) + B$1U1<k - 1) + Ox1§$1 (k - 1)7
zi1(k) = Ay, xiy(k = 1)+ By, zi(k — Dug(k — 1) 4+ Cy, &, (K —1),  (4.33)
zn(k) = Ay 2p(k —1) + By ug(k — 1)+ Cy & (K — 1),

n

onde C,, = C,, , = C,, =1, chega-se ao preditor 6timo:

21(k +7) = Goy () Aur(k + 5 — 1) + Fr ()21 (k) + By, (5)&e, (K + 5),

Tia(k+J) =G (J)ri(k+j — DAuw (b + 7 — 1)+ Fr, (F)wia (k) +
+ B,y (§)ei s (k+ ),

Zn(k+1) = G, () Aua(k +j — 1) + Fo,, (J)@n(k) + By, (5)&, (K + ).

(4.34)

onde k é a amostragem corrente, 7 indica o nimero de amostras a frente, A é o ope-
rador diferenca (1 —¢7'), G.,(j) = Eu(j)Be,, Guy 1 (J) = Euy (1) Bey oy, Go(j) =

B () By, Fur () = a(1 = Asy), For () = (1 = As ), Fo () = q(1 = Ay, e &(R) €
um distirbio aleatorio Gaussiano com média igual a zero e nao correlacionado.
Estima-se os parametros do modelo dado pelas equagoes (4.33) considerando que as
equagoes para x; € x, sao lineares e assumindo que as demais equacoes sao pseudo-
linearizéveis [151, 150] (o sistema ¢é linear nos parametros), utilizando o método dos

minimos quadrados recursivo ("on line") com fatoragdo UD da matriz de covariancia.
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Neste tltimo caso os parametros de A, | e B, , sdo estimados a partir dos sinais
x(k — 1), Auy(k — 1)x;(k — 1); os demais parametros correspondem a modelos lineares
e nao ha necessidade de se fazer a pseudo-linearizagao. Como os parametros de (4.33) sao

lineares os célculos de G, F' e E sao realizados como descrito na secao anterior.

Para a derivacao do algoritmo do CPG, assume-se a seguir A(j) na funcdo de custo,

constante = A\, Ny =1, e Ny = N, assim:

Gm(l)Aul(k) + Fm (1)1‘1(k) + E:m(l)fm (k + 1)7
Gy (2)Aus (k + 1) + Fo) (2)21 (k) + By (2)8, (K 4 2),

=

1(k+1
1(k+2)

>

(k) = G (V) A (k4 N — 1) Foy (V)24 (k) + Eo, (V)6 (k4 V).

O sinal Z;(k + j) consiste de trés termos: um dependente de a¢oes de controle futuras
a serem determinadas, um dependente de sinais de controle passados e saidas medidas, e

o terceiro dependente de perturbacgoes futuras.

Chamando de f,, (k+ j) a componente de Z1(k 4 j) composta de sinais conhecidos no

instante k, tem-se:

Joi(k+1) = (G, (1) = g2, (1,0)) Aua (k) 4 Fo, (1)1 (),
fxl (k + 2) = (ZGfm (2> — Zfzx (27 O) — 9z, (27 1>>Au1(k> + le (Q)Il(k)ﬂ

Na forma matricial:
X, =G Uy + Fy, + E,,, (4.35)

onde:

X1 - [ffl(k‘i‘ 1),.%1(k'+ 2), . ,Lf?l(k—i—N)]T,

Ul = [Aul(k),Aul(k—i- 1), cee 7AU1(]€+N — 1)]T,
Fﬂ?l = [fxl(k+ 1)7f:v1(k+2)7"' ’f$1(k+N)]T7
E,,

= {Eﬂﬁl(l)g:m (k + 1)7 Erl (2)5331 (k + 2)7 T 7Eml (N)gxl (k + N)]T’

e G, ¢ uma matriz triangular inferior:

gz, (1,0) 0 0
ézl _ Gz, (27 1) Gy (27 O) ’ 0
gm(N?N_l) gm(N?N_Q) gl’l(N7O)
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Repetindo o mesmo procedimento para Z;_1(k + j) e Z,(k + j), obtem-se:

i—lMUl + Faci_1 + Eﬂ,‘i_ly (436)

onde:

<

i1 =i (k+ 1), 21 (k+2),- -+, &1k + N)|T,
1= [Auy(k), Aug(k+ 1), , Aug(k + N — 1)]7T,
vy = U (B 1) fo (R +2), 0 fo (R + NI,
Euy = [Bayy,(Dar (k+1), B (2060, (K +2), -+, Eay, (N)&,_, (k+ NI,

G, , € uma matriz triangular inferior:

(3

9z, (1,0) 0 0
~ Ti—1 27 ]‘ Ti—1 27 0 e 0
& - g ( ) g ( ) | ' |
gzi—1<N7N_ 1) gzi—1<N7N_ 2) gzi—1<N7 0)

M ¢é uma matriz diagonal:

21 (k) 0
w=| 0 e ST
0 0 zi—1(k —|— N-1)
e
X, =G, U, +F, +E,,, (4.37)
onde:

Xo=[2p(k+1),2,(k+2), -+, Z,(k+ N)]7T,

Us = [Aug(k), Aug(k 4+ 1), -+, Aug(k+ N — 1)]7,
Fop = [fan(k+ 1), fon(k+2),- -+, fo,(k+ N)]T,

By, = [Bp, (D&, (k+1), By, (2)&0, (k+2), -+, By (N)&s, (k + NI,

e (G, ¢ uma matriz triangular inferior:

gz, (1,0) 0 0
- v (2,1 2, (2,0 0
o | 2D ero |
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A funcao do custo a ser minimizado para o CPG é da forma:

J=E{ 22 (it +5) — wi(t + )T (ma(t +5) —wi(t+§)) + -+
+ 3 @t 4 5) — wa(t+ 9) T (@at + 5) — walt + §))+ (4.38)
FAC AR (t+ 5 — 1) + XY Aud(t + 5 — 1)),

onde

N é o horizonte de custo minimo,

Ny é o horizonte de custo méximo,

NU ¢é o horizonte de controle,

A é o peso do sinal de controle,
e z;(t+ j) é a previsao do valor do estado z;,
e w;(t+ j) é a referéncia para o estado x;.

sujeito a restri¢do que os incrementos no controle Aw;(t + j) para 7 > NU sdo nulos.

A funcao custo pode também ser expressa na formas:

J = E{(Xl - le)T(Xl - Wm) + (Xﬂcz'q - Wzi—l)T(Xxi—l - sz‘fl)_‘_
+(Xp = W )T (X, — W) + AUFU, 4+ AULT,LY,

isto é, substituindo X, X, 1, e X,, pelos valores dados nas equacoes 4.35, 4.36 e 4.37,

chega-se a:

J = E{(Go,Uy + E,, + E,, — W, )'(Gy, Uy + F, + E,, — W, )+

(G MU+ F,_ +Ey =Wy )T (Gyy MU, +F,_ +E,  —W,,_ )+

(G, Us+ Fy, + Eyy — Wo )T (G Us + Fy 4 By — Wy )+

FNUTU, + UL Uy},

(4.39)
onde,
le = (wg, (k+ 1), we, (k+2), -+ ,wy, (k+ N)]T,

Wy = [wey (k4 1), we ,(k+2),- wg ,(k+N)]",

i—

W, = [we, (k+ 1), w,, (k+2), - ,w,, (k+ N)]T.

Na funcio de custo assume-se que E{ELU,} = E{EL_U,} = E{E? U,} = 0 (ndo
ha correlagdo entre o ruido e o sinal de controle), E{E, } = E{E, ,} = F{E,,} =0e
E{ETE,}, B{ET E,, ,},e E{EL E,,} nio sdo afetadas por U, e Us.

A solugao para Jp,, de (4.39) assumindo que E{&,, Au } = E{&,, Au} = E{&, Aus} =

0 (ndo ha correlagao entre o ruido e o sinal de controle), para o controle 6timo pode ser
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obtida diferenciando a funcdo de custo em relacdo a cada entrada. Caso E{&,,Au} =
E{&,, | Au} = E{&,, Aus} # 0, e uma vez que u; e up permanecem constantes durante o
periodo de amostragem, o modelo do sistema deve ser alterado, ou seja, a ordem do poliné-
mio B deve ser aumentada de forma a acomodar dindmicas nao modeladas relacionadas

a Aup e Aus.

Diferenciando a fun¢io de custo (4.39) em relagao a U1, a solucdo para Jy, € entao:

88_(:]]1 == QE{G£1(G~!,Z’101 + Fxl + Exl — le)_|_
+(éxiilM)T(éxiflMﬁl + Fjﬂﬁiq + Eﬂ?i—l - Wxi71)+ (440)
+(éxi_lNﬁ1>T(éxi_1Mﬁl + Fmi—l + Exi—l - Wxi—l) + )\IUl}a

onde N é uma matriz que contém a derivada de z;_1(k + j — 1) em relacio ao vetor U,

e tem a forma:

— 0 0 -
0 Bxi_lxi_l(k:)

]\7 = 0 Bxi,lxifl(k) Bxi71$i,1(]€ —+ 1) 0 tee 0 ,
0 Bxi,lxifl(k) Bmi71$i,1(k + 1) cee Bxiilxz;l(k + N — 2) 0

o polinémio B,, , possui apenas um termo (z;_; depende apenas de Au; e Auy anterior).
Considerando NU = 1 (controlador dead-beat), entdo Aui(k + 1) = Auy(k + 2) =
oo = Auy(k+ N — 1) = 0. Logo, o termo envolvendo N nio tera nenhuma influéncia

no calculo da lei de controle e pode ser desprezado. Tem-se entao a equacao simplificada

para aa_f}]l:
oL = 2(GT Gy + (Gay , M) Gy, M + AU+
G (Foy = W) + (G M) (B, = W, )] = 0.
fazendo o ~ o ~
pu =G Goy + (Goy \M)" Gy, M+ M,
P12 =0, (4.41)
—r; = Gfl(le — Wo) + (Gy, (M) (Fy, . — We, ),
tem-se

pualUs + polz = 1. (4.42)

Diferenciando a funcdo de custo (4.39) em relacio a Us:

2L = 2B{GT (Go,Us + Fu,, + By = Wo, )+
+(é$nflﬁ)(~jl)T(éxn,1Mﬁl + Fxn,1 —+ Eﬂﬂn71 — an71> + )\]ﬁg},
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84 Rastreamento de trajetorias empregando o Controlador Preditivo Generalizado

onde P é uma matriz que contém a derivada de x,(k+j — 1) em relagdo ao vetor Us, e

tem a forma:

(0 0 0 - 0 0]
0 B,, 0 - 0

P=|0 B, B, 0 -- ,
0 B,, B, - B, 0

o polinémio B, possui apenas um termo (z, depende apenas de Auy anterior).
Considerando NU = 1 (controlador dead-beat), entdo Aui(k + 1) = Auy(k + 2) =
oo = Auy(k + N —1) = 0. Logo, o termo envolvendo P nio terd nenhuma influencia

no célculo da lei de controle e pode ser desprezado. Tem-se entao a equacao simplificada

para 5—0‘]2;
59—0‘]2 =2[(GT G,, + \)Us + GT. (F,, — W,,)] =0.
Fazendo
p21 =0,
P2 =GI G, + M, (4.43)
—Ty = G’fn(ﬁxn - Wxn),
tem-se
pnUs + sl = 12, (4.44)
Logo,
(:]1 _ [pll P12 ]1 [ 1 ] . (4'45)
Us P21 P22 T9

Para solugao da equagao (4.45) é necesséario o conhecimento do valor de z; atual e de
seus valores futuros (incorporado a G, ;). Considerando que o CPG funciona como um
controlador dead-beat quando A =0 e NU =1 (o controlador atraca no segundo instante
de amostragem [27]), usa-se o valor atual de z; quando j = 1 e para os demais valores de
Jj utiliza-se os valores de referéncia w,, (k+ 7 — 1).

Os resultados apresentados até aqui podem ser sintetizados na seguinte conjectura:

Conjectura 2. Considere o sistema nao-linear com restri¢coes nao-holonémicas na
forma encadeada ou que possa ser transformado para a forma encadeada, o modelo CA-
RIMA derivado na forma encadeada discretizada (4.34) e a lei de controle definida sobre
O = {Z € R"} obtida usando o Controle Preditivo Generalizado (CPG) como mostrado
na equacao (4.45) e funcdo de custo definida como (4.38) com

1. N1 = ]_,'

2. Ny um maltiplo de At (tempo de amostragem), cujo produto NoAt seja no minimo
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4.3 Controle Preditivo Generalizado para sistemas na forma encadeada 85

ao tempo de subida da planta;
3. NU =1;
4. A =0 ou \; = € cajo seja necessdrio melhorar a robustez numérica,
5. e sendo o modelo do sistema estabilizavel e detectdvel;

entao, todos os erros de estado do sistema em malha fechada sao limitados e tendem

assintoticamente a zero quando t tende ao infinito.

4.3.2 Simulagoes Numéricas

Nesta se¢cao, uma simulacao em computador é apresentada para demonstrar o desempenho
do controlador e para validar a metodologia construtiva.

Considere o simples exemplo de um sistema de controle nao-holonémico, especifica-
mente o robé6 moével com acionamento diferencial. Equacoes na forma encadeada nao-
holonémica discretizada para este robd movel podem ser escritas como em (4.34) e a
fungao de custo a ser minimizada como em (4.39). As trajetorias referéncias foram gera-

das usando o seguinte modelo:

(k4 1) = zq(k) + 0, lug (k),
$7«2(k‘ -+ 1) = [L’ﬁ(k’) + O, 1U1(k’)flf7~3(k’), (446)
z3(k+1) = z,3(k) + 0, lug (k),

CcoI1

e se k< 25 entao u; = —0.5, e up =1,

e se 25 < k < 50 entao uy = —0.7, e up = 0.8,

e se b0 < k < 75 entao uy = —0.2, e up = 0.3,

e se k> 75 entao u; = 0.7, e usg = —0.50.

A Figura 4.5 apresenta o resultado da simulacao do sistema sob as seguintes condic¢oes:
a posicao inicial do rob6é movel foi escolhida como (1,29, 23)7 = (0,0,7/2)T, e X\ =
0.01, Ny =1,N, =5,NU =1, o modelo CARIMA usa n, =ny, =n. =1, e u; e uy estao
limitados a +1.0. Pode ser observada a convergéncia de todos os estados.

A Figura 4.6 mostra a evolucao dos parametros estimados. Nota-se que o controlador

apresenta erro inicialmente até os valores estimados convergirem. Apds isto ocorrer, o erro
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Comparativo entre estados X o € X controlado e sinal de controle
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Figura 4.5: Evolucao das trajetorias referéncia e real usando o CPG para controle de robd movel
na forma encadeada.

inicial de estado ¢ eliminado. Os parametros estimados na primeira vez que o algoritmo
é executado sao usados para partir o controlador CPG e fazer o robé movel seguir outras

trajetorias minimizando o erro inicial.

4.4 Conclusao

O trabalho apresenta controladores preditivo generalizado para seguimento (rastreamento)
de trajetoria. Eles sao especialmente adequados para aplicagoes em sistemas com restri-
coes nao-holonomicas nas formas cartesiana e encadeada discreta nao-holondémica com
duas entradas. O método permite ajustar valores que estabilizam de uma forma facil o
sistema. O algoritmo base é o do conhecido Controle Preditivo Generalizado (CPG) que é
revisto e adaptado para o modelo nao-linear. Os resultados obtidos sao significativos para
associar o controle preditivo com horizonte estendido e as ferramentas do controle geomé-
trico com uma classe de sistemas nao-lineares. Baseado na teoria do CPG, o controlador

é formulado como controle 6timo, discreto no tempo, para seguimento de trajetoria.
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Parametros A, B para modelos de X2 X, € X

Figura 4.6: Estimacao de parametros do robd mdvel com acionamento diferencial na forma enca-
deada.






Capitulo 5

Estudo comparativo entre as técnicas

de rastreamento propostas

Este capitulo dedica-se ao estudo comparativo entre as trés técnicas de rastreamento
propostas. Para unificar a base de comparacao, foi escolhido o controle do robd moével
com acionamento diferencial na forma cartesiana. A primeira utiliza a realimentacao nao-
linear (Capitulo 3), a segunda usa diretamente o modelo na forma cartesiana do CPG, e
a terceira o CPG para a forma encadeada (Capitulo 4). Portanto, é necessario utilizar

uma transformacao de estados para utilizar a primeira e a terceira técnica.

Repete-se aqui o modelo do rob6é moével com acionamento diferencial:

T = wvcosh,
U = vsend, (5.1)
0 =w,

onde [v,w] sdo as entradas na forma de velocidade linear e angular, e [z,y,6] sdo as

coordenadas de postura do rob6 movel.

Pode-se mostrar que as velocidades linear (v) e angular (w) do robo estao relacionadas
com os sinais de controle (velocidade) para cada motor do rob6 movel [vy, v5] por
U1 + V2 Up — Vg

5 e w=—F—, (5.2)

v =

onde L é a distancia entre os centros das rodas.

Com a seguinte mudanca de coordenadas ¢ possivel converter (5.1) para a forma en-
cadeada [38]| z = ¢(x):
z1 = —0,
29 = ycos(0) — ysen(h), (5.3)
z3 = xcos(0) + ysen(),
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90 Estudo comparativo entre as técnicas de rastreamento propostas

e as entradas sdo transformadas usando u = ¥ (z,v), ou seja

= (5.4)
uy = v+ (ycos(6) — xsen(0))w = v + 2w, '
de forma a obter o sistema na forma encadeada, como segue:
21 = Ui,
Zy = Z3U, (5.5)
2’3 = U9.

As novas coordenadas definidas pelas equagoes (5.3) tém uma interpreta¢do interes-
sante. De fato, 29 e 23 sao as coordenadas cartesianas do robd em uma base de referéncia
movel, com a mesma origem da base original, mas rotacionada de forma a alinhar o eixo
z3 com a orientacao do veiculo § = —z;. Esta nova base evita problemas de singularidade
nos sinais de referéncia durante a conversao da forma cartesiana para a forma encadeada

e vice-versa.

As figuras a seguir mostram como o robé moével com acionamento diferencial pode ser
visto pelo sistema de controle como um sistema na forma encadeada. A Figura 5.1(a)
mostra o sistema completo, a conversao dos sinais de entrada (Figura 5.1(b)), o modelo
na forma cartesiana (Figura 5.1(c)), e a transformagao de estados para a forma encadeada
(Figura 5.1(d)).

Para efeito de comparacao foram selecionadas duas trajetorias: uma circular e outra

em zig-zag, iguais as utilizadas no Capitulo 3.

5.1 Controle com realimentacao nao-linear para rastre-

amento

O Controlador para rastreamento de trajetorias desenvolvido no Capitulo 3 foi utilizado
para seguimento de trajetérias em zig-zag e circular. O rob6 moével com acionamento
diferencial na forma cartesiana foi transformado para a forma encadeada. Deste modo,
o controlador efetivamente estava controlando um sistema na forma encadeada, porém,

indiretamente o robd mével na forma cartesiana.

O modelo do erro é representado por:

Zel = U1 — Up1,
262 = Ze3U1 + ZTB(ul - url)v (56)

Ze3 = U2 — Uyr2-
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Figura 5.1: (a )Transformacdo da forma cartesiana para a encadeada; (b) Conversdo dos sinais
de entrada; (c) Rob6é movel na forma cartesiana; (d) Transformacao para a forma

encadeada.
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Erro de estados e sinal de controle na forma encadeada
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Figura 5.2: Erro de estado na forma encadeada.

As acoes de controle implementadas foram:

Ul = Upp — A Zel,

2r3(Ur1—u1)—A22e2
ur2+ T ( T ul) e

(5.7)

U9 - /\SZeSa

lembrando que foi adicionado um pequeno sinal na forma de onda quadrada com média

zero, ao sinal u; no denominador de uma das parcelas de u,.

Trajetoria zig-zag:

Foi considerado o robé mével com acionamento diferencial na forma cartesiana junta-
mente com a transformacao de estado apresentada na se¢ao 5.1, sob as seguintes condi-
¢oes: a posicao inicial do robo mével foi escolhida como sendo (z,y,0)T = (0.1,0.1,0.1)
e (20, y,0.)7 = (0,0,0)7, e Ay = 1Ay = 2,03 = 3. Com v = 0.3 e w igual a uma
onda senoidal com amplitude de 0,3 e freqiiéncia de 1 rad/s, obteve-se uma trajetoria em

zig-zag.

A Figura 5.2 mostra a evolugdo do erro de estados para o sistema na forma encadeada,

para o acompanhamento da trajetoria em zig-zag.

A Figura 5.3 mostra as trajetorias de referéncia e real para o sistema na forma enca-
deada.

Para a forma cartesiana (controle indireto) pode-se ver a evolucao dos erros na Figura
5.10(d) e as trajetorias na Figura 5.10(a).

Os mesmos testes foram repetidos para uma trajetoria circular com w = 0.6 e v = 0.3,

e os resultados sao apresentados nas Figuras 5.4, 5.5, 5.11(d) e 5.11(a).
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rastreamento
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Evolucao dos erros de estados
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Figura 5.6: Erro de estados para o CPG indireto.

5.2 Controle CPG direto para forma cartesiana

A mesma situagao anterior foi simulada para o controlador CPG usando o modelo do
rob6 movel com acionamento diferencial na forma cartesiana. As Figuras 5.10(e) e 5.10(b)
apresentam a evolucao do erro e um comparativo entre as trajetorias referéncia e real.

As Figuras 5.11(e) e 5.11(b) repetem a simulacao para a trajetoria circular.

5.3 Controle CPG indireto usando forma encadeada

Os testes foram repetidos para o controlador empregando um modelo na forma encadeada.
Os resultados para a forma cartesiana sao obtidos através das transformacoes de estado
e de entrada apresentadas na introducao.

As Figuras 5.10(f) e 5.10(c) apresentam os erros de estado e as trajetorias de referéncia
e real quando foi utilizada a referéncia em zig-zag, com estas ja transformadas para a forma
cartesiana. As Figuras 5.6 e 5.7 apresentam os erros de estado e as trajetorias de referéncia
e real quando foi utilizada a referéncia em zig-zag na forma encadeada.

As Figuras 5.11(f) e 5.11(c) repetem a simulagao para a trajetoria circular do sistema
ja transformado para a forma cartesiana. As Figuras 5.8 e 5.9 repetem a simulacao para

a trajetoria circular do sistema na forma encadeada.

5.4 Conclusoes

O Controlador, empregando realimentacao nao-linear, apresenta um bom desempenho,
podendo ser melhorado através do ajuste dos ganhos );. As principais restricbes sao a
necessidade do conhecimento do modelo exato do sistema, e a necessidade de usar uma

transformacao de estado nao-linear. Quando o modelo do sistema é conhecido e nao ha
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Figura 5.7: Trajetoria de estado
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Figura 5.10: Trajetoria, evolucao de estados e sinal de controle na forma cartesiana para trajetoria
zig-zag; coluna 1 : Controlador com realimentagdo nao-linear, coluna 2 : CPG direto,
coluna 3 : CPG indireto.
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mudangas significativas neste durante a operagao do sistema, este método de controle
pode ser utilizado.

O Controlador CPG direto nao apresenta as restricoes indicadas anteriormente, pelo
fato do mesmo estimar os parametros da planta durante o controle e de utilizar o modelo
direto na forma cartesiana. O uso do estimador confere maior robustez ao controlador,
além disto, o CPG absorve melhor variagao no atraso de transporte que porventura ocorra
no processo. O Controlador CPG direto se restringe ao controle de robos moveis com
acionamento diferencial.

O Controlador CPG indireto possui algumas das vantagens do CPG direto, porém,
necessita de uma transformacao de coordenadas. Seu uso se justifica na generalizagao
do controlador para emprego em sistemas nao-lineares na forma encadeada. Além disto,
a estimacao de parametros e a implementacao do algoritmo de controle é mais direta.
Em comparagao com os outros controladores, ele apresenta algumas flutuacoes tipicas do
CPG, que tendem a ser minimizadas quando os parametros atingem maior estabilidade.
O tempo de acomodacao tende a ser otimizado pela propria caracteristica do controlador.

Pela robustez a variacoes nos parametros do sistema (caracteristica que diferencia
o CPG dos demais controladores adaptativos), o CPG indireto deve ser utilizado para
controle de outros tipos de sistemas nao-holonémicos, incluindo o robé mével com aciona-
mento diferencial. O controlador empregando realimentacao nao-linear pode ser utilizado
para controlar um sistema nao-holonémico inicialmente, até que os parametros do CPG
tenham convergido (parametros identificados on line). E a partir deste ponto o CPG

indireto deve ser utilizado.
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Capitulo 6
Conclusoes e trabalhos futuros

Neste trabalho foram propostas e desenvolvidas formas de controlar sistemas nao-lineares

com restricoes nao-holonomicas. O foco das aplicagdes abrangeu:

1. robos méveis com acionamento diferencial com restricoes nao-holonémicas repre-
sentados nas formas de integrador nao-holonémico (integrador de Brockett), forma

cartesiana e forma encadeada;

2. sistemas nao-lineares mais gerais que podem ser convertidos para a forma encadeada

com n estados e duas entradas ou controles;

3. sistemas nao-lineares na forma encadeada discretizados.

A complexidade dos problemas pode ser mais bem entendida lembrando que sistemas
nao-holonomicos nao podem ser estabilizados através da utilizacao de leis de controle por
realimentacao suave e invariantes no tempo conforme o teorema de Brockett. Por outro
lado, esta classe de sistemas permite a utilizagao de ferramentas modernas do controle geo-
métrico para verificacao das propriedades de linearizacao, transformacoes de similaridade,
controlabilidade e observabilidade para sistemas nao-lineares. As técnicas de controle hoje
utilizadas se baseiam em controladores nao-lineares nao-continuos, ou variantes no tempo,
ou hibridos para a estabilizagao dos sistemas num ponto de equilibrio, regulacao no se-
guimento (rastreamento) de trajetorias, e planejamento de trajetorias. Provas formais da
convergéncia dos algoritmos de controle propostos foram apresentadas, bem como foram
apresentados e discutidos os resultados envolvendo simulacoes dos mesmos.

Sistemas nao-holondémicos constituem uma classe de sistemas com caracteristicas es-
peciais, impondo desafios ao desenvolvimento da teoria de controle. Nota-se que na fase
de anéalise sao utilizadas ferramentas da geometria diferencial. Isto fica transparente no
projeto de controladores quando se empregam formas candnicas com propriedades de
controlabilidade e atingibilidade ja verificadas.

O projeto de leis de controle para malha fechada utiliza principalmente fungoes de

Lyapunov. No inicio dos anos 90, os controladores sintetizados eram estaveis e assintoti-
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camente estaveis, porém, o tempo para a convergéncia poderia ser estendido indefinida-
mente. A partir de 1995, foram desenvolvidas técnicas para a estabilizacdo exponencial.
Todas as técnicas propostas neste trabalho apresentam convergéncia exponencial.

A modelagem proposta no Capitulo 4 utiliza estruturas determinadas a partir de consi-
deragoes fisicas do sistema (robd moével com acionamento diferencial), mas a determinagao
dos parametros do modelo é feita pelo CPG a partir de dados reais do processo, o que
aumenta a robustez do sistema, ou seja, erros devido a deslizamentos em superficies di-
ferentes, que necessitariam de modelos distintos, sao acomodados pelo identificador do
CPG num tnico modelo. Por utilizar um horizonte de previsao, o comportamento fu-
turo do sistema pode ser previsto e eventuais tempos de atraso de transporte podem ser
compensados.

Quanto a estabilizagao num ponto de equilibrio, o emprego da realimentacao suave
variante no tempo gera sistemas estaveis, mas sua trajetoria tende a ser oscilatoria [46].
A realimentacdo nao continua tende a gerar trajetorias mais naturais. O controle hibrido
ainda apresenta problemas para sintese de leis de controle exponencialmente estaveis e

tem sido objeto de intimeras contribuicoes nos tltimos anos.

6.1 Resultados apresentados

Os Capitulos 1 e 2 foram dedicados a estabelecer uma base para o principal objetivo desta
tese: controle do movimento de sistemas nao-lineares com restricoes nao-holonomicas a
duas entradas. O Capitulo 1 apresenta a motivacao para o desenvolvimento deste trabalho
e uma revisao bibliografica sobre o tema. O Capitulo termina com um resumo das princi-
pais contribuicoes desta tese. No Capitulo 2, sao apresentados os fundamentos de sistemas
com restricoes nao-holondémicas, principais teoremas e base matemética do controle geo-
métrico nao-linear, bem como os diversos exemplos de sistemas nao-holonémicos que sao
utilizados na tese para ilustrar os resultados tedricos e o desempenho dos controladores.

As principais contribuicoes deste trabalho sao apresentadas nos Capitulos 3 e 4.

No Capitulo 3, uma lei de controle descontinua ¢ derivada para estabilizar sistemas
na forma de integrador nao-holonémico. Na segunda parte deste Capitulo, o resultado é
estendido para a regulagio no seguimento (rastreamento) de trajetorias para sistemas n-
dimensionais na forma encadeada. Este tipo de controle permite que sistemas nao-lineares
completamente nao-holonémicos possam ser transformados para a forma encadeada e
assim pode-se utilizar a metodologia de projeto proposta.

O Capitulo 4 é devotado ao problema da regulagao no seguimento de trajetorias utili-
zando o controle preditivo generalizado. A utilizagdo do CPG permite que sejam usadas
no controle informagoes reais do processo. A adaptacao do modelo as novas condicoes

proporciona maior robustez ao sistema de controle. Assume-se que um planejador 6timo
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foi utilizado para gerar as trajetérias e que as mesmas sao compativeis com as restrigoes
nao-holonomicas. Inicialmente é proposto um controlador CPG para um robd moével com
acionamento diferencial na forma cartesiana discreta e posteriormente o CPG é esten-
dido para o rob6 movel com acionamento diferencial na forma encadeada discreta. Os
resultados obtidos nesta tltima etapa sao validos para sistemas nao-lineares com restri-
¢ao nao-holonémica na forma encadeada discreta ou que podem ser transformados para
esta forma com n estados e duas entradas ou controles. Sistemas nao-lineares na forma
encadeada quando discretizados apresentam um comportamento linear e invariante no
tempo. Desta forma, os principais teoremas utilizados para demonstrar a convergéncia do
CPG na forma linear podem ser ainda aplicados. O modelo discretizado mantém as mes-
mas propriedades do modelo continuo. Simulagoes com o rob6 movel com acionamento

diferencial confirmam os resultados tedricos.

6.2 Trabalhos Futuros

A area de controle do movimento de sistemas nao-lineares com restricoes nao-holonoémicas
ou sub-atuados é vasta e varios exemplos interessantes podem ser ainda formulados e
resolvidos. Como temas ainda em desenvolvimento e que requerem mais pesquisas, pode-

se citar:

e Projeto de sistemas robustos que considerem incertezas no modelo, sen-
sores e na propria condi¢ao de nao-holonomicidade. Um problema promissor
e desafiador, que garante futuros esforcos em pesquisa, é o da analise e projeto de
sistemas de controle para sistemas nao-holonémicos na presenca de sinais externos,
restricoes de saturacao nos atuadores, e incerteza paramétrica. O problema de con-
trole sob a medicao incompleta de estados também é de grande interesse para a
teoria de controle nao-linear pela inclusao da dinamica de observadores nas malhas
de controle. Nesta tese, o problema do controle robusto foi parcialmente endere-
cado com a utilizacao do controle preditivo generalizado. E necessario aprofundar
os estudos através da introducao de incertezas na estrutura do modelo, incertezas na
medigao e na violagao da restricao nao-holonémica. Estas contribuigoes constituem
pequenos passos na dire¢ao do desenvolvimento de ferramentas eficientes de projeto

de sistemas de controle.

e Desenvolvimento de novas técnicas de projeto de sistemas de controle
hibrido que gerem sistemas exponencialmente estaveis. Por um sistema
chaveado, entende-se um sistema hibrido dindmico consistindo de uma familia de
subsistemas continuos no tempo e uma regra que controla o chaveamento entre os

mesmos [85]. Sistemas hibridos sdo sistemas dinamicos, onde o comportamento de

PPGEE Figueiredo, L. C. (2004) UFMG



102

Conclusoes e trabalhos futuros

interesse é determinado pela interacao de dinamicas continuas e discretas. Estes sis-
temas tipicamente contém variaveis ou sinais num conjunto continuo (ex. conjunto

dos nimeros reais), e também variaveis discretas num conjunto finito [12].

Muitos sistemas encontrados na pratica exibem chaveamentos entre diversos subsis-
temas que depende de varios fatores ambientais. Outra forca de motivacao para se
estudar sistemas chaveados vem do rapido desenvolvimento da &rea. A técnica de
controle, baseada no chaveamento entre diferentes controladores, tem sido aplicada
extensivamente, particularmente no contexto adaptativo, possibilitando atingir a
estabilidade e melhorar a resposta transitoria dos sistemas. A importancia de tais
métodos de controle vem, em parte também, da existéncia de sistemas que nao
podem ser assintoticamente estabilizados através de uma tnica lei de controle con-

tinuo.

A teoria de sistemas de controle hibridos tem recebido significativas contribui¢coes
nos ultimos anos. Apesar disto, inimeras questoes ainda permanecem em aberto

[94], como por exemplo:

1. Métodos genéricos para definicao de familias adequadas de fungoes para reali-

mentacao;

2. Métodos genéricos para definicao de condigoes de chaveamento baseadas em
logica;

3. Robustez a incertezas no chaveamento;

4. Identificacao de limitacoes de desempenho quando se utilizam controladores
hibridos.

Estabilizagao num ponto de equilibrio usando o CPG. O algoritmo do CPG
para rastreamento de trajetorias de sistemas nao-holonémicos na forma encadeada,
desenvolvido no Capitulo 4, foi utilizado para estabilizagao num ponto de equilibrio.

Foi considerado um sistema com trés estados e duas entradas do tipo

1 = U,
Ty = T3Uq,
Cl")g = U9.

Para tal, considerou-se um estado inicial fora da origem e uma trajetoria de referén-
cia onde todos os estados tinham valor nulo. Utilizando a funcao de custo original,
notou-se que os estados diretamente controlados (x,z3) convergiram e o estado
controlado indiretamente apresentou um desvio constante (Figura 6.1). Este fato
ocorreu porque ao fazer o estado z; convergir, o CPG anulou o sinal de controle que

atuava sobre xo. A funcao de custo foi alterada, permitindo que o custo associado
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Figura 6.1: Estabilizacdo com o CPG e funcao de custo original.

ao estado xo tivesse um peso maior (10 vezes). Com isto foi possivel estabilizar
o sistema para determinadas condigbes iniciais (ver Figura 6.2). Infelizmente, de-
pendendo da condicao inicial, o CPG nao consegue convergir, ou seja, achar uma
trajetoria realizavel para a estabilizacao. O experimento, entretanto, mostra que,
alterando a funcao de custo adequadamente, pode ser possivel achar trajetorias que
estabilizam um sistema num ponto de equilibrio. Este tépico promissor deve ser

explorado em trabalhos futuros.

Método unificado para estabilizagcao num ponto, regulacao no seguimento
(rastreamento) de trajetoria, e geragao de trajetorias. A tarefa de projetar
controladores que efetuem a estabilizacao num ponto, regulacao no rastreamento de
trajetoria e geracao de trajetorias tem recebido crescente atencao nos tltimos anos.
Foram observados avancos significativos no controle para estabilizacao e rastrea-
mento isoladamente, bem como na geracao de trajetérias em ambientes com e sem
obstaculos, mas ainda nao se dispoe de um sistema verdadeiramente integrado. Pes-
quisadores do CALTECH desenvolveram recentemente um planejador de trajetorias
para sistemas nao-lineares utilizando SP-Line. Tal planejador de trajetoria evita
obstaculos e gera trajetorias suaves compativeis com as restrigoes nao-holondmicas.
Para o seguimento da trajetoria os mesmos utilizam um controlador adaptativo ba-
seado em modelo de referéncia (MRAC). Este avanco ainda nao é o suficiente para
vencer os desafios da robética movel. Isto pode ser observado pelo projeto "Grande
Desafio" lancado pelas forcas armadas dos Estados Unidos, que visa o desenvolvi-
mento de um veiculo moével totalmente autonomo, capaz de gerar e seguir trajetorias
utilizando sensores embarcados e evitando qualquer tipo de obsticulo no caminho.

O prémio de um milhao de doélares corre o risco de nao ser recebido por nenhum
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Figura 6.2: Estabilizacdo com o CPG e fun¢do de custo modificada.

participante. Portanto, apesar dos recentes resultados, um método unificado mesmo

para rob6s méveis permanece pouco explorado.

Emprego da teoria de sistemas com restrigoes nao-holonémicas na anilise,
projeto e controle de sistemas tolerantes a falhas. A tolerancia a falhas
significa que um sistema deve continuar em funcionamento mesmo em condi¢ao
degradada. Um caso tipico, e varias vezes referenciado no contexto de controle
de sistemas nao-lineares com restricoes nao-holonémicas, é o de um satélite sub-
atuado, ou seja, um satélite com dois motores para manter sua atitude. Observa-se
que o controle do sistema é possivel através da combinacao do movimento dos dois
motores através do colchete de Lie. O mesmo raciocinio se aplica a um barco
com apenas um remo. Através de movimentos coordenados é possivel efetuar todo
tipo de manobra. As bases teoéricas de sistemas com restricoes nao-holondomicas
podem ser utilizadas para verificacao da condicao de controle de sistemas que podem
perder algum atuador durante seu funcionamento. Neste caso, é possivel verificar
sob quais condicoes de degradagao ¢ possivel ainda manter o controle do sistema.
Este assunto merece uma atencao especial e constitui um campo fértil para novos

desenvolvimentos.

Necessidade de novos avangos na teoria do controle geométrico e em
ferramentas da geometria diferencial, facilitando a analise e projeto de
sistemas de controle. O controle geométrico nao-linear tem experimentado um
significativo avanco nos ultimos anos. Gragas a este desenvolvimento ja é possivel
determinar a controlabilidade, observabilidade e possibilidade de linearizagao por

realimentacao. Para o projeto de controladores pode-se utilizar os métodos direto e
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inverso de Lyapunov, o integrador de um passo atras, a passividade, dentre outros.
As técnicas de controle podem envolver sinais nao-continuos, continuos por parte,
variantes e invariantes no tempo. Sistemas nao-lineares, por poderem apresentar
inimeras solucoes, necessitam, em geral, de métodos de controle 6timo. Grandes
desenvolvimentos ja foram obtidos nessa area, mas ha ainda a necessidade de méto-

dos mais faceis de se empregar.

Desenvolvimento de sistemas de pilotagem automatica que considerem
as restrigoes nao-holonémicas, melhorando a confiabilidade e estendendo
o grau de automatismo de veiculos terrestres, aquaticos e aeroespaciais.
Exemplos de sistemas que empregam a teoria de sistemas nao-lineares com restri-
¢oes nao-holondémicas ja sao encontrados no sistema de freios com sistema contra
bloqueamento (ABS) e como piloto assistente virtual (DAS). Inimeras outras apli-
cagoes podem surgir utilizando os conceitos de controle de sistemas nao-lineares com

restricoes nao-holonomicas, ou melhorando as duas mencionadas anteriormente.

Extensao dos conceitos a sistemas nao-diferenciais. Considere um modelo
cinemético simples para um automoével com rodas na frente e atras [108]. As rodas
traseiras estao alinhadas com o carro enquanto as rodas dianteiras podem girar sobre
o eixo vertical. Para simplificar a obtencao das equacoes, modelam-se os pares de
roda da frente e de tras como se fosse apenas uma roda no centro dos eixos. A
restri¢ao sobre o sistema aparece quando se permite as rodas rodar e girar, mas nao

deslizar.

Sejam (x,u, ¢, ) as varidveis que configuram o carro, parametrizadas pela localiza-
¢ao das rodas traseiras, o angulo do corpo do carro com relagdo a horizontal (6),
e o angulo de giro com relagdo ao corpo do carro (¢). As restri¢des para as rodas

dianteiras e traseiras sao formadas escrevendo-se as velocidades laterais das rodas:

L(z 4 l.cosb).sen(f + ¢) — %(y + l.senb).cos(6 + ¢) =0

x.senf) — y.cost = 0.

Escritas como uma-forma tem-se:

wy = sen(0 + ¢)dx — cos(0 + ¢)dy — l.cospdl

wy = senfdx — cosOdy.
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Convertendo para um sistema de controle

T = cosOu,
y = senbuy
O = up

0 = %tangbul.

Para esta escolha de campos vetoriais, u; corresponde a velocidade para frente das
rodas traseiras do carro e uy corresponde a velocidade de giro (para virar o carro)

das rodas.

Para calcular o vetor de crescimento, aplica-se o colchete de Lie:

g = 00396% + sen@a% + %tcmgzﬁ%

g2 = %

93 = lo1,92) = 1oims 5

g1 = lov lov, 9ol = 258555 + 122855,
g5 = (g2, (g1, 92]] = l_iézgf%

{91, 92, 93, g4} sdo linearmente independentes quando ¢ # £7/2. Assim, o sistema
tem grau de ndo-holonomicidade igual a 3 com o vetor de crescimento r = (2, 3,4)
e vetor de crescimento relativo o = (2,1,1). O sistema é regular fora de ¢ #
+7/2, onde g; é indefinido. O sistema é controlavel e pode-se usar os controladores

desenvolvidos neste trabalho para estabilizar e rastrear o automovel.

e Aplicacoes praticas dos métodos existentes. Uma série de outras questoes
aparecem quando se tenta aplicar na pratica os resultados teoricos obtidos. Apesar
do grande esforco no campo de controle de sistemas nao-lineares, nao ha ainda apli-
cagoes praticas significativas que ilustrem como os métodos teoricos podem ser in-
corporados no controle de sistemas como robos moéveis, veiculos terrestres, marinhos
e aeroespaciais. As simulacoes indicam que as estratégias de controle desenvolvidas
sao boas candidatas a aplicacoes praticas. Entretanto, outros trabalhos sao neces-
sarios para efetuar a transicao da teoria para a pratica e realmente implementar
as estratégias desenvolvidas em veiculos reais. Uma linha de pesquisa emergente é
a de utilizacao do controle baseado em sensores para sistemas nao-lineares, isto é,
o controle usando visao e outros sensores nao convencionais como, por exemplo, o

sonar.

Nesta tese, o problema da estabilizacao de um sistema na forma de integrador nao-
holonémico ou na forma encadeada n-dimensional com duas entradas foi resolvido (Ca-

pitulo 3) utilizando o controle ndo-continuo, ou realimentagdo nao-linear de estados, e
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esses resultados foram estendidos para o rastreamento de trajetérias. O problema do
rastreamento de sistemas nao-lineares com restricao nao-holonémicas na forma encade-
ada n-dimensional com duas entradas ou controle foi resolvido empregando-se o controle
preditivo generalizado (Capitulo 4). Espera-se assim estar contribuindo em dire¢do ao
desenvolvimento de ferramentas eficientes de projeto de controladores para sistemas nao-

holonémicos.
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Apéndice A
Glossario

Algebra de Lie. Um espaco vetorial real munido da operacdo colchete de Lie ([.,.]) &

denominado uma algebra de Lie.

Aplicacao. Seja M um conjunto qualquer de pontos no espaco. Diz-se que h& uma
aplicagao f do conjunto M no espaco se a cada ponto X do conjunto M corresponde

um ponto f(X) do espago.

Aplicagao continua. Uma aplicacao f de um conjunto M se chama continua se quais-
quer que sejam o ponto X e o nimero € > 0, existe um ntmero o > 0 tal que
para todo ponto Y de M a distancia entre os pontos f(Y) e f(X) serd menor que

€ sempre que a distancia entre Y e X seja menor que 0.

Aplicacao injetora. Uma aplicacao f do conjunto M se chama injetora se as imagens

de pontos distintos sao diferentes.

Aplicacao inversa. Seja f uma aplicacao injetora. De modo natural fica definida entao
a aplicacdo f~! do conjunto f(M) que associa ao ponto f(X) o ponto X. Esta

aplicacao se denomina inversa de f.

Aplicacao localmente topoldgica. Uma aplicacao f de um conjunto M no espaco se
denomina localmente topoldgica se para todo ponto deste conjunto existe um entorno

no qual a aplicacao f é topologica.

Aplicacao topoloégica. Seja f uma aplicacao injetora e continua de M. Se a aplicagao

f~tdo conjunto f(M) também for continua, diz-se que f ¢ uma aplicagao topologica.

Campo covetorial. A transposta de um campo vetorial é dita ser um campo covetorial.

Um campo covetorial é um vetor linha n-dimensional.

Campo vetorial. Um mapeamento f: D — R", onde D C R" é um dominio, é dito ser

um campo vetorial sobre D. Um campo vetorial é um vetor coluna n-dimensional.
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124 Glossario

Codistribuicao. Codistribuicoes sao objetos duais das distribuicoes. Elas sao definidas

usando campos covetoriais e possuem propriedades analogas as das distribuicoes.

Colchete de Lie. Seja f e g dois campos vetoriais sobre D C R"™. A algebra de Lie de
f e g, escrita como [f, g], € um terceiro campo vetorial definido por

1.610) = 22 ()~ 2 g)

onde [0g/0x] e [0f /Ox] sao matrizes Jacobianas. Esta operagio se caracteriza por
ser bilinear (linear nas duas entradas), antisimétrica ([A,B] = -|B,A]), e atender a
identidade de Jacobi.

Conexo. Um conjunto M de pontos do espaco se chama conero se nao existem dois
conjuntos abertos G’ ¢ G” que dividem o conjunto M em duas partes M’ e M” de

modo que uma pertenca s6 a G’ e a outra, s6 a G”.

Conjunto aberto. Um conjunto G de pontos do espaco se chama aberto se para todo
ponto X deste conjunto pode-se indicar um ntimero € > 0 tal que todos os pontos

do espaco a uma distancia de X menor que € também pertencem a G.

Curva analitica. Uma curva se chama analitica se admite uma parametrizacao analitica
(f1, f2 e f3 sao fungoes analiticas) em um entorno suficientemente pequeno de cada

um de seus pontos.

Curva elementar. Um conjunto de pontos v de pontos do espago se chamard curva
elementar se for a imagem obtida no espaco por uma aplicacdo topologica de um

segmento aberto da reta.

Curva fechada. Uma curva simples homeomorfa com uma circunferéncia se denomina

fechada.

Curva genérica. Um conjunto v de pontos do espaco se denominara curva genérica se
este conjunto ¢ a imagem obtida por uma aplicacao localmente topologica de uma

curva simples no espaco.

Curva regular. Uma curva 7 se chamara reqular (k vezes diferenciavel) se para todo
ponto desta curva existe um entorno que admite uma parametrizagao regular, ou

seja, pode ser representado por equagoes na forma paramétrica

r=ft), y=ft), 2= fst),

onde fi, fo e f3 sdo fungoes regulares (k vezes continuamente diferenciaveis).
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Curva simples. Um conjunto v de pontos do espago se chamaré curva simples se este
conjunto é conexo e se para todo ponto X do mesmo existe um entorno tal que a

parte de v compreendida nele constitui uma curva elementar.

Curva suave. Diz-se que uma curva regular onde k& = 1 (uma vez diferenciavel) se

denomina suave.

Derivada de Lie. Sejah: D — R e f: D — R". A derivada de Lie de h com relacao

a f ou ao longo de f, escrita como L¢h(x), é definida por

oh

Lih(e) = 5 f(2)

Difeomorfismo. Um mapeamento 7" : D — R" é um difeomorfismo sobre D se ele for
invertivel sobre Dj isto é, existe uma fungao T~ !(x) tal que T-1(T(z)) = = para

todo z € D, e T(x) e T~!(z) sdo continuamente diferenciaveis.

Diferencial. Seja h: D — R. O diferencial de h é um campo covetorial, definido por

dh_@h_{ah @]

~9r 0177 O,

Distribuicao. Seja fi, fo, ..., fr campos vetoriais sobre D C R". Em qualquer ponto fixo
x €D, fi(x), fo(x), ..., fe(z) sdo vetores em R e

A(x) = span{ fi(x), f2(2), ..., f(2)}

é um subespaco de R". Para cada ponto = € R", atribui-se um subespago A(x),

referenciado como

A = span{ f1, fo, ..., fx}

que é chamado de distribuicao. Em outras palavras, A é uma colecao de todos os

espacos vetoriais A(x) para x € D.

Distribuicao involutiva. Uma distribuicao A é involutiva se

GEA e gp€A=[g1,02] €A

Entorno de um ponto. Chama-se entorno de um ponto X do espaco, qualquer con-

junto aberto que contém este ponto.

Equagoes de uma curva. Seja 7 uma curva elementar e seja a < t < b o segmento de

onde se obteve pela aplicacdo f a curva. Sejam fi(t), fo(t) e f3(t) as coordenadas do
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ponto da curva correspondente ao ponto ¢ do segmento. Ao sistema de igualdades

r=fi(t), y=fa(t), 2= f3(t)

se denomina equag¢oes da curva v na forma paramétrica.

Homeomorfo ou topolégicamente eqiiivalente. Sendo f uma aplicacao topologica,
pode-se dizer que o conjunto M e sua imagem f(M) sao homeomorfos ou topologi-

camente equivalentes.

Imagem de um conjunto. Ao conjunto de pontos f(X) formado pelas imagens de to-

dos os pontos do conjunto M se denomina tmagem do conjunto M.
Imagem de um ponto. O ponto f(X) do espago se denomina imagem do ponto X.

Integrabilidade completa. Seja A uma distribui¢ao nao singular sobre D, gerada por
f1, .., fr. Entao, A é dita ser completamente integravel se para cada xy € D, exista
uma vizinhanga N de zy e n — r fungbes suaves de valores reais hy(x), ..., hp_p ()

tal que hy(z), ..., h,_(x) satisfaca as equagoes diferenciais parciais
oh,;
a—jf,-(x)zo, V1i<i<re l1<j<n-r
x

e os campos covetoriais dh;(z) sao linearmente independentes para todo x € D. De

modo equivalente,

A+ = span{dhy, ..., dh,_,}

Ponto Regular. Seja v uma curva regular plana e seja P um ponto da mesma. O ponto
P da curva ~ se denomina ponto reqular com relagao ao grau de regularidade k dado,

se num entorno deste ponto a curva admite uma parametrizagao k vezes diferenciavel

que no ponto P satisfaz a condicao @2 + y? # 0.

Ponto Singular. Seja v uma curva regular plana e seja P um ponto da mesma. O
ponto P da curva v se denomina ponto singular com relacao ao grau de regularidade
k dado, se num entorno deste ponto a curva nao existe uma parametrizacao k vezes

diferenciavel

que no ponto P satisfaz a condicao @2 + y? # 0.
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Produto interno. Se f e w sdo, respectivamente, um campo vetorial e um campo cove-

torial sobre D, entao o produto interno < w, f > é definido como
<w, f >=w@)f(x) =) wix)fi(z)
i=1

Sistema Pfaffiano. Um sistema Pfaffiano é um submédulo do modulo C*°(X) do espaco

de 1-formas sobre X.

Teorema de Frobenius. Teorema que afirma que uma distribui¢ao nao singular é com-

pletamente integravel se e somente se ela for involutiva.

Variedade. Denominacgao equivalente a de uma hipersuperficie suave do espago da con-

figuracao de um sistema.
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Apéndice B
Prova do teorema para CPG

A seguir, é apresentada a prova do teorema referente ao controle utilizando CPG e a
discretizacao de sistemas nao-holonomicos na forma encadeada. A prova para o CPG é a
do teorema 2 no artigo de Clarke [27], que por sua vez se baseia numa série de Lemas de
conhecimento publico. Apresenta-se aqui a representacao do sistema na forma encadeada

e repete-se a prova do teorema 2 de Clarke para melhor clareza do texto.

Considere o sistema nao-holonémico na forma encadeada em (2,n):

Ty = Uy,
I.'Q = U2,
Ty = iUy 1=3,-+,n,
onde z = [z1,-,z,]7 € R™ & o vetor de estados, e u = [uj,us]’ € R? é o vetor de

entradas de controle. Escolhido um periodo de amostragem 7' > 0, e, uma vez que u;(t)
é constante durante este periodo de amostragem, o sub-sistema dado pela dinamica das
varidveis de estado z, = [xa,- -+ ,2,]T € R"™! produz o seguinte sistema linear e invariante
no tempo (LTI) no intervalo de tempo [kT, (k + 1)T") [39]:

. = Ap(ul)z, + brus(t),

onde A,(u}) € RMDX(=1 tem a seguinte expressio:

w0 0
ATU*: )
(u1) 0 0 w0 0 0

0 0 0 0 w0
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e b, =[1,0,---,0]7 € R"'. O sistema LTI acima é controlavel se u} nao se anular.
Portanto, o sistema nao-holondémico na forma encadeada pode ser dividido em dois
subsistemas LTI discreto.
A seguir, repete-se o Teorema 2 de Clarke [27] e sua prova.
Teorema 2: Uma malha fechada sob controle CPG em horizonte-finito serd estdvel

se:
1. O modelo de n-estados (A,b,c) € estabilizavel e detectdvel, e se
QNU:len, NQ—leTL—le)\:E—)O.

Prova: Este apéndice prova o resultado do Teorema 2 dependendo da escolha do ho-
rizonte no controle realimentado com horizonte finito. A prova se sustenta na interligagao
entre realimentacao no espaco de estados e realimentacao da saida usada no controle CPG.
A estabilidade resultante é provada para uma classe especial de sistemas no espaco de es-
tados (completamente controlavel com uma matriz de transi¢ao nao-singular) e estendido
para o caso estabilizavel por entrada/saida. Apenas plantas sem ruido sdo consideradas
uma vez que os disturbios nao afetam a estabilidade da malha. A maioria dos resultados
pode ser encontrada em varios locais, mas sao incluidos aqui para completude.

O modelo no espaco de estados sob consideracao é

z(t+ 1) = Azx(t) + bAu(t),
y(t) = clx(t).

Lema 1: Se o par (A,b) é completamente controldvel e A é nao-singular, entdo para
qualquer N > n com:
1
Kl = XbT(AT)NVV];lANH,

onde
X bT
— i Ty\i
Wy = ; A= (AT,
a lei de realimentacdo dada por Au(t) = —Kl'z(t) é estabilizante.

Prova: Considere o sistema

o(t+1) = ¢l a(t),
d=A— AN+1%(AT)NW]§1’

e a fungao de Lyapunov z7 (¢t)Wyx(t). Pode ser mostrado que

¢W ¢T _ _E B AN+1b e bT(AT)NWJ§1ANb bT(AT)N—H
N A N5y ) A

Da defini¢ao de Wy e do lema de inversao de matrizes, a grandeza ¢Wx ¢! é semi-definida
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negativa. Agora falta mostrar que nao existe estado inicial tal que a funcdo de Lyapunov
seja zero durante todo o tempo, ou, por outro lado, que nao existe estado zy tal que

8 AN*1h seja nulo para todo 7. Da controlabilidade completa tem-se
xg ANt b, Ab, A%, - -+ | A" b] £ 0.

Lembrando que a controlabilidade completa do sistema em malha aberta (A,b) implica na
controlabilidade completa do sistema em malha fechada. Isto por sua vez sugere que nao
existe estado z( tal que a funcao de Lyapunov pode se anular durante todo o tempo. Por-
tanto, ¢ é uma matriz estritamente estavel e uma transformacao de similaridade usando

a matriz A=V~ completa a prova.

O préximo conjunto de Lemas remove as restricoes de nao-singularidade de A e de
controlabilidade completa.

Lema 2: Se o sistema (A,b) tem uma unica entrada e € completamente controldvel,
entao a lei de realimentacao de estado do Lema 1 estabiliza o sistema independentemente

da nao-singularidade da matriz A.

Prova. Pode-se obter de forma direta uma transformacao de similaridade tal que:

Ay O
0 A

STTAS =

Y

onde A, é ndo-singular e A; tem apenas autovalores iguais a zero. E entio possivel mostrar
por substituicao direta que a lei de controle do Lema 1 implica apenas em realimentacao
em torno dos estados associados com a parte nao-singular, uma vez que A; é nilpotente.

O proximo Lema estabelece a interligacao entre o controlador de Kleinman e o contro-
lador preditivo usando realimentagao de estado, onde os ganhos sao computados usando
equacoes de Riccati apropriadas.

Lema 3 - As leis de controle baseadas em iteracoes das equacées de Riccati abaizo
e no controlador de Kleinman sao equivalentes se: NU = Ny >n e Ny — Ny > n —1;
Q(i) = cc? para i > Ny e zero, caso contrdrio; (i) = muito grande, para i > NU = Ny,

e extremamente pequeno (= \ =€), caso contrdrio;
P(t+ Ny) = cc’.

Para i = Ny — 1 até 1:

. . i T i
P (t + Z) = P(t +1+ 1) — P(;zg)i;%blg(ti(fil;gl)a
P(t+1i) = Qi) + ATP*(t +1)A),
KT(@) = A+ bTP(t+1)b) " P(t + 1)A,

Au(t) = —KT(t)xz(t).
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Prova: Para as primeiras Ny — IV iteragoes do algoritmo acima o posto da matriz
P aumenta progressivamente de 1 até n, seu posto méximo, se No — N; > n — 1. Isto
corresponde a faixa de pontos sobre a qual os erros futuros do sistema estao incluidos em
J. Portanto P(t + Np) tem posto pleno. Para o proximo conjunto de iteragoes i < NU
pode-se escrever a atualizagao de Riccati como:
bbT

APt 4+ DA = Pt +i+ 1)+ B

a qual pela iteracao final fornece
Ni—2

T
ANMTIP( 4 1) ATV = P4 Ny A+ Y Ai%(AT)i.
1=0

Para \ extremamente pequeno:

Np—2

bbT
AP (t +1i)A Z AZ = Wy, _s.

Agora é necessario mostrar que isto leva a lei de Kleinman, na qual Wy pode ser escrita

como 1
ANbbT(AT)N> -

Wy' = <WN_1 + 3

Aplicando o lema de inversao de matrizes e ap6s alguma manipulacdo, o ganho de reali-

mentacao de Kleinman se torna
Ky = A+ 0T (AN)NWL ANp) T (AT) VW AN
O qual pode ser escrito como:
K=\ +b"R %)W RA,

onde Wy_; = ANR™Y(AT)N. E facil ver entdo que esta é a lei baseada na iteracdo de
Riccati fazendo R = P(t + 1) e N = N; — 1. Isto implica que uma condi¢do suficiente
para a estabilidade é que Ny — 1 > n ou Ny > n.

Agora, prova-se que, no caso sem ruido, existe um mapeamento direto entre o contro-

lador por realimentacao de estados e o equivalente controlador de entrada/saida.

Lema 4 - Os cdlculos do controlador CPG de entrada/saida e a otimiza¢io usando

equacoes de Riccati e realimentacao de estados sao equivalentes.

Prova: Considere o calculo do CPG para Ny = Ny, = NU = 1. A realimentacao é
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dada por

(=9(t +1]t)),

a qual é equivalente a
—(A 4 b ec"b) b ect Ax(t),

por inspegao, uma vez que §(t + 1|t) = ¢l Az(t). Para a otimizagao em dois estigios

tem-se para (N; = 1, Ny =2, NU = 2):
_ |9 92
0 &

Au(t +1) = —(A + b ec” A(Ax(t) + bAu(t)),

Au(t)
Au(t+1)

gt + 1)
gt +2[t)

G+HB+A g9
9192 g+ A

Mostra-se de forma direta que

onde Az(t) + bAu(t) = z(t + 1) e que
Au(t) = —(\ + " Pb) " PAx(t),

onde
P =cc’ + Alecm A — ATcc"b(\ + b cc’b) b ect A.

Nota-se que as equacgoes acima nao sao outras que as equacoes de Riccati para a otimizacao
de dois estagios. E facil mostrar que os préximos estagios sao simplesmente repeticoes

das equagoes acima e a inducao completa a prova, embora nao seja incluida aqui.

Pode também ser demonstrado que o mapeamento entre os ganhos de realimentagao
de estados e os coeficientes do controlador de entrada/saida sao dados por (para qualquer

representacao de estados)

y(t —n+1) g1 0 Au(t —n)
Au(t)=—-KT | o7t : e : : +
y(t) gn O Au(t —1)
g1 0 Au(t —n)
KT
G g || Aut—1)

onde o é a matriz de observabilidade.

Lema 5 - As caracteristicas de estabilidade do controle CPG nao sao afetadas pela

presenca de fatores comuns nos polindmios pdlos/zeros do modelo do sistema.
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Prova: Considere o sistema
A(ghAy(t) = Bg™H)Au(t - 1).
Se 0 modelo do sistema ¢ dado por polindémios com fator comum a(g~!) como:
Alg™Yalg™)Ay(t) = Blg " )alg ") Ault - 1),
entao a equacgao Diofantina para o j-ésimo passo a frente do preditor se torna
1= FE,AaA + ¢ ’F..
Comparando isto com a identidade Diofantina sem o fator comum « tem-se:

1 =FEAA 4+ ¢ 'F,
aB,=FE —q'r,
F.=rAA+F,

e a saida no instante t 4+ j pode ser escrita como
y(t+j) = EBAu(t +j — 1)+ Fy(t).

Nota-se que os termos na equacao do preditor sao os mesmos para o caso de fatores nao-
comuns e entao os parametros g irao também permanecer os mesmos de antes. Isto, por
sua vez, implica que nao havera singularidade nos calculos do controle CPG na presenca
de fatores comuns, e que as caracteristicas de estabilidade nao sao afetadas.

Os Lemas acima podem agora ser combinados para provar o Teorema 2 para o CPG.
Primeiro a restricao sobre N; do Lema 3 pode ser relaxada notando que o Teorema 1 requer
N; =n e X\ =0 para colocar os polos na origem. Assim para uma planta completamente
controlavel e observavel tem-se estabilidade quando NU = Ny > n,Ny — Ny > n—1e
A for extremamente pequeno. Supondo que o modelo da planta esta sobreparametrizado,
tendo um fator comum a(q™!) cujo grau é da. Os Lemas 3 e 5 permite escolher NU =
N1 >n—ba,Ny — Ny >n—da—1e )\ =eseda for conhecido. Ele obviamente é pelo

menos 1, levando a declaracao final do Teorema 2.
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Apéndice C

Recursao da Equacao Diofantina para o
CPG

Um meio de implementar a predicao de horizonte estendido é ter um banco de preditores
auto-regulaveis para cada horizonte j. Alternativamente, (4.2) pode ser resolvida nume-
ricamente por E(j) e F(j) para toda a faixa de j que esta sendo considerada. Ambos
os métodos sao computacionalmente caros. Ao invés, um esquema mais simples e mais
efetivo & usar recursdo da equagao Diofantina até que os polinomios E(j + 1) e F(j + 1)
sejam obtidos, dados os valores de E(j) e F (7).

Para clarear a notagdo, faz-se £ = E(j),R = E(j +1),F = F(j),S = F(j+ 1) e

considere as duas equacoes diofantinas com A definido como AA:

1=FA+q7F, (C.1)

1=RA+ ¢ UtDg. (C.2)

Subtraindo (C.1) de (C.2), obtem-se:
0=AR-E)+q(qg'S—F).
O polinémio R — E é de grau j e pode ser dividido em duas partes:
R—E=R+7r(j)q.

Assim:
AR+ q7(q7'S — F 4 Ar(j)) = 0.

Claramente para esta equacio ser verdadeira, entdo R = 0 e, também, S é dado por
Sq(F — Ar(j)).
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Como A tem um elemento principal unitario, tem-se:

~

(0)
(i +1) = aiar(5)-

r(j) =

»
—~

~.
~—

I
kh

Para i = 0 até o grau de S(¢'):

Rl ' =E(q ") +q7r(),

G(j+1)=B(g HR(¢™).

(C.3)

(C.4)

(C.5)

Conseqiientemente, dados os polinémios da planta A(¢™!) e B(¢™!) e uma solugao
E(j)(g") e F(j)(¢g7"), entao (C.3) pode ser usada para obter F(j+1)(¢~!) e (C.4) para

dar E(j+1)(q™"), e assim por diante, com pequeno esfor¢co computacional. Para inicializar

a iteracao, note que para j = 1:
1=FE0)A+ ¢ F(1),

e como o elemento principal de A é 1, entio:

E) =1,  F(1)=q(1- A).

Os célculos envolvidos, portanto, sao diretos e mais simples que aqueles requeridos

quando usando um preditor separado para cada um dos horizontes de saida.
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