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Resumo

Com o avanço no desenvolvimento e utilização de veículos autônomos, faz-se ne-
cessário a investigação de técnicas capazes de gerar soluções eficientes para os di-
versos desafios relacionados à utilização desses veículos. Dentre eles, a utilização de
veículos com restrições de movimentos (não-holonômicos), a visita a posições não
específicas (regiões), regiões de interesse determinadas dinamicamente ao longo do
tempo e a utilização de múltiplos veículos.

Este trabalho aborda o problema do planejamento de caminhos eficientes para
um grupo de veículos com restrições de movimentos cujo objetivo é visitar regiões
de interesse determinadas dinamicamente no ambiente. Neste trabalho, assume-se
que os veículos são homogêneos e se deslocam com velocidade constante. Dessa
forma, o objetivo final consiste em minimizar o tempo total para se visitar todas as
regiões.

A primeira parte da tese aborda o problema considerando o caso onde apenas
um veículo é utilizado. Com base em determinadas características observadas nos
melhores caminhos obtidos a partir de um algoritmo evolutivo proposto, é apresen-
tada uma heurística determinística. Ao final, é discutida a estratégia online utilizada
para tratar a inserção dinâmica de novas regiões ao caminho.

Em seguida, é apresentada a metodologia proposta para o caso com múltiplos
veículos. Para o caso estático, são apresentados dois métodos, o primeiro consiste
na utilização de duas técnicas já existentes na literatura, e o segundo é baseado em
um algoritmo memético. Finalmente, todos os métodos discutidos são agregados a
um algoritmo de leilão descentralizado.

Palavras-chave: Robótica Móvel, Veículos Não-Holonômicos, Problema de Rotea-
mento Dinâmico de Veículos.

xiii





Abstract

With the advance in the development and use of autonomous vehicles, it is neces-
sary the development of techniques capable of generating efficient solutions to the
many challenges related to the use of such vehicles. Among them, we can mention
the use of vehicles with constrained motion (nonholonomic), visit to non-specific
positions (regions), regions of interest determined dynamically over time and the
use of multiple vehicles.

This work addresses the problem of efficient planning paths for a group of
vehicles with movement restrictions, whose goal is to visit certain regions of inte-
rest dynamically determined in the environment. It is assumed that all vehicles are
homogeneous and move with constant velocity. Therefore, the ultimate goal is to
minimize the total time necessary to visit all regions.

The first part addresses the problem by considering the case where only one
vehicle is used. Based on certain characteristics observed in the best paths obtained
from a proposed evolutionary algorithm, a deterministic heuristic is presented. Fi-
nally, we discuss the online strategy used to treat dynamic insertion of new regions
to the path.

Then, the proposed methodology is presented for the case with multiple vehi-
cles. For the static case two methods are shown, the first one comprised the use of
two existing techniques from the literature, and the second one is based on a me-
metic algorithm. Finally, all methods discussed are aggregated to a decentralized
auction algorithm.

Keywords: Mobile Robotics, Nonholonomic Vehicles, Dynamic Vehicle Routing
Problem.
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Q Conjunto das configurações (posição e orientação) dos pontos de visita
Qveic Conjunto de pontos de visita pertencentes à rota de um veículo específico
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Qativos
veic Conjunto de pontos de visita ativos (ainda não visitados) pertencentes à

rota de um veículo específico
Rij Área de interseção entre as regiõesHi eHj

R Conjunto das áreas de interseção entre as regiões de H
T Conjunto de rotas
U Número aleatório com distribuição uniforme no intervalo [0, 1]
Vi i-ésimo veículo de V
V Conjunto de veículos
X Comprimento da maior rota presente em T
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Capítulo 1

Introdução

É notável o avanço no desenvolvimento e utilização de veículos autônomos. En-
tretanto, assim como em todos os sistemas, existem diferentes custos relacionados
à utilização desses veículos. Por exemplo, o gasto energético total está diretamente
relacionado ao tempo necessário para se percorrer um determinado caminho.

Devido a isso, faz-se necessário o desenvolvimento de técnicas capazes de ge-
rar soluções eficientes para os diversos desafios relacionados à utilização de veículos
autônomos, aumentando a aplicabilidade dos mesmos nas mais diversas áreas.

Este trabalho apresenta a concepção, desenvolvimento e análise de um sistema
de planejamento de caminhos para veículos autônomos com restrições de movimen-
tos para visita a regiões determinadas dinamicamente no ambiente.

1.1 Contextualização

A Robótica ganhou notoriedade nas últimas décadas, principalmente, devido à uti-
lização de manipuladores, ou braços robóticos, em linhas de montagem industriais
[Siegwart et al., 2011]. Entretanto, uma área que tem se destacado e obtido grandes
avanços em anos mais recentes é a Robótica Móvel, responsável por estudar robôs
capazes de locomoverem-se no ambiente em que estão inseridos [Choset et al., 2005;
Thrun et al., 2005], denominados robôs móveis.

Uma das linhas de pesquisa fundamentais na área da Robótica Móvel tem
como objetivo o desenvolvimento de métodos que permitam prover maior auto-
nomia aos robôs, principalmente em questões ligadas à sua movimentação pelo am-
biente. Dessa forma, é possível desenvolver sistemas que necessitarão cada vez
menos de alguma interferência humana para auxiliar ou acompanhar a realização
das tarefas designadas aos robôs.

1
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Para que um robô seja realmente autônomo, se diz de maneira informal, que
ele deve ser capaz de responder a três perguntas básicas: “Onde Estou?” (localiza-
ção), “Aonde Vou?” (objetivo) e “Como Vou?” (estratégia). Planejadores de cami-
nhos estão relacionados à terceira pergunta, ou seja, qual deve ser o plano (rota) a
ser seguido pelo robô para realização de determinada tarefa. Esses métodos são res-
ponsáveis por calcular um caminho factível no espaço livre do ambiente ligando, no
mínimo, duas dadas posições. A qualidade do caminho gerado pode ser avaliada
considerando-se diferentes métricas como o comprimento (mais usual), tempo de
execução, gasto energético, entre outras.

Além disso, também tem crescido o interesse no desenvolvimento de técnicas
para o problema de geração dinâmica de caminhos para múltiplos robôs. Uma das
principais razões está ligada ao fato de que soluções para esse problema têm apre-
sentado bons resultados, permitindo assim uma maior utilização desses robôs na
realização de tarefas geradas dinamicamente e distribuídas pelo ambiente.

1.2 Motivação

A coordenação de vários agentes móveis (em nosso caso, veículos ou robôs), é tema
de grande importância na Robótica Móvel, sendo o foco de diversos trabalhos na li-
teratura [Gerkey & Matarić, 2004; Dias et al., 2006; Farinelli et al., 2004; Parker, 2008].
Isso se deve ao fato de que a utilização de múltiplos agentes traz diversas vantagens
em comparação a sistemas compostos por um único agente. Por exemplo, um sis-
tema formado por diversos agentes é capaz de executar uma tarefa de maneira mais
eficiente, permitindo delegar funções a cada agente. Além disso, o sistema se torna
mais robusto a falhas individuais dos agentes.

É interessante observar que a maioria dos veículos presentes em nosso coti-
diano, por exemplo, automóveis, motocicletas, aviões e navios, possuem determi-
nadas restrições associadas aos movimentos que esses podem realizar. Veículos
que possuem essa característica são denominados veículos não-holonômicos. Ao
utilizar-se esse tipo de veículo para realização de uma tarefa, o custo associado à
execução do caminho poderá ser bem maior do que a simples distância euclidiana
linear entre os pontos inicial e final, variando de acordo com as características espe-
cíficas de cada veículo.

A Figura 1.1 apresenta diferentes exemplos de veículos com aplicações milita-
res ou comerciais que possuem restrições não-holonômicas e poderiam se beneficiar
das contribuições deste trabalho.
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Destaca-se o veículo apresentado na Figura 1.1(c), que possui um raio de cur-
vatura de aproximadamente 1,6 km (em condições climáticas favoráveis) [Clarkson,
2010]. Além disso, são necessários cerca de 9 km para realizar-se uma parada com-
pleta. Dessa forma, é possível observar a importância de se planejar previamente o
caminho a ser realizado.

(a) Predator (b) Caterpillar 797B

(c) Knock Nevis

Figura 1.1. Exemplos de veículos atuais que possuem restrições não-
holonômicas. (a) UAV militar utilizado em missões de reconhecimento. (b) Veí-
culo de carga utilizado em minas a céu aberto. (c) Navio petroleiro de maior
comprimento atualmente em utilização.

O interesse no desenvolvimento de veículos autônomos tem crescido bastante,
tendo como principais objetivos a redução dos custos envolvidos em diversos ati-
vidades e uma menor exposição de pessoas desnecessariamente a situações consi-
deradas de risco. Uma ampla gama de aplicações se beneficiariam da utilização de
diversos agentes móveis autônomos. Podemos citar, por exemplo, monitoramento
ambiental, tarefas de busca e salvamento, exploração de regiões, coleta de dados em
redes de sensores sem fio, entre outras [Siciliano & Khatib, 2008] (Figura 1.2).

Como pode ser observado, este trabalho foca principalmente na utilização des-
ses veículos em ambientes abertos (sem obstáculos), por exemplo um campo de
plantação ou no espaço aéreo. Portanto, a existência de possíveis obstáculos não
será considerada durante o planejamento do caminho.
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(a) Agricultura de precisão

(b) Monitoramento ambiental (c) Vigilância/Exploração de regiões

Figura 1.2. Exemplos de possíveis tarefas que não demandam a visita a uma
posição exata no ambiente e que normalmente são realizadas utilizando-se veí-
culos com restrições de movimento.

Além disso, em diversas tarefas é comum que novos objetivos sejam adicio-
nados enquanto o agente ainda está realizando o planejamento inicial. Por exem-
plo, durante a exploração de um ambiente, novas regiões de interesse podem ser
informadas. Como consequência, é necessário, também, que os caminhos sejam
calculados dinamicamente, de tal maneira que as mudanças no ambiente sejam in-
corporadas à missão.

1.3 Problema

Um dos grandes desafios associados ao planejamento de caminhos está fortemente
relacionado à liberdade de movimento do veículo, ou seja, à existência de deter-
minadas limitações que restringem os comandos que podem ser executados pelo
veículo. Um automóvel típico, por exemplo, não pode realizar deslocamentos la-
terais, ou seja, mover-se instantaneamente de maneira ortogonal ao plano de suas
rodas. Esse veículo normalmente realiza movimentos para frente (ou para trás) e
realiza curvas de acordo com o esterçamento das rodas direcionais (frontais).
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Esse tipo de limitação relacionada ao movimento do veículo é conhecida como
restrição não-holonômica, e, conforme dito anteriormente, veículos que a possuem
são denominados veículos não-holonômicos. Uma ou mais restrições podem estar
associadas ao movimento desses veículos. Um avião, por exemplo, possui como al-
gumas de suas restrições não-holonômicas a curvatura máxima e o ângulo máximo
de subida [LaValle, 2006].

Formalmente, veículos não-holonômicos são aqueles em que o número de
graus de liberdade controláveis é menor que o seu número total de graus de li-
berdade [Siegwart et al., 2011]. Logo, uma premissa fundamental ao se calcular
caminhos para esse tipo de veículo é que o caminho seja realizável, ou seja, o ca-
minho planejado deve ser passível de execução pelo veículo considerando as suas
restrições específicas.

Outra questão relevante na geração do caminho e que também deve ser con-
siderada é a energia gasta para sua realização. Dessa forma, é importante que o
comprimento do caminho também seja considerado, dando-se prioridade à geração
de caminhos de menor comprimento (no caso planar), permitindo assim gastar-se
menos energia e tempo para realização do mesmo. É importante destacar que o
gasto energético de um veículo pode envolver vários aspectos (velocidade, carac-
terísticas do ambiente, etc.). Entretanto, neste trabalho considera-se que apenas o
comprimento do caminho é um fator de influência.

Características relacionadas ao ambiente também são relevantes ao problema.
Em diversos trabalhos que abordam o problema de roteamento de veículos, a loca-
lização de todos os pontos a serem visitados é previamente conhecida. O problema
resume-se, então, em encontrar um caminho que otimize uma determinada métrica
(geralmente o comprimento do caminho) passando por esses pontos. Assim, a di-
ficuldade de se encontrar uma solução para o problema aumenta quando novos
pontos a serem visitados são adicionados ao ambiente após o início da realização do
caminho inicial. É necessário, então, que esses pontos sejam incorporados de forma
eficiente ao caminho que o veículo deve percorrer.

A modelagem desse problema, geralmente, é feita considerando-se a visita à
posição exata dos pontos. Entretanto, isso não representa bem grande parte dos ca-
sos encontradas em situações reais. Como exemplo, suponhamos que um veículo
aéreo que tem como tarefa fotografar certas regiões em um ambiente. Não é neces-
sário que esse veículo passe em uma posição específica, mas a tarefa poderá ser exe-
cutada a partir do momento em que o sensor possa captar adequadamente a região
do objetivo. Portanto, é interessante modelar o problema de forma que o veículo
possua uma região de interesse a ser visitada, e não apenas um ponto específico.
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Finalmente, a modelagem deve considerar o número de veículos que será uti-
lizado na execução da tarefa, ou seja, se um veículo ou múltiplos veículos. A uti-
lização de múltiplos veículos levanta a necessidade de haver algum tipo de coor-
denação entre eles, inicialmente sendo realizada uma etapa onde cada veículo será
informado de quais partes do problema ele é responsável.

É necessário, então, que uma solução para o problema de geração de caminhos
e para a alocação de tarefas seja realizada em conjunto. Pois, conforme visto, utilizar
apenas a informação da distância euclidiana entre os pontos alvo dados como en-
trada para a alocação de tarefas pode gerar resultados inadequados, já que as restri-
ções não-holonômicas dos veículos possuem impacto significativo no comprimento
final do caminho gerado.

Uma definição, ainda que superficial, para o problema abordado neste traba-
lho, com o principal objetivo de introduzir a ideia geral, é apresentada a seguir. Os
conceitos envolvidos e uma descrição formal para o problema serão apresentados
no Capítulo 3.

Roteamento Dinâmico de Veículos Não-Holonômicos para Visita a Regiões: Dado
um grupo de veículos com restrições de movimentos e regiões de interesse a serem visitadas
determinadas dinamicamente no ambiente ao longo do tempo. Calcular um conjunto de
caminhos de forma que todas as regiões sejam visitadas por pelo menos um veículo e o tempo
total de visita seja minimizado.

Conforme pode ser observado, diversos desafios estão diretamente ligados ao
problema de geração de caminhos e precisam ser adequadamente abordados de
modo a permitir que os veículos naveguem da forma mais eficiente possível. A Fi-
gura 1.3 apresenta uma ilustração para o problema que será tratado neste trabalho,
permitindo uma melhor visualização das questões descritas anteriormente.

A Figura 1.3(a) apresenta a situação inicial do ambiente, onde algumas regiões
de interesse são representadas por círculos tracejados, além disso, é possível tam-
bém visualizar a posição base onde os veículos devem iniciar e terminar a nave-
gação. Em seguinda, a Figura 1.3(b) apresenta os caminhos iniciais, considerando
as demandas já conhecidas. Finalmente, a Figura 1.3(c) representa um instante de
tempo em que os veículos (triângulos laranja) já se encontram em movimento e no-
vas regiões de interesse são selecionadas (destacadas em cinza). Logo, surge a ne-
cessidade de se alterar o planejamento inicial de forma que ao final da execução
todas as regiões tenham sido visitadas.
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(a) (b) (c)

Figura 1.3. Ilustração do problema de roteamento dinâmico de veículos não-
holonômicos para visita a regiões. (a) Disposição inicial de algumas regiões (cír-
culos tracejados) e da base (quadrado azul). (b) Possíveis rotas para as regiões
previamente conhecidas. (c) Os veículos (triângulos laranja) já estão executando
as rotas quando novas regiões (destacadas em cinza) são inseridas no ambiente.

Portanto, é necessário o desenvolvimento de técnicas de roteamento de veí-
culos específicas e que considerem os desafios envolvidos na utilização de veículos
não-holonômicos para a visita a regiões geradas dinamicamente.

1.4 Contribuições

A seguir são apresentadas as principais contribuições obtidas a partir deste trabalho,
que estão agrupadas de acordo com cada um dos diferentes desafios relacionados
ao problema.

• Planejamento de Caminhos para Um Veículo:

– Caso estático: Apresentação de dois métodos para o problema da gera-
ção de caminhos eficientes para veículos não-holonômicos. Inicialmente
é proposta a utilização de um Algoritmo Evolutivo, onde a posição e ori-
entação dos pontos de visita, além da sequência de visita, são otimizados
de uma forma combinada em cada iteração. O segundo método consiste
em uma heurística determinística desenvolvida com base em determina-
das características observadas nos melhores caminhos “evoluídos” resul-
tantes do método anterior. Ambos os métodos apresentaram resultados
melhores que a solução trivial (utilizando o Algoritmo Alternante [Savla
et al., 2005b]). Além disso, a heurística obteve resultados melhores que o
estado-da-arte [Isaacs et al., 2011] em aproximadamente 70% dos casos.
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– Caso dinâmico: Desenvolvimento de uma estratégia online para a inser-
ção de novas regiões ao caminho. O método classifica as novas regiões de
acordo com a necessidade de se alterar ou não o caminho para visitá-las.
O método apresentou uma razão de competitividade em relação ao mé-
todo offline (heurística), obtida empiricamente, com valor 3,21, entretanto,
possuindo um valor médio bem inferior, 2,08.

• Planejamento de Caminho para Múltiplos Veículos:

– Caso estático: São apresentados dois métodos: o primeiro método, de-
nominado k-DSPLITOUR, consiste na utilização de duas técnicas já exis-
tentes na literatura (k-SPLITOUR [Frederickson et al., 1978] e Algoritmo
Alternante [Savla et al., 2005b]). O segundo método é baseado em um
Algoritmo Memético. Ambos os métodos apresentaram resultados (com-
primento da maior rota) aproximadamente 30 % maiores que o método
DGPTour [Bhadauria et al., 2011] (solução para o k-TSPN, ou seja, as res-
trições do veículo não são consideras).

– Caso dinâmico: É apresentado um algoritmo descentralizado baseado
no mecanismo de leilão. O valor do lance efetuado por cada veículo é
calculado a partir dos algoritmos apresentados para o caso dinâmico uti-
lizando apenas um veículo. O método apresentou uma razão de compe-
titividade em relação ao método offline (MA), obtida empiricamente, com
valor 1,56, entretanto, possuindo um valor médio bem inferior, 1,17.

Durante o desenvolvimento do projeto, partes da metodologia proposta, além
de problemas correlatos, foram apresentados em artigos que se encontram publica-
dos em conferências internacionais.

• Douglas G. Macharet, Armando A. Neto, Vilar F. C. Neto e Mario F. M. Cam-
pos. Nonholonomic Path Planning Optimization for Dubins’ Vehicles. Internatio-
nal Conference on Robotics and Automation (ICRA), 2011. [Qualis-CC A1]

• Douglas G. Macharet, Armando A. Neto, Vilar F. C. Neto e Mario F. M. Campos.
Data Gathering Tour Optimization for Dubins’ Vehicles. IEEE Congress on Evolu-
tionary Computation (CEC), 2012. [Qualis-CC A2]

• Douglas G. Macharet, Armando A. Neto, Vilar F. C. Neto e Mario F. M. Campos.
An Evolutionary Approach for the Dubins’ Traveling Salesman Problem with
Neighborhoods. Genetic and Evolutionary Computation Conference (GECCO), 2012.
[Qualis-CC A1]
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• Paulo L. J. Drews Jr., Douglas G. Macharet e Mario F. M. Campos. A Terrain-
Based Path Planning for Mobile Robots with Bounded Curvature. Latin American
Robotics Symposium (LARS), 2012. [Qualis-CC B4]

• Douglas G. Macharet, Armando A. Neto, Vilar F. C. Neto e Mario F. M. Cam-
pos. Efficient Target Visiting Path Planning for Multiple Vehicles with Bounded
Curvature. International Conference on Intelligent Robots and Systems (IROS), 2013.
[Qualis-CC A1]

1.5 Organização do Texto

O Capítulo 2 apresenta uma revisão dos principais trabalhos encontrados na litera-
tura relacionados ao tema aqui abordado. No Capítulo 3 o problema desta tese e
suas restrições são formalizados. No Capítulo 4 é detalhada a metodologia desen-
volvida para o caso onde apenas um veículo é utilizado, considerando inicialmente
o caso estático e em seguida o caso dinâmico. Ao final são apresentados os experi-
mentos realizados para validação e avaliação dos métodos propostos. No Capítulo
5 é apresentada a metodologia proposta para solução do problema considerando o
caso para múltiplos veículos. Ao final são apresentados os experimentos realizados
para validação e avaliação dos métodos propostos. Finalmente, o Capítulo 6 suma-
riza e discute os resultados obtidos e traça possíveis direções a serem tomadas para
extensão do projeto.





Capítulo 2

Trabalhos Relacionados

Nesta seção são apresentadas e discutidas as principais contribuições realizadas por
trabalhos encontrados na literatura que estão relacionados ao problema abordado
neste trabalho. O problema de planejamento de caminhos para veículos autôno-
mos é fundamental e de grande importância, especialmente para a Robótica. Dessa
forma, é possível encontrar diversos trabalhos sobre o tema na literatura [Choset
et al., 2005; LaValle, 2006].

Uma possível taxonomia das diferentes abordagens do problema pode agru-
par os trabalhos considerando-se, por exemplo, a quantidade (um ou vários) ou
tipo (holonômico ou não-holonômico) de veículo envolvido. Características do am-
biente também podem ser consideradas, como por exemplo, a presença ou não de
obstáculos ou se o ambiente é dinâmico ou estático.

O Problema do Caixeiro Viajante (Traveling Salesman Problem, ou TSP) é um
problema de otimização combinatória fundamental e amplamente estudado na
computação [Applegate et al., 2007]. O problema consiste em determinar o me-
nor caminho (sequência de visita) que passa por um conjunto de pontos (cidades)
informados previamente, iniciando em um ponto qualquer e retornando ao ponto
de partida após visitar todos os pontos uma única vez. De maneira mais formal,
consiste em se determinar o menor ciclo hamiltoniano [Rosen, 2012].

Por se tratar de um problema NP-difícil, as soluções tipicamente adotadas são
constituídas por heurísticas. Isso deve-se ao fato de que, devido à sua complexi-
dade, o tempo de cálculo para instâncias com algumas dezenas de pontos já pode
se tornar proibitivo caso a aplicação demande um resultado em um curto intervalo
de tempo. Dessa forma, é possível escolher entre qualidade de solução ou eficiên-
cia. Dentre as principais e mais utilizadas heurísticas pode-se citar os algoritmos de
Christofides [Christofides, 1972] e Lin-Kernighan [Lin & Kernighan, 1973].

11
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Uma das principais deficiências ao se utilizar a modelagem proposta pelo TSP
em sistemas robóticos está no fato dessa modelagem não incorporar informações
relativas aos alvos a serem visitados ou às restrições dos veículos utilizados, por
exemplo, o raio mínimo de curvatura. Devido a isso, diversos trabalhos propõem
generalizações do TSP incorporando certas restrições relativas, por exemplo, ao veí-
culo ou ao ambiente, tornando o problema mais próximo a cenários reais. Parte das
possíveis variações para o TSP que se aplicam ao problema tratado nesse trabalho
serão discutidas nas próximas seções.

2.1 Roteamento de Veículos Não-Holonômicos

Como mencionado anteriormente, um grande número de veículos presentes em
nosso cotidiano possuem restrições em seus movimentos, e podem ser classificados
como não-holonômicos. Esses veículos possuem uma ou mais restrições associadas
a seu movimento, dentre as quais pode-se citar curvatura, torção, ângulo de subida,
entre outras. Dessa forma, ao se utilizar esses tipos de veículos, por exemplo um
veículo com geometria de Ackerman ou um Veículo Aéreo Não Tripulado (Unman-
ned Aerial Vehicle, ou UAV) de asa-fixa, é importante considerar essas restrições e
utilizar métodos diferentes para se planejar e estimar o custo de um caminho.

A geração de caminhos para veículos não-holonômicos é um tema de grande
importância na Robótica [Siegwart et al., 2011; LaValle, 2006]. Entretanto, apesar
de diversos trabalhos na literatura abordarem o tema, uma parte deles possui como
foco principal apenas a geração de caminhos “realizáveis” (caminhos que respeitam
as restrições de movimento do veículo), desconsiderando o comprimento que esse
caminho possuirá.

Diversos trabalhos tratando desse problema fazem uso dos chamados algo-
ritmos probabilísticos. Em [Alves Neto et al., 2010] foi proposta uma metodologia
para a geração de trajetórias (o tempo é considerado) para UAVs de asa-fixa em am-
bientes com obstáculos baseada no uso da Árvore Aleatória de Exploração Rápida
(Rapidly-Exploring Random Tree, ou RRT). Em [Macharet et al., 2010] a geração de ca-
minhos (o tempo não é considerado) é realizada utilizando-se Algoritmos Genéticos
(Genetic Algorithms, ou GAs) e curvas de Bézier. Esse tipo de algoritmo (probabilís-
tico) é utilizado em diversos trabalhos [Kuwata et al., 2008; Karaman & Frazzoli,
2010], uma vez que permitem representar de forma mais simplificada as restrições
envolvidas no problema, por exemplo, a curvatura máxima do veículo.
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Ao se considerar apenas a restrição de curvatura, grande parte dos planejado-
res que focam em gerar caminhos de comprimento mínimo para esse tipo de veículo
utilizam as curvas de Dubins para a modelagem dos caminhos, ao invés de unica-
mente linhas retas. Em seu trabalho seminal, Dubins demonstrou uma maneira de
calcular o menor caminho no espaço bidimensional entre dois pontos com orienta-
ção e restrição de curvatura [Dubins, 1957]. O caminho resultante é composto por
segmentos de reta e arcos cujo raio respeitam a curvatura máxima do veículo.

As curvas de Dubins possuem basicamente seis possibilidades de ligação en-
tre os segmentos de reta e os arcos. Uma classificação abordando essas diferentes
possibilidades foi apresentada em [Shkel & Lumelsky, 2001], tornando-se possível
encontrar o caminho ótimo por meio de uma manipulação lógica das curvas candi-
datas, sem a necessidade de se calcular todos os seis caminhos possíveis.

Fazendo uso das curvas de Dubins, o problema de se gerar um circuito mínimo
de visita e que atende a restrição de curvatura do veículo foi inicialmente introdu-
zido em [Savla et al., 2005b] e recebeu o nome de TSP Dubins (Dubins TSP, ou DTSP).
O DTSP é uma generalização para o TSP na qual o caminho será composto por cur-
vas de Dubins. Esse problema possui dois requisitos básicos: (i) o caminho a ligar
quaisquer dois pontos deve ser uma curva de Dubins; (ii) as curvas de Dubins que
incidem sobre um mesmo ponto devem possuir orientações iguais.

Em [Savla et al., 2005b] o caminho é calculado em três etapas. Inicialmente
a sequência de visita é obtida resolvendo-se o TSP Euclidiano (Euclidean TSP, ou
ETSP) para o conjunto de pontos, em seguida devem ser geradas as curvas de
Dubins ligando os pontos na ordem definida. Entretanto, para se gerar as curvas
é necessário primeiramente que os pontos possuam uma orientação associada a eles
(o cálculo dessas orientações é um dos desafios do problema). É então proposta
uma heurística simples para gerar orientações denominada Algoritmo Alternante
(Alternating Algorithm, ou AA), onde os pontos são alternadamente conectados por
segmentos de reta e curvas de Dubins.

A Figura 2.1 apresenta uma comparação dos circuitos gerados utilizando-se
apenas a métrica euclidiana (Figura 2.1(a)) e considerando-se um veículo com res-
trições de curvatura (Figura 2.1(b)). Conforme pode ser observado, dependendo
da restrição de curvatura e da distribuição dos pontos, o impacto no comprimento
pode ser significativo.

Grande parte dos trabalhos na literatura seguem essas mesmas etapas para
geração dos caminhos, ou seja, utilizam a sequência de visita obtida a partir do
ETSP e, em seguida, os pontos são conectados com curvas de Dubins, dentre os
quais pode-se citar [Savla et al., 2005b; Ma & Castañón, 2006].
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(a) ETSP (b) DTSP

Figura 2.1. Comparação dos circuitos resultantes obtidos utilizando-se o (a)
ETSP e o (b) DTSP com orientações determinadas pelo AA [Savla et al., 2005b].

Entretanto, considerar apenas a métrica da distância euclidiana para determi-
nar a ordem de visita não necessariamente garantirá bons resultados ao se utilizar
curvas de Dubins para ligar os pontos. Dessa forma, fazendo com que o veículo
tenha que realizar muitas manobras (principalmente nos casos em que os pontos
estão dispostos muito próximos uns dos outros).

Em [Tang & Özgüner, 2005], é proposto um método que não se baseia na
sequência obtida pelo ETSP. A técnica consiste em inicialmente calcular o centro
geométrico do conjunto de pontos. Em seguida, as orientações são calculadas de
acordo com o ângulo existente entre o ponto e o centro geométrico. A sequência de
visita é então obtida a partir da ordenação crescente dos pontos considerando-se as
orientações atribuídas (Figura 2.2).

Figura 2.2. Determinação da sequência de visita de acordo com o ângulo exis-
tente entre os pontos e o centro geométrico [Tang & Özgüner, 2005].



2.2. GERAÇÃO DE CAMINHOS PARA VISITA A REGIÕES 15

Conceito similar é utilizado em [Medeiros & Urrutia, 2010], onde a sequência
de visita é feita determinando-se o circuito com o menor custo angular. A determi-
nação do circuito com o menor custo angular também corresponde à uma generali-
zação para o TSP denominado TSP Angular (Angle-TSP, ou TSPA) [Aggarwal et al.,
1997]. O custo angular de um circuito corresponde ao somatório de todas as mudan-
ças de direção (curvas) que o veículo deve realizar. A principal idéia é que circuitos
que possuem poucas curvas, ou seja, são mais lineares, tendem a gerar curvas de
Dubins menores.

Já em [Le Ny & Feron, 2005], a sequência é obtida utilizando-se diretamente
o comprimento das curvas de Dubins entre os pontos. As orientações de todos os
pontos são definidas inicialmente como zero e todas as n(n− 1) curvas entre todos
os pontos são calculadas. Em seguida, é utilizado o TSP Assimétrico (Asymmetric
TSP, ou ATSP) para se calcular o menor caminho no grafo obtido.

Conforme demonstrado em [Le Ny et al., 2007], o DTSP também é NP-difícil.
É importante ressaltar que, diferente de outras variações para o TSP, não é possível
formular o DTSP como um problema em um grafo finito. Logo, esse fato impede a
aplicação de técnicas já bem estabelecidas em otimização combinatória.

2.2 Geração de Caminhos para Visita a Regiões

Outra generalização para o TSP é conhecida como TSP com Vizinhanças (TSP with
Neighborhoods, ou TSPN) e foi apresentada em [Arkin & Hassin, 1994]. Nesse pro-
blema o caixeiro continua possuindo um circuito de visitas a serem realizadas, entre-
tanto, nessa formulação do problema cada ponto está associado a uma vizinhança.
Assim, tanto o caixeiro quanto o possível comprador a ser visitado podem se en-
contrar em qualquer lugar dessa vizinhança. Logo, o problema é definido em como
gerar o menor caminho que intercepte todas as vizinhanças pelo menos uma vez.

O TSPN é um problema NP-Difícil, mais especificamente APX-difícil (aceita
um Algoritmo de Aproximação em Tempo Polinomial (Polynomial-Time Approxima-
tion Algorithm, ou PTAA) com razão de aproximação limitada por uma constante),
ou seja, não pode ser aproximado por um fator 2− ε, com ε > 0, a menos que P=NP
[Safra & Schwartz, 2006].

Entre os primeiros trabalhos que abordam o caso geral para esse problema
pode-se citar [Mata & Mitchell, 1995; Gudmundsson & Levcopoulos, 1999]. Nesses
trabalhos foram apresentados algoritmos com fator de aproximação O(log n), onde
n é o número de regiões.



16 CAPÍTULO 2. TRABALHOS RELACIONADOS

Em [Dumitrescu & Mitchell, 2003] é apresentado um algoritmo para o TSPN
onde as regiões são discos uniformes e inicialmente sem interseção. Para o caso geral
onde as regiões podem possuir interseção, primeiramente é calculado um conjunto
máximo de regiões que não se interceptam. Em seguida, é construído um circuito
que visite os centros das regiões desse novo conjunto e que passe pelo perímetro
visitando discos que não fazem parte do conjunto.

Um Esquema de Aproximação em Tempo Polinomial (Polynomial-Time Appro-
ximation Scheme, ou PTAS) para o problema é apresentado em [Mitchell, 2007; Du-
mitrescu & Mitchell, 2003], especificamente para o caso de regiões convexas que não
possuem interseção. A solução apresentada em [de Berg et al., 2005] considera es-
sas mesmas restrições, entretanto, já é tratado o caso em que as regiões possuem
tamanho variado.

O algoritmo apresentado em [Elbassioni et al., 2006] considera a utilização de
regiões circulares de diferentes tamanhos, entretanto, é necessário que essas pos-
suam diâmetros iguais (ou comparáveis). O circuito está restrito a passar por cada
região apenas através de um conjunto finito de pontos previamente definidos. É
demonstrado que o algoritmo também possui fator de aproximação constante.

Um problema similar relacionado ao TSPN é denominado na literatura de TSP
para Grupo Euclidiano (Euclidean Group TSP, ou EGTSP) [Elbassioni et al., 2005].
Nessa instância os pontos de interesse são agrupados em regiões, e o problema con-
siste em gerar o menor caminho que passe por pelo menos um dos pontos dispostos
em cada região. É importante ressaltar a diferença para o TSPN, onde a região pre-
cisa ser visitada (caso contínuo), e não a posição exata de um ponto (caso discreto).

A Figura 2.3 exemplifica dois circuitos resultantes gerados considerando o
EGTSP e o TSPN.

(a) EGTSP (b) TSPN

Figura 2.3. Comparação dos circuitos resultantes obtidos utilizando-se o (a)
EGTSP e o (b) TSPN [Elbassioni et al., 2005].
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O problema de geração de caminhos para um sorvedouro (sink) móvel para
coleta de dados em uma rede de sensores sem fio é um dos principais problemas que
fazem uso da modelagem proposta pelo TSPN. O raio de comunicação do sensor
representa a vizinhança do pontos, e o agente móvel deve apenas estar nessa região
para conseguir se comunicar com o sensor.

Em [Yuan et al., 2007b], a sequência de visita é obtida resolvendo-se o TSP
baseado no centro das regiões (pontos de coleta), e em seguida três algoritmos evo-
lucionários são utilizados para otimizar o caminho movimentando-se esses pontos
de dentro das regiões (Figura 2.4).

Figura 2.4. Exemplo da solução obtida a partir de um Algoritmo Genético para
o TSPN aplicado à geração de caminhos para coleta de dados em uma rede de
sensores sem fio [Yuan et al., 2007b]. As regiões circulares representam o raio de
comunicação dos sensores.

Em [Comarela et al., 2011] é apresentado um algoritmo baseado na técnica
de Otimização por Colônia de Formigas (Ant Colony Optimization, ou ACO), onde
a principal diferença para o trabalho citado anteriormente se encontra no fato de
a permutação também estar embutida no processo de otimização. É importante
ressaltar que em ambos os trabalhos as regiões não possuem interseção.

O EGTSP também serve de inspiração para a modelagem do problema de co-
leta de dados. Em [Wu et al., 2009], um conjunto de nós sensores são agrupados em
diferentes subgrupos, e deve-se minimizar o caminho de coleta onde pelo menos a
posição exata de um nó sensor em cada subgrupo deve ser visitada. Em [Valle et al.,
2008] também é utilizada uma modelagem que remete ao EGTSP, entretanto, após o
agrupamento dos nós sensores, o caminho gerado não necessariamente passa pela
posição de um nó, mas em pontos virtuais calculados no centro dos grupos previa-
mente gerados.
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O TSPN também foi abordado considerando a distribuição de sensores no es-
paço tridimensional (problema existente principalmente em cenários subaquáticos).
Em [Yuan et al., 2007a] é apresentada uma solução para geração de caminhos curtos
que passem por diversas regiões esféricas dispostas no espaço utilizando Algorit-
mos de Estimação de Distribuição (Estimation of Distribution Algorithms, ou EDAs).

Em [Di Francesco et al., 2011] é apresentada uma revisão geral dos desafios
e principais técnicas existentes para o problema da utilização de elementos móveis
(veículos) para a coleta de dados em redes de sensores sem fio.

2.3 Visita a Regiões com Veículos

Não-Holonômicos

Apenas em trabalhos recentes, a união das restrições impostas pelos problemas do
DTSP e TSPN começaram a ser consideradas em um único problema, denominado
TSP Dubins com Vizinhanças (Dubins TSP with Neighborhoods, ou DTSPN).

O primeiro trabalho a abordar o DTSPN foi [Obermeyer, 2009], onde foi utili-
zada a nomenclatura TSP Dubins para Visita a Polígonos (Polygon-Visiting DTSP, ou
PVDTSP). A modelagem foi utilizada para representar o problema onde um UAV
em missão de reconhecimento deve sobrevoar determinadas regiões e fotografar to-
dos os alvos no menor tempo possível. Como os alvos são estáticos e o veículo pos-
sui velocidade constante, a função de custo utilizada é constituída apenas pelo fator
referente à minimização do comprimento do caminho. O trabalho apresenta uma
solução utilizando Algoritmos Genéticos. O cromossomo é composto por uma posi-
ção e uma orientação dentro de cada região a ser visitada. O algoritmo é avaliado a
partir de uma série de simulações numéricas e os resultados são comparados com os
obtidos por um algoritmo de busca aleatória. A Figura 2.5 apresenta dois resultados
obtidos e utilizados para avaliação do método apresentado em [Obermeyer, 2009].

Em um trabalho subsequente [Obermeyer et al., 2010], foi apresentada uma
abordagem baseada em amostragem (sampling-based roadmap). Diversas configura-
ções (posição e orientação) são amostradas nos limites das regiões. Essas amostras
são denominadas posições de entrada na região, uma vez que todas as amostras
estão orientadas em direção ao interior da região ou são paralelas à borda. Após
realizada a amostragem, são calculados os caminhos de todas as amostras de cada
região para todas as outras amostras das demais regiões. Em seguida, faz-se uso do
ATSP para o cálculo do circuito. A Figura 2.6 exemplifica a disposição das amostras
para uma instância do DTSPN e o grafo final após conectar todas as amostras.
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(a) Algoritmo Genético (b) Busca Aleatória

Figura 2.5. Comparação entre os caminhos resultantes para o DTSPN
utilizando-se um (a) Algoritmo Genético e (b) Busca Aleatória. [Obermeyer,
2009].

(a) (b)

Figura 2.6. Instância exemplo para o DTSPN. (a) Exemplo de amostras sobre as
bordas das regiões e (b) caminhos Dubins conectando todas as amostras entre as
regiões [Obermeyer et al., 2010].

O método mais recente encontrado na literatura apresentado em [Isaacs et al.,
2011] consiste em uma extensão de [Obermeyer et al., 2010], e também faz uso de
uma técnica baseada na amostragem de pontos de visita. A principal diferença é
que as amostras não precisam ter apenas “orientações de entrada” (podem assu-
mir qualquer orientação). Além disso, a metodologia consegue tirar vantagem das
amostras que são alocadas em regiões de interseção, dessa forma gerando caminhos
mais curtos que os propostos na técnica anterior. A Figura 2.7 permite a comparação
dos caminhos resultantes obtidos por ambas as técnicas.
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(a) (b)

Figura 2.7. Comparação entre os caminhos resultantes para o DTSPN a partir
das técnicas de (a) Amostragem [Obermeyer et al., 2010] e (b) Amostragem con-
siderando regiões de interseção [Isaacs et al., 2011].

2.4 Geração de Caminhos para Múltiplos Veículos

Nos problemas discutidos nas seções anteriores o resultado consiste em um único
circuito. Uma extensão do TSP para o caso onde deve-se gerar caminhos para mais
de um agente é denominado k-Traveling Salesman Problem (k-TSP). O k-TSP pode
ser descrito, então, como o problema de gerar caminhos para k caixeiros que iniciam
em uma determinada cidade e retornam à essa cidade após cada uma das demais
cidades terem sido visitadas por exatamente um dos caixeiros. O objetivo nesse caso
pode ser a minimização da soma do comprimento de todos os caminhos gerados
(redução do gasto energético) ou minimização do maior circuito (redução do tempo
de execução).

Um problema bastante similar ao k-TSP geralmente é denominado TSP Múlti-
plo (Multiple TSP, ou mTSP). Entretanto, diferentemente do problema anterior, nesse
caso normalmente a exigência de que todos os circuitos possuam uma cidade base
em comum não é considerada [Sofge et al., 2002].

O k-TSP é uma instância do problema mais genérico conhecido como Problema
de Roteamento de Veículos (Vehicle Routing Problem, ou VRP) [Dantzig & Ramser,
1959; Toth & Vigo, 2001]. O objetivo no caso do VRP clássico é gerar rotas para
um conjunto de veículos a partir de um ponto inicial (depósito) de forma a suprir
demandas dispostas no espaço bidimensional, otimizando o custo de acordo com
uma determinada métrica de qualidade (na maioria dos casos o comprimento do
circuito ou o tempo de espera para se atender as demandas).
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Enquanto para o VRP consideram-se veículos com uma determinada capaci-
dade de atendimento às demandas, o k-TSP é uma instância onde os veículos pos-
suem capacidade ilimitadas. Esse problema também é NP-difícil, e um resumo das
possíveis formulações e abordagens utilizadas são apresentadas em [Bektas, 2006].

A Figura 2.8 apresenta uma instância exemplo utilizada como entrada e o re-
sultado esperado após encontrar-se uma solução para o VRP.

Figura 2.8. Exemplo de uma possível solução para o VRP com um único depó-
sito considerando uma instância aleatória [Alba & Dorronsoro, 2004].

Em [Rathinam et al., 2007] é apresentado um planejador de caminhos para
múltiplos veículos Dubins. Assume-se que todos os pontos a serem visitados pos-
suem uma separação mínima entre si de pelo menos duas vezes o tamanho do raio
mínimo de curvatura do veículo. Essa é uma das principais deficiências do método,
uma vez que a métrica Dubins exercerá maior influência no comprimento do cami-
nho justamente nos casos em que os pontos estão próximos. Além disso, os circuitos
não necessariamente possuem ponto de partida e chegada iguais (Figura 2.9).

Figura 2.9. Geração de múltiplos caminhos considerando-se veículos não-
holonômicos com restrição de curvatura [Rathinam et al., 2007]. O objetivo con-
siste em minimizar a soma das distâncias percorridas por todos os veículos.



22 CAPÍTULO 2. TRABALHOS RELACIONADOS

O k-TSP também foi utilizado para modelar a coleta de dados em redes de
sensores sem fio utilizando-se múltiplos robôs móveis [Tekdas et al., 2009; Bhadau-
ria et al., 2011]. Embora o raio de comunicação seja inicialmente mencionado em
[Tekdas et al., 2009], apenas em [Bhadauria et al., 2011] o mesmo é considerado na
geração do caminho final. Além disso, em ambos os trabalhos as restrições do veí-
culo também não são consideradas pela metodologia (Figura 2.10). Esses trabalhos
consistem em uma generalização para o TSPN, formalizando então o k-TSP com
Vizinhanças (k-TSP with Neighborhoods, ou k-TSPN).

Figura 2.10. Geração de caminhos para coleta de dados em redes de sensores
sem fio utilizando múltiplos veículos [Bhadauria et al., 2011]. O objetivo consiste
em minimizar o tempo total de coleta.

O problema de geração de caminhos para mais de um veículo também possui
relação com o problema de alocação de tarefas (ou alvos). Por exemplo, em [Moore
& Passino, 2007; Arslan et al., 2007] são apresentados algoritmos distribuídos para
alocação de demandas previamente conhecidas (caso estático) a diferentes veícu-
los. Apesar de se considerar comunicação limitada entre os veículos, as restrições
de movimento do veículo e a geração de caminhos para se atender às demandas
alocadas a ele não são tratados.

Apesar da restrição de curvatura do veículo (são utilizados UAVs) ser consi-
derada em [Shima et al., 2007], o problema de alocação de alvos e geração de cami-
nhos são tratados separadamente. A alocação é feita a partir da ordenação dos alvos
de acordo com a distância euclidiana, e a geração do caminho é realizada, então,
utilizando-se a métrica Dubins.

Em geral, grande parte dos trabalhos encontrados na literatura que abordam
o problema de roteamento de veículos foca principalmente em ambientes estáticos,
ou seja, não tratando o caso onde novas demandas são inseridas ao longo do tempo.
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2.5 Roteamento Dinâmico de Veículos

Nesta seção será abordado e discutindo o problema do roteamento dinâmico de
veículos. Diferentemente dos casos apresentados anteriormente, o caso dinâmico
considera a situação onde não se tem toda a informação relativa ao ambiente (mais
especificamente os pontos a serem visitados) previamente à geração do caminho.
Dessa forma, é necessário que se faça um replanejamento sempre que uma nova
informação se tornar disponível.

Esse problema foi introduzido por [Psaraftis, 1988], onde as demandas esta-
vam dispostas em um grafo, e recebeu o nome de Problema do Restaurador Viajante
Dinâmico (Dynamic Traveling Repairman Problem, ou DTRP).

O primeiro trabalho que tratou o problema de demandas dispostas no plano
euclidiano foi [Bertsimas & van Ryzin, 1991], onde apenas um veículo era utilizado
para atender às demandas. Em um trabalho seguinte [Bertsimas & van Ryzin, 1993],
a técnica foi estendida para o caso de múltiplos veículos com capacidade limitada,
sendo também denominado de DTRP Multi-Veículo (m-Vehicle DTRP, ou mDTRP).

O problema de roteamento dinâmico possui diferentes aspectos que devem ser
considerados durante o desenvolvimento de novas técnicas, por exemplo, a métrica
utilizada pela função de custo, tipo de arquitetura (centralizada/descentralizada),
características do veículo (restrições de movimento, quantidade), entre outras.

A Figura 2.11 exemplifica a característica dinâmica do problema com a inserção
de novas demandas no ambiente enquanto o veículo já está executando o caminho
inicialmente planejado.

Figura 2.11. Exemplo do problema do roteamento dinâmico de veículos [Khou-
adjia et al., 2012]. São apresentados os caminhos para dois veículos e as altera-
ções necessárias para se visitar duas novas demandas inseridas após o início da
execução.
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Em relação à métrica sendo utilizada pela função de custo, pode-se citar como
exemplos de possíveis objetivos a minimização da energia gasta pelo veículo, mini-
mização do tempo de espera para se atender uma demanda, minimização do com-
primento do caminho e minimização do número de veículos sendo utilizados.

Grande parte das metodologias desenvolvidas abordando o DTRP são consti-
tuídas por políticas centralizadas, ou seja, uma entidade central é responsável por
calcular todos os caminhos e informar à cada veículo sua respectiva rota. Entre-
tanto, ao se utilizar diversos veículos, é interessante utilizar-se técnicas distribuídas,
aumentando assim a escalabilidade e também tornando o sistema mais robusto à
possíveis falhas dessa única entidade controladora. Entre os trabalhos que apresen-
taram formas distribuídas de solução pode-se citar [Frazzoli & Bullo, 2004; Arsie
et al., 2009; Pavone et al., 2011].

A literatura na área de Otimização para o DTRP normalmente lida com o pro-
blema de um modo mais abstrato, não tratando diretamente de questões que podem
surgir em uma instanciação real, como por exemplo, as limitações físicas do veículo.
O primeiro trabalho a considerar a restrição de curvatura do veículo foi [Savla et al.,
2005a], onde o veículo descreve um padrão de movimento em ziguezague por todo
o ambiente. Esse ziguezague ocorre pois o ambiente é dividido em pequenas partes
seguindo um formato que lembra uma gota, devido ao formato característico do ca-
minho realizado por veículos com restrições de curvatura. Devido à isso o algoritmo
recebeu o nome de Bead-Tiling.

Em [Enright et al., 2009] outras soluções são apresentadas. A primeira consiste
em dividir o ambiente em subregiões de acordo com um diagrama de Voronoi, onde
os veículos devem permanecer no centroide de cada da região até o aparecimento de
uma nova demanda, quando só então deslocam-se até ela (Política Median Circling).
A solução seguinte divide o ambiente em faixas horizontais de movimento (corre-
dores), e os veículos cobrem todo o ambiente se locomovendo por esses corredores
(Política Strip Loitering).

Apesar dessas soluções mencionadas apresentarem bons resultados quando
o objetivo é a minimização do tempo de espera das demandas, o gasto energé-
tico é grande, uma vez que os veículos estão em movimento durante todo o tempo
(mesmo quando não existem novas demandas). Esse problema poderia ser minimi-
zado se os veículos retornassem para uma base em comum. A Figura 2.12 apresenta
os caminhos previamente citados.

Uma abordagem bastante utilizada para se lidar com problemas dinâmicos
são os chamados Algoritmos Online. O termo online aqui se refere à característica
dos métodos de lidar com problemas onde a solução deve ser calculada de forma
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(a)

(b) (c)

Figura 2.12. Exemplos de caminhos padronizados para solução do DTRP. (a) Al-
goritmo Bead-Tiling [Savla et al., 2005a], (b) Política Median Circling e (c) Política
Strip Loitering [Enright et al., 2009].

incremental, uma vez que não se tem todo conhecimento da instância a priori. O
principal foco dessa abordagem está no desenvolvimento de algoritmos (em sua
maioria heurísticas) eficientes, ou seja, técnicas capazes de gerar boas soluções de
forma rápida, entretanto, sem garantias de desempenho [Jaillet & Wagner, 2008].

O primeiro trabalho que abordou a versão online do TSP para um espaço mé-
trico geral foi [Ausiello et al., 2001], onde é apresentado um algoritmo ótimo. A
versão online para o caso assimétrico (ATSP) também já foi foco de estudo [Ausiello
et al., 2008]. Em [Jaillet & Wagner, 2008] é apresentada uma pequena revisão da
literatura relacionada ao problema de roteamento online.

Apesar da característica dinâmica do problema, geralmente considera-se que
após a inserção de uma nova demanda em uma determinada posição do ambiente,
a mesma permanece nessa posição até ser atendida por um veículo. Em [Bopardikar
et al., 2010; Smith et al., 2009], é tratado o caso onde as demandas mudam de posição
ao longo do tempo. Nesses trabalhos as demandas são adicionadas sobre o eixo de
uma reta e se distanciam dessa em uma trajetória perpendicular e com velocidade
constante (Figura 2.13).
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Figura 2.13. Exemplo do roteamento dinâmico de veículos com demandas mó-
veis [Smith et al., 2009]. Todas as demandas são criadas sobre a reta inferior
(generator) e se deslocam em direção à reta superior (deadline). Elas devem ser
atendidas pelo veículo (quadrado) antes de alcançarem o final.

Diversas outras particularidades também podem ser analisadas no contexto de
roteamento dinâmico, por exemplo, restrições relativas ao instante (janela de tempo)
de visita à uma determinada demanda [Pavone et al., 2009; Pavone & Frazzoli, 2010],
demandas com diferentes prioridades de atendimento [Smith et al., 2010] e veículos
com um conhecimento limitado do ambiente [Enright & Frazzoli, 2006]. Em [Bullo
et al., 2011] é apresentada uma revisão geral dos desafios e principais técnicas exis-
tentes para o problema do roteamento dinâmico de veículos.

2.6 Contextualização do Trabalho

Conforme apresentado nas seções anteriores, abordar separadamente cada uma das
características mencionadas (veículos com restrições não-holonômicas, roteamento
a regiões e não pontos específicos, regiões de interesse geradas dinamicamente e a
utilização de múltiplos veículos) já representa um grande desafio. Neste trabalho,
além de serem apresentadas contribuições para cada uma dessas etapas, será a pri-
meira vez que todas elas são consideradas em conjunto como um único problema, o
que aumenta ainda mais o grau de dificuldade.

A Tabela 2.1 apresenta um resumo dos principais trabalhos encontrados na li-
teratura relacionados ao problema, destacando quais características específicas abor-
dam, e ao final contextualizando o problema abordado neste trabalho.
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Capítulo 3

Fundamentos e Formalização

Conforme mencionado nas seções anteriores, este trabalho aborda o problema de
geração de rotas para veículos não-holonômicos para visitação a regiões determi-
nadas dinamicamente no ambiente ao longo do tempo. Este capítulo possui como
objetivo formalizar os conceitos e definições relativas ao problema. Inicialmente
define-se as restrições relacionadas ao modelo dos veículos, em seguida, descreve-
se as características das regiões de interesse e das curvas de Dubins, finalmente, a
parte dinâmica do problema é formalizada.

3.1 Veículos

Os veículos são modelados a partir da definição clássica de veículos Dubins no
plano [Dubins, 1957]. Ou seja, veículos não-holonômicos restritos a se deslocarem
por um caminho de curvatura máxima κ. Considerando a cinemática relacionada ao
sistema, a curvatura é definida como sendo diretamente proporcional à aceleração
lateral do veículo no plano de movimento. A curvatura máxima κ é inversamente
proporcional ao raio mínimo de curvatura ρ.

Suposição 1: Todos os veículos que fazem parte de V se deslocam com velocidade linear ν

constante.

Dado um conjunto V = {V1, . . . ,Vk} de veículos disponíveis. O estado do i-
ésimo veículo em um determinado instante de tempo é dado por uma configuração
si ∈ R2 × S1 = SE(2), onde si = 〈vi, θi〉. A variável vi = (xi, yi) representa a posição
do veículo no plano dos eixos XY, e θi a orientação do veículo em relação ao eixo X.

29
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Suposição 2: Todos os veículos que fazem parte de V são homogêneos, ou seja, possuem as
mesmas características de raio mínimo de curvatura (ρ) e velocidade linear (ν).

A Figura 3.1 apresenta as variáveis previamente definidas em um modelo de
um automóvel típico. Além disso, também são apresentadas L, relativo à distância
entre eixos, e φ, o ângulo de esterçamento das rodas direcionais.

Figura 3.1. Ilustração indicando os diversos parâmetros associados ao modelo
cinemático de um carro com direção de Ackerman [LaValle, 2006].

O modelo cinemático para um determinado veículo i é dado por:

ṡi =

 ẋi

ẏi

θ̇i

 =

 ν cos(θi)

ν sin(θi)

ωi

 , (3.1)

onde ν (ν ∈ R+) denota a velocidade linear e ω a velocidade angular (ω ∈
{−ν/ρ, 0, ν/ρ}).

Este modelo é bastante utilizado na literatura para representar uma vasta
classe de veículos não-holonômicos, dentre os quais destacamos veículos que pos-
suem a forma de direção utilizada em automóveis (car-like, ou Ackerman steering)
[Dudek & Jenkin, 2010] e UAVs de asa-fixa [Shanmugavel et al., 2005].

3.2 Regiões

Conforme mencionado anteriormente, o problema aqui abordado está relacionado
ao TSPN, e por clareza repetimos a definição para esse problema.
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Dado um conjunto H = {H1, . . . ,HN} de regiões convexas a serem visitadas,
cada uma localizada em uma determinada posição (centro da região) ni = (xi, yi)

(com 1 ≤ i ≤ N) em um ambiente convexo E ⊂ R2 e sem a presença de obstáculos.
O objetivo do TSPN é determinar um conjunto P de P posições de visita, assim
como também uma permutação Σ, ou seja, a ordem de visita PΣ = 〈p1, p2, . . . , pP〉,
que satisfaz as seguintes restrições:

1. cada regiãoHi deve possuir pelo menos uma posição de visita; e

2. uma função de custo pré-determinada (e.g. comprimento total do caminho)
deve ser otimizada.

O TSP clássico é o caso particular em que Hi = {ni} e P = N, para o qual Σ é
uma permutação de {n1, . . . , nN}.

Assume-se que a região associada a uma determinada posição de interesse é
definida como uma região circular com centro sobre a posição do alvo, ou seja:

Hi = {p ∈ R2 : ‖p− ni‖ ≤ ri}, (3.2)

onde ‖·‖ denota a norma euclidiana em R2, e ri representa o comprimento do raio da
região. Escolheu-se a utilização de regiões circulares por questão de simplicidade,
não influenciando a aplicação da técnica no cenário mais geral, ou seja, qualquer
região convexa.

É interessante observar que de acordo com a definição acima, uma única posi-
ção de visita pode simultaneamente servir como posição de visita para mais de uma
região, caso essas regiões possuam uma área de interseção. Formalmente temos,
que se Rij = Hi ∩ Hj 6= ∅ para um dado i 6= j, então qualquer posição de visita
pp ∈ Rij atende à primeira restrição definida para P . De maneira mais geral, uma
única posição de visita pode ser definida de forma a atender diversas vizinhanças
que possuam áreas de interseção (Hi ∩ Hj ∩ Hk ∩ . . .). A Figura 3.2 é apresentada
com o intuito de permitir um melhor entendimento de todas as variáveis relaciona-
das às regiões aqui definidas.
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Hi

ni

pi

ri

(a)

Hi

ni
pij

Hj

nj

Rij
(b)

Figura 3.2. Exemplos apresentando todas as variáveis relacionadas às regiões.
(a) A região não possui interseção com outras regiões. Nesse caso a posição de
visita (pi) pode assumir qualquer localização dentro da região. (b) Caso onde
ocorre a interseção entre duas regiões. Nesse caso é interessante utilizar apenas
uma posição de visita (pij) que atenda às duas regiões simultaneamente.

Finalmente, considerando o modelo cinemático do veículo que será utilizado
(visto na seção anterior), não apenas a posição de visita é importante, mas também
a orientação que o veículo deve assumir no ponto. Logo, cada posição de visita
pi também deve ter associada a si uma determinada orientação ψi. Dessa forma,
define-se de maneira mais geral um ponto de visita como uma configuração qi =

〈pi, ψi〉, que também irá representar o estado completo do veículo naquele ponto,
ou seja, si = qi.

3.3 Curvas de Dubins

As curvas de Dubins representam o menor caminho entre dois pontos com orien-
tação no espaço bi-dimensional, considerando-se um veículo com um determinado
raio mínimo de curvatura [Dubins, 1957].

Os caminhos gerados utilizando-se curvas de Dubins são formados a partir
da ligação de segmentos de reta (S) e arcos de circunferência (C) de raio igual ao
raio mínimo de curvatura do veículo. Os caminhos gerados utilizando-se curvas de
Dubins podem ser classificados basicamente em dois tipos fundamentais: (i) caso
curto (CCC) e (ii) caso longo (CSC), possuindo um total de seis possibilidades.

O caso curto agrupa os caminhos compostos pela ligação consecutiva de três
arcos de raio ρ para a esquerda (L) ou para direita (R), dessa forma, possuindo as
seguintes formações {LRL, RLR}, uma vez que arcos consecutivos devem possuir
movimentos contrários (ou seja, caminhos LL ou RR não são permitidos).
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O caso longo representa os caminhos onde existe um segmento de reta
tangente entre os arcos, e possuindo as seguintes configurações admissíveis
{LSL, RSR, LSR, RSL}. É interessante ressaltar que dentro de um mesmo grupo
poderá existir mais de um caminho (combinação) entre as diferentes posições que
deseja-se conectar, entretanto, apenas um terá o comprimento ótimo.

A Figura 3.3 exemplifica os caminhos gerados ligando duas configurações para
ambos os casos (curto e longo), as partes destacadas em azul representam os arcos e
em vermelho o segmento de reta.

ρ

si
s f

(a) Caso curto (RLR)

ρsi s f

(b) Caso longo (RSL)

Figura 3.3. Exemplos de curvas de Dubins entre duas configurações (si e s f ),
abordando as principais situações características: (a) caso curto e (b) caso longo.

A determinação do caso a ser escolhido para a geração do caminho é feita
baseada nas configurações inicial (si) e final (s f ) desejadas. Assim, temos que se
d > dmin o caminho será determinado por um caso longo, caso contrário, o caso
curto deverá ser aplicado. As variáveis d e dmin são obtidas pelas Equações 3.3 e
3.4, respectivamente, onde θi e θ f representam as orientações das configurações já
modificadas para estarem sobre o mesmo eixo X do sistema de coordenadas.

d =
‖vi − v f ‖

ρ
, (3.3)

dmin =
√

4− (| cos θi|+ | cos θ f |)2 + | sin θi|+ | sin θ f |. (3.4)

Essa validação foi proposta por [Shkel & Lumelsky, 2001] como forma de sim-
plificar a geração dos caminhos, evitando-se o cálculo de todas as possibilidades
desnecessariamente. O próximo passo consiste no cálculo das curvas admissíveis
de acordo com o tipo do caso determinado.
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Dessa forma, o comprimento da curva que atende a Equação 3.1, a partir de
uma configuração inicial q1 até uma configuração final q2, será representado por
Dρ(q1, q2) : SE(2)× SE(2) → R+. O comprimento final da curva é calculado então
a partir da soma de três parâmetros normalizados pelo raio mínimo de curvatura
do veículo, ou seja:

Dρ(·) = (a + b + c)ρ. (3.5)

As equações utilizadas para o cálculo dos parâmetros a, b e c para cada um dos
casos são apresentadas a seguir e foram adaptadas a partir de [Shkel & Lumelsky,
2001; Dubins, 1957]. Conforme mencionado anteriormente, essas equações também
já consideram que as configurações foram transformadas para um sistema de coor-
denadas onde uma configuração está sobre a origem e ambas estão sobre o mesmo
eixo X.

• Caso LSL:

alsl =

(
−θi + arctan

(
cos θ f − cos θi

d + sin θi − sin θ f

))
mod 2π

blsl =
√

2 + d2 − 2 cos(θi − θ f ) + 2d(sin θi − sin θ f )

clsl =

(
θ f − arctan

(
cos θ f − cos θi

d + sin θi − sin θ f

))
mod 2π

• Caso RSR:

arsr =

(
θi − arctan

(
cos θi − cos θ f

d− sin θi + sin θ f

))
mod 2π

brsr =
√

2 + d2 − 2 cos(θi − θ f ) + 2d(sin θ f − sin θi)

crsr =

(
(θ f mod 2π) + arctan

(
cos θ f − cos θi

d + sin θi − sin θ f

))
mod 2π

• Caso RSL:

arsl =

(
θi − arctan

(
cos θi + cos θ f

d− sin θi − sin θ f

)
− arctan

(
2

brsl

))
mod 2π

brsl =
√

d2 − 2 + 2 cos(θi − θ f )− 2d(sin θi + sin θ f )

crsl =

(
(θ f mod 2π)− arctan

(
cos θi + cos θ f

d− sin θi − sin θ f

)
− arctan

(
2

brsl

))
mod 2π
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• Caso LSR:

alsr =

(
−θi + arctan

(
cos θi − cos θ f

d + sin θi + sin θ f

)
− arctan

(
−2
blsr

))
mod 2π

blsr =
√

d2 − 2 + 2 cos(θi − θ f ) + 2d(sin θi + sin θ f )

clsr =

(
−(θ f mod 2π) + arctan

(
cos θi − cos θ f

d + sin θi + sin θ f

)
− arctan

(
−2
blsr

))
mod 2π

• Caso RLR:

arlr =

(
θi + arctan

(
cos θi − cos θ f

d− sin θi + sin θ f

)
− brlr

2

)
mod 2π

brlr =

(
− arccos

(
6− d2 + 2 cos(θi − θ f ) + 2d(sin θi − sin θ f )

8

))
mod 2π

crlr =
(
θi − θ f − arlr + brlr

)
mod 2π

• Caso LRL:

alrl =

(
−θi + arctan

(
− cos θi + cos θ f

d + sin θi − sin θ f

)
− blrl

2

)
mod 2π

blrl =

(
− arccos

(
6− d2 + 2 cos(θi − θ f ) + 2d(− sin θi + sin θ f )

8

))
mod 2π

clrl =
(
θ f − θi − alrl + blrl

)
mod 2π

3.4 Dinamicidade

O DTRP pode ser interpretado como um problema de enfileiramento de demandas
distribuídas espacialmente. Portanto, em vez das demandas chegarem em uma fila
localizada em uma posição previamente definida, elas são adicionadas por todo o
espaço. A principal diferença para um problema de fila simples está no fato de que
nesse caso não necessariamente as demandas serão atendidas de forma first-in-first-
out, mas é necessário determinar de forma eficiente a ordem de atendimento.

As demandas serão adicionadas dinamicamente em um ambiente convexo E
de acordo com um processo de Poisson espaço-temporal homogêneo. Esse processo
foi escolhido por ser um dos mais utilizados para representação de problemas de
chegadas em fila, além de possuir algumas características interessantes como alea-
toriedade espacial completa (as demandas são independentes e identicamente dis-
tribuídas) e apresentar um modelo analiticamente tratável [Gelfand et al., 2010].
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A frequência de inserção de novas regiões de interesse será definida pela taxa
λ > 0, que representa uma estimativa da quantidade de novas regiões que devem
ser criadas em uma determinada unidade de tempo. A função de distribuição acu-
mulada de um processo de Poisson pode ser representada por uma distribuição
exponencial [Papoulis & Pillai, 2002]:

Fz(z) = 1− e−λz, z > 0. (3.6)

O tempo decorrido até a próxima inserção de uma região no ambiente será
obtido a partir do método da transformada inversa [Knuth, 1997]. Esse método
gera amostras na transformada obtida a partir da função de distribuição acumulada.
Para o caso da função exponencial previamente citada temos

T =
− ln U

λ
, (3.7)

onde U ∈ [0, 1] é um número real aleatório com distribuição uniforme.
A disposição no ambiente será determinada por uma distribuição espacial de

acordo com uma função densidade de probabilidade f . Assumimos que f : E →
R+, onde toda a probabilidade relacionada ao posicionamento de uma nova região
encontra-se no ambiente, ou seja ∫

E

f (x)dx = 1. (3.8)

3.5 Formalização do Problema

Um vez discutidos todos os conceitos e variáveis envolvidas é possível, então, apre-
sentar a definição formal do problema abordado neste trabalho.

De acordo com a quantidade de veículos (um ou múltiplos) sendo conside-
rada, o problema possuirá características bem distintas (inclusive o objetivo final
que se deseja alcançar). Dessa forma, os diferentes problemas sendo considerados,
e dependentes do número de veículos, são formalizados a seguir.

3.5.1 Planejamento de Caminhos para Um Veículo

Conforme mencionado anteriormente, assume-se que o veículo se desloca com ve-
locidade constante, logo, a minimização do comprimento do caminho também cor-
responderá à redução no tempo total de visita.
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Problema I: Planejamento Dinâmico de Caminho para um Veículo Não-
Holonômico para Visita a Regiões. Seja QΣ = 〈PΣ, ΨΣ〉 uma determinada permutação
Σ de certas configurações q, cada uma relativa a pelo menos uma das N regiõesH, onde PΣ

representa o vetor relativo às informações de posição e ΨΣ o vetor de orientações dos pon-
tos de visita dessa permutação. O veículo é modelado como um veículo Dubins, possuindo
um raio mínimo de curvatura ρ. Seja também J : SE(2) → R2 uma função de projeção
que transforma uma determinada configuração em um ponto no plano do ambiente de tra-
balho, i.e. J (q) = [x y]T. Dessa forma, o problema consiste em otimizar (minimizar) o
comprimento total do circuito, Lρ(·), formado por curvas de Dubins. Formalmente:

arg min
P , Ψ, Σ

Lρ(QΣ) (3.9)

sujeito à J (qi) ∈ Hi, i = 1, . . . , N

com

Lρ(QΣ) =
P−1

∑
i=1
Dρ(qi, qi+1) +Dρ(qP, q1), (3.10)

onde Dρ : SE(2)× SE(2) → R+ é a função que retorna o comprimento do menor caminho
entre duas configurações para um veículo Dubins com raio mínimo de curvatura ρ.

Logo, o problema consiste em determinar um conjunto de pontos de visita,
de forma que todas as regiões de interesse possuam pelo menos uma configuração
dentro de seus limites. Considerando que o veículo se desloca com velocidade cons-
tante, para se minimizar o tempo total de visita basta determinar o menor circuito
possível. Circuito esse que será minimizado escolhendo-se boas posições e orienta-
ções para o conjunto de pontos de visita.

3.5.2 Planejamento de Caminho para Múltiplos Veículos

Para se manter o objetivo inicial (minimização do tempo total de visita), o problema
de planejamento de caminhos, agora considerando múltiplos veículos, não mais ne-
cessariamente terá como objetivo apenas a redução do comprimento (ou da soma
dos comprimentos) de todos os caminhos (rotas) envolvidos.

Uma das principais vantagens em se utilizar múltiplos veículos (agentes) para
a execução de determinadas tarefas está no fato de se poder distribuir entre eles
partes de uma tarefa, e com isso tornar a execução geral mais eficiente.
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Logo, considerando o conjunto T = {τ1, τ2, . . . , τk} de rotas (caminhos) asso-
ciadas a k diferentes veículos, de forma que cada rota inicia e termina em um ponto
em comum (base). Onde uma determinada rota τj é definida como uma permutação
(sequência) Σj = 〈0, 1, 2, . . . , 0〉 de configurações (pontos de visita), ou seja:

τj = 〈q0, q1, q2, . . . , q0〉.

Exceto pela base (q0), cada ponto de visita associado a uma região de H per-
tence a uma, e somente uma, rota de T e

Q ⊂
k⋃

τj, (3.11)

onde Q = {q0, q1, . . . , qP}, com qi ⊂ SE(2), representa o conjunto de todas os
pontos de visita (configurações).

Pelas definições anteriores é interessante observar que não necessariamente
uma determinada rota possuirá outros pontos além da própria base. Ou seja, uma
possível solução para o problema também não obrigatoriamente utilizará todos os k
veículos disponíveis. Por exemplo, caso o objetivo da missão seja consumir a menor
quantidade possível de energia, utilizar todos os veículos pode não ser a melhor so-
lução. Em contrapartida, caso o objetivo seja alcançar todos os alvos o mais rápido
possível, o uso de mais veículos pode gerar resultados mais satisfatórios. Conforme
mencionado anteriormente, o objetivo deste trabalho é executar a tarefa (visitar to-
das as regiões) no menor tempo possível.

Dessa forma, dada uma determinada rota τj para o j-ésimo veículo de um con-
junto V de veículos disponíveis, é necessário definir uma configuração qi interior
a cada região Hi que pertence à sequência de visita Σj. Cada uma dessas confi-
gurações deve ser determinada de forma a minimizar o custo (comprimento) total
Lj

ρ da rota à qual pertence. Em outras palavras, deve-se calcular os conjuntos de
configurações QΣj para 1 ≤ j ≤ k compostos por PΣj = 〈p0, p1, . . . , p0〉 (um sub-
conjunto de todas as posições possíveis) e ΨΣj = 〈ψ0, ψ1 . . . , ψ0〉 (o subconjunto das
orientações correspondentes a cada posição) que produzem circuitos hamiltonianos
mínimos que passam pela base para cada um dos veículos.

Suposição 3: Não são considerados os possíveis casos de colisões durante a execução dos ca-
minhos. Assume-se que veículos aéreos podem se locomover em diferentes planos de altitude,
enquanto veículos terrestres ou aquáticos podem interromper seu movimento a qualquer mo-
mento, dando passagem a outro veículo.
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Problema II: Roteamento Dinâmico de Veículos Não-Holonômicos para Visita a
Regiões. Seja k o número de veículos disponíveis para executar a tarefa de se vistar todas as
regiões em H. Os veículos são modelados como veículos Dubins, possuindo um raio mínimo
de curvatura ρ. Seja também J : SE(2) → R2 uma função de projeção que transforma
uma determinada configuração em um ponto no plano do ambiente de trabalho, i.e. J (q) =
[x y]T. Seja também X : SE(2)P → R+ obtida por

X (T ) = max
j

[
Lj

ρ(QΣj)
]

, j = 1, . . . , k, (3.12)

sujeito à J (qi) ∈ Hi, i = 1, . . . , P,

o comprimento da maior rota (circuito Dubins) presente em T , e calculada como

Lj
ρ(QΣj) =

P−1

∑
i=1
Dρ(qi, qi+1) +Dρ(qP, q1) ∀qi ∈ τj, (3.13)

onde Dρ : SE(2)× SE(2) → R+ é a função que retorna o comprimento do menor caminho
entre duas configurações de uma rota para um veículo Dubins com raio mínimo de curvatura
ρ. Logo, a função objetivo consiste em minimizar o comprimento da maior rota Dubins:

arg min
Q

X (T ) (3.14)

sujeito à Equação 3.11.

Dessa forma, considerando as definições anteriores, pode-se definir o pro-
blema sendo abordado nesta etapa como encontrar circuitos hamiltonianos que pas-
sam por um conjunto de regiões para um grupo de veículos com restrições de curva-
tura modelados como veículos Dubins. O objetivo principal que se deseja alcançar
é a redução do comprimento da maior rota, dessa forma distribuindo-se de maneira
mais uniforme os pontos de visita entre os veículos. Como se considera que todos
os veículos deslocam-se com velocidade constante, a redução da maior rota também
produzirá uma redução no tempo total de visita das regiões.





Capítulo 4

Planejamento de Caminho para Um

Veículo

Nesta seção é apresentada e discutida a metodologia proposta para o problema de
planejamento de caminho de visita a regiões para o caso onde é utilizado apenas um
veículo não-holonômico modelado como um veículo Dubins.

Primeiramente é abordado o caso onde todas as regiões são conhecidas e per-
manecem inalteradas durante a execução (caso estático). Em seguida, o problema
é estendido para o caso onde após o início da execução pelo veículo do caminho
inicial, novas regiões são inseridas no ambiente (caso dinâmico).

4.1 Caso Estático

Inicialmente é apresentado um algoritmo evolutivo, onde a posição e orientação
dos pontos de visita, além da sequência de visita, são otimizados de uma forma
combinada a cada iteração. Esse algoritmo possui como principal objetivo a análise
do comportamento e principais características de boas soluções para o problema.

Em seguida, é proposta uma heurística determinística desenvolvida com base
em determinadas características observadas nos melhores caminhos obtidos pelo
algoritmo evolutivo.

4.1.1 Abordagem Evolutiva

A literatura a respeito dos Algoritmos Evolutivos (Evolutionary Algorithms, ou EAs)
é bastante vasta, uma vez que existem diversos algoritmos com diferentes caracte-
rísticas. Entretanto, a ideia principal utilizada por todos esses métodos é a mesma:

41
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dada uma determinada população de indivíduos, a pressão do ambiente demanda
uma seleção natural (sobrevivência dos mais aptos) e consequentemente aumen-
tando a aptidão (fitness) geral da população. Esses algoritmos são utilizados para
resolver, principalmente, problemas que envolvem grandes e complexos espaços de
busca baseando-se na simulação dos processos descritos pela Teoria da Evolução
[Darwin, 1859].

Os EAs são compostos por duas etapas básicas: (i) etapa de variação, respon-
sável por criar a diversidade necessária e dessa forma facilitar a inovação; (ii) etapa
de seleção, responsável por escolher os melhores indivíduos e assim melhorar a
qualidade da população [Eiben & Smith, 2007].

A abordagem evolutiva proposta inicialmente para abordar o DTSPN no caso
estático é composta por três passos básicos durante o processo de otimização. Esses
passos em conjunto têm o objetivo de solucionar ambas as partes (combinatória e
contínua) do problema de uma maneira única. Cada um desses passos será melhor
detalhado nas seções subsequentes, mas uma visão geral é apresentada a seguir:

1. Atualização da posição: Desloca o ponto de visita qi dentro dos limites da
regiãoHi, dessa forma determinando o posicionamento que melhor irá contri-
buir para o processo de otimização descrito pela Equação 3.9;

2. Atualização da orientação: Modifica o valor de orientação ψi atribuído a cada
ponto de visita qi, permitindo assim gerar caminhos Dubins menores conec-
tando esses pontos;

3. Atualização da sequência de visita: Verifica se existe uma sequência de visita
Σ dos pontos que descreve um circuito de menor comprimento do que o já
existente.

O algoritmo proposto aqui utiliza para o processo de otimização uma técnica
evolutiva dentre as mais simples encontradas na literatura, denominada Estratégia
Evolutiva (1+1) [Schwefel, 1995]. As principais características dessa técnica são: (i)
é mantido um único indivíduo na população ao longo das gerações, (ii) um novo
indivíduo candidato é gerado por meio de um processo de mutação baseado em
uma distribuição Gaussiana.

Os passos previamente descritos utilizados no processo de otimização são en-
tão agrupados sequencialmente e formam o Algoritmo 1.

A entrada fornecida para o algoritmo é composta por um conjunto de pontos
de visita P , onde cada ponto pi está inicialmente localizado na posição central ni
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Algoritmo 1 DTSPN-Evolutivo(P)

1: Σ, Ψ← AA (P)
2: L∗ρ ← Lρ(PΣ, ΨΣ)
3: while critério de parada não atendido do
4: P̂ ← atualizaçãoPosição(P)
5: if Lρ(P̂Σ, ΨΣ) < L∗ρ then
6: P ← P̂
7: L∗ρ ← Lρ(P̂Σ, ΨΣ)
8: end if
9: Ψ̂← atualizaçãoOrientação(Ψ)

10: if Lρ(PΣ, Ψ̂Σ) < L∗ρ then
11: Ψ← Ψ̂
12: L∗ρ ← Lρ(PΣ, Ψ̂Σ)
13: end if
14: Σ̂← ATSP(M)
15: if Lρ(P Σ̂, ΨΣ̂) < L∗ρ then
16: Σ← Σ̂
17: L∗ρ ← Lρ(P Σ̂, ΨΣ̂)
18: end if
19: end while
20: return P , Ψ, Σ

de uma determinada região Hi de interesse, com i = 1, . . . , P. O primeiro passo
do algoritmo consiste em determinar a permutação (sequência de visita) Σ inicial,
assim como o conjunto Ψ composto pelos ângulos de orientação em cada ponto de
visita. Dessa forma, é possível determinar um circuito inicial que passa por todas as
regiões e é realizável pelo veículo.

A sequência de visita e as orientações são calculadas utilizando-se uma técnica
clássica denominada Algoritmo Alternante (Alternating Algorithm, ou AA) [Savla
et al., 2005b] (Algoritmo 2), que consiste em uma heurística bem simples. Em suma,
é construído um circuito de forma que pares consecutivos de pontos de visita são
ligados utilizando-se segmentos de reta. Baseando-se nas orientações previamente
atribuídas (após a ligação dos pontos por segmentos de reta), as demais ligações
(entre os pares) são obtidas utilizando-se curvas de Dubins.

A função dir(pm, pn) é definida como a direção (argumento) do vetor unitário
a partir de um determinado ponto de visita para outro, ou seja

dir(pm, pn) , arg
(

pn − pm

‖pn − pm‖

)
. (4.1)
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Algoritmo 2 Algoritmo Alternante(P) [Savla et al., 2005b]

1: Σ← ETSP(P)
2: ψ1 ← dir(p1, p2)
3: for i = 2 to P− 1 do
4: if i é par then
5: ψi ← ψi−1
6: else
7: ψi ← dir(pi, pi+1)
8: end if
9: end for

10: if P é par then
11: ψP ← ψP−1
12: else
13: ψP ← dir(pP, pi)
14: end if
15: return Σ, Ψ

A função de custo sendo otimizada corresponde ao comprimento total do cir-
cuito Lρ formado por curvas de Dubins e calculado de acordo com a Equação 3.10.

Enquanto um certo critério de parada não é atendido, o Algoritmo 1 itera exe-
cutando os três passos básicos previamente mencionados, otimizando os conjuntos
contendo os valores de posição (P) e orientação (Ψ) dos pontos de visita, além da
sequência de visita (Σ). A variável L∗ρ é utilizada para representar o melhor caminho
(mais curto) encontrado até a atual iteração.

É importante destacar que, neste trabalho, é proposta uma abordagem evolu-
tiva diferente dos métodos comumente encontrados na literatura. Conforme pode
ser observado, a avaliação de uma nova solução candidata é realizada após cada
passo do processo de otimização ser executado, e não apenas no momento final após
a geração completa de uma nova população. Dessa forma, se uma solução candidata
for melhor que a melhor solução encontrada até o momento, as alterações realizadas
que propiciaram essa melhora já serão incorporadas à melhor solução. A razão fun-
damental para essa abordagem é evitar a perda de uma iteração completa nos casos
em que uma solução candidata pode se tornar pior como resultado de apenas um
dos passos (não importando a influência positiva dos demais passos). Essa decisão é
muito importante, uma vez que cada passo que compõe o algoritmo pode promover
um grande impacto no resultado final.

Nas próximas seções serão descritos, em detalhes, os passos básicos da abor-
dagem proposta e apresentada no Algoritmo 1.
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4.1.1.1 Atualização da Posição

O principal objetivo deste passo no processo de otimização é alterar a posição dos
pontos de visita, movimentando-os dentro de suas próprias regiões. Dessa forma,
é possível encontrar o posicionamento que melhor contribuirá para a redução do
comprimento total do caminho.

De acordo com o exemplo apresentado na Figura 2.3(b), é possível inferir que
uma boa solução candidata para o TSPN tem uma grande chance de possuir os pon-
tos de visita na borda das regiões. Além disso, esses pontos devem estar mais pró-
ximos uns dos outros (de forma a reduzir o comprimento do caminho que os liga),
o que os levaria também a um maior proximidade de um ponto central (centroide)
de todas as regiões.

Considerando a suposição acima apresentada, é proposta uma heurística para
melhorar a solução inicial que posiciona o ponto de visita no centro da região. Em
cada iteração do algoritmo, cada ponto pi irá se deslocar em direção a uma área
central relativa a todas as regiões presentes no conjunto H. A nova posição p̂i de
um ponto de visita será calculada de acordo com a Equação 4.2:

p̂i =

paux , se ‖paux − ni‖ ≤ ri

pi , caso contrário.
(4.2)

O valor de paux é dado por

paux = pi +

[
|$| cos(γi)

|$| sin(γi)

]
, (4.3)

onde $ é uma variável aleatória obtida a partir de uma distribuição normal com
média µ e variância σ2, e γi determina a direção do ponto de visita, e é obtida a
partir de

γi = dir(ni, pm) + δ, (4.4)

com δ ∈ [−π/2, π/2] sendo uma variável aleatória uniformemente distribuída. O
ponto ni representa o ponto central da região Hi, e pm é a posição do centroide
considerando-se os pontos centrais das regiões.

A Figura 4.1 exemplifica esta etapa apresentando uma instância de exemplo
no início da execução (pi = ni) e ao final. Os círculos pontilhados representam
as regiões que devem ser visitadas, o ponto no centro da imagem corresponde ao
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centroide. A seta indica a direção base de movimento (em direção ao centroide,
obtida por dir(ni, pm)). A direção final de movimento, γi, é definida apenas após a
incorporação de δ. A área em cinza representa o espaço de busca pelo qual o ponto
de visita pode ser movimentado na busca por uma solução melhor (caminho mais
curto).

Hi
pi

pm

(a) Antes (b) Depois

Figura 4.1. Atualização da posição: a posição de ponto de visita pi pertecente à
uma regiãoHi é variada deslocando o ponto em direção à área central interna ao
conjunto de regiõesH. A área destacada em cinza representa o espaço de busca
disponível para a movimentação do ponto pi.

4.1.1.2 Atualização da Orientação

Conforme já mencionado em seções anteriores, o primeiro passo do algoritmo uti-
liza o Algoritmo Alternante como forma de definir as orientações iniciais relativas
a cada ponto de visita. Entretanto, as orientações atribuídas usualmente se encon-
tram distantes de valores que permitiriam encontrar o caminho mínimo pelo dado
conjunto de pontos.

Esse fato é muito importante, especialmente ao lidar-se com veículos que pos-
suem restrições de curvatura intrínsecas ao seu movimento. Uma pequena variação
no valor da orientação pode ter um grande impacto no comprimento final do cami-
nho, conforme pode ser observado no exemplo apresentado na Figura 4.2.

Dessa forma, o principal objetivo durante essa etapa do algoritmo é atualizar
os ângulos de orientação inicialmente obtidos a partir do AA, reduzindo o com-
primento das curvas entre os pontos, e consequentemente o comprimento total do
caminho. Cada ângulo de orientação é modificado de acordo com:

ψ̂i = ψi + $, (4.5)
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ψ

(a) Antes

ψ̂

(b) Depois

Figura 4.2. Atualização da orientação: exemplo do impacto do ângulo de orien-
tação no comprimento do caminho gerado utilizando-se uma curva Dubins.

onde $ corresponde a uma variável aleatória obtida a partir de distribuição normal
com média µ e variância σ2.

4.1.1.3 Atualização da Sequência de Visita

Apesar de a sequência obtida utilizando-se a métrica euclidiana durante a execução
do ETSP internamente ao AA representar uma boa estimativa inicial, essa sequên-
cia não necessariamente produzirá bons resultados ao se considerar a métrica que
utiliza curvas de Dubins para geração do caminho.

O objetivo deste último passo é determinar a melhor sequência atual de visita
considerando-se as posições (P̂) e orientações (Ψ̂) dos pontos de visita decorrentes
das modificações que podem ter sido feitas nos passos anteriores.

A sequência da visita também desempenha um papel importante no processo
de otimização. Apesar da distância a ser percorrida entre dois pontos (sem orienta-
ção) manter-se a mesma não importando o ponto inicial (considerando-se a métrica
euclidiana), o mesmo fato não necessariamente será válido para o caso de pontos
que possuem orientação. A Figura 4.3 apresenta um exemplo com as curvas de
Dubins geradas para um mesmo par de pontos de visita, porém com sequências
diferentes de visita qi → qj e qj → qi.

Assim, este passo da abordagem será implementado fazendo-se uso do TSP
Assimétrico (Asymmetric TSP, ou ATSP), técnica especialmente desenvolvida para
casos em que o custo das ligações entre dois pontos é assimétrico, ou seja, a ordem
de visita importa. O ATSP já foi previamente aplicado ao problema envolvendo
custos relativos a curvas de Dubins. Entretanto, em nenhum caso o método foi
utilizado em um contexto de otimização conforme propomos aqui, onde todas as
variáveis envolvidas (posição, orientação e sequência de visita) são otimizadas em
conjunto.
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qi qj

Figura 4.3. Atualização da sequência de visita: exemplo das curvas de Dubins
geradas para um mesmo par de pontos, porém com sequências diferentes de
visita qi → qj e qj → qi.

Este passo é solucionado a partir da criação de uma matriz de custosM pre-
enchida com os valores das N(N− 1) curvas de Dubins necessárias para ligar todos
os pares de configurações. Recordando que nesse caso específico temos P = N.
Em seguida, essa matriz de custos pode ser utilizada como entrada para qualquer
resolvedor do ATSP.

4.1.1.4 Análise de Complexidade

Nesta seção é apresentada a análise da complexidade computacional do algoritmo
evolutivo proposto para solução do DTSPN. Inicialmente é abordado o comporta-
mento assintótico relativo ao tempo de execução do algoritmo, em seguida, é discu-
tido o limite superior para o comprimento do caminho.

Os dois primeiros passos da metodologia proposta (atualização da posição e
orientação) possuem tempo de execução de ordem linear O(n), onde n representa
o número de pontos de visita. É importante ressaltar que neste caso o número de
pontos de visita é igual ao número de regiões (P = N). O terceiro passo é o mais
custoso em relação a tempo computacional, uma vez que na primeira etapa o cál-
culo da matriz de custos é feito em O(n2). A complexidade para encontrar-se uma
solução exata para o ATSP é exponencial, uma vez que existem (n − 1)! possíveis
rotas. Entretanto, considerando-se possíveis heurísticas temos que o custo é O(n3)

no pior caso [Frieze et al., 1982] (versão modificada para o algoritmo de Christofides
[Christofides, 1972]).

O critério de parada utilizado no algoritmo foi determinado como um va-
lor constante β de gerações (iterações), não influenciando o custo computacional,
concluindo-se então que o método terá complexidade final O(n3) (considerando a
utilização de uma heurística para resolução do ATSP).

O comprimento do caminho gerado pela abordagem apresentada possui o
mesmo limite superior do caminho resultante obtido pelo Algoritmo Alternante,
uma vez que esse algoritmo é utilizado na etapa de inicialização do método e o
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resultado atual só é atualizado caso uma solução candidata melhor seja encontrada.
De acordo com o Teorema 3.4 de [Savla et al., 2008], o comprimento de uma

curva Dubins ligando duas configurações possui um comprimento máximo de

Dρ(qi, qj) ≤ ‖pi − pj‖+ kρπ, (4.6)

onde k ∈ [2, 657 , 2, 658]. Considerando esse limite aplicado a cada par de pontos,
é imediato observar que um limite superior não firme do comprimento do caminho
considerando a entrada do problema (regiões de interesse) é

Levolutivo
ρ ≤ ETSP(Pcent) +

⌈
N
2

⌉
kρπ, (4.7)

onde Pcent representa a posição inicial dos pontos de visita (no centro das regiões), e
considerando-se o caso em que N > 2 e ρ > 0. Como a orientação inicial é determi-
nada pelo Algoritmo Alternante, metade dos caminhos conectando dois pontos será
um segmento de reta (primeiro termo da equação) e a outra metade será formada
por curvas de Dubins (segundo termo da equação). A solução inicial representa
o limite superior, já que uma nova solução será aceita apenas se for melhor que a
melhor solução encontrada até o momento.

4.1.2 Heurística Determinística

Conforme visto na seção anterior, os algoritmos evolutivos são inspirados nos me-
canismos de seleção natural encontrados na natureza. Dessa forma, é possível ob-
servar determinadas características que auxiliam na busca de boas soluções. Essas
características são decorrentes do processo evolutivo que ocorre a cada iteração.

Dentre as características observadas que permitiriam a obtenção de melhores
soluções pode-se citar (i) a utilização de pontos de visita nas regiões de interseção,
uma vez que foi observada uma grande quantidade de áreas sobrepostas; (ii) não ne-
cessariamente o deslocamento de todos os pontos de visita em direção ao centroide
das regiões irá beneficiar na redução do caminho e (iii) o caminho obtido pode ser
reduzido caso a orientação do ponto de visita seja atribuída de forma com que ele
esteja no centro da curva necessária para se ir até o ponto de visita seguinte.

A Figura 4.4 apresenta um exemplo de solução obtido a partir do algoritmo
evolutivo onde todas as características mencionadas podem ser observadas.
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Caso 1

Caso 2

Caso 3

Figura 4.4. Características observadas nas soluções do algoritmo evolutivo que
permitiriam a obtenção de melhores soluções. Caso 1: melhor utilização das
regiões de interseção; Caso 2: não deslocar os pontos unicamente em direção ao
centroide e Caso 3: atribuição de orientação no centro da curva.

Além disso, apesar do método evolutivo apresentar bons resultados na média,
não existem garantias que em determinada execução uma boa solução será encon-
trada, uma vez que se trata de um método probabilístico. Dessa forma, nesta seção é
apresentada uma heurística determinística desenvolvida com base em determinadas
características observadas nos melhores caminhos obtidos pelo algoritmo evolutivo
previamente apresentado.

4.1.2.1 Determinação dos Pontos de Visita

O primeiro passo de nossa metodologia consiste em determinar os pontos que se-
rão utilizados como possíveis posições que o robô deverá alcançar. Dessa forma, a
quantidade de informação sendo manipulada é reduzida, reduzindo o tempo real
de execução (não a complexidade) de algoritmos que dependem da quantidade de
pontos de visita.

Apesar de a tarefa de identificação de regiões em comum ser matematica-
mente simples, a seleção da região que será utilizada não é. Como forma de
exemplificar esse problema, uma possível situação conflitante é apresentada na Fi-
gura 4.5. Conforme pode ser observado, as possíveis escolhas de pontos de visita
P = 〈p1 ∈ (H1 ∩H2), p2 ∈ (H3 ∩H4)〉 ou P ′ = 〈p′1 ∈ (H1 ∩H3), p′2 ∈ (H2 ∩H4)〉
seriam aceitáveis.
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Figura 4.5. Instância que demonstra o caso em que existem múltiplas soluções
para a escolha de pontos de visita em regiões em comum. Para o exemplo apre-
sentado poderia-se escolher (p1, p2) ou (p′1, p′2).

Para solução desse problema é proposta uma heurística gulosa baseada em
dois critérios: (i) Regiões que são comuns para o maior número de pontos de inte-
resse são melhores; e (ii) regiões maiores são melhores. Regiões que atendem um
maior número de pontos de interesse são interessantes pois permitem uma maior
simplificação do problema inicial, uma vez que irão representar mais pontos. A pre-
ferência por regiões de maior área se deve ao fato de essas possibilitarem uma maior
flexibilidade da posição do ponto de visita em seu interior. Baseando-se nesses crité-
rios, o Algoritmo 3 apresenta os passos executados para a determinação dos pontos
de visita.

Algoritmo 3 Determinação da Posição dos Pontos de Visita(H)

1: P ← ∅
2: R← Criar o conjunto de áreas em comum a partir de H
3: while H possuir regiões sem ponto de visita do

4: R ← Selecionar a região em R que atende ao maior número de pontos de
interesse simultaneamente e que possui a maior área

5: P ← P ⋃
Novo ponto de visita relativo aR

6: Marcar que foi atribuído um ponto de visita à cada região deR

7: Remover de R a área em comumR

8: end while
9: return P
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A partir do cálculo inicial de todas as áreas que pertencem a mais de uma
região simultaneamente, o algoritmo itera selecionando aquelas em comum e que
atendem ao maior número de pontos e que possuem a maior área. Determinada
a região sendo manipulada na iteração atual, o próximo passo consiste em criar o
novo ponto de visita que irá atender às regiões pertencentes à área de interseção
(melhor detalhado abaixo). Em seguida, as regiões que compõem a região manipu-
lada são marcadas como possuidoras de um ponto de visita e a essa então é retirada
do conjunto de regiões em comum.

A partir do Algoritmo 3, fica claro que qualquer escolha de pontos de visita
P = permutação(p1, . . . , pP), onde pp ∈ Rr, é aceitável, no sentido em que todas
regiões devem ser atendidas por um determinado ponto de visita.

Apesar de bem simples, esse algoritmo apresenta algumas dificuldades de ca-
ráter prático se abordado de forma puramente analítica sendo (i) como identificar
a região em comum que atende à maior quantidade de pontos ao mesmo tempo e
(ii) como avaliar o tamanho de uma determinada região em comum. Para lidar com
os problemas mencionados, em nossa implementação adotamos uma solução sim-
ples inspirada em algoritmos clássicos de rasterização utilizados em Computação
Gráfica. Os seguintes passos descrevem nossa abordagem:

1. O espaço bidimensional é representado por um grid, onde cada célula cx,y está
relacionada a uma lista de pontos, e todas as células são inicializadas com
cx,y ← ∅;

2. Para cada ponto ni, todas as células que estiverem na região Hi associada ao
ponto são atualizadas para cx,y ← cx,y ∪ {ni}.

Após o grid ter sido completamente preenchido, os problemas previamente
mencionados podem ser resolvidos mais facilmente: (i) As regiões que cobrem o
maior número de pontos são aquelas cujo agrupamento de células possui o má-
ximo |cx,y| e é relativo ao mesmo conjunto de nós cx,y; (ii) a região com maior área
é aquela composta pelo maior número de células (uma vez que essa quantidade
é proporcional à área da região). É importante ressaltar que todos os cálculos en-
volvidos são aproximados (devido aos erros causados pela amostragem no grid),
entretanto, diversos experimentos realizados mostraram que os resultados são con-
sideravelmente precisos se for selecionado um tamanho de grid significativamente
menor que o menor raio rmin dentre todas as regiões (por exemplo, rmin/50).

Dessa forma, retornando à definição do Algoritmo 3, a posição de um novo
ponto de visita pode ser determinado de duas formas: (i) Caso uma região não
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possua interseção com nenhuma outra região no ambiente, o ponto de visita será
posicionado no centro da região. (ii) Em caso de interseção, será selecionado um
ponto central na área em comum de acordo com a média das coordenadas das célu-
las correspondentes.

4.1.2.2 Otimização do Posicionamento dos Pontos de Visita

De maneira similar ao passo de atualização da posição utilizado no algoritmo evolu-
tivo, esta etapa também possui como objetivo determinar o melhor posicionamento
do ponto de visita de forma a resultar em um caminho final menor.

Apesar da heurística proposta na Seção 4.1.1.1 (deslocamento dos pontos de
visita em direção ao centroide das regiões) apresentar bons resultados, observou-
se que em determinados casos, dependendo da disposição dos pontos vizinhos, o
ponto de visita deveria deslocar-se no sentido oposto para que houvesse efetiva-
mente uma melhoria no resultado final.

Assim, uma questão fundamental para obtenção de melhores resultados no
posicionamento dos pontos de visita está relacionada à determinação da direção
com que o ponto deverá se movimentar. Para isso, é proposto um método que de-
termina a direção de visita baseada na posição dos pontos vizinhos ao ponto que
será deslocado. Dessa forma, considerando-se os três pontos envolvidos, realiza-se
uma avaliação do triângulo formado por esses pontos, e a escolha da direção ocor-
rerá de acordo com dois casos distintos. (i) Caso a projeção da altura (o ponto que
será movimentado) seja interior ao triângulo, a altura representa a menor distância
a ser percorrida para que o três pontos sejam colineares, representando o menor ca-
minho contendo os pontos. (ii) Caso a projeção da altura seja externa ao triângulo,
o ponto deve deslocar-se em direção ao centro do triângulo, reduzindo ambos os
segmentos (a base não sofre alteração) de forma igualitária.

A Figura 4.6 exemplifica o método. Para quaisquer três pontos de visita i, j e
k, com coordenadas pi, pj e pk, respectivamente, o objetivo é deslocar o ponto pj de
maneira a reduzir a distância entre ele e os pontos vizinhos.

Conforme mencionado anteriormente, a posição alvo que será utilizada no cál-
culo da orientação de movimento depende da disposição do ponto sendo avaliado
em relação aos pontos vizinhos. Esse ponto será escolhido de acordo com:

pdir =

Projeção de pj sobre pipk , se α, β ≤ 90◦

Ponto médio entre pi e pk , caso contrário.
(4.8)
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(a) Projeção da altura
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pkpdir
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(b) Ponto médio

Figura 4.6. Técnica utilizada para determinação da direção de movimento para
otimização do ponto de visita. (a) Caso a projeção da altura do triângulo for-
mado pelos pontos vizinhos pi, pj e pk esteja sobre o segmento pipk, a direção
de movimento aponta para o ponto pdir relativo à projeção. (b) Caso a projeção
seja externa ao triângulo, a direção de movimento aponta para o ponto médio
pdir do segmento pipk.

Logo, de maneira mais formal, a direção de movimento é dada por:

η = dir(pj, pdir). (4.9)

Dessa forma, é apresentado o Algoritmo 4, que consiste em um algoritmo ite-
rativo de otimização local. Cada ponto é avaliado e deslocado (caso necessário) de
forma a minimizar a distância entre os vizinhos, e como consequência, também re-
duzindo o comprimento total do circuito.

Algoritmo 4 Heurística de Otimização da Posição dos Pontos de Visita(P)

1: PΣ ← ETSP(P)
2: for i = 1 to P do
3: η ← Determinar direção de movimento(pi−1, pi, pi+1)
4: loop
5: p̂i ←Mover pi de acordo com a direção η
6: if Reduziu perímetro and Dentro dos limites das regiões then
7: pi ← p̂i
8: else
9: break

10: end if
11: end loop
12: end for
13: return P̂Σ

Inicialmente os pontos são ordenados de acordo com ETSP, e para cada ponto
de visita (a partir de um ponto inicial qualquer) é determinada a melhor direção de
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movimento (η). Em seguida, inicia-se um processo iterativo movendo-se o ponto
nessa direção de acordo com um pequeno deslocamento (valor de passo). Caso
a distância para os vizinhos (aqui denominada perímetro) tenha sido reduzida, e a
nova posição seja válida (ou seja, continua atendendo às regiões atribuídas ao ponto
de visita), essa nova posição é salva e uma nova iteração é iniciada. O algoritmo
itera até o momento em que uma das condições não for atendida. Para simplificar
a notação, uma vez que a sequência de pontos forma um circuito, assumimos que
pm ≡ pn se m ≡ n (mod P).

Além de cumprir o objetivo principal, que consiste na redução do compri-
mento do circuito, essa heurística também beneficiará a etapa da geração efetiva do
caminho de Dubins, apesar das orientações nos pontos ainda não serem tratadas,
como será discutido a seguir.

Ao se utilizar veículos que possuem inércia não desprezível, o custo para se re-
alizar rotações (curvas) pode ser maior que o custo relativo ao movimento de trans-
lação. Esse fato motivou [Aggarwal et al., 1997] a propor uma generalização para o
TSP denominado TSPA. No caso do TSPA, além de se minimizar o comprimento do
caminho, o custo total angular também deve ser minimizado. Esse custo angular é
obtido somando-se as diferenças angulares entre segmentos de entrada e saída de
um ponto.

Para quaisquer três pontos de visita i, j e k, com coordenadas pi, pj e pk, res-
pectivamente. Definimos a deflexão angular de i para k através de j, como o ângulo
ϕi,j,k entre os segmentos de reta pipj e pjpk (Figura 4.7).

pi

pj

pk

ϕi,j,k

Figura 4.7. Representação do desvio angular ϕi,j,k existente no caminho partindo
do ponto de visita inicial pi até o ponto final pk passando por pj.

A escolha do circuito com menor custo angular como ferramenta auxiliar para
a geração de caminhos Dubins mais curtos foi utilizada em [Medeiros & Urrutia,
2010]. Nesse trabalho é proposto um método baseado em otimização inteira onde a
função de custo final é composta por um termo relativo à soma dos custos individu-
ais de desvio angular e um termo referente ao custo euclidiano do TSP tradicional.
Entretanto, por ser tratar de um método exato, sua utilização torna-se viável apenas
para instâncias com poucos pontos.
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Dessa forma, conforme pode ser observado, o método aqui proposto, além de
reduzir o comprimento do circuito, também obterá circuitos com custo angular me-
nor, uma vez que em cada iteração ocorre uma “linearização” das partes do circuito,
removendo possíveis curvas. Assim, utilizando-se essa técnica, será possível encon-
trar uma sequência mais propícia para a geração de caminhos de Dubins menores,
uma vez que sequências de pontos mais colineares (retilíneos) tendem a gerar cami-
nhos Dubins mais curtos.

4.1.2.3 Atribuição das Orientações e Geração do Caminho

Após os pontos de visita e a sequência de visita terem sido determinados, o próximo
passo consiste em atribuir uma certa orientação ψp à cada ponto p. A orientação de
um determinado ponto i será denominado aqui de ψi, e o conjunto de orientações
de todos os pontos de Ψ = 〈ψ1, . . . , ψP〉. Inicialmente, é apresentada uma pequena
extensão para o método clássico encontrado na literatura, em seguida, é proposto
um novo algoritmo para a determinação das orientações.

Conforme apresentado anteriormente, a primeira técnica proposta na litera-
tura (e ainda uma das mais utilizadas) que abordam este problema é denominada
Algoritmo Alternante [Savla et al., 2005b]. Trata-se de uma heurística bem simples,
onde cada par de pontos da sequência é conectado utilizando-se segmentos de reta
ou curvas de Dubins (Algoritmo 2). De forma simplificada, a orientação ψp de um
determinado ponto de visita p, é determinada por:

ψp =

dir(pp, pp+1) , se p é ímpar

dir(pp−1, pp) , se p é par
1 ≤ p ≤ P. (4.10)

Entretanto, um dos principais problemas relacionados a essa técnica é que
o circuito resultante, e consequentemente o comprimento total, depende forte-
mente da seleção do ponto inicial de execução do algoritmo. Por exemplo, PΣ =

〈p1, . . . , pP〉 e PΣ′ = 〈p2, . . . , pP, p1〉 representam exatamente o mesmo circuito, en-
tretanto, dependendo da escolha inicial do ponto, os segmentos de reta e as curvas
de Dubins serão alocados em posições diferentes. Além disso, se o número de pon-
tos P for ímpar, então a ordem reversa do circuito (i.e., PΣ = 〈pP, pP−1, . . . , p1〉)
também resultará em uma solução distinta.

Um esforço inicial para se abordar esse problema foi apresentado em [Medei-
ros & Urrutia, 2009], onde se propôs gerar o caminho utilizando o AA variando
o ponto inicial ao longo de todo o circuito. Entretanto, caso o número de pontos
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seja ímpar, a direção em que o circuito é percorrido também terá influência no com-
primento do caminho. Dessa forma, estendendo essa ideia para o caso geral, for-
malizamos abaixo a técnica que iremos denominar de Algoritmo Alternante Ótimo
Generalizado (AAOG).

• P é par: Nesse caso, existem apenas duas possibilidades de circuitos distintos:
(i) quando os segmentos de reta são alocados tendo como posição inicial um
ponto em uma posição ímpar (a proposição original apresentada na Equação
4.10), e (ii) quando os segmentos de reta são iniciados em pontos de posição
par;

• P é ímpar: Nesse caso, existirá um determinado ponto que não pertence à posi-
ção final de nenhum segmento de reta (uma vez que eles ligam pares de pontos
adjacentes). Como esse ponto pode ser qualquer um dos P pontos, existem P
soluções possíveis. Além disso, de acordo com a Equação 4.10, esse ponto
“pendente” será orientado em direção ao vizinho seguinte. Logo, realizando-
se uma análise do circuito com os pontos em ordem inversa (Figura 4.8), o
ponto pendente não estará mais orientado em direção ao vizinho anterior, o
que corresponderá a mais P soluções, resultado em um total de 2P possíveis
soluções (circuitos distintos).

Todas as soluções devem ser analisadas, a que resultar na geração do menor
caminho será escolhida como a solução final do método.

Como pode ser observado, o AA não utiliza nenhuma informação extra a res-
peito do circuito para melhorar o caminho resultante. É interessante considerar um
método que utilize determinada característica do circuito de forma a atribuir orien-
tações aos pontos que de alguma forma podem beneficiar a geração do caminho.

Uma vez que o caminho em si vai ser construído utilizando-se curvas de
Dubins, a ideia principal do algoritmo aqui proposto possui dois objetivos funda-
mentais: (i) curvas do tipo CCC (caso curto) devem ser evitadas; e (ii) um determi-
nado ponto de visita p deve estar preferencialmente alocado no meio do arco C que
compõe a curva proveniente do ponto de visita anterior (p− 1) e vai em direção ao
próximo ponto (p + 1).

Para se reduzir o número de curvas do caso curto no circuito, é interessante ob-
servar que esse tipo de curva ocorrerá no caso Dubins quando a distância euclidiana
entre dois pontos de visita adjacentes for inferior à 2ρ. Apesar de não se poder evitar
totalmente o caso curto em determinadas circunstâncias geométricas, neste trabalho
propomos uma abordagem simples como forma de reduzir a utilização desse tipo
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Figura 4.8. Exemplo dos diferentes caminhos de Dubins obtidos pelo Algoritmo
Alternante para uma mesma instância. (a) Solução original: o último (“pen-
dente”) ponto de visita (q5) possuirá orientação em direção ao ponto inicial do
circuito (q1); (b) Circuito reverso (ponto inicial escolhido de forma a se manter o
mesmo ponto pendente, q′5, da situação anterior): Apesar das partes do circuito
formadas por segmentos de reta e demais curvas intermediárias permanecerem
iguais, a mudança de orientação no último ponto muda por completo o circuito
na sua vizinhança; (c) Circuito reverso com orientações invertidas: Será equiva-
lente ao circuito inicial, entretanto, nesse caso o ponto q5 encontra-se alinhado
com o vizinho anterior e com orientação na direção oposta.

de curvas no caminho. Pontos adjacentes, cuja distância relativa for menor ou igual
a 2ρ, devem ser conectados utilizando-se segmentos de reta, iniciando pelos pontos
mais próximos. As orientações dos pontos restantes são definidas como o valor da
orientação do vetor unitário médio dado por:

ψp = arg
(

v1 + v2

‖v1 + v2‖

)
, (4.11)

onde v1 e v2 são os vetores formados com o ponto vizinho anterior e seguinte (Fi-
gura 4.9). Os vetores vizinhos são calculados de acordo com:

v1 =
pp − pp−1

‖qp − pp−1‖
e v2 =

pp+1 − pp

‖pp+1 − pp‖
. (4.12)

A Figura 4.10 ilustra a execução das etapas do algoritmo para uma instância
exemplo. A formalização do método é apresentada no Algoritmo 5.

De forma semelhante à utilizada na seção anterior, também assumimos aqui
que pm ≡ pn se m ≡ n (mod P).
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pp−1

ψp
pp

pp+1

v1 v2

Figura 4.9. Cálculo da orientação de um determinado ponto de acordo com a
disposição dos vizinhos. As setas em vermelho correspondem aos vetores que
representam o fluxo direcional do circuito. A seta verde representa a orientação
a ser atribuída ao ponto pp, referente ao vetor unitário resultante da soma de v1
e v2.

(a) (b) (c)

Figura 4.10. Etapas do algoritmo que atribui orientação aos pontos priorizando
possíveis casos curtos de Dubins e ângulos médios nas curvas. (a) Pontos de
visita fornecidos como entrada e sequência de visita obtida não considerando-
se as restrições de curvatura do veículo (circuito euclidiano); (b) Inserção dos
segmentos de reta conectado pares de pontos adjacentes com distância menor
que 2ρ; (c) Ligação dos pontos restantes de acordo com o ângulo médio dos
vetores vizinhos.

4.1.2.4 Análise de Complexidade

Nesta seção é realizada a análise da complexidade computacional da heurística de-
terminística aqui proposta para o DTSPN. Inicialmente é avaliado o comportamento
assintótico relativo à execução do algoritmo e, em seguida, é discutido o limite su-
perior para o comprimento do caminho.

O método é composto por três etapas fundamentais: (i) determinação dos pon-
tos de visita; (ii) otimização da posição dos pontos de visita e (iii) atribuição de ori-
entações e cálculo das curvas de Dubins.

• Determinação dos pontos de visita: Em cada iteração do Algoritmo 3, pelo
menos uma região de interesse receberá um novo ponto de visita, e o pior caso



60 CAPÍTULO 4. PLANEJAMENTO DE CAMINHO PARA UM VEÍCULO

Algoritmo 5 Determinar Orientações Priorizando Caso Curto e Ângulo Médio(P)

1: Ψ← Inicializar todas as orientações ψ1, . . . , ψP com valor nulo

2: while existir um par de pontos adjacentes com ambas as orientações nulas and
a distância entre esses pontos é menor ou igual a 2ρ do

3: Selecionar um par de pontos de acordo com

arg min
PΣ

‖pp+1 − pp‖

4: ψp ← dir(qp, qp+1)

5: ψp+1 ← ψp
6: end while

7: while existir um ponto de visita p com orientação ψp nula do
8: Atribuir orientação ψp de acordo com a Equação 4.11
9: end while

10: Q = 〈P , Ψ〉
11: return Q

ocorrerá quando não houver interseção entre quaisquer regiões (obrigatoria-
mente percorrendo todas elas). Dessa forma, essa etapa possuirá um compor-
tamento assintótico de O(n), onde n corresponde à quantidade N de regiões.

• Otimização da posição dos pontos de visita: O Algoritmo 4 percorre os P
pontos calculados na etapa anterior, movendo-os no interior das regiões. A
direção de movimento é obtida em tempo constante O(1) e a otimização pos-
sui um custo linear O(n), com n representando o número de pontos de visita.
Entretanto, o primeiro passo do algoritmo consiste em encontrar uma solução
para uma instância do ETSP, que é NP-difícil (O(n!)). Entretanto, é possível a
utilização de heurísticas como Christofides [Christofides, 1972] (O(n3) e fator
de aproximação 1.5) e Lin-Kernighan [Lin & Kernighan, 1973] (O(n2.2), produ-
zindo resultados a aproximadamente 5% do valor ótimo, porém sem garantias
formais). Além disso, existem disponíveis na literatura bibliotecas capazes de
encontrarem soluções exatas para instâncias com algumas centenas de pon-
tos de forma eficiente, por exemplo a Concorde [Concorde, 2011], considerada
uma das melhores [Hahsler & Hornik, 2007]. Dessa forma, considerando que
a sequência de visita é inicialmente conhecida, a otimização proposta possuirá
custo O(n). Entretanto, o custo completo desse passo será exponencial, dada
a necessidade de se encontrar uma solução para uma instância do ETSP.
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• Atribuição de orientações: Por último, o Algoritmo 5 também deve percorrer
todos os P pontos, inicialmente determinando a orientação de pontos próxi-
mos baseado em segmentos de reta e, em seguida, os pontos remanescentes
recebem orientações médias de acordo com os vizinhos. O primeiro passo
pode ser realizado com custo linear, percorrendo o circuito e criando uma
lista com os pares de pontos com distância menor ou igual a 2ρ, em seguida,
basta percorrer essa lista novamente calculando as orientações possíveis. O se-
gundo passo também possui custo linear, uma vez que apenas deve percorrer
os pontos atribuindo as orientações. Conforme visto anteriormente, as curvas
de Dubins podem ser calculadas em tempo constante O(1). Logo, essa etapa
possuirá um custo total O(n), onde n refere-se ao número P de pontos de vi-
sita.

Dessa forma, é possível concluir que no pior caso, o limite assintótico da heu-
rística será exponencial, dada a necessidade de se encontrar uma solução para uma
instância do ETSP na etapa de otimização da posição dos pontos de visita. Caso a
sequência de visita já seja conhecida, o custo será será de O(n), onde n representa o
número de regiões, uma vez que P ≤ N.

O comprimento do caminho gerado pela abordagem apresentada aqui pos-
suirá um limite superior maior, no pior caso, que o do caminho resultante obtido
pelo Algoritmo Alternante. Esse limite pode ser estimado de acordo com

Lheuristica
ρ ≤ ETSP(Pcent) + N kρπ, (4.13)

onde Pcent representa a posição inicial dos pontos de visita (no centro das regiões),
e considerando-se o caso em que N > 2 e ρ > 0. Lembrando que k ∈ [2, 657 , 2, 658].
Diferentemente do limite apresentado para o Algoritmo Evolutivo, no caso da heu-
rística não existem garantias de que algum par de pontos adjacentes necessaria-
mente será conectado por um segmento de reta, logo, todos os segmentos conectan-
tes podem ser curvas de Dubins (segundo termo da equação).

Entretanto, apesar de resultar em um caminho maior no pior caso, é impor-
tante observar que, na média, os resultados obtidos possuem uma grande possibili-
dade de serem bem mais curtos que o limite teórico. Isso ocorrerá como resultado da
otimização do posicionamento pontos de visita que, conforme mencionado na Seção
4.1.2.2, produz um alinhamento dos pontos. Esse fato, além de permitir a utilização
de segmentos de reta em casos não previstos pelo Algoritmo 5 (pontos adjacentes
com distância maior que 2ρ), também resultará em curvas de Dubins menores.
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Além disso, o limite apresentado representa o caso onde não ocorrem interse-
ções entre as regiões. Havendo interseções, o caminho também deverá ser conside-
ravelmente menor, uma vez que a métrica utilizando-se curvas de Dubins satisfaz a
desigualdade triangular [Yadlapalli et al., 2007], e nesse caso P < N.

4.1.3 Experimentos

Nesta seção são apresentados os resultados obtidos a partir de simulações numéri-
cas utilizando-se a metodologia proposta para o caso onde é utilizado um veículo
e as demandas são previamente conhecidas, não ocorrendo a inserção de novas de-
mandas ao ambiente (caso estático).

Convenciona-se que, ao determinar as dimensões do ambiente simulado, essas
delimitam apenas as posições em que o centro das regiões podem ocupar, sendo que
tanto parte da região quanto do caminho podem se encontrar fora desses limites.

Para execução das simulações foi desenvolvido um simulador em Matlab, e
todos os experimentos foram executados em um PC com um processador Intel Core
i7-2720QM 2.20 GHz, 8 Gb de RAM e o sistema operacional Ubuntu 11.10 64-bit.

Todas as soluções para as instâncias relativas ao ETSP e ATSP foram calcu-
ladas à otimalidade utilizando-se a biblioteca Concorde [Concorde, 2011], um dos
resolvedores mais conhecidos e utilizados em trabalhos da área. É utilizado um al-
goritmo exato baseado no método de planos de corte, que iterativamente soluciona
as relaxações de Programação Linear do TSP [Applegate et al., 2007].

4.1.3.1 Abordagem Evolutiva

Nesta seção são apresentados e discutidos os experimentos e suas respectivas aná-
lises estatísticas, estimando-se a melhoria obtida pelo método evolutivo proposto
quando comparado com os resultados obtidos por outras técnicas da literatura.

A Figura 4.11 apresenta os caminhos resultantes obtidos a partir das técnicas
que serão utilizadas para comparação para uma instância exemplo, permitindo, as-
sim, uma visão inicial do comportamento de cada uma. Nesse exemplo, é utilizado
um ambiente com dimensões 500 m× 500 m contendo 10 regiões (círculos traceja-
dos azuis) aleatoriamente distribuídas de forma uniforme, e o veículo simulado uti-
lizado possui raio mínimo de curvatura ρ = 50 m. O raio de cada região circular
também foi determinado de forma aleatória dentro no intervalo [25 m, 75 m]. As se-
tas amarelas representam a posição e orientação que o veículo deverá assumir no
ponto de visita de determinada região.
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A Figura 4.11(a) apresenta a solução trivial para o problema, que consiste em
ignorar as regiões e calcular o caminho utilizando o Algoritmo Alternante conside-
rando apenas pontos de visita na posição central de cada região. A Figura 4.11(b)
apresenta o caminho obtido a partir de uma técnica baseada em amostragem aleató-
ria proposta em [Isaacs et al., 2011], e será referenciada aqui pelo termo de Aleatório.
Finalmente, a Figura 4.11(c) é o resultado produzido pelo método proposto, referen-
ciado aqui por Evolutivo.
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Figura 4.11. Exemplo inicial apresentando possíveis caminhos resultantes ob-
tidos pelas diferentes técnicas que serão analisadas nessa seção para uma ins-
tância exemplo: (a) Algoritmo Alternante (AA), (b) Aleatório e (c) Evolutivo (o
triâgulo vermelho representa o centroide da posição central de todas as regiões).

O efeito que cada etapa do algoritmo Evolutivo exerce sobre o resultado final
pode ser claramente observado e identificado na Figura 4.11(c). Os pontos de visita
foram deslocados dos centros de suas respectivas regiões em direção ao centroide
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(triângulo vermelho) considerando-se todos os pontos centrais. Além disso, tam-
bém pode ser verificadas as modificações realizadas nas orientações, assim como na
sequência de visita. Nesse exemplo, foi utilizado como critério de parada o número
limite de 100 iterações, valor consideravelmente baixo tratando-se de técnicas evo-
lutivas, onde normalmente a execução é realizada por alguns milhares de iterações.
Os demais parâmetros utilizados foram definidos com valores σ = 1 (atualização
da posição) e σ = 0,5 (atualização da orientação), com µ = 0 para ambos os passos.
O exemplo inicial apresentou uma melhoria (redução do comprimento do caminho)
de ≈ 27% e ≈ 40% quando comparados com os resultados do AA e do Aleatório,
respectivamente.

Por se tratar de uma técnica probabilística, é importante a realização de uma
análise estatística, verificado o comportamento do algoritmo para um número signi-
ficativo de execuções. Dessa forma, foram executados 200 experimentos (diferentes
instâncias) em um ambiente com dimensões 500 m× 500 m contendo um total de
25 regiões distribuídas uniformemente de maneira aleatória, onde o raio de cada
região circular também foi escolhido aleatoriamente no intervalo [30 m, 60 m]. O
veículo simulado novamente possui um raio mínimo de curvatura de ρ = 50 m,
que representa um valor adequado para as simulações comparado às dimensões do
ambiente. Para cada uma das instâncias, todas as técnicas sendo analisadas foram
executadas 15 vezes, e o valor médio do comprimento do caminho encontrado foi
utilizado para comparação. Os demais parâmetros permaneceram com os mesmos
valores utilizados no exemplo inicial.

Para a avaliação estatística foi utilizado o teste de hipótese Teste t pareado,
onde foram verificadas as seguintes hipóteses:

H0 : µEV − µAA = 0 vs. H1 : µEV − µAA < 0 e (4.14)

H0 : µEV − µAL = 0 vs. H1 : µEV − µAL < 0, (4.15)

onde µAA, µAL e µEV representam o comprimento médio do caminho obtido
utilizando-se os métodos AA, Aleatório e Evolutivo, respectivamente. Ou seja,
deseja-se verificar se a redução média do caminho possui significância estatística.

A Figura 4.12 apresenta os histogramas relativos ao percentual de redução do
comprimento do caminho calculado pela metodologia proposta em relação à duas
técnicas. Esse percentual é calculado a partir de

Percentual de redução =

(
A− B

A

)
∗ 100, (4.16)
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onde A representa o comprimento do caminho calculado pelo algoritmo sendo com-
parado e B o comprimento do caminho obtido a partir da metodologia proposta.
Valores negativos significam que a metodologia encontrou um resultado pior que a
técnica comparada.

A Figura 4.12(a) apresenta o histograma relativo ao percentual de redução do
comprimento do caminho calculado pela metodologia proposta em comparação ao
caminho resultante do AA. Conforme pode ser observado, foi possível obter uma
redução média de ≈ 25%, com um desvio padrão de 4,9%. A redução proveniente
do método Evolutivo, em comparação ao AA, possui significância estatística com
t(199) = 59,15 e p = 0, ou seja, rejeitando a hipótese nula. O comprimento médio
dos caminhos foi 5.078,05 m para o AA e 3.798,63 m para o Evolutivo, e é possível
afirmar com 95% de confiança que a redução nesse caso encontra-se no intervalo
(1.236,76, 1.322,07).

A Figura 4.12(b) apresenta o histograma relativo ao percentual de redução do
comprimento do caminho calculado pela metodologia proposta em comparação ao
caminho obtido pelo Aleatório. Para esse caso, a redução alcançou um valor médio
de 28,3%, com um desvio padrão de 4,4%. De maneira semelhante ao caso anterior,
a redução proveniente do método Evolutivo, em comparação ao Aleatório, também
possui significância estatística com t(199) = 86,22 e p = 0, rejeitando a hipótese
nula. O comprimento médio do caminho encontrado pelo Aleatório foi 5.302,40 m,
e a redução encontra-se no intervalo (1.469,38, 1.538,17) com 95% de confiança.
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Figura 4.12. Histogramas do percentual de redução do comprimento do cami-
nho. (a) AA vs. Evolutivo e (b) Aleatório vs. Evolutivo.
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Em seguida foi realizado um experimento com o objetivo de avaliar empiri-
camente o comportamento assintótico do tempo de execução do algoritmo. Fo-
ram realizadas simulações com a quantidade de regiões variando no conjunto
{5, 10, 15, ..., 100}, e para cada valor 20 instâncias aleatórias foram geradas. Foi uti-
lizado um ambiente com dimensões 500 m× 500 m e o raio de cada região foi es-
colhido aleatoriamente no intervalo [30 m, 60 m]. O veículo simulado novamente
possui um raio mínimo de curvatura de ρ = 50 m. As demais variáveis envolvidas
e aqui não mencionadas mantiveram o mesmo valor do experimento anterior.

A Figura 4.13 apresenta o valor médio mensurado. O tempo medido em cada
experimento corresponde ao tempo total necessário para se executar as 100 iterações
(critério de parada).
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Figura 4.13. Tempo médio de execução do algoritmo evolutivo de acordo com o
número de regiões no ambiente. O valor corresponde ao tempo total necessário
para se executar 100 iterações (critério de parada).

Os valores encontrados foram satisfatórios, mantendo-se dentro dos limites
aceitáveis de tempo inclusive para instâncias relativamente grandes (100 regiões).
Também foi realizada uma comparação simples dos resultados com os valores apre-
sentados em [Obermeyer, 2009], onde é utilizado um Algoritmo Genético. A maior
instância avaliada possui 20 regiões e foi executada em 20,26 s (valor semelhante
ao encontrado pela metodologia proposta). Além disso, é importante destacar que
em [Obermeyer, 2009] a implementação foi feita utilizando-se a linguagem C++,
enquanto neste trabalho, como já dito, foi utilizado Matlab (conhecido por não con-
seguir execuções muito eficientes como, por exemplo, C++).

O experimento seguinte consiste em avaliar a qualidade do algoritmo (compri-
mento do caminho final obtido) de acordo com a quantidade de regiões presentes
no ambiente. Foram realizadas simulações com a quantidade de regiões variando
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no conjunto {5, 10, 15, ..., 100}, e para cada valor 10 instâncias aleatórias foram gera-
das (para cada instância cada algoritmo foi executado um total de 15 vezes, sendo
utilizada a média dos valores obtidos). Todas as variáveis envolvidas e aqui não
mencionadas mantiveram o mesmo valor do experimento anterior.

A Figura 4.14 apresenta os resultados comparativos do comportamento efetivo
encontrado para os três algoritmos. O limite assintótico inferior apresentado corres-
ponde ao valor relativo para o DTSP apresentado em [Savla et al., 2008], sendo dado
por Cn2/3 para qualquer ρ > 0, onde

C =

(
3
4

)
3
√

3ρWH, (4.17)

onde W e H representam a largura e altura de um ambiente retangular, respectiva-
mente. Considerando-se os parâmetros utilizados em nosso experimento obtemos
C = 251. O limite inferior do DTSP nos informa qual é o menor caminho possível de
ser gerado de acordo com as dimensões do ambiente e raio mínimo de curvatura do
veículo para um determinado número de pontos. Logo, apesar de estarmos lidando
com um problema diferente, esse valor pode ser utilizado para efeitos comparativos,
uma vez que cada região possui apenas um único ponto de visita associado.
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Figura 4.14. Comportamento assintótico do comprimento médio do caminho de
acordo com o número de regiões para os algoritmos AA, Aleatório e Evolutivo,
exibido em uma escala log-log.

Como pode ser observado, o algoritmo Evolutivo apresentou resultados me-
lhores que os demais algoritmos comparados para todos os diferentes números de
regiões utilizados no experimento. Um resultado interessante de ser destacado é o
fato de o AA ter apresentado melhores resultados que o Aleatório para uma baixa
de densidade de regiões, mas com o incremento na quantidade de regiões, após
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um determinado valor (≈ 40) o Aleatório começa a apresentar melhores resultados
(caminhos de menor comprimento).

Além de verificar-se o desempenho do algoritmo relativo à qualidade da solu-
ção, também é importante avaliar o comportamento assintótico. A Tabela 4.1 apre-
senta a taxa de crescimento calculada empiricamente para os diferentes algoritmos
utilizando-se uma regressão linear com base nos dados apresentados na Figura 4.14.
A metodologia proposta (Evolutivo) apresentou um comportamento assintótico sig-
nificantemente abaixo da solução trivial obtida pelo AA, e ligeiramente superior ao
limite inferior. Apesar de tratar-se de uma análise empírica, é possível concluir-se
que com o aumento no número de regiões, o ganho obtido ao utilizar-se o Evolutivo
tende a aumentar, uma vez que os outros métodos comparados possuem taxas de
crescimento maiores.

Tabela 4.1. Taxas de crescimento do comprimento médio dos caminhos obtidos
pelos métodos AA, Aleatório e Evolutivo. Valor calculado experimentalmente
para regiões aleatórias distribuídas uniformemente em um ambiente com di-
mensões 500 m× 500 m.

Algoritmo Comprimento médio do caminho

Aleatório 6, 2× n0,75

AA 5, 7× n0,88

Evolutivo 5, 9× n0,71

Limite inferior 5, 5× n0,67

Também foram executados experimentos com o objetivo de verificar se haveria
ganho significativo no desempenho do algoritmo com o aumento no número de
iterações. Embora seja intuitivo que executando por mais iterações serão obtidos
melhores resultados, pôde-se concluir que a melhoria obtida não foi significativa.
No entanto, cabe ao usuário decidir sobre optar entre o tempo de computação em
detrimento da qualidade da solução, ajustando o número de iterações. Essa decisão
pode ser tomada após experimentos iniciais, utilizando-se diferentes valores para
os parâmetros.

4.1.3.2 Heurística Determinística

Nesta seção são apresentados e discutidos os experimentos e as respectivas análises
estatísticas, verificando-se a melhoria obtida pela heurística determinística apresen-
tada na Seção 4.1.2. A metodologia proposta (denominada Prioritário) será compa-
rada inicialmente com o algoritmo clássico AA e com a melhoria proposta AAOG.
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Em seguida, são realizados experimentos comparativos com o algoritmo Evolu-
tivo, previamente proposto, e com a técnica mais recente da literatura abordando
o DTSPN. Ao final, apresentamos uma análise geral do desempenho do método.

As Figuras 4.15 a 4.17 apresentam os caminhos resultantes obtidos a partir das
técnicas que serão utilizadas para comparação para uma instância exemplo inicial.
Nesse exemplo, é utilizado um ambiente com dimensões 600 m× 600 m contendo
15 regiões aleatoriamente distribuídas de forma uniforme, e o veículo simulado uti-
lizado possui raio mínimo de curvatura ρ = 50 m. O raio de cada região circular
também foi determinado de forma aleatória dentro no intervalo [25 m, 75 m].

A Figura 4.15 apresenta a solução trivial para o problema utilizando as três
técnicas. Neste caso, os caminhos são calculados utilizando-se apenas a informação
da posição do centro das regiões (ou seja, não está sendo considerada a região como
um todo). Na Figura 4.15(a) o valor dentro de parênteses corresponde ao custo an-
gular do circuito. Nota-se que a escolha do ponto inicial possui um grande impacto
no resultado final do AA, e a escolha do melhor caminho permitiu uma redução de
aproximadamente 15% (AAOG). O algoritmo Prioritário apresentou, para essa ins-
tância específica, um resultado 6% menor que o AAOG. Chama-se a atenção para as
extremidades do caminho à esquerda (superior e inferior), onde fica clara a redução
proporcionada pela atribuição da orientação como o valor médio na curva.

A Figura 4.16 apresenta os caminhos resultantes após a determinação dos pon-
tos de visita considerando-se, agora, as regiões de interseção. Conforme esperado,
um menor número de pontos de visita também resulta em caminhos menores, uma
vez que tanto a métrica euclidiana quanto a distância de Dubins satisfazem a desi-
gualdade triangular.

Finalmente, a Figura 4.17 apresenta o resultado final após a execução de todos
os passos da metodologia. A Figura 4.17(a) apresenta as novas posições dos pon-
tos de visita. Como pode ser observado, a maior parte dos pontos foram alocados
nas bordas das regiões. A redução do custo angular em cerca de 40% também fica
clara. Por exemplo, uma grande curva na parte superior do caminho (Figura 4.16(a))
agora é uma linha reta (Figura 4.17(a)). Destaca-se, ainda, o fato de que o resultado
final obtido pelo algoritmo Prioritário possuir um comprimento menor que o valor
obtido na solução inicial para a métrica euclidiana.

Apesar do bom resultado obtido no exemplo inicial, é importante a realização
de mais experimentos, verificado o comportamento estatístico do algoritmo para
diferentes instâncias. Dessa forma, foram executados 200 experimentos em um am-
biente com dimensões 800 m× 800 m contendo um total de 30 regiões distribuídas
uniformemente de maneira aleatória, onde o raio de cada região circular também
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(b) AA (3.930,29 m)
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(c) AAOG (3.370,29 m)
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(d) Prioritário (3.168,20 m)

Figura 4.15. Exemplo inicial: Caminhos resultantes obtidos pelas diferentes téc-
nicas considerando os pontos de visita no centro das regiões. (a) TSP (o custo
angular representa o somatório de das mudanças de direção), (b) AA, (c) AAOG
e (d) Prioritário.

foi escolhido aleatoriamente no intervalo [30 m, 100 m]. O veículo simulado nova-
mente possui um raio mínimo de curvatura de ρ = 50 m. Para todos os casos foram
comparados os caminhos gerados já utilizando os pontos de visitas nas regiões de
interseção e com posições otimizadas.

É apresentado na Figura 4.18 um histograma com o percentual de redução ob-
tido pela escolha do melhor circuito (AAOG) em vez da solução inicial (AA). Em
24, 5% dos casos não houve nenhuma melhoria, ou seja, o caminho inicial já corres-
pondia ao melhor circuito. Nos demais casos, foi possível obter uma redução média
de 11, 3% no comprimento do caminho (chegando a 36% para um caso específico).
Por se tratar de uma verificação rápida, acredita-se ser interessante sempre utilizar
o melhor caminho em vez da solução inicial, principalmente em aplicações onde o
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(a) TSP (1.954,32 m - 12,65 rad)
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(b) AA (2.732,43 m)
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(c) AAOG (2.621,98 m)
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(d) Prioritário (2.315,28 m)

Figura 4.16. Exemplo inicial: Caminhos resultantes obtidos pelas diferentes téc-
nicas após a execução da etapa que determina os pontos de visitas nas regiões
de interseção. (a) TSP, (b) AA, (c) AAOG e (d) Prioritário.

comprimento do caminho é crítico.
Para o restante da avaliação estatística, foi utilizado o teste de hipóteses Teste t

pareado, onde foram verificadas as seguintes hipóteses:

H0 : µPR − µAA = 0 vs. H1 : µPR − µAA < 0, (4.18)

H0 : µPR − µAAOG = 0 vs. H1 : µPR − µAAOG < 0 e (4.19)

H0 : µPR − µOA = 0 vs. H1 : µPR − µOA < 0, (4.20)

onde µAA, µAAOG, µOA e µPR representam o comprimento médio do caminho obtido
utilizando-se os métodos AA, AAOG, Orientações Aleatórias (OA)1 e Prioritário,

1Similar ao algoritmo Aleatório utilizado na seção anterior. Entretanto, nesse caso apenas orien-
tações aleatórias são geradas para os pontos de visitas previamente definidos, sendo executado em
seguida o ATSP.
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(a) TSP (1.559,02 m - 8,07 rad)
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(b) AA (2.379,30 m)
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(c) AAOG (2.137,34 m)
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(d) Prioritário (1.624,50 m)

Figura 4.17. Exemplo inicial: Caminhos resultantes obtidos pelas diferentes téc-
nicas após a execução da etapa que otimiza a posição dos pontos de visitas nas
regiões de interseção. (a) TSP, (b) AA, (c) AAOG e (d) Prioritário.

respectivamente. É importante ressaltar que, neste caso, apenas os métodos de atri-
buição de orientações estão sendo avaliados, sendo fornecidos para cada método os
mesmos pontos de visita previamente calculados pelas etapas iniciais da heurística
proposta.

A Figura 4.19(a) apresenta o histograma relativo ao percentual de redução do
comprimento do caminho calculado pela heurística proposta em comparação ao ca-
minho resultante do AA. Conforme pode ser observado, foi possível obter uma re-
dução no comprimento do caminho em 96, 5% dos casos, com um percentual médio
de aproximadamente 15%. A redução proveniente do algoritmo Prioritário em com-
paração ao AA possui significância estatística com t(199) = 21, 63 e p = 0, ou seja,
rejeitando a hipótese nula.
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Figura 4.18. Histograma do percentual de redução do comprimento do caminho
obtido pela escolha do melhor circuito (AAOG) em vez da solução inicial (AA).
Em 24, 5%, das 200 instâncias avaliadas, não houve nenhuma melhoria. Nos
demais casos obteve-se uma redução média de 11, 3%

A Figura 4.19(b) apresenta o histograma relativo ao percentual de redução do
comprimento do caminho calculado pela heurística proposta em comparação ao ca-
minho obtido pelo AAOG. Para esse caso, a redução alcançou um valor médio de
aproximadamente 8%, reduzindo efetivamente o comprimento em 85, 5% das ins-
tâncias. A redução proveniente do algoritmo Prioritário em comparação ao AAOG
também possui significância estatística com t(199) = 14, 03 e p = 0, rejeitando a
hipótese nula.

A Figura 4.19(c) apresenta o histograma relativo ao percentual de redução do
comprimento do caminho calculado pela heurística proposta em comparação ao
caminho obtido pelo OA. Para esse caso, a redução alcançou um valor médio de
aproximadamente 34%, reduzindo o comprimento em 100% das instâncias. De ma-
neira semelhante ao caso anterior, a redução proveniente do algoritmo Prioritário
em comparação ao OA também possui significância estatística com t(199) = 58, 93
e p = 0, rejeitando a hipótese nula.

Conforme pode ser observado, diferentemente do algoritmo Evolutivo, o algo-
ritmo Prioritário não possui garantia de redução do caminho em relação aos demais
métodos. Entretanto, como foi validado, com significância estatística, o Prioritário
apresentou resultados melhores para a maioria dos casos para as instâncias utiliza-
das. É possível observar que em determinadas circunstâncias (disposição dos pon-
tos de visita), a atribuição do ângulo médio não é a melhor decisão, sendo melhor a
ligação por um segmento de reta (conforme utilizado pelos métodos AA e AAOG).
Esse fato ocorre principalmente quando vários pontos de visita estão muito próxi-
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(a) AA vs. Prioritário
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(b) AAOG vs. Prioritário
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(c) OA vs. Prioritário

Figura 4.19. Histogramas do percentual de redução do comprimento do cami-
nho. (a) AA vs. Prioritário, (b) AAOG vs. Prioritário e (c) OA vs. Prioritário.

mos.
Os resultados gerais obtidos durante o experimento podem ser vistos na Tabela

4.2, onde são apresentados os comprimentos médios dos caminhos obtidos pelas
diferentes técnicas para cada etapa da metodologia. Conforme esperado, utilizando-
se pontos de visita nas interseções e posteriormente otimizando a posição desses
dentro da área em comum, é possível obter caminhos mais eficientes (menores).
Além disso, o algoritmo Prioritário apresentou um comprimento médio menor que
o AA e AAOG para todos os casos, independente da posição dos pontos de visita.

Tabela 4.2. Comprimento médio dos caminhos obtidos pelas diferentes técni-
cas para cada etapa da metodologia. Valores de comprimento apresentados em
metros e de custo angular em radianos, entre parênteses os desvios padrão.

Algoritmo Pontos de Visita

Centro Interseção Otimizado

TSP1 3.640,66 (236,63) 3.159,44 (249,22) 2.580,86 (211,55)
AA 6.371,42 (401,02) 4.078,08 (423,71) 3.555,46 (398,91)
AAOG 6.142,07 (339,09) 3.858,56 (370,46) 3.235,93 (345,19)
Prioritário 5.839,97 (488,29) 3.657,27 (398,16) 3.017,84 (312,74)
1 Custo Angular 32,96 (2,69) 19,68 (2,77) 14,16 (1,78)

O método também foi comparado com a técnica mais recente encontrada na
literatura abordando o DTSPN, disponível em [Isaacs et al., 2011], onde é apresen-
tada uma abordagem baseada em amostragem (aqui referenciada como Amostra-
gem). Determinadas orientações são amostradas nas bordas das regiões, em seguida
é resolvido o problema que encontra o menor caminho que passa por uma amostra
em cada região. Foram executados 200 experimentos comparativos, em cada experi-
mento 15 regiões foram distribuídas uniformemente de maneira aleatória, os demais



4.1. CASO ESTÁTICO 75

parâmetros relacionados ao tamanho do ambiente, raio das regiões e raio mínimo
de curvatura permaneceram iguais aos utilizados no experimento anterior.

A Figura 4.20(a) apresenta o histograma do percentual de redução do caminho
proporcionado pelo algoritmo Prioritário quando comparado ao resultado obtido
pelo algoritmo Amostragem. Foram obtidos resultados melhores em 77% das ins-
tâncias, com uma redução média de aproximadamente 7%. Foi verificado que esse
resultado possui significância estatística com t(199) = 7, 75 e p = 0. O comprimento
médio dos caminhos, considerando todos os casos (ou seja, onde ocorreu redução
ou aumento do caminho), foi de 2.342,13 m para o Amostragem e 2.248,69 m para o
Prioritário.

O algoritmo Evolutivo também foi comparado com o algoritmo Amostragem,
e o histograma do percentual de redução do caminho é apresentado na Figura
4.20(b). Os pontos de visita foram determinados de acordo com a Seção 4.1.2.1, para
cada instância o algoritmo Evolutivo foi executado 15 vezes, e o valor médio obtido
foi utilizado para comparação. O algoritmo Evolutivo obteve caminhos menores em
50, 5% dos casos, e através do teste de hipóteses verificou-se que esse resultado não
é estatisticamente significante, ou seja, pode-se considerar que ambos os algoritmos
apresentam resultados compatíveis. O comprimento médio do caminho obtido pelo
algoritmo Evolutivo foi de 2.347,29 m, ligeiramente maior que o obtido pelo Amos-
tragem.
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(a) Amostragem vs. Prioritário
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(b) Amostragem vs. Evolutivo

Figura 4.20. Histogramas do percentual de redução do comprimento do ca-
minho. (a) Amostragem vs. Prioritário, (b) Amostragem vs. Prioritário, onde
Amostragem refere-se ao mais recente método na literatura abordando o DTSPN
e apresentado em [Isaacs et al., 2011].

As Figuras 4.21 e 4.22 apresentam os dois melhores e dois piores resultados
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obtidos pelos algoritmos Prioritário e Evolutivo, respectivamente, quando compa-
rados ao de Amostragem. Foi observado que em grande parte das instâncias os
pontos e sequência de visita foram bem semelhantes (ou iguais), e o principal fator
impactante foi a orientação em cada ponto. O algoritmo Prioritário apresentou um
baixo desempenho principalmente no caso em que os pontos estão muito próximos
(parte superior do caminho apresentado na Figura 4.21(d)), o que acaba por gerar
vários caminhos “circulares”. A mesma conclusão relativa ao algoritmo Evolutivo,
discutida anteriormente, é novamente evidente aqui, ou seja, o movimento em dire-
ção ao centroide das regiões nem sempre é a melhor escolha. Esse fato é evidente na
Figura 4.22(d), onde certamente ocorreria uma redução do caminho caso o ponto de
visita quase disposto no centroide se movesse na direção oposta (chegando em uma
posição similar à apresentada pelo Amostragem).

Em seguida foi realizado um experimento com o objetivo de avaliar empiri-
camente o comportamento assintótico do tempo de execução do algoritmo como
um todo. Foram realizadas simulações com a quantidade de regiões variando no
conjunto {5, 10, 15, ..., 200}, e para cada valor 30 instâncias aleatórias foram geradas.
Foi utilizado um ambiente com dimensões 1.000 m× 1.000 m e o raio de cada região
circular também foi escolhido aleatoriamente no intervalo [30 m, 60 m]. O veículo si-
mulado novamente possui um raio mínimo de curvatura de ρ = 50 m. Os resultados
são apresentados na Figura 4.23.

A Figura 4.23(a) apresenta o tempo médio mensurado para cada quantidade
de regiões. Entretanto, conforme dito, foi avaliado o tempo para se executar todas
as etapas do algoritmo. A primeira etapa consiste em justamente determinar pontos
de visita nas interseções, o que influencia no comportamento. A Figura 4.23(b) apre-
senta o número médio de pontos de visita de acordo com a quantidade de regiões
utilizada. Conforme pode ser observado, é importante tirar vantagem das regiões
de interseção, uma vez que o número de pontos de visita foi inferior à metade do
número de regiões ao final do experimento (200 regiões).

Como pode ser observado, os valores encontrados são consideravelmente in-
feriores aos obtidos pelo Algoritmo Evolutivo (mesmo para uma quantidade similar
de pontos de visita). Esses valores servem apenas para referência, uma vez que uma
otimização da implementação poderia produzir resultados ainda melhores.

Para esse experimento, também foi avaliado o desempenho do algoritmo em
relação ao comprimento do caminho, de acordo com a quantidade de regiões pre-
sentes no ambiente. Os resultados são apresentados na Figura 4.24.
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(a) Amostragem (2.245,45 m) vs. Prioritário (1.861,42 m): Redução de 17, 10%.
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(b) Amostragem (2.377,52 m) vs. Prioritário (1.976,20 m): Redução de 16, 88%.
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(c) Amostragem (1.898,46 m) vs. Prioritário (2.275,96 m): Aumento de 19, 88%.
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(d) Amostragem (2.071,40 m) vs. Prioritário (2.497,82 m): Aumento de 20, 58%.

Figura 4.21. Melhores (4.21(a) e 4.21(b)) e piores (4.21(c) e 4.21(d)) resultados
obtidos pelo algoritmo Prioritário em comparação aos obtidos pelo Amostragem
[Isaacs et al., 2011].
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(a) Amostragem (2.551,67 m) vs. Evolutivo (2.166,30 m): Redução de 15, 10%.
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(b) Amostragem (2.249,12 m) vs. Evolutivo (1.963,14 m): Redução de 12, 71%.
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(c) Amostragem (2.203,52 m) vs. Evolutivo (2.505,29 m): Aumento de 13, 69%.
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(d) Amostragem (2.087,63 m) vs. Evolutivo (2.376,37 m): Aumento de 13, 83%.

Figura 4.22. Melhores (4.22(a) e 4.22(b)) e piores (4.22(c) e 4.22(d)) resultados
obtidos pelo algoritmo Evolutivo em comparação aos obtidos pelo Amostragem
[Isaacs et al., 2011].
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Figura 4.23. Avaliação do desempenho computacional da heurística determi-
nística proposta para o DTSPN. (a) Tempo médio de execução do algoritmo de
acordo com o número de regiões no ambiente. (a) Número médio de pontos de
visita utilizados de acordo com o número de regiões.

Inicialmente, a Figura 4.24(a) apresenta os resultados considerando-se apenas
as partes do algoritmo que determinam os pontos nas interseções (PI) e as orien-
tações (Prioritário) utilizadas no cálculo das curvas de Dubins. É realizada uma
comparação com um algoritmo que utiliza os pontos de interseção previamente cal-
culados, e partir de orientações aleatórias (OA) encontra uma solução para o ATSP.
É possível observar que com o aumento na densidade de regiões no ambiente o mé-
todo aleatório passa a obter resultados melhores que o método proposto. Com a
maior quantidade de pontos de visita próximos uns dos outros, as orientações obti-
das pelo algoritmo não possuirão mais tanto impacto no comprimento final.

A Figura 4.24(b) apresenta o resultado final do método, agora também consi-
derando a etapa de otimização da posição dos pontos de visita. A comparação é
realizada com um algoritmo totalmente aleatório (posição e orientação), e em se-
guida encontra-se uma solução para o ATSP. É possível observar que nesse caso
foram obtidos resultados bem superiores ao caso totalmente aleatório. Além disso,
a otimização da posição também permitiu resultados melhores que a etapa anterior.

Em ambos os casos também foi apresentado o valor do limite assintótico infe-
rior esperado para o circuito Dubins. Entretanto, o limite assintótico foi apresentado
considerado-se um ponto de visita para cada uma das regiões (P = N), o que não é
o caso para nosso algoritmo. Dessa forma, também será realizado um experimento
em que o número de pontos de visita é igual ao de regiões.
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Figura 4.24. Comportamento assintótico do comprimento médio do caminho de
acordo com o número de regiões, considerando-se pontos nas interseções (PI).
(a) Não considerando a etapa de otimização da posição dos pontos de visita; (b)
Considerando a etapa de otimização (metodologia completa).

Logo, o objetivo principal desse experimento é avaliar especificamente o de-
sempenho do Algoritmo 5, em relação ao comprimento do caminho, de acordo com
a quantidade de regiões presentes no ambiente. Foram realizadas simulações com
a quantidade de regiões variando no conjunto {5, 10, 15, ..., 200}, e para cada valor
30 instâncias aleatórias foram utilizadas. Foi utilizado um ambiente com dimensões
500 m× 500 m e as demais variáveis permaneceram com os mesmos valores do ex-
perimento anterior. Os pontos de visita foram todos determinados nos centros das
regiões. O método foi comparado com o comportamento do Algoritmo Alternante
(AA) e do Algoritmo Alternante Ótimo Generalizado (AAOG).

A Figura 4.25 apresenta os resultados comparativos do comportamento efetivo
encontrado para os três algoritmos sendo avaliados nessa seção. O limite assintótico
inferior apresentado corresponde ao mesmo valor utilizado na seção anterior, uma
vez que foram utilizados os mesmos valores para as dimensões do ambiente e raio
mínimo de curvatura do veículo.

O algoritmo Prioritário apresentou resultados melhores que o AA e compará-
veis ao AAOG nos experimentos onde um número moderado de regiões foi utili-
zado (≈ 30). Além disso, é possível observar que com o aumento do número de
regiões, o ganho proporcionado pelo AAOG em relação ao AA apresenta uma re-
dução, com uma tendência de se tornar desprezível. Acredita-se que o principal
fator que influencia na qualidade dos algoritmos não é o número de regiões, mas a
densidade de regiões existentes no ambiente e consequentemente a maior proximi-
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Figura 4.25. Comportamento assintótico do comprimento médio do caminho de
acordo com o número de regiões para os algoritmos AA, AAOG e Prioritário,
exibido em uma escala log-log. Os pontos de visita utilizados foram posiciona-
dos no centro das regiões.

dade dos pontos de visita (conforme anteriormente observado na comparação com
os resultados obtidos pelo Amostragem).

A Tabela 4.3 apresenta a taxa de crescimento obtida empiricamente para os
diferentes algoritmos utilizando-se uma regressão linear com base nos dados apre-
sentados na Figura 4.25. Apesar do método proposto (Prioritário) apresentar um
comportamento assintótico pior que os demais métodos, a sua utilização ainda é
interessante nos casos onde as regiões se encontram distribuídas de forma mais es-
parsa no ambiente. Com o maior número de experimentos, também é possível obter
uma melhor representação do comportamento do AA. Além disso, é importante ob-
servar que o valor obtido pelo AAOG, apesar de maior que o do AA, não é realista,
uma vez que o caminho encontrado pelo AAOG sempre será menor ou igual ao
AA. O valor encontado para o AAOG se compara ao valor encontrado para o AA
em [Le Ny et al., 2012].

Tabela 4.3. Taxas de crescimento do comprimento médio dos caminhos obtidos
pelos métodos AA, AAOG e Prioritário. Valor calculado experimentalmente
para regiões aleatórias distribuídas uniformemente em um ambiente com di-
mensões 500 m× 500 m.

Algoritmo Comprimento médio do caminho

AA 5, 6× n0,91

AAOG 5, 5× n0,94

Prioritário 5, 4× n0,97

Limite inferior 5, 5× n0,67
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É interessante observar que apesar do baixo desempenho do algoritmo Priori-
tário com o aumento do número de regiões, na prática isso não será um problema.
Quanto maior o número de regiões em um ambiente, maior a chance de se ter re-
giões de interseção, e com isso, o número de pontos de visita deve, na maior parte
dos casos, ser consideravelmente menor que o número de regiões (Figura 4.23(b)).
Além disso, a partir da análise separada de cada uma das etapas do algoritmo foi
possível observar também que cada uma exerce influência direta no resultado final
(Figura 4.24(b)).

4.2 Caso Dinâmico

Nessa seção é apresentado o problema ao qual denominamos de TSP Dubins com
Vizinhanças Dinâmico (Dynamic Dubins TSP with Neighborhoods, ou DDTSPN). O
DDTSPN consiste em uma generalização para o DTSPN, apresentado na seção an-
terior. A heurística apresentada na Seção 4.1.2 é estendida de forma a permitir que
o caminho inicialmente planejado seja modificado, adicionando as novas regiões
inseridas no ambiente.

O algoritmo proposto baseia-se na Heurística de Inserção Adiante (Push-
forward Insertion Heuristic, ou PFIH) apresentada em [Solomon, 1987]. A PFIH utiliza
uma estratégia construtiva gulosa para calcular o menor custo de inserção da nova
demanda no caminho atual. Essa técnica não pode ser diretamente aplicada no con-
texto do DDTSPN, uma vez que ela considerada basicamente a parte combinatória
do problema (sequência de visita). No caso do problema abordado aqui, a determi-
nação da posição e orientação do ponto de visita (problema contínuo) tem grande
influência na determinação do melhor lugar para inserir a nova região no caminho.

Portanto, o algoritmo para o caso dinâmico faz uso do método proposto anteri-
ormente para o caso estático para eficientemente determinar a posição e orientação
dos pontos de visita de acordo com as partes caminho que podem ser modificadas.
Em seguida, tendo em vista o novo ponto de visita, o método determina de maneira
gulosa a parte do caminho que será alterada, a fim de minimizar o impacto sobre o
comprimento do percurso final.

Conforme discutido na parte final do Capítulo 2, uma das principais diferenças
do problema abordado neste trabalho (visita a regiões) para os casos normalmente
encontrados na literatura (visita a posições exatas) está no fato de a inserção de
uma nova demanda no ambiente não necessariamente implicar em uma alteração
no caminho atual.
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Considerando essa característica, essa etapa será composta por dois passos
básicos: (i) inicialmente verifica-se se é possível visitar a nova região inserida sem a
necessidade de se alterar explicitamente o caminho; caso a primeira parte não seja
possível, (ii) é avaliado qual parte do caminho atual deve ser alterada incorporando
a nova região com o menor impacto possível para o comprimento do caminho.

Decidiu-se por não efetuar nenhuma alteração na posição ou orientação dos
pontos de visita já inseridos no caminho. Existem duas razões principais para essa
decisão: (i) a posição não é alterada pois, conforme visto anteriormente, a escolha
de pontos de visita em interseções não é trivial; (ii) a orientação não é modificada
porque uma uma pequena alteração em um ponto de visita poderia resultar em uma
sequência de alterações em cadeia, aumentando consideravelmente o custo desta
etapa.

Assumindo um caminho relativamente eficiente obtido para a situação inicial
do ambiente, o principal objetivo é realizar apenas as alterações necessárias e que
irão resultar no menor impacto possível no caminho atual. O tratamento da metodo-
logia proposta a cada nova demanda de acordo com essa classificação será melhor
detalhado nas próximas seções.

4.2.1 Caminho Permanece Inalterado

Esta etapa da metodologia é responsável por tratar as novas demandas inseridas ao
ambiente, mas que não demandam nenhuma alteração no atual caminho planejado
e sendo executado pelos veículos.

São consideradas basicamente duas situações onde novas demandas não mo-
dificam o caminho: (i) um ponto de visita ativo (ou seja, ainda não visitado) no
caminho se encontra ao alcance da área delimitada pelo raio da nova região inse-
rida e (ii) a nova região possui interseção com uma determinada parte do caminho
planejado atual que ainda não foi executada pelo veículo.

A Figura 4.26 apresenta duas instâncias distintas exemplificando as duas si-
tuações que não ocasionarão alteração no caminho. Os pontos de visita inativos (já
visitados) e a parte do caminho já percorrida pelo veículo estão demarcados pela cor
cinza e por uma linha tracejada. A Figura 4.26(a) apresenta o caso onde uma nova
demanda foi adicionada ao ambiente e o ponto de visita ativo (preto) de uma região
ainda não visitada encontra-se dentro da nova região. A Figura 4.26(b) exemplifica
o caso em que a nova região possui interseção com uma parte do caminho que ainda
não foi executado pelo veículo.
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(a) Ponto de Visita ao Alcance (b) Interseção com Parte do Caminho

Figura 4.26. Exemplos de instâncias em que a inserção de uma nova região não
necessariamente ocasionaria na alteração do caminho atual. (a) Situação em que
um ponto de visita ativo se encontra dentro dos limites da região. (b) Caso em
que a nova região possui interseção com alguma parte do caminho ainda não
executada pelo veículo.

É interessante destacar, também, que o caso trivial, ou seja, a situação em que
uma nova demanda é inserida no ambiente, e a posição atual do veículo já se encon-
tra dentro da nova região, é inicialmente verificado antes da execução dos demais
passos da metodologia. Nesse caso, um novo ponto de visita com a posição e ori-
entação atuais do veículo é criado e imediatamente já marcado como visitado. Uma
das razões para a criação desse ponto de visita está na possibilidade de se ter um
histórico mais completo e próximo do que efetivamente foi executado.

4.2.1.1 Ponto de Visita Ativo ao Alcance

Esta seção apresenta o passo da metodologia responsável por verificar se algum
ponto de visita atualmente ativo se encontra inserido na nova região inserida no
ambiente.

Conforme pode-se inferir, trata-se de uma etapa bem simples e é solucionada
pelo Algoritmo 6. O algoritmo deve percorrer toda a lista de pontos de visita (P)
verificando se algum ponto ainda ativo se encontra dentro da nova região (Hnew).
Caso um ponto que atende à essas condições seja encontrado, a nova região é então
relacionada como uma das regiões atendidas por aquele ponto de visita. O ponto
de visita selecionado é utilizado como valor de retorno do método, sendo retornado
o valor nulo caso nenhum ponto de visita seja escolhido.
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Algoritmo 6 Relacionar Nova Região a Ponto de Visita ao Alcance(Q,Hnew)

1: for i = 1 to P do
2: if (pi está Ativo) and (‖pi − nnew‖ ≤ rnew) then
3: Relacionar a regiãoHnew ao ponto de visita pi
4: return pi
5: end if
6: end for
7: return nulo

Trata-se de um método guloso em sua essência, onde o primeiro ponto de vi-
sita encontrado já é selecionado (mesmo que existam outros pontos que atendem às
condições).

4.2.1.2 Interseção com Parte do Caminho Ativo

Esta seção apresenta o passo da metodologia responsável por verificar se a nova
região inserida possui interseção com alguma parte do caminho atualmente ativa,
ou seja, ainda não realizada pelo veículo.

A determinação da possível interseção da nova região com o caminho será re-
alizada a partir de um processo de amostragem. É proposta uma solução numérica
iterativa que funciona a partir da discretização do possível deslocamento do veículo
ao longo do caminho, descrita pelo Algoritmo 7. Optou-se por essa solução por
se tratar de uma alternativa mais simples em comparação à resolução dos diversos
sistemas envolvidos em uma abordagem analítica. Além disso, é suficientemente
genérica para lidar com qualquer tipo de região convexa (não apenas regiões circu-
lares, conforme simplificado aqui).

Algoritmo 7 Criar Novo Ponto de Visita no Caminho Atual(Q,Hnew)

1: l ← Lveic
ρ

2: while l < Lρ do
3: qaux ← obterCoordenadasNaDistancia(l)
4: if ‖paux − nnew‖ ≤ rnew then
5: qnew ← qaux
6: Q← Q⋃

Novo ponto de visita qnew relativo àHnew
7: end if
8: l ← l + ∆l
9: end while

10: return nulo
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O parâmetro Lveic
ρ representa a distância atual já percorrida pelo veículo con-

siderando o caminho inicial. Enquanto o final do caminho não é alcançado, é cal-
culada a posição (qaux) que o veículo ocuparia no caminho caso ocorresse um des-
locamento de valor l a partir de sua posição atual. Caso essa posição virtual esteja
dentro dos limites da nova região inserida, um novo ponto de visita (qnew) é in-
serido no caminho nessa exata posição. É importante mencionar que, os pontos
virtuais além da informação de posição também possuem o valor de orientação que
o veículo ocuparia naquela posição.

Define-se o novo ponto de visita na primeira amostra no interior da nova re-
gião por diferentes razões, tais como: (i) melhorar a eficiência do método, sem a
necessidade de se pesquisar através de toda a região (ii) um ponto de visita quase
na fronteira aumenta a probabilidade dele fazer parte de uma nova região inserida
futuramente e (iii) permite uma maior liberdade para o resto do caminho ser modi-
ficado caso necessário.

É interessante ressaltar a importância de se criar um novo ponto de visita,
mesmo a região já sendo atendida pelo caminho. Com a inserção de uma nova
região, havendo a necessidade de se alterar o caminho, a região pode deixar de pos-
suir essa interseção. Dessa forma, a adição do ponto de visita fixa a curva naquele
ponto, ou seja, garantindo a visita da região.

A Figura 4.27 apresenta todas as variáveis utilizadas no algoritmo, provendo
uma visão geral de seu funcionamento. A partir da posição atual do veículo, os cír-
culos pretos menores representam as possíveis posições virtuais (qaux). A primeira
posição virtual dentro da nova região é então transformada em um novo ponto de
visita (qnew), representado pelo círculo preto maior dentro da nova região.

Experimentos realizados mostraram que os resultados são consideravelmente
precisos se for selecionado um tamanho de passo (∆l) significativamente menor que
o menor raio rmin dentre todas as regiões (por exemplo, rmin/100). Apesar da esco-
lha do tamanho do passo ser importante, em um caso extremo, caso nenhum qaux

seja determinado dentro da região, as etapas seguintes devem evitar que a região
não seja visitada.

De maneira semelhante à etapa anterior, o método apresentado aqui também
possui uma característica gulosa. Ou seja, mesmo que a nova região possua interse-
ção com mais de uma parte do caminho, o novo ponto de visita será adicionado na
parte do caminho mais próxima da posição atual do veículo.
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qaux

qnew

Figura 4.27. Exemplo de uma instância com a inserção de uma nova região e a
possível execução do Algoritmo 7. São destacadas as posições virtuais (qaux) e a
posição do novo ponto de visita (qnew).

4.2.2 Caminho Sofre Alteração

Esta etapa da metodologia é responsável por alterar o atual caminho planejado e
sendo executado pelo veículo de maneira a incorporar as novas demandas inseridas
ao ambiente.

Após a inserção de uma nova demanda, serão considerados dois tipos dife-
rentes de modificação no caminho: (i) a nova região é adicionada de forma que o
movimento atual do veículo não sofre alteração, e (ii) o veículo altera o desloca-
mento atual em execução para visitar imediatamente a nova demanda. O valor do
comprimento da deflexão (desvio) necessária para se visitar a nova região de acordo
com cada tipo de caso é calculado, e o caso a ser utilizado é determinado priorizando
sempre o menor comprimento.

O Algoritmo 8 apresenta os passos para se obter o menor custo de se adicionar
a nova região ao caminho, sem alterar o movimento atual do veículo. A partir do
próximo ponto de visita ativo (ainda não visitado), é calculado o custo de se inserir
a nova demanda entre o ponto ativo e o ponto seguinte a esse. A posição do novo
ponto de visita é calculado de maneira semelhante ao método proposto na Seção
4.1.2.2, e a orientação é determinada como o valor médio das orientações dos pontos
vizinhos. Todos os desvios possíveis são calculados e o menor valor é retornado.
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Algoritmo 8 Modificar Caminho com Novo Ponto de Visita(Q,Hnew)

1: Customin = ∞
2: for i = Ordem do próximo ponto de visita ativo to P do

3: Criar ponto de visita paux no centro da regiãoHnew

4: Determinar a posição de paux de acordo com o Algoritmo 4

5: Atribuir orientação a paux de acordo com a Equação 4.11

6: Custoaux ← Dρ(qi, qaux) +Dρ(qaux, qi+1)

7: if Custoaux < Customin then
8: qnew ← qaux
9: Customin ← Custoaux

10: end if
11: end for

12: return qnew, Customin

A Figura 4.28 exemplifica o caso abordado pelo Algoritmo 8. A Figura 4.28(a)
representa a situação inicial do ambiente, com o veículo já se deslocando. A Figura
4.28(b) apresenta o caminho resultante após a inserção de uma nova região. A parte
do caminho e o ponto, ambos em azul, representam as modificações realizadas no
caminho. Como pode ser observado, foi determinado a partir da execução do algo-
ritmo qual parte do caminho deveria ser modificada de forma a provocar o menor
impacto possível no comprimento atual do caminho.

(a) Situação Inicial

qnew

(b) Caminho Modificado

Figura 4.28. Exemplo de uma instância com a inserção de uma nova região e
o resultado da execução do Algoritmo 8. Destacado em azul as modificações
realizadas no caminho e o novo ponto de visita inserido (qnew).
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O Algoritmo 9 apresenta os passos utilizados para se obter o custo de se mo-
dificar o movimento atual do veículo, visitando a nova região imediatamente. Esse
algoritmo é bem semelhante ao algoritmo previamente descrito, possuindo como
principal diferença o ponto inicial utilizado no cálculo. É criado um ponto de visita
virtual auxiliar na posição atual e com a orientação do veículo. Em seguida, calcula-
se o custo de ir desse ponto até o ponto de visita otimizado relativo à nova região
e finalmente o custo do caminho da nova região até o ponto de visita previamente
definido como o próximo ponto que deveria ser visitado.

Algoritmo 9 Modificar Movimento Atual com Novo Ponto de Visita(Q,Hnew)

1: prox ← Ordem do próximo ponto de visita ativo

2: Criar ponto de visita qveic na posição atual do veículo e com mesma orientação

3: Criar ponto de visita pnew no centro da regiãoHnew

4: Determinar a posição de pnew de acordo com o Algoritmo 4

5: Atribuir orientação a pnew de acordo com a Equação 4.11

6: Costveic ← Dρ(qveic, qnew) +Dρ(qnew, qprox)

7: return qveic, qnew, Custoveic

A Figura 4.29 exemplifica o caso abordado pelo Algoritmo 9. A Figura 4.29(a)
representa a situação inicial do ambiente, com o veículo já se deslocando. A Fi-
gura 4.29(b) apresenta o caminho resultante após a inserção de uma nova região.
Nesse caso, após a execução de ambos os algoritmos, foi determinado que o menor
impacto no comprimento do caminho seria obtido se o veículo alterasse a direção
atual de movimento e visitasse primeiramente a nova região inserida.

Novamente, a principal razão para a criação do ponto de visita na posição
atual do veículo (qveic) está na possibilidade de se ter um histórico mais completo
de toda a missão, e além disso, permitir recalcular o caminho efetivamente execu-
tado durante a navegação. Lembrando que a curva entre o último ponto visitado
e o próximo ponto a ser visitado está associado à existência ou não de um ponto
intermediário (e.g. qnew) que também deve ser visitado.

4.2.3 Análise de Complexidade

Nesta seção é realizada a análise da complexidade computacional da abordagem
proposta considerando o caso onde ocorre a inserção de novas regiões ao ambiente.
Inicialmente é avaliado o comportamento assintótico relativo à execução do algo-
ritmo, em seguida é discutido o limite superior para o comprimento do caminho.
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(a) Situação Inicial

qveic

qnew

(b) Movimento Atual Modificado

Figura 4.29. Exemplo de uma instância com a inserção de uma nova região e
o resultado da execução do Algoritmo 9. Destacado em azul as modificações
realizadas no caminho e o novo ponto de visita inserido (qnew). Também é apre-
sentado o novo ponto de visita inserido relativo à posição do veículo (qveic).

• Caminho Permanece Inalterado: A avaliação do caso trivial possui custo
constante O(1), uma vez que apenas é verificado se a distância da posição
atual veículo para o centro da nova região é menor que o raio delimitador. O
Algoritmo 6, no pior caso, deve percorrer todos os P pontos de visita, pos-
suindo, então, custo linear O(n), onde n representa o número de pontos de
visita. Como o valor de passo utilizado no Algoritmo 7 é constante durante a
execução, pode-se concluir que o seu custo será linear proporcional ao compri-
mento do caminho. Dessa forma, o custo final dessa etapa será O(naux), com
naux representando o número de pontos de visita auxiliares (qaux) necessários
para se alcançar o final do caminho a partir da posição atual do veículo. No
pior caso, essa quantidade é obtida dividindo-se o comprimento do caminho
pelo valor de passo.

• Caminho Sofre Alteração: Nessa etapa, O Algoritmo 8, no pior caso, deve per-
correr todos os P pontos de visita ativos, possuindo então custo linear O(n),
onde n representa o número de pontos de visita ainda não visitados. O Al-
goritmo 9 possui custo O(1), uma vez que todos os seus passos são compos-
tos unicamente por operações aritméticas que são executadas em tempo cons-
tante.
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Dessa forma, é possível concluir que no pior caso, o limite assintótico do mé-
todo dinâmico considerando apenas um veículo será de O(n) + O(m), onde n re-
presenta o número de pontos de visita auxiliares e m é o número de pontos de visita
ativos.

A primeira parte dessa etapa (abordando o caso trivial, ponto de visita ao
alcance e interseção com a curva) não altera o caminho, e consequentemente não
possui nenhum impacto no comprimento final obtido. Na segunda parte, após a
determinação do local do caminho que será modificado para atender à nova re-
gião, o segmento atual é substituído por duas novas curvas. Supondo, então, o caso
em que o segmento representado por qi → qi+1 foi substituído por qi → qnew e
qnew → qi+1. Relembrando por clareza, de acordo com o Teorema 3.4 de [Savla
et al., 2008], o comprimento de uma curva Dubins ligando duas configurações pos-
sui um comprimento máximo dado por:

Dρ(qi, qj) ≤ ‖pi − pj‖+ kρπ, (4.21)

onde k ∈ [2, 657 , 2, 658]. Logo, a cada inserção de uma nova região no caminho
Dρ(qi, qi+1) será substituído por Dρ(qi, qnew) e Dρ(qnew, qi+1), onde

Dρ(qi, qi+1) ≤ Dρ(qi, qnew) +Dρ(qnew, qi+1) (4.22)

uma vez que a métrica utilizando-se curvas de Dubins satisfaz a desigualdade tri-
angular [Yadlapalli et al., 2007].

Dessa forma, pode-se assumir que o comprimento médio aproximado do ca-
minho em um instante de tempo t é obtido por

Lt
ρ . L0

ρ + (λt)(2Dmaxkρπ), (4.23)

onde L0
ρ representa o comprimento inicial do caminho para o caso estático e λt é

o número médio esperado de novas regiões no intervalo de tempo (0, t] de acordo
com a taxa λ do processo de Poisson utilizado. O valor Dmax é definido como

Dmax = max
∀i,j ∈ [1,P]

‖pi − pj‖ (4.24)

e corresponde à distância euclidiana máxima entre dois pontos de visita presentes
no caminho.
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4.2.4 Experimentos

Nesta seção são apresentados os experimentos e suas respectivas análises estatísti-
cas, verificando-se a eficácia do método de roteamento dinâmico proposto. É abor-
dado o caso onde novas demandas não previamente conhecidas são determinadas
no ambiente (caso dinâmico). Os resultados aqui obtidos representam uma visão ge-
ral de toda a metodologia considerando apenas um veículo, uma vez que a solução
inicial é obtida a partir da metodologia desenvolvida na Seção 4.1.2.

Para execução das simulações foi desenvolvido um simulador em Matlab, e
todos os experimentos foram executados em um PC com um processador Intel Core
i7-2720QM 2.20 GHz, 8 Gb de RAM e o sistema operacional Ubuntu 11.10 64-bit.
Todas as soluções para as instâncias relativas ao ETSP e ATSP foram calculadas à
otimalidade utilizando-se a biblioteca Concorde [Concorde, 2011].

As imagens exibidas na Figura 4.30 apresentam um exemplo da execução da
metodologia ao longo do tempo para uma determinada instância. Nesse exemplo,
é utilizado um ambiente com dimensões 1.000 m× 1.000 m contendo, inicialmente,
5 regiões aleatoriamente distribuídas de forma uniforme, o veículo simulado utili-
zado possui raio mínimo de curvatura ρ = 80 m e se desloca com velocidade cons-
tante ν = 1 m/s. O raio de cada região circular também foi determinado de forma
aleatória dentro no intervalo [40 m, 80 m]. Foi utilizada uma taxa de λ = 1

300 , que
significa que pelo menos uma nova região deve ser adicionada ao ambiente a cada
300 segundos. Também foi determinado que novas demandas seriam adicionadas
no intervalo (0 s, 2.000 s] (esse valor é utilizado pelo processo de Poisson para criar
a agenda com os tempos de inserção).

A Figura 4.30(a) apresenta os alvos inicialmente já presentes no ambiente e o
caminho originalmente planejado. No instante de tempo representado pela Figura
4.30(b) é possível observar o início do deslocamento do veículo em relação à posi-
ção inicial e a inserção de uma nova região, sendo necessário alterar o caminho. As
regiões em destaque (verde) representam as demandas que já foram atendidas (vi-
sitadas). A Figura 4.30(c) apresenta a inserção de uma nova região que já possui um
ponto de visita ao alcance, logo, o caminho não necessita ser modificado. A Figura
4.30(d) apresenta o caso onde a inserção de uma nova região resulta na alteração do
movimento atual sendo realizado pelo veículo, dando prioridade de visita à região
recém inserida. As Figuras 4.30(e) e 4.30(f) apresentam a inserção de novas regiões,
novamente havendo a necessidade de se alterar o caminho. Finalmente, as Figuras
4.30(g) e 4.30(h) apresentam o restante da execução até que todas as regiões tenham
sido visitadas e o veículo retorne à posição inicial.
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Figura 4.30. Exemplo inicial apresentando a execução da metodologia dinâmica
ao longo do tempo para uma determinada instância. As regiões em destaque
(verde) representam as demandas que já foram atendidas (regiões visitadas).
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A Figura 4.31 apresenta uma comparação entre o caminho final obtido dina-
micamente de forma incremental (Figura 4.31(a)) e o caminho que seria obtido pelo
método estático caso todas as regiões já fossem conhecidas previamente (Figura
4.31(b)). Conforme pode ser observado, o não conhecimento de todas as informa-
ções inicialmente pode exercer um impacto considerável no resultado final, nesse
caso específico um aumento de aproximadamente 46 % no comprimento do cami-
nho.
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Figura 4.31. Imagens evidenciando a perda de eficácia do algoritmo devido à
falta de informações completas no início da execução. (a) Caminho obtido pelo
algoritmo online de forma incremental. (b) Caminho obtido pelo método estático
offline, caso em que todas as regiões são conhecidas previamente.

Uma das maneiras para se avaliar o desempenho de algoritmos denominados
online (ou seja, aqueles que lidam com instâncias parcialmente conhecidas ao início
e que são incrementadas gradualmente) consiste em realizar uma comparação com
o resultado obtido por um algoritmo offline, onde todos os dados da instância são
conhecidos a priori. A abordagem mais aceita e utilizada pelos trabalhos encontra-
dos na literatura para se medir o desempenho de algoritmos online é denominada
análise competitiva [Larsen et al., 2008]. Essa abordagem foi introduzida em [Sleator
& Tarjan, 1985], e apresenta uma forma de se avaliar o desempenho dos algoritmos
baseando-se no critério da razão de competitividade.
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A razão de competitividade de um algoritmo é definido como a razão entre o
pior resultado obtido pelo método online e o resultado ótimo obtido por um método
offline. De maneira mais formal esse valor é definido como:

crA = sup
I

z(A, I)
z∗(I)

, (4.25)

onde z(A, I) é o custo do resultado encontrado por um algoritmo online A para a
instância I, e z∗ é o resultado ótimo encontrado por um algoritmo offline com conhe-
cimento prévio de toda a instância I.

Define-se, então, que um algoritmo possui competitividade c (c-competitive) se
a razão de competitividade é no máximo c [Jaillet & Wagner, 2006], ou seja

Custoonline(I) ≤ c Custoótimo offline(I), ∀ instâncias I. (4.26)

Neste trabalho é realizada uma análise estatística para determinação da pos-
sível razão de competitividade da metodologia apresentada. Dessa forma, foram
executados 300 experimentos em um ambiente com dimensões 1.000 m × 1.000 m
contendo inicialmente 5 regiões distribuídas uniformemente de maneira aleatória,
onde o raio de cada região circular também foi escolhido aleatoriamente no intervalo
[40 m, 100 m]. O veículo simulado possui um raio mínimo de curvatura de ρ = 80 m,
e se desloca com velocidade constante ν = 2 m/s. Foi utilizada uma taxa para inser-
ção de novas regiões no valor de λ = 1

120 , e foi determinado que as novas inserções
ocorreriam no intervalo (0 s, 3.000 s]. Uma vez que ainda não existe na literatura um
algoritmo comprovadamente ótimo para o problema aqui abordado, a comparação
será feita com a heurística determinística apresentada na Seção 4.1.2.

A análise competitiva avalia o desempenho do algoritmo sendo avaliado para
o pior caso. Após a execução dos experimentos, o maior valor da razão de proporção
entre o custo do caminho obtido a partir do algoritmo online e o caminho obtido
pelo algoritmo offline foi 3,21. É importante ressaltar novamente que esse valor de
competitividade não necessariamente representa o valor máximo possível, uma vez
que esse valor foi determinado empiricamente para uma amostra da população.

Conforme mencionado, a análise competitiva é a abordagem avaliativa mais
utilizada para verificação do desempenho de algoritmos online. Apesar disso, uma
das principais críticas referentes a essa técnica está no fato de em grande parte dos
casos a razão de competitividade ser um valor extremamente pessimista e não repre-
sentativo do comportamento médio do algoritmo [Bullo et al., 2011]. Dessa forma,
é apresentado na Figura 4.32 um histograma com os valores de razão encontrados,
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permitindo uma melhor noção do comportamento geral do algoritmo.
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Figura 4.32. Histograma da razão de competitividade dos resultados obtido pelo
algoritmo online em comparação aos do método offline (heurística).

Como pode ser observado, o comportamento do algoritmo mostra-se melhor
que o esperado a partir da análise competitiva, possuindo uma razão proporcional
média consideravelmente menor que o valor proposto para a razão de competitivi-
dade. Na média, foi obtida uma razão com valor 2,08 (com desvio padrão de 0,38).
Foi realizada uma análise utilizando-se o teste de hipótese Teste t, onde foi verificada
a seguinte hipótese:

H0 :
Custoonline
Custoo f f line

= 1 vs. H1 :
Custoonline
Custoo f f line

> 1, (4.27)

ou seja, a hipótese nula representa o caso em que ambos algoritmos possuiriam o
mesmo desempenho. O resultado obtido informa com significância estatística que
a hipótese nula foi rejeitada com t(299) = 94.88 e p = 0, e a razão de proporção
encontra-se no intervalo (2,04, 2,12) com 95 % de confiança.

Um resultado interessante de se destacar foi o fato de que para um caso espe-
cífico o caminho encontrado pelo algoritmo dinâmico foi menor que o obtido pelo
algoritmo estático. Conforme pode ser observado na Figura 4.33, o principal mo-
tivo para isso foi o fato do algoritmo estático ter utilizado um ponto de visita na
interseção das regiões dispostas na parte mais baixa do ambiente, o que acabou pro-
duzindo um caminho maior que o caminho passando por dois pontos de visita.

Permitindo uma avaliação comparativa do valor encontrado (3,21), a Tabela
4.4 apresenta as razões de competitividade dos algoritmos ótimos para as versões
online dos problemas clássicos TSP e ATSP. Os primeiros métodos (não zelosos), são
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Figura 4.33. Exemplo de uma instância em que o algoritmo dinâmico produziu
um resultado melhor que o algoritmo estático. (a) Caminho obtido pelo algo-
ritmo online de forma incremental. (b) Caminho obtido pelo método estático
offline, caso em que todas as regiões são conhecidas previamente.

os casos em que o veículo pode permanecer parado na origem por um determinado
tempo até que seja decidido o melhor momento para se iniciar a navegação. Os
métodos denominados “zelosos” se referem aos casos em que o veículo não pode
esperar, ou seja, deve permanecer em constante movimento caso ainda existam de-
mandas não atendidas no ambiente [Ausiello et al., 2008] (caso mais próximo ao
problema abordado nesse trabalho).

Tabela 4.4. Razões de competitividade dos algoritmos ótimos para as versões
online dos problemas clássicos TSP e ATSP [Ausiello et al., 2008]. Os métodos
zelosos se referem aos casos em que o veículo deve permanecer em movimento
enquanto existirem demandas não atendidas no ambiente.

Problema Razão de competitividade

OL-TSP 2 [Ausiello et al., 2001]
OL-ATSP 3 +

√
5

2 [Ausiello et al., 2008]

OL-TSP (zeloso) 2 [Ausiello et al., 2001]
OL-ATSP (zeloso) 3 [Ausiello et al., 2008]

É possível observar que a restrição do veículo permanecer em movimento não
exerce influência no pior caso para o TSP. Entretanto, é importante considerar essa
condição para o caso assimétrico, uma vez que nesse caso a razão de competitivi-
dade é dependente dessa restrição.
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A razão de competitividade encontrada empiricamente para a metodologia
proposta apresentou um valor ligeiramente superior ao valor ótimo (7 %). Apesar
dessa comparação, é importante mencionar uma característica básica que difere a
metodologia desse trabalho e o algoritmo para o OL-ATSP (zeloso). O algoritmo
ótimo apresentado para o OL-ATSP (zeloso) calcula caminhos ótimos considerando
as demandas atuais no ambiente, caso uma nova demanda seja inserida o veículo
retorna à origem e repete a etapa anterior agora considerando as novas demandas
inseridas. Nesse trabalho, decidiu-se que o veículo apenas deveria retornar à ori-
gem caso nenhuma nova demanda exista atualmente no ambiente. Essa decisão
possui impacto na razão de competitividade, uma vez que nesse caso não são mais
utilizadas subsoluções ótimas, o que certamente resultará em um aumento desse
valor.

Finalmente, foi realizado um experimento com o objetivo de avaliar empirica-
mente o tempo de execução do algoritmo. Foram executados 200 experimentos em
um ambiente com dimensões 2.000 m× 2.000 m contendo inicialmente 5 regiões dis-
tribuídas uniformemente de maneira aleatória, onde o raio de cada região circular
também foi escolhido aleatoriamente no intervalo [40 m, 100 m]. O veículo simu-
lado possui um raio mínimo de curvatura de ρ = 80 m, e se desloca com velocidade
constante ν = 2 m/s. Foi utilizada uma taxa para inserção de novas regiões no va-
lor de λ = 1

120 , e foi determinado que as novas inserções ocorreriam no intervalo
(0 s, 6.000 s]. Ou seja, devem ser inseridas na média 50 novas regiões.

O tempo foi avaliado de acordo com os diferentes tipos de casos que podem
ocorrer com a inserção de uma nova região no ambiente. Relembrando que a meto-
dologia proposta considera os seguintes casos:

• Caso 0: A nova região já abrange a posição atual do veículo (caso trivial);

• Caso 1: Um ponto de visita no caminho se encontra ao alcance da região;

• Caso 2: A região inserida possui interseção com uma parte ativa do caminho;

• Caso 3: O veículo deve alterar o movimento atual de forma a já visitar a região;

• Caso 4: Uma parte ativa do caminho deve ser modificada para chegar à região.

A Figura 4.34 apresenta os valores médios mensurados para cada caso. A Fi-
gura 4.34(a) apresenta o tempo específico necessário para se calcular uma solução
para um determinado caso. A Figura 4.34(b) considera o tempo total (acumulativo)
para se determinar qual caso será utilizado após a inserção de uma nova região.
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Figura 4.34. Tempo médio de execução do algoritmo dinâmico. (a) Valor consi-
derando apenas o tempo específico de cada caso. (b) Valor total (acumulativo)
para se determinar qual caso será utilizado.

É possível observar na Figura 4.34(a) que o Caso 2 e Caso 4 são os que deman-
dam a maior quantidade de tempo para serem executados. O experimento serviu
para confirmar o que já era esperado, uma vez que o Caso 2 deve avaliar diversas
posições auxiliares ao longo do caminho e no Caso 4 deve-se calcular o custo de
alterar o caminho para todos os pares de pontos ainda na parte ativa.

Os resultados apresentados na Figura 4.34(b) mostram que a metodologia é
eficiente para ser efetivamente utilizada em um sistema real. No pior caso são ne-
cessários em média ≈ 1,5 s para se determinar qual decisão tomar. Além de existi-
rem partes na implementação passíveis de otimização, é importante mais uma vez
relembrar que um código em Matlab não possui a mesma eficiência de outras lin-
guagens (e.g. C++).

Ainda no contexto desse experimento, foi realizado um levantamento esta-
tístico do número de alterações realizadas no caminho de acordo com cada caso
(Figura 4.35). Como o número de regiões iniciais (cinco) é pequeno em relação ao
tamanho do ambiente (2.000 m× 2.000 m) e a quantidade média de novas regiões
a serem inseridas (50), temos que em aproximadamente 65 % das novas inserções é
necessário se alterar o caminho. É evidente que os parâmetros acima mencionados
possuem impacto direto nessa estática, por exemplo, em um ambiente menor, maior
é a chance de uma nova região já possuir contato com o caminho.



100 CAPÍTULO 4. PLANEJAMENTO DE CAMINHO PARA UM VEÍCULO

0 1 2 3 4
0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

Caso

N
ú

m
e

ro
 d

e
 o

c
o

rr
ê

n
c
ia

s

Figura 4.35. Histograma do número de ocorrências de cada caso.



Capítulo 5

Planejamento de Caminhos para

Múltiplos Veículos

Nesta seção é apresentada e discutida a metodologia proposta para o problema de
planejamento de caminhos de visita a regiões para o caso onde são utilizados múl-
tiplos veículos não-holonômicos modelados como veículos Dubins.

Primeiramente é abordado o caso onde todas as regiões são conhecidas e per-
manecem inalteradas durante a execução (caso estático). Em seguida, o problema
é estendido para o caso onde após o início da execução pelo veículo do caminho
inicial, novas regiões são inseridas no ambiente (caso dinâmico).

5.1 Caso Estático

Nessa seção é apresentado o problema ao qual denominamos de k-TSP Dubins com
Vizinhanças (k-Dubins TSP with Neighborhoods, ou k-DTSPN). O k-DTSPN consiste
então em uma generalização para o TSP para o cenário onde se deve gerar rotas de
visita a regiões no ambiente para um conjunto formado por k veículos Dubins que
devem iniciar/finalizar a navegação em uma base em comum. A função de custo
será o comprimento da maior rota, visando assim a redução do tempo de visita.

Inicialmente, é apresentado um algoritmo que calcula uma solução para o pro-
blema subdividindo-o em subproblemas, e solucionando cada um desses subpro-
blemas utilizando-se técnicas clássicas da literatura. Em seguida, é utilizado um
algoritmo memético onde a sequência de visita dos pontos que fazem parte de cada
rota são modificados a cada iteração. Além disso, ocorre uma etapa de busca local
com o objetivo de se encontrar a melhor posição e orientação dos pontos de visita
internamente a uma rota.

101
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5.1.1 k-DSPLITOUR

A primeira técnica que apresentamos com o objetivo de encontrar uma solução para
o k-DTSPN é composta por dois passos básicos, baseados em técnicas encontradas
na literatura. Inicialmente, uma solução para o TSP clássico (considerando o custo
euclidiano entre os pontos) é calculada e em seguida separada em k diferentes rotas
(passando a ser uma solução para o k-TSP). O segundo passo é responsável por
calcular as curvas de Dubins entre as posições existentes em cada rota, tornando o
caminho realizável por veículos com restrições de curvatura.

Para o cálculo da solução do k-TSP é utilizada uma técnica clássica da literatura
denominada k-SPLITOUR [Frederickson et al., 1978]. Esse algoritmo foi o primeiro
a obter soluções com um fator de aproximação constante da solução ótima, com
um valor de ε + 1− 1

k , onde ε é a razão de aproximação do algoritmo utilizado para
encontrar-se o circuito inicial (TSP). O método calcula as k diferentes rotas a partir da
separação de um circuito inicial obtido como solução para o TSP. Os passos exatos
da técnica são apresentados no Algoritmo 10.

Algoritmo 10 k-SPLITOUR(P) [Frederickson et al., 1978]

1: T ← ∅
2: Σ← ETSP(P)
3: τ0 = PΣ

4: for j = 1 to k− 1 do

5: Encontrar o último vértice pi(j) tal que o custo da distância euclidiana de p0
a pi(j) ao longo de τ0 não é maior que (j/k)(L− 2cmax) + cmax onde

cmax = max
∀ n ∈ [1,P]

‖p0 − pn‖

e L é o comprimento do circuito euclidiano obtido a partir de τ0

6: end for

7: Determinar e inserir as k rotas euclidianas em T de acordo com

τ1 = (p0, p1, . . . , pi(1), p0),

τ2 = (p0, pi(1)+1, . . . , pi(2), p0),
...

τk = (p0, pi(k−1), . . . , pP, q0)

8: return T
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O comprimento de uma rota qualquer τj, 1 ≤ j ≤ k obtida utilizando-se o
algoritmo k-SPLITOUR não excederá

1
k
(L− 2cmax) + 2cmax, (5.1)

onde k é o número de rotas em que o circuito inicial será separado, L representa o
comprimento do circuito inicial, e cmax é a maior distância existente entre o ponto es-
colhido como base (p0) e todos os demais pontos. Esse valor também irá representar
o custo médio de todas as rotas [Frederickson et al., 1978].

O segundo passo consiste em adaptar as rotas previamente obtidas, tornando-
as realizáveis por veículos com restrições de curvatura. Para isso, iremos utilizar o
Algoritmo Alternante [Savla et al., 2005b] para a atribuição das orientações em cada
posição, permitindo assim em seguida o cálculo das curvas de Dubins. Esse mé-
todo já foi apresentado anteriormente na Seção 4.1.1, entretanto, será brevemente
relembrado aqui para uma maior clareza. Cada par de pontos da sequência é li-
gado utilizando-se segmentos de reta ou curvas de Dubins. A orientação ψp de um
determinado ponto de visita p, é então determinada por:

ψp =

dir(pp, pp+1) , se p é ímpar

dir(pp−1, pp) , se p é par
1 ≤ p ≤ P. (5.2)

Logo, propomos o Algoritmo 11 para encontrar uma solução para o k-DTSPN.
Esse algoritmo é baseado nos passos previamente descritos, e além disso também
possui uma etapa inicial responsável pela determinação dos pontos de visita a partir
das regiões no ambiente. O método recebe como entrada um conjunto H de regiões
distribuídas no ambiente, e retorna um conjunto de rotas T formadas por curvas de
Dubins.

Algoritmo 11 k-DSPLITOUR(H)

1: Determinar o conjunto de pontos de visita P de acordo com o Algoritmo 3

2: Determinar o conjunto de rotas euclidianas T de acordo com o Algoritmo 10

3: Atribuir orientações ao pontos de visita em T de acordo com o Algoritmo 2

4: return T

A Figura 5.1 apresenta um exemplo de uma possível execução do método para
uma determinada instância. Cada uma das imagens apresenta as soluções obtidas
após a execução de cada uma das etapas.
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(a) (b) (c)

Figura 5.1. Exemplo dos caminhos resultantes em cada passo do Algoritmo 11.
(a) Circuito inicial utilizando a métrica euclidiana; (b) rotas obtidas após a exe-
cução da etapa referente ao k-SPLITOUR; (c) caminhos Dubins finais obtidos
após a atribução das orientações pelo AA.

Nesse exemplo, 10 regiões foram aleatoriamente posicionadas no ambiente e
no máximo 3 veículos poderiam ser utilizados na tarefa. A Figura 5.1(a) apresenta
o circuito inicial utilizando a métrica euclidiana passando pelos pontos de visita
determinados no primeiro passo (devido às interseções o número de pontos de vi-
sita é menor que o número de regiões). O circuito inicial é então separado em ro-
tas utilizando-se o algoritmo k-SPLITOUR(Figura 5.1(b)). Finalmente, cada rota é
transformada em um circuito Dubins, onde as orientações nos pontos de visita são
determinadas utilizando-se o Algoritmo Alternante (Figura 5.1(c)).

5.1.1.1 Análise de Complexidade

Nesta seção é apresentada a análise da complexidade computacional do Algoritmo
11 (k-DSPLITOUR), utilizado para obter-se uma solução para o k-DTSPN. Inicial-
mente é abordado o comportamento assintótico relativo ao tempo de execução do
algoritmo, em seguida, é discutido o limite superior para o comprimento do cami-
nho.

O método é composto por três etapas fundamentais: (i) determinação dos pon-
tos de visita; (ii) cálculo das k diferentes rotas euclidianas e (iii) atribuição de orien-
tações e cálculo das curvas de Dubins.

• Determinação dos pontos de visita: Nessa etapa foi utilizado o Algoritmo 3,
apresentando na Seção 4.1.2. Dessa forma, no pior caso (nenhuma região com
interseção) esse algoritmo irá percorrer todo o conjunto de regiões, possuindo
um comportamento assintótico de O(n), onde n corresponde à quantidade N
de regiões.
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• Cálculo das rotas euclidianas: O primeiro passo do k-SPLITOUR consiste em
encontrar uma solução para uma instância do ETSP, que é NP-difícil (O(n!)).
A segunda parte do k-SPLITOUR possui complexidade linear, uma vez que
todos os pontos de visita devem ser percorridos verificando-se o limite dado
pela Equação 5.1 para a criação de mais uma rota. Dessa forma, apesar de
existirem algoritmos exatos eficientes para se encontrar uma solução para uma
instância do ETSP, o custo completo desse passo será exponencial.

• Atribuição de orientações: Nessa etapa é utilizado o Algoritmo Alternante.
Esse algoritmo possui complexidade linear, uma vez que todos os pontos de
visita são percorridos e a orientação é dada conforme a posição desse (par ou
ímpar) na sequência de visita. Conforme visto anteriormente, as curvas de
Dubins podem ser calculadas em tempo constante O(1). Logo, essa etapa pos-
sui um comportamento assintótico de O(n), onde n corresponde à quantidade
P de pontos de visita.

Dessa forma, é possível concluir que no pior caso, o limite assintótico do k-
DSPLITOUR será exponencial, dada a necessidade de se encontrar uma solução
para uma instância do ETSP na etapa de cálculo das rotas euclidianas. Caso a
sequência de visita já seja conhecida, o custo será O(n), onde n representa o número
de regiões, uma vez que P ≤ N.

O limite superior para o comprimento da maior rota obtida utilizando-se o
k-DSPLITOUR pode ser obtido baseando-se nos limites de ambas as técnicas utili-
zadas. Inicialmente, considera-se o comprimento de uma rota qualquer obtida pelo
k-SPLITOUR é dado pela Equação 5.1. Conforme visto anteriormente, o compri-
mento do caminho obtido utilizando-se o Algoritmo Alternante é dado por

LAA
ρ ≤ ETSP(P) +

⌈
P
2

⌉
kρπ. (5.3)

Logo, é possível concluir que a maior rota possui um limite superior dado por

X ≤ 1
k
(L− 2cmax) + 2cmax +

⌈
N
2

⌉
kρπ. (5.4)

onde L representa o comprimento do circuito inicial, ou seja, L = ETSP(Pcent), e
cmax é a maior distância existente entre o ponto escolhido como base (p0) e todos os
demais pontos.
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5.1.2 Algoritmo Memético

O método proposto na seção anterior (k-DSPLITOUR) é de fácil implementação e
obtém soluções razoáveis para o problema (considerando os limites de ambas as téc-
nicas utilizadas). Entretanto, conforme pode ser observado, todas as rotas passam
pelo centro das regiões, dessa forma não tirando vantagem de toda a vizinhança.

É evidente que este problema é intratável (o k-TSP é NP-difícil [Bektas, 2006]),
e encontrar metodologias eficazes e eficientes é uma tarefa bastante desafiadora.
Entre as soluções existentes para problemas semelhantes, e como visto para o caso
de geração de caminhos para um veículo (Seção 4.1.1), os Algoritmos Evolutivos
têm mostrado ser uma boa escolha.

Um grupo de algoritmos dentro do conjunto de EAs que tem se destacado
mais recentemente são os chamados MAs (algumas vezes também referidos por Al-
goritmos Genéticos Híbridos). A principal característica dos MAs está no fato deles
utilizarem uma otimização global baseada em uma população de indivíduos em
conjunto com um método de busca local para auxiliar na exploração do espaço de
buscas [Moscato, 1989; Moscato & Cotta, 2010].

A Figura 5.2 apresenta um fluxograma com uma visão geral dos passos de um
Algoritmo Memético.

A busca local (parte híbrida do MA) possui como foco a parte contínua do pro-
blema, ou seja, a posição e orientação das configurações que serão utilizadas para o
cálculo das curvas de Dubins. Os passos seguintes correspondem às etapas clássicas
de um GA (e.g. Seleção, Cruzamento e Mutação), e são principalmente responsáveis
por lidarem com a parte combinatória do problema, ou seja, a sequência de visita
das configurações.

Uma etapa fundamental para se obter bons resultados com a utilização de GAs
é a escolha de uma boa representação (cromossomo) para os indivíduos. Geral-
mente os indivíduos representam uma solução candidata válida para o problema
sendo abordado. Neste trabalho, o cromossomo (Figura 5.3) foi definido como uma
sequência (permutação) de configurações, que representam as posições que devem
ser visitadas e as orientações a elas atribuídas. Dessa forma, um único cromossomo
é capaz de representar o conjunto T , formado por diferentes rotas. É importante ob-
servar que a base é representada como uma configuração diferente para cada uma
das rotas, uma vez que decidiu-se por deixar a orientação livre nesse ponto (po-
dendo assumir diferentes valores entre as rotas).
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Início Gerar população inicial

Busca local

Avaliação

Critério de parada atendido? Fim

Seleção

Cruzamento

Mutação

Sim

Não

Geração da
nova população

Figura 5.2. Fluxograma referente às etapas de um Algoritmo Memético.

Ω = q1
0 q1 q2 . . . qk

0 . . . qP

Figura 5.3. Estrutura de um cromossomo.

Após a escolha da representação a ser utilizada para o cromossomo, é impor-
tante também a determinação de um método capaz de interpretar (decodificar) essas
informações, obtendo assim uma solução final viável para o problema. É proposto
então o Algoritmo 12, responsável por realizar a separação em rotas de um determi-
nado cromossomo.

Dessa forma, considerando o seguinte cromossomo como exemplo

q1
0 q1 q2 q3 q2

0 q4 q3
0 q5 q6 ,
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Algoritmo 12 Decodificar Cromossomo(Ω)

1: r ← 1
2: b← 0
3: T ← Criar e inserir rota vazia τr
4: for i = 1 to |Ω| do
5: if Ω[i] é um ponto de base then
6: if b == 1 then
7: Replicar a configuração τ

[1]
r no final da rota

8: r ← r + 1
9: T ← Criar e inserir rota vazia τr

10: else
11: b← 1
12: end if
13: end if
14: Adicionar configuração Ω[i] ao final da rota τr
15: end for
16: return T

após a decodificação obtemos T = {τ1, τ2, τ3}, onde cada rota é formada por

τ1 = 〈q1
0, q1, q2, q3, q1

0〉,
τ2 = 〈q2

0, q4, q2
0〉,

τ3 = 〈q3
0, q5, q6, q3

0〉.

É importante destacar que, de acordo com o algoritmo, não necessariamente
uma configuração da base será o ponto inicial e final de uma rota. Esse fato não pos-
sui nenhum impacto para nosso método como um todo, uma vez que o caminho em
si permanecerá o mesmo. Bastaria que, no momento da execução do caminho pelo
veículo, a permutação fosse modificada (sem alterar a ordem de visita) colocando o
ponto da base nas extremidades da rota.

Além disso, dependendo da configuração do cromossomo, uma rota pode não
possuir nenhum outro ponto de visita alocado à ela. Nesses casos, o veículo poderia
decidir por apenas permanecer parado na base. O próprio método se encarregará
de eliminar essas soluções durante a execução, uma vez que o objetivo é minimizar
o comprimento da maior rota, e assim fazendo com que haja uma repartição mais
igualitária dos pontos de visita.

Logo, considerando essas situações e o seguinte cromossomo como exemplo

q1 q2 q1
0 q3 q2

0 q4 q5 q6 q3
0

,
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após a decodificação obtemos T = {τ1, τ2, τ3}, onde cada rota é formada por

τ1 = 〈q1, q2, q1
0, q3, q1〉,

τ2 = 〈q2
0, q4, q5, q6, q2

0〉,
τ3 = 〈q3

0, q3
0〉.

A população inicial será obtida a partir da geração aleatória de indivíduos,
ou seja, escolhendo-se diferentes sequências de visita (consequentemente diferentes
rotas). Em seguida, cada um desses indivíduos é decodificado e é utilizado o Algo-
ritmo Alternante para atribuir as orientações iniciais a cada uma das configurações,
uma vez que essa técnica fornece uma boa estimativa inicial. Apenas a sequência é
escolhida aleatoriamente, as posições iniciais dos pontos de visita em si são deter-
minadas nas regiões de interseção.

Após a geração de uma nova população (inicial ou intermediária) estar com-
pleta, um procedimento de busca local é então executado com o objetivo de melho-
rar o valor da fitness (aptidão) de cada indivíduo. Lembrando que em nosso caso a
fitness de um indivíduo corresponde ao comprimento da maior rota obtida a partir
desse cromossomo, ou seja, a função de fitness F (·) é calculada como

F (Ω) = max
1≤i≤|T |

Lρ(T [i]), (5.5)

onde T é o conjunto de rotas obtidas após a decodificação do cromossomo.
A busca local é composta por dois passos básicos: (i) otimização da posição

da configuração dentro da região a qual pertence, minimizando o comprimento do
circuito euclidiano formado por todas as configurações de uma rota; (ii) otimização
das orientações das configurações a fim de se encontrar o menor circuito, formado
por curvas de Dubins, ligando as posições. Cada um dos passos da busca local será
efetuado utilizando-se o Algoritmo 4 e Algoritmo 5, respectivamente.

Finalmente, o Algoritmo 13 apresenta os passos gerais do método proposto
para encontrar-se uma solução para o k-DTSPN utilizando um MA.

O método recebe como entrada um conjunto H de regiões distribuídas no am-
biente, e retorna um conjunto de rotas T formadas por curvas de Dubins. Durante
a execução, a população G = {Ω1, Ω2, . . . , ΩI} é constantemente modificada com
o objetivo de sempre melhorar os indivíduos atuais. É importante destacar que
durante a etapa de geração de uma nova população sempre é avaliado se o novo
indivíduo sendo criado é válido, ou seja, corresponde a uma solução válida para o
problema (e.g. não possui mais rotas que veículos disponíveis).
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Algoritmo 13 Algoritmo Memético para o k-DTSPN(H)

1: P ← Determinar pontos de visita de acordo com o Algoritmo 3

2: Gpos ← Gerar população inicial sem orientações baseando-se em P
3: G ← Decodificar rotas de Gpos e atribuir orientações utilizando o Algoritmo 2

4: while critério de parada não atendido do
5: Ĝ ← Executar busca local nos indivíduos de G
6: G ← Gerar nova população a partir de Ĝ
7: end while

8: Ω∗ ← Determinar indivíduo em G com a melhor fitness

9: T ← Decodificar Ω∗ de acordo com o Algoritmo 12

10: return T

5.1.2.1 Análise de Complexidade

Nesta seção é apresentada a análise da complexidade computacional do Algoritmo
13, que faz uso de um Algoritmo Memético para determinar uma solução para k-
DTSPN. Inicialmente é abordado o comportamento assintótico relativo ao tempo de
execução do algoritmo, em seguida, é discutido o limite superior para o compri-
mento do caminho (maior rota).

• Determinação dos pontos de visita: Nessa etapa foi utilizado o Algoritmo 3,
apresentando na Seção 4.1.2. Conforme já visto anteriormente, o algoritmo
possui um comportamento assintótico de O(n), onde n corresponde à quanti-
dade N de regiões.

• Geração da população inicial: Para cada um dos indivíduos que será inserido
na população deve-se gerar uma permutação aleatória dos pontos de visita e
determinar uma orientação aleatória. Logo, essa etapa possui complexidade
linear O(n), onde n corresponde à quantidade I de indivíduos que se deseja
utilizar.

• Busca local: Nessa etapa são utilizados o Algoritmo 4 e Algoritmo 5. Con-
forme já visto anteriormente, ambos os algoritmos possuem custo linear O(n),
onde n corresponde ao número P de pontos de visita.
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• Geração de uma nova população: Assumindo que os operadores (seleção, cru-
zamento e mutação) utilizados nessa etapa são os mais básicos encontrados na
literatura, a geração de um novo indivíduo possui custo constante O(1). En-
tretanto, é preciso substituir todos os indivíduos atuais da população, logo,
essa etapa possuirá complexidade O(n), onde n corresponde à quantidade I
de indivíduos.

• Avaliação de um população: Essa etapa é responsável por percorrer todos os
indivíduos da população e calcular o valor da fitness para cada um deles. A
primeira parte já infere um custo pelo menos linear O(n), onde n corresponde
à quantidade I de indivíduos. A decodificação de um cromossomo possui
complexidade O(m+ p), onde m corresponde ao número P de pontos de visita
e p ao número k de veículos (cada veículo representa um novo ponto de base).
Assumindo um número constante de veículos, esse valor pode ser reduzido
então à O(m). Logo, o custo final dessa etapa será O(nm).

Dessa forma, é possível concluir que, no pior caso, o limite assintótico do Al-
goritmo 13 será de O(nm), onde n representa o número de regiões (P ≤ N) e m cor-
responde à quantidade de indivíduos na população. Assumindo uma quantidade
constante de indivíduos é possível então obter-se um custo total linear, dependente
apenas do número de regiões no ambiente.

Conforme visto anteriormente, não existem garantias de que |T | = |V |, ou
seja, é possível que um determinado indivíduo, de acordo com seu cromossomo,
possua apenas uma rota visitando todas regiões. Ao particionar essa rota inicial em
subrotas, serão encontrados caminhos menores, uma vez que a métrica utilizando-se
curvas de Dubins satisfaz a desigualdade triangular. Além disso, o melhor indiví-
duo será substituído apenas se um indivíduo mais apto for encontrado.

Dessa forma, pode-se afirmar que no pior caso, o comprimento da maior rota
obtida pelo Algoritmo Memético possuirá um limite superior dado por

X ≤ ETSP(Pcent) +

⌈
N
2

⌉
kρπ, (5.6)

onde Pcent representa a posição inicial dos pontos de visita (no centro das regiões),
e considerando-se o caso em que N > 2 e ρ > 0. Ao utilizar o Algoritmo Alternante
para a inicialização das orientações podemos afirmar que metade dos caminhos co-
nectando dois pontos será um segmento de reta e a outra metade será formada por
curvas de Dubins.
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5.1.3 Experimentos

Nesta seção são apresentados os resultados obtidos a partir de simulações numéri-
cas utilizando-se a metodologia proposta para o caso onde são utilizados múltiplos
veículos e as demandas são previamente conhecidas, não ocorrendo a inserção de
novas demandas ao ambiente (caso estático).

Para execução das simulações foi desenvolvido um simulador em Matlab, e
todos os experimentos foram executados em um PC com um processador Intel Core
i7-2720QM 2.20 GHz, 8 Gb de RAM e o sistema operacional Ubuntu 11.10 64-bit. To-
das as soluções para as instâncias relativas ao ETSP foram calculadas à otimalidade
utilizando-se a biblioteca Concorde [Concorde, 2011].

Inicialmente é apresentado um exemplo de possíveis resultados para o k-
DTSPN obtidos pelas técnicas propostas para uma instância composta por poucas
regiões (para uma melhor visualização). Foi utilizado um ambiente com dimensões
500 m× 500 m, onde 10 regiões foram distribuídas aleatoriamente de maneira uni-
forme. Cada região possui um raio que foi determinado no intervalo [25 m, 50 m].
Foi determinada a utilização de, no máximo, 3 veículos, cada um possuindo um raio
mínimo de curvatura ρ = 50 m.

A Figura 5.4(a) e Figura 5.4(b) apresentam os caminhos obtidos a partir do k-
DSPLITOUR e do Algoritmo Memético, respectivamente. É possível observar clara-
mente na Figura 5.4(b) a redução no comprimento das rotas obtidas como resultado
da busca local, responsável por encontrar um melhor posicionamento e orientação
dos pontos de visita.
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Figura 5.4. Exemplo inicial apresentando os possíveis caminhos resultantes obti-
dos pelos métodos apresentados. (a) k-DSPLITOUR e (b) Algoritmo Memético.
O valor entre parênteses representa o comprimento da maior rota.
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Como o MA é uma técnica probabilística, é importante a realização de uma
análise estatística, verificado o comportamento geral do algoritmo para um número
significativo de execuções. Dessa forma, foram executados 200 experimentos em
um ambiente com dimensões 1.500 m × 1.500 m contendo um total de 30 regiões
distribuídas uniformemente de maneira aleatória, onde o raio de cada região foi es-
colhido aleatoriamente no intervalo [50 m, 100 m]. Também foi definido como 3 o
número máximo de veículos que poderiam ser utilizados, cada veículo possuindo
um raio mínimo de curvatura ρ = 100 m. A Tabela 5.1 apresenta os demais parâme-
tros específicos relacionados à execução do algoritmo.

Tabela 5.1. Parâmetros utilizados na execução do Algoritmo Memético.

Parameter Value

Tamanho da população 100
Número de gerações 50
Método de seleção de pais Torneio de tamanho 2
Elitismo Sim
Probabilidade de cruzamento 0.8
Operador de cruzamento Order-based (OX2)
Probabilidade de mutação 0.5
Operador de mutação Inversão simples

A Figura 5.5 apresenta o histograma relativo ao percentual de redução do com-
primento da maior rota obtida pelo MA em comparação a comprimento da maior
rota resultante do k-DSPLITOUR, para esse caso. É possível observar que o MA
produziu na média caminhos 20% menores que o k-DSPLITOUR para 97% das ins-
tâncias, com um desvio padrão de aproximadamente 8%.

Além disso, foi utilizado o teste de hipótese Teste t pareado, onde foram verifi-
cadas as seguintes hipóteses:

H0 : µMA − µKD = 0 vs. H1 : µMA − µKD < 0, (5.7)

onde µMA e µKD representam o comprimento médio do caminho obtido utilizando-
se o MA e k-DSPLITOUR, respectivamente. Ou seja, deseja-se verificar se a redução
média do caminho possui significância estatística. Foi verificado que o valor obtido
possui significância estatística com t(199) = 26.64 e p = 0.

Em seguida, é apresentado na Figura 5.6 um exemplo contendo os resultados
de ambos os métodos para uma instância contendo um número maior de regiões e
veículos disponíveis. Nesse exemplo, podem ser utilizados no máximo 10 veículos



114 CAPÍTULO 5. PLANEJAMENTO DE CAMINHOS PARA MÚLTIPLOS VEÍCULOS

−20 −10 0 10 20 30 40 50
0

5

10

15

20

25

30

35

40

Percentual de redução (%)

N
ú

m
e

ro
 d

e
 i
n

s
tâ

n
c
ia

s

Figura 5.5. Histograma do percentual de redução do da maior rota obtida pelo
Algoritmo Memético em comparação a rota resultante do k-DSPLITOUR.

para se visitar 40 regiões distribuídas uniformemente de maneira aleatória em um
ambiente com dimensões 2.000 m× 2.000 m.
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Figura 5.6. Exemplo dos possíveis caminhos resultantes obtidos utilizando-se
um conjunto de 10 veículos. (a) k-DSPLITOUR e (b) Algoritmo Memético.

É importante destacar um resultado interessante, em que mesmo com um nú-
mero relativamente pequeno de gerações (50) quando comparado com o número
geralmente utilizado em algoritmos evolutivos (centenas ou milhares de gerações),
o Algoritmo Memético foi capaz de obter soluções satisfatórias. Entretanto, é evi-
dente que ao se executar o algoritmo durante um número maior de gerações existe
a possibilidade de se encontrar soluções ainda melhores.

Em seguida foi realizado um experimento com o objetivo de avaliar empiri-
camente o comportamento assintótico do tempo de execução do algoritmo e a qua-
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lidade dos resultados obtidos (comprimento da maior rota). Foram realizadas si-
mulações com a quantidade de regiões variando no conjunto {20, 30, ..., 100}, e para
cada valor 30 instâncias aleatórias foram geradas. Foi utilizado um ambiente com
dimensões 2.500 m × 2.500 m e o raio de cada região foi escolhido aleatoriamente
no intervalo [50 m, 100 m]. Para cada instância o número máximo de veículos a ser
utilizado foi escolhido no conjunto {2, 4, 8}, todos possuindo um raio mínimo de
curvatura de ρ = 100 m. Os parâmetros específicos utilizados pelo MA foram os
mesmos apresentados na Tabela 5.1, exceto o tamanho da população, agora com-
posta por 50 indivíduos.

A Figura 5.7 apresenta o tempo médio de execução mensurado para cada
quantidade de regiões. Conforme esperado, o MA apresentou um comportamento
linear (Figura 5.7(b)), quando considerada a quantidade de regiões como o único
parâmetro variável. Entretanto, é possível observar que o k-DSPLITOUR é execu-
tado em um tempo consideralvemente menor (Figura 5.7(a)). Além disso, o impacto
do número de veículos no tempo de execução do k-DSPLITOUR é insignificante, o
mesmo não podendo ser visto no MA.
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Figura 5.7. Tempo médio de execução de acordo com a quantidade de regiões
no ambiente e número de veículos. No caso do MA o valor corresponde ao
tempo total necessário para se executar 50 gerações (critério de parada) com
uma população formada por 100 indivíduos.

A Figura 5.8 apresenta o comprimento médio da maior rota considerando a
quantidade de regiões. É possível observar que com uma quantidade menor de re-
giões e veículos o MA obtém resultados melhores. Entretanto, com o aumento nessa
quantidade os resultados do k-DSPLITOUR passam a ser ligeiramente superiores.
Uma das razões para isso está na utilização de um baixo número de gerações, uma



116 CAPÍTULO 5. PLANEJAMENTO DE CAMINHOS PARA MÚLTIPLOS VEÍCULOS

vez que com o maior número de veículos seria necessário mais iterações para se
encontrar boas sequências (permutações) de visita para todas as rotas.
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Figura 5.8. Comportamento assintótico do comprimento médio da maior rota
de acordo com a quantidade de regiões no ambiente e número de veículos.

Dessa forma, cabe ao usuário decidir sobre optar entre o tempo de computa-
ção em detrimento de qualidade da solução, ajustando por exemplo o tamanho da
população, número de gerações e demais parâmetros do MA. Uma solução interes-
sante seria a inserção do resultado obtido a partir do k-DSPLITOUR como um dos
indivíduos da população inicial do MA, garantindo-o como o resultado final caso
não sejam encontrados resultados melhores (considerando a utilização de elitismo).

Conforme mencionado anteriormente, não foram encontrados trabalhos que
abordem o exato problema aqui apresentado (k-DTSPN). Dessa forma, optou-se por
realizar uma comparação com a técnica tratando o problema mais próximo, o k-
TSPN. Em [Bhadauria et al., 2011] é apresentado o algoritmo denominado DGP-
Tour, utilizado na coleta de dados em redes de sensores sem fio por robôs móveis.
A técnica também considera, no custo final do caminho, o tempo utilizado para
o download da informação de cada sensor, entretanto, durante os experimentos de
comparação esse valor foi considerado como zero.

A Figura 5.9 apresenta os caminhos resultantes obtidos a partir das técnicas
que serão utilizadas para comparação para uma instância exemplo, permitindo, as-
sim, uma ideia do comportamento de cada uma. É importante destacar que a téc-
nica DGPTour demanda que o raio de todas as regiões seja o mesmo, inclusive para
a posição que representa a base (destacada em laranja na figura). Nesse exemplo, é
utilizado um ambiente com dimensões 1.000 m× 1.000 m contendo 15 regiões alea-
toriamente distribuídas de forma uniforme, todas possuindo um raio de 40 m. Foi
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determinada a utilização de no máximo 3 veículos, cada um possuindo um raio
mínimo de curvatura ρ = 50 m.
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−600 −400 −200 0 200 400

−400

−300

−200

−100

0

100

200

300

400

x (m)

y 
(m

)

(c) MA (1.762,95 m)

Figura 5.9. Exemplo inicial apresentando possíveis caminhos resultantes obti-
dos pelas diferentes técnicas comparadas nessa etapa. (a) DGPTour [Bhadauria
et al., 2011]; (b) k-DSPLITOUR e (c) MA. O círculo destacado em laranja repre-
senta a posição base.

Foram executados 200 experimentos comparativos, considerando um ambi-
ente com dimensões 1.000 m× 1.000 m. Em cada experimento 40 regiões foram dis-
tribuídas uniformemente de maneira aleatória, todas possuindo um raio de 40 m.
Foi determinada a utilização de no máximo 4 veículos, cada um possuindo um raio
mínimo de curvatura ρ = 50 m. Os parâmetros específicos utilizados pelo MA fo-
ram os mesmos apresentados na Tabela 5.1. Para cada instância o MA foi executado
10 vezes, e a média dos valores encontrados foi utilizada na comparação.

A Figura 5.10 apresenta os histogramas relativos à razão de proporção do com-
primento da maior rota encontrada pelos métodos propostos (k-DSPLITOUR e MA)
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em relação à técnica sendo comparada (DGPTour).
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Figura 5.10. Histogramas da razão de proporção do comprimento da maior rota.
(a) k-DSPLITOUR vs. DGPTour e (b) MA vs. DGPTour.

A razão média encontrada pelo k-DSPLITOUR foi de ≈ 1,33, enquanto o MA
apresentou, na média, valores ≈ 1,28 maiores que a maior rota encontrada pelo
DGPTour. Entretanto, é interessante observar que apesar de o k-DSPLITOUR apre-
sentar resultados médios piores que os do MA, em determinados casos ele conse-
guiu encontrar caminhos melhores, com razão de proporção pouco acima de 1.

Para se dimensionar melhor o que esses valores representam, é proposta a aná-
lise do impacto que haveria no comprimento do maior caminho obtido pelo DGP-
Tour caso todas as arestas fossem substituídas por curvas de Dubins. Conforme
visto anteriormente, de acordo com o Teorema 3.4 de [Savla et al., 2008], o compri-
mento de uma curva Dubins ligando duas configurações possui um comprimento
máximo dado por:

Dρ(qi, qj) ≤ ‖pi − pj‖+ kρπ, (5.8)

onde k ∈ [2, 657 , 2, 658].
Dessa forma, considerando que a maior rota obtida pelo DGPTour é denomi-

nada DGPTourmax e possui P pontos, pode-se obter o limite superior máximo espe-
rado para o impacto no comprimento resultante da utilização de curvas de Dubins
conectando os pontos como

Aumento máximo esperado =

(
Pkρπ

DGPTourmax
+ 1
)
∗ 100. (5.9)
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Considerando que neste experimento os veículos simulados possuem ρ =

50 m, a Figura 5.11 apresenta um histograma dos percentuais de aumento máximo
esperado para todos os experimentos.
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Figura 5.11. Histograma do percentual de aumento máximo esperado, conside-
rando a substituição das arestas do maior caminho obtido pelo DGPTour por
curvas de Dubins.

Como pode ser observado, no pior caso, é esperado um aumento médio de
6 vezes do comprimento do caminho. Esse valor pode ser interpretado como um
limite superior do impacto ao substituir-se todas as arestas por curvas de Dubins.
Logo, é possível concluir que os métodos propostos aqui apresentaram excelentes
resultados, inferindo um impacto consideravelmente menor que o máximo espe-
rado.

5.2 Caso Dinâmico

Nessa seção é apresentado o problema ao qual denominamos de k-TSP Dubins com
Vizinhanças Dinâmico (k-Dynamic Dubins TSP with Neighborhoods, ou k-DDTSPN). O
k-DDTSPN consiste em uma generalização para o k-DTSPN, apresentado na seção
anterior. Neste cenário deve-se gerar rotas de visita a regiões, estáticas ou deter-
minadas dinamicamente no ambiente, para um conjunto formado por k veículos
Dubins. Os veículos devem iniciar e terminar a navegação em uma base central em
comum, e o principal objetivo continua sendo a minimização da maior rota, que
indiretamente representa o tempo necessário para se visitar as regiões.
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É apresentado um algoritmo baseado no método de leilão para a alocação da
nova região a uma rota já associada a um determinado veículo. O método apresen-
tado é totalmente distribuído, não possuindo então a necessidade de se utilizar o
papel de um leiloeiro central.

5.2.1 Leilão Descentralizado

Em um cenário estático (como o apresentado na seção anterior), é possível assumir
que o cálculo da missão (no caso as rotas) é realizado inicialmente e então alocado
para cada um dos veículos (e essa não será alterada durante a execução). Entretanto,
em um cenário dinâmico, com a determinação de uma nova região de interesse no
ambiente, é necessário tomar uma decisão durante a execução da missão, ou seja,
qual veículo será o responsável por visitar a região. Dessa forma, ocorre a necessi-
dade de haver algum tipo de coordenação entre os veículos.

Uma abordagem bastante utilizada na resolução do problema da coordenação
de múltiplos agentes é baseada em modelos econômicos de mercado, mais especi-
ficamente o mecanismo de leilão [Dias et al., 2006]. Em um leilão, um conjunto de
itens é oferecido por um leiloeiro, e os participantes podem efetuar lances de acordo
com a pretensão de se obter tais itens. Em seguida, após todos os lances terem sido
coletados, cabe ao leiloeiro determinar o vencedor de cada item.

Entretanto, conforme visto, um dos principais problemas do método de lei-
lão clássico é a utilização de uma entidade centralizadora para a determinação dos
vencedores, o leiloeiro. Dessa forma, caso algum problema ocorra com esse agente
específico, o funcionamento de todo o sistema ficaria comprometido. Logo, é evi-
dente a necessidade de aprimorar-se o método, tornando-o mais robusto a falhas
individuais.

Considerando esse problema, diversos trabalhos apresentam extensões ao mé-
todo de leilão modificando-o de forma a utilizá-lo de forma distribuída e descentra-
lizada [Zavlanos et al., 2008; Michael et al., 2008; Choi et al., 2009], ou seja, remo-
vendo a necessidade de um leiloeiro central.

Neste trabalho são utilizados conceitos semelhantes aos trabalhos previamente
mencionados. Ao determinar-se dinamicamente uma nova região de interesse, essa
informação é enviada a todos os veículos. Cada veículo então calcula um valor
de lance e o envia por broadcast para todos os demais veículos no ambiente. Após
receber todos os lances, cada veículo executa um leilão internamente e determina
o vencedor. O veículo vencedor então deve modificar sua rota de forma a visitar a
nova região.
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Suposição 4: Assume-se uma rede de comunicação perfeita entre os veículos. Dessa forma,
ao realizar-se um broadcast não haverá nenhuma perda de mensagens e a transmissão ocorre
de forma instantânea (sem atrasos consideráveis).

Para se garantir um método completamente descentralizado, uma etapa fun-
damental é a escolha das informações que irão compor um lance. Essas informações
devem ser suficientes para que todos os veículos participantes do leilão possam
sempre tomar a mesma decisão a respeito do lance vencedor. Além disso, deve-se
dar prioridade a um número menor de campos, reduzindo o tamanho da mensa-
gem e tornando-a mais fácil (e rápida) de ser enviada. Assim, define-se que um
determinado lance b é uma tupla composta pelas seguintes informações:

b = 〈custo, tipo do lance, campo de desempate, id do veículo〉,

onde

• Custo: Representa o custo para que o veículo visite a nova região. Caso o ca-
minho não necessite ser modificado, de acordo com os casos discutidos na Se-
ção 4.2.1, o lance possuirá custo zero. Caso o caminho previamente calculado
necessite ser modificado, o custo associado ao lance será o valor do caminho
ainda a ser percorrido considerando a alteração necessária, dado por

L̂rem
ρ = L̂ρ −Lveic

ρ , (5.10)

onde L̂ρ representa o novo comprimento do caminho caso a alteração fosse
realizada e Lveic

ρ é a distância já percorrida pelo veículo do caminho inicial.
Ao utilizar o valor restante, o algoritmo conseguirá manter um melhor balan-
ceamento dos caminhos entre os veículos, e consequentemente, otimizando o
tempo total de visita.

• Tipo do lance: O tipo do lance é diretamente mapeado de acordo com o tipo
de alteração que deve ser realizada para se visitar a nova região. Cada tipo re-
cebe um identificador dentre os apresentados na Tabela 5.2, que será utilizado
principalmente como um dos critérios de desempate.

• Campo de desempate: Parâmetro utilizado para o desempate caso os parâ-
metros anteriores não consigam garantir a unicidade do lance vencedor. Esse
campo será definido de acordo com o tipo do lance, sendo:
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– Tipo 0: Determinado como o número total de pontos de visita (ativos e
não ativos) no caminho atual do veículo, representado por |Qveic|.

– Tipo 1: Determinado como o número de regiões já associadas a um ponto
de visita qp determinado como ao alcance da nova região, representado
por |Hqp |, onde

Hqp = {Hi ∈Hqp : qp ∈ Hi, ∀ Hi ∈H}. (5.11)

– Tipo 2: Determinado como a distância da posição atual veículo até a nova
região, seguindo o caminho atual do veículo. Obtida considerando o va-
lor da variável L, presente do Algoritmo 7, ao final da execução caso seja
detectada uma interseção do caminho com a nova região.

– Tipo 3 e 4: Determinado como o número total de pontos de visita ativos
no caminho atual do veículo, representado por |Qativos

veic |.

Em todos os casos a prioridade é dada ao lance que possuir o campo de de-
sempate com o menor valor.

• Id do veículo: Identificador único de cada veículo definido como Vid, utilizado
para distingui-lo dos demais no conjunto de veículos. Será utilizado caso o
empate nos lances persista. Nesse caso, pode-se considerar que qualquer um
dos veículos que efetuou esses lances pode ser o vencedor, sem prejuízos na
eficácia do método.

Tabela 5.2. Identificadores e descrição dos possíveis tipos de lance.

Identificador Descrição

0 Caso trivial, nova região abrange a posição atual do veículo
1 Ponto de visita já existente ao alcance da nova região
2 Nova região possui interseção com parte ativa do caminho
3 Veículo deve alterar o movimento atual para visitar a região
4 Parte ativa do caminho deve ser modificada para alcançar região

O Algoritmo 14 apresenta os passos gerais do método proposto para se deter-
minar o lance que será realizado por um veículo para a nova região inserida.

O Algoritmo 15 apresenta o método proposto para determinar o lance ven-
cedor do leilão. O método recebe como entrada o conjunto B = {b1, b2, . . . , bk},
composto por todos os lances de todos os veículos.
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Algoritmo 14 Calcular Lance(Hnew)

1: if É o caso trivial then
2: return b = 〈0, 0, |Qveic|, Vid〉
3: else if Pode executar Algoritmo 6 then
4: return b = 〈0, 1, |Hqp |, Vid〉
5: else if Pode executar Algoritmo 7 then
6: return b = 〈0, 2, L, Vid〉
7: else if Algoritmo 9 produz um resultado melhor que o Algoritmo 8 then
8: return b = 〈L̂rem

ρ , 3, |Qativos
veic |, Vid〉

9: else
10: return b = 〈L̂rem

ρ , 4, |Qativos
veic |, Vid〉

11: end if

Algoritmo 15 Determinar Lance Vencedor(B)

1: B∗ ← Recuperar lances em B com o menor custo
2: if |B∗| == 1 then
3: return Elemento único de B∗
4: else
5: B∗ ← Recuperar lances de B∗ com o menor identificador de tipo do lance
6: if |B∗| == 1 then
7: return Elemento único de B∗
8: else
9: B∗ ← Recuperar lances de B∗ de acordo com o campo de desempate

10: if |B∗| == 1 then
11: return Elemento único de B∗
12: else
13: return Lance de B∗ com o menor identificador de veículo
14: end if
15: end if
16: end if

Dessa forma, é garantido que, de maneira descentralizada, todos os veículos
devem determinar o mesmo lance vencedor para o leilão.

5.2.1.1 Análise de Complexidade

Nesta seção é apresentada a análise da complexidade computacional da metodolo-
gia proposta abordando o k-DDTSPN, e que faz uso da técnica de leilão distribuído.
Inicialmente é abordado o comportamento assintótico relativo ao tempo de execu-
ção do algoritmo, em seguida, é discutido o limite superior para o comprimento do
caminho (maior rota).
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• Cálculo do lance: Nessa etapa são utilizados os mesmos algoritmos cujo com-
portamentos assintóticos foram discutidos na Seção 4.2.3. Dessa forma, tem-se
o mesmo o limite assintótico, ou seja, O(n) + O(m), onde n representa o nú-
mero de pontos de visita auxiliares e m é o número de pontos de visita ativos.
A alteração do caminho possuirá o mesmo limite assintótico, uma vez que
após a determinação do lance vencedor os mesmos métodos serão novamente
utilizados.

• Determinar vencedor: O primeiro passo dessa etapa sempre irá percorrer todo
o conjunto de lances para se determinar o que possui o menor custo. Logo,
tem-se um custo linear O(n), onde n representa o número de lances efetuados,
que é diretamente proporcional ao número de veículos sendo utilizados.

De maneira semelhante ao caso dinâmico para um veículo, lances vencedores
que possuem tipos com identificadores entre 0 e 2, ou seja, caso trivial, ponto de
visita ao alcance e interseção com parte ativa, não resultam em alteração no cami-
nho, e consequentemente, não possuem nenhum impacto no comprimento final da
maior rota. Lances com tipos 3 e 4, ou seja, deve alterar movimento atual ou parte
ativa do caminho, o pior caso é se todas as novas regiões forem inseridas em uma
mesma rota, fato que não deve ocorrer, devido à estratégia utilizada que prioriza
uma melhor distribuição das regiões entre os veículos.

Dessa forma, pode-se assumir que o comprimento médio aproximado da
maior rota em um instante de tempo t é obtido por

X t . X 0 + (λt)(2DXmaxkρπ), (5.12)

onde X 0 representa o comprimento inicial da maior rota para o caso estático e λt é
o número médio esperado de novas regiões no intervalo de tempo (0, t] de acordo
com a taxa λ do processo de Poisson utilizado. O valor DXmax é definido como

DXmax = max
∀i,j | pi,pj ∈ X

‖pi − pj‖ (5.13)

e corresponde à distância euclidiana máxima entre dois pontos de visita presentes
na maior rota.

A quantidade de mensagens enviadas por cada veículo ao longo da execu-
ção é diretamente proporcional ao número de regiões inseridas, ou seja, (λt), e a
quantidade de mensagens recebidas será (k − 1)(λt). Logo, quantidade total de
mensagens trafegadas na rede será k(λt).
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5.2.2 Experimentos

Nesta seção são apresentados e discutidos os resultados obtidos a partir de simula-
ções numéricas utilizando-se a metodologia proposta para o caso onde são utiliza-
dos múltiplos veículos e novas demandas não previamente conhecidas podem ser
determinadas no ambiente (caso dinâmico).

Para execução das simulações foi desenvolvido um simulador em Matlab, e
todos os experimentos foram executados em um PC com um processador Intel Core
i7-2720QM 2.20 GHz, 8 Gb de RAM e o sistema operacional Ubuntu 11.10 64-bit. To-
das as soluções para as instâncias relativas ao ETSP foram calculadas à otimalidade
utilizando-se a biblioteca Concorde [Concorde, 2011].

As imagens exibidas na Figura 5.12 apresentam um exemplo da execução da
metodologia ao longo do tempo para uma determinada instância. Nesse exemplo,
é utilizado um ambiente com dimensões 3.000 m× 3.000 m contendo, inicialmente,
20 regiões aleatoriamente distribuídas de maneira uniforme. Foi determinada a uti-
lização de, no máximo, 3 veículos, cada um possuindo um raio mínimo de curva-
tura ρ = 100 m e se deslocando com velocidade constante ν = 2 m/s. O raio de
cada região circular também foi determinado de forma aleatória dentro no intervalo
[50 m, 200 m]. Foi utilizada uma taxa de inserção de λ = 1

180 , e as novas demandas
devem ser adicionadas no intervalo (0 s, 1.600 s].

De maneira semelhante à análise realizada para o caso dinâmico utilizando
apenas um veículo (Seção 4.2.4), será realizada uma análise estatística para determi-
nação da possível razão de competitividade da metodologia apresentada.

Assim, foram executados 300 experimentos em um ambiente com dimensões
4.000 m× 4.000 m contendo inicialmente 10 regiões distribuídas uniformemente de
maneira aleatória, onde o raio de cada região circular também foi escolhido aleatori-
amente no intervalo [50 m, 250 m]. Foi determinada a utilização de no máximo 4 veí-
culos, cada um possuindo um raio mínimo de curvatura ρ = 100 m e se deslocando
com velocidade constante ν = 2 m/s. A taxa para inserção de novas regiões possui
o valor de λ = 1

120 , e foi determinado que as novas inserções ocorreriam no intervalo
(0 s, 3.600 s]. Como não existe na literatura um algoritmo comprovadamente ótimo
para o problema aqui abordado, a comparação será feita com o algoritmo memético
apresentado na Seção 5.1.2. Esse método foi escolhido, pois, conforme visto na seção
anterior ele apresentou resultados médios melhores que o k-DSPLITOUR.
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Figura 5.12. Exemplo inicial apresentando a execução da metodologia dinâmica
para múltiplos veículos ao longo do tempo para uma determinada instância. As
regiões em destaque (verde) representam as regiões que já foram visitadas.
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Figura 5.12. Exemplo inicial apresentando a execução da metodologia dinâmica
para múltiplos veículos ao longo do tempo para uma determinada instância.
As regiões em destaque (verde) representam as regiões que já foram visitadas
(continuação).
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Após a execução dos experimentos, o maior valor da razão de proporção en-
tre o custo do caminho obtido a partir do algoritmo online e o caminho obtido pelo
algoritmo offline foi 1,56. É importante relembrar que a análise competitiva avalia o
desempenho do algoritmo para o pior caso. A Figura 5.13 apresenta o histograma
com todos os valores de razão encontrados, permitindo uma melhor noção do com-
portamento geral do algoritmo.
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Figura 5.13. Histograma da razão de competitividade dos resultados obtido pelo
algoritmo online em comparação aos do método offline (MA).

Como pode ser observado, o comportamento geral do algoritmo é melhor que
o determinado a partir da análise competitiva, possuindo uma razão proporcional
média consideravelmente menor que o valor proposto para a razão de competitivi-
dade. Na média, foi obtida uma razão com valor 1,17 (com desvio padrão de 0,12).
Foi realizada uma análise utilizando-se o teste de hipótese Teste t, onde foi verificada
a seguinte hipótese:

H0 :
Custoonline
Custoo f f line

= 1 vs. H1 :
Custoonline
Custoo f f line

> 1, (5.14)

ou seja, a hipótese nula representa o caso em que ambos algoritmos possuiriam o
mesmo desempenho. O resultado obtido informa com significância estatística que
a hipótese nula foi rejeitada com t(299) = 163.68 e p = 0, e a razão de proporção
encontra-se no intervalo (1,16, 1,19) com 95% de confiança.

É possível observar que o impacto no resultado final (comprimento da maior
rota) ao se utilizar múltiplos veículos é consideravelmente menor que o impacto no
resultado (comprimento total do caminho) quando apenas um veículo é utilizado.



Capítulo 6

Conclusões e Trabalhos Futuros

6.1 Conclusões

Neste trabalho foi apresentado um conjunto de metodologias para os diferentes pro-
blemas relacionados ao roteamento dinâmico de visita a regiões para veículos não-
holonômicos. Trata-se de um problema complexo, onde estão envolvidas etapas
de otimização combinatória discreta (a sequência de visita) e contínua (orientação e
posição dos pontos de visita). Inicialmente, foi abordado o caso onde apenas um veí-
culo é utilizado (caso estático e dinâmico). Em seguida, foi proposta a extensão do
método para sistemas compostos por múltiplos veículos (caso estático e dinâmico).

Foram apresentadas duas abordagens para o caso estático (denominado
DTSPN). Primeiramente foi proposta a utilização de um algoritmo evolutivo, onde
a posição e orientação dos pontos de visita, além da sequência de visita, são oti-
mizados de uma forma combinada a cada iteração. Em seguida, as similaridades
encontradas nos melhores caminhos “evoluídos” foram identificadas e analisadas,
permitindo então o desenvolvimento de uma heurística determinística baseada nes-
sas características.

A partir de uma extensiva análise experimental foi possível verificar que am-
bos os métodos apresentaram considerável redução no comprimento do caminho
se comparados à solução trivial para o problema, comprovadamente possuindo sig-
nificância estatística. Os métodos também foram comparados com a técnica mais
recente encontrada na literatura [Isaacs et al., 2011], que consiste em uma aborda-
gem baseada na amostragem de pontos de visita na borda das regiões. O algoritmo
evolutivo apresentou um desempenho estatisticamente similar, enquanto a heurís-
tica obteve resultados melhores em aproximadamente 80% das instâncias, apresen-
tando uma redução no comprimento do caminho de aproximadamente 7%.
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A principal desvantagem da metodologia evolutiva foi a decisão de se movi-
mentar os pontos de visita sempre em direção ao centroide das regiões, que como
pôde ser verificado, não necessariamente reduzirá o comprimento do caminho. Um
dos problemas referentes à heurística está no fato de a sequência de visita dos pon-
tos ser definida inicialmente baseada na métrica euclidiana (a partir do TSP) e não
ser mais alterada após a variação da posição do ponto de visita ou da atribuição
da orientação. Uma das principais dificuldades desse problema está justamente na
interdependência entre as variáveis sendo otimizadas, por exemplo, a alocação de
uma boa orientação depende da sequência de visita, entretanto pode existir uma
sequência de visita melhor para as orientações atribuídas.

Além da heurística apresentar resultados melhores que o método evolutivo, o
tempo de execução também se mostrou significativamente menor. Entretanto, em
ambos os casos, os valores se mostraram dentro dos limites aceitáveis ao se lidar
com problemas de otimização dessa complexidade. Apesar disso, o EA apresentou
uma taxa de crescimento do comprimento médio do caminho inferior à taxa da heu-
rística. Uma das razões foi o fato da heurística não apresentar bons resultados em
ambientes com alta densidade de regiões de interesse.

Em seguida, foi apresentada a estratégia utilizada para a modificação do cami-
nho decorrente da seleção de novas regiões (caso dinâmico, denominado DDTSPN).
A heurística previamente proposta é utilizada para a geração do caminho inicial
passando pelas regiões já existentes. O próximo passo verifica a necessidade de se
alterar o caminho para que a nova região seja efetivamente visitada. Não havendo
necessidade, novos pontos de visita são criados sobre o caminho já existente. Caso
o caminho necessite ser modificado, é avaliado qual parte do caminho pode ser al-
terada de forma a produzir o menor impacto no comprimento do caminho. Depen-
dendo da posição da nova região, pode-se optar também por alterar o deslocamento
atual do veículo, priorizando a visita imediata à nova região.

O desempenho do algoritmo online foi avaliado utilizando-se a técnica da aná-
lise competitiva, que verifica a razão entre o resultado encontrado pelo algoritmo
online e o resultado ótimo obtido a partir de um algoritmo offline. Pode-se entender
que essa razão, de certa forma, quantifica a perda de eficácia (qualidade de solução)
de um algoritmo decorrente da falta de informações completas do problema para
se tomar uma decisão. A razão encontrada, no pior caso, obteve o valor de 3,21 e a
heurística proposta foi o método offline utilizado na comparação. Esse valor é ligei-
ramente superior ao valor ótimo (≈ 7%) encontrado para o problema semelhante
denominado OL-ATSP (zeloso) [Ausiello et al., 2008]. Apesar disso, o algoritmo
apresentou um resultado consideravelmente melhor para o caso médio, 2,08.
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Considerando o problema do planejamento de caminhos para múltiplos veí-
culos no caso estático (denominado k-DTSPN), foram apresentados dois métodos.
O primeiro método, denominado k-DSPLITOUR, consiste na utilização de duas téc-
nicas já existentes na literatura. Primeiramente uma solução para o TSP é calculada,
e em seguida é particionada em k rotas utilizando-se o algoritmo k-SPLITOUR [Fre-
derickson et al., 1978]. Em seguida, as rotas são adaptadas utilizando o AA [Savla
et al., 2005b], tornando-as então realizáveis por veículo com restrição de curvatura.
O segundo método é baseado em um Algoritmo Memético. A etapa de otimização
global do método é responsável pela parte discreta do problema (sequência de vi-
sita), enquanto a etapa de busca local é responsável pela parte contínua (posição e
orientação dos pontos de visita).

Conforme mencionado anteriormente, não foram encontrados trabalhos que
abordem exatamente o k-DTSPN. Dessa forma, optou-se por realizar uma compara-
ção com a técnica tratando o problema mais próximo, o k-TSPN (as restrições do
veículo não são consideras). Ambos os métodos apresentaram resultados (com-
primento da maior rota) aproximadamente 30 % maiores que o método DGPTour
[Bhadauria et al., 2011].

Finalmente, foi apresentado um algoritmo totalmente distribuído baseado no
mecanismo de leilão para o caso dinâmico utilizando múltiplos veículos (denomi-
nado k-DDTSPN). Quando uma nova região de interesse é determinada no ambi-
ente, todos os veículos devem efetuar um lance, e o veículo vencedor deverá incor-
porar a região à sua rota atual. O valor do lance efetuado por cada veículo é calcu-
lado a partir dos algoritmos apresentados para o caso dinâmico utilizando apenas
um veículo (Seção 4.2).

Novamente, o desempenho do algoritmo online foi avaliado utilizando-se a
técnica da análise competitiva, que verifica a razão entre o resultado encontrado
pelo algoritmo online e o resultado ótimo obtido a partir de um algoritmo offline.
A razão encontrada, no pior caso, obteve o valor de 1,56, sendo que o Algoritmo
Memético apresentado foi o método offline utilizado na comparação. Entretanto, o
algoritmo apresentou um resultado melhor para o caso médio, 1,17. É possível ob-
servar que o impacto no resultado final (comprimento da maior rota) ao se utilizar
múltiplos veículos é consideravelmente menor que o impacto no resultado (compri-
mento total do caminho) quando apenas um veículo é utilizado.
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6.2 Trabalhos Futuros

Por se tratar de um problema que apresenta características ainda pouco exploradas
por outros trabalhos na literatura, este trabalho apresenta diversas possíveis dire-
ções futuras que podem ser seguidas.

A primeira extensão que poderia ser realizada está na generalização da téc-
nica para considerar regiões não-convexas. Uma das possíveis soluções para esse
problema é uso de técnicas baseadas em amostragem ([Obermeyer et al., 2010; Isa-
acs et al., 2011]), onde são consideradas apenas posições nas bordas das regiões.
Poderiam ser utilizados também métodos de geometria computacional capazes de
particionar uma região não-convexa em subregiões convexas ([de Berg et al., 2008]).

Outro ponto interessante, diretamente relacionado aos métodos online apre-
sentados, seria a formalização da razão de competitividade máxima e a comparação
do desempenho com o algoritmo ótimo proposto para o OL-ATSP (zeloso). Ou-
tras estratégias também poderiam ser desenvolvidas e avaliadas, por exemplo, uma
questão em aberto é se tratar todas as novas demandas assim que são inseridas real-
mente é a melhor decisão, ou seria mais interessante esperar por uma determinada
quantidade de novas regiões sejam determinadas até se tomar uma decisão.

Uma das principais dificuldades relativa à utilização de curvas Dubins está no
fato de o caminho gerado possuir descontinuidade no perfil de curvatura, levando a
acelerações laterais bruscas, resultando em caminhos que não são diretamente exe-
cutáveis por um veículo real. Esse problema pode ser tratado diretamente no con-
trolador utilizado para se seguir o caminho planejado. Outra solução alternativa
seria o estudo de possíveis técnicas que já permitam a geração direta de caminhos
com variações de aceleração mais suaves a partir da utilização de outros tipos de
curvas, por exemplo clotoides [Shanmugavel et al., 2010].

Além disso, outras questões que estão fora do escopo do problema abordado
neste trabalho ainda permanecerão em aberto, por exemplo o caso que algumas
regiões possuem maior prioridade de visita que outras, ou o caso onde os veículos
possuem um conhecimento parcial das novas demandas que são inseridas (limite
de sensoriamento). A extensão para ambientes que possuam obstáculos também
permitiria uma maior aplicabilidade da técnica em situações do mundo real.

Veículos aéreos ou subaquáticos não necessariamente precisam estar restritos
a movimentos planares. Dessa forma, seria importante o cálculo de caminhos no es-
paço tridimensional. Além de aumentar a dificuldade no cálculo direto do caminho,
outras restrições dos veículos passam a ser importantes nessa situação, por exemplo
torção máxima e ângulo máximo de subida (no caso de UAVs).
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A utilização de grupos de veículos heterogêneos também é um desafio que
permanece em aberto. A extensão da metodologia atual para veículos com diferen-
tes raios mínimos de curvatura pode ser feita de maneira direta. Entretanto, ao se
utilizar veículos com diferentes velocidades, existe a necessidade de se passar a tra-
tar os caminhos como trajetórias. Dessa forma, não apenas o comprimento deve ser
considerado na função objetivo, mas sim o tempo efetivo que será utilizado na visita
a todas as regiões.





Referências Bibliográ�cas

Aggarwal, A.; Coppersmith, D.; Khanna, S.; Motwani, R. & Schieber, B. (1997). The
angular-metric traveling salesman problem. Em Proceedings of the eighth annual
ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms (SODA’1997), pp. 221–229, Phila-
delphia, PA, USA. Society for Industrial and Applied Mathematics.

Alba, E. & Dorronsoro, B. (2004). Solving the Vehicle Routing Problem by Using
Cellular Genetic Algorithms. Em Gottlieb, J. & Raidl, G., editores, Evolutionary
Computation in Combinatorial Optimization, volume 3004 of Lecture Notes in Compu-
ter Science, pp. 11–20. Springer Berlin / Heidelberg.

Alves Neto, A.; Macharet, D. G. & Campos, M. F. M. (2010). Feasible RRT-based path
planning using seventh order Bézier curves. Em Proceedings of the IEEE/RSJ Inter-
national Conference on Intelligent Robots and Systems (IROS’2010), pp. 1445–1450.
ISSN 2153-0858.

Applegate, D. L.; Bixby, R. E.; Chvatal, V. & Cook, W. J. (2007). The Traveling Salesman
Problem: A Computational Study (Princeton Series in Applied Mathematics). Princeton
University Press, Princeton, NJ, USA. ISBN 0691129932, 9780691129938.

Arkin, E. M. & Hassin, R. (1994). Approximation algorithms for the geometric cove-
ring salesman problem. Discrete Applied Mathematics, 55:197–218. ISSN 0166-218X.

Arsie, A.; Savla, K. & Frazzoli, E. (2009). Efficient Routing Algorithms for Multi-
ple Vehicles With no Explicit Communications. IEEE Transactions on Automatic
Control, 54(10):2302–2317. ISSN 0018-9286.

Arslan, G.; Marden, J. R. & Shamma, J. S. (2007). Autonomous Vehicle-Target As-
signment: A Game-Theoretical Formulation. Journal of Dynamic Systems, Measure-
ment, and Control, 129(5):584–596.

Ausiello, G.; Bonifaci, V. & Laura, L. (2008). The on-line asymmetric traveling sales-
man problem. Journal of Discrete Algorithms, 6(2mo):290–298. ISSN 1570-8667. Se-

135



136 REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS

lected papers from CompBioNets 2004 - Algorithms and Computational Methods
for Biochemical and Evolutionary Networks.

Ausiello, G.; Feuerstein, E.; Leonardi, S.; Stougie, L. & Talamo, M. (2001). Algo-
rithms for the On-Line Travelling Salesman. Algorithmica, 29:560–581. ISSN 0178-
4617.

Bektas, T. (2006). The multiple traveling salesman problem: an overview of formu-
lations and solution procedures. Omega, 34(3):209–219. ISSN 0305-0483.

Bertsimas, D. J. & van Ryzin, G. (1991). A Stochastic and Dynamic Vehicle Routing
Problem in the Euclidean Plane. Operations Research, 39(4):601–615.

Bertsimas, D. J. & van Ryzin, G. (1993). Stochastic and Dynamic Vehicle Routing
in the Euclidean Plane with Multiple Capacitated Vehicles. Operations Research,
41(1):60–76.

Bhadauria, D.; Tekdas, O. & Isler, V. (2011). Robotic data mules for collecting data
over sparse sensor fields. Journal of Field Robotics, 28(3):388–404. ISSN 1556-4967.

Bopardikar, S.; Smith, S.; Bullo, F. & Hespanha, J. (2010). Dynamic Vehicle Routing
for Translating Demands: Stability Analysis and Receding-Horizon Policies. IEEE
Transactions on Automatic Control, 55(11):2554–2569. ISSN 0018-9286.

Bullo, F.; Frazzoli, E.; Pavone, M.; Savla, K. & Smith, S. (2011). Dynamic Vehicle
Routing for Robotic Systems. Proceedings of the IEEE, 99(9):1482–1504. ISSN 0018-
9219.

Choi, H.-L.; Brunet, L. & How, J. (2009). Consensus-Based Decentralized Auctions
for Robust Task Allocation. IEEE Transactions on Robotics, 25(4):912–926. ISSN
1552-3098.

Choset, H.; Lynch, K. M.; Hutchinson, S.; Kantor, G.; Burgard, W.; Kavraki, L. E. &
Thrun, S. (2005). Principles of Robot Motion: Theory, Algorithms, and Implementations.
MIT Press, Cambridge, MA. ISBN 0262033275.

Christofides, N. (1972). Technical Note–Bounds for the Travelling-Salesman Pro-
blem. Operations Research, 20(5):1044–1056.

Clarkson, J. (2010). Powerrrrr!: Yara Viking Ship, Largest Man Made Moving Ma-
chine on the Planet! Jeremy Clarkson’s Extreme Machines. BBC London.



REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 137

Comarela, G.; Gonçalves, K.; Pappa, G. L.; Almeida, J. & Almeida, V. (2011). Ro-
bot routing in sparse wireless sensor networks with continuous ant colony opti-
mization. Em Proceedings of the 13th Annual Conference Companion on Genetic and
Evolutionary Computation (GECCO’2011), pp. 599–606, New York, NY, USA. ACM.

Concorde (2011). Concorde TSP Solver. Disponível em: http://www.tsp.gatech.
edu/concorde/index.html. Acesso em: 17 de outubro de 2011.

Dantzig, G. B. & Ramser, J. H. (1959). The Truck Dispatching Problem. Management
Science, 6(1):80–91.

Darwin, C. (1859). On the origin of species by means of natural selection, or, the preserva-
tion of favoured races in the struggle for life. London: John Murray.

de Berg, M.; Cheong, O.; Kreveld, M. v. & Overmars, M. (2008). Computational Geo-
metry: Algorithms and Applications. Springer-Verlag TELOS, Santa Clara, CA, USA,
3a edição.

de Berg, M.; Gudmundsson, J.; Katz, M. J.; Levcopoulos, C.; Overmars, M. H. &
van der Stappen, A. F. (2005). TSP with neighborhoods of varying size. Journal of
Algorithms, 57:22–36. ISSN 0196-6774.

Di Francesco, M.; Das, S. K. & Anastasi, G. (2011). Data Collection in Wireless Sensor
Networks with Mobile Elements: A Survey. ACM Transactions on Sensor Networks,
8(1):7:1–7:31. ISSN 1550-4859.

Dias, M. B.; Zlot, R.; Kalra, N. & Stentz, A. (2006). Market-Based Multirobot Coor-
dination: A Survey and Analysis. Proceedings of the IEEE, 94(7):1257–1270. ISSN
0018-9219.

Dubins, L. E. (1957). On Curves of Minimal Length with a Constraint on Average
Curvature, and with Prescribed Initial and Terminal Positions and Tangents. Ame-
rican Journal of Mathematics, 79(3):497–516. ISSN 00029327.

Dudek, G. & Jenkin, M. (2010). Computational Principles of Mobile Robotics. Cam-
bridge University Press, New York, NY, USA, 2a edição. ISBN 0521871573-
9780521871570.

Dumitrescu, A. & Mitchell, J. S. (2003). Approximation algorithms for TSP with
neighborhoods in the plane. Journal of Algorithms, 48(1):135–159. ISSN 0196-6774.
Twelfth Annual ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms.

http://www.tsp.gatech.edu/concorde/index.html
http://www.tsp.gatech.edu/concorde/index.html


138 REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS

Eiben, A. & Smith, J. (2007). Introduction to Evolutionary Computing. Natural compu-
ting series. Springer, 2a edição. ISBN 9783540401841.

Elbassioni, K.; Fishkin, A. & Sitters, R. (2006). On Approximating the TSP with
Intersecting Neighborhoods. Em Asano, T., editor, Algorithms and Computation,
volume 4288 of Lecture Notes in Computer Science, pp. 213–222. Springer Berlin /
Heidelberg.

Elbassioni, K. M.; Fishkin, A. V.; Mustafa, N. H. & Sitters, R. (2005). Approximation
Algorithms for Euclidean Group TSP. Em Caires, L.; Italiano, G.; Monteiro, L.;
Palamidessi, C. & Yung, M., editores, Automata, Languages and Programming, vo-
lume 3580 of Lecture Notes in Computer Science, pp. 1115–1126. Springer Berlin /
Heidelberg.

Enright, J. & Frazzoli, E. (2006). Cooperative UAV Routing with Limited Sensor
Range. Em Proceedings of the AIAA Conference on Guidance, Navigation andControl,
Keystone, CO, USA.

Enright, J. J.; Savla, K.; Frazzoli, E. & Bullo, F. (2009). Stochastic and Dynamic Rou-
ting Problems for Multiple UAVs. AIAA Journal of Guidance, Control, and Dynamics,
32(4):1152–1166.

Farinelli, A.; Iocchi, L. & Nardi, D. (2004). Multirobot systems: a classification fo-
cused on coordination. IEEE Transactions on Systems, Man, and Cybernetics, Part B:
Cybernetics, 34(5):2015–2028.

Frazzoli, E. & Bullo, F. (2004). Decentralized algorithms for vehicle routing in a
stochastic time-varying environment. Em Proceedings of the 43rd IEEE Conference
on Decision and Control (CDC’2004), volume 4, pp. 3357–3363. ISSN 0191-2216.

Frederickson, G. N.; Hecht, M. S. & Kim, C. E. (1978). Approximation Algorithms
for Some Routing Problems. SIAM Journal on Computing, 7(2):178–193.

Frieze, A. M.; Galbiati, G. & Maffioli, F. (1982). On the worst-case performance
of some algorithms for the asymmetric traveling salesman problem. Networks,
12(1):23–39. ISSN 1097-0037.

Gelfand, A.; Diggle, P. & Guttorp, P. (2010). Handbook of Spatial Statistics. Chapman
& Hall/CRC Handbooks of Modern Statistical Methods. Taylor & Francis Group.
ISBN 9781420072877.



REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 139
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