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Resumo

Neste trabalho é apresentado um método numérico para refinar raizes de equacoes de
problemas convexos com dimensoes superiores a um, que ¢ obtido através da generalizacao
do método de Newton. Para tanto, o método utiliza uma funcao convexa escrita como a
diferenca de duas fungoes, uma concava e outra convexa, e seus respectivos hiperplanos de
suporte. Geometricamente, cada iteragao pode ser interpretada como o ponto de intersegao
dos hiperplanos de suporte. Sao apresentados alguns exemplos numéricos existentes na
literatura e outros propostos por nés. Comparamos o nosso método com o método de
Newton-Raphson para problemas diferencidveis multidimensionais. Expandimos os testes
para a classe de problemas nao necessariamente diferenciaveis, onde o método de Newton-
Raphson nao pode ser aplicado dada a auséncia de informacoes de segunda ordem. Optou-se
por construir esses problemas a partir da literatura de programacao convexa nao suave.
Problemas de encontrar o zero de fungoes convexas nao suave foram testados substituindo o

conceito de gradiente pelo conceito de subgradiente.



Abstract

We present a method numerical for finding a real root of a convex function in a euclidean
space of dimension above one, that is obtained from generalization of Newton method. The
method uses a convex function writing as the difference of two functions, a concave one and
other convex one, and your respective support hyperplanes. Geometrically, each iteration can
be interpreted like a intersection point of the support hyperplanes. Some numerical tests are
presented, where compare our method with a Newton-Raphson method, for differentiables
problems. Expand the tests for convex nonsmooth problems, where the Newton-Raphson
method can not be applied given the absence of informations of second order. Problems for
finding a root of a convex function non necessarily differentiable were tested. In these cases,

the gradient concept was changed to subgradient concept.
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Capitulo 1
Introducao

A resolucao de equagoes algébricas e transcendentes estd no cerne de varias aplicagoes e
problemas da area de Ciéncias Exatas; é a “mais basica das tarefas em matematica aplicada”

[PTVF92]. Os valores especiais que satisfazem a equagio

f(z) =0, (1.1)

sdo chamados de raizes da equagdo (1.1) ou zeros da funcdo f(z). Nos casos mais simples

em que x € R, o problema de calcular uma raiz pode ser dividido em duas fases [CamO01]:

1. isolamento da raiz, que consiste em encontrar um intervalo [a,b] que contenha uma, e

somente uma, raiz de f(z) =0 e,

2. refinamento da raiz, que a partir de um valor inicial zy € [a,b], gera uma seqiiéncia

{zo, 21, T, ..., Tk, ...} que converge para uma raiz exata £ de f(z) = 0.

Para o refinamento da raiz existem diversos métodos. Dentre eles destacam-se os métodos
pégaso, de Newton e de Brent. Quando a equacao envolve vérias variaveis, é usual modelar
o problema como um problema de otimizagao [PTVF92], onde busca-se, por exemplo, uma
solugdo que minimiza (f(z))?2.

A dissertacao aborda um novo método numérico para refinar raizes de equacoes de pro-
blemas convexos com dimensdes superiores a um. No que se segue, o método é referenciado
como método das projecoes. Os testes sugerem convergéncia quadratica para uma classe
especifica de problemas na qual as varidveis podem ser separadas em funcoes de uma tnica

variavel, isto é,

flz) = Zfz(xz) + k, (1.2)
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onde x € R, z; € R, k é uma constante real, fi(z;) € C' e f;(z;) é convexa. Nestes casos,

todos os testes produziram uma seqiiéncia monotona estritamente decrescente dos valores

de f(x).

O método de Newton-Raphson também resolve eficientemente esta mesma classe de pro-
blemas. Embora as comparacoes de desempenho tenham sido favoraveis ao método tratado
neste texto, ha de se ressaltar que o algoritmo de Newton-Raphson ¢ facilmente implemen-
tado para a classe de fungdes (1.2), caso f(z) € C?. Entretanto, em problemas convexos
nao suaves, o método de Newton-Raphson ndo pode ser aplicado dada a auséncia de in-
formacoes de segunda ordem. Essa classe de problemas pode ser naturalmente abordada
pelo método proposto; sua generalizagao para a resolugao de problemas nao suaves é obtida
substituindo-se o conceito do gradiente (informagio de primeira ordem) pelo conceito de

subgradiente.

A dissertacao tem os seguintes objetivos:

1. consolidar resultados obtidos com o método [dS02] para funcées convexas diferencidveis

(classe C') em R" e,

2. explorar o desempenho do método em problemas que envolvem funcoes convexas nao
necessariamente diferencidveis. Problemas classicos da literatura, baseados naqueles
presentes em [Kiw90],[LE77],[MN92],[Sho85],[Shr89], sdo testados e confrontados com

resultados documentados.

Este trabalho estd organizado em cinco capitulos dos quais este é o primeiro. Com o
objetivo meramente didatico, o capitulo 2 descreve como o problema 1.1 é resolvido pelos
métodos de Newton e de Newton-Raphson. A nossa principal contribuicao encontra-se no
capitulo 3, onde tem-se uma generalizacao do Método de Newton para a resolucao de pro-
blemas n—dimensionais. A experiéncia numérica encontra-se no capitulo 4. O capitulo 5
apresenta as conclusoes sobre este trabalho e as perspectivas para desenvolvimento de tra-
balhos futuros. Finalizando, tem-se as referéncias bibliograficas e o apéndice, onde a relacao

de problemas resolvidos sao apresentadas.



Capitulo 2

Métodos de Newton para resolucao de

equacoes algébricas e transcendentes

Um modelo, no sentido em que é apreendido pela programacao matematica, é uma abs-
tragao util da realidade; é uma simplificacdo que torna possivel a aplicacao de uma dada

metodologia.

A expansdo em série de Taylor para uma funcao real f(z) diferencidvel com z € R em
torno de um ponto xy;
1 1
(@) = flan) + (2 = ae) f'(we) + o7 (2= 2)" " () + 5 (&= 2g)’ f" (k) +
permite gerar fungdes que modelam f(x) pelo truncamento de seus termos, em geral, de

ordem superior a um e dois:

f(@) = fi(x) = flzk) + (x — i) f (k)

f@) ~ fi (@) = flor) + (@ — zp) f(22) + % (& — )" f" ()

A fung¢do modelo f7(z) é uma representagio aceitdvel para f(z) que é vilida em uma regido

préxima de x.

Nos casos em que z € R" e f(z) € C?, utilizamos duas classes de modelo no ponto zy;
q

f@) = f¢ (@) = f(ax) + (@ — 2)" V(an); (2.1)

Fl@) ~ f @) = Floe) + (0 = 2" V(o) + o — o) H (o) (@ — o) (2.2
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of(zk)
ox1
onde V f(zy) = : é o vetor gradiente no ponto xj e
of(zk)
Oxn
Of(zx)  Of(zx) Of(zx)
0x10x1 or10xs 0x10Ty
Of(zx)  Of(zk) Of(zx)
0xn 011 Ox,dxs 0r,0%n

é a matriz hessiana de f(z) no ponto xy.

Este capitulo faz uma revisao didatica do método de Newton para a resolucao de equacoes
algébricas e transcendentes e discute a aplicagao do método de Newton-Raphson nesse con-
texto. No restante do trabalho, uma referéncia ao método de Newton corresponde a uma
referéncia ao método do item 2.1, que resolve problemas de raizes de equacoes em R. Proble-
mas multidimensionais sao resolvidos com o método de Newton-Raphson. O nosso trabalho
consiste em estudar uma generalizacdo do método de Newton para resolver problemas nos

quais x € R".

2.1 Método de Newton

O método de Newton, conhecido também como o método das tangentes, resolve proble-
mas para o calculo de raizes de equacoes unidimensionais. Ele é equivalente a substituir um

pequeno arco da curva y = f(z) por uma reta tangente a curva (figura 2.1).

Seja f : x € R — R um funcional e [a,b] um intervalo onde f, f' e f” sdo continuas
e f'(z) # 0. Para obter uma aproximacgao z; da raiz £, traga-se, a partir de By [zo, f(zo)]
uma reta tangente a curva y = f(z). Esta intercepta o eixo das abscissas no ponto .
De Bj [z1, f(x1)] traca-se outra reta tangente a curva que corta esse mesmo €ixo no ponto
Z9, sendo este ponto uma melhor aproximacao da raiz. O processo é repetido até que seja

encontrada uma aproximagao da raiz £ segundo uma tolerancia pré-estabelecida.

Geometricamente, tem-se que:

tgo = RICON = f'(zq), entdo
Lo — X1

=

T =T — f(l"o)
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Figura 2.1: Interpretacao geométrica do método de Newton.

Ja tg B pode ser escrita como,

tg =2 _ (), que produz
r1 — T2
_ f(x1)
T9 = T f’(xl) .
Generalizando, tem-se que
f ()
Tyl = T — k=0,1,2, ...
k+1 k fl(a:k)

Para uma descrigao mais formal, ver [Cam01].

Pela figura 2.1 vé-se que tracando a tangente a partir de A [z, f(zo)] pode-se encontrar
um ponto z ¢ [a,b] e o método de Newton pode néo convergir. E condicdo suficiente para
a convergéncia do método de Newton que f'(z) e f”(z) sejam ndo nulas e preservem o sinal
em (a,b) e zg seja tal que f'(xg).f"(zo) > 0.

O algoritmo é mostrado na figura 2.2.

2.2 Meétodo de Newton-Raphson

O método de Newton-Raphson pode ser facilmente adaptado para resolver equacdes

algébricas e transcendentes.
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Algoritmo Newton
{ Objetivo: Calcular a raiz de uma equagao pelo método de Newton }
parametros de entrada xg, Toler, IterMax
{ valor inicial, tolerancia e nimero maximo de iteracoes }
parémetros de saida Raiz, Iter, Erro
{ raiz, nimero gasto de iteragoes e condicao de erro }
{ Avaliar a fun¢do f(z) e sua derivada f'(z) em z = z¢ }
Fx < f(xg); DFx « f'(x0); x < xo; Iter < 0
repita
DeltaX < —Fx/DFx; x < x + DeltaX
Fx + f(x); DFx < f'(x); { Avaliar a funcdo f(z) e sua derivada f'(z) }
Iter < Iter + 1
escreva lter, x, Fx, DeltaX
se (abs(DeltaX) < Toler e abs(Fx) < Toler) ou abs(DFx) =0 ou Iter > IterMax
entdo interrompa
fim se
fim repita
Raiz + x
se abs(Fx) < Toler ent&o
Erro < 0
sendo
Erro «+ 1
fim se

fim algoritmo

Figura 2.2: Algoritmo de Newton [CamO01].

Seja f(z) : R* — R, uma funcao continua, convexa e de classe C?. Considere f(z) ~
[ = Qr(z) uma aproximacdo quadratica de f(z) em zy, segundo (2.2) (ver figura 2.3). A

cada iteracao k, computa-se o0 minimo de Qi (z), que serd o novo ponto Ty 1:
T41 = arg min Qx(z)

O processo é repetido enquanto f(zx41) > 0. Quando f(zks1) < 0, busca-se o valor do passo
t > 0 que satisfaz f(zy +t. dr) = 0. A direcao dj, é conhecida como dire¢ao de Newton e é

obtida da seguinte forma. Como

1
Qk(z) = f(zx) + (z — 2)" Vf(wx) + = y) H () (z — 1)
faz-se x — xy = di e, ap6s derivar e igualar a zero, obtém-se

Vf(.’Ek) + H(.Z‘k) dk, =0 y
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ou dy=—H '(z). Vf(zp).

O algoritmo encontra-se em 2.4.

O método de Newton é generalizavel para resolver os problemas em que x € R", conforme
pode ser visto no capitulo 3. As comparacoes de desempenho que sao expostas no capitulo
4, sao realizadas comparando-se resultados obtidos com esta generalizagao com os resultados

obtidos com o método de Newton-Raphson.

Figura 2.3: Interpretacao geométrica do método de Newton-Raphson.
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Algoritmo Newton-Raphson
{ Objetivo: Aplica o método de Newton-Raphson para determinar z : f(z) = 0. }
parametros de entrada xj, kmax, Toler

{ solugao inicial, nimero méximo de iteragoes, tolerancia maxima }
parametros de saida x { solugao }

k «+ 0;

repita

se |f(xx)| < Toler ou k = kmax

entdo interrompa

fim se
Calcule H(xy) e /f(xy)
Resolva o sistema de equagoes: H(xy) .dx = — v/ f(xk)

Xgt1 < Xk + t.dy
se f(xx1) <0
entdo
determine: t: f(xx + t.dx) =0
Xpp1 < Xy + t.dy
fim se
k+«k+1
fim repita

fim algoritmo

Figura 2.4: Algoritmo de Newton-Raphson para resolver equacoes algébricas e transcenden-

tes.



Capitulo 3

Generalizacao do método de Newton

em R" - método das projecoes

Foérmulas fechadas para computar zeros de fungoes sé existem para classes muito restri-
tas de problemas. A mais notéria é a férmula resolutiva proposta pelo mateméatico hindu
Bhaskara (1114-1158), que se baseou nos trabalhos do matematico drabe al-Khowarizmi,
para resolver equacoes de segundo grau. Nos casos gerais sao os métodos iterativos que
sao utilizados. Dentre eles destaca-se o método de Newton aplicavel para fungoes continuas
f(z):xz € R — R; f(z) é modelada pela expansao em série de Taylor de primeira ordem e
a iteragao é obtida com este modelo (ver capitulo 2). Dado um ponto inicial, suficientemente
préximo da raiz, o método tem taxa de convergéncia quadratica para problemas com grau
de multiplicidade igual a um [DM76]. O principal problema acontece na busca de raizes
com grau de multiplicidade superior a um, quando entdo o método passa a ter convergéncia
linear. Se é conhecido o grau de multiplicidade da raiz, o método de Schréder [Sch70] con-
torna este problema; a modificacao de z, é magnificada por um fator m correspondente ao

grau de multiplicidade da raiz.

Neste capitulo discute-se a utilizacao do método de Newton em problemas que envolvem
varias varidveis (z € R"). Resumidamente, na iteragao k substitui-se f(z) pela sua expansao

de primeira ordem em xy;

f(x) = fe(x) = flae) + V()" (@ — z);

e é dada uma interpretacdo que possibilita obter 1 : fi () = 0. Obviamente, aplicando-se
o0 mesmo procedimento no caso particular em que x € R, o algoritmo funciona exatamente

como o método de Newton.
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3.1 O método de Newton em R" - método das projecoes

Geometricamente, cada iteracao estd relacionada com um ponto pertencente a intersecao
de dois hiperplanos que suportam duas fungoes obtidas por uma separagao dos termos da

fungao original. Seja dada f : 2z € R* — R, convexa de classe C' e f(z) = g(x) — h(z).

Encontrar o zero de f(z) é equivalente a determinar um ponto z* : g(z*) = h(z*) (ver
figura 3.1). A iteracao principal do algoritmo estd associada aos métodos de relaxacao para
resolver o problema da viabilidade linear [Agm54], [Bre65], [EM67]. Dados dois hiperplanos,
G(w) e H(w);

onde a;, a; € R+ e bi,bj eR;
tais que G(w) N H(w) # 0, um algoritmo para resolver o problema da viabilidade algébrica

linear busca encontrar

w:we Gw)NH(w).

4
3.5
9(x)
3l
251
h(x
oL [
15F

1

0.5

0

L L L L L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2

Figura 3.1: f(z) = g(z) — h(z); onde zo = 2 ; g(xo) > h(xo) e x* ~ 1.4 .

Os hiperplanos de suporte para a fungao convexa g(z) e para a fungao céncava h(z) em

xy sao dados pela expansao de primeira ordem,
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onde r € R, Vh(z) e Vg(zy) sdo os vetores gradiente de h(z) e g(x) no ponto x;. Rearran-

jando as expressoes e mudando a notacao, temos:

(af) w = b e
KT gk
(a‘]) w = b]a
onde
w = (7,77,
at = (Vg(z)",-1)",
af = (Vh(zp)", -1)7",
b = Vg(zr) z — g(zr) e
bf = Vh(xk)Txk—h(:vk)

Supoe-se conhecido wy, um ponto inicial, tal que

T

T
; Wo > a; W .

wo € H(w) : a
Na iteracao k, o método de relaxacao aplicado ao sistema de inequacoes lineares
al wy

aj wy

computa wy; utilizando

b;
bj

IA A

Wiyt = Wi + AMwp, —wy) ,

onde A > 0 é o parametro de relaxacgao e w, é dado por

7
que ¢ a projecao ortogonal de wy no hiperplano associado a regido invidvel para wy.

O método de relaxacdo pode consumir um nimero exponencial de iteragoes (veja figu-
ra 3.2), mas na instancia de duas inequagoes e utilizando um valor conveniente para A, é

possivel encontrar uma solu¢ao com uma unica iteracao. Na figura 3.3, a projecao do ponto
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wy € H(w) (que é wy,) é relaxada, tal que, w41 projetado em H(w), produz o ponto deseja-
do, w € G(w)NH(w). A sintese deste procedimento estd no algoritmo da figura 3.5, onde foi
utilizado um valor A que est4 relacionado com o angulo 6 existente entre os hiperplanos G(w)
e H(w). A dedugao deste valor de \, dado pela cossecante ao quadrado de 6, encontra-se na

secao 3.3 .

Figura 3.3: Método de relaxacao usando A conveniente.

Dado um ponto inicial wy = (xOT,h(xo))T € Hy(w), tal que g(zo) > h(zo) é calculada
uma aproximacao da raiz, que é obtida segundo o procedimento do algoritmo da figura 3.5
(ver figura 3.4).

Na figura 3.6 é apresentado o algoritmo que explora as idéias discutidas anteriormente.

O critério de parada ¢ dado por g(xx) — h(zy) < €, onde € > 0 é a tolerancia requerida.
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Figura 3.4: Aproximagoes lineares de G(w) e H(w) no ponto wy.

Algoritmo intersecao
{ Objetivo: Aplicar o método de relaxagao para encontrar o ponto }
{pertencente & interse¢io de dois hiperplanos.}
parametros de entrada wi, ai, aj, bi, b;
parametros de saida W { ponto pertencente a interse¢io }
cos(0) < (ai)" (ay)/ (I[ail llay|)
A+ 1/(1 — cos?(h))
Wp < wic + aj(by — af wie) /[l
Wit1 — Wi + A(Wp — wy)
W = wicpr +ai(bi — af W) /[lai|?

fim algoritmo

Figura 3.5: Algoritmo para encontrar ponto de intersecao de dois hiperplanos.
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Algoritmo das projegdes
{ Objetivo: Aplicar o método das projecoes para calcular uma }
{aproximagcao da raiz de uma equagdo convexa em R™.}
parametros de entrada X, itermax, toler
{ solugao inicial, nimero méximo de iteragoes, tolerancia maxima }
parametros de saida X,Erro { solugdo, condi¢do de erro }
Caleule g(xo), h(xo), Ve(xo), Vh(xo)
se g(xg) < h(xg) entdo
{Erro: g(z,) tem que ser maior que h(zg) }
interrompa
fim se
k « 0;
enquanto g(xx) — h(xx) > toler e iter < itermax faga
Compute af, af, by, b
Wit1 < W € G(wy) N H(wy)(ver algoritmo da figura 3.5)
Xit1(1) ¢ wipr (i), i=1,...,n
k«k+1
fim enquanto
X ¢ Xg
Erro < g(xx) — h(xx) > toler

fim algoritmo

Figura 3.6: Algoritmo para encontrar uma raiz de uma equagao convexa em R".
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3.2 Exemplo do método das projecoes

Para fixar as idéias apresentadas pelo método das projecoes, mostra-se um exemplo

numeérico.

Observa-se que em varios problemas testes (ver apéndice A na pagina 50), relaxamos a
necessidade de convexidade para a fun¢ao como um todo. O importante é que a fungao f(z)
seja convexa nas proximidades da raiz. Particularmente, escolhemos um exemplo em que

f(z) nao é convexa.
Seja a fungdo f(z), com z € R?, dada por:
f(z) = 523 — 222 + 8z, — 10
Primeira iteracao
Compute ag, af, b7, b) (ver algoritmo da figura 3.6)
Escolhendo g(z) e h(z) (f(z) = g(z) — h(z));
g(z) =523 —10 e h(z)=22%— 8z ;

e dado um ponto inicial xg , tal que g(x¢) > h(zg), tem-se:

Vo(z) = ( 150”’1 ) ¢ Vh(z) = ( 4;82 ) .

O hiperplano de suporte associado a funcdo h(z) em xy é dado pela expansio de primeira
ordem, como se segue. Sendo h(z) = —8z; + 223 e zo = (1,1)T , tem-se:
h(z) & h(zo) + Vh(zo)T (z — z9) =

h(x)m—6+(—8,4).(m1_1>:>

.’,Eg—l

hz) ~ -6 —8zx; +8+4r; — 4 =
r=—8x1+4x9—2 ou

8r1 —4zs +1r = —2 . Logo,

8 xq

ad =1 —4 e w=| z
P = = 2
1 T

Obtém-se a equagao (af)” w =10, onde by = -2 e w € R*™:
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Hw)={weR: (&))" w=-2}.

(3

Repetindo o mesmo procedimento para g(x), o hiperplano de suporte associado a fungio

g(x) em x4 é dado pela expansdao de primeira ordem:

9(z) ~ g(zo) + Vg(zo)" (z — o) . No ponto inicial 7y = (1,1)7, tem-se:

—1
g(z)~ -5+ (15,0). ™ >:>
3?2—1

g(x) ~ =5+ 15z, — 15 =
r=156x; — 20 ou
1521 —r =20 . Logo,

15 1
al = 0 e w=| zy
-1 T

Obtém-se a equacdo (af)” w =109, onde b} =20 e w € R*™':

G(w) ={w e R : (af)” w =20}
O préximo passo, “ wg1 — W € G(wg) N H(wy) ”, (ver algoritmo da figura 3.5):
cos(f) = (@) (a)) logo cos(f) = 0.8795 .

= Mlallllas[ 2

A= #52(9) , logo A =4.4150.

Dado um ponto inicial wy = (z8, h(xo))T € Hy(w) (ver figura 3.4 pdgina 13), encontra-se

a projecao ortogonal de wy que é w, (ver figura 3.7) :

1
Wy = 1 ;
—6
w, = wo + a; 7@';;”"7:]0) ;
0.9336
como [|ad||> =226 obtém-se w, = | 1.0000
—5.9956

A seguir obtém-se wy:

wy = wp + A(w, — wy) , sendo A o parametro de relaxacdo. Portanto,
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Figura 3.7: Método de relaxacao.

0.7070
—5.9805

Finalizando a primeira iteragdo computa-se W projetando w; em H(w), a fim de obter

um @ : W € {w: (af)Tw =20} N{w: (af)"w= -2} . Assim,
W =wi + a;(b; — af wi)/||ai]|? =

0.9365
0.8851
—5.9517

ST
I

Segunda iteracao

71 T
Jiquew=| 2o |, w = T , tem-se:
T h(Z1, o)
0.9365
wy = 0.8851
—5.9252

Computando a;, a;, b, b (ver algoritmo da figura 3.6) e calculando a nova aproximagao
linear para h(z), temos:

— 0.9365
h(z) ~ —5.9252 + (=8 , 3.5404) . ( o )

9 — 0.8851

h(z) ~ —5.9252 — 8(z1 — 0.9365) + 3.5404(z5 — 0.8851) —>
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r = —5.9252 — 8x; + 7.4920 + 3.5404x9 — 3.1336 —
r = —8x1 + 3.5404z9 — 1.5668 —
8x1 — 3.5404x9 + r = —1.5668 . Finalmente, temos:

8
aj = | —3.5404 e b =—1.5668 sendo |la}|l, = 8.8054.
1

Fazendo o mesmo para a fungao g(z).
Como g(z) = 523 — 10 , tem-se:
1 — 0.9365
g(z) ~ —5.8933 + (13.1555 , 0) .
zo — 0.8851
9(z) ~ —5.8933 + 13.15552; — 12.3201 =
r = 13.5555x1 — 18.2134 —
—13.1555z1 +r = —18.2134 . Logo,

—13.1555
al = 0 e bj=-18.2134 sendo |laj||; = 13.1935.
1

Calculando cos(8), A, wy, we € W (ver algoritmo da figura 3.5):

cos(f) = —0.8973 e A =5.1328.

0.9341
wy = Wy + aj% , tem-se w, = 0.8851
—5.9250
0.9241
we = w; + A(w, —w1), logo wy = 0.8851
—5.9243

W =ws + ai(b; — af wa)/lail?

0.9342
0.8806
—5.9240

2
Il

Lembre-se que o critério de parada é dado por g(zx)—h(zg) < €, onde € > 0 é a tolerancia

requerida.
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O exemplo acima encontra-se na tabela 3.1 onde é resolvido o problema de encontrar
o zero da funcdo f(z) em R" através do algoritmo da figura 3.6 na se¢do 3.1. A raiz da

equacao é obtida com apenas quatro iteracoes.

T
Raiz =| 0.9342 0.8806

k| 2p(1) | 2(2) | flzn) = Glag) — H(xg) | |[zr1 — @l
0 | 1.00000 | 1.00000 1.00000e+000

1| 0.93655 | 0.88516 1.00000e-+000 1.31200e-001
2 10.93423 | 0.88057 3.27361e-002 5.14508e-003
3 1 0.93423 | 0.88056 3.30866e-005 5.23607e-006
4 1 0.93423 | 0.88056 3.36069e-011 5.31804e-012

Tabela 3.1: Desempenho do método para a funcao f(zr) = 5z3 — 222 + 8z, — 10.

3.3 Alguns fundamentos tedricos

A seguir, serdo apresentados alguns lemas envolvidos na fundamentacdo tedrica do
método. O lema 3.1 mostra como calcular o pardmetro A que permite ao método de re-
laxacao determinar a intersecao de dois hiperplanos em uma tnica iteragdo. O lema 3.2
simplifica o procedimento sugerido no lema 3.1. Os lemas 3.3, 3.4 e 3.5 sao utilizados para

estabelecer a convergéncia do método.

Lema 3.1. Considere dois hiperplanos G(x) e H(z). Seja 0 o dngulo entre eles e, w, a

projecao ortogonal de wy, € H(wy) em G(w). Entdo para
W1 = Wi + AMwp — wy),

o valor de N, tal que wgy1 projetado em H(wy), resulta w € H(w) N G(w) € csc?(6).

Demonstracao

Considere o triangulo retangulo (wg, wgi1, W) € (wg, wy, 2) apresentado na figura 3.8 (e

veja figura 3.3). Observe que:

a+a a
l c
ou seja,

i=(l— c)%. (3.1)
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Também,
c a
sen(f) = cos(90 — 0) = P l= sen(0)
Com isto, tem-se:
2
—— (3.2)

c
Substituindo (3.2) em (3.1), segue que:

- a? a aa®—c? h?
i=|—=-c)=-=- =a=.
c

Mas,
a = a.tan’(f — 90) = a.cot’(d) e (a+a)=Aa.

Logo, tem-se:

(a+a)
(a + a.cot?(9))

= 1+ cot?(0)
= csc(0) .

Figura 3.8: Interpretacao geométrica da prova do lema 4.1

Lema 3.2. Considere 6, wy and wi1 como no lema 3.1. Entdo wgy1 pode ser calculado por

Wit = Wy + td,
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em que,
A = csc(6),
t = —)\(bj —_ G,?UJ()) y
1 ala;
d = — a; L —q .
lagl2™  Nasll[lagl*™
Demonstragao: Sejam,
b, —atw
wy wy, + aj( L ) (3.3)
[la;ll
Wey1 = Wi+ AMwp — wy) (3.4)
. b; — alw
W Wiyt + a;— ” L 2k+1 (3.5)
ai|
Multiplicando (3.4) por a?,
aj wirr = af (wg + Mw, — wy))
= a] wy + Aa] w, — Aa] wy, . (3.6)
Para obter a; w,, multiplica-se (3.3) por a :
bj — atw
alw, = a,—ka—i-aiTajM
[la;l
Ta:b: (afa;)(aTw
aFwy, + S0 (a;;)( ! ) (3.7)
[la;ll [la;ll
Substituindo (3.7) em (3.6),
Ta:b: (ala:)(aTw
aj Wey1 = aj wi+ | al wy + %i 9 2 — (a7 a;)( ) ) — Xalwy
[la;ll [la;ll
Ta:b; ala;)(atw
a?wk—k)\az ke —)\( £ 9) (05 ) (3.8)

a1 a2
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Substitutindo (3.3) na expressdo (3.4), obtém-se uma nova férmula para wy1:

b; —atw
Wip+1 = Wg +)\ (wk +@M — wk>

o]
T
= wi+A ajw
[la;]]
a;j wy
wk—l-)\ j /\ J
| J||2 [la;11?

Substituindo a equacgao (3.9) na equacao (3.5), tem-se

T

b; a; w 1
W o= wp+ A—Lsa; — A2 ];aj-i-baZ 5 2(a wy,)
;]| ;]| la? ~ “Jladl
1 0:)b; 1 ala;)(aTw
NGO SN G AT
il ]| [la:ll ;]|
Como wy, € H(w), entdo b; — al wy = 0. Dali,
b e L o)
- (2 (]
la2Y ™ TP ™ alP“ a2 ™ Taal? [|a?

Agrupando os termos que contém Ab; e —)\ajT'wk tem-se que:

5 1 1 (ala)) T 1 1 (ala))
w:wk—l-)\b-( a; — a;—— 9)—/\a-wk a; — a;~——2
T\ Mgl Nall™ [lagl? ! 1

lal> ™ llaal®

Obtendo o resultado desejado:

W = wg + A\(bj — a]ka) (HC;”QOLJ- - ||ai||21||aj||2(aiTaj)ai) ,
ou seja

w = wy + td
em que,

L= A=) e d= -y

a (a] aj)a;.
lal2  llal2[lag )2 7
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Nos lemas a seguir sendo dado f(z) = g(x)—h(x), uma fun¢ao convexa em R, f(z) € C*,

considere os cones:

K := {de€R":Vg(z)"d<0,Vh(z)'d>0}e
D = {deR":Vf(z)"d<0}.

A direcdo d obtida no lema 3.2, pode ser escrita como:

Vh(z)" V()

1
@) ==V g VO @ PIVA@E

Vg (2)l”

Lema 3.3. K C D

Demonstragado: Por contradi¢do, suponha que existe um vetor d € K: d ¢ D. Sed € K
entdo Vg(z)"d < 0 e —Vh(z)"d < 0. Para t > 0, suficientemente pequeno: f(z + td) =
g(x +td) — h(z + td) < f(x) = d é uma diregdo de descida para f(x). Mas isso é uma
absurdo pois d ¢ D. Logo, todo d € K pertence a D = K C D.

O
Lema 3.4. de€ K
Demonstracgao:
T, _ A7 | —vao(z 1 T Vh(x)TVg(a:)
volord = Vo) ( VI g TV )||v9<x)||2||w<x>||2> -
Vg(z)"d = cos’(0) —1
= —sen’(f) =
Vg(z)'d < 0; (3.10)

Vh(@)'d = Vh(z)" (—Vg(:v) V()Y@ Vo) );x

1
[Vg(z)|[? IVg(z)[P[|VA(z)]]?
Vh(z)'d = 0 (3.11)
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Das equagoes (3.10) e (3.11), tem-se que d € K.

Lema 3.5. d é uma direcdo de descida para f(x).

Demonstragao: Imediato, pois d € K (lema 3.4).



Capitulo 4

Experiéncia numérica

Alguns cuidados devem ser tomados na escolha dos problemas para testar metodologias
oriundas da Analise Numérica. Segundo varios autores, as seguintes condi¢oes devem ser

satisfeitas:

e 0s problemas testes devem ser padronizados e universais; eles devem ser selecionados

empiricamente, baseado em como o método é usado;

e modelagem de dificuldades padronizadas e universais para uma dada classe de proble-

mas;
e a solucao para os problemas teste deve ser conhecida;

e os problemas devem ser suficientemente breves; (néo utilizar arquivos grandes ou regras

complexas para computar as fungdes) e;

e ndo utilizar problemas com caracteristicas especificas, favoraveis a alguns em detri-

mento de outros.

Neste trabalho, no qual é testado o método descrito no capitulo 3, foram utilizados pro-
blemas académicos; optou-se por testes existentes na literatura ao lado de alguns propostos
neste capitulo. Inicialmente, para facilitar a depuracao da implementacao e de se averiguar
como o método trabalha, foram escolhidos problemas unidimensionais. Posteriormente, estes
problemas combinados constituiram-se em uma fonte interessante de problemas multimen-

sionais; varios problemas teste foram obtidos dessa forma.

A escolha dos testes dos problemas convexos nao suaves foi mais complexa. Optou-se

por construir os problemas a partir da fértil literatura de programacdo convexa ndo suave.
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Problemas de otimizagao dessa area foram convertidos em problemas de achar zeros de

fungoes da seguinte maneira. Conhecida a solu¢do do problema

min f(x) (4.1)
reR",

onde f(z) é um funcional convexo ndo suave, obteve-se o problema de encontrar z : F/(Z) =0

fazendo

F(z) = f(x) = f(z7), (4.2)

onde z* = argmin f(x).

Problemas que envolvem zeros de funcoes em que x € R™ sao usualmente resolvidos com
o emprego de técnicas de otimizagdo. Assim, naturalmente, é de se esperar que seja feita
alguma comparacao de resultados nesse contexto. O método foi reescrito para moldar-se ao
paradigma da melhoria da solugao que é muito utilizado nos métodos de otimizacao. Nestes,

a nova solu¢ao ry,, na iteragao k + 1 é obtida por

Tk+1 = Tk + tk dk y (43)

onde dj € R". No caso de problemas convexos diferencidveis, d, é uma direcao de descida e
tr € R é um passo dado nesta direcao. Conforme pode ser visto na secao 3.3 do capitulo 3, o
algoritmo da figura 3.6 do capitulo 3, correspondente a generalizacao do método de Newton

para resolver problemas em R", pode ser interpretado segundo 4.3, fazendo

A = csc?(6),
ty = —A(bf — a?ka) e
1 1 T
dy = ———a* + (*@’? a'?> ak .
laill*  \llaall*[lagl[>* 7/

A figura 4.1 apresenta o método segundo este paradigma. A direcao dj é uma dire¢ao
de descida (ver secdo 3.3) e portanto, poderia ser feita a busca linear como mostrado no
algoritmo da figura 4.2. Este algoritmo nao foi explorado neste trabalho pois envolveria uma
busca linear para o célculo do passo t;. Aparentemente, a complexidade da busca linear (em
termos do nimero de operagdes aritméticas) é semelhante a4 complexidade do algoritmo das

projecoes (figura 4.1).
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Algoritmo das projegdes segundo o paradigma 4.3
{ Objetivo: Aplicar o método das projegoes (ver capitulo 3) para calcular }
{uma aproximagao da raiz de uma equagao convexa em R".}
pardmetros de entrada Xxg, itermax, toler
{ solugdo inicial, nimero méximo de iteracoes, tolerancia maxima }
parametros de saida X,Erro { solugdo, condi¢ao de erro }
Calcule g(xo), h(xo), V&(x0), Vh(xo)
se g(xg) < h(xp) ent&o
{Erro: g(zo) tem que ser maior que h(zo) }
interrompa
fim se
k « 0;
enquanto g(xx) — h(xy) > toler e iter < itermax faga
Calcule af, af, by, b
wi ], )"
cos(6) « (aX" k) /([|ak{l[[a¥])
A« 1/(1 = cos?(0))
tic <= —A(b¥ — ak Wi)

R +(
Wit1 ¢ Wi + tidi

kT k) .k
dk — — |2ai aj) ai

llai]l* ”a‘J|

Xk41(3) < Wk1(i)s 1=1,...,n
k«k+1

fim enquanto

X ¢ Xy

Erro < g(xx) — h(xx) > toler

fim algoritmo

Figura 4.1: Algoritmo para encontrar uma raiz de uma equagao convexa em R" segundo o

paradigma xg41 = Ty + g .dy -
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Algoritmo para encontrar Z: f(Z)=0
{ Objetivo: Encontrar uma raiz de uma equagdo convexa em R" }
parametros de entrada X, itermax, toler
{ solugao inicial, nimero méximo de iteragoes, tolerancia maxima }
parametros de saida X,Erro { solugdo, condicao de erro }
Calcule g(xo), h(xo), V&(x0); Vh(xo)
se g(xo) < h(x¢) entdo
{Erro:método nio converge com este valor inicial}
interrompa
fim se
k « 0;
enquanto g(xx) — h(xx) > toler e iter < itermax faga
Calcule af, af, b¥, by
wic < (3, ()
i 4 Min g0 f(xi + tdy)
di — —ipal + (el Tal) ab
Wit1 ¢ Wi + tedy
Xi1(i) € Wipi@), 1= 1,. ..
k<k+1

fim enquanto

X ¢ Xi
Erro < g(xx) — h(xx) > toler

fim algoritmo

Figura 4.2: Algoritmo de descida para encontrar uma raiz de uma equacao convexa em R".
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Para comparar o desempenho do método apresentado no capitulo 3, optou-se pelo método
de Newton-Raphson (ver capitulo 2) que converge mesmo considerando um passo unitério

em cada iteracao;
Tg+1 = T + dk ;

o que de certa forma, mimetiza os procedimentos para refinar intervalos em problemas uni-
dimensionais. A possibilidade de adotar o passo unitario e a eficiéncia foram os fatores que

mais pesaram na opc¢ao pelo Newton-Raphson.

Finalmente, o ambiente escolhido para exercicios numéricos foi o Matlab 5.2 versao pa-
ra estudantes, em um microcomputador sem nenhum recurso especial. A seguir tem-se a

experiéncia numérica com os problemas descritos no apéndice A.

4.1 Problemas diferenciaveis

Para depurar o cédigo, foram selecionados 25 problemas unidimensionais (testes 1-25 do
apéndice A na pdgina 50). Para ilustragio, esses problemas foram resolvidos pelos métodos
pégaso, de Muller, de Brent e de Newton (detalhes de implementagio encontram-se em
[Cam01]). A tabela 4.1 apresenta o desempenho de cada um destes métodos em relagdo ao
método da bissecao e a tabela 4.2 mostra o nimero de iteragoes gastas para a convergéncia.
O desempenho do método, apresentado no capitulo 3, nesta mesma série de problemas
encontra-se na tabela 4.3. Percebe-se que o método das projecoes, no caso particular em que

z € R, funciona exatamente como o método de Newton (ver tabelas 4.2 e 4.3).

A maioria dos problemas multidimensionais (teste 26 em diante na se¢do A.2 pagina 55)
foi obtida da combinacao de alguns desses 25 problemas. A linha “fung¢des 24+11” no teste
30 do apéndice A (pagina 55) indica que ele foi inspirado nos problemas 2 e 11; a varidvel
z no problema 2 foi renomeada para x; e, de forma semelhante, a varidavel x do problema
11 passou a ser a variavel x5 e uma nova fun¢ao foi composta combinando estas duas. Os
valores iniciais para x; e x5 sao 0s mesmos considerados nos problemas originais 2 e 11. Nem
todos os problemas listados sido separdveis (ver problema 33 na pédgina 56 e problemas da
secdo A.3 pagina 57).

A tabela 4.4 apresenta o desempenho do método das projecdoes em comparacdo com o
método de Newton-Raphson em problemas nos quais x € R*. Nesta tabela, n é a dimensao
do problema, Niter é o nimero de iterages e f(Z) corresponde ao valor da fungio na raiz

encontrada. Nas colunas referentes ao método de Newton-Raphson, o nimero de iteracoes
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aparece com a composi¢ao de dois nimeros. O primeiro valor corresponde ao nimero de
iteragoes para encontrar Ty, 1 : f(zx11) < 0 e o segundo valor é o niimero de iteragoes gastos

para achar o valor do passo ¢t que proporciona f(zy +t. diy) = 0 (ver detalhes no capitulo 2).

Verifica-se que o método de Newton-Raphson gastou mais tempo que o método das

projecoes para encontrar o valor do zero da fungao em R (ver tabela 4.4).

O gréfico referente a tabela 4.4 (ver figura 4.3) mostra claramente a efetividade do nosso
método das projecoes nos problemas testados; o tempo de execugao dos testes da se¢ao A.2
(pagina 55) realizados com o método das projecoes é menor quando comparado ao método

de Newton-Raphson.

A tabela 4.5 apresenta outros exemplos numéricos de equacoes diferencidveis bem aco-

pladas (ndo separdveis) que foram testados com o nosso método, o método das projecoes.

Cumpre observar que nem todos os problemas testados sao convexos; no caso, 0 método

pode ser aplicado em uma vizinhanca suficientemente préxima da raiz.

TEMPO DE EXECUGAO DOS METODOS

05 4

0s

tempo

01 +—

AL SLL LSS LS LSS LSS LSS LSS LSS LSS

T P77 I 7 I 7T P77 777 I I 77,

777777 777777 T7 7777 777777 77777,
J 7777 I 777777777777 777777 77777,
SIS LL L LSS TSI LTSI LSS LTSI SIS

41 I
testes

w
@
o
=1
@
5
@
-
=

2 2 25 2 30 3 32 33 34 35

@
w

O Metodo das Projecoes
N Metodo de MNewton-Raphson

Figura 4.3: Comparacao dos métodos em R".
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Tempo em relagao ao método da bissegao (TRbis)
Métodos
Teste | Pégaso | Muller | WdBrent | Newton (Projecoes)
1 0.31 0.28 0.55 0.31
2 0.30 0.30 0.52 0.33
3 0.29 0.25 0.56 0.31
4 0.22 0.29 0.46 0.27
) 0.26 0.27 0.55 0.29
6 0.26 0.32 0.47 0.30
7 0.25 0.31 0.53 0.25
8 0.26 0.35 0.37 0.49
9 0.30 0.30 0.48 0.30
10 0.28 0.30 0.52 0.35
11 0.29 0.32 0.53 0.35
12 0.26 0.27 0.35 0.38
13 0.29 0.29 0.41 0.41
14 0.26 0.22 0.45 0.38
15 0.28 0.26 0.46 0.30
16 0.28 0.10 0.43 0.31
17 0.34 0.25 0.52 0.20
18 0.28 0.27 0.53 0.35
19 0.31 0.31 0.53 0.39
20 0.28 0.29 0.53 0.21
21 0.28 0.28 0.57 0.29
22 0.29 0.28 0.63 0.31
23 0.24 0.15 0.37 0.24
24 0.20 0.26 0.39 0.20
25 0.07 0.32 0.06 0.35

Tabela 4.1: Resultados numéricos para metédos de raizes de equagdes (TRbis)
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Nimero de iteracoes dos métodos
Teste | Pégaso | Muller | WdBrent | Newton (Projecoes)
1 9 7 8 6
2 10 7 9 7
3 8 4 8 6
4 6 5 6 5
5 8 6 9 6
6 8 7 8 6
7 7 5 7 5
8 8 8 6 11
9 9 6 7 6
10 8 6 8 7
11 9 7 9 7
12 8 6 7 6
13 8 6 7 7
14 7 4 8 6
15 8 5 7 6
16 9 1 8 7
17 11 5 9 4
18 8 5 8 7
19 9 6 8 8
20 8 5 8 4
21 8 ) 8 5
22 8 ) 9 6
23 6 2 6 )
24 5) 4 5 4
25 11 8 10 8

Tabela 4.2: Resultados numéricos para metdédos de raizes de equagodes (Iteracoes)
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Método da Projecao

Teste || Niter | TRbis T Teste || Niter | TRbis T

1 6 0.31 | 1.07912 | 14 6 0.38 | 0.59934
2 7 0.33 | 1.05413 || 15 6 0.30 | 3.15553
3 6 0.31 | 1.40962 || 16 7 0.31 | -4.00000
4 5 0.27 | 1.10996 | 17 4 0.20 | 1.49288
5 6 0.29 | 1.72313 || 18 7 0.35 | 0.94537
6 6 0.30 | 2.89280 || 19 8 0.3 0.95361
7 5 0.25 | 4.32324 | 20 4 0.22 | 2.93396
8 11 0.49 | -0.92956 | 21 5 0.30 | 1.00000
9 6 0.30 | 1.28226 | 22 6 0.29 | 1.24957
10 7 0.35 | 1.87978 || 23 5 0.25 | 2.30940
11 7 0.35 | -1.31330 | 24 4 0.22 | 9.07028
12 6 0.38 | 0.63288 || 25 8 0.38 | -3.00000
13 7 0.41 | 1.21669

Tabela 4.3: Resultados paran =1
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Métodos
Projecao Newton-Raphson
Test | n | Niter | Tempo f(z) Niter | Tempo f(z)
26 | 2 6 0.05 1.73433e-12 | 9410 0.50 1.77636e-15
27 | 2 7 0.04 1.77636e-15 | 21410 | 0.49 | -1.77636e-15
28 | 2 9 0.06 2.49800e-13 || 3247 0.56 | -3.42837e-12
29 | 2 7 0.05 1.07470e-13 || 9+9 0.50 | -2.05236e-10
30 | 2 7 0.06 5.68434e-14 || 22+10 | 0.52 | 5.32907e-15
31 | 3 7 0.05 3.55271e-15 || 10+10 | 0.51 | 8.88178e-15
32 | 3 7 0.05 1.93623e-13 || 22410 | 0.52 | -7.10543e-15
33 | 3 7 0.07 | 4.44089%-16 | 2249 0.52 | -8.37108e-14
34 | 4 8 0.08 1.77636e-15 || 10+14 | 0.52 | 3.55271e-15
35 | 4 7 0.06 2.50289%-12 || 11+10 | 0.51 |-1.77636e-15
36 | 5 8 0.06 | 0.00000e+00 || 10+13 | 0.50 | -1.42109e-14
37 | 6 7 0.06 1.42109e-13 | 10411 | 0.52 | 7.10543e-15
38 | 7 7 0.06 1.63425e-13 | 10410 | 0.52 | -2.03784e-11
39 | 8 7 0.05 | 0.00000e+00 | 10410 | 0.51 | -3.50298e-12
40 | 9 7 0.06 8.98837e-13 || 10411 | 0.50 | 2.84217e-14
41 |10 7 0.06 5.18696e-13 || 10411 | 0.52 | -7.10543e-14

Tabela 4.4: Resultados Numéricos para x € R™

Método da Proje¢ao
Teste || n | Niter f(z)
42 3 8 9.37510e-10
43 3| 100 | 5.36821e+02
44 2] 19 2.55795e-12
45 3| 18 6.25278e-13
46 4| 10 8.75389%e-12
47 5 7 1.50067e-11

Tabela 4.5: Resultados para z € R" com funcoes nao separaveis
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As tabelas 4.6 e 4.7 exemplificam o comportamento do método em problemas separaveis.
Nos casos relatados, as seqiiéncias {(G(xx) — H(xy))} e {||xxr1 — zk||2} sdo estritamente

decrescentes e seus valores sugerem convergéncia quadritica (ver figura 4.4).

A tabela 4.6 mostra as iteracoes do método das projecoes para resolver o problema 29

(pagina 55), onde

f(z)* =22 —sin(z1) — 1 + 323 — log,o (2 + /T2) + 3tan (z,) — 4

T
Raiz :[ —0.1549 0.7591

k| zp(1) | 2(2) | flag) = G(zg) — H(zg) | [|zrs1 — zill2
0 | 2.00000 | 1.00000 5.28580e4-00

1| 0.77301 | 1.01005 5.28580e+-00 1.22703e+00
2 | -0.05874 | 0.89689 2.22907e4-00 8.39413e-01
3 | -0.16094 | 0.77906 1.07026e+00 1.55978e-01
4 1 -0.15504 | 0.75949 1.58314e-01 2.04454e-02
5 1 -0.15493 | 0.75909 3.09995e-03 4.15090e-04
6 | -0.15493 | 0.75909 1.24831e-06 1.67279¢e-07
7 | -0.15493 | 0.75909 1.07470e-13 1.43604e-14

Tabela 4.6: Método das projecoes aplicado ao Teste 29.

Convergéncia Quadratica

[
5 *
-
I 4 \\
% 3 N
L
1 T
0 ' ' \- * * *
a 1 2 3 4 g [ T a

n® de iteragdes

—— Sequéncia logaritmica

Figura 4.4: Valores de f(zj) sugerem convergéncia quadratica.

Outro exemplo encontra-se na tabela 4.7 onde é resolvido o problema de encontrar a raiz

da funcao
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f(z)* = €* —sin(z1) —2 + 22 —sin(xy) — 1 +
1 2

e cos@s) Lot g2 5 4 e ™ 4210 +

e?™ — 213 — 5

referente ao teste 36 (pagina 56), onde xy = [ 2.0 2.0 —-2.0 6.0 2.0

T
Raiz=| 1.3784 1.5724 —0.7371 3.7948 0.7421] .

f(zx) = G(xx) — H(xy)

H331c+1 - ka2

co J O Ot W o o= o

9.06872e+01
9.06872e+01
3.49839e+01
1.93650e+-00
1.08662e-01
4.02748e-04
5.59402e-09
0.00000e+00

1.27730e+00
1.06034e4-00
1.67275e-01
1.08271e-02
4.05172e-05
5.62790e-10
9.99201e-16

Tabela 4.7: Método das projecoes aplicado ao Teste 36 onde z € R®.

O exemplo 43 (ver segdo A.3 na pédgina 57) corresponde a funcdo quadratica Q(z) =
: (Az — b)"(Az — b), onde A € R™™, b,z € R". Caso A seja de posto completo, Q(z) = 0

corresponde a solugao do sistema Az = b. A fun¢do Q(x) ndo é separdvel e suas raizes tém

grau de multiplicidade 2. Neste caso, o método apresenta fraco desempenho, como pode

ser visto na tabela 4.8. E bom lembrar que o método de Newton (para zeros de funcoes;

ver 2.1) aplicado a problemas unidimensionais nessa circunstancia também tem um fraco

desempenho.
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k| oz(1) | w(2) | 26(3) | flaw) = Glaw) — H(ze) | ||zt — 2ll
0 0.00000 | 0.00000 | 1.00000 4.27460e+004

1 0.00530 | 0.18121 | 0.51981 4.27460e+004 5.13268e-001
10 | -0.01884 | 0.25828 | 0.32118 4.77809e+002 3.45796e-001
20 | 0.13754 | 0.36326 | 0.01041 6.96481e+002 1.13912e-001
30 | 0.08878 | 0.35871 | 0.03279 7.73770e+002 1.05745e-001
40 | 0.08098 | 0.34318 | 0.07550 7.05865e+002 1.08321e-001
50 | -0.06932 | 1.98165 | -4.22415 3.43195e+006 4.57376e+000
60 | 0.23400 | 0.34291 | 0.04382 1.15712e+003 1.19136e-001
70 | 0.04910 | 0.33364 | 0.10762 6.01974e+4-002 1.22483e-001
80 | -0.38280 | 0.13582 | 0.72237 4.52330e+002 8.67293e-001
90 | 0.08047 | 0.37643 | -0.01218 1.89291e+003 1.22885e-001
100 | 0.08078 | 0.32061 | 0.13534 5.36821e+002 1.39693e-001

Tabela 4.8: Desempenho do método para a quadrética Q(x)

4.2 Problemas nao necessariamente diferenciaveis

Seja f um funcional convexo nao suave em R”. Como é usual, supoe-se que para um dado
T existe um oraculo que retorna f(7) e algum subgradiente s de f em Z. O subdiferencial
de f em 7, definido como [Roc70]

0f(@) :={s €R": f(z) > f(7) + (z —7)"s},

fornece substitutos para o gradiente em varias aplicagoes; por exemplo em alguns problemas
de otimizacao, a funcao objetivo f é substituida por uma funcao modelo seccionalmente afim

dada por
f(z) =~ f(z) = max{f(z;) + (x — 23)"s;, i = 1,2,...k} ;
onde s; € Of (x;).

Nesta se¢io aplicamos o algoritmo descrito no capitulo 3 (ver figura 3.6 pdgina 14) subs-

tituindo o conceito de gradiente pelo conceito de subgradiente.

Em resumo, dado um ponto xy, computa-se g(xy), h(zy), s € 0g(zk) € vy, € Oh(xy) com

os quais é possivel construir as seguintes aproximagoes lineares de g(z) e h(x):
g(zr) + (x —z)"sp e

h(zy) + (x — zx) vg -
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A préxima iteragdo, como era anteriormente feito, é dada por

Ter =2 1 g(ax) + (@ — ax) sk = h(zx) + (¢ — z) " op -

Por exemplo, seja o problema obtido adaptando-se o problema de Demyanov e Malozemov
[DM86;

determinar T : max{5z; + xy, —5x1 + x9, 2 + 25 + 429} +3 = 0.
Fazendo-se
g(z) = Maz {5(5z1 + x2), 5(—5x1 + T2), 5 (23 + 23 + 43) } + 3;
h(z) = Min {—3(5z1 + x2), —3(=5z1 + 22), — 5 (2} + 23 + 425) };

e tomando-se como zy = (1,1)” chega-se a solugao z* = (0, —3).

Neste caso, obteve-se o desempenho relatado por meio do grafico da figura 4.5.

Fungao Dem — Demyanov/Malozemov
T T

0.5~

04

G(x)-H(x)

01r-

| I el I I 1 I 1 I I | I |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
n° iteragbes n? iteragdes

(a) (b)
Figura 4.5: (a)Valores de f(z) produziram uma seqiiéncia monétona decrescente, (b)Gréfico

ampliado.

Os problemas escolhidos, conforme foi adiantado, sao oriundos da programacgao convexa
nao suave. A tabela 4.9 foi retirada do artigo do Oliveira/Santos [OdS00]. Nesta tabela esta
o desempenho de 5 métodos na busca do ponto de minimo de f(z). A coluna it é o nimero
de iteracoes, nf é o nimero de chamadas ao oraculo que retorna um subgradiente e uma
avaliagdo da funcdo f(z). Os métodos GHV e CA-1 sdo baseados em métodos de pontos

interiores que utilizam, pelo menos, um passo de Newton-Raphson por iteragao.

Critérios para classificar o grau de dificuldade encontrado na solucao de problemas de
otimizagao nao suave sao sugeridos em [Gof77]. Seja f* o valor 6timo de uma fung¢ao convexa

f e M o seu conjunto de argumentos 6timos:

M={zeR": f(z)= f}.
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A distancia entre x ¢ M e o conjunto M é dada por d(z) = ||P(z) — ||, onde P(z) é a
projecao de x no conjunto M. O indice de condicionamento x de uma funcdo convexa f
é, por definigdo, o cosseno do maior angulo existente entre —s € df(z) e P(x) — x, em um
ponto = ¢ M. Mais precisamente,

. . _ST(P(.T) - .T)
X = infizgary iInfisear(a)y { |[sl]2 [[P(z) — $||2} |

No nosso caso, a coluna xx é o cosseno do angulo existente entre d, = 2" —z, e —s; €
df(xr). Ja o cosseno do angulo existente entre dj proposta por nds e —s; encontra-se na
k k k

coluna cos(wg).

Todos os problemas apresentados sao mal condicionados. Dos treze testes executados
(ver secao A.4 pagina 59), o método encontrou a solugdo para trés problemas (CB3, LQ e
Maxl) relatados nas tabelas 4.10, 4.12 e 4.15. O fracasso na maioria dos problemas pode ser
explicado, em parte, pelo fato da direcao dy proposta fazer um angulo favoravel com menos o
subgradiente (ver tabelas 4.11, 4.13, 4.14); qualquer método que utilize dire¢oes semelhantes

a —sy terd dificuldades em alcancar a solugao nesses problemas.

Fora isso, nao foi possivel estabelecer nenhum padrao que fornecesse a criacao de um

algoritmo mais eficiente.
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Método M1FC1 BT PB GHV | CA-1

Testes f* it nf | it nf | it nf | it | nf it
CB2 1.952225 11 | 31 | 13 | 16 | 15 | 16 10
CB3 2.000000 12 | 44 | 13 | 21 | 15 | 16 11
DEM -3.000000 | 10 | 33 | 9 131 7 8 11
QL 7.200000 12 | 30 | 12 | 17 | 17 | 18 10

LQ -1.414214 || 16 | 52 | 10 | 11 | 14 | 15 8
Mifflin1 -1.000000 | 143 | 281 | 49 | 74 | 22 | 23 10
Mifflin2 -1.000000 || 30 | 71 6 13 | 16 | 17 14
Rosen -44.000000 || 22 | 61 | 22 | 32 | 40 | 41 19
Shor 22.600160 || 21 | 69 | 29 | 30 | 26 | 27 |29 29| 39
Maxquadl | -0.841408 || 29 | 69 | 45 | 56 | 41 | 42 |87 |87 | 79
Maxquad2 | -0.841408 || 20 | 54 | 45 | 49 | 33 | 34 106
Maxq 0.000000 || 144 | 207 | 125 | 128 | 158 | 159 170

Maxl 0.000000 72 1194 | 50 | 53 | 51 | 52 1

adaptados para produzir os nossos testes.

Tabela 4.9: Desempenho dos métodos de Otimizacao convexa nao suave nos problemas
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Problema néo diferencidvel CB3 (ver teste 49 pédgina 59)

| Zhg1 — 2kl2

cos(wg)

Xk

Iter || G(zx) — H ()
1 6.10166e+000
2 2.43437e+000
3 2.82450e+000
4 1.10357e+-000
3 1.13132e+000
6 3.94597e-001
7 3.52692¢-001
8 1.00885e-001
9 7.26383e-002
10 1.69153e-002
11 9.59675e-003
12 1.99034e-003
13 1.01619e-003
14 2.04231e-004
15 1.02354e-004
16 2.04812e-005
17 1.02430e-005
18 2.04871e-006
19 1.02438e-006

20 2.04877e-007

9.58156e-001
4.80481e-001
3.88186e-001
3.28253e-001
2.51434e-001
1.79254e-001
1.16522e-001
6.91333e-002
3.39556e-002
1.57598e-002
9.93029¢-003
2.13706e-003
7.02994e-004
2.27128e-004
7.21992e-005
2.28860e-005
7.24112e-006
2.29040e-006
7.24327e-007
2.29058e-007

6.18984e-002
1.55574e-001
3.03843e-001
2.26397e-001
4.14653e-001
3.02088e-001
9.08523e-001
3.64986e-001
5.58419e-001
3.98065e-001
5.74109e-001
4.06846e-001
5.76967e-001
4.08099e-001
5.77311e-001
4.08233e-001
5.77346e-001
4.08247e-001
5.77350e-001
4.08248e-001

9.40758e-001
2.89996e-001
3.04633e-001
2.44085e-001
2.32598e-001
1.81773e-001
1.30630e-001
1.03845e-001
4.89910e-002
3.31912e-002
1.10347e-002
5.31204e-003
1.45952e-003
5.88754e-004
1.52792e-004
9.96638e-005
1.53570e-005
5.97471e-006
1.53661e-006
5.96930e-007

Tabela 4.10: Resultados numéricos para o problema nao diferenciavel CB3.
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Problema nao diferencidvel DEM (ver teste 50 pagina 59)

Iter | G(zx) — H(zg) | ||Tks1 — zkll2 | cos(wg) Xk

1 7.30769e4-00 | 1.76505e+00 | 3.65148e-01 | 4.67462e-17
10 3.55567e+00 7.55434e-01 | 3.65148e-01 | 0.00000e+00
20 1.59698e+-00 3.39294e-01 | 3.65148e-01 | 5.34770e-17
30 7.17264e-01 1.52389e-01 | 3.65148e-01 | 5.95330e-17
40 3.22150e-01 6.84437e-02 | 3.65148e-01 | -2.65099e-16
20 1.44690e-01 3.07406e-02 | 3.65148e-01 | -1.47560e-16
60 6.49854e-02 1.38067e-02 | 3.65148e-01 | 8.21355e-17
70 2.91874e-02 6.20112e-03 | 3.65148e-01 | 1.37156e-16
80 1.31091e-02 2.78515e-03 | 3.65148e-01 | -2.85017e-15
90 5.88780e-03 1.25092e-03 | 3.65148e-01 | -1.05387e-14
100 2.64443e-03 5.61833e-04 | 3.65148e-01 | 2.14774e-14
110 1.18771e-03 2.52340e-04 | 3.65148e-01 | 2.55598e-14
120 5.33445e-04 1.13335e-04 | 3.65148e-01 | 1.30898e-13
130 2.39590e-04 5.09031e-05 | 3.65148e-01 | -2.02113e-13
140 1.07609e-04 2.28625e-05 | 3.65148e-01 | -7.55220e-13
150 4.83311e-05 1.02684e-05 | 3.65148e-01 | 8.54712e-14
160 2.17073e-05 4.61191e-06 | 3.65148e-01 | -2.23060e-12
170 9.74954e-06 2.07138e-06 | 3.65148e-01 | 1.32266e-11

Tabela 4.11: Resultados numéricos para o problema nao diferencidavel DEM.

Problema nao diferencidvel LQ (ver teste 52 pagina 61)

Iter | G(zx) — H(zx)
0 2.41421e+000
1 2.22045e-016

@k — 2kl2 cos(wy,) Xk

1.70711e+-000 | 8.16497e-001

-1.00000e~+000

Tabela 4.12: Resultados numéricos para o problema nao diferenciavel LQ.
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Problema nao diferencidvel Mifflin2 (ver teste 54 pagina 61)

Iter

G(xg) — H(z)

| Zhg1 — 2kl2

cos(wg)

Xk

1
10
20
30
40
20
60
70
80
90

100
110
120
130
140
150
160
170

1.57600e+000
2.33307e-001
1.32978e-001
9.27222e-002
7.11066e-002
5.76383e-002
4.84480e-002
4.17794e-002
3.67211e-002
3.27533e-002
2.95580e-002
2.69298e-002
2.47302e-002
2.28623e-002
2.12565e-002
1.98612e-002
1.86376e-002
1.75558e-002

5.07243e-001
3.71413e-002
2.08709e-002
1.44668e-002
1.10584e-002
8.94570e-003
7.50889¢-003
6.46879e-003
5.68123e-003
5.06430e-003
4.56802e-003
4.16018e-003
3.81910e-003
3.52964e-003
3.28091e-003
3.06489e-003
2.87553e-003
2.70818e-003

1.73749¢-001
9.67950e-001
9.68929¢-001
9.69306e-001
9.69505e-001
9.69628e-001
9.69711e-001
9.69771e-001
9.69817e-001
9.69852¢-001
9.69881e-001
9.69904e-001
9.69924e-001
9.69940e-001
9.69955e-001
9.69967e-001
9.69978e-001
9.69988e-001

9.44836e-001
9.58310e-002
7.08367e-002
9.86561e-002
5.11361e-002
4.59112e-002
4.20123e-002
3.89604e-002
3.64878e-002
3.44320e-002
3.26879e-002
3.11840e-002
2.98699¢-002
2.87087e-002
2.76730e-002
2.67417e-002
2.58983e-002
2.51299¢-002

Tabela 4.13: Resultados numéricos para o problema nao diferencidvel Mifflin2.
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Problema néo diferencidvel Maxq (ver teste 58 pagina 64)

Tter

G(xg) — H(xy)

[ Zhs1 — 2kl[2

cos(wg)

1
10
20
30
40
90
60
70
80
90

100
110
120
130
140
150
160
170

3.61000e+002
1.00000e+-002
4.90000e+001
2.02500e+001
9.00000e+000
4.00000e+000
2.25000e+000
1.00000e+-000
9.62500e-001
2.50000e-001
1.40625e-001
6.25000e-002
3.51562e-002
1.56250e-002
8.78906e-003
3.90625¢-003
2.19727e-003
9.76563e-004

1.00000e+001
9.50000e+000
3.50000e+000
2.25000e+000
1.50000e+-000
1.06250e+-000
7.50000e-001
5.00000e-001
3.75000e-001
2.50000e-001
1.87500e-001
1.25000e-001
9.37500e-002
6.25000e-002
4.68750e-002
3.12500e-002
2.34375e-002
1.56250e-002

4.99376e-002
9.05357e-002
1.41421e-001
2.16930e-001
3.16228e-001
4.25797e-001
5.54700e-001
7.07107e-001
8.00000e-001
8.94427e-001
9.36329¢-001
9.70143e-001
9.82872e-001
9.92278e-001
9.95634e-001
9.98053e-001
9.98903e-001
9.99512e-001

Tabela 4.14: Resultados numéricos para o problema nao diferencidavel Maxq.
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Problema néo diferencidvel Maxl (ver teste 59 pagina 64)

Iter

G(zx) — H(zy)

k1 — 2kll2

cos(wg)

© 0 I O Ot = W N =

T e e T e T e S e SO o G e Gy Y
O O 0 ] O Ot AW N = O

1.90000e+001
1.80000e+001
1.70000e+-001
1.60000e+-001
1.50000e+001
1.40000e+-001
1.30000e+001
1.20000e+001
1.10000e+-001
1.00000e+001
9.00000e+000
8.00000e+000
7.00000e+-000
6.00000e+000
5.00000e+000
4.00000e+000
3.00000e+000
2.00000e+000
1.00000e+-000
0.00000e+000

2.00000e+001
1.90000e+001
1.80000e+001
1.70000e+-001
1.60000e+001
1.50000e+001
1.40000e+-001
1.30000e+001
1.20000e+-001
1.10000e+-001
1.00000e+001
9.00000e+000
8.00000e+000
7.00000e+-000
6.00000e+000
5.00000e+000
4.00000e+000
3.00000e+000
2.00000e+000
1.00000e+-000

8.94427e-001
8.94427e-001
8.94427e-001
8.94427e-001
8.94427e-001
8.94427e-001
8.94427e-001
8.94427e-001
8.94427e-001
8.94427e-001
8.94427e-001
8.94427e-001
8.94427e-001
8.94427e-001
8.94427e-001
8.94427e-001
8.94427e-001
8.94427e-001
8.94427e-001
8.94427e-001

Tabela 4.15: Resultados numéricos para o problema nao diferencidvel Maxl.



Capitulo 5

Conclusoes

Foi apresentada uma generalizacao do método de Newton para resolver equacoes conve-
xas em R". O método é inspirado nos métodos de relaxacao atribuidos a Agmon [Agmb4],
Bregman [Bre65] e Eremin [EM67]. Posteriormente, o algoritmo foi posto segundo o pa-
radigma do decréscimo de f(z), usual nos métodos de otimizagdo, onde a iteracdo xyi 1 é
computada por 1 = x; +tx di . Nos problemas diferenciaveis, dy é uma direcao de descida

ety € R, t, > 0 é um passo nesta direcao.

Os testes em problemas diferencidveis sugerem que para pelo menos uma classe de pro-

blemas (problemas separaveis), o método tem convergéncia quadrética.

E sabido que o método de Newton aplicado a problemas unidimensionais tem con-
vergéncia lenta na presenca de uma raiz com grau de multiplicidade superior a um. Tal fato
também repetiu-se aqui, notadamente em problemas quadraticos. Sabe-se que o método de
Schroder [Cam01] modifica a férmula de recorréncia do método de Newton para melhorar o
desempenho nos problemas que possuem pelo menos uma raiz com multiplicidade maior que
um. Seria interessante procurar interpretar o método de Schréder segundo a nossa metodo-
logia o que eventualmente poderia produzir um método mais eficiente para essas classes de

problemas.

Para os problemas convexos nao suaves, nao existe uma técnica geral, excluindo a otimi-
zagao, para resolvé-los. Assim, escolhemos um conjunto de problemas oriundos dessa area
para testar a metodologia. Os resultados foram, em geral, insatisfatérios; é bom lembrar que
esses problemas foram construidos de forma que a dire¢ao sugerida por menos o subgradiente

fosse inadequada.

Nao foi possivel extrair um padrao que permitisse construir algoritmos eficientes para
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essa classe de problemas.

Uma outra abordagem para trabalhos futuros, consiste em obter problemas em que a
fungdo f(x) é construida mesclando uma fungao diferencidvel convexa com uma outra nao
diferenciavel. Por exemplo, a solucao de um sistema de equacoes lineares Ar = b, onde

AeR"™ z,be R corresponde a encontrar z tal que

1 1
Qzx) = 5 2TATAz — (ATH) 2 + 3 ¥'b=0. (5.1)

O mesmo problema pode ser posto em funcdao de um problema de achar a raiz de uma

funcao convexa nao suave; isto é, o ponto = tal que Az = b é o mesmo que resolve o problema
D(z) = Maz {|alz — b;|,i =1,2,..m} =0. (5.2)

Juntando 5.1 com 5.2 obtém-se:

flz) = {% 2TATAx — (ATD) Tz + % bTb} + (5.3)

Mazx {|a] v — b;|,i=1,2,..m} .

Ao se fazer f(z) = g(z) + h(z), onde g(z) é a fungdo 5.2 e —h(x) é a func¢do 5.1 (ver figura

5.1) pode-se aplicar a metodologia proposta no nosso trabalho.

Outra fonte de problemas para os quais a metodologia descrita no capitulo 3 pode ser
util é oriunda das areas de Engenharia e Estatistica, notadamente quando a matriz Hessiana
(H(x)) é dificil de ser obtida. Alguns problemas complexos envolvendo raizes de equagoes
em R™ (por exemplo Santos,Aloizio [Sil01]) podem ser resolvidos facilmente com o auxilio

dos instrumentos desenvolvidos neste trabalho.

]

Figura 5.1: Forma mista para a resolucao de um sistema de equacoes lineares usando as
fungoes Q(z) e D(x).
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Apéndice A

Problemas diferenciaveis e nao

diferenciaveis

A.1 Funcoes diferenciaveis em R", onde n = 1.

Apresentaremos, abaixo, uma série de testes numéricos para funcoes convexas em R",

onde n=1.

Teste 1 [CamO01]

Funcdo:  f(z) =22% —cos(z +1) — 3
Ponto inicial: zog = 1.50

G(z) = 223

H(z) =cos(r+1)+3

Teste 2 [CamO01]

Fungdo: f(z) = €® —sin(z) — 2
Ponto inicial: o = 2.00

G(z) =¢€"

H(z) = sin(z) + 2

Teste 3

Funcdo: f(x) = x? —sin(z) — 1
Ponto inicial: o = 2.00

G(z) = z?
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H(z) =sin(z) + 1

Teste 4

Fungdo:  f(z) = —sin(x) — log,(z) + 1
Ponto inicial: o = 1.00

G(r) = —sin(x)

H(z) = log,(x) - 1

Teste 5 [CamO01]

Funcdo: f(z)=a2°+23+2>+2—25
Ponto inicial: zg = 2.00

G(z) =2° +2°

H(z)=-2* -2 +25

Teste 6 [CamO01]

Fungdo:  f(x) = 0.052% — 0.422 + 3sin(x)z
Ponto inicial: zog = 2.50

G(z) = 0.05z% — 0.4z

H(z) = —3sin(z)z

Teste 7 [CamO01]

Funcao: f(z) =sin(z)z +4
Ponto inicial: o = 4.00

G(z) = sin(z)z

H(z)=-4

Teste 8

Funcdo:  f(z) = 5% + 2% — €' 7% + cos(z) + 20
Ponto inicial: g = 5.00

G(z) =5a® + 22 — '™

H(z) = —cos(z) — 20

Teste 9 [CamO01]
Fungdo:  f(z) = 42® + x + cos(z) — 10
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Ponto inicial: zog = 2.00
G(z) =423 + =z
H(z) = —cos(z) + 10

Teste 10 [CamO01]

Fungdo:  f(x) = 22® + 52 — sin(z) — 30
Ponto inicial: zqg = 4.00

G(z) = 223 + 522

H(z) =sin(z) + 30

Teste 11 [CamO01]
Funcio: f(z) = e <@ 4+ 22 — 22 — 5

Ponto inicial: zo = —2.00
G(.’E) — e—cos(m) + 2t
H(z)=12%+5

Teste 12 [CamO01]

Funcdo:  f(z) = 32° — logy (2+ +/z) + 3tan (z) — 4
Ponto inicial: o = 1.00

G(z) = 32" — logy (2 + V)

H(z) = —3tan (z) + 4

Teste 13 [CamO01]

Fungdo:  f(z) =5logy (z) +3z* — 7
Ponto inicial: o = 2.00

G(z) = 5logy, (2)

H(z)=-3z*+7

Teste 14 [Cam01]

Fungdo:  f(z) = 52 + logyy (z + 1) — 2
Ponto inicial: zg = 1.00

G(x) = bz?

H(z) = —logg (z +1) + 2
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Teste 15

Fungdo: f(z)=e*+2?—10
Ponto inicial: zog = 6.00
G(z)=¢€7"

H(z) =—2?+10

Teste 16 [CamO01]

Fungdo:  f(z) = 2* + 223 — 1322 — 141 + 24
Ponto inicial: o = —5.00

G(z) = z* + 223 — 132

H(z) =14z — 24

Teste 17 [CamO01]

Fungao:  f(z) = 2z* + 423 + 322 — 102 — 15
Ponto inicial: o = 1.50

G(z) = 22* + 423

H(z) = —32% + 10z + 15

Teste 18

Fungdo:  f(z) = 5z® — 222 4+ 8z — 10
Ponto inicial: zg = 2.00

G(z) = b3 — 222

H(z) = —8z + 10

Teste 19 [CamO01]
Funcdo: f(z) =e** — 223 -5
Ponto inicial: zog = 2.00

G(z) =e*
H(z) =22 +5
Teste 20

Funcao: f(z) =€* -3z —10
Ponto inicial: zog = 3.00
G(z) =¢€"
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H(z) =3z + 10

Teste 21

Funcdo: f(r)=2*+22-3
Ponto inicial: o = 1.50

G(r) =27

H(z)=—-12+3

Teste 22

Funcdo:  f(z) = 32% + cos(z) — 5
Ponto inicial: zg = 2.50

G(x) = 322

H(z) = —cos(z) + 5

Teste 23

Fungdo:  f(x) = (sin(z))? + (cos(z))? + 32% — 17
Ponto inicial: zog = 3.00

G(z) = (sin(z))? + (cos(z))?

H(z) = —3z>+ 17

Teste 24

Fungdo:  f(z) = zlog,(z) — 20
Ponto inicial: o = 9.50
G(z) = zlog,(z)

H(z) =20

Teste 25

Funcdo: f(x) = 2(x — 2)* + 3z(z — 2)*
Ponto inicial: 2o = —4.50

G(z) = 2*(z — 2)*
H(z) = —3z(x — 2)*



A. Problemas diferencidveis e ndo diferencidveis 55

A.2 Funcoes diferenciaveis em R”

Testes numéricos para fungoes convexas x € R"

Teste 26
Dimensao =2, Fungoes: 2; 3

Funcdo:  f(z)* = e® —sin(z;) — 2 + 22 — sin(zp) — 1

Teste 27
Dimensao =2, Funcgoes: 11;12
Funcio:  f(x)* = e~®*@) 4+ 2% — 22 — 5 + 3232 — log;, (2 + \/Z2) + 3tan (z5) — 4

Teste 28
Dimensao =2, Funcgoes: 15;19
Fungao: f(z)*=e ® + 22 — 10+ €*2 — 223 — 5

Teste 29
Dimensao =2, Fungoes: 3; 12
Funcdo:  f(z)* = 22 —sin(zy) — 1 + 3252 — logyo (2 + /72) + 3 tan (z2) — 4

Teste 30
Dimensao =2, Fungoes: 2; 11

Funcdo:  f(z)* =¥ —sin(x;) — 2+ e @) 4 224 2 5

Teste 31
Dimensao =3, Fungoes: 2; 3,11

Funcio:  f(2)* = e? —sin(z;) — 2+ 22 — sin(xy) — 1 + €7@ 4 274 — 22 — 5

Teste 32

Dimensao =3, Funcoes: 2; 11;12

Fungao: f(z)* = ef —sin(zy) —2 4+ e @) 4952 — 22 5 +
3z3° —logy (2 + /z3) + 3tan (x3) — 4
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Teste 33
Dimensao = 3,

Fungao nao separdvel:  f(x)* = 6% —22H483=2 _ 3 | edor1+aa+225—1.2 4 o501+22+205-3

Teste 34
Dimensao =4, Funcgoes: 2; 3;15;19
Funcao: f(z)* = e —sin(z;) —2 + 23 —sin(zs) — 1 +

e 412 —10 + ¥ — 227 -5

Teste 35
Dimensao =4, Fungoes: 2; 3;11; 12
Funcao:  f(z)* = €% —sin(z,) — 2 + 22 —sin(zy) — 1 +

e—cos(zg) + 23:;1 _ LL‘% -5 + 33)24 — logw (2 + \/$4) + 3tan (.T4) —4

Teste 36

Dimensao =5, Fungoes: 2; 3;11;15;19

Funcao:  f(z)* = €% —sin(z;) — 2 + 22 —sin(xy) — 1 +
emeos@s) Lopt g2 5 4 e 422 - 10 +

e?™ — 213 — 5

Teste 37

Dimensao =6, Funcgoes: 2; 3;11;15;19; 20

Funcao:  f(z)* = e —sin(zy) —2 + 22 —sin(2s) — 1 +
e705@) L 238 — 42 — 5 + e ™ 42l —10 +

e’ —2x3 — 5 + € — 315 — 10

Teste 38

Dimensao =7, Funcgoes: 2; 3;11; 15; 19; 20; 21

Funcao: f(z)* = e —sin(zy) —2 + 22 —sin(zs) — 1 +
e cos@) Lopd g2 5 4 e ™42 10 +
e — 213 — 5 4+ € — 315 — 10 +
27 4+ g2 — 3
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Teste 39

Dimensao =8, Funcgoes: 2; 3;11; 15; 19; 20; 21; 22

Funcao:  f(z)* = €% —sin(z;) — 2 + 22 —sin(zy) — 1 +
emeos@s) L ogt 42 5 4 e 422 — 10 +
e — 213 — 5 + " — 315 — 10 +
2% 4+ 22 — 3 + 3x; + cos(wg) — 5

Teste 40

Dimensao =9, Funcgoes: 2; 3;11; 15; 19; 20; 21; 22; 23

Funcao: f(z)* = e —sin(zy) —2 + 22 —sin(zg) — 1 +
e cos@s) Lopt g2 5 4 e ™42 10 +
e* —2x3 —5 + € — 3z — 10 +
277 4+ 72 — 3 + 3x; + cos(wg) — 5 +
(sin(z9))? + (cos(wg))? + 323 — 17

Teste 41
Dimensao = 10, Funcoes: 2; 3; 11; 15; 19; 20; 21; 22; 23; 24
Funcao: f(z)* = e —sin(zy) —2 + 22 —sin(2s) — 1 +

e705@) L 238 — 42 — 5 + e ™ 42l —10 +

e* —2x3 —5 + € — 335 — 10 +

2°T 12 — 3 + 3x2 + cos(zg) — 5 +

(sin(z9))? + (cos(x))* + 3z5 — 17 + x19log,(z1) — 20

A.3 Funcoes diferenciaveis nao separaveis

Testes em R com equagoes diferenciaveis bem acopladas.

Teste 42
Dimensao = 3,

Fungdo ndo separdvel:  f(z)* = —0.5log, (2" A'Az) + 13 — 0.51og, (z' A’ Ax)

Teste 43

Dimensao =3
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Ponto inicial: o= [0 0 1"

Funcdo ndo separdvel:  f(z)* =1 27 ATAz — (A"b) 'z + S b"b, sendo:

100 1
A= 3 200 4 e b=[12 100 24 ]".
5 6 300

Teste 44

Dimensao = 2

Ponto inicial: zo = [ 3 2 |7

Func;éo: f(.??)* e(w172z2714) + €(5w1+4w279) _
1

1

5 .TTATA x + (ATb)T.T — 5 bTb
G(.I) — 6(1:1—212—14) + e(5z1—l—4$2—9)
H(z)=33"ATAz — (ATb)Tz + 5 b7
Nimero de Iteracoes = 19
f(Z) = 2.55795e-12

Teste 45
Dimensao =3
Ponto inicial: zo= [1 1 1]¥

Fun(;éo: f(.’L')* — e(3z1—4m2+z3—16) +e(5m1+5zz+12z3—4) +6(21+2zz—4m3—4) .

1 1
5 eTATAz + (ATh) Tz — 5 v'b

Nimero de Iteracoes = 18
f(Z) = 6.25278e-13

Teste 46
Dimensao =4

Ponto inicial: zo=[1 1 1 1]¥

Fungéo: f(l‘)* — 6(311—4$2+x3—2z4—16) + 6(5$1+5$2+12w3—8$4—4) +
e($1+2z2—4.’b‘3—|—3.’t4—4) + 6(41‘1—83:2-1—71‘3—3:4—6) _
1 1
5 .TTATA x + (ATb)T.T — 5 bTb

Nimero de Iteragoes = 10
f(z) = 8.75389%¢-12
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Teste 47
Dimensao =5

Ponto inicial: zp=[1 1 1 1 1]"

Fun(;éo: f(.T)* — e(3w174w2+w372w4+3w5716) +e(5$1+5w2+12w378w473w574) +
e($1+2z2—4w3+3w4—5$5—4) +e(4$1—8$2+7$3—$4+21‘5—6) +
e(9.’L‘1—|—1‘2—7.’L‘3—|—3.’L‘4—2$5—12) _

1 T AT TiN\T 1 T

Nimero de Iteracoes = 7
f(z) = 1.50067e-11

A.4 Funcoes convexas nao suaves

Exemplos de func¢oes convexas nao necessariamente diferencidveis:

Teste 48 - CB2 [CCT78|
Dimensao = 2,
Funcao:
f(x) = maz{x? + 3, (2 — 21)* + (2 — 29)?, 2771772} — 1.9522;

Solucio: #* = (1.1393,0.8994) |
Ponto inicial: z° = (—1.5,2).

Teste 49 - CB3 (figura A.1) [CCT78]
Dimensao = 2,
Funcao:
f(z) = maz{xl + 22, (2 — 21)? + (2 — 29)%, 2771772} — 2;

Solugdo: z* = (1,1) ,

Ponto inicial: z° = (2,2).

Teste 50 - DEM (figura A.2) [DM86]
Dimensao = 2,
Funcao:
f(z) = maz{bx, + 29, =511 + T2, T] + 75 + 425} + 3;
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Figura A.1: Exemplo CB3 (teste 49) de fungao convexa nao necessariamente diferencidvel.

Solugdo: z* = (0, —3),

Ponto inicial: 2% = (1,1).

Fungéo de DEMYANOV - MALOZEMOV

x Ponto Inigjal

Figura A.2: Exemplo DEM (teste 50) de fungdo convexa nio necessariamente diferencidvel.

Teste 51 - QL (figura A.3) [MN92]
Dimensao = 2,
Fungao: f(z) =  max{a? + 22,
o} + x5 + 10(—4z; — 39 + 4),
22+ 22 4+ 10(—21 — 229+ 6)} — 7.2,
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Solugdo: z* = (1.2,2.4),

Ponto inicial: z° = (-1, 5).

Fungao QL

101

x Panto Inicial

Figura A.3: Exemplo QL (teste 51) de fungdo convexa ndo necessariamente diferencidvel.

Teste 52 - LQ (figura A.4) [MNO92]
Dimensao = 2,
Funcao:
f(z) = max{—21 — x3, —21 — 29 + (mf + a:g —1)}+ \/5;

S ok 1 1
Solugao: z* = _2’ﬁ>’

Ponto inicial: 2° = (—0.5, —0.5).

Teste 53 - Mifflinl (figura A.5) [LE77]
Dimensao = 2,
Funcao:
f(z) = —z1 + 20 max{z? + 23 — 1,0} + 1;

Solugdo: z* = (1,0),
Ponto inicial: 2% = (0.8, 0.6).

Teste 54 - Miflin2 (figura A.6) [LE77]
Dimensao = 2,
Funcao:
f(z) = -z +2(2 + 25 — 1) + 1.75]2% + 25 — 1| + 1;
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Funcédo LQ
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Figura A.4: Exemplo LQ (teste 52) de fungdo convexa ndo necessariamente diferencidvel.
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Figura A.5: Exemplo Mifflin1 (teste 53) de fun¢ao convexa nio necessariamente diferencidvel.

Solucao: z* = (1,0),
Ponto inicial: z° = (-1, —1).

Teste 55 - Rosen [MN92]
Dimensao = 4,

Funcao:
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Fungéo de MIFFLIN 2

1k

Dug“
Ponto Inicial

-0.5 0 0.5 1 15

Figura A.6: Exemplo Mifflin2 (teste 54) de fun¢ao convexa nio necessariamente diferencidvel.

flx) = maz{fi(z),

fi(@) +10f5(x),

fi(z) +10f3(x),

fi(x) +10fs(x)} + 44,
fi(x =w%+x§+2w§+xi—5x1 — bxg — 21x3 + Ta4,
fa(x =xf+x§+x§+xi+x1 —To+ 13 — x4 — 8,

Solugao: z* = (0,1,2, 1),
Ponto inicial: z° = (0,0,0,1).

Teste 56 - Maxquad [LE77]
Dimensao = 10,
Funcao:

fla) = max {z"Aix — bz} +0.8414084;

Ponto inicial 1: z° = (1,....,1),

Ponto inicial 2: z° = (0, ....,0).

Teste 57 - Shor [Sho85]
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Dimensao = 5,

Funcao:

f(z)= max {bz — a;;)?} — 22.600016;

1<i<10

Ponto inicial: z° = (0,0,0,0,1).

Teste 58 - Maxq [MN92]

Dimensao = 20,

Funcao:
_ 2.
f@) = max G2
Ponto inicial: 29 =4, i = 1,..., 10,
Ponto inicial: 29 = —i, 1 = 11, ..., 20.

Teste 59 - Maxl [MN92]

Dimensao = 20,

Funcao:

fa) = max ()
Ponto inicial: 29 =4, i = 1,..., 10,
Ponto inicial: 29 = —i, i = 11, ..., 20.



