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Resumo

Este trabalho tem como objetivo analisar o comportamento assintético, para tempos longos, de
solucoes da equacao de Burgers e de algumas de suas extensoes. Essa analise é feita através de um
método multiescala dito Grupo de Renormalizagdo. Inicialmente, introduzimos o problema de
valor inicial analisado e enunciamos os resultados desta tese. A estrutura do método é estabelecida
para o caso linear sob a condicdo de dado inicial de massa zero. Posteriormente, o método
é generalizado e passamos ao estudo da equagao de Burgers e de algumas de suas extensoes
utilizando o mesmo método.

Palavras-chave: comportamento assintético; grupo de renormalizacao; equagao de Burgers;

dado inicial com massa zero.



Abstract

This work aims to analyze the long time asymptotic behavior of solutions to the Burgers equation
and some of its extensions. This analysis is done through a multiscale method known as
Renormalization Group. Initially, we introduce the initial value problem we have analyzed and
state the results of this thesis. The method’s structure is established for the linear case where
the initial data has mass zero. Subsequently, the method is generalized and we move on to the
study of Burger’s equation and some of its extensions using the same method.

Keywords: asymptotic behavior; renormalization group; Burgers equation; initial data with

mass Zero.



Sumario

1 Introducao
1.1 Breve historico do método e alguns resultados preliminares . . . . . . . . ... ..
1.2 A origem do problema tratado nesta tese . . . . . .. ...

1.3 Descricao do resultados obtidos . . . . . . . . ... ... L

2 O Operador RG e a Equacao Linear
2.1 O argumento heuristico . . . . . . . . . . L
2.2 Definicao e propriedades do operador RG linear . . . .. .. .. ... .......

2.3 O comportamento assintotico - Caso linear com dado inicial de massa zero

3 O grupo de renormalizacao para a Equagao de Burgers
3.1 As classificacoes das nao-linearidades . . . . . . .. ... ... ... ...
3.2 Existéncia e unicidade local . . . . . ... oo
3.2.1 Resultados preliminares . . . . . . . . . .. ... oo

3.2.2 O teorema da existéncia e unicidade local . . . . . . . . . . . ... ... ..



3.3 Os primeiros passos do processo indutivo . . . . . . . .. ... ... ...
3.4 O Lema da Renormalizagao para a Equacao de Burgers . . . . . .. .. ... ...
3.5 Processoindutivo . . . . . . ... L

3.6 O comportamento assintotico . . . . . . .. Lo

Nao linearidades do tipo u?"ly"”
4.1 Resultados Preliminares . . . . . . . . . . e
4.2 Existéncia e unicidade local . . . . . . . .

4.3 Renormalizacao e demonstracao do Teorema 1.2 . . . . . . . . .. ... ... ...

Referéncias

A Transformada de Fourier

65

68

71

79

86

89



10

Capitulo 1

Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar, através do método do Grupo de Renormalizacao, as

propriedades assintoticas, para tempos longos, da solucao do seguinte problema de valor inicial

(pvi)
Up + Uy = Ugy + AF(u,uy), x € Rt > 1, (1.1)
u(z,1) = f(z), x € R. :

O dado inicial f(x), que sera especificado posteriormente como elemento de um determinado

espaco de Banach, deverd satisfazer uma das duas hipoteses a seguir:

1. f(z) satisfaz a condi¢ao de massa (ou média) zero
/ f(x)dz = 0; (1.2)
R

2. f(z) é uma fungiao fmpar de x. Em particular, f satisfaz a condigio (1.2).

O parametro A é um nimero real que, sem perda de generalidade, sera tomado no intervalo [—1, 1].
F(u,u,) denota, genericamente, as nao-linearidades da equagao e estas serdo, necessariamente,
distintas de wu,. Informalmente, podemos descrever o resultado principal deste trabalho da

seguinte maneira:

se o dado inicial f for “pequeno” (em um certo sentido) e se uma das duas hipdteses a sequir for

satisfeita:
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H-1) A =0 e f satisfaz a condi¢ao de massa zero;

H-2) X\ # 0, f é impar e o termo nao-linear F(u,u,) € uma soma, a ser especificada

posteriormente, de parcelas da forma u>™u?;

entio a solu¢ao u(x,t) do pvi (1.1) estd definida para todo t e, para t > 1,

wet) =557 (2. (13)

onde A é um pré-fator e
2

x°
. re 1

1($):_§\/E.

H-1 e H-2 estao ligadas, respectivamente, as hipoteses dos teoremas 1.1 e 1.2 que serao enunciados

na Secao 1.3 e provados nos capitulos 3 e 4, respectivamente.

1.1 Breve histérico do método e alguns resultados
preliminares

Para provar os teoremas 1.1 e 1.2, usaremos o método do Grupo de Renormaliza¢io (RG).
Esse método foi muito bem sucedido na determinacao da forma assintotica de solucoes de
equacoes de evolucao nao-lineares. O método se baseia na invariancia por mudancas de escalas
e na autossimilaridade de EDPs e de suas solugoes. O mesmo foi formalmente desenvolvido,
do ponto de vista das Equacgoes Diferenciais, no inicio dos anos 90 por Goldenfeld, Oono e
colaboradores [14, 16, 17|. Posteriormente, Bricmont et al. [10] desenvolveram rigorosamente
esse método. Ainda nos anos 90, Chen e Goldenfeld [13] apresentaram uma versiao numérica para
a implementacao do método do Grupo de Renormalizacao. Mais tarde, uma versao modificada
desse método foi implementada numericamente por Braga, Furtado e Isaia [3] e, logo depois,
Braga et al. [5], baseados nesses e em outros trabalhos, estudaram numericamente alguns
problemas para a equacao de difusao nao-linear com coeficientes de difusao peridédicos. Nessa
mesma linha de estudo, varios outros trabalhos, tanto analiticos quanto numéricos, envolvendo
equacoes diferenciais foram desenvolvidos utilizando-se 0 método do Grupo de Renormalizacao

[2,4,6,7,8,9, 12
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Para o trabalho desenvolvido nesta tese, cumpre ressaltar alguns dos resultados obtidos por
Bricmont et al. em [10], onde os autores usaram o RG para estudar o comportamento assintotico

das solugoes do problema de valor inicial

(1.5)

{ Up = Uy + G(Uy Uy, Ug), x € RJE> 1,
u($7 1) = f($)7

onde
G(u,v,w) = E Ca,b,cuavbwc.

{a>0,6>0,c>0}

Dentre os varios resultados apresentados em [10], os dois a seguir sdo os que mais nos interessam:

1) sob a condi¢do a + 2b + 3¢ > 4 nos expoentes da soma acima, a solu¢ao u(z,t) do pvi (1.5),

assintoticamente no tempo, se comporta como

u(x,t) ~ %gb <%> , quando ¢t > 1, (1.6)
onde
6(x) = ——e %, (1.7)

Var

isto é, u(x,t) decai para zero e se espalha espacialmente com taxa V/t, tendo como funcio perfil

a distribuicao gaussiana ¢;
2) se G(u,v,w) é da forma

G(u,v,w) = — uty + A Z Caybjcu“vbwc, (1.8)

{a+2b+3c>4}

entdo, para t > 1, a solugdo u(x,t) assintoticamente mantém as mesmas taxas de espalhamento

e decaimento mas a funcao perfil é modificada, isto é

1
u(z,t) = —

Vit

onde f}; representa a familia de fun¢oes

5 <\%> quando ¢ > 1, (1.9)

fale) = o)

=TT Be(a) (1.10)

em que ¢(x) é dado por (1.7), e(x) = (47)7 ! ffoo e~ 'Tdy ¢ a funcio-erro e o pré-fator B depende,

dentre outras coisas, do dado inicial f. A segunda situagdo, descrita acima, é a que mais nos
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interessa pois a nao-linearidade G, dada por (1.8), é similar a nao-linearidade —uu, + A\F' do pvi
(1.1). Sob a condi¢ao de massa zero (1.2), segue dos resultados de [10] que o pré-fator B se anula e,
consequentemente, (1.9) nao nos fornece nenhuma informacao relevante sobre o comportamento
assintotico da solugao exceto que u(z,t) ~ 0 se t > 1. Se quisermos informagcoes mais precisas
entao é necessario modificar o operador RG definido em [10] e é isto o que faremos neste
trabalho. Mostraremos que é possivel redefinir esse operador de maneira que o comportamento

(1.3) prevaleca sobre (1.9).

Outros trabalhos importantes a serem ressaltados aqui sao os estudos de Bona et al. em |11, 12].

Através do método do RG, eles analisaram o seguinte problema de valor inicial:

{ut—kupuz—kuzm—kMBu:O, reR, t>0, (111)

u(z,0) = f(x), x€R,
onde Mg é um operador que, no espago de Fourier, satisfaz a propriedade @(w) = |w|?, com
1/2 < B <1e28<p. Em [11] eles utilizaram o RG para mostrar que, se o dado inicial for suave
e pequeno o suficiente, entdo o comportamento assintotico da solu¢ao do pvi (1.11) ndo depende
da nao-linearidade, da dispersao e nem mesmo do dado inicial (exceto pela sua massa). Em
seguida, em [12], eles refinaram a analise assintotica para identificar os efeitos da nao-linearidade
e da dispersao no comportamento da solu¢cdo em tempos longos. Bona et al. verificaram que, se

o dado inicial for suficientemente pequeno e se u(x,t) é a solugao de (1.11), entao,

1
u(z,t) =~ 251/_2,8FA73($’t)7 quando t > 1,

com I'4 g(x,t) definida no espaco de Fourier como

F/A:B(w,t) — Ae I [iAtw® — iBw] e P 4 N(w, ),

onde A é a massa do dado inicial f, B é uma constante dependente de f,

-~ w t —|w|2Bt=) A * 1/28 A * iwx | —|w|?P
N(w,t) = 1), e F 51/26f (-/s'%") (w)ds e f*(z) = Re e dw.

p+

Dessa forma, eles mostraram que, enquanto a dissipa¢do domina o decaimento, a dispersao e a
nao-linearidade sao evidentes em termos de segunda ordem. Além disso, a dependéncia que é
obtida dos dados iniciais, captura o termo predominante no comportamento assintético quando

a perturbagdo tem massa total zero. Apesar de Bona et al. terem obtido essa corre¢ao em [12],
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14 ela nao surge de maneira natural através da convergéncia das iteradas de um operador em
torno de seu ponto fixo diferentemente do que apresentamos nesta tese. Além disso, embora
nao consideremos o termo dispersivo, trataremos de nao-linearidades mais gerais que as tratadas
em [12] e consideraremos o dado inicial com massa zero. Essa abordagem é possivel pois, como
ficara claro no Capitulo 2, nao utilizamos o scaling canonico como feito nos trabalhos anteriores,
inclusive em [12]. Essa nova mudanca de escalas modifica a classe de pertubagdo a qual as
pertubagoes da forma uPu, pertencem (veja Se¢do 3.1) e, consequentemente, nos permite tal

generalizagao.

1.2 A origem do problema tratado nesta tese

A motivacdo para este trabalho surgiu da nossa tentativa de compreender, dentro do contexto
do método do Grupo de Renormalizacao, os resultados numéricos apresentados por Braga et. al.
em [4] e relativos ao pvi (1.5) quando G(u,v,w) = —uw, veja (1.8) com A = 0, e quando [ tem
massa zero. Como observamos no paragrafo anterior, sob estas hipoteses s6 é possivel concluir
de (1.9) que u(z,t) ~ 0 se t > 1, nada além disto. Em [4], usa-se o Grupo de Renormaliza¢ao
Numeérico (NRG), um algoritmo multi-escala que é robusto o suficiente para fornecer todas as
informagoes assintoticamente relevantes (taxas de decaimento e espalhamento temporais, além
da fungao-perfil com que estas taxas ocorrem) de solugdes de problemas de valor inicial para
equagoes do tipo parabélicas. Em particular, na Se¢ao 2.3 daquele trabalho, usa-se o NRG para

estudar o seguinte pvi associado & Fquac¢ao de Burgers com viscosidade v:

{ U + Uy :I/Ua:ameRat>07 (112)

u(z,0) = f(z), z € R,
em que o dado inicial f satisfaz a condi¢do de massa zero (1.2). O procedimento em escalas
multiplas, numericamente implementado em [4] para o caso v = 0.01, indica que, para x fixo, a
solucao do pvi (1.12) sob a condicao (1.2), decai para zero, como funcao do tempo ¢, da seguinte

maneira
T

A

com f; dado por (1.4). A menos de constantes multiplicativas, podemos reinterpretar o resultado

) >, (1.13)

numérico (1.13) da seguinte maneira:
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sob a condi¢ao de massa zero (1.2), a solugao u(x,t) do pvi (1.12) decai para zero com taza t,

se espalha com taza t'/% e tem fi(x/\/v) como fungdo perfil, isto é,

X

tu(Vtx,t) = Af; (ﬁ

).t

Como ressaltado em [4], o pvi (1.12) possui solugao explicita. De fato, usando a transformagcao
de Hopf-Cole, Whitham [23] obtém uma representacdo integral para a solucdo wu(zx,t) e,
desta representacao, pode-se concluir que, sob a condicao (1.2), o comportamento (1.13)
estd corretamente predito pelo NRG. A conclusao é que o algoritmo numeérico multi-escala
implementado em [4] prevé corretamente os expoentes de decaimento, o = 1, de espalhamento,
B = 1/2, e a fungao perfil f;(z), sendo estas informagoes um forte indicio de que deveria ser
possivel estabelecer analiticamente um argumento multi-escala que nos forneca estes parametros

por primeiros principios.

Observe que o pvi (1.12), com v = 1, é um caso particular do pvi (1.1) com A = 0 e que, neste
caso, o comportamento dado por (1.13) é idéntico ao dado por (1.3). Portanto, podemos dizer
que, nesta tese, nos estudaremos uma equacao generalizada de Burgers com viscosidade fixada
em v = 1. O nosso objetivo é explicar, usando um argumento analitico em escalas multiplas, que
o resultado numérico (1.13) para a solu¢ao do pvi (1.12) com dado inicial de massa zero, é uma
manifestacdo da dinamica associada as iteradas de um operador para o qual f; é um ponto fixo.
Mostraremos que, sob a hipotese H-2, este argumento se estende para a equacao generalizada de
Burgers (1.1), isto é, veremos que o comportamento (1.13) também se manifesta para as solugoes
do pvi (1.1) com A # 0. Justificaremos, dentro do espirito do Grupo de Renormalizacao, que o
comportamento assintotico numericamente predito (1.13) advém das iteradas de um operador de
renormaliza¢ao com expoentes « e 3 corretamente escolhidos (. =1 e = 1/2) e para o qual f;

é um ponto fixo.
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1.3 Descricao do resultados obtidos

Iremos agora descrever os resultados obtidos nesta tese. Considere as fungoes f : R — R,
Lebesgue integraveis, tais que a sua transformada de Fourier f(w) seja de classe C2. Para ¢ > 1,
defina

171l = sup(t + ) (|7} + 17 ()l + 7)) (1.14)
Também defina o seguinte subconjunto de L'(R)

B, = {f € L'(R) : f(w) € C*(R) e || fll, < +oo} _ (1.15)
De maneira similar ao que foi feito em [8|, é possivel mostrar que || - ||, ¢ uma norma, que o par

(Bgs |l - |l4) € um espago de Banach e que B, C L*(R) N L*(R) N L>(R). Diferentemente de todos
os trabalhos anteriores sobre o RG analitico, a nossa defini¢ao (1.14) de norma inclui um termo
de derivada segunda. Nos proximos capitulos ficara clara a importancia desse termo nesse caso.
Finalmente, definimos a seguir a classe das nao-linearidades que serdao abordadas neste trabalho:

F(u,v) = Z Con ™", (1.16)

m>a,n>b
4a+3b—2>0

No Capitulo 3 determinaremos a solugdo u(z,t) do pvi (1.1) para o caso A = 0, a qual sera
dada implicitamente em termos da nao-linearidade wu,. Neste sentido, para que possamos
aplicar o método do RG precisamos garantir que, para todo t > 1 fixo, porém arbitrario, a
derivada primeira com respeito a « de u(x,t), uy(x,t), esteja bem definida e seja um elemento de
L*(R). Agora, lembrando que h,(w) = iwh(w) quando h, h, € L2(R), temos que wh(w) € L*(R)
desde que, para |w| > 1, seja valida a condicdo [w/Al(w)r ~ Clw|~(+9, para algum ¢ > 0,
ou, equivalentemente, h(w) &~ C|w|~®/2+9. Portanto, lembrando que a transformada de Fourier
¢ uma bije¢ao de L?*(R) em L*(R) temos que h, € L*(R) desde que ¢ > 3/2. Devido a essa

observagao, no Capitulo 3 utilizaremos a restricdo ¢ > 3/2 e obteremos o seguinte resultado:

Teorema 1.1 Dados ¢ > 3/2 e f € B, satisfazendo a condicao de massa zero (1.2), considere
o pvi (1.1) com X\ = 0. Ezistem nimeros ¢ > 0 e A = A(f,uu,) tais que, se ||f|l, < €, entio o

pvi (1.1) possui uma unica solu¢io u(x,t) definida para todo t > 1 e o sequinte limite € vdlido

lim [tu(tz-,t) — Aff()]l, =0, (1.17)

t—400
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onde f{(-) € dado por (1.4).

Observagao 1.1 O Teorema 1.1 se refere ao pvi (1.12) que foi estudado numericamente por

Braga et. al. em [{]. Portanto, este teorema valida os resultados numéricos ld obtidos.

Observagao 1.2 Ainda sob a hipdtese de massa zero, o Teorema 1.1 pode ser generalizado para
equacoes da forma

u + [h(uw)]e = gy,

onde h(u) é uma fun¢ao analitica na origem. Isto ficard claro durante a prova do teorema no

Capitulo 3.

No caso em que a nao-linearidade da equacdo tem uma forma mais geral do que [h(u)],, ainda é
possivel generalizar o Teorema 1.1 e este é o contetido do Teorema 1.2. Contudo, foi necessario
alterar a hipotese sobre o dado inicial e supor que ele fosse impar e que as nao-linearidades da
equacao preservassem essa simetria. Em particular, esta é a razdo porque F'(u,v) é da forma
(1.16) ja que somas dessa forma preservam a simetria impar da solugao. Além disso, para analisar
o problema mais geral (1.1) é necessaria uma restri¢ao adicional ao valor de ¢, para garantir a
convergéncia das séries de poténcia que aparecerao nos calculos devido a (1.16) (veja Proposi¢ao

4.2). Assim, no Capitulo 4, consideraremos ¢ > 2 e mostraremos o seguinte resultado:

Teorema 1.2 Dados q¢ > 2 e f impar em By, considere o pvi (1.1) com || < 1 e F definida
em (1.16). Ezistem nimeros ¢ >0 e A = A(f, F) tais que, se || f||, < ¢, entio o pvi (1.1) possui
uma unica solu¢ao u(x,t) definida para todo t > 1 e o sequinte limite € vdlido

lim (tu(tz-,t) — Af (-)ll, =0, (1.18)

t—400

sendo fi(-) dada por (1.4).

Ambos os resultados acima serao obtidos via técnica do Grupo de Renormalizacao e, dessa forma,
devemos inicialmente estudar como o método funciona no caso do estudo assintético da equacao

linear, com dado inicial de massa zero (1.2). Com isso, esta tese esta assim dividida: no Capitulo
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2, inicialmente damos um argumento heuristico, no caso da equacao linear, para explicar porque
a condi¢ao de média zero nos leva ao comportamento (1.3). Este argumento motiva a defini¢ao
do operador Grupo de Renormalizacdo para o caso linear, que tem como ponto fixo a func¢ao
perfil dada por (1.4) e contrai, para valores de L suficientemente grandes, fun¢oes em B, com
média e primeiro momento nulos. Tais resultados sao enunciados, demonstrados e utilizados em
seguida para verificar que a solu¢ao do pvi no caso linear e com dado inicial de massa zero, se
comporta, para tempos longos, como um miltiplo de f}, isto é, se comporta como em (1.3). No
Capitulo 3, classificamos as nao-linearidades da equacao de acordo com o scaling adotado para
definir o operador RG e estudamos o comportamento assintotico da solugao do pvi (1.1), com
A = 0, considerando novamente que o dado inicial tenha massa zero. Para isso, inicialmente
demonstramos o Teorema de Existéncia e Unicidade Local para a solucao desse pvi e definimos
o operador Grupo de Renormalizacao para este caso. Posteriormente, explicitamos os primeiros
passos do processo iterativo e os generalizamos indutivamente para, por fim, concluirmos a
demonstracao do Teorema 1.1. No Capitulo 4, os argumentos do Capitulo 3 sdo generalizados

para o caso A # 0 no pvi (1.1), com dado inicial fmpar, demonstrando com isso o Teorema 1.2.
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Capitulo 2

O Operador RG e a Equacao Linear

O principal objetivo desta tese é estabelecer uma versdo analitica do RG que seja capaz de validar
o resultado numeérico (1.13) obtido via nRG, relativo ao pvi (1.1) com A = 0 e sob a condi¢ao

(1.2). Posteriormente, mostraremos que o método se aplica a problemas mais gerais.

Para a compreensao do método precisamos inicialmente estabelecé-lo no caso linear, o que faremos
portanto neste capitulo. Dessa forma, na Se¢ao 2.1, apresentaremos a heuristica que nos levara
a definicao do operador RG. Na Secao 2.2, definiremos o operador linear e estudaremos as suas
propriedades, sendo uma delas o Lema da Contracdo. Finalmente, na Se¢do 2.3, obteremos o

limite (1.18) (veja Teorema 1.2) no caso da equagao linear.

2.1 O argumento heuristico

A primeira coisa a fazer é entender, heuristicamente, qual é o mecanismo por tras da mudanca
de comportamento de (1.3) para (1.13) se f tem massa zero. Supondo que (1.13) esteja correto,
fazendo t = L?, L > 1, somos levados a definir o rescaling L?*u(Lx, L?) (ao invés do rescaling
canonico Lu(Lxz, L?), veja [8]). Sendo este o caso, continuando com o raciocinio, termos da
forma u®u®’, na EDP u; = u,, + u®u®, seriam contraidos por um fator de L22+3~% desde que

2a+3b—4 > 0. Em particular, este seria o caso do termo de Burgers uu,, isto é, este termo seria

“irrelevante” no limite L > 1. Baseados nisto, iniciaremos a nossa analise com a EDP linear e,
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a posteriore, mostraremos que o scaling correto é, realmente, o motivado pelo comportamento

(1.13) se f tem massa zero. Portanto, considere o pvi

U — Uz = 0, zER, t>0,
2.1
Vi 2050, &1
com f € B, ¢ > 1, cuja solugao pode ser representada por
1 oe —w?t iwz
u(z,t) = py. e e f(w)dw, (2.2)
™ — 00

em que f(w) = Jpe " f(x)dx é a transformada de Fourier de f(z). Para tempos longos,
a contribuicdo mais importante, na integral acima, vem da regido w ~ 0. Considerando,
entdo, |w| < ¢, para ¢ > 0 dado suficientemente pequeno, fazemos uma mudanca de variaveis e

expandimos f (w) em torno da origem para obter que
1

NG ‘ JE(O)‘F%JE/(O)—FO([%} )] dw, t>1.

Segue desta aproximacao que, se f (0) # 0, entdo a contribui¢do mais importante, no limite ¢ > 1,

€—w2 eiw (%)

u(x,t) ~

w
\/E‘<F

é

~

1O (=
u(z,t) ~ ﬂ(b(\/f)7 t>1, (2.3)

em que ¢ ¢ a distribuicio Gaussiana (1.7). Observe que f (0), dado pela integral [, f(z)dz, € a

média de f. Uma possivel leitura da aproximagao (2.3) é que

se f tem média nao nula entio a solugao u(x,t) decai para zero com taza Vt, espacialmente se

espalha com taza \/'t, e mantém um perfil dado pela distribuicio gaussiana ¢.

Contudo, se o dado inicial tiver média zero, entao (2.3) se reduz a u(z,t) ~ 0, ndo nos dando
nenhuma informag¢ao quantitativa sobre a maneira como u(x,t) se aproxima de zero. Por esta
razao, temos que ver qual é a proxima contribuicao na aproximacao acima. Continuando, se
£(0) =0, isto ¢, se a condicao (1.2) ¢ valida, entdo a aproximacdo acima se torna

£(0)
27t

u(z,t) =~ / we‘“’QeM(%) do+eO(t™h), t>1,
[

9 A/ . x
L(O) / iwe‘w2ew(w>dw +e'O (t_l) , t>1,
2t Jr

Q

Q

A, [=x
2 I <%> t>1, (2.4)
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sendo A = —if'(0) e fF definida em (1.4). Diferentemente de (2.3), onde as taxas de decaimento e
espalhamento sdo dadas por v/ e a fun¢do perfil ¢ dada pela gaussiana ¢(z), a aproximacio (2.4)
prevé um comportamento completamente diferente. Observando que 1 f’(O), dado pela integral
fR xf(x)dx, representa o “primeiro momento da distribui¢do f” (no nosso caso, f nao tem que
ser necessariamente positiva e, por isto, nao representa necessariamente uma distribuicao de

probabilidade), podemos concluir que

se o dado inicial tem média zero mas primeiro momento nao-nulo entao, para tempos longos, a

solugdo do pvi (2.1) decai para zero com tava t, se espalha com taza \/t e tem fi(z) como fungdo

perfil.

Observe que o comportamento (2.4) é similar ao predito numericamente (1.13) exceto pelo fato
de que esse ultimo se refere a equacdo de Burgers, A = 0 em (1.1). Portanto, partindo da
aproximagao (2.4), definiremos o RG linear respeitando as taxas de decaimento e espalhamento
dadas por esta aproximacao. Mostraremos que f;(x) é ponto fixo do mesmo e, a partir das suas
propriedades, provaremos que o resultado numeérico (1.13) para a Equacdo de Burgers pode ser

entendido como uma manifestacao desta definicao e das suas propriedades.

2.2 Definicao e propriedades do operador RG linear

Nesta secdo, e no resto deste trabalho, L? representara a escala de tempo no qual o procedimento
de reescalonamento sera realizado. A condigdo L > 1 deve ser satisfeita pois queremos que (L?)"
represente “tempos grandes”. Sendo assim, consideraremos que o dado inicial serd sempre dado

em t = 1. Dito isto, consideremos o seguinte pvi

Up — Upy = 0, xeR, t>1, (2.5)
u(z,1) = f(z), f€By, ¢>1. '
E facil verificar que uma solucio desse pvi é dada pela integral
(2,1) [ )y, 1> (2.6)
ulr,t) = —F/——— e 41 , , .
VAr(t—1) Jr e

e pode-se provar que esta ¢ a unica solugao em B, pois B, C L>(R), veja [8] ou [15]. Na Secao

2.3, nds provaremos o seguinte resultado:
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Se o dado inicial f tem massa zero e se u(x,t) é a solu¢io do pvi (2.5), entao
lim [[tu(vVt,t) — Affllg, =0
t—00
sendo A = —if'(0).
O limite acima justificara a aproximacao (2.4). Observe que esse limite ¢ a versdo linear do

limite (1.18), no Teorema 1.2. Obteremos esse limite usando o RG. Como argumentado na sec¢ao

anterior, definiremos o operador RG linear como
(Ruf)(x) = Lu(La, I2), (2.7)
em que u(x,t) é a solugdo do pvi (2.5). A defini¢do acima incorpora o seguinte procedimento:

utilizando a EDP associada ao pvi, evoluimos a condicdo inicial f do tempo 1 ao tempo L2,

reescalonamos a varidvel x por L e reescalonamos a solucdo u por L?.

Como v(x,t) = L*u(Lx, L?t) é solugao da equagao do calor se u(z,t) o é (equivalentemente,
dizemos que a equagao do calor é invariante pela mudanca de escalas), podemos, ao invés de
considerar o pvi (2.5) para t > 1, considerar copias desse pvi com a restricio ¢ € [1, L?] mas

variando a condicao inicial

U — Uy = 0, xER, t el L7,
Ve (). 28)
onde fo = f e fuor1 = Rpf.. Para que o pvi (2.8) faga sentido, temos que provar varias

propriedades de Ry, o que faremos a seguir. Embora o enunciado destas propriedades sejam
idénticas aos enunciados das propriedades da versao anterior do RG, veja [8], ha uma diferenca
entre o que fazemos aqui e o que se faz la: a defini¢do (1.14) da norma || - ||, difere da defini¢ao
anterior pela incorporacao do termo de derivada segunda no lado direito da definicao. Por isto

se faz necessario provar, nesta nova norma, os mesmos resultados.
Proposicao 2.1 O operador Ry, definido por (2.7), € linear e leva B, em B,.
Demonstragao: Utilizando a representacao integral da solugao do pvi (2.5) dada por (2.6), é facil

ver que o operador Ry, é linear. Vamos mostrar que, dada uma funcao f € B, com ¢ > 1, a

imagem de f pelo operador RG também estd em B,.
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Aplicando a Transformada de Fourier em ambos os lados da igualdade (2.7), obtemos:

Rif(w) = Lf(%) e (1-72), (2.9)

Observando que f € B, implica em f(w) € C2(R), segue que Ry f(w) € C2(R). Falta mostrar
que [|RLf|lq < +o0. Segue de (2.9) que

— ~ (W
mre)] <27 (7)]
Agora vamos estimar }?L\fI (w)‘ Derivando ambos os lados de (2.9) em relagdo a w, temos:
— -~ 2 1 1\ -~ 2 1
Rif @) =7 (5) =0 coor (12 ) F(5) 08, o

e usando que e < 1, para todo x € R, obtemos:

+2L,/1—ﬁ‘f

Agora, derivando ambos os lados de (2.10),
Rof'w) =41 p (5) -2 (1- L) (%) -2 (1- 1 7(%)
t L’ \L L? L )’ \L
1\ ~/w —w?(1-1)
2 o el w?(1——5
WL (1 L2) 7 (L> } e ), (2.11)

Assim, o lado direito de (2.11) pode ser limitado superiormente por
— -~ w -~ (W ~/W
<[P ()] =27 ()] +or|F (Z)]
Fof @] < |7 (5)|+ 4|7 (5)] +6L |7 (5

Da definicdo da norma (1.14), usando as cotas obtidas para ‘}?L\f (w)],

Gl

Notando que L > 1 implica em (1 + |w|?) < LI(1 + |%]"), obtemos:

<[Pl (E)]

R @) <7

— ‘

fif @) e |Bif @)

(@2l

segue que

1Rl < sup(1+[wl?) (91]F(F)]) +5

IRLfllg < OLT £

e, como f € By, segue que ||Rf|l, < +00, 0 que conclui a prova do lema.
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Uma das propriedades do operador RG que serd importante para o desenvolvimento deste

trabalho é a chamada propriedade de semi-grupo, apresentada na proxima proposi¢ao:

Proposicao 2.2 Se n é um nimero natural e n > 2 entao a sequinte igualdade é vdlida

RLO-'-ORL :RL"'
N————

(n-1) composigoes

A demonstracao desta proposi¢ao é similar a apresentada nas referéncias |8, 22|, exceto pelo fato
de que, neste trabalho, estamos considerando o scaling nao canénico. O lema a seguir garante

que o espa¢o B, é nao trivial, B, # (), e que o operador RG possui um ponto fixo:

Lema 2.1 1. f¥, dado por (1.4), é um elemento de By, para todo inteiro q > 1;

2. fr € ponto fizo do operador RG, isto €, Ry [y = f;
3. se g€ By esegw)= WP fi(w), p > 0, entio Rpg = 759, isto €, g € um autovetor de Ry,

com autovalor 1/LP.

Demonstragao: Inicialmente, notemos que, de (1.4),

fl*(w) = iwe_“’z,]?fl(w) = ie " — 2w, fl*ﬂ(w) = —6iwe ™" + diwe™". (2.12)
Logo, das identidades acima e da defini¢ao de norma em B, temos que
(2.13)

150y < Sup(1 + o) (1 Tho] + 20 + ) 7" = ky <
we

e portanto f; € B,. Agora, segue de (2.9) que
E]E‘(w) = Lf\f (%) e_w2(1_ﬁ) =11 <%) e_(%) e_w2(1_712) = iwe_w2 = :*(UJ)

e, se g € By, ¢ > 1, tem representagio g(w) = wpfl* (w), com p > 0, entdo,

P~ 1 .

1) W =5iw.

Rugl) = (7)
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Aplicando a transformada de Fourier inversa em ambos os lados das igualdades acima, obtemos

os itens 2 e 3, o que finaliza a demonstragao do lema.

Uma tltima e importante propriedade do operador RG que mostraremos nesta secao e que
serd essencial para a determinacao do comportamento assintético, tanto no caso linear quanto
posteriormente no problema nao-linear, é o fato do operador contrair func¢oes de média e de
primeiro momento nulos, isto ¢, a norma de Rpg sera estritamente menor do que a norma de g
se L for grande o suficiente e se ¢ tem média e primeiro momento nulos. Este é o contetido do

Lema da Contracao que provaremos a seguir.

Lema 2.2 (Lema da Contracao) Dados L > 1 e ¢ > 1, para toda fun¢io g € B, satisfazendo
9(0) =9'(0) =0, existem duas constantes C = C(q) >0 e Lo > 1 tais que

C
1Beglls < TNl

para todo L > Ly.

Demonstra¢ao: Notemos inicialmente que, se g € B, é tal que g(0) = g’'(0) = 0, pelo Teorema

Fundamental do Célculo e pela defini¢ao de norma em B:

%] i
7 (2 o 1914 ‘w‘
- < < _Wllg 4 | '
’9 <L)‘ —/0 9 (t)‘dt—/o T W ST 191l (2.14)
€
w |%] w2
glz)l= gl < || gl 2.15
i(3)] < [ @l <] 1ol 215)

sendo que na ultima desigualdade utilizamos (2.14).

Agora, de (2.9) e (2.15),
Rrg(w)] < wie— (=) 19lla

De (2.10), (2.14) e (2.15), obtemos:
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De (2.11), (2.14) e (2.15), obtemos:

@Il(w)‘ < (14 6w + 4w?) e (1-22) ||9LHq
Tomando L > Ly = \/g e
w2
C = C(q) = sup(l + |w|?) (1 + |w| + Tw® + 2Jw|® + dw’) e™ 7, (2.16)
w€eR
concluimos que
C
1Reglly < 1l

para todo L > L. |

2.3 O comportamento assintotico - Caso linear com dado
inicial de massa zero

Como anunciado na Se¢ao 2.2, nesta se¢ao provaremos o seguinte resultado:

Teorema 2.1 Se u(x,t) € solu¢iao do pvi (2.5) com dado inicial f de massa zero, entao, dado
§ € (0,1), existem constantes Ly = L,(0) e C = C(q), tais que
. C
[tu(vVE-,t) = Afflly < = £ llg (2.17)
2

com A = —if'(0), para todo t > L2.

Para provar este teorema, usaremos o método do Grupo de Renormalizagao o qual passaremos
a descrever. O método ¢ iterativo e a ideia por tras do mesmo ¢ decompor o dado inicial f em
duas parcelas. Uma das parcelas estara na dire¢ao do ponto fixo f; do operador R;. Veremos
que a outra parcela terd média e primeiro momento nulos, satisfazendo, portanto, as hipoteses
do Lema da Contracao. Ao atuar sobre esta decomposicao, o operador R deixa fixa a primeira
componente da decomposicao mas contrai a segunda. Iterando este procedimento, veremos que

a sequéncia assim formada convergira e isto nos levara ao resultado do teorema acima.
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Dado fo € B, e A € R, definimos go(z) = fo(x) — Aff(z). Segue do Lema 2.1 que f; € B,
e, portanto, gy € B,. Se fy tiver média zero, entao, é claro que g, também terd média zero,
independentemente da escolha de A, uma vez que f; possui média zero. Contudo, para que g
tenha primeiro momento nulo, ou seja, para que gy (0) = 0, devemos tomar A = —ijA’OI(O). Assim,

temos a seguinte conclusao:

~1
Conclusao 0: se fy € B, tem média zero e se A = —if, (0) entio fy pode ser decomposto na

soma fo(x) = Afi(x) + go(), sendo go € By e 3o(0) = g0’ (0) = 0.

Vamos verificar que esta propriedade é preservada pela evolucao do dado inicial pelo operador
RG linear. Considere o pvi (2.5), restrinja a variavel ¢ ao intervalo (1,L?] e redefina o dado
inicial f por fo. Como fy € B, entao o operador Ry, dado por (2.7), estd bem definido. Pela
Proposicao 2.1, como Ry fy € B, entao Ry fy = fi € B,. Ainda por esta proposicao, Iy, ¢ linear.
Além disto, pelo item 2 do Lema 2.1, f{ é ponto fixo de R;. Estas duas informacoes nos levam a:
fi=Rrfo= Rr(Aff + g0) = Aff + g1, onde g1 = Rpgo. Sendo assim, se f, tem média zero e se
A= —z’fol(()), segue de (2.9), (2.10) e da conclusdo acima que §;(0) = §;'(0) = 0 e, em particular,

f1 tem média zero. Portanto, obtemos a

Conclusao 1: f; = Rpfy € B, tem média zero e pode ser decomposto na soma fi(x) =

Afi(z) + gi(x), sendo g1 € B, e ¢1(0) = ¢i'(0) = 0.

A ideia agora é usar f; como dado inicial de um novo pvi de modo que a conclusao acima seja
preservada quando a evolugao de f; for feita pelo Ry. Considere novamente o pvi (2.5) e agora
restrinja a variavel ¢ ao intervalo (1, L*]. Como (1, L% = (1, L?] U (L?, L*], podemos ver esse pvi
como a superposi¢ao de dois pvis: o primeiro, com ¢ € (1, L?], foi analisado acima; o segundo,
com t € (L? L e dado inicial u(z, L?), pode ser reinterpretado usando-se o reescalonamento
uy(z,t) = L*u(Lx, L*t), onde u(x,t) é solugao no intervalo (1, L%]. De fato, é facil verificar que

uy(z,t) satisfaz ao pvi
U — Uy = 0, te(1,L7,
u(z,1) = fi(z) = Ry fo.

Como f, € B,, entao f, = Rpf; estd bem definida e pertence a B,. Além disso, usando a
conclusio 1, fo = R (Afi + 1) = Aff + go, em que go = Rpg; e, novamente, segue de (2.9) e de
(2.10) que 33(0) = 35'(0) = 0. Em particular, f, tem média zero e, portanto:
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Conclusao 2: f, = Rpfi € B, tem média zero e pode ser decomposto na soma fo(x) =
Afi(z) + go(x), sendo g2 € B, e 32(0) = 3'(0) = 0.

Considere agora, para n > 2, o pvi (2.8) e suponha que f,_; € B, tenha média zero e
fo_1(x) = Aff(x) + gn1(z), sendo g,_1 € By e go1(0) = g,_1'(0) = 0. Entdo, com os mesmos

argumentos anteriores podemos obter a

Conclusao n: f, = Rpf,-1 € B, tem média zero e pode ser decomposto na soma f,(x) =

Afi(z) + gu(z), sendo g, € B, e §n(0) = g,'(0) = 0.

Com isso, estabelecemos o seguinte:

Lema 2.3 Considere o pvi (2.8) com n > 1 e suponha que f,_; € B, tenha média zero e possa
ser decomposto como f,_1(x) = Aff(z) + gn_1(x), sendo g,—1 € B, e go1'(0) = 0. Entio
w = Rrpfao1 € B, tem média zero e pode ser decomposto como fn(x) = Aff(x) + gn(x), sendo

gn € By e 3,(0) = g,'(0) = 0.

A importancia da decomposicao f, = Af; + g, ¢ que o Lema da Contragao podera ser aplicado

a g, para todo n > 1 e assim,

C c\? c\"
gnllg = I1RLGn1llg < —llgnalle < {5 ) lgn2lle << | =) lgollg-
L L L

Logo, se L é tal que C'/L < 1 entao

L (CY
6= 45710 < () llanly = 0 quando n = o

Como veremos, o limite acima seréa essencial na prova do Teorema 2.1.

Demonstragao do Teorema 2.1: Vamos provar o teorema, inicialmente, para uma sequéncia
t, = L?. Fixe n = k e seja u(z,t) a solugdo do pvi (2.5) com ¢t € (1,L?*] e com dado inicial
fo € B, de massa zero. Como vimos acima, este pvi ¢ equivalente a k copias do mesmo, veja o
pvi (2.8) com n = 0,1,--- ,k — 1. Como fy possui massa zero, para cada pvi podemos aplicar
o Lema 2.3. Pela propriedade de semi-grupo, veja Proposicao 2.2, e pelo Lema 2.3 temos que
L*u(L"x,L*") = Rynfo = R} fo. Portanto ||[L*"u(L-, L*) — Affll, = llgnll, €, a partir dai,
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usamos o Lema da Contracao n vezes para concluir que

o (CY
2 (k22 = Af < ($) ol (219

Tomando L > max{C, Ly}, onde C e Ly sao dados pelo Lema da Contragao, concluimos de
(2.18) que ||L*ug(L-, L*™) — Af;ll; — 0 quando n — oo. Obviamente, podemos melhorar esta

estimativa pois a desigualdade (2.18) contém um pouco mais de informac¢ao. Dado § € (0,1)

<
Lo

ao\" co\" 1 \" 1
L - o JE <Ln(1—()‘)'

Usando a cota acima em (2.18) e fazendo t = L?", obtemos (2.17), sendo C' = 1 + k,, onde

J

tome L; > Ly de forma que < 1, para todo L > L;. Entao

usamos que ||goll; < (14 ko[ follq € fo = f. Por fim, para estendermos o resultado para todos
os intervalos (L?", L") dado 7 € (1,L?), com L > L, basta tomarmos ¢t = 7L?" e trocar L
por 72 L em (2.18). Como C e Ly independem de L, a desigualdade (2.17) é vélida para todo
t> L3 1



30

Capitulo 3

O grupo de renormalizacao para a
Equacao de Burgers

Os resultados numeéricos e o algoritmo gerador do nRG em [4] sao fortes indicios de que o método
do Grupo de Renormaliza¢ao poderia ser implementado analiticamente para estudar o problema
de valor inicial associado a Equacao de Burgers. Neste capitulo, mostraremos rigorosamente
que é este o caso. Em particular, mostraremos que o resultado numérico (1.13) corresponde a
dinamica das iteradas do RG, definido por (2.7), na vizinhan¢a de seu ponto critico. Em outras

palavras, veremos que:

para o pvi (1.1) com A = 0 e com dado inicial de massa zero, a solugdo u(x,t) se comporta,
para tempos longos, de maneira similar ao comportamento da solu¢ao do pvi linear (2.5), veja
o Teorema 2.1, diferindo basicamente pelo pré-fator A que, no caso tratado neste capitulo,

dependerd nao so do dado inicial como também da nao-linearidade uu,.

A descri¢do acima é o contetido do Teorema 1.1 enunciado na Se¢ao 1.3. Para prova-lo, usaremos
argumentos semelhantes aos apresentados no Capitulo 2. Entretanto, como a equacao a ser
tratada neste capitulo ¢ nao-linear, devemos entender como o processo de rescaling L*u(Lx, L*t)
afeta a nao-linearidade da equacao. Esta questao ja foi adiantada na Secao 2.1. Na Secao 3.1,
a seguir, classificaremos os termos nao-lineares da equacao seguindo as ideias de Bricmont et
al. em [10] e veremos que a nao-linearidade de Burgers wu, sera classificada como “irrelevante",

sendo contraida no processo iterativo ditado pelo rescaling L?u(Lx, L?t).
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Na Secao 3.2, mostraremos que o pvi (1.1), com A = 0, possui uma tnica solu¢ao local no tempo,
isto é, mostraremos a existéncia e a unicidade de solugdes sob a hipotese t € [1, L?], onde L > 1
é dado de antemao. Feito isso, iniciaremos, na Secao 3.3, a construcdo do processo iterativo que
da origem ao que chamamos de método do Grupo de Renormaliza¢ao. Em consonancia com a
Secao 2.3, onde o método foi usado para estudar o problema linear, faremos os trés primeiros
passos deste processo iterativo mostrando como o rescaling L*u(Lz, [*t) gera novas equagoes
com novos dados iniciais, mantido o intervalo de tempo [1, L?] para todos os novos pvi’s assim
gerados. De maneira similar & decomposi¢ao do dado inicial feita na Secao 2.3, sob a hipotese
de massa zero (1.2) também faremos a decomposicao f = Af; + g de modo que g satisfaca a
hipotese do Lema da Contracao 2.2. Diferentemente do caso linear, em cada etapa do processo
iterativo a nao-linearidade wu, forcara uma definicao do pré-fator A de modo que, no n-ésimo
passo, teremos construido uma sequéncia de dados iniciais f,,, de pré-fatores A,, e de “restos” g,,.
Baseados nos padroes obtidos nas primeiras iteracoes do método, na Secao 3.4 serd enunciado e
demonstrado o Lema da Renormaliza¢ao. Na Secao 3.5, mostaremos indutivamente que g, — 0 e
que A,, — A eisto nos levara ao resultado f,, — AfJ, que é, basicamente, o contetido do Teorema

1.1.

Por fim, de posse dos resultados obtidos nas se¢Ges anteriores, mostraremos na Secao 3.6 a
existéncia e unicidade global da solucao do pvi para a Equacao de Burgers com dado inicial de
massa zero e, posteriormente, que a convergéncia da sequéncia de dados iniciais obtida nas se¢oes

anteriores nos fornecera o limite (1.17) como desejado.

3.1 As classificagoes das nao-linearidades

Em [10], Bricmont et al. introduziram uma classificagdo para as nao-linearidades adicionadas a
equacao do calor linear. De acordo com esta classificacao, existem trés classes as quais um termo
nao-linear podera pertencer. Para darmos continuidade a este trabalho, precisamos verificar a
qual destas classes a nao-linearidade uu,, presente na equacao de Burgers, pertence. Para isso,

consideremos o seguinte pvi nao-linear:

b
Up = Uyy + AU U,
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com0#X€eReabeRT. Dado L > 0, defina a fun¢ao v(z,t) = L*u(Lz, L*t), onde u(z,t) é
solucio da equacido acima. E facil verificar que v(z,t) satisfaz a equacio:

A
v?

Ut = Var T Toargpa ¥ Ve

Observe que se L > 1 e se 2a+3b—4 > 0 entdo || L~ (¢35~ < ||, Intuitivamente, o termo nio-
linear da equagao acima ¢é “contraido” sob a agao do scaling adotado enquanto a parte linear se
mantém inalterada. Da mesma maneira, podemos analisar o que acontece quando 2a+3b—4 < 0
e isto nos leva a seguinte classificagdo: o termo uu® sera irrelevante se 2a + 3b — 4 > 0; seré

marginal se 2a + 3b — 4 = 0; e seréd relevante, se 2a + 3b — 4 < 0.

Nesta tese, estudaremos como as perturbacoes irrelevantes afetam o comportamento assintotico
da solucao do pvi em questdo. Neste capitulo, trataremos especificamente do caso mais
importante uu,, construindo com cuidado o método do Grupo de Renormalizacao de forma
que possamos, no proximo capitulo, usar os resultados aqui apresentados para estudar o caso

geral uu’ com expoentes tais que 2a + 3b — 4 > 0.

Observagao: Sob a ac¢do do scaling canonico v(x,t) = Lu(Lz,L?t), usado nos trabalhos
anteriores sobre o RG, o termo de Burgers uu, € classificado como marginal. Neste caso, a
nao-linearidade pode afetar fundamentalmente o comportamento assintotico, veja a Secao 1.1

onde descrevemos os resultados da referéncia [10], em particular veja as equagoes (1.9) e (1.10).

3.2 Existéncia e unicidade local

Para provar o Teorema 1.1, temos que estudar o pvi (1.1) com A = 0, reproduzido a seguir

{ Up + Uy = Ugy, T ERE > 1,
u(z,1) = f(x), f € B,

Neste capitulo, estudaremos um problema um pouco mais geral do que o acima, qual seja

{ Ut = Uge +Autl,, TER, t>1,
u(z,1) = f(z), fe€ B,

com \ € [—1,1]. No decorrer da exposi¢ao, mostraremos que a condi¢do g > % é suficiente para

(3.1)

provar as afirmacoes deste capitulo. Para estudar o comportamento assintético das solucoes do
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pvi acima, temos primeiro que provar que o mesmo possui solucoes globais. Para isto, usaremos
um argumento similar ao argumento usado no capitulo anterior: primeiro provaremos a existéncia

e unicidade de solugdes do pvi acima com a restri¢io ¢ € [1, L], isto é

U = Ugy + Auug, v €R, tEL L7,
(. o

x, 1) = f(z), feB,
Feito isto, este teorema serd usado para obter a solucao renormalizada em cada faixa de tempo
[L", LY. Finalmente, “colaremos” as solugdes em cada faixa para gerar a solugdo do pvi no
intervalo de tempo [1, L"]. A renormalizagdo ocorrera naturalmente neste processo de colagem,

como explicaremos na Secao 3.5 e isto nos levara a prova do Teorema 1.1.

Nesta secao provaremos portanto que, dados L > 1, ¢ > % e A € [—1,1], se o dado inicial f for
suficientemente “pequeno” em B,, entdo o pvi (3.2) possui uma solucdo tnica local, no tempo

[1, L?] (veja Teorema 3.1).

Para isso, dados g > % e L > 1, definiremos primeiramente o espaco vetorial

B={u:Rx[1, L] —R; u(-t) € B, Vt € [1, L}, (3.3)
Cco1m a norma
[ull = sup [[u(-, &)l (3.4)
te[1,L2]

Dada f € B,, seja uy a solucao da equagao linear associada & equacao de Burgers cuja

representagio integral é dada por (2.6) e considere a bola

By ={u € B/|lu—ugl <|fll}- (3.5)
Nosso objetivo nessa secao é portanto provar o seguinte:

Teorema 3.1 Dados L > 1, ¢ > 3 e X € [-1,1], eziste ¢ = ¢(L,q) > 0 tal que, se f € B, e

I fllg < ¢, entdo o pvi (3.2) possui uma unica solu¢ao na bola By definida por (3.5).

Observagao: E importante ressaltar que os resultados obtidos nesta e nas proximas secoes sao
semelhantes, em espirito, aos resultados apresentados em [8] mas eles se diferem no que concerne

as defini¢oes das normas utilizadas em ambos. Como explicado na Sec¢ao 1.3, na nossa defini¢ao,
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veja (1.14), é necessario acrescentar o termo de derivada segunda. Consequentemente, os espagos
de Banach utilizados seguem moficados. Sendo assim, faz-se necessario a demonstracao dos
resultados aqui apresentados. Obviamente, a outra diferenca entre os dois trabalhos é a hipotese
de média zero sobre o dado inicial sem a qual nao seria possivel provar a convergéncia das iteradas

do operador RG como definido nesta tese. Sob este ponto de vista, a nossa contribuicao é original.

3.2.1 Resultados preliminares

Provaremos o Teorema 3.1 utilizando o Teorema do Ponto Fixo de Banach [20]. Assim,
primeiramente observamos que, como colocado na Secao 1.3, dado ¢ > %, o espaco B, definido
em (1.15), ¢ um espaco de Banach com a norma |- ||,, dada por (1.14) e, como B C B,, é possivel

verificar a proposi¢ao a seguir cuja a demonstragao pode ser encontrada na referéncia |[8].

Proposigao 3.1
(a) a funcao || || : B — Ry, dada por (3.4), define uma norma em B;

(b) (B,||-]|) € um espago de Banach.

Definiremos em seguida o operador
T: B — B
u

us + AN (u), (36)

em que
—(z—y)?

(2, 1) / /\/R 2) (ot — 5 — 1)dyds, (3.7)

lembrando que uy é dada por (2.6). Pelo Principio de Duhamel (veja [15]), um ponto fixo do

operador T' é também solu¢ao do pvi (3.2). Nosso objetivo sera portanto mostrar a existéncia
desse ponto fixo, o que faremos mostrando que T'(Bf) C By (veja Lema 3.3) e que T é uma
contragao em By (veja Lema 3.4). Para provar tais lemas, precisaremos de alguns resultados

preliminares.
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Proposicao 3.2 Dada f € B,, existe uma constante positiva Cr, que depende de L, tal que

lull < Cllfllg ¥ u € By.

3

Demonstracao: Dado g > 3, sejam uy a solugao da equagao do calor linear com dado inicial

f € B, eu € By, onde B, e By sao dados, respectivamente, por (2.6) e (3.5). Inicialmente iremos

cotar ||ug(-,t)||, uniformemente para t € [1, L.
Como Uj(w,t) = e=#* =1 f(w) entdo
@7, )] < | Flw)]
Derivando uf(w,t) com relacdo a variavel w, obtemos
0,5 (w,1) = —2u(t — 1)e 0D f(w) + e~V P,

e usando novamente o fato de que |e “*=1| < 1 e que a funcéo |z|e™* também é limitada

superiormente por 1, obtemos:

07w, t)] < 2VE=T|flw)| +

).
Agora, como |ze™*| < 1e

O2ur(w,t) = —2(t — De " T flw) + 4wt — 1)%e D f(w)
— 2wt = 1D)e V(W) — 2w(t — 1)e™ D F(w) + e D 7 (w),

segue que

027w, t)] < 6(t = 1) | Flw)| +4vE—T

P+ |Prw).

Dessa forma, somando as cotas obtidas acima e usando a definicao de norma em B,, obtemos

Jug (- D)llg < (6t +6vE—1—=D5)|[fllq,
para todo t € [1, L?], concluindo que

lugll = sup, flus(,Dlly < (62 + 6VIZ =1 = 5)]| 1]l

)
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Por fim, como u € By, temos que

lull < flw = ugll + [lugll < (627 + 4V L2 = 1 = 4)| fl,.

Portanto, |lul| < Cp| f|l4, em que

C,=C(L)=6L*+4VI?>—1—4. (3.8)

O préximo lema contém estimativas que serao utilizadas neste capitulo e no proximo.

Lema 3.1 Dados w € R et > 1, sao vdlidas as sequintes estimativas:

a) Ii(w;t) = e ds <t, parai € {0,1,2};

1 0

il 1) — [Tl )i ep—w?s t2—2t47 : .
(b) Ii(wit) = [, |w|'se™ *ds < E=5E para i € {0,1,2,3,4};

(¢) Li(w;t) = [ wlis?e*sds < 2 49 parai € {0,1,2,3,4,5,6}.

Demonstragao: Para mostrar o item (a), basta observar que, se |w| < 1, diretamente temos
Ii(w;t) < t—1. Por outro lado, se |w| > 1, calculando a integral temos que I'(w;t) < |w|™2 < 1,

para todot > 1e¢=0,1,2. Somando essas duas cotas obtemos a desigualdade desejada.

Para mostrar o item (b), integrando por partes, obtemos

e—wz(t—l)

Li(w;t) = [e“z(t_l) —1-W?(t-1)].

jw[
Note que, se |w| < 1, expandindo e*(t=) em série de Taylor em torno de w = 0, chegamos a

Ii(w;t) < (t —1)%/2 para todo ¢ > 0. Se |w| > 1, Ii(w;t) < 3/|w|*™ < 3, para i < 4. Somando

as estimativas obtidas temos provado o item (b).

Por fim, para demonstrar o item (c), fazemos duas integragoes por partes para obter

e—w2(t—1) w4(t _ 1)2

Ti(wit) = 25— [ 070 ] —2(t — 1) —
3(&), ) |W|677’ € w ( ) 9
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Assim, se |w| < 1, expandindo a exponencial no colchete obtemos Ii(w;t) < (t — 1)3/3, para
i > 0. Agora, se |w| > 1, observando a fun¢ao f(z) = 1— e — ez — (e ®x?) /2 é limitada
superiormente por 1 para x > 0, fazendo * = w?(t — 1) com w € R e ¢t > 1, obtemos que
I(w;t) < 2/|w|®" < 2, para todo i < 6. Dessas duas tltimas cotas segue o item (¢) e o lema

estéd demonstrado.

O lema a seguir também ¢ de grande importancia neste trabalho e sua prova ¢é similar a encontrada

em [8].

Lema 3.2 Dado q > 1,

/ 1 1 ,
- de < —79
14|27 14|z —wlt ™ = 1+|w|t

para todo w € R, onde

= = (24! / .
Gy =G(q) = (27 +3) Nyarri

Mostraremos agora que se o dado inicial da equacao do calor linear f é suficientemente pequeno,
entdo, a imagem da bola By pelo operador T definido em (3.6) esta contida nela mesma. Esse
fato sera de fundamental importancia uma vez que pretendemos utilizar o Teorema do Ponto

Fixo de Banach para garantir que existe uma tnica fun¢ao u € By solu¢do do pvi (3.2).

Lema 3.3 Dados L > 1 e q> 3, existe e, = 1(L,q) > 0 tal que |N(uw)|| < || fllg para quaisquer

u € By e f € By desde que || f]lq < €.

Demonstragao: Para provarmos esse lema, procederemos como na demonstracao da Proposicao

—

3.2. Isto é, primeiro limitaremos superiormente os termos ]@(m,t)], |0,N (u)(w,t)| e

|02 N (u)(w,t)], para depois determinarmos uma cota superior para || N (u)].

2

—x

Como ]:{i/%} = ¢ %" ¢ lembrando que ¢ > 3/2 implica em (u?)_ € L'(R) N L*(R), veja

Se¢o 1.3, a funcao F {(u?),} (w) estd bem definida e F {(uv?),} (w) = 20U+ U (w). Assim sendo,
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aplicando a transformada de Fourier em ambos os lados de (3.7), obtemos a igualdade
o 'L t—1 9
N(u)(w,t) = —/ we ¥* (/ u(w — y)ﬂ(y)dy) ds, (3.10)
41 0 R
na qual estamos usando a notagao u(w) = u(w,t — s — 1) no integrando de (3.10).

Assim, tomando o modulo em ambos os lados de (3.10) e usando o fato de que |u(w,t)] <

(1 + [e]7) . segue que

o Hqu/t1 - / 1 1
N wt‘<— w w?s . d ds.
‘ (U)( 7 ) T Ar 0 ‘ ’6 Rl‘i“W—y‘q 1+‘?J‘q Y ’

Usando os Lemas 3.1 e 3.2, obtemos

G, t
‘N wt‘_4 2, (3.11)

(1+ Jwlo)
onde G, é a constante dada por (3.9).

Agora, derivando ambos os lados da igualdade (3.10) em relagao & variavel w,

LN w,) = 1 / ( / a(w—y)ﬂ@)dy) s

_ %/Ot_luﬂse—wzs </R u(w — y)ﬂ(y)dy) ds (3.12)

. 1 .
L we ™’ (/ U (w — y)ﬂ(y)dy) ds =1, + I, + Is.
4m Jo JrR

Observando que jg_l e “ds < t — 1 para quaisquer w € R e ¢ > 1, obtemos a seguinte cota

superior para Iy:
Gyt —1)

(=) [ o 2
< 2 [ e - iy < o E s

sendo que na iltima desigualdade usamos novamente o fato de que [t(w,t)| < [Jul|(1 + |w]?)~?

o Lema 3.2.

Lembrando que [@'(w, )] < |lul|(1 + |w|?)~*, de forma analoga obtemos
Gull 220 e < — St e
——||u
A (1 + |w]7) S 4 (1 |wlo)
Logo, somando as cotas obtidas acima, temos que

0.5 w0 < A

|| <

]| (3.13)
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Agora, derivando (3.12) com relagido a variavel w, obtemos:

o 6 t—1 ) R R
02N (u)(w,t) = . wse™” S/U(w—y)u(y)dyds
47 J, R
2 [,
+ e e S/@'(w—y)ﬁ(y)dyds
0 R
45 [t 2
+ e wis?e v S/ﬂ(w—y)ﬂ(y)dyds (3.14)
0 R
45 [t >
- wlse v S/ﬂ’(w—y)ﬁ(y)dyds
0 R
7 =1 2
+ — we v S/ﬂ”(w—y)ﬂ(y)dyds.
47T 0 R

Para facilitar a leitura vamos usar a identidade
5

PN (u)(w.t) = 3 Julw. 1),

n=1

onde J,(w,t) representa o n-ésimo termo da soma do lado direito da igualdade (3.14).

Observando novamente que [@'(w, )|, |[@" (w,t)| < [Jul|(1+ |w]|?)~! e procedendo de forma analoga

—

aos calculo feitos para determinar a cota superior de |0, N (u)(w,t)| e usando os Lemas 3.1 e 3.2,

obtemos: ,
3G, (t* —2t+7) 2G,(t—1)
Ji(w,t)] < —2 2T (w, )] < /L2 |lu|%
‘ l(wv )| = 47T<1—|—|w|q) HUH ) ’ 2(&), )| = 47T<1—|—|w|q)HuH )
4G, (83 — 3t* + 3t +5) 2G,(t2 -2t +7)
Js(w, t)] < —2 % [ aw, b)) < = %
| 3((4], )’ = 127T(1—|—|w|q) ||U'|| ) | 4((4), )| = 477(1+|w|‘1) HUH )
G,t
Js(w, t)] < ——2——||ul|%.
| 5((4}, )| = 47T<1—|—|W|q>HU||
Somando as cotas acima podemos limitar (3.14) superiormente por
— G, (483 + 3t* — 9t + 119)
OEN t) < 4 2 1
2N, ) <~ il (315

Dessa forma, segue de (3.11), (3.13), (3.15), e das defini¢oes das normas em B e B, que

G (4L% + 614 —6L%2 +137
IN@ = sup || (V) ()], < Sl )
te[1,L2] 127

[Ef5e

Por fim, como f € B,, com ¢ > g, e u € By segue da Proposi¢ao 3.2 e da desigualdade acima

que

IN@II < Grall £l (3.16)



40

em que
Go(4LS +6L* — 6L% + 137)C;°
Gry = GlL.g) = ST LS (3.17)
’ 127
sendo C, dada por (3.8). Tomando ¢; = Gz’lq, temos de (3.16) que
IN ()] < [1.fllg,
sempre que || f|, < €.
1

O lema a seguir nos mostrara que, sob certas condigoes sobre o dado inicial f € B,, com ¢ > g,
o operador 7T definido em (3.6) é uma contracao em By. Assim, juntamente com o lema anterior,
poderemos aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach [20] para demonstrar que o pvi (3.2)

possui uma tnica solu¢ao em By.

Lema 3.4 Sob as hipdteses do Lema 3.3, existe ¢3 = ea(L,q) > 0 tal que, se f € By e ||f|l; < €2
entao
1
IN(w) = NI < 5llu—wvll,

para quaisquer u,v € By.

Demonstracao: Para mostrar esse lema usaremos argumentos semelhantes aos da demonstragao
do Lema 3.3. De (3.10) e da linearidade da integral, temos que dados u,v € By,

[JV(E) —]7(?)} (w,t) = ﬁ/ot_lwe_‘“ﬂs (Uxu—v%0)(w,t —s—1)ds.

Somando e subtraindo v * u no integrando, podemos escrever a integral acima como

i t—1

ar Jo

2

. t—1
we (@) 8wt — s Dds+ - [ we ™ (@=9) #7] (wt — 5~ ).
™ Jo

Observando que u, v € By C B implica em |i(w) — 5(w)| < |lu — || (1 + |w|?) ™", usando o Lema
3.2 e o item (a) do Lema 3.1, obtemos a seguinte estimativa

[N(W) - N @,0)] < 4W(th

W(IIUH + [lwlDllw = vl
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Como u,v € By, podemos aplicar a Proposicao 3.2 e da desigualdade acima,

[5G - 5G] 0] € Gl = o, 318)

m(1+ |w])
com as constantes Cf, e G, dadas, respectivamente, por (3.8) e (3.9).

—_——

Agora note que J,, [N(u) - N(v)] (w,t) = I + Iy + I3, em que

C -l
2 2

L = - S (Dxl— 0% D) (.l — s — 1)ds,

1 ), e (Usxu—0%0) (w s—1)ds

L = —— wise ™ (uxu—v*0) (w,t —s—1)ds,
4 J,
U A

I; = — we (W x 0 —7 %0) (w,t —s — 1)ds.
47 0

Somando e subtraindo ¥ * u nos integrandos de I; e Iy, @' * U no integrando de I3, observando

que [t(w,t)|, [a@'(w,t)] < |lul|(1 + |w|?)~" e usando os Lemas 3.1 e 3.2, obtemos, como em (3.13),

0. [V - 0] w0 < o0

(Nl + ol lu = v].

E, pela Proposicao 3.2,

2G,CL(t? + 6)
47 (1 + |wl9)

0. [N(w) = N@)] (.| < 1ol = o] (3.19)

Para estimar

02 [N(w) = N(v)] (1)

w

, notemos que, de (3.14), temos

0 [N(w) = N@)| (w,) = 3 Ju(w,), (3.20)
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_ 6i [t! 2 i

J = —— wse “* (uxu—v*0) (w,t —s—1)ds
47 0

- 2 [t! 2 iy o~ oy

Jy = 4—/ e (U xu—7v %) (w,t —s—1)ds
T Jo

_ 4i TNy e

Jy = 4—/ wste P (U u —Ux0) (w,t —s—1)ds
T Jo

= 4 =1 2 25 (1 -~

J, = —— wise (U xu -0 x0) (w,t —s—1)ds
47T 0

_ i [ >

Js = e we WS (ﬂ” xU—70" % ij\) (w,t —5— 1)d8.
T Jo

Procedendo como anteriormente, obtemos as seguintes desigualdades:

3G, (2 = 2t + T)([lull + lvlDllw — vl

|y (w,t)] < o ’
| o(w,t)] < 2G,(t — {4)7(T|(|?|LJ|FJ||Z)H)HU —ll.
\L@J»f;4G“ﬁ‘“JZ§Liﬂ5%”””W‘”N
Ta(w, 1) < ﬂ%w—ﬂjX¥EHQMMW—mh
o, t)] < G”“ﬁ%ﬂﬂﬂ&—w

Somando as cotas acima temos que

G, (483 + 3t — 9t + 119)
1270(1 + |w|?)

02 [N () = N(v)] (w,1) < (lull + ol e = o]

e usando novamente a Proposicao 3.2,

— —— 2G,CL (4% + 3t% — 9t + 119)
2 _ < q _
02 [N(w) = N(w)| (w,1) < e Wl
Logo, segue de (3.18), (3.19) e (3.21), que
201G, (4L% + 6L* — 6L2 + 137
IN(w) — N(w) | < 2525 L il — o),
127
ou seja,
2G
IN(u) = N@)I| < =221 fllllu — o],

=7

42

(3.21)
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com a constante G, , dada por (3.17). Portanto, tomando ¢; = %, temos que
»q

IN () = N@)|| < = lu— o],

para quaisquer u,v € By desde que || f||, < €.

3.2.2 O teorema da existéncia e unicidade local

Tendo em maos os resultados obtidos na secao anterior podemos finalmente provar a existéncia

e a unicidade local da solugao do pvi (3.2) na bola By.

Demonstragao do Teorema 3.1: Sejam ¢, e5 > 0 dados, respectivamente, pelos lemas 3.3 e
3.4, e defina ¢ = min{ey, 2} > 0. Dados ¢ > 2, f € Bye A€ [—1,1], se |||, < ¢, segue do Lema
3.3 e da defini¢cao do operador T', que

1T'(w) — ugll = [IN ()] < lIf]lq;
para toda funcao u € By. Além do mais, pelo Lema 3.4,
1
1T(u) = T(0)|| = [IN(u) = N()]| < 5llu— 2,

para quaisquer u,v € Bjy. Assim, temos que T'(By) C By e T é uma contragdo. Portanto,
utilizando o Teorema do Ponto Fixo de Banach [20] segue que existe uma tnica fungdo u € By
tal que T'(u) = u, donde concluimos pelo Principio de Duhamel [15] que o pvi (3.2) possui uma

tnica solu¢ao em By.

3.3 Os primeiros passos do processo indutivo

O método do Grupo de Renormalizacao para o pvi linear pode ser adaptado, com algumas

modificagoes, ao caso nao-linear. Nesta se¢ao repetiremos, para a Equagao de Burgers (3.1), os
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primeiros passos do processo iterativo explicado, para o pvi linear, da Sec¢ao 2.3. Os ingredientes

bésicos deste processo serao descritos a seguir.
Para ¢ > 0 dado pelo Teorema 3.1, defina
Bo={f€B,:|fll, <e}. (3.22)

Consideremos o seguinte procedimento que chamaremos de algoritmo gerador do Grupo de

Renormalizacao, ou simplesmente por ARG:

1. queremos f € B, de modo que f pertenca a bola B, e que tenha massa zero pois ele sera

o dado inicial de um pvi para a Equacao de Burgers;

2. decompomos f em duas componentes, sendo uma delas na dire¢ao do ponto fixo f;. A
outra componente, dada pela diferenca f — Af; = g, depende da escolha de A. Escolhemos
o pré-fator A de maneira que o “resto” g satisfaca as hipoteses do Lema da Contracao pois

queremos que ele seja contraido sob a acao do RG linear;

3. consideramos o pvi (3.2) com parametro A, em que o dado inicial é a func¢ao f acima. Como
[ € B, pelo Teorema 3.1 o pvi tem uma tnica solu¢do u em By de modo que L*u(Lz, L?)

estd bem definida e ¢ um elemento de B,;

4. o rescalonamento L?u(Lx, L?) define o novo dado inicial f para a nova EDP, que chamamos
de EDP ou EDP renormalizada. A EDP difere da EDP inicial pelo parametro A\ = AL~
Pela simetria da EDP, f tem média zero se f o tem. Contudo, temos que tomar cuidado
neste ponto pois é preciso ter certeza de que f também pertencerda & bola B, para que o
novo pvi esteja bem colocado e talvez tenhamos que fazer um ajuste na norma de f para

que isto seja verdadeiro;

5. para voltar ao item 1 do algoritmo e iterar o processo, temos que estimar ||f|, e garantir
que f € B, se f € B. for bem escolhido. Esta etapa sera concluida com a antecipacdo do
item 2, isto é, faremos a decomposicio de f para entdo estimar a sua norma. Mas, como
a EDP & néo-linear, o novo pré-fator na decomposicio de f, A, deve ser cuidadosamente

escolhido para que o novo resto, g, satisfaca as hipoteses do Lema da Contragao.
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Observagao: Supondo que o ARG possa ser iterado, teremos uma sequéncia de problemas de
valor inicial (EDP,,, f,), f. tendo massa zero e a EDP,, tendo parametro A, = AL~". Além disto,
fn admitird a decomposicao desejada e estard dentro da bola B.. A expectativa é que sejamos
capazes de provar que, quando n — 00, g, convirja para zero e que A, convirja para algum
valor A de modo que f,, - Af;. Portanto, se quisermos ver estas convergéncias entdao temos que

adicionar mais um passo no ARG e incluir nele estimativas sobre os A’s e sobre os ¢’s.

6. estimativa da distancia entre A e A e estimativa de quio grande ¢ a norma de § em

comparacao com as normas de g e f.

A seguir, vamos aplicar o algoritmo descrito acima para gerar os trés primeiros passos do
processo iterativo associado ao pvi (3.1). Determinaremos os pré-fatores e os restos em cada
caso e obteremos padrdoes nas estimativas sobre a taxa de aproximacao dos primeiros e sobre
o comprimento dos segundos. Como no processo iterativo apresentado para o caso linear (veja

Secao 2.3), consideremos inicialmente o pvi (3.2) que reproduzimos a seguir:

Uy = Uge + NUug, T E€R, te (1,17, (3.23)

z,1) = fo(x), fo€ By, a> 3,
em que fy e \g sdo, respectivamente, o dado inicial f e o parametro A do pvi (3.1). A hipotese
inicial é que fy tem massa zero e que fo € B, com B, dada por (3.22), de forma que o primeiro
passo do ARG esta preenchido de antemao. Para o segundo passo, assim como no caso linear,

seja Ag = —i f(’)(O) e defina gq pela relacao

9o = fo — Aof7, (3.24)

em que f; é o ponto fixo do operador RG linear dado por (1.4). Observe que, como f; tem
massa zero, temos também §o(0) = g;(0) = 0 e, portanto, gy satisfaz as hipoteses do Lema da
Contracao. O terceiro passo do ARG é trivialmente verificado pois, como f; € B., podemos
usar o Teorema 3.1 para concluir que o pvi (3.23) possui apenas uma solucdo uy na bola By, e a

mesma tem a seguinte representacao:
up(x,t) = uyp(z,t) + vo(z,t), (3.25)

onde vy(z,t) = AN (up)(z,t). Em particular, ug(z, L?) estd bem definido. O quarto passo do

ARG é o rescalonamento, isto ¢, como L*ug(Lz, L?) esta bem definido, entdo, de maneira analoga
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a (2.7), definimos o operador Grupo de Renormalizagao para o pvi (3.23), que denotaremos por
Ry, por
Rpofo = Luo(L-, L?) (3.26)

e definimos fi1 = Rpofo. fi serd o dado inicial do proximo pvi, aquele cujo parametro é

A1 = ML~!. Pela simetria da equacdo, f; tem massa zero pois fy o tem.

Para voltar ao primeiro passo do ARG e iterar o procedimento, temos que preencher o quinto
passo. E facil concluir que f; € B, se a norma || fo||, for suficientemente pequena. Resta garantir

que f; admite a decomposi¢ao desejada. Segue da representagao (3.25) para uy que
Rpofo = L*uys, (L, L*) + L*v(L-, L*) = Ry fo + L*v(L-), (3.27)

onde Ry, é o operador RG linear dado por (2.7). Como fo = Aoff + go, segue de (3.27) e da

linearidade do operador R; que
f1=Ru(Aofi + g0) + L*vo(L-) = Aofy + Rrgo + L*vo(L-),

onde usamos que f; é o ponto fixo do operador RG linear dado por (1.4). Como feito para f,
para que possamos utilizar o Lema da Contragao (2.2), gostariamos que f; = A;f; + g1, com
31(0) = 31'(0) = 0. Entretanto, diferentemente do caso linear, veja Se¢do 2.3, nao basta tomarmos
Ay = Ag e g1 = Rpgo + L*v(L-), ja que com essa decomposicio teriamos ¢;'(0) = 74(0), pois
3(0) = 3%'(0) = 0 o que implica em Rygo(0) = @/(0) = 15(0) = 0, veja (2.9), (2.10) e (3.10).
Para corrigir esse fato, uma vez que fAf/(O) =i (veja (2.12)), vamos somar e subtrair it (0) f5 ()

ao lado direito da ultima equacao para f;, obtendo

fi=Af{ + g, (3.28)

sendo A; = Ag — i1’ (0) e g1 = Rpgo + L*vo(L-) +ip' (0) f. Como B, é um espago vetorial, A; é
uma constante e f1, f; € B,, segue que g; € B,. Além disso, ¢1(0) = 3,'(0) = 0. Em particular,
f1 possui massa zero. Isto termina o quinto passo e nos permite voltar ao primeiro desde que
tomemos a norma de fy pequena o suficiente para garantir que f; € B.. Contudo, de acordo com
a Observagao logo abaixo do quinto passo do ARG, se quisermos fazer isto de maneira sistematica

entao temos que preencher o sexto passo do algoritmo e estimar as grandezas 14 mencionadas.
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Lembrando que [\g| < 1, A} = Ag—ii% (0) e vo(z,t) = AN (up)(x,t), com N(ug) dado por (3.7),
segue de (3.16) que
[ A1 = Aol < Mol [N(uo) || < Grgllfollz, (3.29)

com G, dada por (3.17).

Lembrando também que g, = Rpgo+L*vo(L-)+i%'(0) ff, vamos estimar a norma |g; ||, estimando
separadamente cada parcela ||[Rpgolly, 1i26'(0)fill, e | L2vo(L")|l,, €, posteriormente, somando

estas estimativas. Como ¢5(0) = g'(0) = 0 e L > Ly, entdo, pelo Lema da Contragao:

C
1Rzg0lla < 7 llgolla-

Agora, como || f7l; < kg, com k, dada por (2.13), segue novamente de (3.16) que

120" (0) 1l < Gr.gkglMolll foll2-

Para terminar a estimativa de ||g],, vamos estimar a parcela || L?vy(L-)||,- Usando o fato de que
L > Ly > 1 juntamente com a defini¢ao de vy(L-) e a desigualdade (3.11), temos que

L \|Gy L2

2
Am(1 + |wl9) T+ oy el

Ln(L)w) = L]5 (7)) <

De forma analoga, mas agora usando a desigualdade (3.13), obtemos que:

L Xo|G4(L* +6)

!
L20y(L- ‘ ‘ :
(L) @)l = |7 (7)] < =ty ol
e de (3.15)
—— W\ | _ LY No|G,(4LS + 3Lt — 9L% + 119)
L2u(L- :L‘l‘A” (—>‘< ‘ 2
| VO( ) <W)| Y I = 127T(1+’Cu‘q) HU’OH

Segue das trés tltimas desigualdades e da defini¢ao de norma em B, que

LI G (ALY + 6L* — 6L% +137)

2
- ollu

120 (Lo)[ly <

Assim, pela Proposicao 3.2,
IL210(L) lg < LT GrglolLfoll5,
com G, dada por (3.17). Definindo

Ep,=Gr (L + k), (3.30)
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segue da decomposicio g; = Rrgo + L*vo(L-) +i'(0) ff e das cotas obtidas acima que
C

lg1lla < 1Rzgolly + I1E2vo(L)llg + 120" (0) fr1ly < 7

gollq + Aol Erqll follZ, (3.31)

As desigualdades (3.29) e (3.31) sdo as que nos interessam. Mostraremos que elas tém analogos
a medida que iteramos o procedimento. Além disto, elas nos fornecem uma estimativa para a
norma || f1l4, veja a desigualdade (3.37), que é o que faremos a seguir. Dado ¢ € (0,1), podemos

reescrever a desigualdade acima como
1 C _
lgille < 715 [ﬁ”goﬂq + LU 6)EL,q|/\0|Hf0H3} :

e como |[Ao| < 1ellgollqg = Ifo— Aofillg < (1 + k)l follg, com k, dada por (2.13), obtemos

1 C _
loal < 5 | 5500+ 80 + Ll ol 1ol

Defina
Ls = L(6, q) = max{Lo, [2C(1 + k,)]? }, (3.32)

onde Ly e C sao dadas pelo Lema da Contragao e k, por (2.13). Tomando L > L;, como |[Ao| < 1,
se || follq < (2L(1_5)EL7q)_1, obtemos da ultima desigualdade para ||g1 |, que

1
loslle < 25 folle (33

Assim, considere

) 1
||f0||q < mln{%u_—%,E} (334)

com L > L, sendo Ep , e Ls dadas, respectivamente, por (3.30) e (3.32).

Agora, somando e subtraindo Ay f; ao lado direito de (3.28), segue da desigualdade triangular

que
[f1llg < [[Ar = Aol + [Ao[] [ /11lq + [[g1ll4-

Da desigualdade acima, somos levados a avaliar a soma |A; — Ag| + |Ao]. Como |Ao| < || follgs

usamos (3.29) para estimar |A; — Ay| e obter
[ A1 = Aol + [ Aol < (Grgllfolla + 1) I follg, (3.35)

onde G, ¢ dada por (3.17). Substituindo (3.35) na desigualdade de cima, obtemos

1Aille < [(Grgll follg + D) [[folla] I 11lg + llgalla
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Lembrando que ||f;||, < k4, com k, dada por (2.13), de (3.33), obtemos:

1
1fill < | g (Grallfollg +1) + 75=5 | [l folla-
Definindo
Dy = kg (Grgllfollg +1) + =k (3.36)
segue que
1 filly < Dall follg- (3.37)

Resumindo o que fizemos acima, a conclusao é a seguinte: dado o € (0,1), se L > Ly, onde L;
¢ dado por (3.32), e se o dado inicial fj satisfizer (3.34), entdo as desigualdades (3.33), (3.35) e

7

(3.37) sao validas. Com esta escolha de fy, completamos o sexto passo do ARG.

Para voltar ao primeiro passo do ARG e iterar o procedimento, temos que garantir que || f1], < e.
Usando (3.37), definimos

- . 1 €
1 :mm{%(l_—%,a} (3.38)

e fazemos uma nova escolha do dado inicial f; de maneira que || fy||, < &. Observe, da defini¢ao
acima, que & < eD;! < € pois D; > 1 (veja (3.36) e note, de (2.13), que k, > 1). Sob a condi¢o
| foll; < é1, ndo so6 as desigualdades (3.33), (3.35) e (3.37) sdo validas como também segue de

(3.37) que f; € B, dada por (3.22), o que nos permite iterar o ARG.

Assim, tomando L > Ls e || foll, < é, consideremos o pvi (3.2) renormalizado, que chamaremos

de PVI;:
Uy = Uge+ Muu,, TR, te (1,17,
u(z,1) = filz), fr e B, q> %

em que o dado inicial f; = L?ug(L-, L?) = Rpofo ¢ \1 = AgL™'. Note que, se estivéssemos usando

(3.39)

o scaling canoénico Lu(Lx,L?t), a ndo-linearidade wuu, seria marginal, ou seja, a equagio seria
invariante com relacdo a essa mudanca de escalas e portanto teriamos |A;| = |\g|. Entretanto,
como estamos usando a condi¢ao de massa zero do dado inicial, é necessaria a alteracao no scaling

para que possamos recuperar a informacao do decaimento da solucao através do RG.

Agora temos o par (PVI, f1), que deve ser comparado com o primeiro pvi (PV1y, fo). Dos
calculos apresentados nas paginas anteriores, os dois primeiros passos da iteracao ja estao

concluidos. De fato, lembremos que ¢é valida a decomposi¢ao f; = Ay f; + g1, veja (3.28), onde
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1(0) = 71'(0) = 0 e o pré-fator A; depende de f; e da ndo-linearidade da equacdo. Em particular,
f1 tem massa zero. Além disso, como visto acima, f; é um elemento de B,, com B, dada por
(3.22), desde que || fol|, < €1, com & dado por (3.38). Portanto, concluimos que os dois primeiros

passos estao, de fato, preenchidos.

Para o terceiro passo, como f; € B. entao o pvi (3.39) esta bem colocado e, pelo Teorema 3.1,

possui apenas uma solugao na bola By, com representagao
u(z,t) = uyp (v, t) + 1 (2, 1), (3.40)

onde vi(z,t) = M N(uy)(x,t). Com isso, ui(z,L?) e L*ui(Lz, L?) estao bem definidos. Isto
termina o terceiro passo e nos permite, como na primeira aplicagao do algoritmo, passar para o
quarto passo do ARG e definir o operador Grupo de Renormaliza¢ao para o pvi (3.39), o qual

denotaremos agora por Ry 1, cOmo a seguir:
Rpafi = LPui(L-, L?). (3.41)

Definimos também fy = Rp ;1 f1 que sera o dado inicial de um novo pvi o qual terd A\gL ™2 como
parametro. Como f; tem massa zero segue novamente da simetria da equacao que f, também

possui massa zero.

Passemos agora para o quinto passo. Devemos decompor f5 como a soma descrita no algoritmo
e, através de estimativas obtidas para a norma de fs, garantir que fo € B.. Usando mais uma vez
a linearidade do operador R, dado por (2.7), a representacao (3.40) para u; e a decomposi¢ao

(3.28) de fi, podemos proceder como anteriormente obtendo:

f2=A2f7 + g2, (3.42)

onde Ay = Ay —i1n'(0) e g» = Rpgi + L*vi(L-) + i1’ (0) ff. Como B,, com q > %, é um espaco
vetorial, A, é uma constante e fy, fi € B,, da decomposi¢ao (3.42), temos que g, € B,. Perceba
também que g, satisfaz as hipoteses do Lema da Contrac¢ao. De fato, como ¢;(0) = 0, ]?1*(0) =0

e 71(0) = A\ N(up)(0,L?) = 0, veja (3.10), segue que ¢»(0) = 0. Da mesma maneira, como
~ — —/
3'(0) =0, f{(0) =ie L2 (L) (w) =0 (), temos §'(0) = L1 (L-) (0) — 7'(0) = 0.

Gostariamos de voltar ao primeiro passo do ARG e iterar o procedimento mas, assim como

na iteracao anterior, ainda temos que executar o sexto passo. Neste tltimo passo, obteremos
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estimativas para medir a distancia entres A; e Ay e para medir quao grande é ||g2||, quando
comparada com ||g1]|, (e, consequentemente, com ||go||,). Terminaremos o raciocinio obtendo
uma cota superior para | fa||, em termos de || f1||, e, consequentemente, em termos de || fol|,, de
onde tiraremos condicoes necessarias para que possamos escolher fy tao pequeno de forma que
a nova EDP reescalonada, a EDP,, juntamente com o dado inicial || f3];, gere um pvi que esteja
bem colocado. Lembrando que Ay = A; —ity'(0) e vy (z,t) = A\ N(uy)(x,t), com N(u;) dado por
(3.7), e utilizando os mesmos calculos feitos para obter (3.29) e (3.31) mas trocando Ay, Ao, ug,

Jdo, g1 € fo, respectivamente, por Ay, A1, u1, g1, g2 € f1, obtemos as seguintes cotas:
[As — Ai| < IMIGLollfill; < Grall fill3, (3.43)

uma vez que |A| = |[AgL7!| <1, sendo G, dada por (3.17) e
c 2
lgzlla < Fllgulla + EvgAlllfillz, (3.44)
em que Ej , ¢ constante dada por (3.30). Agora, como f, satisfaz (3.34) entao sao validas as

desigualdades (3.33) e (3.37). Substituindo-as em (3.44), obtemos:

1 C _
ozl < 7y | 5 + P2 EraDiolla| 1ol
ja que [Ai] =|XoL7'| < L7, Observando que L > L; implica em &5 < 3, onde C' é a constante

dada pelo Lema da Contracao e L; dada por (3.32), temos entao:

1
lg2lle < 5= I folla: (3.45)

desde que ||foll, < QL2 E;, ,D?)~1. Note que, como L > 1ed € (0,1), entdao L™ < L% e a
estimativa (3.45) continua vélida se considerarmos | foll, < (2L~9E; ,D?)~!. Note ainda que,

se

1 €
<mn§ ——m———, — 3.46
fll < min { e 5 (3.10)

entdo, ||fol]| < &. Com a estimativa acima para o dado inicial fo vamos obter uma cota para
|| f2]lq similar & (3.37). Somando e subtraindo A, ff e Ayf; ao lado direito da decomposicao de

f2, dada em (3.42), segue da desigualdade triangular que

1fallg < [[A2 = As| + Ay = Ao| + [Ao[} [ f11lg + [lg2llg,
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Agora vamos determinar uma cota superior para a soma |As — A;|+ |41 — Ag| + | Ao|, que aparece
na desigualdade acima, em termos da norma de fy. Inicialmente, lembrando que D; > 1, se fy
satisfaz a condigao (3.46), diretamente temos que f; também satisfaz (3.34) e, assim, sdo validas
as desigualdades (3.37) para a norma de fi, e (3.43), para |A; — A;|. Combinando essas duas
cotas obtemos

|Ay — Ay| < MG D3 foll2.

Da estimativa acima e de (3.35), segue que
[ A2 = Al + Ay = Ao| + [Ao| < (IMIGL DIl follg + Grall follg +1) 1 follg. (3.47)

Lembrando que |A| < L7% e || ff|l, < kg, substituindo (3.45) e (3.47) na altima desigualdade

para a norma de fo:

1 1
I < | (FG2aDfll + Gralll +1) by + iy | Ll

Definindo

1 1
Dy =k, (ZGL,quHfOHq + Grgll follg + 1) T Taae (3.48)

obtemos

1f2llg < Dall follg- (3.49)

O que fizemos até aqui, para a segunda iteracao, pode ser resumido da seguinte forma: dado
0 €(0,1),se L > Ly, onde L é dado por (3.32), e se o dado inicial f, satisfizer a condigao (3.46)
entao as desigualdades (3.45), (3.47) e (3.49) sdo validas como também o sao as desigualdades
(3.33), (3.35) e (3.37). Com esta nova escolha de fy, completamos o tltimo passo do ARG na
segunda iteracdo. Para iterarmos mais uma vez o processo acima, temos que garantir que fy € B,
e, como veremos abaixo, temos que fazer uma nova escolha de f;. Definimos

1 € €
S =mnd—0 £ L 3.50
€2 =i { 2L'—E, D D, Dy } (3:50)

Observe que, fazendo a escolha || fol|, < €&, teremos || fa||, < & < ¢, isto é, fo € B..

Como f5 tem média zero e como fy € B,, podemos voltar ao primeiro passo do ARG e considerar
0 NOVOo pvi:

(3.51)

Uy = Uge+ Nouug, v €R, te (1,17,
U(l’,l) = f2($)7 fQEqu q>%7
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em que Ay = A\gL 2. O pvi acima é o nosso (PV I, f5). Como f, admite a decomposigao desejada,
dada por (3.42), podemos ir em frente, definir f3, decompo-lo como f3 = A3 fi + g3 e obter as
estimativas referentes |As — As| e || gsl/q- Nao faremos isto aqui pois o nosso objetivo, nesta se¢ao,
é preparar o leitor para a proxima se¢ao explicando como as cotas superiores, dependentes de n,
do Lema da Renormalizacdo, tém a sua origem. Neste lema, as decomposicoes (3.24), (3.28) e
(3.42) para fy, f1 e fo, respectivamente, serdo generalizadas para f, 1, as desigualdades (3.29)
e (3.43) serdo generalizadas para o caso |A,+1 — A,| e as desigualdades (3.31) e (3.44) serdo

generalizadas para o caso de se medir quao grande é a norma ||g,+1||, em comparagao com ||go||,-

Observagao: As solugoes wug, u; e uy dos pvi's (PVIy, fo), (PVI,fi1) e (PVIy, fa),
respectivamente, quando apropriadamente superpostas, geram a soluc¢ao do pvi (3.1) no intervalo

de tempo ¢ € [1, L°].

3.4 O Lema da Renormalizacao para a Equacao de Burgers

Na se¢ao anterior, fizemos as duas primeiras iteragoes do algoritmo do Grupo de Renormalizacao.
Vimos que, & medida que se itera o procedimento, condi¢oes cada vez mais restritivas na norma
do dado inicial || fy||, tém que ser satisfeitas para que as iteragdes procedam. Nesta e na proxima
secdo, nos faremos, de maneira genérica, uma iterada do algoritmo. Comecaremos com um pvi
em que os trés primeiros passos do ARG ja estejam contemplados. Nesta se¢ao, preencheremos
os passos 4, 5 e 6, sendo este o conteido do Lema 3.5, as vezes conhecido como Lema da
Renormalizacao. Para iterar o procedimento, no caso genérico, ainda temos que preencher o

passo 1, o que faremos na proxima se¢ao (o passo 2 é uma consequéncia do Lema 3.5).

Continuando o raciocinio da se¢do anterior, agora vamos considerar o n-ésimo pvi (PV I, f,)

n>1

’

Uy = Upp + Muu,, v€R, te (1,17,
() o5

z, 1) = fn(m)7 fn € qu q> %7
sendo A\, = NL " e f, € B..

A seguir, faremos o passo 4 do ARG. Como f,, € B, entdo segue do Teorema 3.1 que o pvi (3.52)
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possui uma tnica solu¢ao na bola By, com representacao
up(z,t) = uy, (x,t) + vy, 1), (3.53)

onde uy, (z,t) é a solugdo do pvi associado & equagao do calor linear com dado inicial f,(x), veja
(2.8), e vp(x,t) = A\ N (uy)(z,t), com N(u,) dada por (3.7). Segue, entdo, que o operador Grupo

de Renormalizacao para o pvi (3.52) esta bem definido:
(Rpnfn) (x) = L*un(La, L?), Yo € R (3.54)

e, portanto, definimos
fn+1 = RL,nfn- (355)

Isto termina o passo 4 do ARG pois f,4+1 € B, e, consequentemente, o pvi (PV 1,1, f,11) esta
bem definido (em (3.52), substitua n por n + 1) a menos do fato de que, como mostraremos na
proxima secao, f,.1 € B.. Para completar os passos 5 e 6, lancaremos mao do lema a seguir.

Antes de enuncia-lo, lembramos que L é a constante determinada pelo Lema da Contracao 2.2.

Lema 3.5 Dado L > Ly, considere o pvi (3.52) com dado inicial f, € B. de massa zero e tal
que

onde A,, é uma constante, f; € o ponto fizo do operador RG linear, veja (1.4), e g, € uma fun¢ao

pertencente a B, com §,(0) = g,'(0) = 0. Entdo:

(a) for1, dado por (3.55), admite a decomposi¢ao

fn+1 = AAn-i-lfik + In+1, (357)

em que
A = A, — i5,(0), (3.58)
gns1 = Rrgn + L?vy(L-) + i,/ (0) ff (3.59)

e v, = MN(u,), com N(u,) dado por (3.7). Além disto, gn1 € By e € tal que

Gnr1(0) = o1 (0) = 0. Em particular, f,i1 tem massa zero;
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(b) [Ant1s — Apl <Ml GLgllfull?, onde Grq € dada por (3.17);

(¢) llgns1lla < $lanlle + Ml Ergll full?, onde Ep 4 € dada por (3.30) e C ¢ a constante dada

pelo Lema da Contracao.

Demonstragao: Como || f, ||, < ¢, segue de (3.53), (3.54), (3.55) e da decomposicao (3.56), que
fari(@) = Aufi (@) + Roga(w) + Lva(La),

onde usamos que f; é ponto fixo do RG linear Ry, e onde usamos a nota¢ao v,(L-) = v,(L-, L?).

Dessa forma, somando e subtraindo i,'(0) f; (z) ao lado direito da equagio anterior, obtemos

fn+1 = An—O—lff + gn+1,

sendo A, 1 = A, —i,/(0) € gny1 = Rpgn + L*v,(L-) +i1;,(0) ff. Como B, é um espago vetorial,

Apn41 € uma constante e f,41, f{ € By, segue que g,11 € B,.

Agora, por hipotese, §,(0) = 0. Além disto, f3(0) = 0 e ,(0) = Anm(O,LQ) = 0, veja
(3.7). Estas identidades, junto com a defini¢ao de g,1, fornecem que g,1(0) = 0. Da mesma
maneira, por hipotese, ¢,'(0) = 0. Assim, como f{‘/(O) = 4, derivando ¢, 1(w) nés obtemos que

— —_—
g1 (0) = L%, (0) — 3,/(0) = 0, j& que L2, (L") (w) = 2, (£), 0 que demonstra o item (a).

Para provar o item (b), basta observar que, da definicao de A, e da desigualdade (3.16),
[Ans1 = Al <17/ (0)] < [vally < Il IN (@)l < AlGrgll £l

sendo G, a constante dada por (3.17).

Para demonstrar o item (c¢) iremos estimar | gn1/|;- Como, neste capitulo, L > Ly, utilizamos o
Lema da Contragao e os mesmos céalculos apresentados na segao anterior para obter (3.31), mas
trocando go, g1, Yo, Ao € fo, Tespectivamente, por gn. Ggnii, Vn, An € frn, Obtemos:

N . C
lgnsill < IRLgnllg + 1L (L) llg + i (0) f7llg < —

0 < T lgnlly + AalELgllfullg,

onde Ey , dada por (3.30), o que finaliza a demonstracao do lema.
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3.5 Processo indutivo

Como observado na secao anterior, para completar, de maneira genérica, o ciclo do ARG la
iniciado, ainda temos que fazer o primeiro passo. Nesta secao, faremos o passo 1 e o faremos de
maneira indutiva. Na Se¢do 3.3, vimos que, & medida que iteramos os procedimentos, surgem
naturalmente niumeros €’s, veja (3.38) e (3.50), e D’s, veja (3.36) e (3.48), os quais nos trazem
informagoes necessarias para que sejam validas as estimativas (3.33) e (3.45) para as normas de
g1 € g2, para que sejam validas as estimativas (3.37) e (3.49), para as normas de f; e f, e para
que sejam validas as estimativas (3.35) e (3.47) para a soma das diferencas dos A’s. Dessa forma,
para que possamos continuar com o raciocinio da se¢ao anterior e generalizar essas estimativas,
devemos escolher adequadamente um € (independente de n) que nos permita chegar a seguinte

conclusao:

se || follq < € entao, para todo n € N, o dado inicial f, do pvi (3.52) pertence a bola B, dada por
(3.22).

Porém, de (3.38) e (3.50), vemos que, para que possamos fazer essa escolha, precisamos que a
sequéncia (D,,), obtida através das iteragoes seja limitada superiormente. De fato, suponha que
exista tal € de forma que as estimativas (3.37) e (3.49) valham e possam ser generalizadas, isto
é, para cada n € N, suponha que tenhamos || f,|l; < Dyl follq- Entdo, se existir um némero D
de forma que D,, < D para todo natural n, definindo € = ¢/D e tomando ||fy| < € teremos
fn € B¢, como desejado. Nesta secao, seguiremos esta linha de raciocinio. Por isto, necessitamos

de alguns resultados preliminares como descreveremos a seguir.

Lema 3.6 Dados 6 € (0,1) e L > Ls, com Ls dado por (3.32), defina

“+oo
1

DEl—H{;qZ;W, (3.60)

j:

onde k, € a constante dada por (2.13). Se fo satisfaz a desigualdade
1

—_— 3.61
HfOHq < 2L1_5EL7qD27 ( )

com Ey, 4 dada por (3.30), entao,

EpoD?| follg 1
In 2L(-0)(nt1)’
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para todo n € Z+.

Demonstragao: O resultado segue diretamente da hipotese (3.61) e do fato de que L™ > Lr1=9)

para quaisquer § € (0,1) e n € Z*.

O lema a seguir nos mostra que, desde que a norma de f; satisfaca a condigao (3.61), a sequéncia
numeérica (D,,),, obtida durante o processo iterativo, é limitada superiormente. Como ressaltado

na introducao desta secao, esse fato sera fundamental para concluirmos o passo 1 do ARG.

Lema 3.7 Suponha vilida o desigualdade (3.61) e defina Dy = =5 + kg (1 + Grgllfoll) e

1 “ D}
D1 = Sa=s5rmy T b 1+GL,q\|f0||q+GL,q||f0||qZE ,Vn=1,2,---,  (3.62)
j=1

com k, e G, dadas, respectivamente, por (2.13) e (3.17).

Entao,

Dn+1 < D,

para todo n € Z*, onde D € a constante dada em (3.60).

Demonstracao: Para demonstrar esse lema aplicaremos indugao sobre o indice n. Como

Ep,>Gr,e D >1, veja (3.30) e (3.60), segue de (3.61) e da definicdo de D; que

1 1 1 1
D, <F+kq <1+2D2L1_5) < 710 +k‘q (1+F> < D.

Suponhamos agora que D,, < D para todo n € {1,--- ,ng— 1}, com ng inteiro positivo maior ou

igual a 2. Como

1 no—1 2
Diy = T + k, <1 + Grgllfolls + Grgll follg Z L_j> ’

j=1

segue da hipotese de indugao, do Lema 3.6 e do fato de que £, > G4, que

1 1 1 1
Do = 1+ Hq (1 toris Topaa VM gpme na e 2L"°(15)> <
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o que finaliza a demonstracao do lema.

De posse desses dois lemas, poderemos agora completar o passo 1 do ARG, garantindo que se
tomarmos a norma de f; suficientemente pequena, teremos, para cada natural n, f, € B.. Além
disso, estimaremos a norma de g, em termos de || fy||, como fizemos nas primeiras iteragoes, veja
(3.33) e (3.45). Para isso, utilizaremos os passos 2, 3, 4, 5 e 6, dados pelo Lema 3.5 como na

demonstra¢ao do teorema a seguir:

Teorema 3.2 Dados § € (0,1) e L > Ls, com Ls dada por (3.32), existe € > 0 tal que, se
| folly < € e se fo tem massa zero entao, para todo n=1,2,---, f,, dada por (3.55) e (3.54) estd
bem definida, tem massa zero e admite a representacao (3.56), em que g, tem média e primeiro

momento nulos e satisfaz
1
l9nlle < g ol (3.63)
Além disso, f, satisfaz

[Fallg < Dallfollg, (3.64)

em que D, € dada por (3.62) e, em particular, || f.|l, < €.

Demonstracao: Defina

_ . 1 €
e:mln{m,5}7 (3.65)
em que € > 0 é dado pelo Teorema 3.1 e as constantes I, , e D sao dadas, respectivamente, por

(3.30) e (3.60).

Iremos demonstrar o teorema aplicando indugao sobre n. Como, por hipdtese, | foll, < €, segue
da definigao de € que a desigualdade (3.61) esta satisfeita e isso nos permite usar o Lema 3.7 para
concluir que D; < D. Portanto, como D; > 1, veja (3.36), e como D > Dy, segue que € < ¢ < ¢,
com ¢ dado por (3.38), de onde concluimos que || fy||; < € implica que f; € B.. Além disto, como
visto na Secao 3.3, fo admite a decomposi¢ao fo = Ao f; + go, veja (3.24), com §o(0) = g;(0) =0
pois, também por hipotese, fy tem massa zero. Segue, entao, que as hipoteses do Lema 3.5 estao
verificadas e podemos usa-lo para concluir que Rypofo = fi € B, e que f; satisfaz as seguintes

condicoes:



(a) f1 = Aifs + g1, onde A} = Ay — i (0), g1 = Rrgo + L*vo(L-) + it (0) f5 e vo = AN (ug),
com N(ug) dado por (3.7). Além disto, gy € B, e ¢ tal que ¢1(0) = ¢'(0) = 0. Em

particular, f; tem massa zero;
(b) [A1 = Ao| < [Nl Grgll foll7:

(©) Ngrlle < Zlgolla + Mol Erqll foll5-

Note que a desigualdade no item (c) é a desigualdade (3.31) e ela nos leva, sob as hipoteses
L > Ls e | foll; < €, a (3.33), que é (3.63) para n = 1. Lembrando que € < ¢, concluimos
que (3.63) esta provada para n = 1 sob a hipotese inicial ||fo|l, < € Segue do item (b) e de
Aol <1 que |A; — Ao| + 4o < (Grgllfollg + 1)1 foll, e da decomposicao de f; dada pelo item
(a) e de (3.63) para n = 1 que acabamos de provar, (3.64) vale para n = 1 (veja (3.37)), desde
que || foll < €1, condigdo essa que esté satisfeita. Finalmente, como || fol|, < €, pela desigualdade
(3.64) com n = 1, e do fato de que D; < D, entdo f; € B.. Portanto, acabamos de provar o

primeiro passo da inducao.

Suponhamos agora que, para todo n € {1, 2,---, no}, com ng € Z}, fr, = Rpn_1fn—1 em B,
tenha massa zero, admita a decomposicao (3.56) em que g, tem média e primeiro momento nulos,

e que sejam validas as desigualdades (3.63) e (3.64).

Usando novamente o Lema 3.7, temos que D,, < D, para todo n € {1, 2,---, ng}. Portanto,
pela hipotese de inducao, [Lfull < Dullfolly < Dllfoll, < . para todon € {1, 2,-- , no}. Tsso nos
permite usar o Lema 3.5 para concluir Ry, f, = f.+1 € B, satisfazendo (a), (b) e (¢) do Lema,
para todo n € {1, 2,---, ng}. Vamos agora demonstrar a desigualdade (3.63). Substituindo,
as hipoteses de indugao, (3.63) e (3.64) no item (c) do Lema 3.5, com n = ng, e lembrando que
| Ano| < L™, obtemos

C Ep,D?
90110 < Frormgyrr folle + = 1ol

Novamente iremos usar o Lema 3.7 para concluir que D,,, < D, o que nos leva a estimativa:

1 C

lgno+1lle < Toormazsy |75 T L7 Era D%l folla| [ folla:
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Lembrando que L > Ls implica em % < %, que L% < 1, pois § € (0,1), e que ||foll, < &

obtemos:
1
lgno1lle = Frorma=s Iolle:

o que prova (3.63).

Para provar (3.64), utilizamos (3.63), com n = ny + 1, a decomposicao fr,+1 = Ang+1f7 + Gno+1s
dada no item (a) acima e o fato de A, 41 = Y 10 (Aix1 — A;) + Ao, para obter:

no

D (A1 — A) + A

1
1 froalle = Trormazs Ifolle + K
1=0

ja que ||ffll; < kq, com k, dada por (2.13). Agora note que, do item (b) do Lema 3.5 com

n=1,2---, ng, e do primeiro passo (veja (3.35)), temos

no no
Z!AiH—Ai!—HAo\ = Z\Aiﬂ—Ai\‘HAl—AO“HAO‘

=0 1=1
no
< S NGl AN+ (Gl folls + 1) 1ol
i=1
Usando que || full, < Dallfolly € [Ael < L, para todo n € {1, 2,--- , ny}, entao

ZlAm Ail + 14| < GLquoHQZU (Grgllfolly +1) | follg-

=0

Assim, substituindo essa cota na ultima desigualdade para || fny+1/|4, 0btemos:

a |Grallfollg Z Ly Grgllfollg +1

[ frotllg < {W } | follg = Dngsall follg:

e a desigualdade (3.64) esta provada (veja definicao (3.62) de D,,,+1). Note ainda que, pelo Lema
3.7, W fnot1lly < Dugsallfollg < Dllfollg < €, desde que || foll, < € com € dado por (3.65), o que

finaliza a demonstracao do teorema. |

Observacgao: A definicao de ¢ no teorema anterior se baseia em nossos resultados sobre as duas
primeiras iteradas do RG que foram realizadas na Se¢ao 3.3 (veja as defini¢oes (3.38) e (3.50) de

€1 e &, respectivamente). De fato, a generalizacao destes €’s, para n =0, 1,2, --, pode ser dada

N . 1 _ €
Cny1 = min { S0 E, D €n, D) } (3.66)

recursivamente por
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com as definigoes € = ¢, Dy = 1, D; dado por (3.36) e D,,, n > 2, dado por (3.62). Mais do
que isto, temos que, para todo n > 0, €,41 < €, < & = €. Por outro lado, é facil ver que, se
(3.61) for satisfeita, entdao € < ¢,, para todo n > 0. Assim, f, € B, para todo n € Z*, desde
que || foll; < & Com isso, preenchemos o passo 1 do ARG para a n-ésima iterada do processo e,

consequentemente, todos os outros passos do algoritmo também estao preenchidos.

O proximo resultado garante que a sequéncia A, é convergente:

Corolario 3.1 Sob as hipdteses do Teorema 3.2, a sequéncia (A,), formada pelas contantes
dadas por (3.58) é de Cauchy. Mais especificamente, existe uma constante A tal que

L—’n

A, — A
A=Al < orma =

1 follq:

para todo n € Z+.

Demonstragao: Como f, tem massa zero, ||fol|, < €, com € > 0 dado por (3.65), e D,, < D, para

todo n € Z], segue do Lema 3.5 e da estimativa (3.64), do Teorema 3.2, que

Grg
Ln

GpD?
Ln

[ A1 — An| < 1£all <

1 £ollg:

0 que nos garante que (An)n é uma sequéncia de Cauchy e, portanto, existe uma constante

A tal que (A,), — A quando n — +oo. Assim, dado m € Z*, como A, — A1y =
S (Angi = Apgig),

m—1 m—1 n-+i
. i 1
A Al < lim (Z [Ausins = AM) <G DIl tm > (7) -

=0
Como L > 1, ||follq <€e Epg > G4, com Ep , dado por (3.30), obtemos

1 L=

0 que demonstra o corolario. |
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3.6 O comportamento assintotico

Nas secoes anteriores, vimos que, para cada iteracao do ARG, todos os passos do processo estarao
satisfeitos desde que tomemos a norma do dado inicial fy suficientemente pequena. Em particular,
do Teorema 3.2, se o dado inicial f; da primeira iteragao do processo satisfizer | fy||, < €, entao
fn € Be, para todo inteiro positivo n. Com isso, o Teorema 3.1 nos garante que o pvi (3.52),
obtido na n-ésima iterada, possui uma tnica solu¢ao u,(z,t) na bola By, , para todo ¢ € [1, L?].
Nesta secao, iremos mostrar inicialmente que é possivel estender a solucao local, no tempo, para
todo ¢ > 1 unindo as solugoes u,, dos pvis (3.52). Feito isso, mostraremos que o operador RG
nao-linear Ry, definido em (3.54), assim como o operador linear Ry, satisfaz a propriedade de
semi-grupo. De posse desses resultados, estaremos aptos a provar o Teorema 1.1, que é o principal

objetivo deste capitulo.

Para isso, consideremos € > 0 dado por (3.65). Se || f|l, < € e se f = f, tem massa zero, segue
do Teorema 3.2, que f, dada por (3.55) e (3.54) esta bem definida, tem massa zero e || f,||; < €,
Vn € Z*. Assim, o Teorema 3.1 nos garante que o pvi (3.52) tem uma unica solu¢ao u,, na bola

By, representada por
Un(z,t) = uy, (x,t) + AN (u,)(z,t),V 2 € Re Vt € [1, L],
em que uy, ¢ a solugao do pvi linear com dado inicial f, (veja (2.6)) e N(u) é dado por (3.7).

Lembrando que uy, (w,t) = e“”2t]?n(w) e aplicando a Transformada de Fourier na igualdade acima
para u,(,t), segue que u,(0,t) = 0, para todo t € [1, L?], ja que fn(O) =0e ]m(o,t) =0,
veja (3.10). Logo, u,(z,t) possui massa zero para todo n € {0,1,2,--- }.

Assim, definindo
u(-,t) = L™, (L7, L"), t € [L*", L*")] en e ZT, (3.67)

onde u,(-,t) é solu¢do do pvi (3.52) podemos concluir que u(-,t) possui massa zero para todo
t > 1. Fazendo y = L™"x e s = L™?"t, temos que u,(y,s) é a tnica solugdao do pvi (3.52) para
s € [1, L% e, portanto, u(z,t) é a Ginica solu¢do de massa zero do pvi (3.1) definida para quaisquer

rzeRet>1.
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Tendo em maos a existéncia global da solugao para o pvi (3.1), bem como, os resultados obtidos

nas sec¢oes anteriores, podemos mostrar o seguinte lema:
Lema 3.8 Sob as hipdteses do Teorema 3.2, para todo n € Z},

(a) o operador RG nao-linear definido em (3.54) satisfaz a Propriedade de Semi-grupo, isto é,

Ripng=Rpp-10---0Rp10RL; (3.68)

(b) existe uma constante Cp, 45 = C(L,q,0) > 0 tal que

n n n * C[u ,0
122" (L, 17) = Afillg < Foiizsy [ folla (3.69)

sendo A a constante do Coroldrio 3.1.

Demonstragao: Para provar o item (a) aplicaremos indugao sobre n. Se n = 2, como || fyl|, < €,
pelo que vimos no inicio desta se¢ao o pvi (3.2) possui solugao tnica definida para todo ¢ > 1.
Fazendo uy(x,t) = L*u(Lx, L*t), obtemos portanto que u; esta bem definida para todo ¢ € [1, L?]
e satisfaz o pvi (3.39) com dado inicial u;(z,1) = L*u(Lz, L*). Da defini¢io do operador RG

nao-linear dada por (3.54), obtemos:

Rizof(z) = L'w(L?z, L") = L*uy(Lx,L*) = Ry, (ui(z, 1))
= Rpa (LQU(Lz, L2)) = Rp10Rpof(z).
Suponhamos agora que a igualdade (3.68) seja valida para algum inteiro ng > 2, isto ¢, suponha

que
Riroof(x) = L2"°u(L"°a:, LQ"O) =Rpp-10---0Rp10Rpof(2).

Entao, segue da defini¢ao do operador RG nao-linear e de (3.67) que

Rpnprigf(x) = LXmoty(Lrotty, L2000y = [y, (La, L*) = Ry ptng (2, 1)
= Rpn,L*™u(L™x,L[*™) = Ry, 0 Rppg_10-+-0Rpy 0 Rpof(x),
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sendo que na tltima igualdade usamos a hipotese de inducao. Portanto, (3.68) é valida para todo
inteiro positivo, o que mostra o item (a).
Agora, dado n > 1, da defini¢ao (3.55) e da propriedade de semi-grupo, temos que

fo(@) = Rpn-1fu1(x) =Rpn10Rpno---0oRpi0Rpof(z) = Rengf(x) = L*u(L"x, L*")

Por outro lado, como || fy||; < € com € dado por (3.65), temos a representacao f, = Anfy + gn €

vale (3.63). Portanto,

I, 12%) = Aufily = Nl < 20l

Utilizando a desigualdade acima juntamente com o Corolario 3.1, obtemos:

2n n 2n * 2n n 2n * *
L7 u(L" L) = Affllg < [[L7" (L™ L7") = A fillq + [An — Alllf1 4
1 Ln(l—é)L—n
[ follg-

< —— |1+k
Observando que & € (0,1) e L > 1 implicam em L™ < 1, obtemos (3.69), sendo Cp .5 =

[n(1-9) q2L1—6(1 _ L—l)

k
L+ so=ay- I

Demonstragao do Teorema 1.1: Nos calculos anteriores provamos que a estimativa

i} C
[tu(VE 1) — Affl, < t(f;‘%;f 1 follgs (3.70)

2

é valida para todo t, = L*", n € Z*, desde que L > L; e o dado inicial f do pvi (3.1) seja

suficientemente pequeno, isto ¢, || f||, < € com € dado por (3.65).

Procedendo como na demonstragao do Teorema 2.1 provaremos que a desigualdade (3.70) também

¢ valida para todo t € (L2, L20+1)) ‘com ng € Z* e L > Ls.

Para isso, tomemos 7 € (1,L%) e ng € Z*. Entdo, t = 7L* € (L*0 [*m0+)) ¢ definindo
Ly = T%L”O, temos que Ly > L > Ls. Assim, todos os calculos apresentados nas se¢oes anteriores
permanecem validos considerando-se a escala L; no lugar de L. Em particular, de (3.69) com

n = 1, obtemos
CL,q,é

W’\fo’\m

o que mostra que a desigualdade (3.70) ¢ valida para todo ¢ € (L*", L*™+Y) sempre que L > Lg

IrL2ou( /7L I — A, <

e isso implica na validade da mesma para todo ¢ > L?. Portanto, tomando o limite de ambos os

lados de (3.70) quando ¢ tende ao infinito temos o resultado desejado. 1
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Capitulo 4

2m—+1 u”

Nao linearidades do tipo u "

Neste capitulo, utilizando os procedimentos do ARG que foram descritos na Secao 3.3,
estudaremos o pvi (1.1) sob as condigoes dadas em H-2 no Capitulo 1. Para esse estudo
consideraremos o pvi

{ut:um—i-)\F(u,ux),:EGR,)\G[—l,l] (4.1)

u(z,1) = f(x), x € R, f(z) € By,
onde o dado inicial f(x) agora é uma fun¢do impar (em particular, possui massa zero) e o termo
nao-linear F'(u,v) é uma fun¢ao analitica na origem u = v = 0 que admite a representagao em
série de poténcias

F(u,v) = Z Con 2™, (4.2)

m>a,n>b
4a+3b—2>0

e tem raio de convergéncia r = min{r,,r,} > 0, sendo r, e r, os raios de convergéncia das somas
sobre as variaveis u e v, respectivamente. Observe que, quando os valores a =0, b =1, ¢o; =1
e Cpmpn = 0 para todo m > 1 sdo substituidos no lado direito de (4.2), temos exatamente a nao-
linearidade da equagio associada ao pvi (3.2), de forma que, neste capitulo, nos generalizamos

os resultados do capitulo anterior para nao-linearidades da forma (4.2).

Utilizando argumentos similares aos apresentados na Secao 3.2 verificaremos, na Secao 4.2, a
existéncia de um namero positivo ¢ tal que se f € B, N B, entdo a solug¢do do pvi (4.1) no

intervalo de tempo [1, L?], com L > 1, é dada por u(z,t) = us(x,t) + AN (u)(z,t), onde us(z,t)
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¢ a solugao do pvi linear com dado inicial f (veja (2.6)) e N(u) é dado por

—(z—y)?

N(w)(z,t) = /;( ¢ F(u,ux>(y,t—s—1)dy) ds, (4.3)

R VA4rs

sendo F'(u,u,) a soma dada por (4.2). Também na Secdo 4.2 veremos que N (u) estard bem

definido desde que u(x,t) esteja dentro da regiao de analiticidade da fun¢ao F'(u,u,).

Note que se a nao-linearidade F'(u,u,) do pvi (4.1) possuir expoente fixo n = 1 na segunda
variavel, isto é, se F(u,u,) for da forma [h(u)],, sendo h(u) uma func¢do analitica em u = 0,
entdo, F {[h(u)];} (w,t) = iwh/(z)(w,t) o que implica em F {[h(u)],} (0,t) = 0 e assim o termo
nao linear N(u)(z,t) da solu¢do u(z,t) dado por (4.3) terd massa zero (lembre que o mesmo
ocorre, em particular, para a equagao de Burgers estudada no capitulo anterior, veja (3.10)).
Com isso, como no capitulo anterior, se supormos que f(x) tenha massa zero e lembrando que

esse fato implica em w;(0,t) = 0, podemos concluir que:

se h(u) é uma fun¢ao analitica na origem u = 0 e se o dado inicial f(x) tem massa zero entdo a
solugao u(x,t) do pvi (4.1) com nao-linearidade [h(u)], e dado inicial f(x) também tem massa

ZET0.

Contudo, no caso agora tratado, estamos considerando que a poténcia da segunda variavel da
representacao (4.2) pode assumir valor maior do que 1 e isso ndo nos permite extrair uma
informagao adequada (e necessaria) sobre a massa da solu¢ao u(z,t) como fizemos no caso citado
acima para pertubagoes do tipo [h(u)],. Nesse sentido, foi necessario que restringissemos o
conjunto dos dados iniciais & classe de funcoes que sao impares e estao em B, N B, e, para
garantir que a solugdo do pvi (4.1) tenha a mesma paridade do dado inicial f(x) incluimos
condigoes sobre as poténcias da soma (4.2). O argumento formal a seguir justifica a necessidade

dessas restri¢oes sobre as poténcias na soma (4.2).

Para simplificar, consideraremos a seguinte equacao do calor nao-linear:
Uy = Uy + Al (4.4)

sendo A€ Rea,beZ".

Supondo que u(x,t) seja uma solugio de (4.4) e definindo v(z,t) = —u(—=x,t) é facil verificar que
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v(x,t) satisfaz & equagao

Uy = Ugy + (—1)* T Au?,

o0 que nos permite concluir que a solugao de (4.4) seréa invariante por simetria desde que o expoente
a seja impar e b € Z* e isso justifica o fato de que as poténcias na representagao de F'(u,u,)

2m+1,,n

devem ser da forma u ul, com m,n € Z7.

Consideremos agora que o dado inicial f(z) do pvi (4.1) seja uma func¢ao impar e suponhamos
que u(z,t) seja a solu¢ao desse problema na faixa de tempo [1, L?], com L > 1. Assim, a fung¢ao
v(x,t) = —u(—=z,t) também sera solucao do pvi (4.1), ja que v(x,1) = f(z) (pois, f(x) é impar).
Com isso, utilizando o teorema da existéncia e unicidade local (que sera provado na Secao 4.2),

concluimos que:

se o dado inicial f(x) do pvi (4.1) for impar entdo a solug¢io u(x,t) desse problema também serd

fmpar na varidvel x para todo t € [1, L?].

Em particular, como u(z,t) ¢ uma fun¢do impar na variavel x temos que F{F'(u,u,)}(0,t) =0
para todo ¢t € [1,L?]. Esta propriedade ¢ essencial para que possamos completar o passo 4 do
ARG (veja Se¢ao 3.3) e fechar o ciclo da primeira (e, consequentemente, da n-ésima) iteragao do

algoritmo.

Outra restrigdo nos valores das poténcias de u e u, explicita na soma (4.2) é que m > a e
n > b, com a,b € Z* satisfazendo a desigualdade 4a + 3b — 2 > 0. Observe que essa condicao,
4da + 3b — 2 > 0, é satisfeita sempre que os indices a e b forem niimeros inteiros tais que a > 0 e
b>0oua>0eb> 0. Dessa forma, assumindo que o pvi (4.1) tenha solu¢ao u(z,t) bem definida
para todo t > 1 e considerando, como na Secao 3.1, o scaling nao canonico L*u(Lz, L*t), podemos
proceder de forma similar aos calculos 14 apresentados e, seguindo a nomenclatura introduzida
por Bricmont et al., em [10], concluir que a pertubacao F(u,u,) dada em (4.2) pertence a classe
de nao-linearidades dita irrelevante no sentido do RG. Isso justifica a necessidade da condicao
4a + 3b — 2 > 0 pois, assim como no Capitulo 3, nosso interesse neste capitulo é analisar o pvi

(4.1) considerando a irrelevancia (no sentido do RG) da nao-linearidade da equagao.

O estudo do comportamento assintotico, para ¢ > 1, da solugado do pvi (4.1) sera feito com

base no ARG (veja Secao 3.3) e, por isso, os argumentos utilizados neste capitulo serdo similares
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ao do Capitulo 3. Entretanto, nesse novo caso, devemos tomar os devidos cuidados para que
os valores assumidos pela solu¢ao u(z,t) e sua derivada wu,(z,t) estejam dentro da regiao de
analiticidade da fun¢ao F'(u,u,) para garantirmos a sua boa defini¢do como faremos na Se¢ao
4.2. Para que possamos desenvolver a Secao 4.2, precisaremos de alguns resultados técnicos que
serao apresentados na Secao 4.1. Também na Secao 4.2, usaremos novamente o Teorema do
Ponto Fixo de Banach [20] para demonstrar o teorema da existéncia e unicidade da solucao do
pvi (4.1) no intervalo de tempo [1, L?], sendo L > 1. Na Sec¢do 4.3, com as devidas modificagoes,
apresentaremos uma versao adaptada para o Lema da Renormalizacdo (Lema 3.5) e para o
Teorema 3.2 mostrando, de forma genérica, que os passos do ARG, descrito na Secao 3.3,
também estao todos preenchidos no caso aqui tratado desde que o dado inicial f seja impar,
seja suficientemente pequeno e aceite a decomposicao descrita no passo 2 do algoritmo. Na

sequéncia, usando esses resultados, demonstraremos o Teorema 1.2.

4.1 Resultados Preliminares

Nesta secao, apresentaremos alguns resultados técnicos que serdo fundamentais para demonstrar
a existéncia e unicidade local da solugao para o pvi (4.1) e, consequentemente, dar continuidade

aos procedimentos necessarios para demonstrar o Teorema 1.2.

Como na demonstragao do Lema 3.3 da Se¢ao 3.2, precisaremos obter uma cota superior para a
transformada de Fourier da nao-linearidade da equacao estudada. Diferentemente dos calculos
14 apresentados, onde a transformada de Fourier do termo nao-linear ¢ F{[u?],}(w,t) = Luxue
podemos limité-la uniformemente em cada instante ¢ € [1, L?] por |[a(w, t)| < (1+]w|?) 7 |Ju(-, 8)]]4,
agora o termo nao-linear pode nao ser da forma [h(u)], e precisamos também cotar superiormente

a funcao uy(w,t).

Lembrando que 4, (w,t) = iwt(w,t) e usando a estimativa |u(w,t)] < (1 + |w|?) 7 |u(, 8)]4
obtemos que

[l D)llg,

- 2
oW, 1) < —
()] < 3o

para todo w € R e t € [1, L?] fixo mas arbitrario.



69

Podemos observar na desigualdade acima que o termo ,(w,t) decai com um fator de |w]? !
enquanto u(w,t) decai com |w|? Entretanto, gostariamos de usar novamente o Lema 3.2, como
fizemos na demonstracdo do Lema 3.3, para obter uma cota superior para a transformada de
Fourier da soma (4.2). Para que isso seja possivel, é necessario que |iy(w,t)| e o modulo das
derivadas com respeito a variavel w, |0\ u(w,t)|, com i = 0, 1,2, tenham decaimentos similares.
Tendo em vista essa necessidade, lancaremos mao do resultado abaixo, cuja demonstracao, com

as devidas modificagoes, é andloga & apresentada em [22] (veja Proposigao 2.1 em [22]).

Proposicao 4.1 Dados q > 3/2 e uma fungao u pertencente ao espago B, dado por (3.3), valem

as sequintes desiqualdades:

- ~ 2
). 0. 1)] < ]

W? 2071727

para quaisquer w € R et > 1.

O proximo resultado sera util para garantirmos a convergéncia das séries de poténcia que

aparecerao no decorrer deste capitulo.

Proposicao 4.2 Se f € By, ¢ > 2, e u € By, com B, e By dados, respectivamente, por (1.15)

e (3.5), entao existem constantes ki = ki(q) e ky = ka(q) tais que
u(e, )] < Fallull e ue(z, )] < kaflull,

para quaisquer x € R et € [1, L?]. Em particular, eziste K > 0 tal que |u(z,t)|, |u(z,t)] < K||u]|.

Demonstragao: Iremos provar a segunda desigualdade. A demonstracdo da primeira pode ser

encontrada em [21]. L4, Souza et al. obtiveram o seguinte valor para a constante k;:

1 1
ky = —/ —dw.
21 Jp 1+ |w|?

Inicialmente, notemos que u € By implica em u(-,t) € B,, ¢ > 2, para todo t € [1,L?].
Tomando ¢ € [1, L?] fixo porém arbitrario, como B, C L'(R) N L*(R), podemos obter, através da
Transformada de Fourier inversa, a seguinte representagio integral para u,(z,t):

uz(x,t) = %/Rwei‘”‘”ﬁ(w,t)dw.
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Assim,
1
) < 5 [ ol )]

Se |w| < 1,

Hx ) < — d
[z (2 )’_27T/Rl+]w\qw

|w| +Jw|? 2wl
T+ |wlt = 1+ |w|e '

Se |w| > 1, como ¢ > 2,

Usando a desigualdade acima e o fato de que |@(w,t)| < |lul| (1 + |w|?)™" quando t € [1, L?]

(1)) < i/M o,
21 Jgp 1+ |w|t

J

obtemos

Observe que a integral do lado direito da desigualdade acima converge, pois ¢ > 2 e |lu|| < oco.

1 1 1 1
kQ =min{ — / —dw, — / ——dw s
27T Rl“"’w‘q T R].‘}“W’q_l

temos |u,(z,t)| < ks||lu||. Para finalizar, definindo

Portanto, tomando

K = min{ky, k2 }, (4.5)
segue que |u(z,t)], |ug(z,t)] < Kl|ul| e a proposi¢ao esta demonstrada. 1

A proposicao a seguir nos fornece algumas estimativas que serao necessarias para a continuacao

desse capitulo.

Proposicao 4.3 Seq>1 et >1 entao

1 = 2% — 1
_ —w?s ge o 4.6
1+ |w|‘1—1/0 A TR (4.6)
1 = 2 - 2t+4
— / w|ise™"*ds < el i (4.7)
14 |wlet J, 1+ |wl|9
67
1 =1 2t —1)3/3+2
—_1/ wrs?e 5 ds < ( /3 + : (4.8)
1+ |wle=t 1+ |wl|d

para todo w € R.
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Demonstracao: Primeiro, iremos analisar as integrais que aparecem no lado esquerdo das

desigualdades acima.

Calculando as integrais acima, veja demonstracao do Lema 3.1, obtemos

t—1
2 t—1, se |w| <1
w*Ss < — Y )
t—1 5
i —w?s (t—1)%/2, se |w| < 1,
< = ; ]
/0 |W| se ds < Mw,t { 3/|w|3—z7 se |w| >1,i=0,1. (4 10)
t—1 3
2.2 —w?s _ (t—1)%/3, se |w| <1,
< =
/0 lw|*s*e ™ *ds < T\ = { 2wt se w] > 1. (4.11)

Agora estimaremos as cotas acima considerando os casos: |w| <1 e |w| > 1.

Como ¢ > 1, se |w| < 1entao 1 + |w|? < 2(1 + |w|9™!) e, como t > 1, segue que

t—1 _ 20 -2  (t—1)%/2 _ (t—1)> (t—1)3/3 _ 2(t —1)3/3
T4 |wlet " 14+ |we’ 14 |wlet " 14+ |wle’ 7 14 |w|e ! 1+ |wld

Por outro lado, se |w| > 1 entao [Jw|* (1 + |w|7 )] < (1 + |w]?) ", para todo inteiro i > 1.

Usando essa ultima estimativa, as cotas obtidas no caso |w| < 1 e as defini¢des das fun¢oes F,, .

My e Ty, segue o resultado desejado. |

4.2 FExisténcia e unicidade local

Nesta se¢do, provaremos um teorema similar ao Teorema 3.1, da Secao 3.2, que nos garantird
a existéncia e unicidade da solugdo do pvi (4.1) na faixa de tempo [1,L?]. Como feito 14,
inicialmente, consideramos o espago de Banach (B, | - ||), dado por (3.3) e (3.4), e definimos
o operador T, como em (3.6), que atuara sobre as funcoes u : R x [1, L?] — R desse espago
da seguinte forma: T'(u) = uy + AN (u), onde uyg(x,t) é a solucdo do pvi linear com dado inicial

f(x), veja (2.6), e N(u) é o operador dado por (4.3).

Antes de prosseguirmos, precisamos garantir a boa defini¢do dos operadores T'(u) e N(u) acima.

Observe que para fazermos isto basta garantirmos que, para todo x € R e t € [1, L?], os valores
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u(z,t) e uy(x,t) pertencam a regiao de analiticidade da fun¢ao F'(u,u,) definida em (4.2). Pela
Proposicao 4.2, se f € By, ¢ > 2, e u € By, entdo, |u(xz,t)|, |u,(z,t)] < Kl|ul, onde K &
a constante dada por (4.5). Lembrando que F(u,u,) tem raios de convergéncia r,,r, > 0, se
tomarmos f suficientemente pequeno de forma que || f||, < r (K C_’L)fl, onde r = min{r,,r,} e Cf
¢ dada por (3.8), utilizando a Proposi¢ao 3.2 temos |u(x,t)|, |u.(z,t)] < Kljul| < KCr|/fll, < 7
Portanto, sob essas condigoes, F'(u,u,) estd bem definida e, consequentemente, os operadores
T(u) e N(u) também estdo. No decorrer desta se¢do, tomaremos o cuidado de tomar a norma
de f satisfazendo a condicao acima. Entretanto, como veremos nas demonstracoes dos Lemas
4.1 e 4.2, precisaremos impor mais condi¢oes sobre a norma de f para garantir a convergéncia

de outras séries de poténcias que surgirao ao longo da sec¢ao.

Também na Se¢do 3.2, vimos que se By C B ¢é a bola fechada de centro uy e raio || f||,, dada por
(3.5), se u € By for um ponto fixo do operador 7°(-) e se T'(-) for uma contragao que leva By em
By, entao, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, veja [20], u(x,t) sera a tnica solucdo local
do pvi (4.1) na faixa de tempo [1, L?]. Assim, obtemos a seguinte versio do Teorema 3.1 para o

problema (4.1) tratado neste capitulo:

Teorema 4.1 Suponha que F(u,v), dada pela soma (4.2) com indices sujeitos & restri¢do
4a + 3b — 2 > 0, tenha raios de convergéncia 1, e T, positivos e seja v = min{r,,r,}. Dados
qg>2,L>1ele[-1,1], existe um nimero positivo € = e(L,q,r, F) > 0 tal que se f € B, e

I flly < € entio o pvi (4.1), com t restrito ao intervalo [1, L?], possui uma tnica solu¢do em By.

Para a demonstracao do Teorema 4.1, iremos mostrar a seguir dois lemas, semelhantes aos Lemas
3.3 e 3.4, sendo que o primeiro deles nos garantird que se o dado inicial f for suficientemente
pequeno entdo o operador 7'(u) mapeia a bola By nela mesma e, o segundo, nos mostrara que

T'(u) é uma contragao em By.

Observagao: Ressaltamos que as demonstragoes apresentadas no restante deste capitulo sao
similares as do Capitulo 3 e, por isso, nao repetiremos todos os calculos 14 apresentados.
Seguiremos a mesma logica do capitulo anterior, entretanto, evidenciaremos apenas as diferencas

entre os resultados apresentados.
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Lema 4.1 Suponha que F(u,v), dada pela soma (4.2) com indices a e b tais que 4a+3b—2 >0
e raios de convergéncia positivos r, er,, L >1eq> 2, se f € By er =min{r,,r,} entdo existe

um nuimero ¢, = €;(L,q,r, F') > 0 de forma que

[N <11 Fllqs

para toda fungao u € By desde que || f]l, < €.

Demonstracdo: Dados ¢ > 2, f € B,, u € Byem,n € Z" taisquem > a, n > be 4da+3b—2 > 0,
defina

—(z—y)?

t—1
(& 4s
Hoyn(u)(z,t) =cmn My (y,t—s—1)dy | ds, € R, t € [1,L%. (4.12
A(w0(at) = e [ (m (y >y> 107 (412)

Observe que o operador N(u), definido em (4.3), pode ser reescrito como:

Nw)= Y Hyalu), (4.13)

m>a,n>b
4a+3b—2>0

desde que ||f|l, < r (KC_’L)_I, onde r = min{r,,7,} > 0 e as constantes C;, e K sio dadas,

respectivamente, por (3.8) e (4.5).

Tendo em vista a identidade acima, iremos avaliar separadamente cada H,,,(u) e depois somar

as conas obtidas para estimar a norma de N (u).

Como ¢ > 2, entao, uv*"™u? € L' (R) N L?(R) e podemos aplicar a transformada de Fourier
g2

nesse produto. Assim, lembrando que F{f; * fo} (w) = fi(w)fo(w) € ]-"{f/i%} = "%, segue

de (4.12) que

—

-1 .
Hypn(u)(w, t) = Cm,n/ e_“’zsu?m“ug(w,t — s —1)ds.
0
Mas

1

w?m g (w,t) = (27 )2mtn

/2 U(w —p1) - U(pom — 1)+ Up(T1 — 7))y (ry)dpdr,
R m—4n

onde estamos usando as notacoes: dp = dpidps - - - dpa,, € dr = dridry-- - dr,. Assim, podemos

reescrever ﬁ;z(u) (w,t):

Cmon =t —w? ~ ~ ~ ~
(271-)2;714—71 /0 o—w?s (/R2m+n U(w —p1) - U(pam — 1) - U (11 — rn)ux(rn)dpdr> ds. (4.14)
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Veja que na representacao acima temos 2m convolugées de u com 7, uma convolucao de u com

U, e n — 1 convolugoes de u, com .

Como na demonstra¢ao do Lema 3.3 gostariamos de usar o Lema 3.2 para estimar o modulo de
(4.14). Observe que, para que possamos usar esse lema, agora nao basta considerarmos ¢ > 3/2

como no capitulo anterior. De fato, da Proposicao 4.1, temos que

~ ~ 1 1
[t =l o < 2l [
R R

1+ w—p|e! 1+ p
Para que a integral do lado direito da desigualdade acima seja convergente e, consequentemente,

‘q—l dpl

possamos usar o Lema 3.2, é necessario que ¢ — 1 > 1, isto é, ¢ > 2.

Com isso, como L > 1, ¢ > 2, f € By e u € By, podemos proceder de forma semelhante a
demonstragao do Lema 3.3 da seguinte forma: em (4.14), aplicamos 2m+n+1 vezes a Proposicao
4.1 e, em seguida, 2m + n vezes o Lema 3.2, obtendo:
P r . G 2m+n
Hmn 7t <2 mn$ — 2m+n+1’
)] < 2emal 0 (S2)

onde F,; ¢ dada por (4.9).

Da Proposigio 4.3, para quaisquer w € R e t > 1, vale F,,;(1 + |w|7 )~ < (2t — 1)(1 + |w|?) 7,

pois ¢ > 2, e assim temos a seguinte cota superior:

v (4t —-2) (G, e 2
Hm n t < mmnl T, | |, - et
e )| < lenal g (1) TP,

onde G, é a constante dada por (3.9).

Usando a estimativa acima em cada parcela da soma do lado direito da representagao do operador

N(u), dada por (4.13), temos

o (4t — 2) (Gq>2m+" ) .

N(u)(w,t ‘ < — Conl | — wl[Pmrrrt 4.15

M@ <y 3 demal () (1.15)
4aF3b—2>0

Precisamos garantir a convergéncia da série acima. Para isso, lembrando que a soma (4.2) possui

raios de convergéncia r, e 7, e que 7 = min{r,,r,} > 0, defina

. r Tr
ro=minq —, —
0 PT?GQ 3
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onde G, e K sao dadas, respectivamente, por (3.9) e (4.5). De forma semelhante ao que fizemos
no inicio desta secao, tomando || f||, < CL, " 'ro, segue da Proposicio 3.2 que ||u|| < ro, garantindo

assim, a convergéncia da soma que aparece no lado direito de (4.15).

—

Agora iremos determinar uma cota superior para |0,N(u)(w,t)|. Na defini¢ao de F'(u,u,) (veja

(4.2)) temos poténcias da forma ™+

ul comm > aen > btais que 4a+3b—2 > 0. Observe que
essa condi¢oes sobre os indices m e n nos mostra que, na representacao de F'(u,u,), temos pelo
menos um fator de u dentro do somatorio e portanto podemos derivar ambos os lados de (4.14)
com respeito a variavel w e usar a estimativa [t/ (w, )| < 2||u/|(1 + |w]?™1) 7}, veja Proposicao 4.1.
Caso pudesse ocorrer de na soma (4.2) nao termos fatores de wu, isto é, termos apenas fatores
de u,, precisariamos obter estimativas para as derivadas com relacdo & omega de u,. Assim,
procedendo de forma analoga aos calculos feitos para obter a estimativa do médulo de me
usamos o Lema 3.2 e a Proposicao 4.3, para obter:

— A2 — 2t + 14 G\ 2
amen(wa,t)‘ < ( + )|Cmn| g Hu||2m+n+1-
) 1+|w|q ) T

Tendo em vista a representagao (4.13) para o operador N(u), a desigualdade acima implica em

— (412 — 2t + 14) G\ i
awN(u)(w,t)] < > lemal (22 o] 2t (4.16)
47:+2 30 2Z>b0

desde que || f|l, < L .

Por fim, para avaliar |02 N (u)(w,t)|, usamos mais uma vez o fato de que a soma (4.2) possui pelo

—

menos um fator de u para estimar a derivada segunda de H,,,(u)(w,t) com respeito a variavel
w, pois assim poderemos usar a estimativa |[@"(w,t)] < 2|jul|(1 + |w|?7') 7L, veja Proposigao 4.1.
Com isso, ja que ¢ > 2, usando novamente o Lema 3.2 e a Proposi¢ao 4.3, obtemos:

. 16t — 12¢% — 12t + 170 G\
83Hm,n<u)<w,t)‘ < ( - +| |q + )’Cm,n‘ (_q> HuH2m+n+1_
w

Segue da desigualdade acima juntamente com a representagao (4.13) para N(u) que

— (16t — 1262 — 12t + 170) G\
OLN () w.1)| < T S0 lewal () P @an)
S
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desde que || f||, < L M.

Dessa forma, observando que o polinomio 16t3 — 8¢ — 10t + 182 é crescente para ¢ € [1, L?],

somando as cotas (4.15), (4.16) e (4.17), e usando as defini¢oes (1.14) e (3.4) para as normas

|- Il; el - |l, obtemos a seguinte cota superior

G 2m+n
IN(u)|| < (16L° — 8L* = 10L* +182) > [cmal (f) e,

m>a,n>b
4a+3b—2>0

quando || ]|, < CL " 'ro.

Notando que as desigualdades m > a, n > b e 4a+ 30 — 2 > 0 implicam em 2m +n+ 1 > 2, se

1fllq < C1'ro temos lul| <rg <re

G 2m+n
P 32 femal (€2) et < o

m>a,n>b
4a+3b—2>0

Assim, sob essas condigoes, segue da Proposicao 3.2 que
IN W) < Ki,CLIfI%

onde i
Kpq=(16L° —8L' — 100>+ 182) > |cpnl (ﬁ> p2mn=l (4.18)
™

m>a,n>b
4a+3b—2>0

Portanto, definindo €; = €,(L, ¢,r, F) = min { (K, ,C})~',C; 'y}, obtemos

[N < 11 Fllqs

para qualquer u € By, sempre que || f||, < €;. |

Lema 4.2 Sob as hipdteses do Lema 4.1, existe um nimero es = es(L,q,r, F') > 0 de forma que,
se f € By elflly < e, entao
1
IV () = N()ll < 5llu—vll,

para quaisquer u,v € By.
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Demonstracdo: Dados ¢ > 2 e f € B,, sejam u e v duas funcoes de By e H,, ,(u) a funcao
representada em (4.12) onde m,n € Z* sdo tais que m > a, n > b com 4a + 3b — 2 > 0. Temos

que [Hm) - Hm)] (w,t) é dado por

t—1
(2:)71—2:1%/ e (U ekl — Dk -k 0y) (w,t— 5 — 1)ds, (4.19)

sendo que no integrando acima temos 2m convolucoes de © com u e n — 1 convolugoes de u, com
U, subtraido da mesma quantidade com relacao as fun¢oes v e v,. Como na demonstracao do
lema anterior, para garantirmos as convergéncias das séries que aparecem nos calculos a seguir,
iremos considerar mais uma vez que | f[|, < C_L_lrg, o que, pela Proposi¢ao 3.2, implica em

|lull, ||v|| < 7o, pois u,v € By.

Usaremos agora os mesmos procedimentos da demonstragao do Lema 3.4, isto ¢, inicialmente
iremos somar e subtrair U % U - - - % U * Uy * - - - * U, (convolugdo de v com 2m — 1 convolugoes de

u com u e de n — 1 convolugoes de u, com ;) no integrando do lado direito de (4.19), obtendo

[Hm,n(u) - Hmm(v)] (w,t) =1 + Iy,

onde

Cm,n = o ~ ~

Il_(2 )2’m+n e (W —0) ks kU Uy * - * Uy (w,s)ds

i

e
C -1 2
[2:(277371—2,:&71/ eI (UK Uk Uk Uy ke k Uy — Uk kD kU k- % Uy) (W, 8)dS.

Observando que a representacao de Iy é igual a de H,,,(u) trocando-se uma das funcoes u
em (4.12) por u — v, e repetindo os mesmos calculos do Lema 3.3, obtemos uma cota superior
semelhante a (4.2) para |[;], isto é,
(4t — 2) Gq 2 2m+n
1] < |Cm,n|m — [lw = [ [|ul*,

onde G, é a constante dada por (3.9).

Para estimar |I5| iremos agora somar e subtrair U % U W -+« % U * Uy * -+ - % U, ao integrando

de I, isto é, uma convolucao de v com v, 2m — 2 convolucées de u com v e n — 1 convolugoes
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de u, com u,, com isso obtemos duas novas integrais, digamos I3 e I, sendo que |/3| é limitado

4t —92) /G,
el )(—‘I) ot = o a2 o]

1+ |wle \ 7

superiormente por

e I, pode ser decomposta em outras duas integrais somando e subtraido ao seu integrando
V*V*Ox Uk -+ * U Uy * -+ * Uy. Lembrando que |, (w,t) — 0p(w, )| < 2|t —0||(1 + |w|T™H) 7L,
veja Proposicao 4.1, repetindo o processo acima mais 2m + n — 3 vezes e usando a definicao de

N(u), obtemos

H]V(\U) - W] (W,t)‘ < 54_25’__’(/02’3"”_1}" Z [‘cm,n’ (%)%ﬁ—n <2:"Z:';:nuuu2m+n—zuvuz>] .

m>a,n>b
4a+3b—2>0

Note que a soma do lado direito da desigualdade acima é convergente. De fato, como | f]|, <

Cr ' e u,v € By, pela Proposicao 3.2, temos ||ul], |[v]| < 70 0 que implica em

2m+n
D0 P ol < (2m 4 n 4 Lrgm
i=0
e, portanto, a série é convergente ja que 1o < r = min{r,,r,}, sendo r, e 7, os raios de

convergéncia da soma (4.2).

De forma similar, obtemos, respectivamente, as seguintes estimativas para os moédulos das
a. [N(u) - N(v)] (w, t)] e |62 [N(u) - N(v)] (w, t)‘:

m+n [/2m4n
(4¢% — 2t + 14) G\t o
o el 2 flemal (2 > Pl ) |
=0

m>a,n>b
4a+3b—2>0

derivadas

m+n /2m+n
(163 — 12t2 — 12t + 170) G\t TR
Y he=vll > lemal (5 >l el )|
=0

m>a,n>b
4a+3b—2>0

sendo G, a constante dada por (3.9).

Observe que a soma do lado direito das desigualdades acima é a mesma que aparece na estimativa
de ‘ [N(@w) - N©)] (1)

acima.

. 5 1 :
. a qual é convergente desde que | f||, < C, 19 e u,v € By, como visto
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Assim, usando a defini¢gdo da norma || - || em B juntamente com a Proposigao 3.2, segue que
IN () = N@)I| < K gll fllqllu—vll,
onde

Kpg=(16L° —8L* — 1002 +182) Cp >

m>a,n>b
4a+3b—2>0

G 2m+n
2m+n+1)|cmnl (f) ramtn=tl

Portanto, definindo €5 = (L, ¢, 7, F) = min {(2K,,) ™", C;'ro} e tomando || f||,; < €2 obtemos

o resultado desejado. |

Demonstragao do Teorema 4.1: Como na demonstracao do Teorema 3.1, da Se¢ao 3.2, vamos
definir € = min {€, €2}, com € e €3 dados, respectivamente, pelos Lemas 4.1 e 4.2. Assim, segue
diretamente desses dois lemas que T'(Bf) C By e que T(u) é uma contracdo em By. Portanto,
do Teorema do Ponto Fixo de Banach [20] e do Principio de Duhamel [15], o pvi (4.1), com

t € [1, L%, possui uma tnica solu¢ao em By.

4.3 Renormalizacao e demonstracao do Teorema 1.2

Nas Secoes 3.4 e 3.5, generalizamos os passos do ARG que foram explicitados nas primeiras
iteracoes feitas na Secao 3.3 e mostramos que desde que o primeiro elemento, fy, da sequéncia
de dados iniciais para o pvi (3.2) esteja em B, N B, sendo ¢ > % e € dado pelo Teorema 3.1,
e além disso, puder ser decomposto em duas componentes sendo uma na direcao do ponto fixo
fi do operador RG linear e, a outra, na dire¢ao irrelevante (no sentido do RG) satisfazendo as
hipoteses do Lema da Contracao 2.2, entao a imagem de fy pelo operador RG nao-linear nos
fornece uma outra fun¢ao que serda o dado inicial de um novo pvi. Além disso, esse novo dado
inicial satisfaz as mesmas propriedades de fjy, em particular, também admite uma decomposi¢cao
semelhante a de fp e possui massa zero, e sua norma pode ser estimada em termos de ||foll,-
Também podemos obter estimativas em termos da norma de f, para a componente irrelevante

da decomposicao e para a diferenca das contantes A’s que aparecem nas decomposicoes dos f’s
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multiplicando o ponto fixo f;. Com isso, verificamos que, desde que possamos realizar a primeira
iteracao do ARG, todos os passos da n-ésima iteracao também estarao satisfeitos para qualquer

inteiro positivo n.

O processo resumido no paragrafo anterior e explicitado na Secao 3.3, aplica-se também a pvi’s
mais gerais como, por exemplo, ao pvi (4.1) com dado inicial f impar (em particular, com
massa zero), que é o objeto de estudo deste capitulo. Assim, a analise do pvi (4.1) pode
ser feita lancando mao do ARG e, uma vez que, os célculos para o caso aqui estudado sao
similares aos 14 apresentados, para a leitura nao ficar cansativa e repetitiva iremos agora omitir
as primeiras iteragoes e passaremos diretamente para a generalizacao e adequac¢ao do ARG para

o caso estudado neste capitulo como a seguir:

A partir de agora consideraremos, até o final deste capitulo, que L > Lg, onde Ly é dado pelo
Lema da Contragao. Além disso, quando nos referirmos a bola B, dada por (3.5), estaremos

considerando agora o nimero positivo € dado pelo Teorema 4.1.

Sendo assim, dados ¢ > 2 e A € [—1,1], para k € {0,1,2,---}, consideremos o pvi (PV Iy, f¢)

’

obtido através da k-ésima iteracao do ARG,

U = Ugy + MeFrLp(u,u,), T €R, t € (1, L%,
U’(:Ev 1) = fk(lj)v fk S qu

onde fi € B, com B. dada por (3.5), é uma funcao impar que sera definida a seguir,

(4.20)

)\k _ )\L—k(4a+3b—2) e FL k(u> u:z:) — Z Com nLk[4(a—m)+3(b—n)}u2m+1u;l.

m>a,n>b
4a+3b—2>0

Pelo Teorema 4.1, como | fill, < ¢ < C;'ry, veja demonstragio do Teorema 4.1, e
LHdla=m)+30b=n)] < 1 pois k > 0, m > aen > b, com 4a + 3b — 2 > 0, entdo, Fp esta
bem definida, veja a observagao abaixo, e existe uma unica soluc¢ao (local no tempo) para o pvi

(4.20) na bola By, cuja representagao ¢ dada por
uk(z,t) = uyp (x,t) + v(z, t) (4.21)

sendo uy, a solucdo do pvi associado & equacao do calor linear com dado inicial f, veja (2.6), e

vk = M\ N(uy), com N(ug) é dada por (4.3). Isto nos garante a boa definicio de L2uy(Lx, L?).



81

Observacao: Como uy, € By,, da Proposicao 4.2, temos |ug(x,t)|, |[Oyur(z,t)| < K||ug||, onde
K & dada por (4.5). Assim, da Proposi¢ao 3.2, temos |uy(,t)|, |0,ux(z,t)| < KCL|| fell, €, como
| fxlly < € < Cp'lro, veja a definigio de ¢ na demonstracio do Teorema 4.1, e 75 = min {%, g—:}
entdo, |ug(x,t)|,|0zur(z,t)| < r, onde r > 0 é o raio de convergéncia de F'(u,u,) dada pela soma
(4.2). Com isso, concluimos que a nao-linearidade renormalizada FJ j estd bem definida para
todo k € Z*.

Como em (3.54) e em (3.55), na Se¢ao 3.4, para cada k € {0,1,2,---}, o operador Grupo de
Renormalizagao nao-linear e a sequéncia de dados iniciais (f;)x sdo definidos, respectivamente,
por:

Ry fi() = L*uy(Lx, L*), Vo € R, (4.22)

fo(z) = f(z) e fuy1(x) = Ry i fi(x), Vo € R. (4.23)
Lembrando que no caso da Equagao de Burgers, no Capitulo 3, incluimos um indice a mais na
definicao do RG nao-linear devido ao fato de que essa definicao depende do pvi em questao, como
visto acima, aqui faremos o mesmo, porém, para nao confundir o leitor usaremos o indice k na
definicao ja que agora o nimero n representa uma poténcia de u, e nao o numero da iteracao do
ARG como no capitulo anterior. Ressaltamos ainda que o algoritmo aqui utilizado é o mesmo
descrito na Secao 3.3, porém, agora, estamos considerando que o dado inicial f do pvi estudado

seja impar, em particular, possui massa zero.

Com as defini¢coes acima, assim como na Secao 3.4, veja Lema 3.5, iremos enunciar e provar a

seguinte versao do Lema da Renormalizacao:

Lema 4.3 Considere o pvi (4.20) no intervalo de tempo [1, L*] e com dado inicial fr € B, impar
e tal que fi, admite a decomposicao

Je = Arfi + G, (4.24)
sendo Ay uma constante, fT o ponto fizo do operador RG linear, veja (1.4), e g uma fun¢ao

pertencente a B, com g;(0) = gi'(0) = 0. Entdo:

(a) fri1, dado por (4.23), também admite a decomposi¢ao (4.24), isto €, fri1 = Ags1 [T + Gk,
onde Ak+1 = Ak — Z%I(O), Jk+1 = RLgk + L2Vk(L) +Z&;€/(O)ff eV = )\kN(uk), com N(uk)
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dado por (4.3). Além disto, gry1 € B, e € tal que grr1(0) = gryi (0) = 0. Em particular,

fra1 também € uma funcao impar;

(b) |Aks1 — Ax| < |)\k|KL,qC_L2ka||3, onde Cp, e K1, sdo dadas, respectivamente, por (3.8) e
(4.18).

(¢) llgesille < Sllgellg + A ELgll frll2, onde C € a constante dada pelo Lema da Contragio e
Erg = (kg + LKL CL (4.25)

com k, dada por (2.13).

Demonstragdo: Como visto anteriormente, para todo k € {0,1,2,---}, temos | fill, < € <
C’_L_lro, o que garante a boa defini¢do da ndo-linearidade renormalizada F7, j(u,u,). Com isso,
a demonstracdo desse lema é exatamente a mesma apresentada no Lema 3.5, exceto, no que
diz respeito a paridade do dado inicial fyy1 = Ry fr. Logo, para demonstrar esse lema, basta

mostrar que: se f € impar entao fry1 = Rp i fi também € impar.

Para isso, dado k € Z™, suponhamos que o dado inicial do pvi (4.20), f%, seja uma fun¢ao impar
pertencente a B, N B., ¢ > 2. Segue do Teorema 4.1 que existe uma tnica solu¢ao uy(z,t), local
no tempo, na bola By, para o pvi (4.20) com dado inicial fj e, como demonstrado na introdugao

deste capitulo, podemos concluir que ug(z,t) também é uma fun¢ao impar na variavel x.

Portanto, se fy41 ¢ dado por (4.23), isto é, fry1 = Rk fk, usando a defini¢do (4.22) do operador

nao-linear Ry j, obtemos
fr1(z) = LPup(Lx, L) = L? [—uy(—Lx, L*)] = —L*uwp(—La, L?) = — fra(—2),
e o lema estd demonstrado. |

Observagao: A partir de agora consideraremos L > Lg, com Ls dado por (3.32), até o final

desta tese.

Para evitar argumentos repetitivos desnecessarios, omitiremos nesse capitulo os passos das
iteragoes do algoritmo que fizemos na Se¢ao 3.3. Mostraremos aqui entretanto, que os mesmos

procedimentos do ARG 14 descritos podem ser aplicados neste caso mais geral. Seguindo os
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mesmos argumentos do Capitulo anterior, como fizemos para obter (3.62), estabelecemos a

seguinte relacao de recorréncia:

Dy = i + kq (1 + KL,qC—%HfOHq) (4-26)
e, para cada k € {1,2,--- },
1 D2
Dyyq = T T kq <1 + K1.oCill follg + Kr.qC follg Z LJ(TJ%_Q)> ; (4.27)
j=1

onde k,, O, e Ky, sio dadas, respectivamente, por (2.13), (3.8) e (4.18) e 4a +3b —2 > 0.

Com isso, de forma similar & demonstracao do Lema 3.7, desde que

1

< -
HfOHq 2L1_§EL7qD27

com EL,q dada por (4.25), é possivel mostrar que Dy < D, para todo k € Z*, sendo D e Dy
dadas, respectivamente, por (3.60) e (4.27).

Novamente, sendo ¢ > 0 dado pelo Teorema 4.1, iniciamos com um dado inicial f = f, tal que
| folly < €, garantindo a existéncia e unicidade da solucao do pvi (4.1) e permitindo a iteracao
do procedimento e, a cada etapa do algoritmo, precisamos manter o dado inicial suficientemente
pequeno. Nesse caso, obtemos, na k-ésima iteracdo do ARG, que, se || foll, < &, entdo fi € B.,

sendo
1

€
2Lk(4a+3b—2)(1—6)EL7qu’ Dk+1
onde Er, é a constante dada por (4.25), Dy = 1 e D), dada por (4.26) e (4.27). Entretanto,

3

€k,

},VkeZ*,

EozeeEkH:min{

observando que LF(1a+36-2)1=0) ~ [k(1=0) nhois 46 +3b —2 > 1 e § € (0,1), concluimos que
podemos considerar a sequéncia € usando a mesma defini¢do dada em (3.66) (trocando Ep, por
Ey,, veja Se¢do 3.5), ou seja,

1
QLN E, D2’

€k,

}, Vk e ZT,

_ _ . €
fh=c€e G :mln{
Djtq

onde Ey, é a constante dada por (4.25), Dy = 1 e Dy, é dada por (4.27).

Os mesmos argumentos utilizados na demonstrag¢ao do Teorema 3.2, na Se¢ao 3.5, se aplicam nesse

caso, uma vez que, dado § € (0, 1), a condicio 4a + 3b — 2 > 0 implica em [~(a+30-2) < [~(1-9)
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e, portanto, substituindo E7,, por Er, na defini¢ao de € dada em (3.65), isto ¢,
_ . 1 €
E:mln{m,ﬁ}, (428)

obtemos o seguinte resultado:

Teorema 4.2 Dados 0 € (0,1), a,b € Z" tais que 4a+3b—2 >0 e L > Lg, com Ly dada por
(3.32), existe € > 0 tal que, se || foll; < € e se fo € impar entao, para todo k = 0,1,2,---, fri1
dada por (4.23) e (4.22) estd bem definida, é impar e admite a representacao (4.24), em que gy

tem média e primeiro momento nulos e satisfaz

1
lgrlla = sy 1 folla- (4.29)

Além disso, fi, satisfaz
1 fillg < Dl follq, (4.30)

em que Dy € dada por (4.27) e, em particular, || f|lq < €.

De posse do Lema 4.3 e do Teorema 4.2, o ciclo da k-ésima iteracao do ARG esta completo para
todo k € { 0, 1, 2,---}. Assim, utilizando os resultados acima, passaremos agora finalmente a

demonstracao do Teorema 1.2.

Demonstragao do Teorema 1.2: Primeiramente observamos que, também neste caso, o
operador RG nao-linear Ry ) definido em (4.23) satisfaz a propriedade de semi-grupo (3.68),
ou seja, Rpxg= Rpp-10---0Rp10RL, para todo k € {1,2,--- }.

Como || foll; < € e fy € uma funcdo impar de B,, ¢ > 2, entdo, segue do Teorema 4.2 que,
para todo k = 1,2,---, f admite a decomposicao fr = Arf; + gk, veja (4.24), onde Aj é uma
constante e g, € B,, ¢ > 2, possui massa e primeiro momento nulos, e ¢ valida a desigualdade

(4.29). Com isso, utilizando (4.23) e a propriedade de semi-grupo, obtemos:

[ foll
Tr1—3)"

L% u(LF, L) — Acfillg = lgellq <

Com argumentos similares aos utilizados na demonstracao do Corolario 3.1, é possivel mostrar
que a sequéncia (Ag)x em (4.24) é de Cauchy e

B J,~k(da+3b-2)
[Ar — A < 910

(1 _ L—(4a+3b—2)) ||f0||Q7



85

sendo A uma constante dependente do dado inicial f e da nio-linearidade F. Como & € (0,1),
L>1eda+3b—2>0,segue que L'~ L~Ma+3=2) < 1 Com isso, lembrando que || f;]|, < kq,

com k, dada por (2.13), da desigualdade triangular e das duas desigualdades anteriores, obtemos:

. c
12 u(L*, £%%) = Afflla < Fr= I follas VE € {0,1,---3,

onde C = C(L,q,a,b,6)=1+k 1

9 971,(1-6) (1_L—(4a+3b—2)) '

Para terminar essa demonstracao basta observar que a desigualdade acima é valida para todo
ty = L%, com k € {0,1,2,---} e L > Ls, e que podemos estendé-la para todo ¢t > 1 tomando
t =7L%0 com 7 € (1, L?) e ky € Z*. Portanto,
Vit - Afilly <
ltu(vE ) = Afille < gzl folla
e, tomando o limite em ambos os lados da desigualdade acima com t tendendo ao infinito,

concluimos a demonstracao do Teorema 1.2. |
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Apéndice A

Transformada de Fourier

89

Sendo uma das principais ferramentas utilizadas no desenvolvimento desta tese, neste apéndice,

trataremos da transformada de Fourier definindo-a e apresentando algumas de suas propriedades.

Sejam 1 < p < oo e f:R— R uma funcao mensuravel. Definimos

(f]R \f\pdx)% , se 1 <p < oo,
1y =

esssup{|f|;z € R}, se p = 0.

em que esssup{|f|;z € R} = igf{sip{lg(x)l;g(fﬂ) = f(x) gt.p.}} (veja [1]).

(A.1)

Denotaremos por LP(R) o conjunto de todas as funcées mensuraveis f: R — R com ||f||, < oo.

Pode-se mostrar que (LP(R),|| - ||,) ¢ um espago de Banach e que a norma (A.1l) satisfaz a

desigualdade de Holder (veja [1], [15] ou [18])
19l < [ fllpllgllg,

com f € [P(R), g € L/(R) e -+ . = 1.

1
p
Defini¢ao A.1 Se u € LY(R), definimos a sua transformada de Fourier como sendo
Flu()}w) = u(w) = / e y(z)dr, w € R,
R
e sua transformada inversa por

FHu(} ) = i) = 5 [ evula)dnw e R

(A.2)

(A.3)

(A.4)
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Note que, como |e¥*%| =1 e u € L'(R) as integrais acima convergem para cada w € R.
Gostariamos de saber quando f pode ser obtida de f, isto é, quando @ = u. Para isso, iremos

estender as definigoes (A.3) e (A.4) para L*(R).

Teorema A.1 (Teorema de Plancherel) Se u € L'(R) N L*(R), entio @ € L*(R) e vale a
igualdade

~ 1
[allz = (2m)2 |lulls-

Demonstragao: Veja referéncia [15].

Como L'(R)N L*(R) é denso em L?*(R), através do Teorema de Plancherel é possivel definir, por
um processo de limite, a transformada de Fourier (e sua inversa) em L*(R) (veja [15]). Assim,

mostraremos a seguir algumas propriedades da transformada de Fourier em L*(R).
Antes disso, definiremos a convolucdo entre duas fungoes e apresentaremos algumas das

propriedades.

Definigao A.2 Dadas f,g € L'(R), definimos a convolu¢io de f com g, como sendo

(f*g)(x) = /Rf(:v —w)g(w)dw.

Lema A.1 A convolucao satisfaz as sequintes propriedades:

1. fxge L'(R);
2. frxg=gxf;
8 (fxg)xh=fx(gxh);

4 (fHg)xh=(fxh)+(gxh).
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Demonstragao: Veja referéncia [18|, pagina 181.

Teorema A.2 Se u,v € L*(R), entdo
1. (D/”\u)(w) = (iw)"i(w) para cada nimero inteiro n > 0 tal que D"u € L*(R).

—

2. (uxwv) = uo.

Demonstracao: Veja [15] ou [18].

Dado a > 0, defina ¢,(z) e % Entio bu(w) = e, veja [8] ou [15]. Segue do item 1 do

—

teorema anterior que (D¢, )(w) = iwe™"®,

Outra propriedade importante da transformada de Fourier é dada pelo teorema abaixo. Sua

demonstracao pode ser encontrada em [18].
Teorema A.3 A Transformada de Fourier é uma bijecio de L*(R) em L*(R).

O lema abaixo nos mostrara que a transformada de Fourier do produto de n fungoes em L*(R)

—(n=1) Fgea

é dada por n — 1 convolugoes da transformada dessas fun¢oes multiplicado por (27)
propriedade serd fundamental para a obtencao da existéncia e unicidade de solucoes que sera

apresentada tanto nas secoes 3.2 e 4.2.

Lema A.2 Dadas fi, -, fn € L*(R), temos que

~

Flfie fubw) = @m0 (Froeox fo) (w), (A.5)



