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Resumo

Trata-se de um texto de revisao sobre sistemas integraveis dentro da mecanica quantica
de muitos corpos. Com o foco em sistemas de spins interagentes cujo hamiltoniano pode
ser mapeado, via transformada de Jordan-Wigner em um hamiltoniano de férmions livres,

e assim diagonalizado.

Aborda os passos para realizar a transformada e trata sobre os modelos de Ising e XY.
Para o primeiro modelo apresenta os resultados exatos para os estados fundamentais
de energia e, para transi¢ao entre fases ferromagnética e paramagnética relacionadas a
intensidade do campo magnético externo. Para o segundo modelo apresenta a equacgao
da dependéncia temporal da entropia de emaranhamento numa rede de spins e, como o
comportamento da entropia de emaranhamento é modificado com a aplicacdao de desordem

no campo magnético externo, o que leva a rede para uma fase localizada.

Elabora sobre sistemas abertos, acoplando reservatorios térmicos nas extremidades da rede
de spins, apresentando as defini¢oes para variagao de calor e trabalho. Utiliza a equacao
mestra de Lindblad para descrever a evolucao temporal da matriz densidade de estado,
em conjunto com o método de interagoes repetidas que descreve a interacao reservatorio e

sistema.

Palavras-chave: Transformacao de Jordan-Wigner, relacoes canonicas de comutacao para
férmions, Modelo de Ising transverso, modelo XY, entropia de emaranhamento, sistemas

fechados, sistemas abertos.



Abstract

This is a review text on integrable systems within many-body quantum mechanics. It
focuses on interacting spin systems whose Hamiltonian can be mapped via the Jordan-

Wigner transform into a Hamiltonian of free fermions, and thus diagonalized.

It approaches the steps to perform the transform and deals with the Ising and XY models.
For the first model, it presents the exact results for the fundamental energy states and for
the transition between ferromagnetic and paramagnetic phases related to the intensity of
the external magnetic field. For the second model, he presents the equation for the time
dependence of entanglement entropy in a spin chain and how the behaviour of entanglement
entropy changes with the application of disorder in the external magnetic field, which

leads the chain to a localized phase.

It elaborates on open systems, coupling thermal reservoirs at the extremities of the spin
chain, presenting the definitions for heat and work variation . It uses the Lindblad master
equation to describe the time evolution of the density matrix state , together with the
method of repeated interactions that describes the interaction between reservoir and

system.

Keywords: Jordan-Wigner transforma, canonical commutation relations for fermions,

Transverse Ising model, XY model, entanglement entropy, internal systems, open systems.
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1 Introducao

Esse texto se trata de uma revisao, onde serao apresentados modelos com intencao de
entender elementos da mecéanica quantica de muitos corpos. Mais especificamente trata
de modelos de spins que interagem entre si em uma rede, cujo o Hamiltoniano pode ser
mapeado em um sistema de férmions livres, via a técnica matematica chamada transformada
de Jordan-Wigner, e portanto, facilmente diagonalizavel. A introducao dessa técnica foi
feita por Lieb, Schulz e Mattis no artigo [1] onde apresentaram a solugao exata de dois
modelos de uma dimensao em uma rede de spins interagindo com o vizinho proximo
via interacao de troca. Mais especificamente, os modelos XY sem a interacao do campo

magnético transverso e o modelo de Ising.

Os modelos escolhidos sao da classe de sistemas integraveis. Sao modelos onde é possivel
obter equagoes exatas para as principais quantidades do sistema. Por outro lado, existem
os modelos nao integraveis, onde ainda s6 é possivel obter resultados aproximados através
de simulagoes computacionais. Esses resultados numéricos sao importantes para guiar a

tentativa de obter solugoes analiticas.

O modelo de Ising com campo magnético transverso vai ter um maior foco aqui. A principal
caracteristica desse modelo é a existéncia uma transicao entre as fases ferromagnética e
paramagnética, que ocorre em temperatura nula e se da pelo fato da rede ter a interacao
entre seus spins e esta, também, submetida a interacao com o campo magnético externo.
O que vai caracterizar cada fase sao as propriedades de ordem de longo alcance, e quebra
espontanea de simetria, propriedades que estao relacionadas ao estado fundamental do

sistema.

Um outro modelo importante ¢ o modelo XY, cujo o modelo de Ising pode ser visto como
um caso especifico, para esse modelo a principal caracteristica que serd estudada é a
evolucao temporal da entropia de emaranhamento. O estado inicial é escolhido como um
autoestado de um hamiltoniano, porém a evolugao temporal desse estado serd feita usando
um hamiltoniano com parametros diferentes, essa mudanga é chamada de “quench”. Ainda
nesse modelo pode-se aplicar desordem, caso onde os parametros do hamiltoniano nao sao
mais constantes ao longo da rede, e sim aleatoérios para cada sitios, simulando flutuacao
no campo magnético e na interagdo entre vizinhos préximos no material. A introducao da

desordem no sistema induz a mudanca para fase localizada.

Uma evolucao natural no estudo de redes de spins sdo os sistemas abertos, onde sao
considerados reservatorios térmicos nas extremidades da rede. O conjunto rede e reservatorio
¢é chamado de universo, enquanto a rede é chamada de sistema e o reservatorio de ambiente,

podendo simular maquinas térmicas e suas possiveis funcionalidades.
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O ambiente troca calor e realiza trabalho no sistema de forma a forcar o sistema atingir um
estado equilibrio térmico ou de nao equilibrio estatico. A evolucao temporal do universo
¢é regida pela equagao mestra de Lindblad, que leva em consideragao em seus termos o

Hamiltoniano do sistema e o dissipador, termo que descreve a interacao.

A disposicao do texto é a seguinte: primeiro vai ser relembrado alguns conceitos béasicos
de algebra linear que estao relacionados com a mecanica quantica em nivel de graduagao.
Esses conceitos sao escritos usando a notacao de “braket”, que comumente é usada na
quantica. Relembra o calculo tensorial e aplica essa matematica nos conceitos basicos de

sistemas de muitos spin, sendo a base para mecanica quantica de muitos corpos.

Depois, apresenta a técnica matematica chamada transformada de Jordan-Wigner, neces-
saria para diagonalizar os Hamiltonianos que descrevem as redes de spins, essa técnica
consiste em reescrever os operadores de Pauli em termos dos operadores de férmions livres,

que também serao tradados.

Sera definido dois modelos de spins, o modelo de Ising e o modelo XY, e seus principais
resultados exatos que se encontram na literatura. Dentre eles, os valores de energia, a
transicdo entre as fases ferromagnética e paramagnética, para o primeiro modelo e a
dependéncia temporal da entropia de emaranhamento, para o segundo. Como esse dois
modelos sao correlacionados, sendo possivel recuperar o modelo de Ising para determinados
valores dos parametros do modelo XY, os resultados sao validos para os dois. No modelo
XY sera considerado desordem e tratado sobre a entropia de emaranhamento das particulas

da rede.

Por ultimo, sera apresentado os sistemas abertos e explicado como fazer a evolucao temporal
usando a equagao de Lindblad, como ¢ a interagdo entre o sistema e o reservatorio, através
do protocolo de interagoes repetidas. Protocolo esse que modela o reservatério como um
conjunto infinito de particulas que vao interagir com as particulas da borda da rede pera
interacao de spins e por colisdes. Serd apresentado as equagoes de variacao do calor e
trabalho e concluindo com o calculo da matriz de covaridncia para um sistema composto
de um tnico spin acoplado a um reservatorio, topico que vai utilizar, de forma conectada

todas as técnicas e conceitos matematicos trabalhados ao longo dessa revisao.
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2 Conceitos matematicos basicos

O objetivo desse primeiro capitulo é revisitar de forma sucinta alguns conceitos e equagoes
que serao tuteis ao desenvolver os resultados que sdo apresentados nos proximos capitulos.
Vamos passar brevemente pela notagdo de Dirac para vetores de estados quanticos e os
principais conceitos de sistema de spin. Vamos relembrar também conceitos basicos para
desenvolvimento de calculos envolvendo produto tensorial. Por fim, conceitos de sistemas

com mais de um spin.

2.1 Sistemas de um unico espaco vetorial e notacao de Dirac

Considerando um espaco de Hilbert H de dimensao finita d, seus vetores estados serao
representados por “Kets” |U),|®),... que na forma matricial sdo representados por um

vetor coluna,

¥1
V) = | : (2.1)

Pd

com os elementos ¢; € C. O transposto conjugado é representado por “Bras”, que na

forma matricial é um vetor linha,

(U] = (19)" = [¢1, ..., . (2.2)

Dado os estados |¥), |®), |I') € H e as constantes «, 8 € C, a combinagao linear também

pertence a H,

o|U) + B|®) € H. (2.3)

E definido o produto interno de |¥) e |®) como:

(¥]2) = Y- 50 2.4

onde ¢; sdo as componentes do vetor |¥) e ¢; as componentes de |®). O produto interno

satisfaz a propriedades:

i) (V|e) e C,
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il) (¥]9) = (@]w)',
iti) (7] (a [ ¥) + 3]®)) = a (T]¥) + 3 (T|0).

iv) (U|¥) > 0, a igualdade acontece quando |¥) = 0.

E definido também a norma do vetor estado:

[P][* = (¥|¥), (2.5)

um vetor é dito normalizando quando ||¥|| = 1.

Com a definicdo de norma o produto interno satisfaz os dois seguintes teoremas, a
desigualdade de Schwarz:
[(T|T) [ < (T|T) (2]P), (2.6)

e a desigualdade triangular:

|+ @] < [|W]] + || ®]]. (2.7)

d
j:la

(j|) = 0,1 para todo j e k. Qualquer vetor |¥) € H pode ser expandido em termos dos

Uma Base ortonormal é um conjunto de estados normalizados {|¢;) que satisfazem

elementos da base,

V) = Z:laj 930 (2.8)

onde os coeficientes sao dados por a; = (1;|¥).

Operadores sao mapas lineares H — H. Na notacao matricial sdo matrizes quadradas de
tamanho d. Dado os operadores A, B atuando em H e as constantes «, 8 € C, o complexo
conjugado de um operador é AT,

(A[0)" = (| A, (2.9)
que satisfaz as propriedades:
i) (AN = 4,
ii) (a¢A+ BB)! = a*Al + B*BT,

iii) (AB)! = BTAT,
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Um operador é chamado de auto adjunto ou hermitiano se satisfaz A = A" e é dito unitario
se satisfaz ATA = AAT = 1. Tomando uma base ortonormal {|¢;)}, para todo operador

hermitiano existem seus autovalores a; € R, que satisfazem a equacao de autovalor:

Aly) = aj[¢y), (2.10)

e pode ser escrito na decomposicao espectral

d
A= a; ;) (Y] (2.11)
j=1
O traco do operador é dado por:
d
= (Wl Aley) (2.12)
7j=1

e da defini¢do de norma (2.5), temos
JAD) |2 = (T]ATA| D). (2.13)

2.1.1 Sistemas de um dnico spin

Para o spin de uma particula é associado um espaco de Hilbert H de dimensao d = 25 + 1.
S ¢é o nimero de spin, que é um tipo de grau de liberdade da particula e pode assumir os

valores inteiros e semi-inteiros.

Os operadores de Spin sao denotados por S* SY S*. Sdo auto adjuntos atuando nas

dire¢bes z, y, z e satisfazem as relagoes de comutacao:

(5,8 =i > cap S, (2.14)

V=T,Y,2

onde comutador é definido por [A, B] = AB — BA. A base ortonormal mais comum para
esse espago de Hilbert é {|¢)7)} com 0 = =S, —S+1,...,5—1, 5. A atuagdo dos operadores

de spin é definida como:

S* W7 = [¥7), (2.15)
S* %) = /S(S+ 1) —o(o £ 1) [¢7*Y), (2.16)

onde S* = 5% £+i5Y e se aplica a condigao de normalizacio ()7[17) = 1.
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Ezxemplo S = 1/2: Um exemplo de um sistema mais simples onde o spin pode estar para

cima, [1)'/?) = |1), ou para baixo, |y"/2) = |]), a atuacdo dos operadores fica

S =31, 5T =31,
ST =0, ST =1, STM=1, S =0 2.17)

Na notagdo matricial, sdo escritos S = 1/20%, onde 0® sdo as matrizes de Pauli:

. (01 P Uz_lo
O'—(1 0), O'—(i 0), _(O _1). (2.18)

Operadores de rotacao de spin: Seja 0 € R, o operador que rotaciona o spin de um angulo

6 em torno do eixo « é:

Ry = exp[—i0S“], (2.19)

que pode ser calculado com a seguinte defini¢ao:

=1
exp(4) = > EA". (2.20)
n=1"""

O operador rotacao se relaciona com os operadores de spin pela seguinte igualdade:

(Rg)'SPRy = cos(0)S” —sin(0) Y eap,597, (2.21)

7:x7y7z

é necessario que « # 3. Fixando 6 = £+7 tem-se um igualdade til,

(Re)ISPRY = —5°. (2.22)

Para o exemplo com S = 1/2; o operador pode ser escrito como:
Ry = cos(0/2) — 2isin(6/2)S. (2.23)

2.2 Produto tensorial e sistemas compostos

Considerando dois espacos de Hilbert H; de dimensao d; e Hs de dimensao ds, podemos
definir o produto tensorial H; ® Ha, de dimensao didy. Os elementos de Hi ® Hsy sdo

combinagoes lineares do produto tensorial 1)) ® |¢), onde |[¢)) € Hy e |¢p) € Ha, e 0 produto
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interno entre dois vetores |W) = 3. oy [1);) ® |@;) e |®) = 3oy By [1hy) ® |Py.), com |4, |[¥)

atuando em H; e |¢) ,|¢') atuando em H,, é definido como:

(U|®) = > af B (Wslehk) (B5164) (2.24)

Se {]a;)} é uma base ortonormal em #; e {|b;)} é base ortonormal em H, entao {|a;) ®

d1,d2 , .
D) }5=1 m=1 € uma base em H; ® Hsy, com o produto interno:

({a;] @ (bm[)(lar) @ [bn)) = ;k0mn.- (2.25)

Para os vetores |¢) € Hy, |¢) € Hs e a constante ¢ € C, o produto tensorial obedece as

seguintes propriedades:

i) c([9) @) = (clP) @ |d)) = ([¢) @ c|)),
i) (1) + [2) @ |¢) = [¥1) ® |) + |1h2) @ [9),
i) |¢) @ (161) +162)) = [¢) @ [d1) + [¥)) @ |¢2).

Tomando os operadores A atuando em H; e B atuando em Hs. O produto tensorial A ® B

¢ um operador que atua em H; ® Hs. Definido por:

(A® B)[¢) ®|¢) = AlY) © Bld) . (2.26)

2.2.1 Sistemas de varios spins

Considere um sistema de varias particulas, representadas pelos elementos do conjunto
Ay = (1,...,N). Para cada particula é associado um espago de Hilbert #;, e o espaco
vetorial associado a todo o sistema vai ser o produto tensorial H = ®§-V:1 H;, com dimensao

d = (25 + 1)". Uma possivel representacao da base é:

W) = @ 7)), (2.27)
JEAN
onde indice miltiplo 0 = (0;)jeay, com o; = =5, =S +1,...,5 — 1,5, caracteriza a

configuragao dos spins. O operador de spin S, com « = z,y, 2, ¢ definido como operador

do espago H, atuando nao trivialmente em #; e trivialmente nos demais.

S =19.9195°01®..0L (2.28)

com a atuacao na base,
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SH(Q W) ="l & [¥7). (2.29)

JEAN J€AN/{k}

Os operadores de spin de diferentes particulas comutam entre si:

[Sa Sﬁ k Z 504,37 ]7 (230)

v=1,2,3
para todo j,k € Ay e o, 5,7 =z,¥, 2.

Ezemplo S = 1/2: Similar ao exemplo de um spin, considerando apenas duas particulas
Ay = (1,2). As possiveis configuragoes de spin (1,71), (1,1), (1, 1), (1, 1), s@o o produto

tensorial dos spin para cima ou para baixo de cada uma das particulas,

@M D@ N, (2.31)

Tomando como exemplo o operador S5 que atua no espago vetorial do segundo spin, e o

estado (1,71), a atuagdo fica

Sy =11 @57 1),

=1 @), -

(2.32)

O operador de spin total é definido como:
se= Y s, (2.33)

JEAN

e Sy = (S%,8%,8%). E definido também,

Sr=Si+Sh=> S5 (2.34)
JEAN
O operador rotagao (2.19), para sistemas de multiplos spins fica

Ry = exp[—ifS7] = [[ exp[—i0S5], (2.35)

JEAN

coma=uzxy,zelecR.
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3 Transformacao de Jordan-Wigner

O intuito desse capitulo é apresentar algumas ferramentas necessarias para diagonalizar
certos Hamiltonianos de redes de spin unidimensionais, através da chamada transformacao
de Jordan-Wigner. O desenvolvimento ¢ bastante inspirado pela forma que foi feito
por Michael A. Nielsen no artigo “The fermionic canonical commutation relations and
the Jordan-Wigner transform® de 2005 [2]. Primeiro, apresentamos os operadores a;
e suas principais propriedades, mostramos como se faz a transformacao que reescreve
o Hamiltoniano. Embora o Hamiltoniano original do sistema, escrito em termos dos
operadores de Pauli tenha a interagao entre as particulas, quando rescrito em termos dos
operadores fermidnicos, se torna nao-interagente. O intuito é reescreve-lo sempre na forma

de férmions livres para possibilitar a diagonalizacao.

3.1 Relacbes canodnicas de anticomutacao para férmions.

Suponha um conjunto de operadores a; que atuam em um espaco de Hilbert finito V.

Para que descrevam férmions, precisam satisfazer as relagoes canonicas de anticomutagcao

(CCRs):

{aj7 ach} = 5jk7 (3'1)
{aj,ar} =0, (3.2)
{a}, al} = 0. (3.3)

Onde {A, B} = AB + BA é o anticomutador. A terceira relagdo é obtida tomando o
complexo conjugado na segunda. Esses indices podem ser interpretados como um vale
de potencial onde pode ou nao ter um férmion ocupando. Fazendo alusao a um atomo,
sdo chamados de orbitais. Os operadores a'a sdo hermitianos e formam um conjunto de
operadores que comutam. Dessa forma, existe um estado normalizado [¢)) que vai ser

autoestado simultaneamente de todos os operadores. Para todo j, temos a relacao:

ala; [0) = a; ), (3.4)

onde os autovalores a; = 0, 1, que, de forma simples, significa que o orbital estd ocupado
ou nao. E possivel definir um estado |vac) com todos os orbitais j vazios, para representar

0 vacuo,
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Figura 1 — a

ocupados pelos férmions, em b) a interpretagao dos vales como orbitais de um
atomo.

N
H Y |vac) . (3.5)
O conjunto de todos os estados |¢)) é uma base ortonormal de um subespago de V que

vamos chamar de V. Conhecido como Espa¢o de Fock, consiste no conjunto {|¢n) : (N =
1,2,3,...)} de todos os estados de uma particula, duas particulas, trés particulas, etc

3.1.1 Operadores criacao e destruicdo

Impor as relagoes de anticomutagao nos operadores fermidnicos implica em uma estrutura
para a atuacgao deles no subespaco V', que consequentemente inspira o nome que é dado.
Chamamos a! de operador cria¢do, pois sua atuacao em V'’ é de forma que adiciona um

férmion em um orbital desocupado ou, quando atua em um orbital ja ocupado, retorna 0
Dessa forma satisfaz o principio de exclusao de Pauli

Para ser mais preciso, seja |¢)') o vetor equivalente a |¢), em que a entrada a; tem valor
distinto, e a constante 5 = Zk, 1 Q.

. Se oj = 1. Entao a} |v) = 0.
. Se a; = 0. Entdo al [¢) = —(=1)7 [¢').

Chamamos a; de operador destruicio. Sua atuacao em V'’ é similar, mas oposta, removendo

um férmion de um orbital ocupado ou quando atua em um orbital vazio, anulando o vetor

Seja [¢) o vetor equivalente a |¢), em que a entrada «; tem valor distinto, e a constante

—1
B = Zi:l (07’8

. Se aj = 0. Entao a; [¢) = 0.

) Desenho esquematico representando os vales de potenciais que podem ser
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. Se a; = 1. Entédo a; [¢) = —(—1)7 [¢').

Vale observar que uma abordagem alternativa é possivel, definindo a atuacao dos operadores
criacao e destruicao desse jeito, e concluindo que eles satisfazem as CCRs, que é como
foi desenvolvido em [3]. Todas as propriedades dos operadores estd demonstradas na

referéncia [2].

3.1.2 Transformacao de Jordan-Wigner

Considere um sistema com N orbitais e os operadores o7, ajy, o;, atuando no orbital j.
Para descrever esses operadores em termo de operadores a; de forma que ainda satisfagam

as C'CRs, escreve-se:

j—1
a;=—Qor oy, (3.6)
k=1

onde 0= = |1) (}|. Essa definicao é chamada de Transformacao de Jordan-Wigner. A

inversao é dada por:

o7 = —@ o) (3.7)

e ot é o complexo conjugado de o~ . Substituindo nos operadores de Pauli, obtemos uma

expressao para cada operador,

0; = aja} - a}aj7 (3.8)

ot = (af + a;) Q o7, (3.9)
k<j

0! =i(al — a;) Q) o;. (3.10)
k<j

Dessa forma, a transformada de Jordan-Wigner cria um mapeamento de um sistema de
spins em um sistema de férmions, e vice-versa. A forma que foi definida aqui estabelece
que o mapeamento leva um spin para cima em um espago ocupado sistema de férmions,
e um spin para baixo em um espaco desocupado. A importancia dessa técnica é que ela
permite rescrever hamiltonianos de spin na forma de hamiltonianos de férmions, e muitas

¢é necessario para que conseguimos diagonalizar esses hamiltonianos.

3.1.3 Hamiltoniano de férmions

Tendo o Hamiltoniano de férmions, existe na literatura, técnicas para diagonalizar-lo. O

modelo mais simples inicialmente é o que descreve férmions livres, ou seja, nao existe
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interacao entre as particulas. Nesse caso, podemos interpretar os indices como cada orbital

do sistema.

N
Hfree = ZP)/ja';[’aja (311)
j=1

onde 7; € uma constante com a energia de cada orbital. Dado um estado geral do sistema
|1), os valores de energia sao encontrados aplicando a eq. (3.4), que vai corresponder a soma
das energias de cada férmion. Seguindo esse raciocinio, a energia do estado fundamental é

dada por:

N
By = min(0,7;). (3.12)
j=1

Esse estado fundamental é chamado mar de férmions. Podemos construir aplicando o

T

operador criacdo a; nos orbitais em que ; < 0.

N
lgs) = Za} lvac), ;<0 Vj. (3.13)
j=1

O objetivo agora é reescrever hamiltonianos mais elaborados na forma de (3.11) e entdo
poder diagonaliza-lo com as ferramentas ja descritas. O préximo Hamiltoniano, os indices
de cada operador sao diferentes, podendo ser interpretado que atua em diferentes orbitais,

estabelecendo um hopping entre esses orbitais.

H = Zyjka}ak. (3.14)
ik

Reescreve-se o operador a; em termos de novos operadores b;, da forma

a; = Zu}kbk, (3.15)
k

a matriz u;;, deve ser unitdria para garantir que os operadores b; satisfacam as relagoes de

anticomutacao. Substituindo no Hamiltoniano:

H =" (uyul)y;blb;. (3.16)

]
Observa-se na equagao (3.14) que para H ser hermitiano, a matriz -y precisa também ser
hermitiana. Isso permite escolher u de forma que uyu' seja diagonal, com as entradas

sendo os autovalores v; de 7,
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H =Y vblb,, (3.17)
J

que é a mesma forma da equagdo (3.11), portanto, diagonalizavel. Aqui, é importante
ressaltar que os indices j ndo correspondem mais aos orbitais. O estado fundamental de H

serd o mesmo que o de H e, € 0s demais estados sao construidos da mesma forma.

De forma mais geral, temos o Hamiltoniano quadratico fermiénico, que é escrito como

uma soma de termos aja}, a;aj7 a;a;, a}a}. E conveniente escreve-lo da seguinte forma:

H = Zyjka;ak — V;kajaz + Bjrajar — ﬁ;ka;al. (3.18)
jk

pois, qualquer outro hamiltoniano quadratico pode ser escrito assim com a adicao, se
necessario, de uma constante proporcional a identidade. Reescreve-se H usando matrizes,

em que as entradas vao ser os operadores b,

H = [pio] TMT" | |, (3.19)

bt

onde b é uma abreviagdo para o vetor (b, ...,by) e M é a matriz com os coeficientes do

hamiltoniano,

M = [; :f] , (3.20)

onde o e B sao matrizes com os coeficientes i, € Bj;. E sempre possivel encontrar a matriz
unitaria T, de forma que os operadores b; satisfacam as CCRs e TMT" seja diagonal. E

portanto, escrever H como um hamiltoniano de férmions livres.
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4 Transicao de fase no modelo de Ising com

campo transverso

O objetivo deste capitulo é apresentar o modelo de Ising transverso, que é exemplo de um
hamiltoniano que pode ser diagonalizado usando as técnicas descritas no capitulo (3) e
Consiste em uma rede de spins submetida a um campo magnético externo aplicado na
direcdo transversa aos spins com interacao entre primeiros vizinhos. Nesse capitulo vamos

chamar os orbitais de sitios, fazendo alusao a posi¢ao dos spins em um material magnético.

Vamos apresentar as propriedades do estado fundamental e dos primeiros estados excitados
para diferentes valores do campo externo. Dessas propriedades é possivel caracterizar uma
transicao de fase, que vai existir pelo fato da rede estar submetida a mais de uma interacao.
Mais precisamente, nesse modelo temos a interagao de cada spin com seu vizinho e a
interacao do spin com o campo magnético, competindo para organizar os spins da rede em

direcoes diferentes.

Existe um ponto critico para o campo magnético onde ocorre a transicao de fases. Na
fase ferromagnética cada spin vai estar interagindo com seu vizinho e o campo externo
em intensidades parecidas, o estado fundamental nao vai ser estavel fisicamente e vamos
construir um estado excitado com baixa energia. Na fase paramagnética, a interacao entre
08 spins e o campo externo vai prevalecer e o estado fundamental vai ser um estado produto

e estavel fisicamente.

O desenvolvimento desse capitulo é baseado, em grande parte, no livro "Physics and

mathematics of Quantum Many-Body Systems" do autor Hal Tasaki [4].

4.1 O modelo de Ising transverso

Dado um conjunto de sitios Ay = {1,2,3,..., N}, onde cada sitio é ocupado por uma

particula com spin S = 1/2, o Hamiltoniano do modelo de Ising transverso é dado por:

N N
H==) oo, —\> o}, (4.1)
j=1

Jj=1

onde o sao os operadores de Pauli e adotamos condi¢oes de contorno periddicas, 0%, = o7.
O termo com coeficiente A > 0 descreve um campo magnético externo e transverso
interagindo com a rede. Quando esse campo é escrito na direcao x o modelo perde o
caracter quantico e se resume ao modelo de Ising cldssico. O operador ojo7,; descreve a

interacao entre dois spins adjacentes. A existéncia dessas duas interagoes simultaneamente,
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Figura 2 — Em a) desenho esquemético de uma rede de férmions de dimensao 1, onde
o pontilhado significa condi¢ao periédica de contorno, em b) representam a
ordem de longo alcance para uma rede de uma dimensao 1 partida, onde os
férmions em vermelho estdo na rede A e em azul na rede B

interacao entre spins e spin com campo, é responsavel pelas propriedades do modelo, sendo

a principal dela a transicao de fase, que vai ser tratada no final do capitulo.

A tnica invaridncia de simetria que esse modelo apresenta é de rotagoes de 7w sobre o eixo

z, ou “spin flip”, descrita pela matriz unitaria:

R =R, (4.2)

da seguinte forma, pois

Rof(R)" = —of VieAy = RHR) =H  (43)

VR

R*o%(R)1 = 0%

VR

4.1.1 Modelo de Ising classico

O caso em que temos A = 0, é chamado modelo de Ising classico, apresentando dois estados

fundamentais degenerados:

que é um estado com todos os spin para cima, ou para baixo, na direcao x. Os autovalores

de energia sdao dados por:

N
E=-) oo, a==l (4.5)
j=1

Como esse modelo apresenta forte interacao entre os spins, como consequéncia surge na
fase ferromagnética, uma propriedade chamada ordem de longo alcance, no sentido que

dois spins, em uma mesma rede, tendem a apontar para uma mesma dire¢cao nao importa
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a distancia entre eles. Quando a rede esta na fase paramagnética, nao vai apresentar essa
propriedade, por isso, vale ressaltar que a ordem de longo alcance diz respeito a interagao
de spins apenas, quando os spins se alinham com um campo magnético nao é usado esse

nome, mesmo eles estando apontando para mesmo diregao.

Se o hamiltoniano apresenta alguma invariancia por rotacao, que é o caso do modelo de
Ising transverso, e um estado apresenta ordem de longo alcance entao esse estado nao
respeita a simetria do hamiltoniano. Como a dire¢do em que os spins apontam e escolhida

arbitrariamente pelo sistema, esse fenomeno é chamado de quebra espontanea de simetria.

Parada identificar a ordem de longo alcance e quebra de simetria no modelo matemaético,

¢é usado o operador ordem:

cuja atuagao nos vetores (4.4) é:

01 =Y (@ IN.) (47)

= N[¥h), (4.8)

Oty = =N (4.9)

O operador ordem O mede a magnetizacao total do sistema, e dividimos pelo ntimero
total de spins na rede N para termos a magnitude da densidade de magnetizacao. O
motivo desse operador detectar essas propriedades estd demonstrado, em detalhes, na
referéncia [4]. De forma qualitativa, podemos dizer que o valor esperado de O? contabiliza,
o produto dos operadores o5y para todos os sitios da rede e suas permutagoes. Se ¢ igual
a zero, os spins distantes nao exibem correlacao, portanto o sistema nao apresenta ordem
de longo alcance. Para quebra de simetria, é possivel demostrar que dado um vetor |1))
que respeita a simetria do hamiltoniano, a tnica forma de manter essa propriedade é o

valor esperado de O ser igual a zero. Dado um nimero q e, temos as seguintes definigoes:

. O\?2 = (0, nao exibe ordem de longo alcance,
tim (@l () 1) (4.10)

N=oo > ¢, exibe ordem de longo alcance.

] 0] =0, nao exibe quebra espontanea de simetria,
Jim (] 1) ’ (4.11)
e # 0, exibe quebra espontanea de simetria.
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Os estados fundamentais apresentam as duas propriedades:

(W'l (2) [0 =1, (v (2) ) =1,
WD =1, @12 ) = -1

O primeiro estado excitado é o que tem uma tnica parede de dominio, que ocorre em um

determinado sitio 7" os spins mudam de dire¢do. Possui 2(/N — 1) estados degenerados.

T N T N
W =@ 1) @ e W) =R & [T, (4.12)
j=1 E=T+1 j=1 k=T+1

também na dire¢ao x.

4.1.2 Fase ferromagnética e quebra da degenerescéncia

Aplicando um campo positivo e infinitesimal, 0 < A < 1, quebramos a degenerescéncia
do estado fundamental. Passamos a ter duas contribuigoes para a energia do sistema, a
interacao entre sitios e a interagdo com o campo externo. E esperado que as propriedades
para baixa energia sejam similares ao caso A = 0. Através de uma andlise perturbativa é
possivel ver que o estado fundamental é tinico e do tipo gato de Schrodinger podendo ser
aproximado pela sobreposicao dos estados fundamentais com todos os spins para cima ou

para baixo:

lgs) = jgnw ) (4.13)

apresenta ordem de longo alcance, mas nao apresenta quebra espontanea de simetria,

(gs] (gf lgs) =1, (4.14)

(95l < las) =0, (4.15)

O primeiro estado excitado, por outro lado, é dado por:

1) o jinzm ) (4.16)

Esse vetor é chamado de estado de baixa energia, pois sua energia converge para energia do
estado fundamental (4.13) conforme o niimero N de sitios da rede aumenta, dessa forma,

os estados [¢!) e |gs) sdo assintoticamente degenerados. Mais precisamente, vale que:



Capitulo 4. Transi¢do de fase no modelo de Ising com campo transverso 27

E) — Eje x AV (4.17)

Em resumo, o primeiro estado de energia do modelo apresenta degenerescéncia para A = 0
e essa degenerescéncia desaparece aplicando um campo magnético ligeiramente maior.
Embora o vetor (4.13) seja o estado fundamental do modelo para 0 < A < 1, por nao
apresentar quebra de simetria (4.15) significa que ele apresenta flutuagoes na diregao dos

spins da rede,

2 2

99) — (o5l 5 losh) =1 (.19

i ()

Isso significa que ele ndo é um estado fisicamente estavel, sendo que os estados que de fato
sao encontrados experimentalmente sao os vetores (4.4) com todos os spins para cima,
ou para baixo. Esses estados sdo chamados de estados fisicos e nao sao autoestados do

hamiltoniano para nenhum valor de N finito.

Somando e subtraindo as equagoes (4.13) e (4.16), obtemos

gy o j§<|gs> ) (4.19)
H =~ —(lgs) — [41), (4.20)

Sl

2

usando (4.8) e (4.9), observamos que

@)

) = D lgs). (421)
substituindo em [¢T) e |¢*), chegamos em
0 0
W)= Jlles + Flos). = olles) = Fles). (422)

isso nos mostra que é possivel construir os estados fundamentais fisicos em termos do

estado fundamental do modelo matematico.

4.1.3 Fase paramagnética

Se o campo magnético externo é suficientemente grande, A > 1, para que a interacao entre
spins vizinhos nao contribua muito com energia do sistema, podemos entao aproximar o

hamiltoniano (4.1) pelo segundo termo:
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A=0 § 0<A=l

Yy

Figura 3 — Figura esquematica, que exemplifica o primeiro estado excitado degenerado.
Com a aplicagdo de um campo infinitesimal a degenerescéncia se desfaz, dando
origem a um estado fundamental inico e um primeiro estado excitado.

N
H=-)\Y o (4.23)
j=1

O estado fundamental é tnico e dado por:

|gs) =® 5T+ R (4.24)

Os demais autoestados sao dados por:

®\/—{HJ + i)} (4.25)

o que leva a um gap de energia AE = X em todo o espectro. Vale comparar essa diferenca
de energia com a diferenca de energia para a fase ferromagnética 4.17, pois é o primeiro
aspecto que diferencia as duas fases, na fase paramagnética a diferenca de energia do
primeiro estado excitado continua constante, enquanto na fase ferromagnética essa diferenca

de energia diminui com o tamanho da rede.

4.1.4 Transicao de fase

Comparando os estados fundamentais e primeiro excitado para os diferentes valores do
campo magnético descritos nas secgoes (4.1.1) e (4.1.2), é possivel ver que apresentam
propriedades significativamente diferentes , o que caracteriza a existéncia de duas fases da

rede.

A transicao de fase ocorre em temperatura de zero absoluto quando existem interagoes
distintas tentando ordenar a rede em direcoes distintas. No caso do modelo de Ising, tem-se
a interagao entre os spins vizinhos e a interagao de cada spin com o campo magnético
externo, o ponto critico A\, = 1 [5] é onde ocorre a transigdo. A principal caracteristica que

diferencia as duas fases é a presenca ou nao da ordem de longo alcance,
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R b ' Jon

Fase 7\0 Fase
Ferromagnética ' Paramagnética

Figura 4 — Figura esquematica que representa os estados de energia para a fase ordenada
e desordenada. Representacao do intervalo de energia que diminui com o
crescimento da rede.

(O>2| > >0, se0<A<A\
=0, sel<A

lim (gs|

N—oo

(4.26)

A fase 0 < A < A é chamada de ordenada ou ferromagnética, onde o estado fundamental e
o primeiro estado excitado apresentam propriedades similares ao caso em que 0 < A\ < 1.
O estado fundamental (4.13) é tinico e pode ser usado para construir um estado de baixa
energia (4.22), que apresente ordem de longo alcance e quebre a simetria do hamiltoniano,

portanto é um estado fisico.

A fase A > \. é chamada de desordenada ou paramagnética, sendo as propriedades
qualitativamente iguais ao regime A > 1. O estado fundamental (4.24) é tinico e nao
apresenta ordem de longo alcance nem quebra a simetria do hamiltoniano. O primeiro
estado excitado (4.25) ndo é um estado de baixa energia, ou seja, sua energia ndo converge
para energia do estado fundamental com o crescimento do niimero de sitios. Porém é um
estado fisico, pois os spins estao alinhados com o campo externo, que é prevalecente sobre

a interagao entre eles, e nao apresenta flutuacdes macroscopicas na diregao.

Expandindo o produto tensorial do vetor (4.24), encontramos um estado escrito em termos
de produtos tensoriais de varios spins na mesma direcao e dire¢oes opostas , ¢ um estado,
de certo modo, desorganizado quando comparado com o estado fundamental (4.13), que
quando expandido apresenta produtos tensoriais de spins apontando numa mesma direcao,

¢é essa caracteristica que motiva o nome dessa fase.

De forma resumida, a transicao de fase acontece repentinamente, separando o modelo em

duas fases que apresentam ou nao ordem de longo alcance e quebra espontanea de simetria.

Como dito anteriormente, a transicao de fase é consequéncia da simetria do hamiltoniano,
é possivel ver que que o ponto critico desaparece quando o hamiltoniano perde a simetria

(4.2). Tomando o hamiltoniano com um campo magnético \ adicional na direcio z:
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Estado fundamental

gy tinico com um “gap”
}\ / (drea cinza)
-

— @ A
A

Figura 5 — Diagrama de fase do modelo de Ising quantico, com adi¢ao de uma campo
magnético que quebra a simetria de rotagao de m sobre o eixo x. Possui um
unico estado fundamental sem ordem de longo alcance, quebra de simetria ou
estado excitado de baixa energia. Nao existem fases distintas nesse caso, exceto
para A =0 e 0 < X < \.. Figura retirada da referéncia [4], pagina 62.

N N N
= — THl z ) z
H= =Y aior =AY 0i =30 (4.27
7j=1 j=1 7=1
a rede deixa de ser invariante sobre o operador R?, e apresenta propriedades similares a
A > A.. O modelo possui um tunico estado fundamental com um intervalo de energia para
o primeiro estado excitado que nao desaparece, ou seja, nao é um estado de baixa energia

e nao existem fases distintas, exceto para a o regime A=0e0<)\<\.

4.1.5 Estrutura geral dos estados de baixa energia

Motivado pela discursao das sessoes anteriores, Tasaki [4] desenvolveu uma teoria geral
para construir um estado normalizado de baixa energia, escrito em termos do estado
fundamental exato. Assumindo uma rede de spins A, com um sistema caracterizado pelo

Hamiltoniano:

H=7 hy (4.28)

{i.5}
onde 7, j é o conjunto de sitios com algum vinculo em si, onde h; ; é auto adjunto e atua
nao trivialmente somente nos sitios ¢ e j, e ||h; ;|| é constante. Assumindo também que
exista um operador que consiga detectar quebras de simetria relevante do Hamiltoniano,

escrito como:

0=)> o, (4.29)

[ISTAN
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onde o; precisa, também ser auto adjunto e ||o;|| constante. Suponha que o estado funda-
mental é tnico e denotado por |gs). Assumindo que esse estado apresente Ordem de longo

alcance mas nao apresente quebra espontanea de simetria, podemos construir o estado:

L1
67) = WHM + D], (4.30)

onde |I") é chamado de vetor normalizado de Horsch e Von der Linden, definido como:

Olgs)
) = : (4.31)
1O [gs) |l
Tem-se entao a seguinte relagao:
Cl
0< (6" H6*) = B < . (4:32)

Dessa forma, a medida que a rede cresce, as energias vao se aproximando, ou seja, sao de
fato estados de baixa energia. Este vetor de estado apresenta ordem de longo alcance e

quebra espontanea de simetria,

(6™ (2)2 6%) > ¢, (4.33)

(04 9 16%) 2 42 (1.3)

Portanto, vai ser um estado fisicamente estavel.
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5 Diagonalizacao do Hamiltoniano de Ising

Neste capitulo vamos apresentadar os passos para diagonalizar o Hamiltoniano de Ising,
usando a transformagdo de Jordan-Wigner apresentada no primeiro capitulo. Seguimos
de perto a abordagem descrita no artigo “Fzxact results for fidelity susceptibility of the
quantum Ising model: the interplay between parity, system size, and magnetic field” [5] dos

autores Bogdan Damski e Marek M. Rams.

O intuito é trazer uma completude para o texto, conectando as ideias dos capitulos
anteriores, com a forma concreta de aplicar o método apresentado no terceito capitulo
para diagonalizar o hamiltoniano que vai derivar os resultados apresentados no capitulo

quatro.

Os resultados sao as equagoes para a energia do estado fundamental para diferentes casos
da rede de spin. E, a partir disso, apresentar as equagoes exatas para o gap de energia do

sistema.

5.1 Diagonalizacao do hamiltoniano de Ising

Considere novamente o modelo de Ising, em uma rede de tamanho N e o campo externo

A > 0:

N N
H==) oo, —\> o} (5.1)
j=1

Jj=1

O primeiro passo para diagonalizar o hamiltoniano é fazer a transformacao de Jordan-

Wigner, descrita no capitulo 3. Reescrevendo H,

N-1 N
H=-> oo, —ofoi =AY o, (5.2)
= i=1

e substitui os operadores (3.8), (3.9) para desenvolver cada termo, e lembrando que a; sdo
os operadores que descrevem férmions satisfazendo (3.1), (3.2) e (3.3). O primeiro termo
fica,
o505y = (af +a;) @ oi(afy + a01) & of (5.3)
k<j K <j+1

= (al + aj)(alyy + aj) Qof & of
k<j k'<j+1

= (a} + aj)(“}ﬂ + aj1)o7,

N Al . T T
= Q0511 — QA5 — QG541 + A0,
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onde substituimos o7 = (aja} - a}aj). O segundo termo fica
0%0% = (aly + ay) & oilal +a) (5.4)
k<N
= (aly + an)(al +a1) & (axal, — alag)
k<N
= —(a}t\,al — aNaI —ayay + a}vai) ® (akaL — a,iak),
k<N
Segue entao que
Z fij1+ fnaP — )\Z a —al a]) (5.5)
7=1
onde f;; = azT a; — aiazr —q;a; + ag a;r e P é chamado operador paridade,
N
P =) (a; —al 5aj). (5.6)
7=1
Dado um vetor genérico de uma rede, da forma (3.5), a atuagao de P é:
N
Ply) = Q) 1—2aa3 1),
7=1
aplicando a equagao (3.4),
N
Ply) =T —2a;) [9) = (=1)" [¢),
7j=1
P o) + [¢), se o ntmero de férmios é 0 ou par,
—|¥), se o nimero de férmios é impar.
podemos definir entdo as projecoes nos subespacos de paridade positiva e negativa:
. 1
P = 5(1 + P). (5.7)
Definimos também:
+ al T T
H* == [fijn + Maja; — ajay)], (5.8)
j=1
com o termo de fronteira para H™", anti-periodico: ay,; = —aq, e para H—, periddico:

an11 = ap. Usando esses operadores, o hamiltoniano é reescrito como:
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H=H"Pt+H P, (5.9)

Como o operador de paridade e o hamiltoniano comutam, [P, H| = 0, a diagonalizacao é
feita separadamente nos subespacos de paridades diferentes. E preciso separar os casos em

N par ou impar.
i) N par e subespago de paridade positiva
O proximo passo para desenvolver é fazer uma transformada de Fourier:

—im

€4 ikj
a; = —— cpe'™. 5.10

Os operadores ¢ sao novos operadores de férmions que também satisfazem as relacoes de
anticomutacao. A multiplicacao de cada termo do hamiltoniano é feita, por exemplo, da

forma:

—im

im
. e

e A s
ajal, ., = I > cpet Nii S el e Ut
[ W

1 S ,
=5 > cpch e etk (5.11)
o k!

Para satisfazer o termo de fronteira de H*, o momento k s6 pode assumir os valores:

T 3r T
=+— +—, .. - — 12
et (1= 1), (512)
e o Hamiltoniano de paridade positiva fica:
H;;W = ZHk> (5.13)
k
Hy, = (A — cos(k))(chex — c_pcl ) + sin(k) (chel , + c_rer), (5.14)

Para diagonalizar esse novo hamiltoniano é feita a transformacao de Bogolubov,

0 0
Cp = COS <2> Yk — sin <2> A (5.15)

onde

cos () — A — cos(k)’ sin (6) = sin(k;))

€k €k
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e ¢ € dado por:

€ = \/()\ — cos(k))? + sin?(k),

com um novo operador 7y, que, também, satisfaz as relagoes de anticomutacao para férmions,

o resultado fica:

HYo= 3 eyl — 1) (5.16)
k

Que é da forma de um hamiltoniano de férmions livres, como desejado. Aplicando o

operador destruicao 7 para construir o vetor |vac), obtém-se o estado fundamental:

lgs) = @)[cos (g) — sin (g) kel ] lvac) (5.17)

k>0

enquanto a energia associada é:

Epar = — D €k (5.18)
k

Observe que fazer a transformacdo de Fourier em conjunto com a transformacao de
Bogolubov ¢é equivalente a encontrar a matriz unitaria que diagonaliza a matriz de

coeficientes v nas equagoes (3.15) e (3.16). Para os demais casos, o procedimento é similar.
ii) N par e subespacgo de paridade negativa
O momento k agora deve assumir os valores:
2 4w 2
k:O,:I:,i,...,:lz( —), . 5.19
NN TTN)T (5.19)
para satisfazer as condi¢oes de contorno anti-periddicas, o hamiltoniano com a transformada

de Fourier fica:

Ho,. = > Hi+hy,, (5.20)
k/{0,7}

M = (A = D)(cheo — cocd) + (A + 1)(cher — encl),

onde h,, ¢ diagonalizado, também, com a transformagao de Bogolubov. Dessa forma, os
estados com k = 0, 7, s@o excitados. A energia fundamental é com k = 0 ocupado e k =7

desocupado. A energia associada é:
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Cpr = — D €—2. (5.21)
k/{0,7}

iii) N impar e subespaco de paridade positiva
O momento vai assumir os valores:
3 2
k=41 i”,...,i(w—”) . (5.22)

O hamiltoniano transformado fica:

H;npar = Z HK + h;npar? (523)
k/{m}
h;rnpar = (>\ + 1)(0;2.071- - CTFCIr)?

h;;npw é diagonalizado com a transformacao de Bogolubov. A energia fundamental é com

k = 7 vazio. A equacdo da energia fundamental é:

Eimpar = — O € —A— 1. (5.24)
k/{m}

iv) N impar e subespago de paridade negativa
O momento vai assumir os valores:
2r  Am s
k;:(),i,i,...,( —), 5.25
N NN (5.25)

o0 hamiltoniano transformado fica:

Hi:npar = Z Hk + hz’_mpa/r’ (526)
k/{0}

hi_mpar = ()‘ + 1)(6300 - COCB)?
Rimpar € diagonalizado com a transformaciao de Bogolubov. A energia fundamental é com
k = 0 ocupado, com a energia:

Eimpar = — D €+ A—1. (5.27)
k/{0}
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5.1.1 Intervalo de energia entre os estados fundamentais

Com as equacgoes da energia do estado fundamental de cada caso, é possivel encontrar a
equagao exata do intervalo entre as energias dos subespacos de paridade positiva e negativa
do hamiltoniano, para uma rede com N > 2. Todos os passos dessa demonstracao estao
detalhados em [5].

AN V2 (1 — ) (t — A2
5’—5+:)\N/ — \/( ) >dt, para A <1, (5.28)
0

- 1— (M)

1 gtN—%\/(l —1)(t — \2t)

e —e" =sign(\V)(2|\] —2) + )\’N/ N dt, para X >1,
0 - o
(5.29)
e —et =2tan (47;\[) sign(A\Y), para \=1. (5.30)

Dessas equagoes sao tiradas algumas propriedades importantes, a primeira ¢é a relagao:

sign(e™ — ™) = sign(\V), (5.31)

que implica na seguinte relagao entre a paridade do estado fundamental do hamiltoniano
(5.1) e o tamanho da rede N:

. se N é par, a paridade é positiva,
. se N é impar e A > 0, a paridade é positiva,

. se N é impar e A < 0, a paridade é negativa.

A segunda propriedade ¢é a relacdo, a seguir, que mostra como o intervalo de energia, na

fase ferromagnética, é limitado.

2v1 — A2 4A\NFL V1—=\2 A
maz [ AV , <e —et <N 4 \V n . (5.32)
VTN mN N —1 2N — 1
O comprimento de correlacdo para uma rede infinita é:
ot (5.33)
T In A '

No limite termodinamico, quando esse fator é muito menor que a rede finita, o intervalo

diminui exponencialmente com o tamanho da rede V.
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N
3
et S 5.34
Vi (5:34)
Quando o tamanho da rede é menor que esse fator, temos a relacgao:
e —et 1 (5.35)
N )

o intervalo desaparece na fase ordenada e o sistema se comporta como se tivesse no ponto
critico A.. Que corresponde ao intervalo 0 < A < A, onde o primeiro estado excitado ¢é
um estado de baiza energia e converge para o estado fundamental exato conforme a rede

cresce, como foi dito no capitulo anterior.
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6 Entropia de emaranhamento e localizacao
no modelo XY

O objetivo deste capitulo é elaborar o conceito de entropia de emaranhamento de um
bloco da rede com seu restante, em uma rede descrita pelo modelo XY. Para isso vamos
apresentar, de forma breve, o conceito de emaranhamento e o Hamiltoniano do modelo.
Sera apresentado também a equacao que descreve a evolucao temporal da entropia de
emaranhamento, no limite termodinamico e ap6s uma mudanca repentina dos parametros
iniciais do hamiltoniano. A entropia cresce linearmente com o tempo até saturar em valor

que é proporcional tamanho de um do bloco da cadeia.

Por 1ltimo, vamos tratar o modelo XY com desordem. A desordem é introduzida no
sistema fazendo o parametro que descreve a forca de interacdo do campo com a rede ser
aleatério para cada sitio. Isso pode simular, por exemplo, flutuacoes da forca do campo

numa situacao experimental.

Para um modelo em uma dimensao, quando é introduzido desordem no sistema acontece
uma mudanca para uma fase localizada, o que faz com que a entropia de emaranhamento

passe a ter um limite superior que nao dependa mais do tamanho do bloco.

6.1 Emaranhamento

O emaranhamento surge com a aplicacao do principio de superposi¢do para um sistema de
mais de um subsistema, e é caracterizado pela existéncia de correlagoes entre as partes do
sistema. Dado um estado puro [¢), pertencente ao produto tensorial H 4 ® Hp, sua forma

mais geral é escrita:

) = Yoy i) © 1) (6.)

onde «;; sdo constantes e |i),|j) sdo bases quaisquer para H4 e Hp, respectivamente.

Usando o teorema da decomposicao de Schmidt, o estado pode ser rescrito como:

) = Z)‘i [ui) 4 ® Vi) (6.2)

sendo os vetores |u;) e |v;) novos vetores de bases especificos que sdao encontrados quando
o estado [¢) é fixado. O Emaramento vai estar relacionado com os valores das constantes
Ai.
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E possivel entender melhor através do seguinte exemplo, considere um sistema com apenas

dois spins H; ® Hs, e considere também o estado [¢)) pertencente a esse espago tensorial,

|¢> =\ |T>1 ® |T>2 + A2 |$>1 ® |¢>27 (6-3)

quando A; = Ay temos o maximo de emaranhamento, pois, se medimos no estado |1) para
o primeiro spin, sabemos que o segundo spin também esta em |1) e o mesmo é valido para

os estados ||).

6.2 Entropia de emaranhamento

Dado um sistema composto por dois subsistemas H 4 ® Hpg, os observaveis A atuando em
Ha e B atuando em Hpg, e um estado puro [1)) com sua matriz densidade p. A entropia

de emaranhamento do sistema A com o B ¢ dada pela entropia de Von Neumann [6].

SA = —T’I’A(pA) hlpA, (64)

onde ps = Trp(p) é a matriz densidade reduzida do sistema H 4. Tem-se a propriedade

Sa = Sp para um estado global puro.

6.2.1 Entropia de emaranhamento no modelo XY

Considerando uma rede de spins em uma dimensao com N sitios e condi¢des de contorno

periodicas, o hamiltoniano do modelo XY é escrito como:

N

=1
onde o sao as matrizes de Pauli atuando no sitio j, v é o parametro de anisotropia e A o
campo magnético externo. Esse modelo recebe esse nome porque no caso onde nao existe
campo magnético, o hamiltoniano possui apenas os termos com ¢% e ¢¥. O modelo de

Ising (4.1) é caso particular desse modelo, com v = 1.

Assim como o modelo de Ising transverso, o modelo XY também é resolvido usando a
técnica da transformada de Jordan-Wigner que foi descrita no capitulo (3), onde é feito o
mapeamento que leva os operadores de Pauli para os operadores de férmions e, através
da transformada de Fourier, escrevemos o Hamiltoniano na forma de férmions livres para
diagonaliza-lo. E usando esse mesmo passo a passo utilizado no modelo de I[sing transverso
que é possivel derivar a expressao para entropia de emaranhamento, que vai apresentada

em seguida, dentre outras propriedades desse modelo.
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Nesse modelo pode ser realizado um quench, que é definido como a mudanca repentina dos
parametros. Dessa forma, tomando um bloco da [ sitios da rede e o hamiltoniano inicial
Ho com os parametros vy € Ag. Apos realizar um quench em t = 0, onde os pardmetros
mudam de 7y e A\ para v e A a entropia de emaranhamento do bloco com o resto da rede

que é definida pela entropia de Von Noeumann (6.4):

Sy = =Tr(p)Inp, (6.6)

onde p; = Trp>1(p) é a matriz reduzida do bloco de [ spins, resulta em [7]:

d d
Si(t) =t 21| H (cos Aw)ﬁ + H(cos A,)=2 (6.7)

)
2le’|t<l 2le|t>1 2

onde,

1+z), 1+z, (1—-z), 1-—x

H(z)=— 5 In( 5 ) — 5 In( 5 ).

(6.8)

O termo € = de/dp é a derivada da relagio de dispersao €2(\ — cos )? +7%sin? ¢, o termo
cos Ay, = [Ag — cos (A + \o) + cos? p + y7o sin® @] /eep contem todas a informagoes do
quench. Esse resultado ¢é obtido considerando o limite termodinamico N — oo e um bloco
grande [ > 1.

Em outras palavras, o estado inicial p(t) esta associado ao hamiltoniano inicial com
os parametros vy e A\g. E feita a evolucao temporal dessa matriz densidade usando o
Hamiltoniano, apés o quench, que possui os parametros v e A, com a evolugao temporal

do p(t) é calculado a entropia de Von Noumann.

Em uma rede de uma dimensao a area de um bloco é definida com o niimero de sitios que
estabelecem a fronteira desse bloco e o volume ¢é definido como o ntiimero de sitios contidos
dentro desse bloco. A equacao (6.7) estabelece que a entropia de emaranhamento obedece
uma lei de volume. O primeiro termo da equagao descreve que o emaranhamento cresce
linearmente com o tempo até que satura em um valor proporcional ao nimero de sitios
[ contidos no bloco. A entropia de emaranhamento possui uma maximo, que também é
proporcional a [ e esta relacionado a dimensao do espacgo de Hilbert de cada sitio, dado

por:

Si(t) < 1ln2 (6.9)

Uma possivel interpretacao fisica para essa dinamica da entropia de emaranhamento é
através de uma descricdo por quasiparticulas. O estado inicial, que é auto estado do
hamiltoniano com os paradmetros iniciais, possui muita energia quando comparado com

o estado fundamental do hamiltoniano usado para realizar a evolucao temporal. Dessa
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a) b)

Figura 6 — a) Desenho esquematico representando um par de particulas entrelagados sendo
criados, onde cada uma viaja para um lado, em b) uma das particula adentra
o bloco de [ sitios e o bloco passa a estar correlacionado com o resto da rede

forma, esse estado inicial atua como uma fonte de excitagoes, criando pares de particulas.
Particulas criadas em diferentes pontos nao estao correlacionadas, ja particulas criadas
em um mesmo ponto, sendo uma viajando para direita e a outra para a esquerda, estao
correlacionadas. Eventualmente uma dessas particulas vai entrar no bloco de [ sitios, entao

o bloco estard correlacionado com o resto da rede.

Essas particulas vao ter uma velocidade méxima [7], definida por: v); = max, |¢/|. Essa
interpretacao esta de acordo com a saturagao da entropia, pois em determinado momento

o bloco de sitios nao tera mais espago para receber novas particulas.

6.2.2 Entropia de emaranhamento no modelo de Ising transverso
Retomando o modelo de Ising transverso descrito pelo hamiltoniano:
1 xr T z
j

e usando os mesmo procedimentos matematicos, é possivel obter uma equacao para
evolugdo temporal da entropia para esse modelo também. Dado um estado inicial |¢y) que

é um autoestado de H()\g) e fazendo-se a evolugao temporal usando H (),

[o(1)) = e M Jag) (6.11)

a equagao que descreve a entropia de emaranhamento, no limite ¢ — oo, resulta em [6]:

Sy(00) = [ on doH 1 —cosp(A+ Xo) + Ao (6.12)
l — a_ ) .
21 Jo \/(/\2 +1—2Xcos)(A\g+ 1 — 2\ cos )

onde,
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(142), 1+z, (1-2), 11—z

H(x)=— In( 5 ) — 5 In( 5

: ). (6.13)

Dessa forma a entropia de emaranhamento é sempre linear e proporcional a [. Considerando
o quench de \g = oo para o ponto critico do campo magnético externo A = 1, é obtido o
valor maximo que a entropia pode assumir [6], S; = (2In2 — 1), como é proporcional a [

o modelo de Ising também obedece a lei de area.

6.3 Fase localizada

Introduzindo desordem no modelo XY faz com que a rede entre numa fase localizada,
onde nao tem transporte de energia e particula. A desordem é aplicada atribuindo valores
aleatorios para os parametros v e A do Hamiltoniano em cada sitio. O hamiltoniano do

modelo XY com desordem é:

N— 1 N
o+ et ) - 3 Y (6.14)
]=1 Jj=1

Em uma dimensao ja foi provado [8] que a localiza¢ao surge nao importa o qual pequeno é a
desordem aplicada. Quando fazemos a transformada de Jordan-Wigner nesse hamiltoniano
vamos obter o hamiltoniano quadratico de férmions com uma matriz (3.20) em que as
entradas vao ser os coeficientes do Hamiltoniano. Podemos interpretar essa matriz como
uma particula vagando pela rede, e ja é sabido [8] [9] que quando essa matriz possui valores
aleatérios, seus autoestados passam a ser localizados. Dessa forma, a transformada de
Jordan-Wigner permite reduzir o problema de uma rede com desordem a um problema de

uma particula localizada.

Essa fase localizada causada pela desordem vai fazer com que a evolucao temporal da
entropia de emaranhamento, apos um quench, continue apresentando um méximo, porém

que nao respeita mais uma lei de volume, e sim uma lei de area [10]:

Si(t) < C, (6.15)

onde C' é uma constante finita. Comparando as equagoes (6.9) e (6.15), vemos que a
entropia de emaranhamento possui sempre um limite superior onde vai saturar conforme a
evolucao temporal acontece, contudo, aplicando a desordem no campo externo, o limite

superior deixa de ser proporcional ao tamanho do bloco (.
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7 Sistemas abertos

Nesse tltimo capitulo vamos apresentar uma extensao dos conceitos dos capitulos passados.
Podemos considerar a rede de spins acoplada a reservatorios térmicos que vao, através
da interagao, forcar a rede a convergir para um estado de equilibrio térmico ou de nao-
equilibro estatico . Primeiro vamos apresentar a equacao mestra de Lindblad, que rege a
evolucao temporal da matriz densidade de estado do sistema. Depois o calculo da matriz
de covariancia, técnica matematica para calcular a matriz densidade usando a equacgao
de Lindblad. Apresentamos alguns resultados ja conhecidos na literatura para sistemas
que sao redes de spins interagindo com reservatorios térmicos, onde esse reservatorios sao
modelados como um conjunto infinito de particulas que interagem com a rede através
de colisdes. A interagao é descrita pelo protocolo de interagoes repetidas. Por tltimo
vai ser apresentado um exemplo de uma rede com um tnico spin acoplado a um tunico
reservatorio, onde vamos aplicar diversos conceitos ja tratados nesse texto, a transformada
de Jordan-Wigner para rescrever o hamiltoniano de spins em forma de férmions livres, e o
calculo da matriz de covariancia com a equacao de Lindblad para determinar o estado

estacionario da rede, seja térmico ou de nao-equilibrio estatico.

7.1 Sistema e ambiente

Vamos focar no caso em que o ambiente do sistema ¢é formado por reservatorios térmicos. O
banho transmite calor e realiza trabalho no sistema. A equagao mestra de Lindblad [11] [12]

descreve a dinamica do operador densidade do sistema:

dps
dt

(t) = —i[Hs(t), ps ()] + > Dr(ps(t)), (7.1)

onde os dissipadores, que representam os banhos, sao dados por [11]:

D,(p) = D LI pLIT — {LILY, p}). (7:2)

As equacOes gerais para energia interna, variacao do trabalho e calor do sistema sao

definidas como:

U(t) = Tr[Hq(t)ps(1)], (7.3)

W (t) = Tr[Hy(t)ps(t)], (7.4)
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Sistema

Figura 7 — a) Desenho esquemético representando um sistema acoplado a dois reservatérios,
o da esquerda quente e o da direita frio, conjunto que leva o sistema a um
estado de nao equilibrio estatico (NESS).

Qr(t) = Tr[Hy(t)Dr(ps(1)))], (7.5)

em que vale observar que @, é o calor que flui de cada reservatério, sendo o calor total
a soma Q(t) = 3., Q,(t). Dessa forma, caracterizando a primeira lei da termodindmica
U=W+Q.

A interacado entre reservatorios e sistema pode forgar o sistema a estacionar em um estado
de equilibrio térmico ou um estado de nao equilibrio estatico (NESS). A defini¢do de um
estado em equilibrio térmico é quando pode ser descrito pelo ensemble de Gibbs [13]. O
que defini um estado de nao-equilibrio estatico, é quando o sistema nao atinge o estado de
equilibrio térmico mas as principais quantidades do sistema param de variar no tempo. Um
exemplo, é um sistema acoplado a um reservatério quente na esquerda e um reservatorio
frio na direita, neste caso, o calor nunca para de fluir pelo sistema, porém flui sempre de

forma constante.

7.1.1 Protocolo de interacoes repetidas

Cada reservatorio é modelado como um conjunto de infinitas particulas idénticas e nao-
interagentes entre si. Cada particula interage com a borda do sistema durante um deter-
minado tempo por meio de uma colisdo. Assumimos também que a rede esta em contato
com dois reservatorios, um em cada extremidade. Cada particula do reservatério é escrita
por um hamiltoniano interno H;, o hamiltoniano total do banho sera H, = 3, H:, onde
r = d, e, para diferenciar os reservatérios da direita e esquerda. Assumindo, que o potencial
V' descreva a interagido de cada particula do reservatério com a rede e que a interagao

OCOITa por um tempo T.

Em ¢t = 0 o sistema e o reservatoério estao desacoplados, o estado total vai ser:

pr = p(0) Qg © pe), (7.6)

)

um estado produto do estado do sistema e os estados dos banhos. Fazendo a evolucao

temporal, o sistema vai interagir com cada copia idéntica do banho, com o potencial
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Vi 4 Vi o sistema apds a n-ésima interagdo, trancando fora a copia n do ambiente [11]:

ps(n7) = Tro[Un(ps((n — 1)7) @ p)UJ], (7.7)

T (Hs+Hy +HP+Vi+VE)

e a unitaria é dada por U, = e . No limite 7 — 0, essa equacao

converge para a equagao de LindbLad (7.1). A quantidade de trabalho realizada pelo

reservatorio, e a quantidade de calor que flui para o sistema, no intervalo 7, sao dados por:

AW, = =Tr[V"Unps((n — 1)7)) @ paU], (7.8)

T

AQ, = Tr[H (pn — 0,)]; (7.9)

sendo p, = Tr,[U,ps((n — 1)7) @ p,UJ] a matriz densidade da n-ésima copia do ambiente.

A produgao de entropia no intervalo 7 [11], é dada por:

AS =D(pl,,pn) +1(S" :n") >0, (7.10)

onde o termo I(S" : n') = S(ps(n7) + S(p),) — S(Unps((n — 1)7) @ p,US) quantifica o

crescimento da correlagao entre o sistema e a n-ésima copia do ambiente.

Para um sistema que interage com os reservatérios térmicos pelo método de interagoes
repetidas e assumindo que o potencial de interagao é V =3, V, com cada V;, = v, /\/T e 0
estado de cada banho é p,, = wg, ® wgs,, as equacoes para a variacao de trabalho e calor

ficam:

W, = D,(H, + H,), (7.11)

Qr - _Dr(Hr)v (7.12)
onde o termo D, (H) = Tr|(v,Hv,3{v:, H})ps(t) @ wg,]

7.1.2 Matriz de covariancia

A matriz de covaridncia permite calcular a evolugao temporal da matriz densidade do
sistema pg(t) [14], é definida:

Cij = (a}aﬁ. (7.13)

Calcula-se a evolugao temporal dessa matriz, a partir da equacao mestra de Lindblad (7.1),
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dt] =Tr [ajaidt] (714)
N
=—ilr [a}ai[H, p| + a}a,- > Dulp)] - (7.15)

Como o interesse ¢ estudar o sistema quando estaciona no estado de equilibrio térmico ou

atinge um estado de nao-equilibrio estatico, toma-se o estado estacionario,

dCZ'j
dt

—0. (7.16)

Para estados Gaussianos o teorema de Wick [15] relaciona o valor esperado de qualquer
observavel com os valores esperados de a}ai, entao é possivel obter a matriz densidade

estacionaria do sistema.

7.2 Rede de spins acoplada a reservatérios térmicos

Considerando que nosso sistema é composto por um rede com N spins interagindo entre
si e com um campo magnético externo A, entao pode ser descrito pelo hamiltoniano do

modelo XY, adotando condi¢des de contorno aberta:

ivj (7.17)

N-—1
o Z (. JJ UJ+1 +J UJ 0]+1
J:

Considerando ainda que o protocolo de interac¢oes repetidas é feito usando os potenciais

de interacao:

Ve = \/>a ol + alo?), (7.18)
Vy= \/;(adaNjLadaN) (7.19)

Assumimos também, que as particulas do banho e da rede estao submetidas a um mesmo
campo magnético externo e que o reservatorio seja descrito pelo hamiltoniano H, = AZTO' .

Podemos definir a magnetizagao de cada banho [11]:

Br)\r
2

M, = — tanh( ) (7.20)

onde a constante (3, = ¢ o inverso da temperatura do reservatorio e K a constante de

1
KT
Boltzmann.
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*;%Ha,ﬂﬁ - Q\
4 *4

Figura 8 — a) Desenho esquemaético representando a interagao por colisdo entre a rede
spins e os spins dos reservatorios Imagem retirada de [16].

Acoplando um tnico banho térmico do lado esquerdo da rede, descrito pelo dissipador:

De(p) = 7207 poy —{ov o7, p}) + " (207 poi — {oi o7, p})], (7.21)

onde v = €(1+ M,). Esse sistema é chamado de boudary driven Lindblad system [12], pois
¢ um sistema que esta sendo compelido a atingir um certo estado através dos reservatorios

agindo em suas extremidades.

As expressoes para variagao de calor e trabalho sao [11]:

Qe = 2)‘€(Me - Trs[o-fps(tﬂ)a (7'22)

W, = 2eTr,[(Jootos + J,0808)ps). (7.23)
Para uma rede XY acoplada a um tnico reservatério é sabido [11] que o sistema converge
para um estado de nao-equilibrio estético (NESS), onde a producao de entropia é positiva
e constante e a variacdo de trabalho é igual ao oposto da variacdo do calor W = —Q.
E demonstrado também que SW = dS /dt > 0. Aqui é importante lembrarmos que a
tranformada de Jordan-Wigner é necessaria para tratar o Hamiltoniano com a equacao de

Lindblard 7.1 e possibilita a obtengao desses resultados.

7.3 Um dnico spin acoplado a um reservatoério térmico

O exemplo mais simples de sistemas abertos que pode ser interessante tratar é uma rede
de um unico spin acoplado a um reservatério. Esse sistema converge para um estado

de equilibrio térmico conforme o estado inicial evolui no tempo, até que estaciona nesse
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estado de equilibrio. Primeiro, partindo do hamiltoniano de spins interagentes, podemos
aplicar a Transformagao de Jordan-Wigner, que foi tratada no capitulo (3) para obter o
hamiltoniano na forma de férmions livres, em seguida para obter a matriz densidade do
estado da rede no estado estacionario, vamos usar o conceito da matriz de covariancia.
Nessa parte vai ser aplicado a equagao mestra de Lindblad (7.1) e a algebra das relagoes
canonicas de anticomutagao para férmions (3.1), (3.2) e (3.3). O hamiltoniano que descreve

o spin é:

H = \o?, (7.24)

onde A\ é o campo magnético externo que esta interagindo com a rede, nao possui os termos

de interagdo por ter apernas um spin. Fazendo a transformada de Jordan-Wigner (3.8):

o =1—2alay, (7.25)

aqui vale ressaltar que como a algebra de férmions esta relacionada com dois indices de
sitios diferentes, para uma rede com apenas um sitio a transformada se reduz a apenas
uma mudanca de varidvel. O Hamiltoniano fica entdo, escrito na forma de férmions livres,

H=X\1-2alay). (7.26)

A equacao de Lindblad é:

dp _

pri —i[H, p| + D1(p), (7.27)

o dissipador pode ser escrito da seguinte forma [14]:

Dy = (1 — fi)(arpal — ;{aial,p}) +7f1(alpay — ;{alal P})- (7.28)

Desenvolvendo a matriz de covariancia (7.14), temos

d<a1@1>

= (alay)). (7.29)

Agora, tomando o caso estacionario, d(ala,)/dt = 0, temos

(alar) = fi. (7.30)

Esse valor esperado nos permite encontrar parte da matriz densidade p do sistema.

Considerando uma matriz densidade geral para spins:
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I
p= (c* . —p) , (7.31)

que nos leva em (07) = 2p — 1. Da equacao (7.25) vemos que:

p= (aJ{a1> = f1. (7.32)

Calculando o valor esperado de a; usando, também, a equacao de Lindblad, vemos que

(a1) = 0, e da transformada de Jordan-Wigner (3.6), temos:

(a1) = oy (7.33)

entao,

(o1) = (01) =0 (7.34)

e dessa forma, temos ¢ = 0. Por fim, a matiz densidade que encontramos fica da seguinte

(n o
p—(o 1—f1>’ (7.35)

que é um estado de equilibrio associado a forma em que o dissipador esta escrito, como

forma:

estabelecido em [12]. Comparando as duas diferentes formas de se escrever o dissipador,
as equagoes (7.28) e (7.21) podemos relacionar o valor da varidvel f com a temperatura
e magnetizagdo do banho térmico, e dessa forma o resultado coincide com o estado de
Gibbs. Demonstrando que o estado estacionario da rede ¢, de fato, um estado de equilibrio

térmico.
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8 Conclusoes

O mapeamento que a transformada de Jordan-Wigner permite, se mostrou muito ttil,
possibilitando obter as auto energias de hamiltonianos de varios modelos que apresentam
diversos resultados exatos interessantes e contribuiu para evoluir o entendimento da

mecanica quantica de muitos corpos.

As redes de spins estudadas aqui possuem aplicagoes na fisica da matéria, principalmente
em materiais condutores e semicondutores. Podendo, por exemplo, descrever um metal com
elétrons livres ;, ou uma rede de atomos que compdem uma liga. A parte mais interessante
dos modelos integraveis é possibilidade de se obter os resultados exatos, que nos permite
ter uma compreensao completa do problema. Embora, os resultados numéricos sejam

muito Uteis também, e muitas vezes a tnica solucao possivel.

Os sistemas abertos sao uma evolucao natural dos estudos de redes de spins, possibilitando
abranger outras situacoes em laboratério, e possivelmente progredir para o estudo de

maquinas térmicas e suas aplicagoes.
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APENDICE A - Propriedades dos operadores

fermionicos

Neste apéndice vai ser desenvolvido, de forma detalhada, algumas demonstracoes das
propriedades dos operadores fermionicos. Essas demonstragoes estao apresentadas de forma

resumida em [2].

i) a;aj ¢ um operador hermitiano com auto-valores 0 e 1
f
J

mostrar, também que (a}aj)2 = a}aj, dessa forma os auto-valores de a}aj sao 0 ou 1.

Comecamos mostrando que a;a; é positivo ou nulo, e por consequéncia hermitiano. Vamos

Demonstragio. Da relagao de comutagao (3.1), com j = k, temos:

aja; —+ a;aj = [,

(aja} -+ a;(%)n’m = [”7m Z 0 Vn’ m.

T T

Entao, aja; e aja; sdo positivos e nao nulos, portanto hermitianos. Desenvolvendo,

(a;aj)Z = a}aja;r-aj = a}(aja;r-)aj.

Usando (3.1), fazendo j = k e substituindo ajc@ =1- a;r-aj, temos:

(a}aj)Q = a}(] — a}aj)aj,

= ala; — (af)*(a;).

Pela relacao (3.2), ainda com j = k,

CL]‘CL]‘ + ajaj = 0,

(a;)* = 0.

e por consequeéncia,

(a;aj)Q = a;-aj.
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ii) a; ¢ um operador destruicao

Se [¢) é um auto-estado normalizado de a}aj com auto-valor 1, entao a; [¢)) é um auto-

estado normalizado de a}aj com auto-valor 0. Sabemos também, que se a}aj |t)) = 0, entdo

a; [¢) = 0.

Demonstragao. Supondo que [¢)) é um estado normalizado de de a;r-aj, ou seja (YY) =1,

e a}aj |9) = |1), fazemos o produto interno de a; |1)),

(Wlala; [y) = (Ylw) =1,

e vemos que a; 1) é normalizado. Para demonstrar o auto-valor de a; [¢)) em relagdo a

a}aj, usamos (3.2),

a}ajaj |1/J> =0.

Para demonstrar a ultima afirmacao:

ala; [¢) =0,
aja;aj |Y) = ;0.

T

Usando a relacao (3.1), aja; = I — aja;, temos:

ajala; [Y) = (I —ala;)a; ) = 0,
(a; — ala?) ) = 0,
a;j [¢) = 0.

iii) a} é um operador criacao

Se |¢) um auto-estado normalizado de a;aj com auto-valor 0, entao a} |4) é um auto-estado
normalizado de a}aj com auto-valor 1. Se [¢) é um auto-estado normalizado de a;r. com

auto-valor 1, entao a} |¢Y) = 0.

Demonstragio. Supondo que |¢) é um estado normalizado de a;aj, e a;aj |1b) = 0. Fazemos

o produto interno de a} |1}, para mostrar que é normalizado,
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(W] azal ) = (| (I — ala;) [) = (Y[v) — (@] ala; |v) = 1,

onde usamos a relagdo (3.1). Para demonstrar o auto-valor de a} |¥) em relagdo a a}aj,

ajaja} 1) = (I — aja;) ) = af [¢))

Para ultima afirmacao,

ala; |v) =¥,
alala; ) = al 1),
(al)?a; ) = al [v) .
al |y) =0,

iv) a}a]- formam um conjunto de operadores que comutam.

Basta desenvolvermos os comutadores, onde vamos ter que dividir nos casos onde os indices

sao iguais ou diferentes.

Demonstragdo. Considerando j # k, temos

[a;aj, alay] = a}ajazak - azaka;ajaltak,
= —a}azajak + a}alajak,
= 0.
Considerando k = j,
T T I [P
lajaj, aja;] = aja;ata; — ajajaiay,
= 0.
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