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Resumo

A medicao de uma diferenca de fase entre dois modos 6pticos de um interferémetro tem
varias aplicagoes importantes em metrologia. Essa deteccao pode ser util em diversos
contextos, como por exemplo na deteccao de ondas gravitacionais. A natureza quantica
da luz impde um limite para se medir a diferenca de fase com precisao, sendo esse limite
conhecido por limite de Heisenberg (HL). Por outro lado, a metrologia quantica fotoénica,
estuda alternativas para alcancar o HL por meio de estados quanticos emaranhados ou
comprimidos. Segundo a teoria da estimativa de parametros, a incerteza minima na fase ¢
estimada em uma estratégia de medigao considerando luz cléssica escala com 1/ VN , sendo
N o ntimero médio de fétons. Essa dependéncia é conhecida por limite quantico padréo.
No entanto, ao considerar fontes de luz quéanticas, nota-se uma melhoria significativa
na estimativa do parametro de fase, pois sua incerteza minima pode escalar com 1/N,

conhecido por HL.

Nesta tese, partindo da distribui¢ao de probabilidade de fase relativa P(¢) introduzida por
Luis e Sanchez-Soto em 1996, obtivemos esta distribuicao para vérios estados quanticos da
luz tteis em metrologia quantica fotonica. Mostramos que, dentro da precisao numérica
de nossos calculos, a informacao de Fisher obtida via distribuicao de fase relativa é igual
a informacao quantica de Fisher para os estados considerados, tal que as diferencas
médias entre essas quantidades foram da ordem de 0, 1%. Nossos resultados indicam que a
distribuicao de fase relativa pode ser usada para prever a incerteza minima possivel no
processo de deteccao de fase em metrologia quantica, uma vez que essa incerteza depende

da informacao quantica de Fisher, pelo menos para estados puros.

Palavras-chave: Metrologia Quantica, Interferometria, Fases em Optica Quantica.



Abstract

The measurement of a phase difference between two optical modes in an interferometer has
several important applications in metrology. This measurement can be useful in several
contexts, such as in the detection of gravitational waves. The quantum nature of light
imposes a limit on how accurately a phase difference can be measured, this limit being
known as the Heisenberg limit (HL). On the other hand, photonic quantum metrology
studies alternatives to reach the HL through entangled or squeezed quantum states.
According to the theory of parameter estimation, the minimum uncertainty possible in
the estimation of a phase @ considering classical light scales with 1/ VN , where N is the
average number of photons. This dependence is known as the standard quantum limit.
However, when considering quantum light sources, there is a significant improvement in
the estimation of the phase parameter, as its minimum uncertainty can scale with 1/,

known as HL.

In this thesis, starting from the relative phase probability distribution P(¢) introduced by
Luis and Sanchez-Soto in 1996, we obtained this distribution for several quantum states of
light useful in photonic quantum metrology. We show that, within the numerical precision
of our calculations, the Fisher information obtained via the relative phase distribution is
equal to the quantum Fisher information for the considered states, such that the average
differences between these quantities were on the order of 0, 1%. Our results indicate that
the relative phase distribution can be used to predict the minimum possible uncertainty
in the phase detection process in quantum metrology, since this uncertainty depends on

the quantum Fisher information, at least for pure states.

Keywords: Quantum Metrology, Interferometry, Phases in Quantum Optics.
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1 Introducdo

A optica fisica tem por objetivo descrever fenémenos da natureza da radiacao
eletromagnética, sendo um dos exemplos desses fenomenos a interferéncia da luz. O cenério
fisico que vamos tratar nesta tese é a passagem de uma onda eletromagnética através
de um interferémetro onde se aplica um deslocamento de fase em um dos caminhos
opticos em seu interior. Além disso, imediatamente na saida, encontram-se detectores para
medir a intensidade luminosa |1|. Neste cenério, vamos descrever o modo de um campo
eletromagnético como uma onda plana com polarizacao bem definida. Assim como seré
visto com detalhes no proximo capitulo, ao quantizar um modo do campo de luz, é possivel
associar o féton a uma excitagao elementar desse modo, ou seja, a energia é discretizada
em niveis bem definidos. Nesta tese, estenderemos essa ideia para o caso do interferémetro,
onde cada caminho ou brago representa um modo 6ptico. Analisaremos como mensurar a
diferenca de fase entre dois modos 6pticos e avaliaremos o comportamento de incidéncia

de diferentes estados quanticos da luz nas portas de entrada de um interferémetro.

A natureza corpuscular da luz impoe limites para a méxima precisao possivel na
estimativa da diferenca de fase entre dois modos 6pticos em um interferometro. Esse
comportamento quantico gera flutuagdes nas contagens de fétons pelos detectores nas
saidas do interferometro, conhecido por shot noise, que prejudica a estimativa de fase.
Com a luz classica tendo um nimero médio de fétons N, a incerteza na estimativa de
fase escala, na melhor das hipoteses, com 1/ VN , conhecido por limite quantico padrao
(SQL). Entretanto, a partir de fontes de luz quéantica, envolvendo emaranhamento ou luz
comprimida, essa incerteza pode escalar com 1/N, conhecido por limite de Heisenberg
(HL). Nesses casos, uma precisao muito maior pode ser alcan¢ada com um valor grande

para N com o uso de estados quéanticos para a luz [2/4].

Esta tese tem por objetivo estudar a precisao na medicao da diferenca de fase
optica. Para tal, utiliza-se fundamentos de metrologia quantica especificos para o campo
da fotonica |4] e conceitos relacionados & interferometria para ilustrar um campo de luz
quantizado incidente em um dado interferometro. A metrologia quéntica fotonica investiga
alternativas para obter melhorias significativas na estimativa da diferenca de fase 6ptica
em interferometria. Uma vez que a fase absoluta nao ¢ um operador quantico, considera-se
na literatura o operador diferenca de fase [5-7]. Se considerarmos experimentalmente um
pulso de luz entrando em um dado interferémetro, por exemplo do tipo Mach-Zehnder
(MZ), a luz sofrera uma superposi¢ao de caminho 6ptico. Em outras palavras, a diferenca
de fase estara associada a diferenca de caminho 6ptico. Por fim, quando a luz atravessar
todo o percurso do interferémetro, ela incidirda em detectores responsaveis por medir a

intensidade luminosa. Por exemplo, este processo é usualmente utilizado em detectores de
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ondas gravitacionais, nos quais uma pequena variacao da fase no interior do interferémetro
gera uma pequena variacao de intensidade em cada detector, indicando que houve uma

passagem de onda gravitacional [8].

Muitos avangos experimentais recentes foram alcangados no campo da metrologia
quantica fotdnica no que tange a questao da estimativa de fase em limites 6timos de precisao
[3,4,|9]. Estratégias envolvendo emaranhamento, multiplas amostragens do deslocamento
de fase e medicao adaptativa tém sido utilizadas para otimizar estimativas de deslocamento
de fase [10]. Medidas coerentes envolvendo operagoes de emaranhamento podem ser tteis
para estimativa de fase na presenga de ruido [11]. Avangos notéveis na estimativa de
multiplos pardmetros também tém sido relatados na literatura [12-14]. Recentemente
mostrou-se como a insensibilidade da interferéncia de dois fétons em um interferémetro do
tipo Hong-Ou-Mandel [15] as flutuagdes de fase pode ser utilizada para reduzir o ruido de
fase na medi¢ao de um angulo de inclinagao de espelho |16] em relagdo a um procedimento
classico semelhante |17], aumentando a precisao da medida. Destaca-se também a aplicagao
da metrologia quantica fotonica na melhoria da sensibilidade dos detectores de ondas
gravitacionais [8,[18-20], que tem se mostrado uma grande aliada para o avango deste

campo de pesquisa.

A grandeza a ser estimada no contexto deste trabalho é o parametro de fase 6
introduzido em um dos caminhos de um interferémetro. Dessa forma, objetiva-se que a
incerteza no parametro de fase seja minima. O chamado limite de Cramér-Rao determina
a menor incerteza possivel na estimativa do parametro 6 de acordo com uma relacao
inversa com a raiz quadrada da informacéo de Fisher 1/y/F, sendo F a informacéao de
Fisher [3,4]. Isto é, quanto maior for F' menor seré a incerteza Af no parametro, implicando
em uma medicao com alta precisao. De forma geral, a informagao de Fisher quantifica a
influéncia que o parametro de fase possui nas distribui¢goes de probabilidade dos resultados
de diferentes medi¢oes que podem ser feitas. Por exemplo, em um cenério interferométrico,
onde se objetiva medir intensidade da luz, a distribuicao de probabilidade para a detecgao
de fotons por diferentes detectores nas saidas do interferémetro também dependera do
parametro de fase. Ou seja, se 6 perturbar de forma significativa a distribuigao, seré
mensuravel. Portanto o limite de Cramér-Rao estima qual a perturbagao minima para que
a medicao da intensidade luminosa indique essa perturbacao. Por outro lado, a informagcao
de Fisher quantica Fy, otimiza o esquema de medicao |3|. Isto ¢, entre todas as medigoes

possiveis, Fp maximiza a informacao de Fisher F'.

A quantidade fisica que sera tratada nesta tese é a diferenga de fase ou fase relativa
entre os modos Opticos [5,6]. A grandeza fisica conjugada a diferenga de fase é a diferenga
de nimero de fotons. Nota-se uma relagao de complementaridade entre essas quantidades,
de forma que podemos fazer uma analogia com a relagao de incerteza entre tempo e

energia |1]. Para definir o quao bem localizada é a fase relativa em um interferometro,
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utilizamos a prescricao da distribuicao de probabilidade de fase relativa introduzida por
Luis e Sanchéz-Soto P(¢) |7]. Nessa prescrigao, os autores propoem a projecao de estados
quanticos que descrevem a luz incidente no interferémetro no auto-estado de fase relativa
e também do ntmero total de fétons. Com esse conhecimento, comparamos a distribuicao
de probabilidade de fase com a informagao de Fisher quantica no intuito de associar P(¢)
com a maxima precisao na estimativa da diferenca de fase. Em seguida, calculamos a
informacao de Fisher com base nessa distribuicao de probabilidade e mostramos que o
resultado é muito proximo da informacao quantica de Fisher para os estados tratados. A
diferenca média entre essas quantidades para os estados quéanticos testados é menor que

0, 1%, uma diferenca compativel com a precisao numeérica de nossos calculos.

Sendo assim, essas quantidades apontam que uma pequena variacao 66 na fase
de um dos caminhos do interferometro seré detectavel se ela modificar sensivelmente a
distribuicao inicial da fase relativa entre os dois modos do interferometro. Mostramos esta
equivaléncia aproximada para estados NOON [21] e estados de fase [22], que séo estados
localizados no interior do interferémetro. Além disso, outros estados quénticos incidentes
na entrada do interferémetro do tipo MZ foram considerados, como o estado de Fock
gémeos [23|, que representa um estado com o mesmo nimero de fotons em cada uma das
entradas do interferometro, e o estado de Fock correlacionado [24},25|, que representa o
numero de fétons emaranhados nas entradas deste interferometro. Em seguida, considerou-
se também outros dois casos, sendo um descrito pela incidéncia de um estado coerente
em uma das entradas do interferometro e o estado de vacuo comprimido na outra [26],
enquanto o outro caso é um estado de Fock em uma das entradas e o estado de vacuo
na outra |1]. Com isso, observou-se que, ao se utilizar fontes de luz quantica, melhorias
significativas na deteccao da variacao de fase relativa sao alcangadas, tendo relevantes

aplicagoes no campo da metrologia quantica fotonica.

Em suma, esta tese estd organizada em 6 capitulos. Além desta introducao, no
Capitulo 2 vamos trazer a quantizacao do campo eletromagnético. Em seguida, daremos no
Capitulo 3 um panorama da teoria da estimativa de parametros especifica para a fase em
um cenario interferométrico. Ja no capitulo 4, vamos apresentar como obter a distribuigao
de probabilidade de fase relativa entre dois modos 6pticos de um interferometro. Na
sequéncia, o Capitulo 5 apresentard todos os resultados originais obtidos, comparando a
distribuicao de probabilidade de fase com a informacao de Fisher quantica para diferentes
estados quanticos tteis em metrologia quantica. Uma anéalise de como essas quantidades
variam em funcao do nimero total de fé6tons do estado também seréd apresentada, revelando
ainda uma diferenca média menor que 0,1% entre essas quantidades. Esses resultados

foram publicados na referéncia [27]|. Finalmente, a tese sera concluida no Capitulo 6.
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2 Quantizacdo do Campo Eletromagnético

A quantizacao do campo eletromagnético nos permite interpretar a excitacao
elementar de um modo do campo como um féton. Esse processo introduz uma quantidade
chamada ntumero de fétons e nos permite tratar novos fenémenos fisicos como as flutuagoes
de vacuo - uma consequéncia de quando o nimero de fétons é nulo e que nao é possivel de
ser descrita classicamente. No decorrer deste capitulo, vamos mostrar como se quantiza o
campo eletromagnético, bem como expressar o campo quantizado em fun¢ao dos operadores
de quadratura. Além disso, vamos trazer as principais propriedades de alguns estados
quanticos uteis para 6ptica quantica como o estado de Fock, o estado coerente e o estado
de vacuo comprimido, ao passo que este tltimo é particularmente importante na area da
metrologia quantica, sendo bastante utilizado em trabalhos recentes que visam alcancar
limites méaximos de precisao em medigoes de diferengas de fase opticas [8,|18-20,28-31].

Os passos matematicos apresentados neste capitulo estao baseados na referéncia [1].

No espago livre as densidades de carga e corrente sao nulas e as equagoes de Maxwell

podem ser escritas como

V-E=0,
V-B=0,
VXE:—a—B, (21)
ot
1 0E
B- -2~
VX 2 ot’

onde E é o campo elétrico, B o campo magnético e 1/c? = pge, sendo jig a permeabilidade

magnética do vacuo e € a permissividade elétrica do vacuo.

Aplicando o rotacional na equacao de Maxwell para o rotacional do campo elétrico,

temos

J(V x B)
ot
Usando a identidade vetorial V x V x F = V(V - F) — V?F e o fato de que estamos no

espago livre (V- E = 0), temos

VXxVXE=-— . (2.2)

J(V x B)

2
E:
v ot

. (2.3)

Das equacgoes de Maxwell, sabemos que o rotacional do campo magnético é proporcional a

derivada temporal do campo elétrico. Dessa forma, teremos que

VE=——. (2.4)
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Seguindo um procedimento analogo para o campo magnético, teremos que

1 0’°B
VB=——. 2.5
c? Ot? (25)
Podemos observar que as Eq. (2.4) e (2.5) possuem a forma de uma equacao de onda

tridimensional se propagando no espago com velocidade c.

Nosso problema fisico se localiza no interior de um volume de quantizagao V/, tal
que o campo eletromagnético é descrito através de uma superposicao de ondas planas que
obedecem as Eq. e . Consideraremos que a onda se propaga na direcao de 2
entre os limites de paredes perfeitamente condutoras em z = 0 e z = [, nas quais o campo
elétrico se anula. Dessa forma, o volume de quantizacao serd dado por V = Al, onde A
corresponde a uma area de quantizacao no plano zy. Vale ressaltar que, em particular,
para o caso do espaco livre esse volume de quantizacao tende ao infinito. Ao longo deste
capitulo, vamos tratar apenas de um modo do campo eletromagnético se propagando
na direcao de Z com polarizacao bem definida na dire¢ao de & dentro de um volume de

quantizacao V', que pode descrito algebricamente por

2w?

By(2,t) = (V—G()>1/2q(t) sin (kz), (2.6)

sendo w a frequéncia de oscilagao, V' o volume de quantizagdo, k = w/c o ntumero de onda
e ¢(t) esta associado a amplitude de oscilagdo do campo elétrico. Vale ressaltar que as
constantes introduzidas nesta equacgao foram convenientemente escolhidas de forma que

uma analogia com sistemas mecanicos possa ser feita diretamente.

Uma vez que se assumiu que o campo elétrico esté polarizado na direcao de 2 para
uma onda eletromagnética plana se propagando em Z com campos elétrico e magnético
transversais, consequentemente, o campo magnético estaré na diregao de 3. Isso pode ser
facilmente obtido através da equagao de Maxwell para o rotacional do campo magnético e

da Eq. (2.6, tal que o campo magnético pode ser escrito como
1/2
oo [ 2w? .
B,(z,t) = (—) — t)cos (kz), 2.7
a0 = (M) (32) it cos o (27)
sendo que ¢(t) esta associado a amplitude de oscilagao do campo magnético.

Em suma, as Eq. (2.6) e (2.7) descrevem um modo de excita¢ao do campo eletro-
magnético correspondente a uma onda plana de frequéncia w. Contudo, a investigagao de
fenémenos interferométricos sera feita posteriormente considerando dois modos do campo

eletromagnético.

Classicamente, a energia U de um campo eletromagnético no espaco livre é dada

€0 2 1 2
U:/dV(—E +—B). 2.8
AV (1B + 5 (Bl (2:8)

por
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Substituindo as Egs. (2.6 e (2.7) na Eq. (2.8]), temos
w? 2 .2 L, 2
U= [ dVv v |9 (t)sin” (kz) + 4 (t) cos” (kz)| . (2.9)
1%

Podemos separar essa integral no volume de quantizacao V' em duas contribuigoes, sendo
uma integral de area que resultara na propria area A de quantizagdo, e em uma integral
que compreende z = [0,[]. Separando a integral em z em duas contribui¢oes através da

relacdo trigonométrica sin? z + cos?z = 1, temos

U= (“;) [q2(t) / dz + (qiff) _ qQ(t)) / dzcosQ(kz)] , (2.10)

U= (WTQ) {qQ(t)l + (% — q2(t)) %} : (2.11)

e, finalmente, podemos escrever a energia de um modo do campo eletromagnético como

tal que

U=<-[¢@1)+wd ). (2.12)

DN | —

Um oscilador harmonico simples unidimensional, como um sistema massa-mola,
pode ser descrito por uma tnica coordenada generalizada que terda um momento conju-
gado associado a ela [|32]. Define-se o momento conjugado associado a uma coordenada
generalizada g, como py = OL/Jq, onde L é a lagrangiana do sistema [32]. No caso de um
sistema massa-mola, a lagrangiana do sistema ¢ dada por L = m¢?/2 — mw?¢*/2, onde
a posigao da massa em func¢ao do tempo ¢(t) é a coordenada generalizada e 0 momento
conjugado é dado por p = mq(t), sendo ¢ e p quantidades canonicamente conjugadas [32].
O Hamiltoniano, portanto, ¢ dado por H = p?/2m + mw?¢?/2. Considerando um oscilador
harmoénico de massa unitaria, observamos que o Hamiltoniano desse sistema mecéanico é
analogo a energia de um modo do campo eletromagnético obtida através das equagoes de
Maxwell, tal que por analogia podemos associar as amplitudes de oscilagao dos campos

elétrico ¢(t) e magnético ¢(t) como quantidades canonicamente conjugadas.

Uma vez que o campo F, se relaciona com a posicao candnica g e que o campo
magnético By se relaciona com o momento canonico ¢, podemos reescrever a energia do

modo do campo eletromagnético em termos das variaveis candnicas q e p = ¢, tal que

1
U= §(p2 + w??). (2.13)

A quantizacao do campo eletromagnético pode ser feita pela correspondéncia das
quantidades canonicamente conjugadas g e p com os operadores de posicao e momento
da mecéanica quantica, ¢ e p respectivamente. Portanto, a natureza da luz quantizada é

descrita por um oscilador harmonico quantico para cada modo do campo eletromagnético.
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Assim, o hamiltoniano quantico associado ao modo considerado do campo eletromagnético

de frequéncia w pode ser descrito por

A~

L. .
H =" +w*q), (2.14)
sendo p e ¢ operadores canonicamente conjugados que obedecem a relagao de comutagao

G, p] = ihl. (2.15)

Podemos escrever também dois outros operadores quanticos em termos das quanti-

dades conjugadas [1]

. 1,
a = (2hw) "2 (wg + 1p), (2.16)
! = (2hw) 2 (wg — ip), |
cuja relacao de comutagao é
[a,af] = I. (2.17)

Esses operadores sao conhecidos como operadores aniquilacdo a e criacio af. Assim, o

Hamiltoniano do sistema pode ser reescrito como
. o1
H = hw aa+§ . (2.18)

Este Hamiltoniano se refere a um modo do campo eletromagnético. Em um tratamento
envolvendo os miiltiplos modos do campo eletromagnético, o hamiltoniano do sistema
resultaria em uma somatoéria de osciladores harmonicos quanticos independentes para cada

modo [1].

Uma possivel representacao para descrever estes operadores ¢ a representacao de
Heisenberg, onde um operador O, que nao depende explicitamente do tempo, evolui por
meio da relagao A

dO 1. A
— = —|H,0]. 2.19
= L [11,0) (219)

Considerando o Hamiltoniano descrito na Eq. (2.18]), pode-se obter a dependéncia

temporal do operador aniquila¢ao a com base na Eq. (2.19)). Dessa forma, temos

da 1 »
= — 2[H. 4
a ~ it
1
:% hw<5”&+§> ’&] (2.20)
= iw(ataa — aata) '
= iwla,a']a
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cuja solucao geral possivel é
a(t) = a(0)e ™" (2.21)

Pelo mesmo método, também podemos obter a dependéncia temporal do operador criagao
af
at(t) = a'(0)e™", (2.22)

Desse modo, os operadores de campo elétrico e magnético podem ser reescritos em termos

dos operadores aniquilagao e criagao pela substituigdo das Eq.(2.16a) e (2.16b) nas Eq.

€9 c @)

E,(z,t) = & sin(kz)(ae™™ + ate™!), & = (hw/eV)? (2.23)

By(z,t) = —iBycos(kz)(ae™™ — ate™!), By = (po/k)(eohw®/ V)2, (2.24)

O operador a'a possui um significado especial, uma vez que representa o nimero
de fétons, sendo chamado de operador nimero e denotado por N.Em particular, vamos
introduzir o estado de Fock | V), um estado que representa o nimero de ocupagao de fétons
em cada modo. A atuacao do operador aniquilacao sobre este estado promove a destruicao
de um féton do modo do campo eletromagnético, enquanto o operador de criagao eleva
o namero do fétons na medida em que ambos os operadores sao aplicados no estado de
Fock. Ademais, estados de Fock possuem a propriedade de serem estados ortonormais, i.e.

(M|N) = dp.n, formando uma base completa

D INNN| =1 (2.25)

Os estados de Fock sao auto-estados do Hamiltoniano do sistema e, pela equacao de

auto-valores, estdo associados aos niveis de energia do oscilador harmonico [1]

H|N) = Ey|N) , com Ey = hiw(N +1/2). (2.26)

As atuagoes dos operadores de criagao e aniquilagao no estado de Fock sao dadas

pelas relagoes

a|N) = VN|N — 1), .27
al|Ny = VN +1|N + 1), '

que podem ser obtidas a partir do fato de que um estado de Fock também é auto-estado
do operador namero de fotons N, tal que N|N) = N|N).

Calculando o valor esperado do operador campo elétrico dado pela Eq. (2.23) para

um estado de Fock, temos que

(E.)n = (N|E,(2,t)|N) = Eysin (k2) ((@)e™ + (al)e™) . (2.28)
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Utilizando as Eq. (2.27h) e (2.27p), podemos reescrever o valor esperado do campo elétrico

(B,)y = & sin (k=) (\/N<N|N — 1)e~®! + /N + L(N|N + 1>eiwt) . (2.29)

Pela relacao de ortonormalidade dos estados de Fock, vemos, entao, que o valor esperado

do operador campo elétrico descrito nessa base sera sempre nulo (F,)y = 0.

Outra forma de descrever os operadores de campo elétrico e magnético é em termos
dos operadores de quadradura X; e Xo. Esses operadores sao ortogonais e analogos aos
operadores canonicamente conjugados ¢ e p associados as amplitudes de oscilacao do
campo eletromagnético. Os operadores de quadraturas podem ser definidos em fungao dos

operadores aniquilacao e criacao [1]

. 1
X, = —(a+ah
2 (2.30)
;= (a— )
2 2% 9
tal que a relacao de comutacao entre esses operadores ¢ dada por [X 1,X2] = i/2. De-

vido a nao-comutatividade entre os operadores de quadratura, pode-se expressar uma
relagdo de incerteza entre as variancias de X; e Xs, sendo ((AX7)2)((AX,)?) > 1/16.
Em particular, para o estado de Fock |N), temos (N|X;|N) = 0 = (N|X|N). Contudo,
(N|X2|N) = (2N +1)/4 = (N|XZ|N). Dessa forma, se o nimero de fotons é nulo (N = 0,
que corresponde ao vacuo), a relacao de incerteza entre os operadores de quadradura é

minimizada. Finalmente, podemos entao escrever o operador de campo elétrico como

E,(z,t) = 2& sin (kz)[X; cos (wt) + X, sin (wt)]. (2.31)

Um dos estados quanticos mais utilizados na 6ptica quantica é o estado coerente,
que leva, no limite de altas intensidades, a um estado classico para a luz. Este estado
pode, por exemplo, ser utilizado em experimentos que se propoem investigar fendmenos

interferométricos. Na base de estados de Fock, o estado coerente |a) é descrito por

)= F Y \j‘ﬁm, (2.32)

onde |a|? corresponde ao niimero médio de fétons, portanto, conclui-se que se o niimero
médio de fétons N for nulo, |a) — |0). Desse modo, nota-se que o estado de vicuo é
um caso particular do estado coerente, em outras palavras, estados coerentes podem
ser interpretados como o estado de vacuo deslocado no parametro «. Diferentemente do
estado de Fock, estados coerentes nao sao ortogonais entre si. Contudo, eles formam uma
base e qualquer estado arbitrario no espaco de Hilbert pode ser escrito em termos dos

estados coerentes, com a ressalva de que h& mais estados coerentes disponiveis para se
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expressar um estado arbitrario do que o minimo suficiente, formando uma base chamada
de super-completa. Além disso, os estados |a) s@o auto-estados do operador aniquilagao,
tal que

ala) = ala), (2.33)

sendo a um numero complexo. Tomando o conjugado hermitiano da equagao anterior,

obtemos a seguinte relacio dual para o operador a'
(ala’ = a*{al. (2.34)
Utilizando os operadores de quadradura para representar um modo do campo

eletromagnético, podemos calcular o valor esperado desses operadores para um estado

coerente da luz a fim de obter o valor esperado do operador campo elétrico para esse estado.

Dessa forma, utilizando as relagoes descritas acima (2.30)), (2.33) e (2.34), bem como a

condi¢do de normalizacdo dos estados coerentes ((«|a) = 1) e a representacao em forma,
polar do auto-valor a = |aje®, temos que (| X;|a) = |o|cosb, e (| X,|a) = |a|sind,,
onde 0, é uma parametrizacio para o estado coerente. Temos ainda que (| X2|a) =
1/4 + |af? cos? 6, e (a|X2|a) = 1/4 + |a|?sin®6,. Portanto, a variancia dos operadores
de quadratura para o estado coerente assumem um valor constante ((AX;)?), = 1/4 =
((AX2)2>Q, sendo a = 0 tem-se o valor esperado das quadraturas para o estado de vacuo,
como ja mencionado fica evidente que o estado de vacuo é também um caso particular do

estado coerente.

Finalmente, podemos calcular o valor esperado do operador campo elétrico para um
estado coerente tendo em vista os valores esperados dos operadores de quadratura nesse
estado e a Eq. (2.31)). Utilizando a relagao trigonométrica cos(a—b) = cos a cos b+sin a sin b,

podemos obter de forma direta que
(E,),, = 2&|a|sin (k2) cos (6. — wt). (2.35)

O valor esperado do campo elétrico obtido para um estado coerente |a) é equivalente ao
valor esperado obtido para estados classicos [1], tal que estados coerentes sao considerados

os estados quanticos de maior correspondéncia com estados cléssicos.

Por fim, outro estado quantico relevante para a metrologia quantica que vamos
apresentar é o estado de vacuo comprimido |£), sendo & = re®s. onde r e 05 sdo os
parametros de compressao e de fase respectivamente. Por certo, a utilizagao de estados
comprimidos da luz em interferémetros pode ser um poderoso recurso quantico para
aprimorar medigoes de quantidades fisicas. Um exemplo disso ¢ a medi¢ao da variagao da
diferenca de fase entre dois caminhos 6pticos de um interferometro. O estado de vacuo

comprimido escrito na base dos estados de Fock é dado por

1€) = Som[2m), (2.36)
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onde
1 (2m)!

Som = ——(—1)"—— (ews tanhr)m.
Vcoshr 2mm)!

Em alguns casos, é conveniente introduzir um operador generalizado de quadratura
X(7) = (ae™ + afe™) /2, tal que X(0) = X; e X(7/2) = X,. Uma das vantagens em se
utilizar estados comprimidos é a redugao em uma das variancias associadas ao operador
generalizado de quadratura. O comportamento da minimizacao da variancia dos operadores
de quadratura para os estados comprimidos é complementar, pois enquanto a variancia de
um dos operadores de quadradura é minimizada, a variancia do operador de quadratura
ortogonal necessariamente aumenta para que a relacao de incerteza entre os operadores
seja satisfeita. Por esta razao, estados comprimidos sao considerados um poderoso recurso
quantico na area da metrologia quantica, tal como veremos nos proximos capitulos. A
possibilidade de minimizacao da variancia de pelo menos um operador de quadratura que
descreve o campo eletromagnético permite aprimorar medigoes da diferenca de fase no
interior de um interferdémetro que utiliza fontes de luz quéanticas, alcangando os limites

maximos de precisao.
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3 Deteccdo de fase éptica em metrologia quan-

tica fotdnica

De modo geral, a metrologia é um campo da ciéncia que estuda as medigoes de
quantidades fisicas. Além disso, esta ciéncia das medi¢oes pode trazer avancos tecnoldgicos
ao investigar melhorias nos instrumentos de medida. Dessa forma, nota-se que a relevancia
em se estudar métodos alternativos para o aprimoramento é altamente necesséria, pois
quando se atribui um nimero a uma grandeza fisica, o resultado deve ser o mais preciso
possivel. Por outro lado, a metrologia quantica investiga formas de alcancar o limite
méximo de precisao fazendo uso de recursos quanticos [2}33]. Desse modo, o efeito gerado
nos processos de medida sao de melhora significativa nas medi¢oes. Em outras palavras,
comparando duas fontes de luz, sendo uma luz classica descrita por um estado coerente e
uma fonte de luz quantica descrita por um estado comprimido, ou estados emaranhados, o

ganho na medicao da variacao da diferenca de fase em um interferometro é significativo.

Uma importante aplicacao na 6ptica moderna para o aprimoramento dos detectores
de ondas gravitacionais é a utilizacao de fontes de luz puramente quanticas, por exemplo os
estados comprimidos da luz [34]. De forma geral, utiliza-se estados comprimidos da luz para
se medir com eficiéncia a diferenca de fase dentro do interferémetro de Michelson [34135].
Visto que a onda gravitacional é capaz de deformar o espaco-tempo dentro do interferometro
provocando uma mudanca sensivel no caminho 6ptico percorrido pela luz, esta onda gera
um sinal que sera mensuravel através da diferenca de intensidade de luz nos detectores na
saida do interferometro [8,(18-20}28-31|. Porém, o ruido gerado pelo fato de que a luz é
quantizada cria uma flutuacao aleatoéria dessas intensidades, prejudicando a precisao da
medida. Afinal, a onda gravitacional so sera detectavel se a variacao que ela provocar na
intensidade medida pelos detectores for maior que este ruido. Com isso, podemos associar
a variacao da diferenca de fase dentro do interferdémetro com a diferenca de intensidades
medida pelos detectores. Como um exemplo, vamos trazer a teoria da estimativa de
parametro com intuito de alcangar limites maximos de precisao para uma fase no interior

de um interferémetro, tal como se utiliza nos detectores de ondas gravitacionais.

O processo que se utiliza para estimar a fase 6ptica no interior de um interferémetro
em um protocolo de metrologia quantica pode ser descrito em trés etapas principais [1].
Primeiramente, sera necessario descrever o estado inicial do sistema. Em seguida, deve-se
descrever o operador de evolugao do sistema, que é responsével por trazer uma variagao
na fase 6 durante a passagem da luz no interior do interferémetro. Por fim, deve-se
mostrar como obter a medicao dos resultados das quantidades fisicas, no presente caso, as

intensidades luminosas que estao associadas as variacoes das fases dpticas no interior do
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interferébmetro.
(a) Preparagéo Evolucéo Medigao
N B ~ W)
a : !E] .
Y] .
b
J
(b) Preparacgéao Evolugéo Medigao
@ N ®) T (W)
0,2 — 6! : ~~ D
b : b /3
a!
b
Ty
L

Figura 1 — (a) Esquema genérico para a estimativa de uma fase 0 introduzida em um dos
modos 6pticos. Um estado inicial de dois modos |¥) é preparado. O estado
evolui para |¥y) devido & introducao da fase. Medidas sao realizadas no estado
final para estimar . (b) Uma possibilidade de implementagao do protocolo.
Luz em um estado separavel conhecido nos modos a' e b’ incide nas entradas
do divisor de feixes BS;. Em seguida, uma fase 6, é adicionada ao modo a,
preparando o estado |¥) nos modos a e b. Apods a evolugao do sistema, uma fase
0, ¢é introduzida no modo b antes dos caminhos se recombinarem no divisor de
feixes BSy. Os detectores Dy e Dy medem a intensidade (nimero de f6tons) nas
saidas do interferdbmetro e a fase 6 pode ser estimada a partir desses resultados.

Considerando-se o esquema interferométrico retratado na Fig. [Th, um estado puro

geral de dois modos dentro deste interferometro pode ser escrito como

) = 3 AwalK)al N = B (3.1
N,k

onde |k), representa um estado de Fock com k fétons no modo a e |N — k), um estado
com N — k fotons no modo b, sendo N o niimero total de f6tons nos dois modos 6pticos.
Por outro lado, a Fig. ilustra uma forma possivel para preparar o estado inicial e
medir o estado final com o sistema constituido de dois caminhos 6pticos, formando um
interferometro de Mach-Zehnder (MZ). No esquema interferométrico mostrado, a onda de
luz é descrita em um estado quantico separavel bem conhecido de dois modos que incide
nas entradas do divisor de feixes BS;. A atuacao do divisor de feixes é dada através das

seguintes equacoes de transformacao dos operadores de aniquilagao

(—id + b).
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Observa-se que uma fase 6, é adicionada para preparar o estado |¥), com o intuito de
centralizar a distribuicao de fase relativa em zero, como serd visto com mais detalhes no

préoximo capitulo.

De modo geral, o operador quantico que descreve a introdugao de uma pequena
fase @ como indicado nas Figs. e|lb é dado por U (0) = e sendo n, o operador
numero de fétons no braco a. Note que a fase 6 localiza-se no caminho 6ptico a, portanto,
cada foton que passa por esse caminho ¢ afetado pela fase 6. No caso especifico da Fig. [Ib,
para se obter a evolucao do estado quantico, apos sofrer a atuagao tanto do divisor de
feixes quanto do operador de deslocamento de fase, devemos considerar o estado no interior
do interferdémetro de MZ descrito na Eq. . O estado apoés a atuacao do operador de
deslocamento de fase é dado por

|Wy) = el |¢)) = 2}4 ™0 k), IN =k, = Aype™ k), N — k), . (3.3)
Nk

Como ultima etapa do processo, medigoes no estado final |¥y) s@o realizadas com
o objetivo de estimar 6, cujo valor é inicialmente desconhecido. Vale ressaltar que o
procedimento pode ser repetido p vezes para aumentar a precisao do parametro 6. Existem
limites de precisao para se medir a fase relativa de dois modos 6pticos em interferometria |2,
sendo eles tratados por limite quantico padrao (standard quantum limit - SQL) e limite
de Heisenberg (HL). Ambos sdo inerentes a natureza quéantica da luz. A diferenca entre
os limites ¢ o alcance que cada conjunto de estados quanticos pode atingir. Por exemplo,
considerando-se um estado coerente |a) com nimero médio de fétons ||?> = N em uma
das entradas do interferdmetro da Fig. [Ib, a incerteza em uma medi¢ao do parametro
0 sera A > 1/ VN [1], o chamado SQL. Isto implica que fontes que se aproximam do
tratamento classico da luz produzem um limite proporcional a 1/ V'N. Por outro lado, a
medida que avancam os estudos sobre o uso de fontes de luz puramente quanticas em

protocolos de metrologia quantica, a incerteza do parametro obedece o chamado HL [36],

A0 >1/N.

Sabe-se que a teoria da estimativa de parametros também estuda formas de saturar
o limite de precisao HL em um cenario éptico interferométrico. Nesta abordagem, utiliza-se
a informacao de Fisher F', que é uma quantidade que mede o quanto de informacao
pode-se obter de um parametro # introduzido no sistema que altera as distribuicoes de
probabilidade dos resultados das quantidades fisicas a serem mensuraveis. Dessa forma,
quanto maior for F, mais se tem informagoes sobre o parametro. Em outras palavras, F

pode ser definida por [4]

1 [0P,(0)]7
EW:;P@[QW, (3.4)

T

sendo P,(f) a distribuigao de probabilidade para obter o resultado de medi¢ao = dado o

parametro . A soma em x contempla todos os resultados possiveis da medic¢ao. A relagao
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que conecta a informacao de Fisher com a incerteza do parametro 6 a ser estimado é

descrita por [4]
1

VPF(0)

sendo p o numero de repeti¢oes do experimento. Segundo a literatura [3,/4], o limite

Af > Aor = (3.5)

de Cramér-Rao é definido exatamente pela condicao de saturacao do limite inferior da
incerteza do parametro #, sendo o limite inferior da incerteza denominado Afcg. Este
vinculo é derivado de um estimador eficiente que tem por objetivo minimizar o erro do

parametro 6 [3].

Por outro lado, existe o limite de Cramér-Rao quantico que deriva de Afcgr. Assim
como Afcr depende da informagao de Fisher F', o limite de Cramér-Rao quéntico depende
da informacao de Fisher quantica Fy, que representa uma medida de distancia entre
estados quéanticos que se diferem pelo parametro #. Porém, neste regime, considera-se a
otimizagao da estratégia de medi¢ao do parametro 6 [26]. A maximizagao de F(#) sobre
todas as medicoes quanticas possiveis produz a informacao quantica de Fisher Fy para o
estado quantico |¥) sob a evolugao e que leva ao limite de precisio final |3,4}37-39).
Em outras palavras, considerando todas as estratégias de medicoes possiveis, a informagao
de Fisher quantica representa aquela que é a melhor possivel. Portanto, podemos considerar

o limite de Cramér-Rao quantico em funcao de Fy; através da relacao a seguir

1
N> ——— (3.6)

~ VPF(0)
Fisicamente, quando a incerteza do parametro é minima significa que a quantidade estimada
esté proxima do valor real. Isto ¢, quanto maior for F{) menor seréd a incerteza no parametro
0, implicando em um resultado com alta precisao. Dessa forma, podemos descrever a
informacao de Fisher quantica como a quantidade que mede a influéncia que o parametro
a ser mensuravel possui ao ser introduzido em um esquema interferométrico como o da Fig.
[Th. Ou seja, para que o parametro 0 seja detectével, ele deve perturbar de forma sensivel a

distribuicao de probabilidade da quantidade fisica que se deseja mensurar.

Considerando-se o espaco de probabilidades, a informacao de Fisher se relaciona
de uma forma direta com a distancia de Hellinger Dy [40|, que fornece uma medida da
diferenca entre duas distribui¢oes de probabilidade. Em outras palavras, Dy é definida

por

Du(P,Q) = %Z Wﬂ(@ - m(e)} . (37)

sendo que P;(0) e Q;(f) representam duas distribui¢cées de probabilidade. Para cada
distribuicao, j representa um resultado possivel da medida dado um parametro #. Sendo
assim, a somatoria contempla o conjunto de todos os resultados possiveis para a medicao.

Com o proposito de estimar o parametro 6 ilustrado na Fig. [Ih, vamos considerar uma
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perturbacao minima por meio de Q);(0) = P;(6 + df), sendo df um infinitesimal desvio
em f para que haja uma diferenca entre as distribui¢coes de probabilidades. Desse modo,
o interesse da metrologia quantica é medir o parametro df com alta precisao. Para tal,
escrevemos o quadrado de Dy como D3(0,0 4 df) = 1/23°; [\/Pj(H +df) — \/pj(e)r

Note que podemos definir uma funcéo f;(x) = /P;(z) e portanto a expressao para o

quadrado da distancia de Hellinger é reescrita em termos dessa funcao

D2%.(6,6 + db) = % > [f5(0 4 do) — f;(0)]7. (3.8)

J

Observe que o diferencial da funcao f;(€) pode ser escrito como

_ df;(0)
de

df;(6) do. (3.9)

Assim, a distancia de Hellinger é reescrita por

D%(0,0 + df) = 1 > {dff—w)] 2 6>

2~ de
’ ) (3.10)
2 oP;(0) 06

Por fim, ao computar a derivada na funcao f;() temos

S L [0P0)]%)
do :g{;P-(Q){ = } }d@. (3.11)

J

1 9K(0)
2/P;(0) 00
Observe que a quantidade dentro das chaves na ultima igualdade da Eq. (3.11) ¢ a
informagéao de Fisher F' da Eq. (3.4) [3,4]. Em suma, a relagdo entre a distancia de Hellinger

e a informagao de Fisher ¢ de proporcionalidade. Isto ¢, quanto maior a distancia entre as

1
D%(0,0 + df) = 52

J

distribuicoes de probabilidades, maior sera a informagao de Fisher. Em metrologia quantica
esta relacao torna-se importante porque a medida em que se perturba infinitesimalmente o
pardmetro ¢, obtém-se uma grande variacao na distribuicao de probabilidade permitindo

assim que 6 seja mensuravel.

Como foi mencionado, a informagao de Fisher quantica Fy) representa uma maxi-
mizagao da informacao de Fisher F' [4] ao otimizarmos o esquema de medig¢ao deixando
fixos o estado quantico inicial do sistema e o operador evolucao que depende do parametro
a ser estimado. Por isso, o resultado obtido depende da distancia maxima entre os estados
quénticos inicial e evoluido, com objetivo de distinguir o parametro a ser estimado [3].

Considerando um estado puro qualquer inicial |¥o) e um operador de evolugao

dado por eiHo

, sendo # o parametro a ser estimado, a informacao de Fisher quantica pode
ser simplificada por Fiy = 4 <(A]:I )2> Para demonstrar esta relagao devemos considerar

uma fase infinitesimal 0, onde termos de 6% tendem a zero. Desta forma o operador de
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evolucao fica U (0) = et ~ 1 + i[9, Com isso, descrevemos a evolucao do estado inicial

através de

(W) = U(8) [tho) = e o) ~ (1 + iH8) |p) . (3.12)

Uma medicao 6tima em um sistema desse tipo, que resulta na maior precisao para a
estimativa de 6, tem como resultados possiveis projecoes em uma base ortonormal em que
o estado inicial [1y) é um dos elementos. Para medir o estado [¢;), a mecénica quantica
afirma que a probabilidade desse resultado depende da projegao do estado evoluido |ty)
no estado [1);)

Pi(0) = [(w;l¢)] - (3.13)
-

. . 2
Ao substituir o estado |1y), tem-se P;(§) = ‘(wj\ U(0) 1) 8;0 + 10 (V| H |1pg)| . Para

7 =0, temos

Po(8) = |1+ 0 (ol B o] = 1462 ({wol B fun)) (3.14)

Para j # 0, temos

P(6) = i (0] B w0)| = 0% (] B L) (ol B ) = 6% (ol EE 1) (o) 1 i) . (3.15)

Retomando a informacéao de Fisher da Eq. (3.4)), temos

"2 20 [8%9)}2 - 7w | 5] +3 20 [a];—e(e)] - B9

J j=1 J

Substituindo os resultados das probabilidades com j = 0 e j # 0, considerando que nesse

caso 6timo a informagao de Fisher concorda com a informacao de Fisher quantica, temos

(3.17)

o () a0 (Gl B (0 )
Coree (W) S Ol H) G )

Assumindo a resolugio da identidade ). [i;) (¢;| = I, podemos reescrevée-la como
Z;VZI [9;) (] = T — |¢bo) (¢ol|. Logo, fazendo a substitui¢do na informacao de Fisher,

o resultado fica

o L (lT) ol o) — (Gl )| @19
1+ 62 <<¢0| H|¢o>)

Dado que o parametro # é infinitesimal, podemos tomar o limite deste parametro indo para
zero. Assim, o primeiro termo da Eq.(3.18)) se anula e finalmente chegamos na expressao

para a informacgao de Fisher quantica, quando se considera estados puros

Fy :4<<AFI>2>. (3.19)
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Desse modo, notamos que para o caso de estados puros nos esquemas da Fig. [I, em que

HO

temos H = n, no operador evolugao e"*?, a informacao de Fisher quantica é proporcional

a variancia do numero de fétons no brago a do interferémetro

Fo =4{(An,)*). (3.20)

Portanto, nos préoximos capitulos, consideraremos para varios estados quanticos
puros tteis em metrologia quantica fotonica, a informacao de Fisher quantica descrita pela
Eq. . Com isso, a ideia é quantificar qual a perturbagao minima pelo parametro 6
no esquema da Fig. [Ih que influencia a distribuicao de probabilidade da quantidade que
deve ser mensuravel. No presente caso, vamos apresentar como obter a distribuicao de
probabilidade de fase relativa entre dois caminhos 6pticos no interior do interferémetro de
MZ. Além disso, vamos comparar essa distribuicao de probabilidade com a informacao de
Fisher quantica e associar a incerteza do parametro de fase com a precisao na medicao da

diferenca de fase no interior do interferometro.
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4 Distribuicdo de probabilidade de fase para

campos opticos

Em um dado modo 6ptico do campo eletromagnético quantizado, existem duas
grandezas fisicas complementares - a amplitude e a fase. Sabendo que a amplitude no
regime quantico esta relacionada com o operador ntmero de fétons N , a fase deveria
ser representada por um operador de fase (;3, pois entende-se que existe uma relagao de
incerteza entre AN e A¢, assim como a relacao de incerteza de Heisenberg entre tempo e
energia. No entanto, a fase nao é um observavel mensuréavel. Desta forma, tal como o tempo
nao configura um operador quantico, o operador de fase também nao é bem definido, pois
uma das dificuldades para se estabelecer um operador quantico que represente a fase éptica
¢é o fato de que o espectro de autovalores da quantidade conjugada, que seria o niimero
de fotons, nao apresenta valores negativos. Entretanto, o interesse real é usualmente na
diferenca de fase entre modos 6pticos e nao na fase absoluta. Desse modo, a quantidade
conjugada quando se considera a diferenca de fase é a diferenca entre os niimeros de fétons
em cada um dos modos, que podem assumir valores negativos. Portanto, a quantidade
fisica que sera considerada ao longo deste capitulo é o operador diferenga de fase, que
referenciaremos generalizadamente como (/zAS Como resultado dessa nao compatibilidade
entre essas grandezas, estados Opticos com uma fase relativamente bem definida devem
apresentar uma larga incerteza no nimero de fétons, enquanto estados com o ntmero de

fotons bem definido devem apresentar uma fase completamente indeterminada [1,|41,/42].

Nas proximas se¢oes descreveremos como obter a distribui¢ao de probabilidade de
fase optica. Iniciaremos tratando da distribuicao de probabilidade de fase considerando um

modo 6ptico e, em seguida, trataremos a distribuicao de fase relativa entre dois modos.

4.1 Distribuicdo de Probabilidade de Fase em um Modo do Campo
Optico Quantizado

Historicamente, a busca pelo operador de fase absoluta foi marcada por varias
tentativas |1,43-45]. Dirac postulou, por exemplo, que o operador de aniquila¢ao a poderia
ser definido na forma de decomposi¢ao polar como a = ¢if \/ﬁ , onde gg é o operador de
fase absoluta e N é o operador nimero de fétons. Porém, gzg deveria ser um observavel, isto
é, um operador hermitiano onde $ = ¢ZT, contudo isto nao é verificado [1]. Outra tentativa
foi feita por Susskind e Glogover (SG), que descreveram o operador de fase quantica E
como |1

E=(N+1)"z%a=(ad")"7a, (4.1)
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tal que

Et=al(N+1)2 =al(aah) 2, (4.2)
onde vale ressaltar que a notagao E ¢ original dos autores e nao deve ser confundida
com o operador campo elétrico no presente contexto. O operador E de SG é comumente
conhecido por operador exponencial [1,/45]. Os operadores Ee Ef podem ser decompostos

na base de Fock

E:iw)u\wu (4.3)
Bl = i |N + 1)(N|. (4.4)

Para verificar a unitariedade destes operadores devemos calcular EFE' e F'E a
partir das Eq. (4.3) e (4.4) e observar se sdo quantidades equivalentes. Fazendo-se isto,
obtemos que

EE" =) |N)(N+1|M+1) (M| = Z|N (M| On410r41 = Y IN) (N
N

N,M

ﬁE:z]M+DUWNMN+H:EZWHJMN+HMM=§]N+DMHJL

N,M N,M N
(4.5)
portanto, podemos sintetizar os resultados por
EET =1 (4.6)
ETE =1—0)(0]. (4.7)

Contudo, dos resultados obtidos percebemos que o operador SG nao é unitario. O termo
que elimina a unitariedade do operador é o projetor no estado de vacuo |0)(0]. Logo, para
que SG seja considerado aproximadamente um operador unitario, este termo deve ser
desprezivel para o estado em questao. Se tomarmos como exemplo o estado coerente |a), o
termo de vacuo deste estado é pequeno quando o moédulo ao quadrado de a é muito maior
que 1. Portanto, o niimero médio de fétons deve ser muito maior que 1 para se considerar

o operador SG unitéario.

Outro fato importante ¢ que os operadores F e ET nao sdo observéveis, mas sao
analogos a funcgao exponencial. Sendo assim, a partir deles foram definidos dois novos
operadores hermitianos, C' e S, que sao analogos as fungoes cos ¢ e sin ¢ respectivamente,

sendo descritos por [1,45]

¢ =3B+ B (4.8)
S = l(E — EY). (4.9)
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A equacao de auto-valores para o operador de fase E pode ser calculada a partir

das decomposi¢oes na base de Fock da seguinte forma [1},7]

El¢) = €*|¢), (4.10)

onde o auto-estado |¢) é calculado a partir das Eq. (4.3 e (4.4)), tal que

1 o v
) = \/—2—7”\;)62 °|IN). (4.11)

Perceba que |¢) nao ¢ normalizével [1]. Usando a expressao

2
/ ei(N_N/)¢dgb = 27T6N,N’7 (412)
0

podemos verificar que os auto-estados de fase levam a relacao

/0 " dgl6) (8] = L (4.13)

Embora nao seja possivel definir um operador de fase hermitiano, os auto-estados |¢)
do operador E sao estados com fase bem definida, de forma que podemos associar uma
distribuic@o de fase P(¢) para um estado quantico arbitrario | V) em termos da sua projegao

num auto-estado |¢), tal que

P(¢) = {6 ¥)[" (4.14)

Para exemplificar como podemos associar uma distribui¢ao de probabilidade de
fase a um estado quantico, abordaremos em particular um estado de Fock |N) e também
um estado coerente |«). Para o estado de Fock, podemos escrever a distribui¢ao de

probabilidade de fase 1] como se segue

Py () ={6|N)[*

(4.15)

Note que este resultado implica em uma distribuicao de probabilidade uniforme, isto
é, podemos afirmar que a fase é completamente indefinida, enquanto que a incerteza
AN é nula quando se define o estado de Fock com N fétons. Portanto, a relacao de
complementaridade entre fase e niimero de fotons é observada neste contexto onde se
avalia a fase quando se projeta no estado de Fock.

Por outro lado, a distribuicao de probabilidade de fase para um estado coerente

10,

la), com a = |ale’e, pode ser escrita como |1]

Pa(¢) = [{¢la)|?

00 2
= ie—lal2 Z otV (9—6c) \@\N (4.16)
2 oo VN!
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Diferentes distribuigoes para estados coerentes calculadas de acordo com a Eq.
(4.16|) estao representadas na Fig. [2, Vemos que quanto maior é o nimero médio de fétons
|a|?, menor é a largura da distribuigao. Além disso, podemos notar que a incerteza AN
para o estado coerente é dada por AN = \/ﬁ, sendo N = ]a\z. Dessa relacao, podemos
deduzir que AN |a|. Dessa forma, intuitivamente, podemos sintetizar esta relagao

observando que quanto maior for a incerteza de AN, menor seré a incerteza na fase ¢.

Pa(:;‘i) a5k

20 H

n

o

Figura 2 — Distribuigoes de probabilidade de fase para estados coerentes dadas pela Eq.
(4.16) com 6. = 0 e com diferentes ntimeros médios de fotons: |af*> = 1 em
vermelho, |a|? = 2 em azul e |a|* = 10 em verde.

4.2 Distribuicdo de Probabilidade de Fase Relativa Entre Dois Mo-
dos de Campos Opticos Quantizados

Apresentaremos a seguir o formalismo para a obtencao da distribuicao de probabi-
lidade para a diferenca de fase entre dois modos 6pticos de mesma frequéncia, conforme
descrito na referéncia |7]. Esta abordagem vai trazer a distribui¢ao de fase relativa, que
representa o quao bem conhecida é a fase no interior de um interferémetro, por exemplo

nos esquemas interferométricos das Fig. [Th e [Tp.

Seja p um estado composto arbitrario, os autores apresentam o formalismo para cal-
cularmos a distribuicao de probabilidade para diferenca de fase considerando a distribuicao

conjunta das fases dos dois modos, tal que

Pp<¢17¢2) = <¢17¢2|p|¢17¢2>7 (417)

onde |1, ds) = |@1) |d2), com |¢1) e |pa) sendo os auto-estados de fase de cada modo
definidos na Eq. (4.11)), sendo esta equa¢ao uma extensao natural da Eq. (4.14)).
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Se fixarmos a diferenca de fase entre os dois modos como ¢ = ¢ — ¢, considerando

¢1 =+ ¢ e ¢ = 7, obtemos uma distribuicao para ¢ dada por

Pp(¢) = /d7<v+¢,7|p|v+¢, - (4.18)
A partir da Eq. (4.11)), podemos escrever
v+ o) =D Y eI k). (4.19)
7=0 k=0

Aplicando este estado na Eq. (4.18)), temos

_ Lzzei@—j'w ( / DY ilG+0- G +R)]y ) (7' K lplj. k). (4.20)
T 271'

33’ kK

Agora, se considerarmos u=j + ke v =j 4+ k', a Eq. (4.20) pode ser escrita como

R0 = S e ([ ) (oS-, a2

u=0 v=0 j=0 /=0

Note que a integral na Eq. (4.21)) se reduz ao delta de Kronecker d,,,, logo

1 o= = (g - g1 .
Py(o)=5-2 D eV u—glplju—3). (4.22)

u=0 j,j/'=0
Com isto, Luis e Sanchez-Soto definem uma distribuicao de probabilidade para a diferenca

de fase como |[7]

Py(¢) =D ("ple™), (4.23)

N=0
sendo |¢V) o estado de diferenca de fase para dois modos num subespaco de dimensao N

cujo namero total de fotons é N, definido por |22, 44} 46|

N
) = <= N = ). (424
j=0

Em particular, para um estado puro p = |¥) (¥|, podemos escrever

o0

P(olw) =y [(o" D). (4.25)
N=0
Considerando o caso ilustrado pela Fig. , a distribuigao de probabilidade P(¢)
quando se projeta o auto-estado de fase relativa [¢™) no estado |0) = 3, Ay k), [M — k),

com o nimero de fétons fixo M = N, temos
2

) = |(o™ V)]
| MM 2
=|7= 20 2 ¢ P Amadindn g
V2T =i (4.26)
N 2
1 .
— _Z 2J¢AN],
V2 =
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Em suma, a distribui¢ao de probabilidade nos traz a ideia de quao bem definida ¢ a fase
relativa entre os modos 6pticos para estados puros. Percebe-se que existe uma relagao de
incerteza entre a diferenca de fase e a diferenca no niumero de fétons entre os dois modos.
Em outras palavras, se a diferenca do nimero de fétons é bem conhecida, tem-se uma
distribui¢ao uniforme para a diferenca de fase. Contudo, se a distribuigao da diferenga de
fase for bem localizada, a diferenga do nimero de fétons tera grande incerteza. O interesse
deste trabalho é associar a propria distribuicao de probabilidade de fase relativa para
varios estados puros tteis em metrologia quantica com a precisao na estimativa de uma
fase introduzida no interferometro. No proximo capitulo, apresentaremos os resultados
obtidos desta tese, discutindo como a distribuicao de fase relativa se relaciona com a
informagao de Fisher quantica, que representa a maximizagao da precisao no processo de

estimativa do parametro de fase, conforme visto no capitulo anterior.
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5 Distribuicdo de probabilidade de fase relativa

para estados (teis em metrologia quantica

Um esquema interferométrico para se inferir a fase Optica no interior de um
interferdbmetro é descrito de acordo com o cenério apresentado pela Fig. [Il A Fig.
ilustra um esquema geral para se medir a fase considerando o estado |¥) descrito pela
Eq. dentro do interferémetro. Ja a Fig. descreve o caso especifico de preparacao
de um estado de entrada em um interferémetro do tipo MZ, sendo este inicialmente
preparado antes de passar pelo primeiro divisor de feixes BS;. Os exemplos que serao
tratados neste capitulo possuem o numero de fétons bem definido N, com exce¢ao do
estado coerente-comprimido |« &) [26], que representa o estado coerente |«) incidente em
uma das entradas do interferometro, enquanto na outra entrada tem-se o estado de vacuo
comprimido [£). Para este caso, considerou-se a proje¢ao em um estado com um nimero

de fotons fixo igual ao nimero médio de fétons N.

Para alcancar o limite de Heisenberg, que determina a méxima precisao permitida
pela mecanica quéantica [3,4], a informagao de Fisher quantica Fyy deve ser Fyy = N? na Eq.
(3.20)), o que ocorre para alguns estados quanticos com ntimero médio de fétons N. Com

isso, segundo a Eq. (3.6) temos que A8 > 1/(,/pN) - o conhecido limite de Heisenberg.

No presente trabalho, consideraremos estados quanticos com o ntimero de fétons fixo NV,

logo temos
Uy) = Anplk), N — k), (5.1)
k
sendo o limite de Cramér-Rao dado por
1
Afy > ————, onde (5.2)
pFo(¥n)
AnplPR? [, [Ans?E]?
Fo(Uy) = 4((Ang)?) = 4] 2z An —{ o } ,
o) = 4 ({80 { S e | S sl

sendo n, o operador nimero de fétons no modo a. Note que consideramos o caso geral em
que o estado da Eq. (5.1)) pode nao estar normalizado.

Definindo A¢ como a largura da distribuicao de probabilidade para a diferenca de
fase e An_ a largura da distribuicao de probabilidade para a diferenca de fétons entre os
modos a e b, temos que ApAn_ > 7, conforme discutido no Capitulo 4 desta tese através
da Eq. . Para estados com um nimero total de f6tons N = n, + ny, podemos escrever

n_=ng,—ny =2n, — N, tal que An_ = 2An, e, portanto, temos

AdAn, > g (5.3)
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Podemos comparar essa desigualdade com aquela obtida pela Eq. (5.2)) para p = 1, tal que
AfyAn, > g (5.4)

Note que as incertezas A¢ e Ay obedecem a mesma desigualdade com An,, porém elas
representam diferentes quantidades. A grandeza A¢ é a incerteza da diferenga de fase
entre os modos a e b do estado quantico |V y) dado pela Eq. , enquanto Afy é a
precisao da estimativa da fase 6ptica 8 no esquema da Fig. quando o estado inicial
é |¥y) com um numero fixo de fotons N. Vale ressaltar que a mesma ideia é extensivel
para o esquema da Fig. [Ip, com a ressalva de que ¢ necessario projetar o estado inicial no
ntumero médio de fétons quando este nao apresentar um nimero de fo6tons bem definido.
Apesar de A¢p e Afy significarem fisicamente quantidades distintas, a ideia deste trabalho

¢é levantar a discussao de que essas duas quantidades estao relacionadas.

A ideia que apresentaremos nesta tese pode ser resumida da seguinte forma: para
ser possivel estimar o desvio A# a partir de uma fase inicialmente estimada #, conforme
ilustrado no esquema da Fig. [Th, € preciso que Af desloque a distribuigao de fase relativa
inicial do estado |¥y) por uma quantidade apreciavel. Isto &, devemos ter que Af > Ag.
Dessa forma, o valor minimo detectavel de 060 (que é aproximadamente a incerteza A6
na estimativa de fase) deve ser aproximadamente A¢,i.e., A ~ A¢. No entanto, para
distribuicoes periddicas da diferenca de fase, um desvio de fase menor que A¢, da ordem
do periodo da distribuicao, pode altera-la consideravelmente. Assim, é necessaria uma
forma mais robusta de definir a perturbacao gerada por uma pequena fase adicionada &
distribuicao de fase relativa. Sendo assim, a principal ideia deste trabalho é levar essa
relagao ao limite e associar as propriedades da distribuicao de fase relativa com a precisao

nos protocolos de estimativa da fase dptica em metrologia quantica.

Com o proposito de elucidar para o caso em que o desvio de fase é pequeno, vamos
considerar a fidelidade classica (também conhecida por fidelidade Bhattacharyya) entre

duas distribui¢oes de probabilidade proximas [38]

F = / 46/ Py (®) Pr (6 + 00), (5.5)

sendo Py(¢) a distribuicéo de fase relativa da Eq. (4.26]). De forma completamente anéloga
aos resultados vistos no capitulo 3, em que havia um regime discreto para a distribuicao

de probabilidade, ao considerarmos termos até (d¢)? na expansao de Taylor da fidelidade,

temos )
F~1- gFLSS(5¢)2= (5.6)
sendo 5Pu(#) )
B 1 Py (¢
Frss = /dngN(Cb) [ 20 ] (5.7)

a informagao de Fisher obtida via distribui¢ao de fase relativa Luis e Sanchez-Soto (LSS)
Pn(¢) da Eq. (4.26)). Este resultado é anilogo a informacao de Fisher para o regime discreto
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da Eq. (3.11)). Por outro lado, a informacao de Fisher da Eq. (5.2) pode ser derivada da
mesma forma a partir da fidelidade entre as distribui¢oes de probabilidade dos resultados

de medicao para estados que diferem por uma pequena quantidade no parametro 6 [38,39].

Neste sentido, ao decorrer deste capitulo serao apresentados os resultados da
equivaléncia aproximada entre a informacgao de Fisher obtida via distribuicao de fase
relativa Frgg da Eq. e a informacao quéantica de Fisher da Eq. para varios
estados puros |V ) uteis em metrologia quantica obtidos seguindo os protocolos ilustrados
na Fig. |1l A diferenca tipicamente menor que 0,2% que obtivemos entre essas quantidades

esta compativel com a precisao numérica dos calculos.

Primeiramente, para cada estado quantico considerado escrito como na Eq. ,
computou-se a densidade de probabilidade do numero de fé6tons no modo a, dada por
|Anx[?, para um numero total de fotons N e k = n, representando o ntmero de fotons
correspondente ao modo a. Além disso, obteve-se a distribuicao de probabilidade de
fase relativa dada pela Eq. . Em seguida, calculou-se a informacao de Fisher via
distribuicao de fase relativa F1gs da Eq. e a informacao quantica de Fisher Fj da
Eq. , com o intuito de comparar essas duas quantidades.

Os resultados obtidos serao apresentadas graficamente por 3 figuras para cada caso,
uma com a distribui¢ao de probabilidade do ntimero de fétons no modo a, n,, outra com
a distribuicao de probabilidade de fase relativa, ambas com um valor fixo para o niimero

total de fétons N e, finalmente, uma do comportamento de Fsg e Fy em funcao de V.

Os resultados estao organizados separadamente para cada caso abordado. Num
primeiro momento, trataremos do esquema descrito pela Fig. [Ib, cujo o estado inicial é
um estado com N fétons em uma das entradas do divisor de feixes enquanto na outra
tem-se o estado de vacuo. Neste exemplo, o limite esperado para a deteccao de fase relativa
¢ o limite quantico padrao, pois este estado se aproxima do regime classico para um
ntamero de fétons grande. Em seguida os dois exemplos estao ilustrados pela Fig. [Th,
para os quais a distribuicao de probabilidade de fase relativa sera avaliada a partir dos
estados do tipo NOON |21] e de fase [7], que representam um estado ja preparado no
interior do interferdbmetro e caracterizam-se pelo niimero de fétons bem definido N. Na
sequéncia, trataremos do esquema descrito na Fig. [Ib, que parte da descrigao de estados
quéanticos antes do primeiro divisor de feixes BS; para abordar estados iniciais do tipo
Fock-gémeos [23|, que representam um estado inicial com o mesmo ntmero de fotons
para cada entrada do interferometro, Fock correlacionado [24,25|, que representa um
estado incidente com o nimero de fétons emaranhados no primeiro divisor de feixes e
coerente-comprimido [26], com um estado de vacuo comprimido em uma entrada e um

estado coerente na outra entrada do BS;.
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51 Estado de Fock em uma Entrada do Interferémetro

A primeira classe de estados que trataremos é o estado de Fock |N)_, em uma
das entradas do interferometro da Fig. e um estado de vacuo na outra, ou seja,
Vo) =|N), [0),. O divisor de feixes BS; realiza a seguinte transformagao nos operadores

de aniquilagao para os modos considerados

1
V2

1 ‘ (5.8)
V2

Com a acao das transformagoes descritas acima devido ao divisor de feixe BS; e uma fase
0, = —m/2, o estado quantico |V y) da Eq. (3.1)) tem coeficientes dados por

Ay = %_; (ZZ ) (5.9)

tal que seus modulos quadrados estao mostrados na Fig. [3h para N = 10, obedecendo a

|An il = 1(N). (5.10)

relacao a seguir

2\ k
(a) 0.25 (b)
0.20 1.0
0.15
|Ankl? Py
" 0.10 0.5
0.05
0.00 = - 0.0 - -
K -7 2 2
¢
© .
F
1000-
100 g =
100
/
1le
0 20 40 60 80 100

N

Figura 3 — Anélise do caso de um estado de Fock em uma das entradas do interferémetro
da Fig. [Ib. (a) Modulo ao quadrado dos coeficientes Ay com N = 10, (b)
distribuigao de fase relativa com N = 10 e (c¢) Fy da Eq. (linha cinza
continua), que neste caso é Fp = N, e Figs da Eq. (circulos pretos), que
foi computado numericamente, em fungao de .
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A distribuicao de fase relativa da Eq. (4.26)) estda mostrada na Fig. [3b para N = 10,

sendo a distribuicao descrita por

N
i

(5.11)

1
¢) = |\/—2—sz0

Nesta situacao, Fy da Eq. (5.2)) pode ser computada analiticamente, sendo igual a

N. Para demonstrar este fato para a informacao de Fisher quantica F, temos que

Fo = 4((Aia)®y = 4 [(Un| 72 [Un) — (U] Piq [T))?]

N2 4N N2
:4(—j?——-z) (5.12)

= N.

A Fig. [3c mostra os valores analiticos para Fg (linha cinza continua) e os valores
computados numericamente para Fiss (circulos pretos), em fungao de N. Note que o eixo
y do grafico estd em escala logaritmica, representacao que também sera adotada para
expressar os resultados subsequentes. A diferenca percentual média entre essas quantidades
para os pontos mostrados na Fig. 3¢ ¢ 0,00001%. Dessa forma, segundo nossa abordagem,
para este caso é possivel notar que tanto a estimativa de pardmetros via informacao de

Fisher quantica quanto via distribuicao LSS podem ser consideradas equivalentes.

52 Estado NOON

A segunda classe de estados que trataremos sera o estado NOON [21] nos modos a

e b na Fig. [Th, que pode ser escrito como

(W) = —= [[N)al0)s + 10)al N )e] - (5.13)

Sl -

Os coeficientes da Eq. |D sao An g = (Ok0 + (5k,N)/\/§ para este caso, estando o modulo
ao quadrado dos coeficientes mostrados na Fig. [dh para N = 10. A distribuigao de fase

relativa para o estado NOON, que neste caso é dada por

PN((b) = \/ﬁ Z eiljd)AN,J

71]¢> JO+5]N)

MZ

14 e Vo |?

2T
1+ cos(No)
2m ’

(5.14)
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estd mostrada na Fig. para N = 10. Observe que o padrao de interferéncia de um
estado NOON tem uma periodicidade 27 /N, que é compativel com os N picos presentes
na distribui¢ao de fase relativa mostrada na Fig. [dp. Para obter a incerteza no parametro
6 ilustrado na Fig. , devemos obter a informacao de Fisher quantica dada pela Eq. ,
tal que

Fo = 4((A)*) = 4 [(Un| 7 [Tn) = (Un] e [Vn))’]

4
4 (E _ f) (5.15)

De posse desse resultado de Fg, podemos obter de acordo com a Eq. (5.2) A0 > 1/,/pFg
1/N. Portanto, a incerteza minima possivel para o parametro 6 é proporcional a 1/N
quando se tem o estado NOON no interior do interferometro, sendo dado pelo limite de

Heisenberg.

Contudo, pode-se demonstrar que Flsg também pode ser obtida analiticamente.
Para demonstrar este resultado, tomamos como base a forma analitica da distribuicao
de fase relativa dada pela Eq. . Além disso, a relacao que expressa Figs em funcao
de Py(¢) para o estado NOON é descrita pela Eq. . Logo, o primeiro passo dessa
demonstragao ¢é calcular a derivada da distribuicao de fase relativa com respeito a ¢ e, em
seguida, elevar ao quadrado. Normalizando essa expressao pela propria distribuicao, temos

que

1 {8PN(¢)F_ 1 {_NSin(N@r, (5.16)

Py(9) O ~ Pn(9) 2
Manipulando algebricamente o lado direito da equagao anterior e utilizando a Eq. ,
temos que
2 2
1 {8PN(¢)] _ 1 (ﬁ) sin? (N o) 1 — cos(N¢)
Py (o) ¢ Py(¢) \ 27 1 —cos(No)
27 N\* 1 —cos(No)
= —-— — N —_—_—m
1+ cos(No) (2%) sin (Vo) 1 —cos(No) (5.17)

N2 sin?(N¢)[1 — cos(No)]

27 1 —cos? (Nog)
2

= g—ﬁ[l — cos(Ng)].

Por fim, podemos obter Figg integrando a relagao anterior no intervalo [—, 7], no qual

contém toda a informagao da distribuicao sem ambiguidades

™ 2
Firog = / d¢j2\f—ﬂ[1 ~ cos(Ng)]

= 12\7_;2 U_: dep — /_: d cos(Ngzﬁ)} (5.18)

= N2
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A Fig. 4 mostra o comportamento de Fp = N? (linha cinza continua) e o valor
calculado numericamente para Figs (circulos pretos), em fungao de N. A diferenga per-
centual média entre Fy e Flss para os pontos mostrados na Fig. [dc ¢ 0, 14%. Como essas
quantidades sao analiticamente iguais para o estado NOON, seria esperado que a diferenca
entre [y e Frgs fosse exatamente nula. Contudo, obtivemos uma diferenga percentual
nao-nula, implicando que o valor de 0, 14% reflete a precisao numérica de nossos céalculos,
que esta associada as limitagoes numeéricas em realizar célculos infinitesimais como o caso
da integral. Portanto, pode-se tomar este valor como referéncia para a ordem de grandeza
da precisao dos nossos calculos para os proximos resultados. Dessa forma, a obtencao de
uma diferenca percentual médias entre [ e Fiss que seja da mesma ordem de grandeza do
caso do estado NOON abre precedentes para futuras investigagoes de uma correspondéncia

analiticas entre F e Frgg para esses casos.

0.7
IAN,KIZO.S o o PN 0.2
03 0.1
0.1 0.0
0 2 4 6 8 10 -t -z 0 2 n
k ¢
(C) 10%f [E—
. J—
1000 S a
100 <
10 /
1) ]
0 20 40 60 80 100
N

Figura 4 — Analise do caso de estados NOON no interferometro da Fig. . (a) Modulo ao
quadrado dos coeficientes Ay, com N = 10, (b) distribuicao de fase relativa com
N =10¢ (c) F da Eq. (linha cinza continua), que neste caso ¢ Fp = N2,
e Fiss da Eq. (5.7) (circulos pretos), que foi computado numericamente, em
funcao de N.

Embora o estado NOON atinja o limite 6timo de precisao, é necessario um conhe-
cimento a priori da localizagao aproximada da fase relativa. Isso se deve ao fato de que o
padrao de interferéncia de um estado NOON apresenta uma periodicidade 27 /N, com N
picos presentes na distribuicao de fase relativa mostrada na Fig. [dp. Assim, para evitar
redundancias, deve-se localizar a fase 6 a uma N-ésima parte do intervalo entre —m e 7, de
modo que podemos lidar arbitrariamente apenas com o pico central da distribuicao de fase

relativa e ainda sim preservar todas as informagoes que podem ser obtidas com o sistema.
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Contudo, se a fase inicial 0 for completamente desconhecida, o procedimento de estimativa
deve ter um estagio inicial de determinacao da localizacao aproximada dessa fase antes de
se usar um estado NOON para melhorar a precisao da sua estimativa, garantindo que a

interpretacao dos dados nao serda ambigua.

5.3 Estado de Fase

O terceiro estado que trataremos é o estado de fase nos modos a e b na Fig. [Th,

dado pela Eq. (4.24)), sendo |V y) = ‘dB(N )> descrito explicitamente por

6) = g 2 N = (5.19)

Consideraremos gz~5 = 0 para centralizar a distribui¢ao de probabilidade Py(¢) em zero. Os
coeficientes da Eq. 1) para este caso sao dados por Ay = 1/v/N + 1, tal que o moédulo
ao quadrado desses coeficientes estd mostrado na Fig. [fh para N = 10. A distribuicao de

probabilidade de fase relativa para o caso dos estados de fase é dada por

2
ije L

1
gb):‘ﬁ;e VN +1

Utilizando o programa Mathematica, o resultado para a Eq. (5.20) da distribuigao de

(5.20)

N+1

probabilidade de fase relativa para o estado de fase é

. {sin [B(N +1)/2] }2 (5.21)

Fr(9) = 2n(N +1) sin [¢/2]

e estd mostrado na Fig. [fb para N = 10.

A informacao de Fisher quéntica para este caso pode ser calculada analiticamente,

sendo que
ra=a (392 }5) - (5[5
_ 4 (WT*N _ NIQ) (5.22)
N? 42N
- ==

A Fig. ok mostra o comportamento de Fy = (N? + 2N)/3 (linha cinza continua) e Figg
(circulos pretos), que foi calculado numericamente, em fungao de N. A diferenca percentual

média entre Fy e Frgs para os pontos mostrados na Fig. pe ¢ 0,20%.
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E importante ressaltar que a distribuicdo de fase relativa para um estado de fase
tem o pico central muito mais alto que os demais picos da distribui¢ao, ao contrario de um
estado NOON onde todos os picos tém a mesma altura. Portanto, considerando o estado
de fase, a diferenca de fase esta localizada na regiao entre —7/N e /N, uma vez que a

maior parte da probabilidade esta concentrada nessa regiao sem ambiguidade.

(@ (b)
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Figura 5 — Anélise do caso estados de fase nas entradas do interferometro da Fig. . (a)
Moédulo ao quadrado dos coeficientes Ay com N = 10, (b) distribuigao de
fase relativa com N = 10 e (c¢) Fg da Eq. (linha cinza continua), que
neste caso é Fg = (N2 +2N)/3, e F1ss da Eq. (5.7) (circulos pretos), que foi
computado numericamente, em funcao de N.

54 Estado de Fock Gémeos

Para os proximos quatro exemplos de estados que trataremos, sera considerado o
protocolo de estimativa de fase representado pela Fig. [Ib. Sendo o primeiro caso desse
grupo de estados quénticos incidentes no interferémetro o estado |¥q) = |N/2)_,|N/2),,, ou
seja, dois estados de Fock com o mesmo nimero de foétons N/2 em cada modo [23] (sendo
N par). O divisor de feixes BS; realiza a transformagao nos operadores de aniquilagao para
os modos considerados de acordo com a Eq. , sendo que o estado de entrada |¥), ao

atravessar o primeiro divisor de feixes, sera levado em |V y), descrito pela Eq. (5.1)).

Neste caso, ajusta-se a fase 6, do esquema representado na Fig. como #, = 0,
tal que o pico central da distribuicao de fase relativa fique centralizado em ¢ = 0. Dessa

forma, no caso dos estados de Fock gémeos, os coeficientes da Eq. (5.1]) para o estado |V y)
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nos modos a e b ap6s BS; sao dados por

N/2
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Figura 6 — Analise do caso de um estado de Fock gémeos nas entradas do interferémetro
da Fig. [Ip. (a) Modulo ao quadrado dos coeficientes Ay com N = 10, (b)
distribuicao de fase relativa com N = 10 e (¢) Fg da Eq. (linha cinza con-
tinua) e Fiss da Eq. (circulos pretos), ambos computados numericamente,
em fungao de N. A linha vermelha tracejada indica a fungao (N? + 2N)/2.

O modulo ao quadrado dos coeficientes estao mostrados na Fig. [ para N = 10. A
distribui¢ao de fase relativa est4 mostrada na Fig. [fb para N = 10. A Fig. [6c mostra o
comportamento de Fg (linha cinza continua) e Fygg (circulos pretos), que foram computados
numericamente, em funcao de N. A linha vermelha tracejada ilustra o comportamento
mostrado na Ref. [47] para a informagcao quéntica de Fisher do estado de Fock-gémeos
para N grande, N?/2+ N. A diferenga percentual média entre Fyy e Figs para os pontos
mostrados na Fig. [ ¢ 0,05%.

55 Estado de Fock Correlacionado

Outro estado que trataremos é o estado de Fock correlacionado que chega as portas
de entrada do interferometro da Fig. [24,25], sendo descrito por

190) = =1V IN-Dy + IV} [N D) (5:2)
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onde Ny = (N £1)/2. Neste caso, N deve ser impar, uma vez que nao ha uma quantidade
fracionada de fotons. Novamente, o BS; transformaré os operadores de aniquilagao de

acordo com a Eq. (.8). Consideraremos que a fase 6, ap6s o BS; na Fig. [lb ¢ 6, = 0.
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Figura 7 — Anélise do caso de um estado de Fock correlacionado nas entradas do in-
terferometro da Fig. [Ip. (a) Modulo ao quadrado dos coeficientes Ay, com
N =11, (b) distribuicao de fase relativa com N = 11 e (c¢) Fy da Eq.
(linha cinza continua) e Fiss da Eq. (circulos pretos), ambos computados
numericamente, em funcao de N

Os coeficientes escritos na forma da Eq. (5.1)) para o estado inicial descrito pela Eq.

sho

Ay = \/l% (N+>Zcos[ (2k — 4q+1)](]\;+) N N+ /\/> (5.25)

tal que os modulos quadrados desses coeficientes estao mostrados na Fig. [Th para N = 11.
A distribuicao de fase relativa da Eq. (4.26) estda mostrada na Fig. mb para N = 11. J&a

Fig. [7c mostra o comportamento de Fy (linha cinza continua) e Figg (circulos pretos), que

foram computados numericamente, em funcao de N. A diferenca percentual média entre

Fg e Fiss para os pontos mostrados na Fig. [7c ¢ 0,05%.

5.6 Estado Coerente-Comprimido

Para melhorar a precisao do sistema, consideraremos agora a proposta inicial de

Caves [26], na qual um estado de vacuo comprimido |£),, e um estado coerente |a),, chegam
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nas entradas do interferometro da Fig. [Ib, isto ¢, |¥); = [€),, o), Vale ressaltar que este
procedimento é atualmente utilizado na melhoria da sensibilidade de detectores de ondas
gravitacionais [8],18-20|]. Na base de Fock, esses estados de entrada podem ser escritos

como

1w =D Som|2m),, la)y, =D Cx|N)y,, (5.26)
m=0 N=0

onde Sy, = +/(2m)!(—€?s tanh r)™/(2™m!V/coshr) e Cx = e~ 1°*/2(aee)N /3/N1. Ob-
serve que para condigoes Otimas, ou seja, que permitem alcancar o limite méximo de
precisao, devemos ter #, — 20, = 0. Com a acgao das transformacoes descritas na Eq.
devido ao divisor de feixe BS; da Fig. , o estado quantico |V) da Eq. tem

coeficientes dados por

A= 3 oS (N ) x
T = VN 2m
N 5.27
<3 (NG
pr q k—q k
onde consideraremos que a fase 6, apoés a BS; é 6, = —7/2 no intuito de centralizar o pico

da distribuicao de fase em ¢ = 0. Note que nao temos um ntmero total definido de foétons,
uma vez que as somatoérias na Eq. , que descrevem os estados de entrada, possuem
infinitos termos. Assim, para fazer comparacoes, projetaremos o estado que descreve o
sistema apoés passar por BS; em um numero total de fétons igual ao nimero médio de

fotons do estado original.

A precisao maxima deste protocolo ocorre quando o nimero médio de fétons do
estado comprimido ¢é igual ao niimero médio de fétons do estado coerente nas entradas do
interferometro, com sinh®(r) = |a|?> = N/2, sendo N o ntimero médio de fétons do estado
total |36]. Considerando o estado quantico nesta configuracdo e projetando este estado em
um nimero médio total de fétons IV, a Fig. [8a mostra o moédulo quadrado dos coeficientes
Any da Eq. (5.27) para N = 10. A distribuigao de fase relativa da Eq. é mostrada
na Fig. , novamente para N = 10. A Fig. [8c mostra o comportamento de Fg (linha cinza
continua) e Flgg (circulos pretos), que foram computados numericamente, em fungao de
N, sempre em uma configuracio com sinh®(r) = |a|?> = N/2. A linha vermelha tracejada
mostra a funcio N2, mostrando que este esquema, é realmente 6timo, atingindo o limite

de Heisenberg. A diferenca percentual média entre Fiy e Figg para os pontos mostrados na
Fig. [8c é de 0,05%.
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Figura 8 — Analise de um estado comprimido e um estado coerente nas entradas do
interferometro da Fig. , na configuracio 6tima com sinh*(r) = |a|?> = N /2,
com o estado nos modos a e b projetado em um nimero total de fotons N. O
estado resultante ¢ dado pela Eq. com os coeficientes da Eq. (5.27). (a)
Médulo ao quadrado dos coeficientes Ay com N = 10, (b) distribuigao de
fase relativa com N = 10, e (¢) Fg da Eq. (linha cinza continua) e Fiss
da Eq. (circulos pretos), ambos computados numericamente, em fungao
de N = 10. A linha vermelha tracejada mostra a funcio N2.

Existe outro regime onde esta configuracao com um estado comprimido e um
estado coerente nas portas de entrada do interferdbmetro da Fig. [Ib é muito util. Nessa,
configuracio, temos sinh?(r) ~ VN /2 com N > 1, tal que a informacao sobre a fase 6
introduzida no interferometro pode ser extraida unicamente da diferenca nos ntmeros
de fotons detectados pelos detectores Dy e Dy neste regime [34]. Uma desvantagem é
que a incerteza minima na fase estimada escala com 1/N*/ nao com 1/N como no caso
6timo. Novamente, projetamos o estado considerado em um niimero médio total de fétons
igual a N para obter um estado como o da Eq. com os coeficientes Ay dados pela
Eq. (5.27) neste regime com sinh?(r) = \/ﬁ/Q A Fig. @a mostra o modulo quadrado dos
coeficientes Ay da Eq. para N = 10. A distribuicdo de fase relativa da Eq.
¢ mostrada na Fig. |§|b, novamente para N = 10. A Fig. |8c mostra o comportamento de
Fg (linha cinza continua) e Fiss (circulos pretos), que foram computados numericamente,
em funcio de N. A linha vermelha tracejada mostra a funcao 1.45N3/2 com o intuito de
servir como um guia de visualizacao. A diferenca percentual média entre Fy e Figg para
os pontos mostrados na Fig. [8c ¢ 0, 13%.
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Figura 9 — Analise de um estado_comprimido e um estado coerente nas entradas do
interferometro da Fig. , em uma configuracio com sinh?(r) = VN /2, com o
estado nos modos a e b projetado em um ntmero total de fotons N. O estado
resultante ¢ dado pela Eq. com os coeficientes da Eq. (5.27)). (a) Modulo
ao quadrado dos coeficientes Ay, com N = 10, (b) distribuicao de fase relativa
com N =10 e (c) Fg da Eq. (linha cinza continua) e F1gs da Eq.
(circulos pretos), ambos computados numericamente, em funcio de N. A linha
vermelha tracejada mostra a funcao 1.45N3/2.

5.7 Discussao

Em suma, a ideia deste trabalho foi mostrar como a distribuicao de probabilidade de
fase relativa introduzida por Luis e Sanchez-Soto [7] esta associada a incerteza minima na
estimativa do parametro de fase 6ptica 6 introduzido em um interferoémetro, para estados
puros 6pticos de dois modos tuteis em metrologia quantica. Uma vez que essa incerteza é
quantificada pela informacao de Fisher quantica Fy dada pela Eq. , a equivaléncia
aproximada dessa quantidade com a informacgao de Fisher calculada via distribuigao de fase
relativa Frgs dada pela Eq. leva ao fato de que para se detectar uma variacao 66 na
quantidade @, ela deve alterar sensivelmente a distribuicao de probabilidade de fase relativa
do estado quantico inicial. Nesse sentido, podemos ver que, de acordo com a Eq. ea
Eq. , uma minimizac¢ao da incerteza na estimativa do parametro de fase 6ptica 6 é
alcangada por uma maximizacao de Fy e, consequentemente, de An,, que representa o
desvio padrao no ntmero de f6tons no modo a na Fig. [[} Em outras palavras, a quantidade

An, nos informa o quao distante o niimero de fétons do modo a esta em relagao a média.
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Logo, a consequéncia de quanto mais longe essa quantidade estiver da média é que a
quantidade A¢ estara bem localizada, devido & relagdo de complementaridade entre a fase
relativa e o niimero de fétons no modo a. Com intuito de maximizar An,, os coeficientes
An na Eq. devem ter grandes amplitudes nos extremos k = 0 e k = N. Isso é
verdade para todos os estados quanticos uteis em metrologia quéantica que foram estudados

neste trabalho.

Por exemplo, destaca-se o estado NOON (como visto na Fig. |4a) e o estado 6timo
obtido com a incidéncia de um estado coerente-comprimido nas entradas do interferometro
(Fig. [8h), uma vez que ambos sistemas atingem o limite de Heisenberg [2], A8 = 1/N
(com p = 1). Para esses estados, as componentes com k =0 e kK = N levam a uma alta
contribui¢ao de um termo de oscila¢do cos(/N¢) na distribui¢ao de probabilidade de fase
relativa, como pode ser visto nas Figs. @b e Bb, minimizando a largura dos picos centrais.
Por outro lado, podemos observar que esses comportamentos nao ocorrem para um estado
de Fock-vacuo nas entradas do interferémetro, como evidenciado pelas Figs. e Bp,
notando que & medida que o valor de n, se aproxima da média a incerteza na diferenca de
fase piora em localizagao. Por esta razao, destacamos que o uso de fontes de luz quantica
pode ser considerado o responsavel pelo aprimoramento nas medicoes de fase relativa em

protocolos de metrologia quéantica.

Desse modo, observamos que é possivel mensurar a diferenca de fase no interior de
um interferémetro quando se perturba de forma significativa a distribuicao de probabilidade
de fase relativa, por meio da abordagem proposta por Luis e Sanchez-Soto |7]. Além disso,
contemplando todos os resultados apresentados nesta tese, mostramos que as diferencas
médias entre as informacgoes quanticas de Fisher Fy e Figg obtidas das distribuicoes de
fases relativas para os estados testados sao da ordem de 0,1%. Essa diferenca ¢ compativel
com a precisao numérica dos calculos, um fato que levanta a questao se existe uma
equivaléncia formal analitica entre essas quantidades, ainda sob nossa investigagao. Os

resultados apresentados neste capitulo foram publicados na referéncia |27].
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6 Conclusio

Apresentou-se nesta tese que o féton é considerado uma excitacao elementar de um
modo quantizado de um campo eletromagnético |1]. Ao quantizar o campo eletromagnético,
foi possivel atribuir melhorias significativas na medic¢ao de variagao da fase relativa no
interior de um interferometro. Certamente, este fato constituiu num avango importante
para o campo da metrologia quantica foténica |4]. Ademais, vale a pena ressaltar que esse
aprimoramento da medicao nao é contemplado pela teoria classica da luz, apontando para
a relevancia de estudos nesta direcao com o propoésito de superar os limites de precisao
impostos pela natureza quantica da luz. Além disso, destacou-se em nossa abordagem alguns
estados quanticos relevantes para a descrigao do campo de luz, como por exemplo o estado
de Fock-vacuo, NOON, fase, Fock gémeos, Fock correlacionado e coerente-comprimido.
Em particular, o estado coerente-comprimido é considerado um estado que eleva o nivel de
precisao na medicao de grandezas fisicas, tal como uma pequena variacao de fase no interior
de um interferdbmetro. Dessa forma, esse estado é particularmente ttil em aplicagoes de alta

sensibilidade como a detec¢ao da passagem de uma onda gravitacional [8],/18-20,28-31].

Para realizar medigoes com alta precisao, a teoria da estimativa de parametros
define um limite conhecido por Cramér-Rao, que representa uma incerteza minima no
parametro a ser mensuravel |3]. E interessante notar que essa incerteza minima esta
relacionada com a informacao de Fisher quantica Fy, que otimiza a estratégia de medigao.
Ademais, notamos que F{, esta relacionada com a distancia entre estados quanticos que
se diferem pelo parametro de fase ¢. Dessa forma, quando Fy ¢ grande, variando-se
infinitesimalmente 6, gera-se uma grande perturbacao na distribuicao de probabilidade
P(6) levando a possibilidade de detec¢ao do parametro. Sabe-se que o limite méaximo de
precisao inerente a natureza quantica da luz é conhecido como o limite de Heisenberg. Isto

é, a incerteza do parametro 6 é descrita em termos do numero de fétons N por A = 1/N.

Por outro lado, h4 uma outra abordagem que mostra como se obter a informagao
sobre a diferenca de fase Optica entre dois modos em um interferémetro do tipo MZ
a partir do célculo da distribui¢ao de probabilidade de fase relativa [7]. Com o intuito
de mensurar a fase introduzida no interior de um interferémetro, mostramos como a
distribuicao de probabilidade de fase relativa para os estados quanticos 6pticos de dois
modos puros tteis em metrologia quantica esta associada a incerteza minima na estimativa
de uma pequena fase 6ptica # adicionada a um desses modos. Para tal, mostramos que a
diferenca média entre as informacoes de Fisher obtidas da distribuicao de fases relativas
e as informacoes quanticas de Fisher para os estados testados ¢ menor que 0, 1%. Esta
diferenga é compativel com a precisao numérica dos calculos, levantando uma pertinente

questao sobre a existéncia de uma equivaléncia formal entre essas quantidades, ainda sob
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nossa investigacao. A equivaléncia aproximada entre essas quantidades ilustra o fato de que,
para que uma variacao 06 na quantidade 0 seja detectavel, ela deve alterar sensivelmente

a distribuicao de fase relativa do estado quéntico inicial.

Portanto, ressalta-se que a abordagem para conhecer a fase relativa no interior de
um interferometro por meio da distribuicao de probabilidade de diferenca de fase alcanca,
dentro de uma faixa de erro restrita, os mesmos resultados que a teoria da estimativa de
parametros previa através do limite de Cramér-Rao via informacgao de Fisher quantica.
Dessa forma, a distribuicao de probabilidade de diferenga de fase pode ser associada com

a precisao na medicao da variacao da fase relativa em interferometria.

Num panorama pratico que pode ser descrito em metrologia quantica, a preparacao
do estado inicial nao é perfeita e o sistema é submetido a processos de decoeréncia, tornando
a estimativa da precisdo maxima do protocolo uma tarefa dificil [48]. Todavia, uma possivel
extensao dos resultados apresentados nesta tese é o estudo para estados mistos do campo
quantico de dois modos, que pode ser 1til para fornecer estimativas para a precisao do
protocolo com base na distribuicao de fase relativa. Futuramente, a mesma abordagem
desta tese pode ser aplicada no estudo de estados mais robustos num panorama pratico,
no qual deve-se considerar perdas, como processos de decoeréncia, por exemplo. Além
da abordagem tomando a distribuicao de fase relativa de campos quanticos apresentada
nesta tese, pode-se analisar a largura dessa distribuicao para apresentar uma explicacao
geral para a reducgao de ruido em experimentos que produzem e caracterizam estados de
luz comprimida [49]. Se levarmos em conta que o campo de um laser ndo ¢ um estado
coerente, mas uma combinagdo incoerente de estados coerentes com fases aleatorias [50], o
que equivale a uma combinagao incoerente de estados de Fock [51.52], a conclusao é que
nao é possivel produzir um estado comprimido em um modo nas configuragoes usuais [49].
No entanto, a largura da distribuicao de fase relativa entre o campo de sinal e o campo
usado como oscilador local diminui com o aumento do pardmetro de compressao da forma
esperada [49|. Este fato pode ser considerado a razao fundamental para a redugao de ruido
nos experimentos. Assim, a andalise da distribuigao de fase relativa entre dois modos 6pticos
quanticos pode esclarecer outros aspectos importantes da metrologia quantica, além dos

tratados nesta tese.
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